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Resumo

Neste trabalho, mostraremos uma generalizacao para um Teorema de Ribaucour
que diz que a envoltéria dos planos médios de uma congruéncia de retas isotrépica ¢ uma
superficie minima. Para isso, usaremos coordenadas locais introduzidas em um trabalho
de Guilfoyle e Klingenberg, obtendo condigcoes para que tais coordenadas caracterizem
congruéncias de retas isotropicas e generalizando essas condigoes. Obteremos também
invariantes naturais induzidos pela métrica de Kahler no espaco das retas orientadas
em R3.

Palavras-chave: congruéncias de retas, Teorema de Ribaucour, superficies La-

guerre Minimas



Abstract

In this work we’ll generalize a Theorem of Ribaucour, wich says that the middle
envelope of an isotropic congruence is a minimal surface. In order to do that, we’ll use
local coordinates first introduced by Guilfoyle and Klingenber, obtaining conditions
so that such coordinates caracterize isotropic congruences and then generalizing these
conditions. We’'ll also obtain natural invariants induced by a Kahler metric on the
space of oriented lines in R>.

Keywords: line congruences, Ribaucour’s Theorem, Laguerre minimal surfaces



Sumario

Introducao

1 Preliminares
1.1 Funcao Suporte . . . . . . . ..
1.2 Pontos Limites e Pontos Focais . . . . . . . . . . . . . . ... .. ...

1.3 A equacgao biharmonica . . . . . ... ..o L

2 O Espacgo das Retas Orientadas
2.1 Correspondéncia entre £ e TS?> . . . . . . ... . ... ... .. ...,
2.2 Alguns Resultados Sobre Congruéncias de Retas . . . . . .. ... ...
2.3 Geometria local das congruéncias . . . . . ... ... ... ... ...

3 Meétrica de Kahler em L
3.1 Métrica Canonica de Kéahler em Fibrados Tangentes . . . . . . . . . ..

3.2 Invariante natural induzido pela métrica G . . . . . . .. .. ... ...

4 Uma generalizacao para um Teorema de Ribaucour

4.1 Exemplos . . . . . .

Referéncias Bibliograficas

13
13
15
19

24
24
29

33
40

46



Introducao

O estudo de congruéncia de retas em geometria diferencial comegou com os traba-
lhos de G. Monge [14], motivado por problemas de engenharia, e por E. L. Malus [13],
motivado por problemas de éptica. O primeiro tratamento puramente matematico
sobre esse assunto foi dado por E. E. Kummer [12].

Ao longo do século XIX, varios gedmetras estudaram congruéncias de retas, relacio-
nando-as com problemas envolvendo superficies isométricas e superficies com curvatura
constante [6]. Podemos medir a importancia desse tépico nesse século pelo espago
reservado a ele em tratados cldssicos como os de Darboux [3] e Bianchi [2]. Nos livros
recentes que tratam de geometria diferencial, entretanto, é raro sequer ver uma mengao
as congruéncias de retas. No entanto, o estudo dessas congruéncias esta intimamente
relacionado com tépicos cldssicos que ainda sao atuais, como as superficies minimas.

Em nosso trabalho, abordaremos como tema central as congruéncias de retas, pro-
pondo uma fusao entre o ponto de vista classico e um formalismo moderno introduzido
recentemente por Guilfoyle e Klingenberg [7]. Em uma série de artigos [7, 8, 9, 10],
eles identificaram o espaco das retas orientadas em R?, £, com o fibrado tangente da
esfera unitdria em R3, T'S?, e mostraram como introduzir uma métrica G e estruturas
complexa e simplética em T'S? de forma que T'S? possa ser visto como uma variedade de
Kahler. A identificacao é feita de tal forma que as congruéncias de retas correspondem
a superficies em TS?. Em particular, as congruéncias de retas que nao sao degene-
radas em um certo sentido, sao identificadas com secoes locais de T'S?. Observamos
que a introdugao das estruturas mencionadas acima nos permite falar em secoes locais
holomorfas, anti-holomorfas e harmonicas (para a estrutura complexa considerada), e
secoes locais Lagrangianas (para a estrutura simplética considerada).

A nossa estratégia de unir os formalismos classico e moderno nos levou a considerar
um antigo resultado de A. Ribaucour [15]:

Se uma congruéncia de retas € isotropica, entao a envoltoria dos planos médios dessa

congruéncia € uma superficie minima.

Usando o formalismo de Guilfoyle e Klingenberg, identificamos as congruéncias
isotrépicas com secoes locais holomorfas do fibrado tangente da esfera unitéria, T'S%.
O resultado de Ribaucour oferece, assim, um método geométrico interessante de gerar
superficies minimas a partir de secoes locais holomorfas de T'S?.



Dentro desse contexto, uma pergunta natural que surgiu foi o que acontece com o
procedimento de Ribaucour quando as secoes locais consideradas sao harmonicas ao
invés de holomorfas. Obtivemos uma resposta satisfatéria para essa questao, mostrando

o seguinte resultado:

Se uma congruéncia de retas € dada por uma secao local harmoénica, entdo a

envoltoria dos planos médios é uma superficie Laguerre minima.

As superficies Laguerre minimas sao pontos criticos do chamado funcional de La-

/H?-K
S K ’

em que S é uma superficie em R3 e H e K sdo as curvaturas média e gaussiana de S,

guerre

respectivamente. Para maiores detalhes, vide [11].

A decomposicao canonica das secoes harmonicas em partes holomorfa e anti-holomor-
fa nos levou a indagar se, a exemplo do que acontece com as secoes holomorfas, as se¢oes
anti-holomorfas estao associadas a algum tipo de superficie. A resposta a esta questao
também foi satisfatéria e obtivemos o seguinte resultado:

s,

Se uma congruéncia de retas é dada por uma se¢ao local anti-holomorfa, entao a

envoltoria dos planos médios € uma superficie Laguerre minima do tipo esférico.

Além disso, a métrica de Kéhler G nos levou a introduzir alguns invariantes as-
sociados a G e a métrica canoénica de S2. Como resultado, mostramos ainda como
esses invariantes se relacionam de maneira simples com quantidades classicas, como a
distancia entre pontos limites e a distancia entre pontos focais.

Os trés resultados acima constituem a nossa contribuicao original dentro do es-
tudo de congruéncia de retas. As contribuigbes de Guilfoyle de Klingenberg foram
a motivagao inicial para este trabalho. Abaixo, segue a sequéncia cronoldgica dessa
contribuicao.

Em 2002, B. Guilfoyle e W. Klingenberg [7] descreveram coordenadas locais para
a correspondéncia entre £ e TS?. Ainda em 2002 [8], mostraram sob quais condigoes
uma congruéncia de retas é integravel no sentindo de Frobenius, ou seja, sob quais
condicoes existe uma superficie em R? ortogonal a uma congruéncia de retas. Em
2004 [9], uma métrica de Kéahler foi induzida em £ e entéao foi possivel mostrar que uma
congruencia de retas ¢ Lagrangiana com respeito a estrutura simplética se, e somente
se, a congruéncia é integravel. Em 2006 [10] eles caracterizaram uma congruéncia
de retas Lagrangiana ortogonal a uma superficie minima. KEssa caracterizacao foi a
principal motivacao para o nosso trabalho, pois era uma equacao diferencial parcial
para a secdo local do fibrado canénico 7 : £ — S%. Embora as solucoes desta equacao

sejam dadas em termos holomorfos, a determinacao de superficies minimas via este



processo é um tanto complicada. Essa dificuldade técnica nos levou a pensar uma
maneira mais simples de construir superficies minimas e a redescobrir e posteriormente
generalizar o antigo teorema de Ribaucour.

Dividimos o nosso trabalho em quatro capitulos, a saber:

e Capitulo 1: Preliminares. Nesse capitulo, fixaremos notagoes e veremos al-
guns conceitos que serao usados no decorrer dessa dissertagao. Trataremos do
conceito de func¢ao suporte, pontos limites, pontos focais e equacoes bitharmonicas,

estabelecendo alguns resultados que nos serao tuteis.

e Capitulo 2: O Espacgo das Retas Orientadas. Definiremos o nosso ambiente
de trabalho, a saber, o espaco das retas orientadas em R?, £ e estabeleceremos
uma correspondéncia entre esse espaco e o fibrado tangente da esfera unitaria em
R3, o T'S?. Definiremos, assim, um sistema de coordenadas locais no espaco das
retas orientadas. Definiremos uma congruéncia de retas e mostraremos sob quais

condi¢oes uma congruéncia de retas é integravel.

e Capitulo 3: Métrica de Kihler em £. Mostraremos que TS? é uma varie-
dade de Kahler e definiremos uma métrica de Kahler em L. Definiremos também
uma congruéncia de retas Lagrangiana e mostraremos uma condi¢ao necessaria
e suficiente para que uma congruéncia seja desse tipo. Caracterizaremos con-
gruéncias de retas Lagrangianas ortogonais a superficies minimas e encerramos
o capitulo definindo um invariante induzido pela métrica de Kahler de £, dando

uma interpretacao geométrica para esse invariante.

e Capitulo 4: Uma Generalizagao para um Teorema de Ribaucour. Gene-
ralizaremos o Teorema de Ribaucour fazendo algumas suposicoes sobre o as coor-
denadas locais de uma congruéncia de retas. Definiremos o conceito de superficie
Laguerre minima e mostraremos que toda superficie desse tipo pode ser vista
como a envoltoria dos planos médios de um determinado tipo de congruéncias.
Encerraremos nosso trabalho construindo exemplos acerca do que foi tratado ao

longo da dissertagao.



Capitulo 1
Preliminares

Nesse capitulo, faremos uma breve apresentacao de alguns topicos que nos au-
xiliarao ao longo dessa dissertacao. Na secao 1.1, definiremos o conceito de funcao
suporte, assim como uma representacao local para uma superficie S e suas curvaturas
média e gaussiana em termos da funcao suporte associada a S. Na secao 1.2, definire-
mos pontos limites e pontos focais de uma superficie regrada e suas representagoes em
termos de uma parametrizacao local da superficie. Na secao 1.3, falaremos um pouco
sobre a equacao biharmonica. O conteido das secoes 1.2 e 1.3 foi baseado principal-
mente [4, 5] e [1], respectivamente.

1.1 Funcao Suporte

Seja S uma superficie orientada em R? e considere S? como sendo a esfera unitéria
em R3. A aplicacio de Gauss da superficie S é a aplicacao diferencidvel N : S — S?
que, para cada p € S, associa um vetor N(p) normal a S em p. A diferencial da

aplicacao de Gauss em um ponto p € S é a aplicagao linear
de : TpS — TN(p)S2 = TpS.

Se a curvatura Gaussiana K = det(dN,) # 0, entdo o teorema da funcdo inversa
nos garante que a aplicacao de Gauss ¢é localmente inversivel. Logo, qualquer superficie
que tenha K # 0 é, localmente, a imagem da inversa da aplicacao de Gauss.

A funcao suporte h é uma funcao que nos da a distancia do plano tangente a S em
p & origem de R3 e ela pode ser dada em termos da normal por

h={(q,1(q)), (1.1)

em que [ é a inversa da aplicagao de Gauss, ¢ € S? é normal a S em I(g), e ‘(,)’ denota
o produto interno usual.

Se (u,v) sao coordenadas locais em S?, entao

b = (qu; 1(q)) + (g, dly(qu)) = (qu, (q)) (1.2)



1.1 Fungao Suporte )

hv = <Q1n l(q)> + <QadlfJ<Qv)> = <QU71<Q)>> (13)

pois dl,(q.) e dl,(g,) estdo no plano tangente a S em I(g). Como h, e h, s@o as derivadas
direcionais de h nas diregoes g, e q,, respectivamente, entao as equagoes (1.2) e (1.3)
nos mostram que o gradiente de h em relacao & métrica canonica de S?, denotado por
Vszh, é a projegao de [ no plano tangente. Pela equacao (1.1) essa projecao é [ — hq e
obtemos

I(q) = h(q)q + Vs2h(q). (1.4)

Portanto, se a inversa da aplicacao de Gauss existe, temos uma expressao explicita

para ela em termos da fungao suporte.

Proposicao 1.1 Sejam S C R? uma superficie reqular orientdvel e N a aplicacao de
Gauss de S. Suponha que para py € S, K(po) # 0. Seja U C S uma vizinhancga de py
tal que N|y : U — N(U) € inversivel. Entao a curvatura Gaussiana K e a curvatura
média H de S em U serdao dadas por

1
det(hld + Hess(h))’
traco(—hId — Hess(h))
2det(hId + Hess(h)) ’

K =

em que Id € a matriz identidade 2 X 2, h € a fun¢do suporte associada a S em N(U)
e Hess(h) = [hi;] € a matriz Hessiana de h relativa a um referencial ortonormal local
de S.

Demonstragao: Sejam [ : N(U) — U a inversa local da aplicacdo de Gauss, ¢ €
N(U) e {e1,e2} um referencial ortonormal local de S. Segue da equagdo (1.4) que
l(q) = h(q)q + Vs2h(q). Logo,

dlg(e;) = dhg(ei)q+ h(g)ei(q) + d(Vszh)q(e;)
= dhg(e;) + h(q)ei(q) + De,Vsrh(q) + (d(Vs2h)g(es), q)
= dhg(e;) + h(q)ei(q) + De,Vs2h(q) — (Vs2h(q), ei(q))
= h(q)ei(q) + De,Vgzh(q),

+
+

em que D denota a conexao Riemanniana.
As matrizes da primeira e da segunda formas fundamentais a [ associadas ao refe-
rencial {ey, es}, I = [g;5] e 1T = [l;;], sao

g9 = (dl(e:), dl(e:))
= h25ij + h<DeivS2h7 €j> + <DeivS2h> DejV§2h>,

lij = —<dl(ez‘)>@j>
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Pelas equagoes acima obtemos que

I = (—hId— Hess(h))?
Il = —hid— Hess(h).

Seja A: T(N(U)) — T(N(U)) o operador linear auto-adjunto associado a segunda
forma fundamental de [. Segue das equagoes anteriores que a matriz de A no referencial
{e1, e} é dada por

A=1"'11=(—hld— Hess(h))™".

Entao a curvatura Gaussiana K e a curvatura média H de S em U sao dadas por

1
det(hld + Hess(h))’
trago(—hld — Hess(h))
2det(hld + Hess(h))

K =

1.2 Pontos Limites e Pontos Focais

Afim de introduzir o conceito de ponto limite, precisaremos da definicao de con-
gruéncia de retas. Grosso modo, uma congruéncia de retas é uma superficie no espaco
das retas orientadas em R®. Nao trataremos desse espaco com detalhes agora pois
o faremos no préximo capitulo. Nesta secao, nos retringiremos a uma descrigao lo-
cal dessas congruéncias. Em outras palavras, consideraremos uma familia a dois-

-parametros de retas dadas em coordenadas locais (u, v, w) pela expressao
Y (u,v,w) = X(u,v) +wN(u,v),

emquew €ER, X :UCR?2 5 R*e N:U CR? = R? sao imersoes diferencidveis
definidas em um aberto U e |N(u,v)| = 1,¥(u,v) € U.
Para cada curva v(t) = (u(t),v(t)) em U, temos entdo definida uma superficie
regrada dada por
Y(t,w) = X(t) +wN(t),
em que X (t) = X (u(t),v(t)) e N(t) = N(u(t),v(t)).
As Proposicoes abaixo nos servirao de apoio para que possamos definir o que sao

pontos limites.

Proposicao 1.2 Seja S uma superficie regrada dada por

Y (t,w) = X(t) + wN(t), [N(t)| = 1L, |N'(£)| £0, ¥ t. (1.5)
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Sejam N (ty) e N(t2) diregoes de duas geratrizes deY e sejam Y (t1,wi(ta)), Y (t2, wa(t2))
0s pés da perpendicular comum a essas duas geratrizes. Quando ty — t1, esses pontos

tendem a um ponto Y (t1,w), em que w € dado por

(N, X7)
(N, N")”

w=—

Demonstragao: Afim de determinar w, observe o seguinte. A direcao da perpendi-

cular comum vai ser dada por
Y (t1,wi(t2)) — Y(ta, wa(te)) = X(t1) + wi(ta) N(t1) — X(t2) — wa(te) N(t2).
Por outro lado, essa direcao também ¢é dada por
N(t1) A N(ts).
Portanto,
X(t1) +wi(t2)N(t1) — X(t2) — wa(ta) N(t2) = N(t1) A N(ts). (1.6)
Tomando o produto interno de (1.6) com N(t3) — N(t1), teremos que
(X(t1) + wi(t2)N(t1) — X(t2) — wa(t2)N(t2), N(t2) — N(t1)) = 0.
Como |N(t)] = 1, podemos deduzir da equagao acima que
(X(t2) = X(t1), N(t2) = N(t1)) + (wa(t2) + wi(t2)) (1 — (N(t2), N(t1))) = 0.

Consideremos agora a expansao de Taylor para N,

N(ts) = N(t) + N'(0) At + N"(t,) (A;)z + R(ts),

B . R(ty)
em que At =ty — 1y, e til_rgl A2~ 0.

Apos substituicao, obtemos que

2

(X(02) = X(00), V() = N(0)  Cwlen) + ) {10, 8700 57 4 i) =
(1.7)

Finalmente, dividindo a equagao (1.7) por (At)?), notando que
(N(t1),N"(t1)) = —(N'(t1), N'(t1)) e tomando o limite quando At — 0, teremos

que
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Defini¢ao 1.1 O ponto Y (t;,w) € o ponto central da geratriz Y (t1,w).

Observe que o ponto central pode ser definido como o ponto da geratriz que pertence
a linha de estriccgao.

Observagao 1.1 A expressao obtida para o ponto central associado a curva Y(t) sé
depende da dire¢ao de y(t1) = p e de v'(t1). Sendo assim, € natural considerar a forma
quadrdtica Q, : S' — R dada por

(dNy(v),dX,(v))
(dNy(v), dNy(v))’

Qp(v) =

em que S' € o circulo unitdrio em R?, e considerar os valores de mdzimo e minimo de

Qp-
Proposicao 1.3 Os valores de mdzimo wy e minimo w,, de (), sao dados por

(f + 12 — 9119 — goe

2
d11922 — gi2
deg— ([ + ') (18)
4(911922 - 9%2) .

Wy + Wy, =

Wy Wep, =

em que € = <NU)XU>7 f = <NU)XU>7 f/ = <N’U7Xu>; g = <NU7XU>7 gn = <Nu7Nu>7
gi12 = <Nu7 Nv> € go2 = (Nv,Nv>-

Demonstracao: Temos que a forma quadratica (), ¢ dada por

(Nydu + N,dv, X, du + X,dv)

@ = - (Nydu + N,dv, Nydu + N,dv)
edu® + (f + f)dudv + gdv? (1.9)
g11du? + 2g1odudv + goadv?’ '
Se tomarmos s = %, a equagio (1.9) se torna
e+ (f+ f)s + gs?
Qp=— ( ) (1.10)

g1 + 29125 + gos?
Entao, (), varia continuamente com o valor de s e estamos interessados em procurar
valores de s para os quais (), assume maximo e minimo. Para isso, diferenciamos a

expressao (1.10) com relacdo a s e igualamos o resultado a 0, obtendo

(149229 [ 307+ 1) 45| = (@t o) e+ 50+ 05 0.
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ou seja,

<9129 - w) s* + (9119 — gaze)s + (M - 912€> =0, (1.12)

um polinomio quadratico em s. O discriminante desse polinomio vai ser dado por

Cg2(f+ )N (9ulf + 1)
) (5).

2
— —4
(9119 9226) <9129 5 5

que equivale a

2 / 2 ' ’

. + 2 +

49119222 912 (gn(f ) —9126’) + [9119 — egyy — d12 (gll(f f") —912€>} 7
72 2 g1 2

que é niao negativo, pois gi1gs2 — g3, > 0. Logo, o polindmio vai ter duas rafzes reais.
Seja 5§ uma raiz desse polinomio e seja w o valor de (), obtido ao substituirmos s por
s em (1.10). Por (1.11), temos que

et+3(f+f)s  (f+[)+gs

g11 + 9128 g12 + G228

gl

Ao escrevermos essas equacoes na forma
- -1 "
[g110 + €] 4 | graw + §(f+ sl = 0

|:912w+%<f+f/):| + [g2w +g]5 = 0

e eliminarmos §, obtemos o seguinte polindmio quadratico em w

N 2
(911922 — 932) 0% + [g119 — (f + [')g12 + gooe]W + €g — (f —; / ) =0. (1.13)

Denotando por w,; e w,, as raizes dessa equagao, teremos

(f+ g2 — 9119 — gaze
911922 — 9%2

deg — (f + f')?

4(911922 - 9%2) '

Wy + Wy, =

Wy W, =
[ |

Defini¢ao 1.2 Os pontos Y (p,wy) e Y (p, W) sio chamados pontos limites asso-

ciados a geratriz Y (p,w).

Observacgao 1.2 Para o caso particular de congruéncias de retas em que N € a aplicag¢ao

de Gauss da superficie parametrizada X, temos

2H
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em que H e K sao as curvaturas média e gaussiana de X, respectivamente. Para
Justificar essa afirmacao, lembramos que a terceira forma fundamental III de uma
superficie S (ou seja, (dN,,dN,), com p € S e N sendo a aplicacio de Gauss) se
relaciona com a primeira I e sequnda II formas fundamentais da sequinte maneira

Il =—-KI+2HII.
Basta entao utilizar a rela¢ao acima e (1.8) para obter (1.14).
Vamos agora analisar sob quais condi¢oes uma superficie regrada S dada por
Y(t,w)=X(t)+wN(t), INt)|=1,|N'(t)] #0, Vt. (1.15)

é desenvolvivel.

Sabemos que S é desenvolvivel se
(N"AN, X"y =0.
A forma diferencial dessa condicao é
((Nydu + Nydv) A N, X, du + X,dv) =0, (1.16)
que equivale a
(N, AN, X,)du® + ({(N, AN, X,) + (N, A N, X,,))dudv + (N, A N, X,,)dv* = 0.

Observe que N, e N, formam uma base para 7,S%, p € S*. Podemos entdo escrever
N como sendo

N, AN,
VWA
Calculando (N, A N, X, ), temos que
(N ANX,) = ,Nu—iMWu A (Ny AN,), X
= |Nu—/1\NU|<<N“ A Ny) Ny — (N, Nou) Ny, X,
= T (Ve M) (Vi Xo) = (N0, M) (N, )
= |Nu—/1\Ny|(g126 — g f).

Analogamente, encontramos que

1

N, NN, X, N,AN,X,)= ——

(g12f — G119 + g22e — g12f")

1

(Ny, AN, X,) = m(gmf/ — G129)-
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Entao S é desenvolvivel se, e somente se, a forma quadratica

(g12e — g f))du® + (giof — 9119 + gaze — giaf’)dudv + (gaof' — grag)dv? (1.17)

se anula. Portanto, para cada reta da congruéncia de retas podem passar duas su-
perficies regradas desenvolviveis formadas por retas da congruéncia.

Sabemos que uma superficie regrada desenvolvivel é a superficie tangente da sua
linha de estric¢ao. Logo, cada reta da congruéncia pode ser tangente a duas linhas de
estriccao. Temos, entao, a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.3 Os pontos de contato entre uma reta da congruéncia e as duas linhas
de estriccao associadas as duas superficies regradas desenvolviveis, caso existam, s$ao

chamados pontos focais.

Proposicao 1.4 Os pontos focais da congruéncia de retas associados a reta Y (p,w),

caso existam, serao dados por Y (p,wy,) e Y (p,wy,), em que Wy, e wy, sio dados por

(f + 12 — 9119 — goe

2
g11922 — gi2 1.18
eg— ff (1.18)

—.
911922 — 912
Demonstragao: Como os pontos focais sao os pontos de contato entre uma reta da

Wy +wyp, =

WpwWyp, =

congruéncia e duas linhas de estriccao associadas as duas superficies regradas desen-
volviveis que satisfazem (1.17), queremos encontrar os valores de w para esses pontos,
ou seja, queremos encontrar os valores da forma quadrética (), vista na observagao 1.1
aplicada a vetores que anulam (1.17). Vimos em (1.9) que

edu® + (f + f")dudv + gdv?

@ == gridu? + 2giadudv + goodv?

Seja v = (v, vz) € S tal que v anula (1.17) e seja w = Q,(v). Entao,
_entfuo f'v1 + gus

guvL + giavs G201 + goots

Escrevendo essas equagoes na forma

(guw +e)vr + (graw + flve =
(Grow + f)v1 + (goow + g)v2 = 0

e eliminando v; e vy, temos

(911922 — 912)w® + [9911 — (f + )12 + egui]w +eg — ff = 0.
Denotando por wy, e wy, as raizes dessa equagao, temos

(f+ g2 — 9119 — gaoe
911g22 - 9%2
eg—[f
911922 — 9%2

Wy +wp, =

wpwy, =
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1.3 A equacao biharmonica

Uma fungao real u(z,y) é dita biharmonica em um dominio D C R? simplesmente

conexo se ela satisfaz a equagao biharmonica
AU = Upypr + Uy + Uyyyy =0  em D. (1.19)
Qualquer funcao biharmonica possui representacao de Goursat
u= Re[Z¢(2) + x(2)] (1.20)

em que ¢ e x sao fungoes holomorfas de z = = + .
Afim de provar esse resultado, observe que Au é harmonica em D, e entao

Au = Re h(z)

em que h(z) = P(z,y) + iQ(z,y) é uma fungdo holomorfa em D. Entao a funcao

o(z)=p+iqg= %/h(z)dz

é também holomorfa e

dp 0q 1 op dg 1
—=—=-P — =——=-Q.
or 0Oy 4 dy ox 4Q

Temos que

A(u—rp—yq) = Au—pAzr—zAp—2(Vr,Vp) — qAy — yAq — 2(Vy, Vq)
1.1 11
- P-P
= 0.

Portanto, u — zp — yq = u — Re[Z¢(z)] é harmonica e entao u — Re[Z¢(z)] = Re x(z)
para alguma funcao holomorfa x(z). Logo,

u = Re[z¢(2) + x(2)].



Capitulo 2
O Espaco das Retas Orientadas

Nesse capitulo trataremos do espaco das retas orientadas, £, definindo uma con-
gruéncia de retas e mostrando alguns resultados relacionados a esse assunto. O contetido

do capitulo foi baseado principalmente nos artigos [7] e [8].

2.1 Correspondéncia entre £ e TS?

Seja £ o conjunto das retas orientadas em R? e seja T'S? o fibrado tangente da
esfera unitéria em R3. Sejam (&, 1) coordenadas holomorfas em T'S?, em que £ = u+1iv

é obtido pela projegao estereogrifica pelo pdlo sul, (£,7) é identificado com o vetor

o _0 0 0 5
776—S + na—g = Re(n)— + Im(n)av € TS

e estamos identificando o ponto £ € C com o ponto correspondente na esfera.

Seja ® : TS? — L a aplicacao que identifica £ com T'S?. Geometricamente, essa
aplicagao funciona da seguinte maneira: considere uma reta em £ e o vetor diregao
unitaria dessa reta. Considere também um vetor em R? que seja ortogonal a direcao
da reta. Podemos entdao identificar o vetor direcao da reta com um ponto em S? e
identificar o vetor ortogonal & direcao da reta com um vetor no plano tangente a S?
nesse ponto. Temos, assim, um ponto em T'S?.

Os detalhes dessa aplicacao serao dados pelo Teorema a seguir.

Teorema 2.1 A aplicagio ® leva o ponto (£,1) € TS? na reta orientada dada por

(1+¢&9)? |

(14&¢)?
—_ 1 -2 _ 3 1,2 .3 ~ d d lidi RS 4
em que z = & +Z£L’,t—37,(I,x,l‘)SCLOCOOTGTLa as euctiaranas em er eum

parametro afim tal que r = 0 nos dd o ponto da reta que estda mais proximo da origem.
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Demonstragao: A projecao estereografica pelo polo sul define uma aplicacao que leva

cada ¢ € C nas coordenadas em R?

2 1-¢E
=17 1T et t= e (2.3)
A derivada dessa aplicacao nos dé
0 2 0 s 0 % 0
06 (146202 (1+€6)202  (1+&6)2 0
) a _ 2% 2 0 N 2 o 2 8
08 (1+&0202  (1+£920z  (1+€0)°0
Entao,
00 -mEN 0, 20— D AeE+i0) )
of ~ Tog (14882 02 (14¢6)* 92 (1+&6)?
Considere a reta dada pelas equagoes (2.1) e (2.2). Temos que a diregao dessa reta
¢ dada por

2€ Q+ 28 §+1—§§2
14+E€02 146607 1401

que nos dd o ponto & € S? quando o vetor é transladado para a origem.

(2.4)

Observe que, como z = z' + iz?, (2!, 2%, 2®) coordenadas euclidianas, temos que

5 =35 (gr —i50) ¢ 5 = 3 (gor +i502). Logo,
9 9N_JO ON_ /O 9N _ /O O\
02 02/ \9z 9z/ \oz' ot/ \oz' ot/
9 oN_1 00N
0-'0z/ 2 S N\ovat) "

pois <821, > <812, (99:2> =1le <ax17 8x2> = 0, em que (,) é o produto interno
euclidiano. Portanto, tomando o produto interno de (2.2) com (2.4), chegamos ao
resultado que os dois vetores sao ortogonais, ou seja, o vetor que nos da o ponto
quando r = 0 é, de fato, ortogonal a reta, concluindo a demonstracao.

Nesse trabalho, investigaremos congruéncias de retas, ou seja, superficies > C L.
Toda superficie orientada S C R? d4 origem a uma congruéncia por meio de sua normal,
mas nem toda congruéncia é dada dessa forma. No préximo capitulos veremos alguns

exemplos de congruéncias nao normais.
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2.2 Alguns Resultados Sobre Congruéncias de Re-

tas

Definigao 2.1 Considere a transformac¢ao ® : (u,v,r) — (z,2,t) definida em um

aberto de R3 dada por

C2(F - Fe) +26(1+€)r
(1+¢£)?

L —2FE+ F&) 4+ (1 - )r
(1+¢¢)?

em que F(u,v) e &(u,v) sao fungoes complexas suaves de dois parametros reais u e v.

As coordenadas (u,v,r) sio chamadas coordenadas da congruéncia.

Observe que se transladarmos a origem (0,0, 0) para (z}, 22, ¥3), entao

1
F—F + 5(&0 — 2t0£ — 07052),

em que ag = xj + i3 e ty = x3. As coordenadas entao ficardao

ol — € + to(1 — fg))
1+&€

(z,t) = (2 + ag,t + tp).

(u,v,1) — (u,v,r+

Proposicao 2.1 Sejamv =u+iv, v =u —iv, 0 = % ed= %. Entao

OFF = OF +ro¢ — 3555

0" F = OF + rog — 2%

sao invariantes pelas transformagoes (2.5) e (2.6).

2FEDE

_I_

(2.5)

(2.6)

Demonstragao: Ao transladarmos a origem (0,0,0) para (z,x3, z3), teremos que
+ 1 = 2 1 -
0 F+ 5(0&0 - Qtof — Oéof ) = OF + 5(—215086 - 20[086) + 7“85 -

1+&€

(0705 — o€ + to(1 — €€) — (ap — 260§ — 07052)5> o€

1+&€
2FEDE

1+&€

= OF +ro¢ —
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(]
2FEDE
1+&€

o 1+g
_ OF 4 roe - 2EEOE
1+ éc

Observacgao 2.1 O Jacobiano da transformacao ® é

4

= AT (0TFOTF — 0" FO F).

Um referencial nulo é um trio de vetores complexos em C ® R3, {ep,e,,e_}, em
que ey é real, e, é o conjugado de e_ e eq, ey e e_ satisfazem as seguintes propriedades

<60760> = 17 <607€+> = 07 <6+,6+> = 07 <€+7€—> = ]-7

em que o produto interno euclidiano de R? foi estendido bilinearmente sobre C. Os

referenciais ortonormais {eg, €, e2} de TR? e os referenciais nulos sao relacionados por

€+ = \/5(61 E

Definicao 2.2 Um referencial nulo da congruéncia % C L € um referencial nulo

—ieg) , e = —(e; +iey).

{eo,eq,e_} se, para cada v € X, tivermos ey tangente a v em R3 e a orientacdo

de {eg, e1,e2} sendo a orientagdo padrio para R3.

Proposigao 2.2 Sejam v = u + v, v = u — iv,0 = —V e 0 = %. Seja ¥ uma
congruéncia de retas e considere um aberto U C X tal que o Jacobiano da transformag¢ao
® seja diferente de zero. Seja F a funcdo que descreve ¥ em U. Se um referencial
nulo € um referencial nulo da congruéncia X, entao ele tem a sequinte expressao em

termos de coordenadas canonicas

60:% , ey = <a%+5%+9%) e e_=e.
em que
_ V2[0-F(FO¢ + FO¢) — 0V F(FOE + Fog))
B (14 &) (0-FOF — O+ FOF) ’
o 0+Fi+§€)_ B 3F_( £€)

V2(0-FO-F — 0tFO+F)

e 0 € uma funcao dev, v er.

0¢
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Demonstragao: Seja {eg,ey,e_} um referencial nulo que é um referencial nulo da

congruéncia. Como visto na defini¢ao 2.2, ¢y = —. Além disso, o vetor e, pode ser

o 0 0

5 B 5} de R? como sendo

escrito em termos da base {

0 0 0
6_,.2065—'—&%—'—95

para fungoes «, 3,Q. Como {eg,e;,e_} é um referencial nulo, ele deve satisfazer as

seguintes propriedades:

1. {eg,e4) = 0;
2. (eq,eq) =0;
3. (eq,e_) =1;
4. (eg,e9) = 1.

A propriedade 1 implica que

0 0
O =—« <60, $> - p <60, 5> .
0 0 0 0
Logo, e, = « (5 — <eo, $> eo> + 06 (5 — <60, $> eo) =al,+ pZ_.
A propriedade 2 implica que

(24, Z4) + aB(Ze, ) + B2, Z_) = 0. (2.7)

Fazendo uma mudanca para coordenadas Euclideanas pela ®, teremos que

0P 0P 0P 0P \*
(Zy,Z4) = <%7$>—<m7$>

0% 0P 0d 0P g 0
(Zy,Z-) = <$7%>—<§75> <§7%>
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Observe que, tomando (FO¢ + FOE) = 7, teremos
ov o0\ 0:0: (0r*
ov'ov/ — Ovov v

G +4£E)4{

T 2= 257)(_—_—2+ _ 2§_T>
(8}7’ §0F 1T et O~F —-¢0"F —1—1-55

1+&€

- G e (0 €00 T 4 )
4(0TFO~F) 472

(1+er  Q+en

+ (58*17 +EOF + 1 =& 55)7) }

(00 00\ 00z 0z0: oo
or’ ov orov  Ordv or Ov

_ % {a——p_?aw_iﬂ}

(1+¢€d) 1+¢€
48 +1 2= 28T
+<1+£€>3{3F SOF 1+£€}
_4(1—55) Fo+ S (1_587—}
1+ &0 {56 Freo s e
.
(14

(00 00\ 0:05 0:0: vk
ovov Ovov ov v

o’ o
_ 1 {
o1+ 7
267
OTF —20-F — F _ 29~ F _ )
5 )( ¢ +£§)
+ 57:
(aF E20TF — )(8F COF 1+§§_>
( — &)t )( (1-&9)7
OTF + €60 F - 5
+2(£ +¢ + Tt 0" F + EOTF + s
- a0t 5’32@+F OFF + 0" FOF) + 277)

4(0tFOYF + 0" FO~F) L 8T
(1+¢€6)? (1+eo)r

)}
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Logo,
A(OTFOF) 472 < —27 )2
Z.,7 ——~ + — — —
o) (1+&72 ~ (1+&)' \(1+&)
40t FOF)
(1+&¢)?
e
200TFOTF + 0 FO~F) 41T
Lo,/ ) = _ + _
2 (1+&€)? (1+€6)°
AT
(1+&6)*
_ 2(0tFOtF + 0 FOF)
(1+&¢)°
Assim, resolvendo a equagao 2.7 para « e 3, obtemos que
o OtF o O~ F
- = - ou -—=—-—.
B O°F B OfF

Dependendo da orientagao escolhida para o referencial nulo, teremos uma das
duas solucoes. Como queremos a orientacao padrao para R?, escolheremos a primeira
solugao.

Finalmente, a propriedade 3 implica que

(1+ €)% FO~F)
2(0-FO-F —9+FOTF)?

™I

B

Seja ¢ o argumento de 3 e seja ¢ o argumento de —0~F'. Se ¢ # ¥, entao podemos
rotacionar o referencial em ¢ — 19, fazendo com que o argumento de 3 coincida com o

argumento de —0~ F. Logo,

0~ F(1+&§) B OTF(1+ £€)

0
V2(0-FO-F — 0+FO+F)’ ¢ V2(0-FO-F — 0+FO+F)

2.3 Geometria local das congruéncias

Proposicao 2.3 Seja {eg,ei,e_} um referencial nulo. A derivada de Lie de e, na
direcao de ey € dada por

Lejey = pey +oe_,
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com __ _
OTFOE — 0 FOE
p= O ET9 0 (2.8
0-FO0-F —0tFOtF
e _ __
_ OYFOE — 0 FO¢ (2.9)
O-FO~F —9tFOTF '
Demonstracgao: Temos que, se X e Y sao campos vetoriais C'*°, entao
LxY =[X,Y]=XY -YX.
Portanto,
Lejer = egey — eqeg.
Como vimos na Proposicao 2.2, e, = a4, + fZ_ , e. = e, em que
Z+ - <60, 8V> or 7. = Z+'
Observe que
Oa 0z, 0p 07 _
€y = EZ_,_—I— a——{—a—Z_—FB—

0 0
erey = aZ+E+5Z,E.

Como as derivadas parciais comutam,

0 8Z+ o7 0 07
+8r Or 787“ or

Portanto,
(904 (9Z+ 85 aZ+ 8Z,
L = —Z7 —7_ —
Wl T Glr Tt Ty, +ﬁ e 0,
Oa ap
= —7 —7_
or~*t + or
e entao

p = <L606+7 6—>

- <gaz++gﬂz ,@Z+BZ+>

_ 0a [20"F(0"FOF +0"FO'F) — 40" FO*FO~F
- oor { V2(0-FO F — 9+FOTF) }
0B [—20"F(0"FO-F + 0" FOVF) +40"FO*FO™F
or [ V2(0-FO F — 9+FOTF) }

B Oa a5
= f<a+Fa— 8F8r)
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O FO-F —0"FOYF) — 0V F(00-F + 080~ F — O¢OTF — 55&%}?)}
(0-FO-F — 0+FOtF)?

1 [5§0F8—F — OTF(00-F + 060 F — agm_F)]

(0-FO F — 9T FO F)?

1 {85(8‘F8_F —OYFOtF) —0-F(060-F + 060" F — OO+ F — 00T F)

(0-FO F — 0+ FOTF)?

Temos que,
da 1 TO
o 2

R
e
o8 _ _ L
o P

R
Logo,

ﬁ J—

Além disso,

1 {8§6+F8+F — O~ F(OEOTF + 060+ F — 0¢0~F)

(0-FO~F — 0t FOTF)2 ] '

—8+F{ ~“FO~F —0TF(0¢0~F 4+ 060~ F — agaw)]
(0-FO—F — 0+FOTF)?
OEOYFOYE — 0-F(0E0HF 4 00+ F — 080~ F)
[ (0-FO—F — 0+FOtF)? }
— 00 F)
a a_—a+Fa+F

(Lesey,eq)

Oa [40TFOYFO-F —20-F(0"FO~F + 0T FO+F)

or { V2(0-FOF —0*FO'F) }

0B [20¥F(0"FO~F + 0tFOTF) —40-F0 FO+F

or { V2(0-FO F —0*FO'F) }

V2 (a Fg—i‘ + awgf)

57 {aga FO-F — 8+FL5£8*F +@1F — ag(%_F)}

(0-FO—F — 9+ FOtF)?

OEOYFOTE — O~ F(0E0YF + OEOTF — 00~ F)

(0-FO—F — 0+ FO+F)? }

oF |

(0EOTF — 00— F)
O-FO-F —O+FOTF

Observe que L e; ndo tem componente na direcao de eq, pois (L e+, €p) = 0.

Definicao 2.3 Uma congruéncia de retas é integravel se, localmente, existe uma su-

perficie merqulhada S em R? tal que S € ortogonal as retas da congruéncia.

|
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Proposicao 2.4 Uma congruéncia de retas é integrdvel se, e somente se, p € real.

Demonstracao: Seja S € R? uma superficie ortogonal as retas da congruéncia. Seja

Y uma parametrizagao local de S. Entao
Y (u,0) = X (u,v) + rN(u, v),

em que

(2F - Fe) _2<F5+F5>) _( 2 1—@5)
ek ( aver arer ) VUV e e
Como Y, =X,+r,N+rN,eY,=X,+r,N+rN,, temos que, ao tomar o produto

interno de Y, e Y, por NV,

{;u ey 210)

Esse sistema possui solucao quando r,, = r,,, ou seja, quando

(Xu, Ny) = (Xy, Ny). (2.11)

Mas % =0+0e % = %(5 —0), em que 0 = a% ed= 6%. Logo, a equagao (2.11) ser

satisfeita equivale a equacao
(0X,0N) = (0X,0N)

ser satisfeita.
Calculando 0X e ON, temos que

2 _  2A T 7_2(§F8£+£F8€)
X = T (6+F ro¢ — E2(0-F — rof) e
: a o (1=EE(FIE + Fog)
€ F - 106) - (O F - rog) - L SIEE LT,
ON = ﬁ (96 — €208, — (€OE + £0¢))
Portanto,
(]
(DX, ON) = ﬁ[(m—zf v FE)0¢ + (07 F — r0€)0d).

Logo, (2.10) possui solucao se, e somente se,

JFEOE — - FO¢ = 0T FIE — O~ FOE,

0 que equivale a p ser real.
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Proposicao 2.5 Seja S uma superficie ortogonal a uma congruéncia de retas. Entao

S € parametrizada localmente por
X(u,v) +rN(u,v)

com r satisfazendo _ _
5y — 2F0& + 2F0¢

1+¢¢2
Demonstracgao: Temos que
5 Ty 1 1Ty
r= :
2
Vimos na proposigao anterior que r, = —(X,,N) e r, = —(X,,N). Logo,
Or = —(0X,N). Mas o -
= 2(FO& + Fo
@x, Ny = — 2 £+72£)
(1+&¢)

Portanto,

_ o(FdE + FOE)
T = = .
(1+&6)2



Capitulo 3

Métrica de Kahler em L

Nesse capitulo faremos um estudo sobre o fibrado tangente de uma variedade,
tendo como interesse o T'S?, que nos serve como ambiente de estudo. Na secao 3.1, de-
finiremos uma métrica de Kihler em T'S?. Também caracterizaremos uma congruéncia
de retas Lagrangiana ortogonal a uma superficie minima. Como contribuigao original,
definiremos na secao 3.2 invariantes induzidos pela métrica de Kahler e daremos uma
intepretacao geométrica para esses invariantes em termos de pontos focais e pontos
limites. O contetdo da se¢ao 3.1 foi baseado principalmente em [9] e [10].

3.1 Meétrica Canonica de Kahler em Fibrados Tan-

gentes
Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao par.

Definicao 3.1 Uma estrutura quase complexa em M é uma aplicacao linear
J:T,M — T,M para todo p € M satisfazendo J oJ = —Id.

Definicao 3.2 Uma estrutura simplética em M € uma 2-forma fechada nao degenerada

Q. Ela é compativel com a estrutura quase complexa se Q(J.,J.) = Q(.,.).

Dada uma estrutura quase complexa e uma estrutura simplética compativel, defini-
mos um 2-tensor simplético nao degenerado G : T,M x T,M — R por G(.,.) = Q(J.,.).
Uma variedade M com essa tripla de estruturas é chamada variedade de Kdahler.

Nosso objetivo nessa secao é mostrar que T'S? é uma variedade de Kihler e, assim,
definir uma métrica em L. Para tal, considere £ coordenada holomorfa em um aberto
de S? dada pela projecao estereografica pelo pélo sul. Temos entao que a métrica nesse
aberto de S? ¢ dada por

4 _
————d&dE.
(1+£6)? s
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Agora considere (£,1) e (§,x) coordenadas em T'S? e T*S?, respectivamente. Aqui
estamos identificando (£, ) com 77% —1—7?8% e (&, ) com xdé+ 2dE. Afim de definir uma
estrutura simplética Q0 em TS?, iremos considerar g como uma aplicacao de T'S? em
T*S? e faremos o pull back da forma simplética canonica de T*S?.

Temos que a forma simplética canonica de T*S? é dada por

O =dx A déE+dz N dE

4
e g leva (¢,17) em (f, mn) Logo, fazendo o pull back da forma simplética

canonica de T*S?, teremos

Q = ¢
_ 4 i - 8n oo 8y -
- (1+@2(dn/\d§+dmd§) _<1+£€)3d§Ad§ <1+£€>3d§/\d§
_ _ 4 F_ 8 e naE
- 2Re<<1+§€_>2dn/\d§ <1+§€_)3d§/\d§). (3.1)

Considere agora uma aplicagao linear J : T,TS* — T,TS?, p € TS?, tal que

0 0 0 0 0 0 0 0
J(%)‘%’ J(%)“%’ J(%)—a—y’ J(a@)“%

g o0 0 0
em que {%, 50 B 8_y} é uma base de T,TS?.
Temos que JoJ = —Id. Logo, J é uma estrutura quase complexa em T'S?. Afim de

mostrar que J é compativel com a estrutura simplética €2, temos que mostrar que
Q,.) =2J.,17J.). (3.2)

Para isso, é suficiente mostrar que a equagao (3.2) vale para pares de vetores dis-

tintos da base {%, (%, %, %} de T, TS*. De fato, temos

o (3)4(2) -+

<

<
((2) () - o(5-2

<
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Logo, J é uma estrutura quase complexa compativel com a estrutura simplética 2.

Il
o
Il
2

Definimos agora um 2-tensor simplético nao degenerado G : T,TS* — T, T'S* por

Pela equacao (3.1), temos entao que
I .
(14£¢)? (14£¢)°

Dai, T'S? com as estruturas €, J e G é uma estrutura de Kéhler com métrica de

G =2Im ( dé — dgdg) . (3.3)

Kéhler dada pela equacao (3.3).
Agora iremos demonstrar um resultado de [9] que nos d4 uma condigao para que

uma congruéncia de retas seja Lagrangiana, cuja definicao esta abaixo.

Definigao 3.3 Seja (M,w) uma variedade simplética. Seja Y uma subvariedade de
M e considere e aplicagao de inclusao i : Y — M. Entao Y é Lagrangiana se, e
somente se, 1*w =0 e dimY = %dimM.

Proposicao 3.1 Uma congruéncia de retas ¥ C L é Lagrangiana com respeito a es-

trutura simplética ) se, e somente se, a congruéncia associada € integrdvel.

Demonstragao: Suponha que Y seja dada parametricamente por f : ¥ — L,v +—
(&(v,v), F(v,v)). Entao, fazendo o pull-back da estrutura simplética canonica €2 de £

para X, teremos, usando a expressao (3.1)

cr o oams  2F o o o o\ dvAdp
Y =4Re ((8F’3§ + OF 0§ — ——=(0€0& — 0€0¢ ) —) )
1+§5( ) (14 &8)°
em que 0 = %.
Por outro lado, segue da Proposicao 2.3 que
OtFOE — O~ FOE

P O FOF—0tFOF
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e, como visto na Proposicao 2.4, uma congruéncia é integravel se, e somente se, p for

real. Observe que p é real se, e somente se,
[m(9* FOE — 0~ FOE) = 0

que equivale a,

OF3E + 0F ¢ — GFOE — GFOE + (9E0¢ — DEOF) (%) _0
Mas
o __ 2§F - dv N dv
4Re ((8F8§ OFOE — e (0606 - aga@) m) o _
_y (8F8§ - OF ¢ — DF0¢ — DFOF + (9E0¢ — DE0F) (25 r +‘§2§F )) (‘f”fg‘é;

que vai se anular se, e somente se, p for real.
|

Abaixo, iremos demonstrar um resultado de [10] que caracteriza congruéncias de re-
tas Lagrangianas ortogonais a superficies minimas. Para isso, precisaremos da seguinte

definicao.

Definicao 3.4 Seja X C L uma congruéncia de retas parametrizada localmente por
(u,v) € U, U aberto de R?. Para cada reta dessa congruéncia, temos definidos dois
pontos limites. O ponto médio do segmento que liga os pontos limites é chamado
ponto médio e o plano que passa por esse ponto e € perpendicular a direcao da reta
¢ chamado plano médio. Além disso, o lugar geométrico dos pontos médios € a

superficie média.

Teorema 3.1 Uma congruéncia de retas Lagrangiana > C L € ortogonal a uma su-
perficie minima em R3 sem pontos planares se, e somente se, a congruéncia € o grifico

E (&,n=F(&E)) de uma segao local do fibrado candnico com

9] ((li—if)z) =0, (3.4)

em que (£,m) sao as coordenadas canonicas em L, tirando o pdlo sul, e O representa

diferenciacao com respeito a &.

Demonstragao: Seja S uma superficie minima sem pontos planares e ¥ sua con-
gruéncia normal. Seja v = u + v, (u,v) € U, U aberto de R?, e seja F' a fungao que
determina ¥ em U. Entao X é dada por v — ({(v,7), F(v,7)). Como a congruéncia é

normal, temos que &(v, ) pode ser vista como a aplicagdo de Gauss de S. Como S néo
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possui pontos planares e é minima, K = det(d¢) # 0. Logo, existe um aberto de R? tal
que podemos identificar £ com v nesse aberto. Portanto, ¥ é o grafico & — (&, F(&,€))
de uma secao do fibrado canonico. Entao, os coeficientes p e o vistos na Proposicao
2.3 sao dados por

K oOF
e — 0= ——M
P = 3FOF — ki GFOF — ric’
em que -
K=0F +r— %F_.
1+ &€

Como a congruéncia de retas é normal a S, pela Proposicao 2.4, p é real e, con-
sequentemente, k é real. Observe que os conceitos de ponto médio e superficie média
independem da nossa superficie de referéncia, entao iremos considerar, aqui, S como
sendo a superficie de referéncia.

Como vimos na observacao 1.2, w = % = 0, pois S é minima. Logo, nossa
superficie média ira coincidir com S. O céalculo da func¢ao suporte h da superficie média

nos da que
(ut ) |, (w6 +00)
2 1+ u2 +v?’
em que ¢ e v sao tais que F' = ¢ + i1p. Omitiremos os detalhes desse cdlculo agora

b= —

pois o faremos no préoximo capitulo.

Por outro lado, a funcao suporte da S é r e entao devemos ter

(Pu+ ) 5 (ud +v¢)

= — 2 . .
r 5 + T (3.5)
Masm:M+r—2M. Logo, k =0em S, eentao p=0em S.
2 14 u? + v?
Agora observe que
-0k = -0k
- 2(F + ¢OF 26EF
— ooF —ory AETEOR) | 2LE
14 &€ (1+&¢)
2F
Pela Proposicao 2.5, or = ———. Logo,
(1+¢¢)

o 2F 2(F + €OF) 2UEF
—0k = —00F — _ _ — _
§ Qe 1réE (1t
260F
+ &€
2551?
e

pois as derivadas parciais comutam. Por outro lado,

(1+ €60 (( 82)

= —Q0F +

= —00F —I—

20F

= —00F
) Tire
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Logo,

—Ok = (1+££)%0 (%) . (3.6)

Como p =0, k = 0 e entao a condigao holomorfa 3.4 é satisfeita.

Reciprocamente, suponha que (3.4) seja satisfeita para uma congruéncia de retas
Lagrangiana Y dada como o gréfico de uma secao local. Entao, pela identidade (3.6),
k = C para alguma constante real C'. Como as superficie ortogonais se movem ao longo
da congruéncia de retas em R?, x vai mudando para  + constante. Logo, quando essa
constante for igual a —C', teremos k = 0 e entao p = 0, isto é, uma superficie minima

ortogonal a X.

3.2 Invariante natural induzido pela métrica G

Seja ¥ C L uma congruéncia de retas dada por (£, F(£)) e considere a métrica G

restrita a . Em coordenadas £ = u + v, escrevemos
Gly = grrdu® + 2giadudv + gaodv®.

Definimos K como sendo a razdo entre os elementos de area definidos por G em
(&, F(£)) e pela métrica esférica em &, ou seja,
% V911922 — g12°

K(§) = 1 (3.7)

(1+&¢)°

Vamos agora obter uma expressao para K e interpretar esse invariante em termos
dos pontos focais da congruéncia X.

Proposicao 3.2 Seja ¥ C L uma congruéncia de retas dada por (§, F\(§)). Entdo
KQ = _di
em que dy = wy, — Wy, € Wy, Wy, sao dados por (1.18).

Demonstragao: Vimos na equagao (3.3) que G é dada por

8¢n

4 _
G =2Im (—dndf — TENTE

(1+¢¢)?

Em termos de (u,v), temos que

dgdg) |

n = F(u7v) = ¢+ 1,

d¢ = du—idv.
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em que ¢ e ¢ sao fungoes de (u,v) harménicas. Portanto, dn = d¢ + idi) e entao

Im(dnd¢) = Yudu® + (¥, — ¢u)dudv — ¢,dv? (3.8)
e _
8 ) _ 8wy —vg) 3.9
m( (1+ €8y (L+edp 39
Substituindo as expressoes (3.8) e (3.9) na expressdao da métrica G, temos que
8 2
Gls = m [(1% - Tgé(w - U¢)> du® + (Y, — ¢u)dudv
— <(bv + %&r(uw — v¢)dv2)} :
Assim,
(8  2(upp — v9)
BRE3E <w“ 1+ €€ )
g2 = @(lﬁv - Qb;z . (b)
o= ° Uy —vo)
| T e (¢”+ 1€ )

O célculo direto de K nos mostra que
K?+d; = 0.
[

No caso em que wy, e Wy, sao reais, d; ¢ a distancia entre os pontos focais e entao

quando a distancia entre os pontos focais for constante, K também o sera.

Proposicao 3.3 Sejam X C L uma congruéncia de retas Lagrangiana dada por (€, F(§))
e S superficie ortogonal a congruéncia de retas associada a X com curvatura Gaussiana
K #0. Entao
_ H?2 - K
K| = —7—
K|

em que H é a curvatura média de S.

Demonstragao: No caso em que Y é Lagrangiana, a congruéncia de retas é normal

e os pontos limites coincidem com os focais. Além disso, neste caso a distancia entre

1

os pontos limites é dada como a diferenca entre as raios de curvatura - e é, ki e ko

k1
curvaturas principais, das superficies ortogonais a congruéncia de retas, ou seja,
Gy — T2y = ko —ki| VH?—-K
K S K]
Entao,
2 _
i VK

K]



3.2 Invariante natural induzido pela métrica G 31

Para uma superficie com elemento de area dA, temos que dA; = KdA, em que dA,
é o elemento de area esférico associado a superficie pela aplicagao de Gauss. Logo, se
dA é o elemento de area de ¥ em relacao a métrica G, temos

dA = KdA, = +i dA =+ KdA +ivH? — KdA.

Assim, o problema variacional para o funcional

H?> - K
———dA
Sr—>/s 7

para superficies de R? equivale ao problema variacional para o funcional
S / KdA,
by

com X € L Lagrangiana e assumindo variagoes Hamiltonianas, ou seja, variagoes que
conservem a propriedade Lagrangiana. Observe também que entre as congruéncia em
L com K = constante estdo as congruéncias pseudoesféricas, que sdo congruéncias
caracterizadas como tendo as distancias entre os pontos focais e entre os pontos limites

constantes.
Observacao 3.1 Tirando o traco de G pela métrica esférica e escrevendo H como
sendo -% desse traco, temos que H = 0 se, e somente se,

4
1+&€

Mas analisando a equagdo (2.8), podemos ver que, nessa parametriza¢do,

%—% (u¢—v¢)_0

1

Im(p) = ;(1/1 %)—r&

(ug) —v).

Logo, H = 0 equivale a p ser real, ou seja, equivale a congruéncia ser Lagrangiana.

Para encerrar essa secao, obteremos uma expressao para H e interpretaremos esse
invariante em termos da distancia entre os pontos focais e a distancia entre os pontos

limites.
Proposigao 3.4 Seja ¥ C L uma congruéncia de retas dada por (&, F(€)). Entao
H? = d* — &, (3.10)

em que d = Wyp — Wy, Way € Wy, dados por (1.8), é a distancia entre os pontos limites

e dy é como visto na Proposicao 3.2.
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Demonstracao: Temos que

- _ 8 B _4(uw—v<z>>> (14 &£)?
"= (1+£€)2 (w“ T T 8
o 4wy — vg)

d = \/(wu + ¢v)2 + (% - ¢u)2

O célculo direto nos da que
H? +d} = d°.

Logo, no caso em que d; é real, H vai ser dado com a diferenca entre os quadrados
das distancias entre os pontos limites e entre os pontos focais. Observe que quando a
congruéncia de retas for Lagrangiana, teremos que a distancia entre os pontos limites
e entre os pontos focais vai ser igual, e entao obtemos uma nova forma de mostrar que,
nesse caso, H = 0. Além disso observe que, pela Proposicio 3.2, a equacio (3.10) pode

ser reescrita como
H?> - K? = d°



Capitulo 4

Uma generalizacao para um

Teorema de Ribaucour

Neste capitulo, vamos primeiramente utilizar o formalismo introduzido nos capitulos
anteriores para fornecer uma demonstragao do Teorema de Ribaucour que fornece um
método para gerar superficies minimas a partir das chamadas congruéncias isotrépicas.
Iremos também demonstrar uma generalizacao desse Teorema, que nos permitird gerar
as chamadas superficies Laguerre minimas a partir de congruéncias de retas. No final,
ilustraremos nossos resultados com alguns exemplos. Ao longo desse capitulo, estare-
mos trabalhando com congruéncias de retas X C L que sao graficos £ — (&, F'(£)) de
uma sec¢ao local no fibrado canonico.

Definicao 4.1 Uma congruéncia é dita isotropica se a distancia entre os pontos limites

€ zero.

Vamos agora estudar o comportamento da envoltéria dos planos médios em deter-
minadas situacoes. Primeiramente, vamos ver sob quais condi¢oes uma congruéncia de
retas € isotropica.

Vimos no capitulo 2 que a congruéncia > € L pode ser parametrizada localmente

por
X(u,v) +rN(u,v)
em que
X(u,0) — 20F —F¢) 2(F5+F§)7
14 &&2 14 &¢€2
M) = 2 0280

Observe que podemos escrever F' como sendo F(u,v) = ¢(u,v) + it(u,v), em que

o(u,v) e Y(u,v) sdo fungdes suaves. Como visto na Proposicao 1.3, os coeficientes da
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primeira e da segunda formas fundamentais de Kummer sao dados por

4
giin = <Nu;Nu>=m7
Jgi12 = <NUJNU>:O’
4
G2 = <Nv,Nv>=m;
e
B _ 4¢h, _ B(ug + i)
€= <X“’Nu>_(1+u2+02)2 (14 u?+0v2)3
;= <X”’Nu>7(1+u2+112)2 (14 u? +0?2)3’
. _ A, 8(vp — u)
A (14 u? + v?)? * (14 u? +v?)%’
) o— XNy M So+w)

(1+u24+0v2)2  (14u2+02)3

A envoltéria dos planos médios E associada a uma congruéncia ¥ terda N como
aplicacao de Gauss e a distancia algébrica do plano médio a origem serd sua funcao
Wt (p) + Wm(p)

2

suporte h, em que h(p) = , p € E, wy(p) e wy(p) como visto na

Proposicao 1.3. Entao,

g11 2 14 u2 402

(4.1)

Podemos, ainda, calcular a distancia entre os pontos limites, que vai ser dada por

d =Wy — W = v/ (Y + 00)2 + (¥ — d0)2. (4.2)

E imediato verificar que a congruéncia € isotropica se, e somente se, F' é holomorfa.
Podemos entao obter o resultado de Ribaucour, pois se F' é holomorfa, a distancia
entre os pontos limites dada pela equagao (4.2) se anula.

Teorema 4.1 Seja > C L uma congruéncia de retas dada em termos de coordenadas
(&, F(€)). Se F' é holomorfa, entao a envoltdria dos planos médios de ¥ é uma superficie

minima.

Demonstracgao: Pela Proposicao 1.1,

_ trago(—hld — Hess(h))
~ 2det(hId + Hess(h)) ’

em que h é a func@o suporte associada a envoltéria dos planos médios, Hess(h) é a
matriz Hessiana de h e Id é a matriz identidade.
Temos que H = 0 equivale a trago(—hld — Hess(h)) = 0. Mas
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trago(—hld — Hess(h)) = (—2h — Ah)

1
= (—2h - E(huu + hw))
¢+ vy
= Wt 00— 42 o+ 4
Gu((1 40 — ) + ¢ (14 u?)? — v) — 4(ué + vi))
(1+u?+v?)

= —(wv + ¢u) + 2UU(¢U + ¢u) - (¢u(1 +0? — u2)
+¢v(1 + ’LL2 - 02))

= 2uv(d)v + lﬁu) + (U2 - U2)(¢u - %)

= 0,

pois, como F' é holomorfa, ¢, = ¢, e ¢, = —1,. Logo, a envoltoria dos planos médios

é, de fato, uma superficie minima.
|

A demonstragao dada por Ribaucour pode ser encontrada em [15].

Ao estudar o Teorema de Ribaucour, um dos questionamentos que surgiram foi se
poderiamos generaliza-lo em algum sentido. Como no Teorema acima usamos o fato de
F ser holomorfa, o mais natural foi ver se algum resultado surgia ao generalizarmos F
a uma fungao harmonica. Obtivemos um resultado satisfatério que envolve superficies

Laguerre minimas. A definicao desse tipo de superficies serd dada abaixo.

Definicao 4.2 Seja S uma superficie imersa em R3 com curvatura Gaussiana K nao

ASZ (%) - O,

em que A € o Laplaciano com respeito a metrica canonica esférica e H € a curvatura

nula. S € dita Laguerre Minima se

média da superficie.

Essas superficies sao chamadas minimas pois elas sao o ponto critico do funcional

(H* - K)
Sl—>/5 7 dA.

Observe que toda superficie minima sem pontos planares é uma superficie Laguerre

energia

Minima, mas a reciproca nem sempre ¢ verdadeira.

O resultado que obtivemos foi, entao, o seguinte:
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Teorema 4.2 Seja > C L uma congruéncia de retas dada em termos de coordena-
das (&, F(§)). Se F' € harmonica, entdo a envoltoria dos planos médios de ¥ é uma
superficie Laguerre minima.

Demonstracao: A demonstracao consiste basicamente em calcular o Laplaciano de

—. Como a projecao estereografica é conforme, basta calcular o Laplaciano nas coor-

denadas (u,v), obtendo

AQ = 1 (Quu + Qu)
g11

H
em que () = T
Pela Proposicao 1.1, temos que
H 1
Q= X = itrago(—hld — Hess(h))
- %(—Qh ~ AR
1 1
= 3 <—2h — E(hw + hw))
_ 1 (u¢ + vy))
= —5(% + ¢u) — 2m + v (dy + Yu)
CGu((14+0%)? =) + 9 (1 +u?)* — ) — d(ug + vi)
2(1 4+ u? 4 v?)
2 _ 2 2 .2
= —%(¢v+¢u)+uv(¢v+wu) Gl );%(Hu v)
= (o, + ) + L0,
Logo,

(u2 B U2)(¢uu - %u)
9 )

(u2 B 02)(¢uv - wvv)
2

Qu = U(¢v + %) + UU(¢vu + qu) + u(¢u - 7,01,) +

Qv - u(¢v + 77ZJu) + UU(QbUU + ¢uv) - U(¢u) - ,I7Z)’U +

e entao

Quu = U(qbvu + ¢uu) + U(¢vu + 77Z1uu) + uv(¢vuu + 77Z)uuu) + (¢u - ,QZJU)
o 2 .2
bl — ) + Lo =Pl g, g
vi = U/(¢vv + 2pu'v) + u<¢vv + ¢uv) + uv(¢vvv + ¢uvv> - ((bu - 2pv)

2 .2 .
_U((buv _ ¢vv) 4 (u v )((Zuvv Q;vav) - U(¢uv _ ¢v’u)-

Segue que,

Quu + vi - 27)U(¢uu + 1/}111)) + UU((buuv + ¢vvv + ¢uuu + djvvu) + 2u(¢m} + Qbuu)

+ (U2 B U2)(¢uuu + ¢2uuv - wuuv - wvvv)

= 0, (4.3)
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pois, como F' é harmonica, ¢y, = —@uy € Vyu = —Wyy-
Portanto,

1
g1
e a envoltoéria dos planos médios é, de fato, uma superficie Laguerre minima.

Outra questao que surgiu foi se conseguiriamos uma reciproca do resultado acima,
ou seja, se toda superficie Laguerre Minima pode ser descrita como a envoltéria dos
planos médios de uma congruéncia descrita por F harmonica. A resposta foi positiva
e demonstraremos esse fato no resultado abaixo.

Teorema 4.3 Seja S uma superficie Laguerre minima. FEntao S pode ser descrita
localmente como a envoltoria dos planos médios de uma congruéncia de retas ¥ C L

dada em termos de coordenadas (&, F(€)) com F harmonica.

Demonstracgao: A idéia da demonstracao consiste em mostrar que podemos determi-
nar F' em termos da funcao suporte de S. Primeiramente, vamos determinar a fungao
suporte h de S.

Vimos na Proposicao 1.1 que

H Ah

N 2

=

Como F é Laguerre minima, segue que A (?> = 0, ou seja,

2Ah + A%h = 0. (4.4)

Tome f(£) = (1 + ££)h(€). Substituindo h por ; jfé na equagao (4.4), chegamos a

equacao A%2f = (0. Como visto na secao 1.3, essa equacao biharmonica possui solucao

f = Re[€2(&) + x(9)],

em que ¢ e y sao funcgoes holomorfas.

Logo, -
(e — FelER©) + ()]

1+&€

Agora observe o seguinte. Localmente, uma funcao harmonica F' pode ser vista

(4.5)

como a soma de uma funcao holomorfa com uma funcao anti-holomorfa, digamos
F(&) = A(&) + B(€), com A e B holomorfas e ¢ € U, U dominio simplesmente co-
nexo. Logo, F' = Re(A) + Re(B) +i(Im(A) — Im(B)). Pela equagao (4.1), temos que
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a funcao suporte da envoltéria dos planos médios de uma congruéncia de retas com tal

F é dada por

1
h = —§(R6(Au) + Re(B,) + Im(A,) — Im(B,))
2
—l—m(u(}?e A+ Re B)+v(Im A—Im B))
1 . . 2 . .
= —§R6[Au —iA, + B, +iB,| + m}%e[(u —w)A+ (u+iv)B|
= —Re(A¢) — Re(Bg) + Re(€A +€B)

14 u? + 02
e, apos manipulacoes algébricas,
26B — A¢ + E(2A — €A
1+&€

Logo, nosso problema consiste em determinar A e B tais que 24 — §A, = ® e

26B — Ae = x. Mas esse sistema de equacoes diferenciais pode ser resolvido de maneira
simples. De fato, temos que

—A
vmrre ().
& /e
—A ) . . .
Logo, 5—2 = ?df e temos, assim, uma solugao para A. Para achar uma solugao

para B, basta substituir o valor de A na equacao x = 2{B — Ae.
|

Como vimos, se F' é harmonica, entao a envoltéria dos planos médios S da con-
gruéncia associada é uma superficie Laguerre minima. No caso em que F' é holomorfa,
E é simplesmente uma superficie minima. Uma pergunta natural é se também é possivel

obter algum resultado para F' anti-holomorfa, que é o que trataremos a seguir.

Definigao 4.3 Uma congruéncia de esferas em R3 é uma familia a 2-parametros de

esferas com funcao raio diferencidvel e cujo centros estao contidos em uma superficie
Sy C R3.

Definicao 4.4 Seja S C R® uma superficie com parametrizacdao local X, aplicacdo de

Gauss N e curvaturas média H e Gaussiana K. As esferas centradas em X + —N e

com raio

sao chamadas as esferas médias de S.

Definigao 4.5 Uma superficie Laguerre minima S C R? tal que todas as suas esferas
médias sejam tangentes a um plano fixro é chamada de Laguerre minima do tipo
esférico.
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Essa nomenclatura foi primeiramente usada em [11].

Teorema 4.4 Seja > C L uma congruéncia de retas dada em termos de coordenadas
(&, F(§)). Se F € anti-holomorfa, entdao a envoltdria dos planos médios de . é uma

Laguerre minima do tipo esférico.

Demonstracao: Ja vimos na segao 1.1, equagao (1.4), que a envoltérias dos planos
médios, F/, pode ser parametrizada localmente em termos da fungao suporte h. Sendo

Y : U Cc R? — E parametrizacao local dada em termos da funcao suporte, temos que

N, N,
Y(u,v) = RNy 7 o Ny 41—1hv  +hN
g
—uty + vty 2, .2
(6,1,0) + 1+u—2+1)2(1 —u® + v, —2uv, —2u)
I u¢u + U’@Z}fu (—2UU, 1+ u2 + U2, _21)).

Sejam C' a superficie dos centros das esferas e W : U C R? — C parametrizacao
local de C'. Entao

W(u,v) = Y(u,v)—l—%N(u,v)

= (¢ — why + vy, uthy + ¥ + vy, —2uvP, + UCth, — V7thy)
A aplicagao normal de Gauss de W n : W(U) — S? é dada por

Wo AW,
W AW,
1

\/1+u2—|—v2<

n =

u,v,1).
Tome

By = (1,0,—u)

BQ = (071,—?)).

Como (By,n) = (B2,n) = 0 e By e By sdo linearmente independentes, segue que
{B1, By} é uma base do plano tangente de W (u,v). Observe que
(B,B)) = 1+u*
(Bi,By) = wv
(By,Bs) = 1+7°

1
W = T
<N Bl> = u

<N Bg> = v

(Bi,n) = (Bs,n) =0.
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Para encontrar a parametrizacao da outra envoltéria da congruéncia de esferas
médias, lembramos que ela é obtida fazendo a reflexado de Y (u,v) em relagdo ao plano
tangente de W (u,v).

Seja N a reflexdo de N em relagao ao plano tangente de W(u,v). Entao

Y By Y gL
= n
T+u2+02 ' 14w 4+02 0 1T+u 40
e a outra envoltéria vai ser dada por

Ny

W4 %NQ = (—wthy + 6 + vy, uthy + ¥ + vy, 0),

que estd contida em um plano.

4.1 Exemplos
Nessa secao, mostraremos alguns exemplos para ilustrar os nosso resultados.

Exemplo 4.1 Neste primeiro exemplo, iremos obter a superficie de Enneper como a
envoltoria dos planos médios de uma congruéncia de retas com F holomorfa. Nesse
caso, iremos considerar F' = 2%, 2 = u + iv, (u,v) € U, U sendo um aberto de R?. A
envoltoria S (ver Fig. (4.1)) obtida serd dada parametricamente por

3 3
3(u—%+uv2,v—%+vu2,u2—v2).

Figura 4.1:  Envoltoria
dos planos médios para
F =23

Nesse caso, temos a superficie de Enneper.
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Exemplo 4.2 O nosso seqgundo exemplo é de uma superficie obtida como a envoltoria
dos planos médios de uma congruéncia de retas com F harmonica. Neste exemplo, a
superficie encontrada serd uma superficie de Bonnet, que sao aquelas cuja superficie
média estd contida em um plano. Iremos considerar F = A+ B, com A = 2> ¢ B = 3z.
A envoltoria S (ver Fig. (4.2)) obtida serd dada parametricamente por

w(ut — 2u® — 2u?v? + 3 — 3v* + 6v%) v(3ut — 6u® + 2uPv? — 3 + 20% — vt)
(14 u?+0?) ’ (14 u?+v?) ’
(B(—v+u)(u+v)(—1+u*+ v2)>

(1+u+02)

Figura 4.2: FEnvoltoria dos planos médios
para F' = 23 + 3%.

Observe que a terceira coordenada da parametrizacao ird se anular quando

uw=uv, u=—vouu®+v: =1 A intersecio do plano horizontal coordenado com
a superficie estd ilustrada na Fig. (4.3). Podemos observar que quando u* + v? = 1,
a curva correpondente na superficie serd um astroide, enquanto para u =v e u = —v

teremos duas retas passando pelas cuspides dessa astroide.

Ao considerarmos u*+v? = 1, teremos que o0s pontos equivalentes na superficie serdao

1 1 1 1
ontos  umbilicos, exceto ara  0S ontos —,— |, — — |,
! ! ! <\/§ \/§> ( V2 \/§>
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1 1 1 1

—,—— |, | ———=,——=), em que as curvaturas principais nao estarao bem de-
(\/5 ﬁ) ( V2 \/§> ! e
finidas. FEste fato € interessante, pois temos um exemplo de superficie em que temos

uma curva de pontos umbilicos, e nao apenas pontos umbilicos isolados, como estamos
acostumados a ver.

Se considerarmos u = v ou u = —v, teremos que os pontos correspondentes na
superficie serao pontos em que a curvatura média H se anula, exceto, também, nos
pontos em que as curvaturas principais nao estao bem definidas.

Vamos agora analisar agora o que acontece com a superficie média M de S, ou
seja, a superficie definida pelos pontos médios da congruéncia. Observe que M vai ser
dada parametricamente por

(u(u® + 3 — 3v?),v(3u* — v* — 3)v,0).

Logo, M estd contida em um plano e S é, de fato, uma superficie de Bonnet.

Figura 4.3: Em laranja, temos a intersecao de S com o plano horizontal coordenado
vista na superficie.

Exemplo 4.3 O nosso terceiro exemplo é, também, de uma superficie de Bonnet dada
como a envoltoria dos planos médios de uma congruéncia com F' harmonica. Nesse
caso, iremos considerar F' = A+ B, com A =1In(z) e B = z% Em coordenadas polares
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(u = rcos(t),v = rsen(t)), a envoltéria S (ver Fig. (4.4) e Fig. (4.5)) obtida serd
dada parametricamente por

1—92 2 _ 4 2 2 2
( r* — 3r* + (6r Jcos(t) 2 4 In(r?), (

(1+72)

3r? — 1)cos(t)sen(t) 2cos(t)(r* — 1)
(1+72)r2 T (1+72)r2 )

Figura 4.4: Envoltéria dos planos Figura 4.5: Envoltoria dos planos
médios para F = In(z) + %, vista médios para F = In(z) + %, vista
1. 2.

Observe que a terceira coordenada da parametrizagcao ird se anular quando
cos(t) = 0 ou u?> +v* = r = 1. Parar = 1, temos que a curva correspondente
em S wvai ser uma cicloide. Para cos(t) = 0, teremos retas passando pelas cuspides
dessa cicldide e ortogonais ao eixo vertical. (Ver Fig. (4.6))

Assim como no exemplo anterior, ao considerarmos r = 1 teremos que 0s pontos
correspondentes na superficie serao pontos umbilicos. Se considerarmos cos(t) = 0,
teremos que os pontos equivalentes na superficie serao pontos em que a curvatura média
H se anula.

Nesse caso, temos que % = —2rcos(t). Logo, a terceira coordenada da superficie
média M de S serd dada por

2cos(t)(1 —1%)  2rcos(t)(1 —r?)
(14 r?)r 2142

que € iqual a zero. Logo, M estd contida em um plano e S €, de fato, uma superficie
de Bonnet.
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Figura 4.6: E'm vermelho, temos a in-
tersecao de S com o plano horizontal

coordenado vista na superficie.
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Exemplo 4.4 O nosso quarto exemplo € de uma superficie de Dupin obtida como
envoltoria dos planos médios de uma congruéncia com F anti-holomorfa. Aqui, to-

maremos F' = Z e entao nossa envoltdria S (ver Fig. (4.7) e Fig. (4.8)) serd dada
parametricamente por

2u(l+2v%)  20(2u®4+1)  2(—v*+u?)
1+u2+0v2" 14+u2+02" 14u2+02 )7

Figura 4.7:  Envoltoria Figura 4.8:  Envoltoria
dos planos médios para dos planos médios para
F =2z wsta 1. F =z, vista 2.

Afim de verificar que essa € realmente uma superficie de Dupin, basta ver que
a parametrizacao € dada por linhas de curvatura e que as curvas coordenadas serao
circulos, o que caracteriza uma superficie de Dupin.
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