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Resumo

Neste trabalho descrevemos uma apresentacao policiclica para o quadrado g-tensorial
nao abeliano G ®? G de um grupo G, onde g é um inteiro nao negativo. Obtemos
primeiramente uma apresentagao para o grupo v4(G) e em seguida usamos a imersao do
quadrado g-tensorial neste tltimo grupo. A partir de uma apresentacao policiclica con-
sistente de G definimos uma extensao g-central G}, de GG e provamos que esta definigao
nos da uma apresentagao policiclica de G. Usando métodos padroes para grupos
policiclicos evoluimos dessa apresentagao para uma apresentagao policiclica consistente
e provamos que o quadrado g-exterior G A? G, o segundo grupo de homologia com co-
eficientes em Z,, Hs(G,Z,), bem como o ¢-multiplicador M4(G) de um grupo G, sdo
isomorfos a subgrupos de G7. Isto permite calcular apresentagoes para esses grupos
a partir da apresentagao de G;. A partir da apresentacao policiclica encontrada para
G A? G definimos um grupo 7(G) dado por uma apresentacao policiclica e prova-
mos que 79(G) = v1(G)/AYG), onde A?(G) é um conveniente subgrupo central em
v1(@G). Fazendo uma extensao g-central deste tltimo grupo obtemos uma apresentacao
policiclica para o grupo v4(G) e, em seguida, para o quadrado ¢-tensorial de G. Adi-
cionalmente, estabelecemos um método para decidir se um grupo policiclico é capaz
modulo ¢. Os resultados desta tese estendem métodos existentes do caso ¢ = 0 para

todo inteiro nao negativo gq.

Palavras chaves: apresentagoes policiclicas, quadrado g-tensorial de grupos,

extensoes g-centrais de grupos, quadrado g-exterior de um grupo, g-multiplicador.



Abstract

In this work we compute a polycyclic presentation for the non-abelian g-tensor
square G ®? G of a group G, where ¢ is a non-negative integer. Firstly we obtain a
presentation of the group v?(G) and then we use the embedding of the g-square tensor
in this last group. From the consistent polycyclic presentation of G we define a g-central
extension G of G and prove that this definition gives us a polycyclic presentation of
G;. Using standard methods for polycyclic groups, such a presentation evolves to a
consistent polycyclic presentation and thus we prove that the g-exterior square G NG,
the second homology group with coefficients in Z,, Hy(G,Z,), and the g-multiplier
M?(G), of a group G, are all isomorphic to certain subgroups of G;. This provides us
with presentations for these groups from the presentation of G;. From the polycyclic
presentation found for G A? G we define a new group 79(G) given by a polycyclic
presentation and prove that 79(G) = v4(G)/AYG), where A?(G) is an appropriate
central subgroup of v%(G). Finally, by mean of a convenient g¢-central extension of
79(G) we obtain a polycyclic presentation of v7(G), from which we get a presentation
for the g-tensor square of G. Aditionally, we establish a method to decide whether a
polycyclic group is capable modulo ¢g. The results in this thesis extend existing methods

from the case ¢ = 0 to all non-negative integers q.

Keywords: polycyclic presentations, tensor g-square of groups, g-central extensions

of groups, g-exterior square of group, g-multiplier.

i



Sumario

Introducao

1 Preliminares

1.1 Subgrupos comutadores . . . . . . .. ... Lo
1.2 Grupos livres e apresentacoes de grupos . . . . . . . . .. ... ...
1.3 Grupos policiclicos . . . . . . . ...

1.3.1 Propriedades bésicas . . . . ... ... ... ... ... ...

1.3.2 Sequéncia policiclica . . . . . ... ... .. ... .. ...

1.3.3 Apresentagoes policiclicas e consiténcia . . . . . . .. ... ...

1.3.4 Teorema de Consisténcia . . . . . . . .. ... ... ... ....
1.4 O produto tensorial usual de médulos . . . . . . .. ... ...
1.5 Sequéncias exatas . . . . . . . . ..
1.6 Mobdulos cruzados e médulos g-cruzados . . . . . . ... ...
1.7 O produto tensorial nao abeliano de grupos . . . . ... ... ... ..
1.8 Ogrupov(G) . . . . oo o
1.9 O ¢-multiplicador de um grupo . . . . . . . .. ... ...
1.10 Produto ¢-tensorial . . . . . . . . ... Lo

2 Os grupos 7%(G, H) e V1(QG)
2.1 g¢-biderivacao . . . . .. ...
22 UG, H)evI(G) . . ..

2.3 Grupos capazes € ¢-CaAPAZES . . . . . . . 4w e

il

11
14
14
16
17
20
20
22
22
24
27
28
29



3 Sobre apresentacoes do quadrado tensorial nao abeliano e do quadrado

g-tensorial de um grupo. 45
3.1 Apresentacao para o grupo v(G) . . . . . ..o 45
3.2 Apresentagao para o grupo v4(G) . . .. ..o 48

4 Apresentacao policiclica para o quadrado ¢-tensorial de um grupo

policiclico 50
4.1 Extensoes g-centrais . . . . . . . . . .. ... 50
4.1.1  Uma apresentacao policiclica consistente para Gy . . . . . . .. 52
4.1.2  Uma apresentagdo policiclica para €4(G) . . . . ... ... ... 56

4.2 Uma apresentagao para o g-multiplicador, para Hy(G, Z,) e para o quadrado
g-exterior de um grupo policiclico G . . . . . .. .. ... ... Y

4.2.1 O g-multiplicador de G e o segundo grupo de homologia de G

com coeficientesem Z, . . . . ... ... 58

4.2.2 O quadrado g-exterior . . . . . . .. .. ... L. 59

4.3 O g-epicentro e g-capabilidade . . . . . . . ... ... L. 62
4.4 O quadrado g-tensorial . . . . . . . ... oL 63
4.4.1 Uma apresentagdo consistente para v9(G)/AYG) . . .. .. .. 64

4.4.2  Uma apresentagdo policiclica para v4(G) . . . . ... ... ... 68

Indice Remissivo 74
Referéncias Bibliograficas 77

v



Introducao

O produto tensorial nao abeliano dos grupos G e H, denotado por G ® H, intro-
duzido por Brown e Loday em [5, 7|, surgiu em aplica¢oes na teoria de homotopia de
uma generalizagao do Teorema de Van Kampen. Admitindo que cada grupo age sobre
si mesmo por conjugacao (g1 = g 1g19) e que cada um age sobre o outro, tal que a

seguinte condi¢ao de compatibilidade seja satisfeita:

g = (<§11g_1>h>g7 hy0") = <<h1h1>g>h;

definimos G ® H como o grupo gerado pelos simbolos g ® h e definido pelas relacoes

991 @ h = (¢” @ h?") (g1 @ h); (1)

g®hhy = (9@ hy)(g" @ h™), (2)

para todo g,g1 € G e h,hy € H. Como a acao por conjugacao de um grupo sobre
si mesmo é sempre compativel, o quadrado tensorial G ® G de um grupo G sempre
é definido. Além disso, a aplicacao comutador G X G — G induz um homomorfismo
de grupos k : G ® G — G, que leva ¢ ® h no comutador [g,h] = g~g"; escrevendo

Jo(G) = Ker(k), seu interesse topologico é a formula dada em [5, 7],
m3SK (G, 1) = Jo(G),

onde m3SK (G, 1) é o terceiro grupo homotopico de suspensao de um espaco de Eilenberg
MacLane SK(G,1).
Assim, calcular uma apresentacdo para o quadrado tensorial foi um problema de

muito interesse.



Para um grupo finito GG, a definicdo nos da uma apresentacao finita do quadrado
tensorial e, aplicando transformada de Tietze nessa apresentacao, podemos obter uma
apresentacao simplificada de G ® G e examina-la para determinar o tipo de isomorfismo
do quadrado tensorial. Em [4] Brown, Jonhson e Robertson calcularam o quadrado
tensorial para todo os grupos nao abelianos de ordem no maximo 30 usando esse método
com o auxilio do GAP [41]. Porém, esse método nao ¢ eficiente devido a defini¢ao do
quadrado tensorial ter | G |* geradores e 2 | G |2 relagoes, ficando assim limitado a
grupos de ordem relativamente pequena.

Em [35], Rocco definiu o grupo v(G) como sendo o grupo gerado por G, G¥, onde G¥

é um grupo isomorfo a GG pelo isomorfismo ¢ : g — ¢g¥, dado pela seguinte apresentacao:
U(@) = (6,67 [g.h7]" = g (1] = [g. 57" ).

Independentemente, houve investigagoes de v(G) por Ellis e Leonard [16].

A motivacao do estudo de v(G) &, entre outras, que seu subgrupo [G,G¥] <v(G) é
isomorfo ao quadrado tensorial G ® GG. Desse modo, calcular o quadrado tensorial de
grupos envolve trabalhar com o comutador |G, G¥] calculando uma apresenta¢ao para
o grupo v(G).

Rocco [36] mostrou que para um grupo soluvel finito GG, dado por sua apresentacao
policiclica, o subgrupo [G,G%] é dado pela apresentacao somente nos seus geradores
policiclicos. Em [2], Morse e Blyth estenderam esse resultado para um grupo policiclico
qualquer. Em [12], Eick e Nickel deram uma apresentagao policiclica consistente para
o quadrado tensorial de um grupo policiclico G a partir da apresentacao consistente
do grupo v(G).

O produto g-tensorial de dois grupos H e GG para o caso em que G e H sao subgrupos
normais de um grupo E, onde ¢ > 1, foi definido por Ellis em [17], como sendo o grupo

gerado pelos simbolos g ® h e ¥ definido pelas seguintes relacoes:

(9 ® hh1) = (g ® h) (g™ ® ™) (3)
gn @ h = (" @h")(g1 ® h) (4)
(9@ h)* = (¢ @ h*) (5)

2



q—1

Ty = R[] (ko (7)) Ry (6)
[E, /a] = k1@ Ky (7)
[9.h] = (g ® h)" (8)

paratodo g,g1 € G, h,hy € He k,ky € GNH. Se fizermos G = H obtemos a defini¢ao
do quadrado g-tensorial do grupo G. Temos por [6] a existéncia do homomorfismo de
grupos i : G ®? G — G dado por (g ® h)" = [g,h] e k" = k9. Definimos o produto
g-exterior de um grupo G como o grupo

G®IG

Vi(Q)

GNG =

onde VI(G) = (g ® g) é o subgrupo diagonal de G ®? G. Como V(G) < Ker (u)
obtemos um homorfismo induzido n : G A? G — G. Foi provado em [6] que o segundo
grupo de homologia de um grupo G' com coeficientes no G-modulo trivial Z, é dado
por Hy(G,Z,) = ker (n).

Generalizando o grupo v(G) foi definido o grupo v?(G) em [9] como sendo o grupo

gerado por G, G¥ e pelo conjunto de simbolos G = {9lg € G}, sujeito as seguintes

relacoes:
g, h?)" = [g*, (h*)?] 9)
g, h?)"" = [g¥, (h*)?] (10)
(k)9 = k¢ (11)
(k)" = ko (12)
9. k)" = [g, ()?] (13)



Tky = kT [k, (7)) (14)
R | = [k, (k)7 (15)
[9. 1] = [g. h#)". (16)

para todo g, g1, h, hi, k, k1 € G.

De acordo com [9], o subgrupo T9(G) = [G,G¥] & de v4(G), onde & é o subgrupo
de v1(G) gerado por G , € isomorfo ao quadrado g-tensorial de G. Assim sendo, calcular
uma apresentacao para G ®? G se reduz ao problema de calcular uma apresentacao
de v9(@). Resultados obtidos em [9] mostram que o grupo v4(G) é policiclico quando
G ¢é policiclico. Recentemente, Rocco e Bueno (veja [9]) provaram que as relacoes
definidoras de v7((), para grupos policiclicos, podem ser definidas apenas nos geradores
policiclicos, exceto a relacao (14). Entretanto, ainda era um problema encontrar uma
apresentacao do grupo v4(G) que simplificasse célculos de subgrupos ou até mesmo de
identificar o grupo v?(@G) e, consequentemente, o quadrado g-tensorial, principalmente
no caso em que o grupo G ¢ infinto, sendo que a definicdo nos da uma apresentagao
infinita de v(G). Esta foi a motivagdo para o nosso trabalho, ou seja, encontrar uma
apresentacao policiclica para o grupo v4(G) de um grupo policiclico G.

Além disso, existem outros conceitos que estao relacionados ao quadrado ¢-tensorial
como, por exemplo, o de extensao g-central universal. Dizemos que uma extensao E
de G por A

1 A—-FE—-G—1

¢ uma extensao q-central se: (i) A < Z(F), isto é, central em F e (ii) a? = 1 para todo
a € A. Uma tal extensao g-central é dita universal se para qualquer outra extensao
g-central

1A —FEF —-G—1



existe um dnico morfismo de extensoes

1 A E G 1

L

1 A’ E’ G 1.

A existéncia e estrutura da extensao g-universal foi estudada em [6], sendo provado

que uma extensao g-central universal é tinica se, e somente se, GG é g-perfeito, isto é,
gerado por comutadores e poténcias g-ésimas, e E é isomorfo ao quadrado g-exterior.

Passamos entao a nos preocupar em determinar uma apresentagao policiclica con-
sistente para o grupo G ®? G. Para isso, procedemos conforme [12] e calculamos uma
apresentacao policiclica consistente para o grupo v?((G) fazendo a seguinte construgao:

A partir da apresentacdo consistente de G = F/R, onde F é o grupo livre nos
geradores g1, ..., g, sujeito aos relatores rq, ..., 7, que sao obtidos das relagoes policiclicas
consistentes do grupo G, definimos o grupo G} como uma extensao g-central de G da

seguinte maneira:

Definigao 1. Definimos o grupo G como o grupo gerado por gi, ..., gn,t1, ..., t; sujeito

as sequintes relagoes:
(1) 7i(g1, s gu)t; ' para 1 <i <1,
(2) [ti,gjl paral <j<n,1<i<l,
(3) [ti,tj] para 1 < j <i<lI,
(4) t1 para 1 < i <.

Conforme provado no Lema 4.2, G} = F/RI[R, F| e a apresentagao da defini¢io
de G ¢ policiclica (possivelmente inconsistente). Podemos, a partir da apresentacao
policiclica dada de G, obter uma apresentagao consistente de G adaptando o método
dado em [40].

O g-multiplicador de um grupo G foi definido por M%(G) := R/RI[R, F|. Além
disso, resultados obtidos em [27] mostram que Ho(G,Z,) = F'F'N R/RIR,F] e
GNG = F'F1/RYR, F]. Assim, de acordo com esses resultados segue diretamente do

Lema 4.2 o seguinte corolario:



Coroléario 1. i) M9Y(G) =T,;

i) Ho(G,Z,) =T, N (G})(GY)Y;

iii) G NG =(Gr)(Gr)Y;

onde Ty, € o subgrupo q-central de G gerado por {t1, ..., t1}.

Consequentemente, a partir da apresentagao policiclica consistente de G obtemos
uma apresentacao policiclica para o quadrado g-exterior de (G, para o ¢g-multiplicador
e para o segundo grupo de homologia de G com coeficientes em Zj,.

Também, a partir da apresentacao policiclica de G} determinamos uma apresen-
tagao policiclica do centro g-exterior de G, conforme definido em [17] 0 g-centro de G é o
subgrupo Z,(G) do centro Z(G) consistindo de todos os elementos com ordem dividindo
q. Dizemos que G ¢é g-capaz se existe um grupo ¢ com Z(Q) = Z,(Q) e um isomorfismo
G = Q/Z(Q). Notemos que g-capabilidade implica capabilidade (ie, 0-capabilidade).
O subgrupo

ZNG) ={g € Gllg,2*] =1 € TU(G)/AYG), Vx € G}

é dito o centro g-exterior de GG. Esse subgrupo é usado para decidir quando um grupo
G é g-capaz, isto ¢, quando Z,"(G) = 1.

Seguimos definindo um grupo 79(G) a partir da definicdo policiclica de G, da
apresentacao do quadrado g-exterior obtido no Corolario 1 e do conceito de uma
g-biderivacao, conforme Definicao 2.1. A motivacdo para a definicio de uma
g-biderivacao foi constatar que todos os resultados provados para o produto tenso-
rial tinham as demonstracoes simplificadas ao usarmos esta propriedade universal. Ao
definir 79(G) provamos que tal apresentagao é policiclica e a partir desta apresentacao
calculamos uma apresentagao policiclica consistente e assim definimos 77(G)*. Também
definimos o grupo €?(() cuja apresentacao policiclica é determinada a partir da apre-
sentagao de G, confira Lema 4.5, e provamos que v9(G) = €7 (79(G)). Obtemos assim
uma apresentagao policiclica para v9(G) e a partir desta apresentagdo determinamos
uma apresentacao policiclica para o quadrado g-tensorial de G.

Portanto, descrevemos um algoritmo para determinar uma apresentacao policiclica

para o g-multiplicador, o segundo grupo de homologia com coeficientes em Z,, o
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quadrado g-exterior e o quadrado g-tensorial de um grupo dado por sua apresentagao
policiclica. Adicionalmente, introduzimos um método para checar quando um grupo
policiclico é g-capaz.

Seguindo essas defini¢oes, dividimos este trabalho do seguinte modo:

No Capitulo 1 introduzimos todos os conceitos e notacoes necesséarias ao desenvolvi-
mento subsequente do nosso trabalho.

No Capitulo 2 introduzimos o grupo n?(G, H), conforme definido em [9]. Apre-
sentamos resultado provados por Rocco e Bueno e desenvolvemos alguns resultados
relacionados a este grupo. Além disso, estendemos alguns resultados apresentados em
[9]. Também definimos uma g-biderivagao e provamos que tal aplicagdo é uma pro-
priedade universal para o produto g¢-tensorial de dois grupos quaisquer. E definimos
g-capabilidade via v9(G), um caso especial de n?(G, H) onde G = H.

No Capitulo 3 descrevemos resultados sobre apresentacoes do quadrado tensorial e
do quadrado g-tensorial de grupos, motivacao do nosso trabalho.

No Capitulo 4 desenvolvemos todas as construcoes relacionadas a determinacao
do algoritmo para a obtencao da apresentagao policiclica do quadrado g-tensorial de
grupos policiclicos. Além disso, para grupos g-perfeitos damos uma apresentacao direta

para o grupo v4(QG).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduziremos os conceitos e principais propriedades da teoria de
grupos que sao necessarias para o desenvolvimento deste trabalho. Omitimos as
demonstracoes dos resultados apresentados aqui, indicando as referéncias onde elas

podem ser encontradas.

1.1 Subgrupos comutadores

Sejam g1, go, ..., gn elementos de um grupo G. O comutador de g, e g2 é 0
elemento [g1, 2] = g1 'g; '9192. O conjugado g{* = g5 'g1g2 de g1 por g2 é gi[g1, g2,
e assim temos que ¢1g2 = g201]91, g2]. LoOgo, g1 € go comutam se, e somente se, seu
comutador é trivial. O comutador de peso n > 2, é definido recursivamente como
(91,92, -y gn] = [[91s -y Gn—1], gn]. Suponha que H e K sao subgrupos do grupo G. O
subgrupo comutador de H e K é o subgrupo de G

[H,K] = ([h,k]|h € Hk € K) .

Como [h, k] = [k, h]™!, segue diretamente que [H, K| = [K, H]. Se Hy, Ho, ..., H,
sdo subgrupos do grupo G, entao definimos [Hy, Ho, ..., H,] = [[H1, ..., Ho—1] , Hp). O
subgrupo comutador de G é [G, G|, que é também chamado de subgrupo derivado de G
e denotado por G'. O subgrupo derivado de G é trivial se, e somente se, G é abeliano.

Descreveremos agora algumas das principais propriedades de comutadores cujas

demonstragoes podem ser encontradas em [38].
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Proposicao 1.1. O subgrupo derivado G’ é normal em G e o quociente G/G' €

abeliano. Se N é normal em G entao G/N ¢ abeliano se, e somente se, G' C N.
Portanto G/G’ é o maior quociente abeliano de G.

Proposicao 1.2. Suponha que Hy, K1, Hy ¢ K5 sao subgrupos de G tais que Hy C Ho
e Kl g KQ. FEntao [HlyKl] g [HQ,KQ].

Proposicao 1.3. Se f : G — @) é um homomorfismo de grupos, entio para todos
subgrupos H e K de G temos que [(H)f,(K)f]| = ([H,K]) f.

Corolario 1.4. Suponha que N é um subgrupo normal de G e ~ o homomorfismo

natural de G a G/N. Entao [H, K| = [H, K].

Proposicao 1.5. Se H e K sao subgrupos normais de G entao [H, K] é normal em
GelH K|]CHNK.

Proposicao 1.6. Sejam G um grupo e g1, g2, g3 € G. Valem as sequintes propriedades:
1 091,92 = 91,95 177 = o1 ', 9] ™95
2. (9192, 93] = (91, 93)%[92, 93] = [91, g3]l91, 93, 92][92, g3];
3. 191, 9295] = 91, 9s]l91, 9] = [91, gs]l91, a9 92, g5l
4 Lo, 027 951192, 95 1) g3, 91 o) = 1

Definimos a série derivada de G que é obtida tomando sucessivos subgrupos deriva-

dos. Ou seja, GO = G, G =G, G? = (G'), e em geral
G+l — [G(i), G(i)] )

A série central inferior de G é definida tomando sucessivos subgrupos comutadores
com G. Assim, 71(G) = G, 72(G) = G’ = GWY, e, em geral,

Yi41(G) = [(G), G

Pela Proposicao 1.5, todos os termos da série derivada e série central inferior sao
normais em G. Além disso, G D GM D G? D ... e 11(G) D 7(G) 2 13(G) D ...
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Seja G um grupo. Dizemos que G é solivel se G = 1 para algum ¢ > 0, onde
G sdo os termos da série derivada. Se G é soltvel, entdo o menor valor de i para
o qual G® = 1 é chamado o comprimento derivado de G. Grupos de ordem 1 tém
comprimento derivado 0. Grupos abelianos nao triviais tém comprimento derivado 1.

O comprimento derivado de G ¢é 2 se, e somente se, G’ é abeliano e nao trivial. Um
grupo com comprimento derivado no méximo 2 ¢é dito metabeliano.

Um grupo G ¢é denominado nilpotente se algum termo da série central inferior
é trivial. Nesse caso, o menor inteiro ¢ tal que 7..1(G) = 1 é chamado classe de
nilpoténcia ou simplesmente classe de GG. Grupos triviais tém classe de nilpoténcia 0 e
grupos abelianos nao triviais tém classe 1.

As seguintes propriedades para grupos nilpotentes e soliveis nao serao

demonstradas, mas suas demonstragoes podem ser encontradas em [38].

Proposicao 1.7. Subgrupos e quocientes de grupos soliveis sao soliveis. Subgrupos e

quocientes de grupos nilpotentes sao nilpotentes.

Proposicao 1.8. Se N é um subgrupo normal de G com N e G/N soliveis, entdo G

é soluvel.

Neste ponto, grupos nipotentes diferem de grupos soluveis. A proposicao anterior
é falsa para grupos nilpotentes. Por exemplo, sejam S35 o grupo simétrico de ordem 6 e
Az o subgrupo alternado de S3. Como Az é gerado pelo 3-ciclo (1,2, 3) segue que Az e
S3/As sao abelianos e portanto nilpotentes. Agora [(1,2,3), (1,2)] = (1,2,3), ou seja,
As = S5 = [A3,S3]. Segue facilmente que A3 = 7;(G) para todo ¢ > 2. Portanto, S5
nao é nilpotente mas S3 é solivel, logo obtemos um exemplo de um grupo soldvel que
nao é nilpotente. Porém, todo grupo nilpotente.

O subgrupo Z(G) = {z € G|[z,g9] = 1Vg € G} de G ¢ dito o centro do grupo G e o
denotaremos por Z(G).

+1)  Fgses

Os quocientes da série derivada de um grupo G sio os grupos G /G(
grupos sao abelianos. Os quocientes da série central inferior de G sao os grupos
7i(G)/7i+1(G), que também sao abelianos. Na verdade, v;(G)/7i+1(G) é um subgrupo

do centro de G/v;+1(G).
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1.2 Grupos livres e apresentacoes de grupos

Nesta secao apresentamos os conceitos de grupos livres e apresentacoes de grupos
bem como algumas de suas propriedades, cujas demonstragoes podem ser encontradas
em [24] e [26].

Definicao 1.9. Um grupo I € dito livre sobre um subconjunto X C F se, para qualquer

grupo G e funcio 0 : X — G, existe um wunico homomorfismo 0' : F — G tal que
(x)0' = ()0 (1.1)
para todo x € X. A cardinalidade de X € chamada de posto de F.

Existem outras formas de expressar a propriedade (1.1). Por exemplo, podemos
dizer que € estende 6 ou, denotando por ¢ : X — F a inclusao de X em F, que o

diagrama X p

e(l;%

é comutativo, isto &, 10’ = #. Observemos que a composicao de funcoes é feita da
esquerda para a direita.

Sejam G um grupo e X um subconjunto nao vazio de G, denotamos por (X)
o subconjunto de G gerado por X. Se X = {ay,...,a,} gera G, entdo escrevemos

simplesmente G = (ay, .., ay).
Proposicao 1.10. 1. Se F ¢ livre sobre X entao X gera F;
2. Grupos livres de mesmo posto sao isomorfos;
3. Grupos livres de postos diferentes nao sao isomorfos;
4. Existe um grupo lwre de qualquer posto.
Denotaremos por F'(X) o grupo livre sobre X.
Teorema 1.11. Um grupo F' € livre sobre X se, e somente se,

(1) X gera F e
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(17) nao existe relagdo nao trivial entre os elementos de X, ou seja, se n € N,

1

r = x1..x, onde para todo i, x; € X ou x;" € X, e v;x;41 # 1 para todo i

com1<i1<n-—1, entao v # 1.

Teorema 1.12 (Nielsen-Schreier). Todo subgrupo de um grupo livre € livre. Além
disso, se F' é um grupo livre de posto finito r e H é um subgrupo de F' tal que o indice

é finito, [F : H| = n, entdo o posto de H € igual a (r — 1)n + 1.

Observacao 1.13. Se escrevermos “grupo abeliano” no lugar da palavra “grupo” na

Definicao 1.9 obtemos a definicao de grupo abeliano livre.

Teorema 1.14. Um grupo abeliano livre de posto r € a soma direta de r grupos ciclicos

infinitos.

Sejam X um conjunto, F' = F(X) o grupo livre gerado por X, R um conjunto de

F, N o fecho normal de R em F' que denotamos por (R>F e G o grupo quociente F//N.

Definigao 1.15. Com esta notagdo escreveremos G = (X|R), e dizemos que esta é
uma apresentacao de G. Os elementos de X sao chamados geradores, e 0s elementos
de R de relatores. Um grupo G € dito finitamente apresentado se este tem uma tal

apresentacao com X e R finitos.

Observacao 1.16. Para cada r € R a equacio r = 1 € chamada de relagao definidora
de G.

Teorema 1.17. Todo grupo tem uma apresentacao, e todo grupo finito tem uma ap-

resentacao finita.

Teorema 1.18 (Teste da substitui¢do). Suponha que sdo dados uma apresentacdo
G = (X|R), um grupo H e uma fun¢io 0 : X — H. FEntio 0 se estende a um
homomorfismo 0’ : G — H se, e somente se, para todo x € X er € R, o resultado da

substituicao de x por (x)0 em r dd a identidade de H.

Observe que, quando tal homomorfismo existir ele deve ser tinico. Além disso, ele

é um epimorfismo se, e somente se, {(x)f|z € X} gera H.
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Teorema 1.19. Sejam G = (X|R) e H = (Y'|S) duas apresentacgoes, entdo o produto

direto G X H tem a apresentacao:
(X,Y|R,S,[X,Y])

Definicao 1.20. Se G = (X|R) ¢ H = (Y|S) entdo o grupo (X,Y|R,S) é chamado
de produto livre de G e H, e € denotado por G x H.

Proposicao 1.21. Seja GxH o produto livre dos grupos G e H. O subgrupo comutador
|G, H] de G * H € normal. Além disso, |G, H| é um grupo livre sobre o conjunto

Proposicao 1.22. Sejam G, H e K grupos e a« : G — H, f : G — K homomor-
fismos com « sobrejetor tais que Ker(a) C Ker(B), entdo, existe um homomorfismo

v: H — K tal que ary = 3. Além disso, v € sobrejetor se 8 o for.

Ker(5) H
\G% g
N

Ker(a)

Definigao 1.23 (Transformagoes de Tietze, |26]). Consideremos o grupo G dado pela
apresentacio G = (a,b,c,..|P,Q,R,...). As sequinles operagoes com os geradores e

relatores de G sao chamadas de Transformagoes de Tietze:

1. Se as palavras S, T,... sao derivdveis de P, ), R, ... entdo adicionamos S, T,...

nas relagoes definidoras de G;

2. Se alguns dos relatores, digamos S, T, ... listados nas relacoes definidoras P, @,
R,... sao derivdveis de outras, entao delete S, T, ... das relagoes definidoras;

3. Se K, M,... sao quaisquer palavras em a, b, c,... entdo adicione os simbolos
x, Y,... aos geradores de G e ajunte as relagcoes v = K, y = M,... as relagcoes
definidoras;
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4. Se alguma das relagoes definidoras de G € da forma p =V, g = W,..., onde
D, q,... sao geradores e V., W,... sao palavras nos geradores diferentes de p,
q,... entao delete, p, q,... dos geradores e os troque por V., W,... nas relacoes

definidoras e delete p =V, q = W,... das relagoes definidoras.

H. Tietze mostrou que dada uma apresentacao G = (a,b,c,...|P,@Q, R, ...) para um
grupo G, qualquer outra apresentacao de G pode ser obtida por repetidas aplicacoes
dos itens acima.

Além disso usaremos o seguinte teorema cuja demonstragdo pode ser encontrada
em [34].

Teorema 1.24 (B. H. Neumann). Se X ¢ um conjunto qualquer de geradores de um

grupo finitamente apresentado G. Entdio, G tem wuma apresentacao finita
G =< Xo|r1, ..., >, onde Xy C X.

1.3 Grupos policiclicos

O estudo sisteméatico de grupos policiclicos foi iniciado por Hirsh em duas
publicagoes [19, 20] e continuada em trés outros artigos [21, 22, 23]. Recentemente
grupos policiclicos tém atraido atencao por que eles formam uma classe de grupos para
os quais muitos problemas podem ser resolvidos algoritmicamente [39]. Esta classe
de grupos inclui a classe de grupos soliveis finitos e a classe de grupos nilpotentes
finitamente gerados. Nesta secao, sumarizamos a teoria béasica para grupos policicli-
cos. Resultados sobre grupos policiclicos podem ser encontrados nos trabalhos citados

acima assim como em [13] e [40].

1.3.1 Propriedades basicas
Um grupo G é chamado policiclico se ele possui uma cadeia finita
GZGlZGQEZGnZGnJA:l

de subgrupos tal que cada G, ;1 é normal em G; (série subnormal), e G;/G;; € ciclico
para todo 1 < ¢ < n. Tal cadeia de subgrupos é chamada uma série policiclica de G

de comprimento n.
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A seguinte proposi¢ao sumariza algumas propriedades de grupos policiclicos que

podem ser encontradas em [39] e [40].
Proposicao 1.25. (i) Subgrupos e quocientes de grupos policiclicos sao policiclicos.
(17) Grupos policiclicos sao finitamente gerados.

(1ii) Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Se N e G/N sao policiclicos

entao G € policiclico.
(1v) Todo grupo abeliano finitamente gerado € policiclico.
(v) Todo grupo nilpotente finitamente gerado é policiclico.

(vi) Grupos policiclicos sao soliveis.

Pelas partes (i) e (vi) do teorema acima, apenas grupos solaveis finitamente gerados
podem ser policiclicos mas existem grupos soliveis finitamente gerados que nao sao
policiclicos conforme [39] e [40].

O seguinte teorema mostra que um grupo solavel tal que todo subgupo é finitamente

gerado ¢é policiclico.

Teorema 1.26. Um grupo G € policiclico se, e somente se, € solivel e todo subgrupo

de G é finitamente gerado.

Proposicao 1.27. Se G ¢ um grupo policiclico com uma série policiclica de compri-

mento n, entao G pode ser gerado por n elementos.

Proposicao 1.28. Se G tem uma série policiclica de comprimento n, entao todo sub-

grupo de G pode ser gerado por n ou menos elementos.

Proposicao 1.29. Suponha que K e H sao sugrupos de um grupo policiclico G. Se
HCK e H=KY, para algum g € G, entao H = K.

Seja G um grupo policiclico. Nem toda série policiclica de G' tem o mesmo compri-
mento. Além disso, o niimero de quocientes infinitos em uma série policiclica é o mesmo
para toda série. Esse numero é chamado nidmero de Hirsch de G. E possivel escolher a
série policiclica de modo que todos os fatores infinitos venham apos os fatores finitos.

Veja Proposigao 2 no Capitulo 1 de [39].
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1.3.2 Sequéncia policiclica

Seja G' um grupo policiclico com uma série policiclica G = G; D ... D G, 1 = 1.
Como G;/Giy1 € ciclico, existem elementos x; € G, tais que G;/G;1 = (x;G;11) para

todo indice 3.

Definicao 1.30. A sequéncia dos elementos X = {xy1,..,x,} tais que

Gi/Git1 = (;Gip1) para 1 < i < n é chamada uma sequéncia policiclica para G.

Para grupos soliveis finitos, o termo AG-sistema foi introduzido por Jiirgensen em
1970, veja [25]. Note que na defini¢do acima a ordem é importante e cada subsequéncia
X; = {z4,...,z,} & uma sequéncia policiclica para o subgrupo G; (esse recurso é
usado frequentemente para argumentos de indugao e métodos algoritmicos). Em par-
ticular, G é gerado pelos elementos da sequéncia X. Além disso, a série policiclica

G =G, 2 .. DG,y =1 & unicamente determinada por X.

Definicao 1.31. Seja X uma sequéncia policiclica para um grupo policiclico G. A
sequéncia R(X) = {r,...,mn} definida por r; = [G; : Giy1], o indice de Gy em
Gi, ri € NU {00} € chamada sequéncia de ordens relativas para X. Denotamos por

I(X)={ie{1,..,n}|r; € finito } o conjunto de indices tal que r; € finito.

Observe que em R(X) a ordem também ¢ importante. Além disso, a sequéncia R(X)
e o conjunto [(X) dependem apenas da série policiclica G = G; O ... O G,p1 = 1 de
X. Assim, se Y é outra sequéncia policiclica para G definindo a mesma série policiclica
que X, entdo R(X)=R(Y) e I[(X) = I(Y).

A ordem relativa exibe algumas informagoes basicas sobre o grupo G. Por exemplo,
o grupo G é finito se, e somente se, [(X) = {1,...,n}, ou seja, r; é finito para todo
1< <n.

Podemos provar que dado um grupo policiclico com uma sequéncia policiclica
X ={x1,...,x,} e ordem relativa R(X) = {rq, ..., 7.} qualquer que seja g € G pode ser
escrito unicamente da forma g = z7'...x5" para 0 < e; < r;. Tal expressdo é chamada
forma normal de g com respeito a X.

Podemos descrever relacoes para G em seus geradores X . Essas relagoes sdo o passo

fundamental para uma apresentacao policiclica para G.
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Proposicao 1.32. Seja X uma sequéncia policiclica para um grupo policiclico G com
ordens relativas R(X) = {r1,...,rn}. Entdo, para cada i € 1(X), 2" € Gi11 e, para
todo 0 < j<i<m,z; € Gjit1. Em particular, esses elementos possuem as sequintes

formas normais em G:

Ty Qi1 o - .
r;t =2 para i € 1(X);

-1 _ Bijit Bijn . . .
T Xy =2 an”" para 1<7<i<n;

xjxixj’l = :c;jﬁl“:cx”" para 1 < j<i<n,jé¢Il(X).

1.3.3 Apresentacoes policiclicas e consiténcia

Definigao 1.33. Uma apresentacio (x1,...,x,|R) é chamada de uma apresentacdo
policiclica se existem uma sequéncia S = {sy,...,$,} com s; € NU{oo} e inteiros ay,

Bijk € Vijk tais que R consiste das sequintes relagoes:

Si Q41 o .
v =x eapm para 1 <10 <n, s < oo,
-1 _ Bijit Bijn . .
T;xiT; =2 an" para 1<7<i<n,
—1 _  Yiji+1 Yijn - -
Tirixy s = xn" para 1<j<1<n.

Essas relagoes sao chamadas de relagoes policiclicas e S € chamado de sequéncia de

expoentes de poténcias da apresentacao.

Todo grupo policiclico tem uma sequéncia policiclica X que induz um conjunto
completo de relacdes policiclicas, veja Proposicao 1.32. Neste caso, S é igual a sequéncia
de ordens relativas para X, ou seja, S = R(X). Em resumo obtemos o seguinte

resultado:

Teorema 1.34. Toda sequéncia policiclica determina uma (inica) apresentagao policiclica.

Assim, todo grupo policiclico pode ser definido por uma apresentacao policiclica.

Reciprocamente, toda apresentacao policiclica define um grupo policiclico.
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Teorema 1.35. Sejam (z1, ..., x,| R) uma apresentacao policiclica e G um grupo definido
por esta apresentacdo. Entao, G € policiclico e X = {xy,...,x,} € uma sequéncia
policiclica para G. Além disso, se a sequéncia de ordens relativas de X € dada por

R(X)={r1,...,rn}, entdo, r; < s; para todo i € 1(X).

As apresentacoes policiclicas em que os expoentes de poténcias S e ordens relativas
R(X) coincidem, desempenham um papel central na teoria algoritmica dos grupos
policiclicos. De fato, calculos com grupos policiclicos sao usualmente realizados com

tais apresentacoes.

Defini¢ao 1.36. Uma apresentacao policiclica (X|S) com expoentes de poténcias S é
chamada de consistente (ou confluente) se S = R(X).

Teorema 1.37. Toda sequéncia policiclica determina uma apresentacao policiclica
consistente. Assim, todo grupo policiclico pode ser definido por uma apresentacao

policiclica consistente.

Coleta ¢ um método que usamos para determinar a forma normal para um elemento
em um grupo dado por uma apresentacao policiclica consistente.

O sistema de coleta pode ser também aplicado em um contexto mais geral no caso de
apresentacoes policiclicas arbitrarias. Para isso, consideraremos um grupo G definido

por uma apresentagao policiclica (X |R) com expoentes de poténcias S.

Lema 1.38. Seja G um grupo definido por uma apresentacao policiclica (X|R) com

expoentes de poténcias S. Para todo elemento g € G existe uma palavra representando

€n

g da forma w(g) = x7*..x8 come; € Z e 0 <e; < 8 se s; # 0.

Definigao 1.39. As palavras da forma x7'...x5" consideradas no Lema 1.38 sao chamadas

de palavras coletadas.

Se a apresentagao considerada é consistente, entdao R(X) = S e a palavra coletada
coincide com a forma normal com respeito a X. Neste caso, existe uma tnica palavra
coletada para cada elemento no grupo G.

Descreveremos agora um método para obter uma palavra coletada que representa

um elemento qualquer de um grupo policiclicamente apresentado.  Para isso,
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consideraremos G um grupo definido por uma apresentagao policiclica (xy, ..., x,|R)

com expoentes de poténcias S e as relacoes policiclicas em R serao denotadas por

Si __

R;; onde R;; = mlﬂ“xgn para 1 <i<n,s; < oo,

-1 _ p++ ++ Bt Bijn . .
x; vy = R onde R = w7 " para 1 < j <@ <mn,

Yiji+1

-1 _ p+-— +—- _ Yijn . .
zjrw; s = R onde R = an” para 1 < j <i<n.

Para obter uma forma coletada de uma palavra w podemos utilizar o sistema de

coleta da esquerda para a direita que consiste no seguinte método:

1. Se w é uma palavra coletada nada se tem a fazer. Caso contririo passe para 2.

_ . _ 1 _
2. Se s; < o0 e x; ' ocorre em w substitua x; ' por a7 (R;) 7L

. . L, . . —1 o
3. Seja 1 < jo < n o menor indice jo tal que zj, ou x;° ocorre em w para s;, = 0.

3.1.

3.2.

1

Se xj, ou z; " estd a esquerda de todos os demais x; s que ocorrem em w,

com jo < i, entao passe para o passo 4. Sendo passe para o passo 3.2.

Mova toda ocorréncia de z;, para a esquerda de z;, para jo < ¢, substituindo

++ _ ' -1 —1 -
T;Tj, POr ijRijO e se sj, = oo substitua LT Ppor T, Rijo .

4. Se a palavra que representa w obtida é uma palavra coletada o processo termina.

Caso contrario passe para 5.

3 m
5. Se sj, < 00 e tivermos z’; na palavra que representa w.

5.1

Se m < s;, entao passe para o passo 6. Senao passe para o passo 5.2.

5.2 Se m > sj, entao, existem ¢, € Z tal que m = ¢sj, +r onde 0 < r < sj,.

1 1 m r .. \e
Assim, substitua 7 por a"(Rj,j,)?.

6. Se a palavra que representa w obtida é uma palavra coletada o processo termina.

Caso contrario passe para 7.

7. Considere j; o menor indice de {1, ...,n} maior que j, tal que z;, ou xj_ll ocorre

em w.

8. Agora defina jp := j;. Volte para o passo 3.1.
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Analogamente podemos descrever um sistema de coleta da direita para a esquerda.

1.3.4 Teorema de Consisténcia

Podemos checar quando uma dada apresentacao policiclica é consistente ou
modificar uma dada apresentacao policiclica para uma apresentacao policiclia con-
sistente usando o seguinte método eficaz dado em |[33].

Para isso, consideremos G um grupo dado por uma apresentacao policiclica nos

geradores {x1,...,x,} e relagoes

Si __ pQhitl a; ;
vt =y ey para 1 < <in, 1 <8 < oo,

-1 _Bijit Bijn . .
Ty = a7 ..an " para 1 <7< <n,

e L VigiL Yijn . :
Ty =2y ..xp”" para 1<5<1<n.

Teorema 1.40 (Checando a Consisténcia). Uma apresentagao policiclica nos geradores
{x1,...,2,} € consistente se, e somente se, as sequintes palavras sao coletadas para a

palavra vazia
(zg[[z;2]]) " [[wra,]]z: para 1 <i<j <k <n,

()™~ logad) para 1 < i< j<m, €T,

() (gl ™ para 1< i< j<n, i€l

(2 K3

(il )~ [Ny parai € 1,

2

x]-_l[[xjxi_l]]xi para 1 <i<j<n,jé¢l.

Onde [[xjx;]] indica que a palavra x;x; deve ser coletada primeiro.

1.4 O produto tensorial usual de modulos

Consideremos R um anel com identidade 1, nao necessariamente comutativo.
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Defini¢ao 1.41. Um grupo abeliano (aditivo) M € dito um R-mddulo & esquerda se
existe uma funcao R x M — M, onde (r,m) — rm, tal que para todo m, m’ € M,

r, v € R temos:

(7)) r(m+m') =rm+rm/;
(i7) (r+7r")m =rm+r'm;
(zii) (rr")ym =r(r'm);

(iv) Im = m.

Analogamente podemos definir um R-moédulo a direita, considerando agao a direita
de R sobre M. Se R é comutativo, todo R-médulo a direita M pode ser considerado

um R-modulo a esquerda definindo rm = mr, Vm € M,r € R.

Definicao 1.42. Se M € um R-mddulo a direita, N um R-mddulo a esquerda e G um
grupo abeliano aditivo, entao uma funcao R-biaditiva € uma aplicacdo f: M x N — G

tal que para todo m, m' € M, n, n’ € N er € R vale:
(1) (m+n,n')f = (m,n)f+ (m,n')f;

(i0) (m,n+n)f = (m,n)f + (m,n')f;

(ii) (mr,n)f = (m,rn)f;

Sejam M um R-moédulo a direita e N um R-moédulo a esquerda. Definimos um

produto tensorial de M e N da seguinte forma:

Definicao 1.43. Um produto tensorial de M e N é um grupo abeliano T' junto com
uma fungao R-biaditiva ¢ tais que, para todo grupo abeliano G e toda funcao R-biaditiva

f:MxN — G, existe um unico homomorfismo ]7: T — G tal que o sequinte diagrama

€ comutativo
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Se M um R-mo6dulo & direita e N um R-modulo & esquerda. Denotamos o produto

tensorial abeliano de M e N por M ®r N.

Proposicao 1.44. i) Se M e N sao grupos abelianos finitamente gerados com M ou
N finito entao M ®z N € finito.

ii) Se p e q sGo nimeros primos entre si entao Z, @z L, € 0 grupo trivial.

1.5 Sequéncias exatas
Uma sequéncia de homomorfismos de grupos
LG E e B G T

é exata em G; se Im(fi_1) = Ker(f;). A sequéncia é dita ezata quando for exata em

cada GG;. Em particular
(a) 1 - A% B ¢ exata se, e somente se, a é injetora.
(b) B %0 16 exata se, e somente se, [ é sobrejetora.

(c)1—-ASB 20 516 exata se, e somente se, « é injetora, 3 sobrejetora e induz

um isomorfismo de B/Im(«a) sobre C.

Uma sequéncia exata do tipo (c¢) é dita uma sequéncia exata curta e uma extensao

de A por C.
Definicdo 1.45. Dada uma extensio 1 - A > B A0 S1deA por C' dizemos que:
(1) A extensdo cinde se existe um homomorfismo v : C' — B tal que v5 = Idc.

(17) A extensdo é central se Im(a) € um subgrupo central de B.

1.6 Mobdulos cruzados e moédulos ¢-cruzados

Definicao 1.46. Um mddulo cruzado é um homomorfismo de grupos p: M — G junto

com uma ac¢ao de G sobre M satisfazendo as sequintes condicoes:
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(MC1) (m)p =g (m)ug, g€ G, meM
(MC2) (my) ™ =m " mym, m,m; € M.

Uma extensao central 1 - A — F — G — 1 é um exemplo de um G-modulo

1

cruzado com acao de G sobre E dada por m9 = gmg~" onde g € Gem € Eegé

qualquer elemento na pré-imagem de g.

Definicao 1.47. Dado um inteiro nao negativo q, um G-mdodulo q-cruzado € um maodulo

cruzado p: M — G tal que
a?=1Va € Ker(u).

Um morfismo de G-modulos g-cruzados (u : M — G) — (¢ : M/ — G) é um

homomorfismo G-invariante ¢ : M — M’ tal que m® = m*.

Definicao 1.48. Uma extensao

é dita q-central se, A < Z(G) e a? =1 para todo a € A.

Uma extensao g-central 1 - A — F — G — 1 é um exemplo de um G-modulo

1

g-cruzado com acao de G sobre E dada por m9 = gmg " onde g€ Gem € Eegé

qualquer elemento na pré-imagem de g.

Definicao 1.49. Uma extensao q-central de G

€ dita universal se para qualquer outra extensao g-central

Al>——F —
existe um unico morfismo de extensoes

A——F—>G

L

A——F —=G
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Definicao 1.50. Um objeto P em uma categoria C € dito projetivo se para qualquer

diagrama
P
lg
f
A—=B
em C com f um epimorfismo, existe um diagrama comutativo
P
ig
-
A—=B

em C.

Assim, o termo G-mddulo g-cruzado projetivo significa um objeto projetivo na
categoria dos G-modulos g-cruzados.

Denotaremo o subgrupo de G gerado pelas poténcias g-ésimas dos elementos de G
por G , especificamente

Gl=<gllge G >.

Definicao 1.51. Um grupo G ¢é dito q-perfeito se G = G'GY, onde G' € o subgrupo

comutador de G.

A extensao g¢-central universal de um grupo g¢-perfeito é um exemplo de um
G-modulo g-cruzado projetivo. O conceito de modulo ¢-cruzado projetivo natural-

mente generaliza a nogao de extensoes g-centrais universais.

1.7 O produto tensorial nao abeliano de grupos

Uma acao de um grupo G sobre um grupo H é um homomorfismo 0 : G — Aut(H)
de um grupo G no grupo dos automorfismos de H, Aut(H). Escrevemos (h)gf como h9,
representando assim uma acao a direita de H. Se # é o homomorfismo trivial dizemos
que G age trivialmente sobre H ou que H é G-trivial.

Sejam GG e H dois grupos que agem um sobre o outro a direita,

Gx H—=G HxG—H
(9,h) = ¢" (h,g) = h?
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e sobre si mesmo por conjugacao, desta forma temos uma acao do produto livre G « H
sobre G e H. Dizemos que as agoes de G sobre H e de H sobre G sao compativeis se

para todo g,g1 € G e h,h; € H,
ghgl _ ggl_lhgl’ hghl _ hhl_lgh‘ (12)

Se G e H atuam um sobre o outro compativelmente, o produto tensorial nao
abeliano de G e H, como introduzido por Brown e Loday em [5] e 7], denotado por
G ® H, generaliza o produto tensorial usual dos grupos abelianizados, G/G’ ®z H/H'

conforme defini¢ao abaixo.

Definicao 1.52. Sejam G e H grupos que agem compativelmente um sobre o outro e
sobre si mesmo por conjugacao. O produto tensorial, GR H, de G e H € definido como

o grupo gerado pelos simbolos g @ h sujeito as sequintes relacoes:

991 @ h = (¢” @ h¥")(g1 ® h) (1.3)

9 ®hhi = (9@ h)(g" @h™) (1.4)
para todo g,g1 € G e h,hy € H.

Uma vez que a ac¢ao por conjugacao de um grupo G sobre si mesmo satisfaz (1.2),

o quadrado tensorial nao abeliano G ® G de um grupo G sempre é definido.

Definicao 1.53. Seja L um grupo. Uma funcao ¢ : G x H — L é chamada uma
biderivacao se para todo g,g1 € G e h,hy € H

(991, h)¢ = (g7, ¥ )p(g1, h)o (1.5)

(g, hh1)9 = (g, hl)ﬁb(ghla hhl)éb (1.6)

Claramente uma biderivacao ¢ : G x H — L determina um tnico homomorfismo
¢ :G®H — L tal que (g® h)¢' = (g,h)o.
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Proposicao 1.54. (i) Os grupos G e H atuam sobre G @ H de modo que
(1 ®h)? = gf @ b7, (9@ m)" =¢"®h

para todo g,g91 € G, h,hy € H. Consequentemente temos uma acao do produto
liwre G x H sobre G ® H dada por

(g@h)" =g"©n
ondege G,he Hepe GxH.
(ii) Se as agoes de G sobre H e de H sobre G sdo triviais entio G @ H = G @7 H®.
(1ii) Eziste um unico isomorfismos: G® H - H® G.

Proposicao 1.55. (a) Ezistem homomorfismos de grupos A\ : G @ H — G,
N:G®H — H tais que (9@ )\ = g~ g", (9@ h)N = h™9h;

(b) Os homomorfismos X\, X' com as agées dadas na Proposicao 1.54 (i) sao mddulos

cruzados.

Agora vamos nos restringir ao quadrado tensorial ndao abeliano de grupos.

Consideremos um grupo G agindo sobre si mesmo por conjugacao. Claramente a
fungdo comutador G x G — G, (g,h) — [g,h] induz um homomorfismo de grupos
k:G®G — G tal que (9 ® h)k = [g,h] para todo g,h € G. Seja Jo(G) = Ker(k).
Usando as propriedades de modulo cruzado podemos provar que J5(G) é um subgrupo
central de G ® G assim, G age trivialmente sobre Jo(G).

Seja V(G) o subgrupo central do quadrado tensorial gerado pelos elementos g ® g
para todo g € G. Definimos o quadrado exterior de G como o quociente

GG
VG

GNG =

Como V(G) C J5(G) existe um homomorfismo induzido <’ : G A G — G’ tal que
(g ANh)k" =g, h], onde g A h & a imagem de g ® h sobre o quadrado exterior G A G.

Considerando I'(G) o funtor quadrdtico de Whitehead (cf. [43]), resultados obtidos
em [4] mostram a existéncia do diagrama comutativo com linhas exatas e extensoes

centrais como colunas
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H3(G) —T(G®) —— J5(G) — Hy(G) —=1

1

H3(G) —=T(G*) —= GG —=GAG—1 (D
G —=GC
1 1

1.8 O grupo v(G)

Buscando dar um tratamento grupo-teorético do estudo sobre o quadrado tensorial
ndo abeliano de grupos, valendo-se das propriedades de comutadores Rocco (cf. [36])

introduziu um operador v na classe de grupos. Definido a seguir.

Definicao 1.56. Sejam G um grupo arbitrdrio e G¥ isomorfo a G através do isomor-

fismo ¢ : g — g%, para todo g € G. Definimos o grupo
v(G) = (G, G?|[g,h*]" = [¢", (W)?] = [9,h*]"". g, . k € G) (L.7)
Consideremos o seguinte subgrupo de v(G):

T(G) =[G, G7]

A relagao entre v(G) e G ® G é dada pelos seguintes resultados:

Proposicao 1.57 ([36]). (i) Y(G) = G ® G, através do isomorfismo g ® h — [g, h¥],
Vg,h € G.

(i7) v(G) = (T(G) x G) x G*.
Proposicao 1.58 ([35]). Para todo g, g1,h,hy € G temos
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(@) [g7, h#) = [g. h?] 7t = [g, (R 1)#]%

(i) [9: ] [g2, B1lg. h¥] = g0, 1M = [gn, hF)99" = [gu, b
(ii1) [g7'g", h{] = g, h¥] (g, h¥]™

(iv) [g1, (h7h)¥] = [g, h*]7[g, h¥];

() [lg:2%], g1, h{]] = [g7"g", (A7 ha)?].

Outras propriedades para o grupo v(G), e em particular para G ® G, serdo dadas
na Secao 2.2, ja que v(G) é um caso particular de n?(G, H) para¢g=0e G = H = L.
Nakaoka em [32] introduziu o operador 1 que generaliza o operador v para o caso de
dois grupos G' e H que agem um sobre o outro de maneira compativel. Considerando

HY uma cépia isomorfica de H, onde ¢ : h — h¥ Vh € H, entao
(G, H) = <G,H@H9,h“@]gl = [g, (h)?], [9, )" = [g", (W")?],Yg, g1 € G, h. ]y € H>.

Observamos que se G = H e a agdo é a conjugagio, entdo n(G, H) = v(G).
Proposicao 1.59 ([32]). (i) [G,H?] = G® H;

(i5) n(G, H) = ([G, H¢] x G) x H.

1.9 O ¢-multiplicador de um grupo

Seja Hy(G,Z,) o segundo grupo de homologia do grupo G com coeficientes em Z,.
A formula de Hopf para o segundo grupo de homologia inteiro,

RN F'
[F, R]

H2<G7 Z) =

junto com a sequéncia exata curta dos coeficientes:

Z>£>Z*»Zq

nos dé a férmula:

RN F'F1

Ha(G20) = “prp B

(1.8)
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onde,
¢ uma apresentacao livre qualquer de G.
Defini¢ao 1.60. Definimos o q-multiplicador de um grupo G, denotado por M9(G),

cOmo o grupo quociente

1.10 Produto ¢-tensorial

Sejam G e H subgrupos normais de um grupo E. Seguindo Ellis [17|, definimos o
produto g-tensorial de G e H, G®?H, para ¢ > 1, como o grupo gerado pelos simbolos
gRhe k para g € G, h € H, k € GN H, sujeito as seguintes relagoes para ¢, g, € G,
h.hie€ H, k,ky e GNH:

(9 ® hhi) = (9@ h)(g" @ h™) (1.9)
991 ® h = (g7 ® h"*)(g1 ® h) (1.10)
(9@ h)F = (¢ @ h*) (1.11)
kky = Eq_l A (1.12)
[% kl] = k1 ® Ky (1.13)

[9.h] = (9@ h)? (1.14)

Para ¢ = 0 definimos o produto g-tensorial G ®° H como o grupo gerado pelos
simbolos g ® h satisfazendo as relacgoes (1.9) e (1.11), que se reduz ao produto tensorial

nao abeliano conforme Defini¢ao 1.52.
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Observacao 1.61. As relagoes (1.9) a (1.14) podem ser vistas como abstragoes das

wdentidades de poténcias e comutadores.

Definicao 1.62. O produto q-exterior de G e H, denotado por GATH, é definido como
o quociente de G ®1 H pelo subgrupo normal gerado pelos elementos da forma k ® k,
onde ke GNH.

Sejam G e H subgrupos normais de um grupo E. Denotaremos o subgrupo de E
gerado pelos comutadores [g, h] e pelas g-ésimas poténcias k¢ para g € G, h € H e
ke GNH por G#H.

Teorema 1.63 ([17]). Sejam G e H subgrupos normais de um grupo E, e ¢ > 0, entdo:
(i) O homomorfismo

0:GRTH —- G
g®h[g,h]
@r—ﬂcq

¢ um E-mddulo q-cruzado com E-acao dada por:
(g@h)* =g"®h"
(k) = ke
(17) Se |[G,H| =1, entao G @1 H = (G/GH#1H) @z (H/G#H)

Observacao 1.64. Para G = H = FE obtemos uma acao de G sobre o quadrado

q-tensorial G ®1 G e em particular para o quadrado q-exterior G A1 G dada por

(g Ah)* = g" AR*
(k) 19

A seguinte proposi¢ao relaciona a apresentacao do quadrado exterior de um grupo

G com uma apresentacao F//R de G.

Proposicao 1.65. Seja F//R uma apresentacao livre para o grupo G. Entao,
F'F1

q ~ _
GNG= F R
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Como consequéncia direta dessa proposigdo, usando a férmula (1.8), obtemos o

seguinte corolario.

Corolario 1.66. Para qualquer grupo G existe um isomorfismo
Hy(G,Z,) = Ker(GN G — G).

Proposicao 1.67. Seja 6 : M — G um G-mddulo q-cruzado projetivo e seja F/R
uma apresentacao livre de G com X\ : F' — G epimorfismo natural. Entao existe um
1somorfismo

M'M?* S F'FO)F#IR

dado por [m,m/|’ = [f, ['|F#1R e (m?)° = fIF#R, onde (m)* = (f)*.

Neste trabalho restringiremos a nossa atencao ao quadrado g-tensorial que é definido

considerando G = H na defini¢ao do produto g¢-tensorial.
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Capitulo 2

Os grupos n4(G, H) e v4(G)

Neste capitulo faremos uma breve abordagem sobre os grupos n%(G, H) e v4(G).
Apresentamos novos resultados que foram obtidos a partir do estudo das propriedades
do grupo n%(G, H) generalizando resultados obtidos em [9].

O grupo n%(G, H), definido recentemente por Bueno e Rocco em [9], generaliza o
grupo (G, H), definido por Nakaoka em [32]. A importancia desse grupo é, entre
outras, que ele possui um subgrupo isomorfo ao produto g-tensorial de dois grupos
quaisquer. Nosso interesse principal é o caso em que G = H que, neste caso, é denotado
por v%(G) (como definido em [9]) para o qual daremos uma apresentagao policiclica no
Capitulo 4 deste trabalho.

Comecaremos definindo uma aplicacao que denominaremos g-biderivacao que é,
como provaremos, uma propriedade universal para o quadrado ¢-tensorial. Além disso,
na nossa construcao do Capitulo 4, a construcao de uma g-biderivagao ird nos auxiliar

significantemente.

2.1 ¢-biderivacao

A propriedade universal do produto tensorial nao abeliano é uma ferramenta muito
util para definir homomorfismo do produto tensorial nao abeliano G® H sobre um outro
grupo qualquer L, desde que esteja definida uma biderivacao de G x H — L. Pensando

nesta vantagem surgiu a seguinte questao: para o produto g-tensorial teriamos uma
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tal propriedade universal? Desse modo, uma candidata para tal propriedade universal
surgiu como segue na Definicao 2.1 e provamos na Proposicao 2.2 que a ¢-biderivagao
¢ uma boa candidata.

Definiremos uma ¢-biderivacao para o caso em que G e H sao subgrupos normais
de um grupo E. Porém, poderiamos definir uma ¢-biderivacao para médulos cruzados,
assim como o produto g¢-tensorial de modulos cruzados foi definido por Conduché e

Rodriguez-Fernédndez em [10].

Definicao 2.1. Sejam G e H subgrupos normais de um grupo E e L um grupo qualquer.
Dizemos que uma aplicagao A : GXHX(GNH) — L € uma q-biderivacao se as sequintes

propriedades sao satisfeitas:

(991, hy k)X = (g%, h9, 1)\ (g1, b, k) (2.1)

(g, hh1, k)X = (g, ha, DA(g", B k)N (2.2)

(1,1, K)N) " (g, by DAL, 1, E)A = (g™, h¥ )N (2.3)

(1,1, kk)A = (1,1, k)/\%_l {0k, )7 DA} (1,1, ) (2.4)
[(1, 1, k)N, (1,1, k)] = (K9, k9, 1) (2.5)

(1,1, g, A)A = ((g, b, A)* (2.6)

para todo g,q1 € G, h,hy € H ek, ky € GNH.

Proposicao 2.2. Sejam G, H subgrupos mnormais de wum grupo FE e
N:Gx H x (GNH) — L uma g-biderivagdao, onde L é um grupo qualquer. En-
tao, existe um unico homomorfismo A : G ®?1 H — L tal que

(g@h)A=(g,h, 1)\

(F)A = (1,1,k)A
ondege G,he Heke GNH.
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Demonstracao. Considere K =GNHe X = {g ® h, E|g €cG,he H ke K}. Defina
0:X — L dada por (g @ h)0 = (g, h, 1)\ e (k)0 = (1,1, k)A.
Por construcao, € é consistente com as relacoes definidoras de G ®? H. Veja, por

exemplo, a Relagao (1.12):

Agora,

(@9 @) {f(owr))
- (. k;)X>_1 (1,1 k) A (1,1, kl)X)_l (q_l {(k 77 00) X}) -1

i=1

por (2.4) temos

= (wLw3) ((1, 1. k)Xﬁ [k G D3} (1, /@X) () R)

(o)) =

Assim sendo, pelo teste da substituicao, existe um tnico homomorfismo A : GRYH — L
tal que (g ® WA = (g @ )0 = (g, h, DX e (k)X = (k)0 = (1,1, k)A. 0

2.2 niG,H) e vi(QG)

Em [9], Bueno e Rocco estenderam o operador n para g > 0, definindo o grupo
n?(G, H), que também foi definido em [17]| sob outra abordagem.

Assumimos que G e H sao subgrupos normais de um grupo L e que todas acoes
sao dadas por conjugacao em L. Para ¢ > 1 sejam K =GN H e K= {%]k € IC} um
conjunto de simbolos, um para cada elemento de K (para ¢ = 0, colocamos K= 0,0
conjunto vazio). Seja F(K) o grupo livre sobre K e n(G, H) x F(K) o produto livre de

n(G,H) e F(K). Como G e H? estdo imersos sobre n(G, H), devemos identificar os ele-

~

mentos de G (respectivamente de H¥) com suas respectivas imagens em n(G, H)*F (K).
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Seja J o fecho normal em (G, H) F(I%) dos seguintes elementos, para E, l;:\l, kky € /6,
geGeheH:

g kg(ke)™"; (2.7)

(h?) Y Teh? (k)2 (2.8)

()~ 19, B9k [, (0)7] (2.9)

(B R ()™ (H [k, (k)] ) p (2.10)
[E, 121} K9, (k1)¢] (2.11)

9. 1] [g.h7] " (2.12)

Definig¢ao 2.3. O grupo n?(G, H) é definido como o grupo fator
n'(G,H) == (n(G,H) = F(K)) /J.

Observacgao 2.4. Note que para ¢ =0 o conjunto das relagoes (2.7) a (2.12) € vazio;
neste caso (n(G, H) x F(K)) /J =n(G, H). Além disso, para G = H = L, denotamos
n(G,G) por vi(G). Note que, para ¢ =0, vI(G) = v(G).

Portanto, o grupo n?(G, H) tem a seguinte apresentacao: n?(G, H) = <G, H? K | S, R>,
com S = {Sl, Sg}, e R — {Rl,Rg,Rg, R4, R5,R6}, onde:

it [g, 7)™ = [g™, (h*)7] (2.13)
Syt [g, heIM = [g", (W")?] (2.14)
Ry : k9 = ko (2.15)



Ry : K" = kP (2.16)

Ry : g, b = [g", (")) (2.17)

Ry : kky = iT [k, (k)] Ry (2.18)
Rs {E Z} = k7, (k19)%] (2.19)

R : [9.7] = [g, h¥]" (2.20)

Vg,91 € G, h,hy € He k,k € K.

Agora se K denota o subgrupo normal de n7(G, H) gerado pela imagem de IE, pela
Relacdo (2.17), K normaliza o subgrupo 7' = [G, H?] e, entdo, YI(G,H) = [G, H?|K
¢ um subgrupo normal de n%(G, H).

Observacao 2.5. Para G = H = L entao K = G e neste caso denotaremos K por Q\,
ou seja, G= {9 | g € G}. Também denotaremos o subgupo gerado por G por &. Nesse
caso, T = |G, G¥] e o subgrupo TI(G,G) = |G, G?]® normal de vi(G) é denotado por
TI(QG).

Existe um epimorfismo p : (G, H) — GH, g — g, h¥ — h, k — k9. Por outro
lado, a inclusao de G sobre 1(G, H) induz um homomorfismo i : G — n?(G, H). Temos
que, g% = g e, logo i ¢ injetiva. Analogamente, a inclusdo de H? sobre n(G, H)
induz um homomorfismo j : H¥ — n9(G, H). Assim, os elementos g € G e h¥ € H¥
sao identificados com suas respectivas imagens ¢' e (h¥)’ em 7%(G, H), para maiores
detalhes veja [9].

O seguinte resultado, provado por Bueno e Rocco em [9], relaciona n%(G, H) ao
produto g¢-tensorial, G ®? H, o qual generaliza o resultado de Rocco (cf. proposi¢ao
1.57 (4)).

Teorema 2.6 (|9]). Sejam G e H subgrupos normais de um grupo L e q um inteiro

nao negativo. Entao vale o isomorfismo:

TG, H) =~ G @ H. (2.21)
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Denotaremos o subgrupo central de n9(G, H) gerado pelos elementos [k, k¥], com
ke K=GnNH, por AYG, H), ou seja

AYG, H) = ([k, k]|k € K)..

Para G = H = L denotaremos AY(G, H) por AY(G) e, neste caso, se ¢ = 0, AY(G) é
denotado por A(G).
O quociente de n%(G, H) por A%(G, H) sera denotado por 79(G, H) mais especifi-

camente (G H)
(G,
q =
TG, H) NG H)

Para G = H = L denotaremos 79(G, H) por 74(G).
Observe que o subgrupo de 79(G, H) correspondente a T9(G, H), pelo Teorema 2.6,

é isomorfo ao produto g-exterior (veja Definicao 1.62),

(G, H)

q ~
GN'H = AN(GLH)

No seguinte teorema as ac¢oes por conjugagao de G e H¥ sobre TG, H) sao in-
duzidas pelas rela¢oes de n?(G, H). Para maiores detalhes confira [9].

Teorema 2.7 ([9]). n9(G,H) = H¥ x (G x Y9G, H)).

Fazendo as adaptagoes sugeridas em [9], obtemos o seguinte lema que é uma con-

sequéncia basica das relacoes definidoras de n?(G, H):

Lema 2.8 (|9]). Sejam G e H subgrupos normais de um grupo L e ¢ > 0. Entao, as
sequintes relagioes valem em n?(G, H), para todo g, g1 € G, h,hy € H e k, k; € K.

i) g, helloohi] = [g, he]lovl

i) [g,h?, k?] = [g,h,k?] = [g,h%, k] = [[g,h]|?, k]. Além disso, se g € K entdo
g, h)?, k] = 97, h*, k] = 9%, h, 7] = [g7, h, x];
iii) Se k€ K' (ou ky € K') entao [k, k{][k1, k¥] = 1;
iv) [k (9, h#]) = [k. g, h]];
o) (k)" = K[k, K]
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vi) Se [k, k] = 1 entao [k, kY] e [k1,k?] sao elementos centrais de n?(G,H), de
mesma ordem finita dividindo q. Além disso, se k e ki sao elementos de torcao
com ordem o(k), o(ky), respectivamente, entao a ordem de [k, kY] divide o

mdc(q, o(k), o(ky)).
vii) [k, k?] € central em n?(G, H), para todo k € K;
viti) [k, k{][k1, k¥] é central em n%(G, H);
iz) [k, k%] =1, para todo k € K';
z) Se lk,g] =1 = [k, h] entdo [g, h, k%] = [[g, h]?, k].

~

wi) [k, [g, 7] = [k, [g, h¥]] = [(K)%, [g, h*]].

Demonstra¢ao. Vamos mostrar apenas (z7). Para as demais afirmagoes confira
(19], Lema 2.4).

A~

De fato, [k, [g, h¢]] = [g, h¢] *[g, h¥]

por (2.17) = [g", (W*)¢]7 g, h¥]
por (213) == [g, hcp]_kq [g, h@] = {kqa [97 h@]]
por (2.14) = [g, n?)" "7 [g, ] = [(k9)?, [g, h¥]]. O

Fazendo as adaptagoes sugeridas em [9] obtemos o seguinte resultado:

Corolario 2.9 (|9]). Sejam G e H subgrupos normais do grupo L. Se L € abeliano
entao Y1(G, H) é central em n?(G, H).

Considere k : v(G) — v9(G) o homomorfismo induzido pelas inclusoes
i: G —ni(G,H)ej: H? — ni(G,H) e denote por £’ a restricdo de x no sub-
grupo Y(G) = [G,G¥] < v(G). Bueno e Rocco provaram a existéncia das extensoes

centrais dadas na proxima proposicao.

Proposicao 2.10 ([9]). Seja ¢ > 1. Existem sequéncias ezatas

v(G) 5 V(G) = GG — 1; (2.22)

T(G) 5 TYG) = G/G — 1; (2.23)
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De acordo com essa proposigao, segue o seguinte resultado (veja [9]).
Teorema 2.11 (veja [9]). Seja G um grupo qualquer e g um inteiro nio negativo.

i) Se G é um m-grupo finito (m um conjunto de primos) entdo vi(G) € um T-grupo

finito.
ii) Se G € nilpotente de classe ¢ entao v1(G) € nilpotente de classe no mdzimo c+1.

i) Se G ¢é solivel de comprimento derivado | entao vi(G) € solivel de comprimento

derivado no mdrimo [ + 1.
w) Se G ¢ policiclico entao vi(G) é policiclico.

Seguindo o Teorema 2.11 (iv), se G é policiclico entdao v9(G) é policiclico. Logo,
surge a seguinte questao: “Como obter uma apresentacao policiclica para v4(G), sendo
G policiclico?”. Sera dada uma resposta para essa questao no Capitulo 4 deste trabalho.

Suponha que os grupos G e H sao subgrupos normais de L e agem um sobre o outro
via conjugacao de L. Sejam p e ¢ inteiros nao negativos, com p > 1.

Estendendo a aplicacao x, dada na Proposicao 2.10, definimos a aplicacao
5« qr(G, H) — 1P(G, H) dada por (¢)§ = g, (h?)§ = h¥? e (k)§ = k4, para todo
g € G, he Hek €K, que é compativel com as relagdes definidoras de n?(G, H),
confira [10]. Obtemos assim um homomorfismo 6 : n?(G,H) — n?(G,H). Seja
8 =0 |yreem: YM(G,H) — TP(G,H) . Obtemos entdo, uma generalizacdo da
Proposicao 2.10 e do Teorema 1.22 de [10].

Teorema 2.12. Seja p > 1. Existem sequéncias exatas

GNH
Pq 5 p .

n (G,H)—>n(G,H)—>G#qH—>1, (2.24)
e, 1y & e, iy - SOy, (2.25)

G#H

onde, G#1H denota o subgrupo de L gerado pelos comutadores [g,h| e pelas q-ésimas
poténcias k% para g€ G, he H eke K=GNH.
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Demonstracao. De acordo com a definicio de 6 a imagem de 6 é dada por
Im(5) = <g, he kijge G, he Heke lC>. Segue diretamente do Lema 2.8 que I'm(0)
¢ um subgrupo normal de n?(G, H). Agora n*(G, H)/Im()) é, pelas Relacoes (2.18)
e (2.19), gerado pelas classes laterais k € K com as relagoes Ek\l = /l%k’Al e mais, como
ki € Im(6) para todo k € IC, segue que (E)q = 1 mo6dulo a imagem de 4. Isso prova
(2.24). A sequéncia (2.25) ¢ um caso particular de ([17], Teorema 6(ii)). O

Em particular para ¢ = 0 obtemos as sequéncias:

(G, H) > (G H) = Gn H/[G, H] — 1; (2.26)

(G, H) S TG H) = GnH/G, H| — 1; (2.27)
Consequentemente temos o seguinte resultado:

Teorema 2.13. Sejam G e H subgrupos normais de um grupo L e q um inteiro nao

negativo.
i) Se G e H sao grupos finitos entao ni(G, H) é um grupo finito.
ii) Se G e H sao soliveis entao n%(G, H) € solivel.
i) Se G e H sdo policiclicos entao n%(G, H) é policiclico.

Demonstragao. (i) Se G e H sdo grupos finitos entdo n(G, H) é um grupo finito, (cf.
[30]). Assim, por (2.26) (G, H) também ¢ um grupo finito. (i) Se G e H sao solaveis
sabemos que (G, H) é soluvel, (veja [30]), consequentemente, temos que n?(G, H) é
solavel.

(7i1) De acordo com [28], se G e H sao policiclicos entdo Y (G, H) é policiclico. Pelo
isomorfismo dado no Teorema 1.59 temos que, n(G, H) é policiclico. Segue de (2.26)

que (G, H) é policiclico. a

Generalizando a sequéncia dada na Proposi¢ao 10 de [17], obtemos o seguinte re-
sultado, onde I'(G) denota o funtor quadratico de Whitehead (cf. [43]).
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Proposicao 2.14. Seja g > 0. Existe uma sequéncia exata

TG, H)

DG N H/GHH) S TG H) = e

—1; (2.28)

onde (v(k)) o = [k, k?] para k = kG#H.
Baseados na sequéncia (2.28) podemos entdo enunciar o seguinte resultado.

Proposicao 2.15. Se GN H = G#9H, entao temos o sequinte isomorfismo,

(G, H)

TG H) = g

Em particular, se G e H sao grupos policiclicos, entdo AYG, H) € trivial.

Segue diretamente da Proposicao 2.15 que se G é um grupo policiclico g-perfeito
(veja Defini¢do 1.51), entdo AY(G) = 1. Observe que G#G = G'G".

Além disso, para grupos ¢-perfeitos ainda temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.16 (|9]). Se G é g-perfeito entio Y4(G)/AYG) € a unica extensdo

q-central universal de G, a menos de isomorfismos.

Agora restringiremos nossa atencao a v4(G) e iremos citar alguns resultados rela-
cionados a este grupo. Como estamos interessados na apresentacao do quadrado
g-tensorial de um grupo G, e este é isomorfo a um subgrupo de v%(G), é muito impor-
tante para o desenvolvimento do nosso trabalho a mencgao de tais resultados.

O segundo grupo de homologia do grupo G com coeficiente no G-modulo trivial Z,,
Hy(G,Z,), pode ser identificado com uma se¢ao do grupo v?(G), veja [9]. Para isso

consideremos as seguintes aplicacoes:

p:V(G) — G

p=plrae: TUG) — G
91, 95] — |91, 92]
k— k9
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Agora consideremos os seguintes subgrupos:

01(G) = Ker(p); (2.29)
p(G) = Ker(p') = T(G) N 04(G); (2.30)

e conforme definido
ANG) =(lg.97] | g € G) < p(G) (2.31)

Como, 07(G) <« v(G), segue que 09(G)YT(G) é um subgrupo de v4(G).

Também temos que:
TUG)/u!(G) = Im(p) = G'G* (2.32)

Teorema 2.17 (|9]). Seja Ho(G,Z,) o sequndo grupo de homologia do grupo G com
coeficiente no G-mddulo trivial Z,. Entao pn?(G)/AYG) = Hy(G, Z,).

Com os resultados e notagoes apresentados acima, foi obtido o seguinte diagrama,

(cf. [9]).
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2.3 Grupos capazes e g-capazes

Denotaremos o centro de um grupo G por Z(G).

Definicao 2.18. Sejam G um grupo e g um inteiro ndo negativo. Definimos o q-centro
de G, denotado por Z,(G), como o subgrupo do centro de G formado pelos elementos

cuja ordem divide q, ou seja
Z(G) ={g € Z(G)lg" = 1}.
Dizemos que um grupo G é g-capaz se existe um grupo @ tal que Z(Q) = Z,(Q) e
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um isomorfismo G = Q/Z(Q). Logo, de acordo com a defini¢ao, um grupo G é g-capaz
se GG é o grupo de automorfismos internos de algum grupo Q.

Para ¢ = 0 diremos que o grupo G é capaz e Zy((G) é simplesmente o centro de G.
Assim, se um grupo G é g-capaz entao G é capaz.

Usando o isomorfismo dado no Teorema 2.6 definiremos o centro ¢-tensorial e o

centro g-exterior de um grupo G via v%(G) e 7Y(G).

Definicao 2.19. Sejam G um grupo e ¢ um inteiro nao negativo. Definimos o centro

q-exterior de G como o subgrupo central de G dado por

ZMG) ={g € G|lg,z¥] =1 € 7Y(G) para todo v € G} .

q

Quando q = 0 dizemos que ZqA(G) ¢ simplesmente o centro exterior e o denotamos por

ZMG).

O centro exterior ¢ precisamente o grupo denotado por Z*(G) em [1] e denomidado

o epicentro de G.

Definicao 2.20. Sejam G um grupo e q um inteiro nao negativo. Definimos o centro

g-tensorial de G como o subgrupo central de G dado por

Z2(G) = {g € G|[g,2¥] =1 € v¥(G), para todo x € G}.

q

Quando ¢ = 0 dizemos que Z?(G) € stmplesmente o centro tensorial e o denotamos
por Z®(G).

O centro tensorial pode ser caracterizado como o maior subgrupo A tal que
(G/A) ® (G/A) = G ® G, veja [17].
O centro g-exterior é usado para decidir quando um grupo G ¢ ¢-capaz conforme

teorema a seguir.

Teorema 2.21. Seja G um grupo e q um inteiro nao negativo. O grupo G € g-capaz

se, e somente se, o centro q-exterior de G € trivial ou seja, ZqA(G) =1.
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Capitulo 3

Sobre apresentacoes do quadrado
tensorial nao abeliano e do quadrado

g-tensorial de um grupo.

Neste capitulo iremos descrever alguns resultados relevantes quanto a apresentacao
do quadrado tensorial nao abeliano de um grupo G e do quadrado ¢-tensorial de G,
onde G é um grupo dado. Como vimos na Secao 1.8 o quadrado tensorial é isomorfo
a um subgrupo do grupo v(G), enquanto o quadrado g-tensorial é isomorfo a um
subgrupo do grupo v%(G), veja Secao 2.2. Como os grupos v(G) e vi(G) sdo grupos
com apresentacoes melhores de trabalhar, a questao de calcular uma apresentagao
para G ® G e G ®1 G foi melhorada, ou seja, para calcular uma apresentacao para
esses grupo basta calcular uma apresentacdo para v(G) e v9(G) e entdo calcular uma
apresentacao para seus subgrupos [G,G¥] 2 G® G e T4(G) = G ®1G de v(G) e de

v1(G), respectivamente.

3.1 Apresentacao para o grupo v(G)

Devido ao seu interesse topologico, calcular uma apresentagao para o quadrado ten-
sorial foi um problema muito estudado nessas duas tltimas décadas. Brown, Jonhson

e Robertson iniciaram esta questdao em [4] para grupos finitos. Entre os pontos prin-
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cipais dessa investigacao incluia: dar uma descricao de G ® G simplificada e de fécil
identificacao, determinar a estrutura do quadrado tensorial a partir da estrutura de
G e calcular homomorfismos de G ® G tendo apenas acao por conjugacao de GG para
trabalhar e descobrir qual grupo seria obtido.

Para um grupo finito GG, a definicdo nos d&4 uma apresentacao finita de G @ G e
podemos aplicar Tranformada de Tietze para essa apresentacao e obter uma apresen-
tagao simplificada de G ® G. Esse foi o ponto principal em [4]|, onde foram obtidos
o quadrado tensorial para grupos de ordem no méximo 30. Porém, o método nao é
muito eficiente ji que temos uma apresentagao do quadrado tensorial com | G |? ger-
adores e 2 | G |2 relagdes. Agora, se observarmos a defini¢io de v(G) temos que se a
apresentacdo de G é G = (G|R) entdo a apresentacao de v(G) tem 2 | G | geradores e
2| R |+2 | G |? relagoes, mais simples que a de G ® G.

Rocco em 1994 (veja [35]) partiu da hipotese que G era um grupo solivel finito e

provou o seguinte teorema, um resultado muito relevante.
Teorema 3.1. Sejam G e G¥ grupos soliveis finitos distintos isomorfos com geradores

policiclicos {aq, ...,a,} e {b1,...,b,} respectivamente, onde ¢ : G — G¥ é um isomor-

fismo tal que a; — b;, 1 <1 <n. Seja 6(G) um grupo dado pela apresesentagao

i(G) = <a1, ooy Oy U1, oy b |Grel GP el Jag, D] = [a?"‘,b?’“] = [ai, b;]",1 <, 5,k < n> .

Entao 6(G) = v(G). Além disso, o subgrupo |G, G¥] € gerado por {[a;, b;]|1 <i,j < n}.
Observe que a partir desse resultado obtemos que a apresentacao de v(G) tem 2n

geradores e 2 | R [+2n3 relagoes, onde n é o nimero de geradores policiclicos de G.

Definicao 3.2. Sejam G um grupo e G = G, > ...> G > Gy = 1 uma série subnormal
para G. Se T; denota um tranversal para G;_1 em G; e G; denota o levantamento de

um congunto gerador de G;/G;_1 para T;. Fazendo

ro_ G se G;/G,—1 € abeliano,
? - “
T: caso contrdrio.

entao o conjunto Lg relativa a série subnormal G = G, > ...> G > Gg =1 € definido

[»G - LTLJ £z
=1

como
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Note que para qualquer grupo abeliano G, Ls é igual a G relativa a série subnormal
GP>1. Se G é um grupo policiclico com alguma série policiclica G = G,,>...>G>Gy =1

e sequéncia de geradores policiclicos associados g, entao L relativa a esta série é p.

Teorema 3.3 (|2|). Seja G um grupo com apresentacio finita (G|R) e S uma série

subnormal de G. Entao v(G) tem a sequinte apresenta¢do:
v(G) =(G.G°IR. R [g, h*]* = [¢", ()7, [g, h¥]*" = [¢", ()] (3.1)
Vg, h € G, k € Lg relativo a S).

O seguinte resultado encontrado em [2] é uma generalizacdo do Teorema 3.1 para
um grupo policiclico qualquer. Observe que mesmo para o caso em G ¢é infinito esse

teorema nos da uma apresentacao finita de v(G) o que ndo seria possivel obter a partir
da defini¢ao de v(G).

Teorema 3.4. Seja G um grupo policiclico com uma sequéncia de geradores policiclicos

{91, -, gn}. Entao o subgrupo [G,G¥] de v(G), é gerado por

G, G = (lgi, 971 [0+ (97 [9i: 97 lgs 97 ])

enquanto |G, G%| ), como subgrupo de 7(G) = v(G)/A(G), € gerado por

[Ga Gw]T(G) = <[gf> (g;p)EL [9367 (gf>6]>
para 1 <i < j<mn,i#j onde

1 se |gi|< oo, 1 se | g7 < oo,
)= e € /

+1 se |g;|= oo, +1 se | g7 |= o0
A partir deste resultado podemos calcular o produto tensorial nao abeliano do grupo
diedral infinito

Dy = <a, bla®, b* = b_1>
que é dado por
DOO®DOOZCQXCQXCQXZ

onde C,, é o grupo ciclico de ordem n, para maiores detalhes veja [2].
Como resultado, foi obtido por Blyth e Morse em [2], um algoritmo para o calculo
do quadrado tensorial nao abeliano de um grupo policiclico G = (G|R) com sequéncia

de geradores policiclicos g, da seguinte maneira:
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Algoritmo 3.5. (1) Construa uma apresentacao finita para v(G) a partir de G, R
e o usando (3.1).

(2) Calcule wma apresentagao policiclica consistente para v(QG).

(8) Use métodos padrées para grupos policiclicos e obtenha uma apresentagao para o
subgrupo |G, G¥] do grupo policiclico v(G). E assim obtemos uma apresentacao

policiclica para G ® G.

3.2 Apresentacao para o grupo v4(G)

Devido a complexidade das relagoes definidoras de v9(G), apenas recentemente o
problema de encontrar uma apresentagao simplificada para v?(G), e particularmente
para G ®9 (G, teve algum avanco, apesar desse grupo ter sido definido em 1995 com
uma outra abordagem. Em [9], Bueno e Rocco descreveram uma apresentagao para o
grupo v9(G) de um grupo policiclico G, apresentacdo bem relevante, porém, a Relagao
(2.18) nao pode ser reduzida nos geradores policiclicos como as demais. Assim sendo,
se G é um grupo infinito o grupo v?(G) continua com uma apresentagao infinita dada
pela defini¢do de v?(G). Por outro lado, na apresentacao dada em [9] os geradores e as
relagoes de v9(G) foram reduzidos significantemente, facilitando os célculos do grupo
v?(@G) conforme o seguinte teorema e, utilizando tal resultado, foi dada uma tabela com
alguns exemplos computacionais com o auxilio do GAP, [41]. Para maiores detalhes

confira [9].

Teorema 3.6 (|9]). Sejam G um grupo policiclico com geradores policiclicos {g1, ..., gn}

eG = {9lg € G}. Para q > 2, seja §9(G) o grupo dado pela sequinte apresentagao:

611(G) = <gl7 "'7971791@7 ...,gnw,§|G-7”€l., G“D—rel., [glagjlp]gz = |:gigz7 (QJQZ)SO] =

o~ —

(6% ~gl _ g7\ (57 i
= 95,951 g% = (g:%), G = (%), [gi, ;) = (9%, (g%)%]
— Y i qg—1—1 ~ /E - a
gh=3111lg,()?]" [gi ,gf] = [9:°% (9;"9)%] ,
- q . . - —~ -~
92,92 = [9?7 (gf)“’} 1 <4,j,k <n,Vgh,g,h €G),
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onde

1 seo(g) < oo, 1 seo(g;) < oo, 1 seo(gr) < oo,
+1 seo(gy) = 0.

+1 seo(gi) = oo, +1 seo(g;) = oo,

Entao, 01(G) = v1(Q) e o subgrupo [G,G?] de v1(G) é gerado pelos elementos [g;, gf ],
96, 951195, 97) e (95, (97)°], para 1 < i < j <mn.

Corolario 3.7 (|9]). Sejam G um grupo policiclico com geradores policiclicos {gi, ..., gn}

Entao,
i) YUG) ¢é gerado por
Tq(G) = <[gia gfL [gia gf] [gjv g;p]v [gg’ (gf)ﬁ]v g7€>’

onde

J

a:{ 1 seo(g;) < oo .

1 seo(g;) < oo
+1 seo(g;) = o0

+1 seo(gj) = o0

para 1 <1< j<n,1<k<n.
ii) AYG) € gerado pelo conjunto

{l9i97) (96, 95195, 971, para 1 <i < j<n}.

Para grupos ciclicos Bueno e Rocco [9] obtiveram um resultado satisfatorio no

calculo da apresentacao do quadrado g¢-tensorial.

Teorema 3.8. Sejam C,, (respectivamente Cw,) 0 grupo ciclico de ordem n (respecti-

vamente o), ¢ > 0 e d = mde(n, q). Entdo,
Coo R Cop = O X Cy;

C, x Cy, se d € impar;
C,®1C, = Cn x Cq, sed épar com 4|noud|q

Co, X Cqy2,  caso contrdrio.
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Capitulo 4

Apresentacao policiclica para o
quadrado g-tensorial de um grupo

policiclico

4.1 Extensoes g-centrais

Nesta secao descreveremos um método para calcular uma apresentacao policiclica
consistente para certas extensoes g-centrais de um grupo policiclico dado por uma
apresentacao policiclica consistente. Nosso método ¢ uma generalizacao do método
apresentado em [12].

Sejam G um grupo policiclico definido por uma apresentacao policiclica consistente
F,/R, onde F, & o grupo livre nos geradores ¢i,...,g, € H um grupo finitamente
apresentado definido por uma apresentagao finita F,,,/S, onde F,, é o grupo livre nos
geradores fi, ..., fm. Suponha que ¢ : H — G é um epimorfismo e denote o ntcleo de
¢ por K/S, assim, G = F,, /K. Definimos

x . Fn
“ = mF, R
¢ F
q — m
) = TR Fs

que por construcao sao extensoes g-centrais de G.
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Proposigao 4.1. Com essa notagao 7 : G, — G é um G-mddulo q-cruzado projetivo.

Demonstragao. Como G é uma extensao g-central de G segue que 7 : Gy — G € um
G-modulo g-cruzado, resta provar que é projetivo.
Suponha que oo : X — G e §:Y — G sao G-moddulos ¢g-cruzados e ¢ : 71 — [ e

N : o — [ sao morfismos de G-modulos g-cruzados. Entao temos o seguinte diagrama

Para que 7 : G, — G seja uma G-modulo g-cruzado projetivo, deve existir um
morfismo i : 7 — «a tal que un = 1; Agora um morfismo fi : 7 — « é um homomorfismo
de grupos (que denotaremos pela mesma letra que representa o morfismo) fi : G, = X,
G-invariante (ie ((¢*)?) @ = ((¢*))?) tal que o = .

Agora como F), é livre como grupo entao F;, é projetivo, assim, existe um homo-
morfismo p : F,, = X tq un = 6. Mostraremos que esse homomorfismo é fatorado
em ji: Gy — X.

Se r € R entdo a imagem de r é a identidade em G, assim (r)u € Ker(a) e,
consequentemente, RY[R, F,] < Ker(u). Logo, p se fatora em f tal que 0 = p.

Ker(y) Gy
.

4
F, 5#

/ N
Rq[R, n] X

o1

Agora, i = 7 como



(Op) o = pov
0 (pa) = O
o =T

e i ¢ G-invariante. De fato

(/1R B R™) o= (f[R, RO f

= (97 '[R, Fu]RY) o (f[R, ) RY) fu(g[R, FLRY)

= ((f[R, F,)R?) p) @Bl RDm
= ((f[R, Fn]Rq) ﬂ)(g[R,Fn}Rq)ﬂ

= ((f[R, F,JR) p)*"

Logo it ¢ um morfismo de G-moédulos g-cruzados e mais fin = 1. De fato,

Op = p
(Op)n = ()
Oun = 0
pn =1

Assim, 7 : Gy — G ¢ um G-modulo g-cruzado projetivo.

4.1.1 Uma apresentagao policiclica consistente para G

As relagoes de uma apresentagao consistente F,,/R tem a forma:

g5 = gi g’ para i € I,
1 Bigg+l  Pigm .
9; 9i95 = gj57 " gn”" para j <1,

gjgigj—l =g\ ga " para j <iej ¢l
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Para algum I C {1,...,n}, certos expoentes e; € N para i € I, a;;, Bijks Vijk €
Z. e para todo i, 7 e k. Para simplificar a notacao, escreveremos as relacoes de G
como relatores da forma 7y, ....,7;. Assim, todo relator r; ¢ uma palavra nos geradores
g1y Gn; 1810 &, 75 = 15(g1, -y Gn)-

Introduziremos [ novos geradores t1,...,¢; e definimos o grupo €(G) como o grupo

gerado por g1, ..., gn, t1, ..., t; sujeito aos seguintes relatores:
(1) 7i(g1, s gn)t; ' para 1 <i <1,
(2) [ti,gjlparal <j<n,1<i<l],
(3) [ti tj] paral <j <i<l,
(4) t! paral <i <.

Denotaremos o subgrupo g-central de €(G) gerado por {ti,...,t;} por T,. Segue
diretamente desses relatores que €(G) é uma extensao g-central de G por T;. O seguinte

lema afirma que €(G) = G}.

Lema 4.2. Seja G um grupo policiclico definido por uma apresentacdo consistente

F./R como dado acima. Usando a nota¢ao anterior obtemos o sequinte resultado.
(i) e(G) = F,/RYR,F,], T, = R/RIR, F,] e (G)/T, = G.
(17) €(Q) € definido por uma apresentacdao policiclica (possivelmente inconsistente).

Demonstragao. i) Segue de (1) que ¢(G)/T, = G, por (2), (3) e (4) T, ¢ um sub-

~

grupo g-central. Assim, resta provar que ¢(G) = F,,/RI[R, F,] e segue diretamente que
T, = R/RIR, F]. Defina o : F,, = €(G) dada por (g;)7 = g;, por (1) segue que o é um

epimorfismo e como ¢(G) é uma extensao g-central de G segue que
RIR, F,| < Ker(o) < R.

Resta mostrar que Ker(o) < RIR, F,]. Considere X = {g1,..., gn,t1,...,1;} e defina
N Fn 5 5 e~
b: X — RiF, T por g0 = g;RY[F,, R], t0 = r;R[F,, R]. Pelo teste da substituigao

existe um homomorfismo 0 : €(G) que é um epimorfismo. Como conse-

~ Ri[F,, R

quéncia, temos o seguinte diagrama comutativo

23



&

RIR, F,]
A

(@)
E /
N

N/

Ker(o) R4[F,R]
F,
ou seja, Ker(o) < RIR, F,| < Ker(o) e €(G) = Ri[F, R como queriamos provar.
i1) Segue diretamente da definicao de €(G). O

A partir de agora denotaremos ¢(G) por G.

Agora determinaremos uma apresentacao policiclica consistente para G, a partir da
apresentacao policiclica possivelmente inconsistente obtida acima. Usamos o método
descrito na Se¢ao 7?7 que é uma adaptacao do método descrito por Sims em [40] e por
Eick e Nickel em [12] . Para nosso proposito avaliamos as seguintes relagoes consistentes

em G-
9x(9;9:) = (9r9;)9i para k > j > i,
(95)9: = 97 (g;9:) para j > i, j € I,
9i(95") = (9;9:)95*~" para j > i, i € I,
(9i")9i = 9i(g") para i € I,
9; = (9;9; g, para j > i, i ¢ I.
Essas relagoes de consisténcia podem ser avaliadas na apresentacao policiclica con-
sistente de G usando sistema de coleta da esquerda para a direita. Como G ¢ dado

por uma apresentagao policiclica consistente e T, ¢ g-central em G} segue que toda

relacao de consisténcia produz um equacao da forma
t1t .t =1 para a;; € Z, com | a;; |< q.

Seja
aypy ... Qq

A=| : c | ez
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Se € < [, entao complete A para que ela se torne uma matriz [ x [ adicionando [ — €
linhas nulas em A. Usando um algoritmo da forma normal de Smith, podemos calcular
matrizes P e () tais que A = PD(Q, onde D é uma matriz diagonal com entradas
dy,....,d; € N.

Uma apresentagao consistente para G pode ser obtida a partir de D usando o
isomorfismo Q' = (g;j)1<ij<i- Essa apresentacio tem geradores gi, ..., gn,t1, ...t €

relatores definidores da forma
(1) ri(gr, .oy gn)t3 8] para 1 <7 <1,
(2) [ti,gjl paral1 < j<n,1<i<l,
(3) [tz,tj] paral <j <1< l7
(4) t% para 1 <4 <1com d; |q.

Note que pode acontecer que d; = 1 para algum ¢ € {1,...,[}. Neste caso, o gerador
correspondente ¢; é redundante e pode ser eliminado dessa apresentagao.
Para ilustrar esses resultados daremos os seguintes exemplos que serao usados nas

proximas secoes.
Exemplo 4.3. Seja S5 = <gl,g2|gf = 1,9, 9201 = g;l,g§>. De acordo com a definicao

(S5)5 = (91,92, t1, b2, t3|97 = t1, 97 'Gog1 = g5 b2, G5 = t3, 15,5, 15 (41, ta, 3 centrais )) .

Resta agora checar a consisténcia desta apresentacao. As relagoes nao triviais de con-

sisténcia que temos que considerar sao as sequintes:

(93) 1 = 93(g201);

Temos pelas relagoes definidoras que (g3)g1 = t3g1 = gits;

Por outro lado, g3(g291) = ggglggltg = gl(ggl)Qggltg = glg;?’tg = gitot3. Seque que

to = 1. Além disso, as sequintes relagoes sequem das relagoes definidoras de (S3)3.
92(91) = (9291)91;
(97)g1 = 91(g7);
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(93)g2 = g2(g3).

Portanto, obtemos to = 1. Assim, uma apresentacdao policiclica consistente para
(S3)% € dada por

(S5)5 = (91,92, t1, t3]g7 =t1, 97 g2 = 93 ', G5 = 15,11, 83, (t1, t5 centrais)).

Exemplo 4.4. Considere o grupo diedral infinito dado pela apresentacao policiclica
consistente

Doo = (g1, 92|97, 91 ' 9291 = 95 ) .

De acordo com a apresentacao dada acima

(Doo)i = (g1, g2, t1, 2|97 = t1, 91 ' 9291 = g5 "2, 15,15, (1. 2 centrais ) .

Analisando as relacoes de consisténcia obtemos que essa apresentacao € policiclica con-

sistente.

4.1.2 Uma apresentacgao policiclica para ¢%(G)

Nosso proximo objetivo é calcular uma apresentacao policiclica consistente para
(@) como introduzido no inicio da Se¢ao 4.1. Relembramos que G ¢é definido por
uma apresentacao policiclica consistente F), /R nos geradores g1, ..., g,. Seja H definido
por uma apresentacao finita F),/S, onde F), é livre nos geradores fi, ..., f;,. Suponha
que £ : H — G com (f;)¢é = w; define um epimorfismo com niucleo K/S. Entao
G =F,/R = F,,/K e por definigao ¢4(G) = F,,/|K, F,,]SK".

Como primeiro passo para nosso objetivo determinamos uma apresentacao policiclica
consistente para G nos geradores gy, ..., gn, t1, ..., {; cOMo na se¢ao anterior. Esta apre-
sentacao pode ser usada para determinar uma apresentacao policiclica consistente para

¢7(@) conforme o proximo resultado.
Lema 4.5. Defina s : Fy,, — G por (fi)s = w; para 1 <i < m. Entao
i) Ker(s) =K, F,,|K%;

i) €1(G) = Im(s)/(S)s.
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Demonstragdo. i) Primeiro note que F,/Ker(s) = Im(s) < G} e Im(s) cobre
G = Gy /T, ja que G =< wy, ..., wy, >. Assim, F,,/Ker(c) é uma extensdo g-central
de G = F,,/K, logo K, F,|]K? < Ker(s). Por outro lado, F,,/[K, F,|K? é uma
extensdo policiclica g-central de G e como, por construgao, G ¢ a maior extensao
g-central de G, segue que G contém F,,/[K, F,]K? como um subquociente via <.
Assim Ker(s) = [Fy,, K] K9,

F,
i1) Ors(zf)( Fm(zq —[Fm,K]Kq e, poIr definigao, €1(G) —S[Fm,K]Kq’ agora
(S)s = %, consequentemente, (Tg—g? = ¢G). O

Desse modo, para determinar a apresentacdo de €4(G) basta determinar geradores
para os subgrupos I'm(c) e (S)s de G7, jd que métodos padroes para grupos policicli-
cos podem ser usados para construir uma apresentacao policiclica consistente para o
quociente Im(s)/(S)s, veja [40], Capitulo 8, ou [11|. Claramente, um conjunto de
geradores para I'm(s) é dado por wy, ..., Wy,.

Seja s1, ..., sy um conjunto de relacoes definidoras para o grupo finitamente apre-
sentado H = F,,/S. Entdo, (S)s é gerado por (s1)s, ..., (Sx)s como um subgrupo, ja
que (S)s < T, & central em G}. Logo, geradores para (S)s podem ser determinados

avaliando os relatores sy, ..., s, em G.

4.2 Uma apresentacao para o g-multiplicador, para
H,(G,Z,) e para o quadrado g-exterior de um grupo
policiclico G

Suponha que um grupo policiclico G é dado por sua apresentacao policiclica con-
sistente F,,/R. Usaremos resultados obtidos na Secdo 4.1.1 para determinar uma apre-
sentacao policiclica consistente para o ¢g-multiplicador de G, para o segundo grupo de
homologia de G com coeficientes no G-moédulo trivial Z, e para o quadrado g-exterior
de G.

Continuaremos usando a nota¢ao da Se¢do 4.1; em particular seja G, = F,/[R, F,,|R?

e T, = R/[R, F,,|R1. Note que uma apresentacao policiclica consistente de G, que exibe
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T, pode ser facilmente calculada usando o Lema 4.2.

Também aplicaremos varios métodos padroes para grupos definidos por uma
apresentacao policiclica; como referéncia veja [13]. Em particular, exploramos o fato
que podemos calcular subgrupos e grupos quocientes definidos pelos geradores e pode-

mos determinar geradores para o subgrupo derivado e intersecoes de subgrupos.

4.2.1 O g-multiplicador de G e o segundo grupo de homologia

de G com coeficientes em Z,

De acordo com a Definicdo 1.60 o ¢g-multiplicador de G ¢é dado por M(G) =
R/RIYR, F,]. Assim, segue diretamente do Lema 4.2 que M%(G) = T,. Portanto,
uma apresentacao policiclica consistente para M?(G) pode ser calculada a partir da

apresentagao de G;. De acordo com este resultado obtemos o seguinte resultado:
Proposicao 4.6. Seja G = D»,, o grupo diedral de ordem 2n. Segue que,
1) Se mde(q,n) =1 entao M9(Ds,) = C, x Cy.

C, xC, se q € impar;
2) Se mdc(q,n) = q entio M9(Dy,) = q B q P
Cy x Cy x Oy, seq € par.

Demonstracao. Temos que Dy, = <gl,92]g% = 1,97 'gogn = g5t g5 = 1>, logo,
(Dan), = (g1, 92, t1, o, 3197 = t1, g1 " gogn = 95 'ta, g5 = t3, 1], 4, 13, (t;-centrais) ). Para

testar a consisténcia da apresentagao de (Dy,); temos que avaliar as seguintes relagoes:
(95)91 = 95" (9293);
92(97) = (9291) 01
(9191 = 91(97)
(93)92 = g2(g5)
Avaliando essas relagoes obtemos uma tnica equacao dada por

thts? = 1.
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1) Se mdc(q,n) = 1 entao t§ = t2 implica que ty €< t3 >, assim ¢, pode ser retirado

da apresentacao de (D)} e
M%(Ds,) = C, x C.

2) Se mdc(n,q) = q entao ¢ divide n e como t3 = 1 segue que t§ = 1 o que implica
que 12 = 1 assim temos que a ordem de t3 divide 2, o(t3) | 2, entdo o(t3) = 1 ou 2. E,

consequentemente, o(t3) divide mdc(2, ¢), mas,

1 seqéimpar, assim o(t3) = 1 e M,(G) = C, x Cy;
2 se q é par, assim o(t3) =2 e MY(G) = C, x C; x Cs.

mde(q,2) = {

]

Agora, H(G,Z,) = RN F)F!/RYR, F,], veja (1.8), consequentemente podemos
calcular uma apresentacao policiclica consistente para o segundo grupo de homologia

em G com coeficientes no G-modulo trivial Z, a partir da apresentagao de G7.

Observacao 4.7. Hy(G,Z,) = (G})'(G)* N T,

4.2.2 O quadrado g-exterior

Considere 7 : G; — G, o epimorfismo natural, para cada g € G seja g uma
pré-imagem arbitraria de g sobre esse epimorfismo. Temos pela Proposicao 1.67 que
B:G NG — (G)(Gy)? tal que g Ah — [g, h] e k — k% ¢ um isomorfismo.

Como (G7)'(G7)? é um subgrupo do grupo policiclico G} dado por uma apresen-
tacao consistente podemos determinar uma apresentacao policiclica para esse subgrupo
usando métodos padroes para apresentagoes policiclicas. Pelo isomorfismo dado acima,
obtemos uma apresentacao para G A? G.

Podemos determinar uma apresentacao de GAYG a partir dos geradores policiclicos

de G como elementos de G conforme provado no proximo resultado.
Proposicao 4.8. O subgrupo (G})(G})? de G} € gerado pelo conjunto

(9959l <i<j<,1<k<n.)
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Demonstragio. Temos que G} = (g1, ..., gn, t1, ..., b7 = t;, (t; g-centrais )). Como a

apresentagio de G é policiclica entao,
(G3) = (190> 93], [gns e, [tigs L)1 < i < j <y 1 <k <1< < jo <)
(veja [35]); Assim,
(@) =lgnglll <i<j<n),
j& que os t;’s sao centrais. Logo (G7)'(G7)? = ([gi, 9], 9711 <i < j <n,g € G). Temos
que mostrar que g7 é uma palavra nos comutadores [g;, g;] € nas ¢-ésimas poténcias dos

geradores de G, g. Vamos provar por indugio sobre o numero de geradores policiclicos

de G. Para isso, observe que a palavra (ab)? em G pode ser coletada de modo que
q—1 )
satisfaca a igualdade (ab)? = a? H { la, b_i]bq 1 } be.
=1
Paran =1, g = ¢{'t para todo g € G, onde a € Z e t € T;. Portanto,

g% = (gite)?
= (g7)9te
= (91)™

Agora suponha que o resultado é verdadeiro para todo grupo policiclico n—1 gerado.

E seja g € G},. Entao, g = g7"...g;"t entao,
g9' = (91" -gpmt)"?

= (91" ..gnm) "1

(o) R A W
= (gl ~-Gn_1 ) H |:gl 9n-1 7(gn ) i| (gn ) .
1=1

., . ~ —-1\4 .
Por hipdtese de inducao o elemento (gf”...gzﬁll) ¢ uma palavra nos comutadores e

g-ésimas poténcias dos geradores g1, ..., Gn_1;

q—1 a;  ap_1\a—1l—i

Por outro lado, H{ g1 (g0 (1 -00"5") } ¢ um elemento de (G})’
i=1

logo, é uma palavra nos comutadores [g;, g;] e como (g5")? = (g2)*" segue o resultado.

]

Para outras aplicagoes colocamos a seguinte observagao.
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Observacao 4.9.

(i) Como vimos, G age naturalmente sobre GAG via (gAh)* = gt ARE, k9 = ko para
g,h, k € G, Observagao 1.64. Essa agdo é compativel com (3 e (gAh)* corresponde
a [g,h)F = [gNk,i,LV’“] enquanto k9 corresponde a (k1)9 = k', A imagem de w" de
w € G AN G € obtida escrevendo w como um produto de g-ésimas poténcias e

comutadores e entdo calculando a acao de k sobre cada fator.

ii) Por construgdo, a aplicagio \ : G x G x G — (G})'(G)? : (g, h, k) = [g,h]k? €
uma q-bideriwvacao, wveja Definicao 2.1.  Aplicando [ ela corresponde a
g-biderivagio A : G x G x G — G A G : (g, h, k) — (g A h)k.

Note que podemos determinar a imagem da agao de GG e a imagem da ¢-biderivacao

A na apresentacao policiclica de G A? G usando a Observagao 4.9.

Exemplo 4.10 (Continuagao do Exemplo 4.3). Determinaremos S3A*Ss identificando-
0 como o subgrupo ((S5))' ((S5)3)” = ([91, 92], 91, 93) = (w|w®) = Cy onde w = g3t

a) A imagem da acdo natural de (g1 A g2)% na apresentacdo policiclica consis-
tente de S3 N\? Sy pela observacio anterior corresponde ao elemento g1, g2]9" de
((S3)3) ((S3)3)*. Por sua vez, usando as relagoes de ((Ss)3) ((Ss)5)?, avaliando

esse elemento obtemos:
91 (g1, 9201 = g1 ' gagn = g5 = w.

b) A imagem de (g1, g, g1)\ na apresentagdao policiclica consistente de Sz N* Sz
pela observacio anterior corresponde ao elemento (g, g2]g? de ((S3)5) ((S5)3)” e

assim, usando as relacoes de ((S3)5) ((S3)3)%, avaliamos esse elemento obtemos
91, 92]97 = g5t1 = w.

Exemplo 4.11 (Continuagao do Exemplo 4.4). Determinaremos Dy, N? Dy
identificando-o como o subgrupo

((DOO)S)/ ((DOOE)Q - <[91792]79%795> = <w17w27w3|w%7 [wl’wQ]’ [whwiﬁ]’w%v [w27w3]>

Cy x Cy x Cy onde wy = g3, wy = t1, w3 = ty.

61



a) Analogamente a imagem da a¢ao natural de (g1 A g2)9" na apresentacao policiclica

consistente de Do A2 Dy, pela observagdo anterior corresponde ao elemento [gy, go]o*

* *\2 .
de (Da)s) (Doo))? que ¢
91 91, 92)01 = 97 ' gatagn = ga 't = wy tws.

b) E a imagem de (g1, g2, 1)\ na apresentacao policiclica consistente de Doy A? Do

corresponde ao elemento [g1, g2]9% de ((Doo)3) ((Doo)3)?, obtemos

(91, 92]G7 = gotat1 = wiwyws.

4.3 O g-epicentro e g-capabilidade

Como vimos na Se¢ao 2.3 um grupo G ¢é dito g-capaz se existe um grupo () tal que
Z2(Q)=2,Q)e G=Q/Z(Q), onde Z,(Q) é o g-centro (Defini¢do 2.18). Pelo Teorema
2.21 um grupo G é g-capaz se, e somente se, Z)(G) = 1.

Nosso proximo resultado mostra que podemos facilmente determinar o centro
g-exterior de um grupo policiclico G dado por uma apresentacao policiclica usando uma

apresentagao policiclica consistente para GG, e métodos padroes para grupos policiclicos.

Teorema 4.12. Sejam G um grupo policiclico e w: G, — G um epimorfismo natural.
Entao, Z)(G) = (Z(G})) .

Demonstragao. Para todo g € G seja g uma pré-imagem de g em G sobre T, isto ¢,
(9)m = g. Agora, [g,a] = 1 para a € G se, e 50 se, [r,g] = 1 para todo x € G}. De
fato, dado = € G} entao 2™ € G e por hipdtese [g, 27| = 1. Por outro lado, (577)7r ="
Assim, (577)_1 z € Ker(m) < Z(G}). Portanto temos que
L= [ a9 = 7 g1l 9] = @7, 9) 0 e, g = [, )l 3] = [, 3],
Reciprocamente, dado a € G, temos que a € G. Por hipotese [z, g] = 1 para todo
r € G}, em particular para x = a assim, [a,g] =1 Va € G.
Agora, como : GATG — (G})'(Gy)?, dado por (g Ah)B = [g, m e (%)6 = k7 6 um

isomorfismo temos:

ZMNG)={9geGl=gNaceGNGVY acqG}

q
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—{g€G|[7,a =1V aecG} (usando f)
—{geG|Ga]=1V zecG}
={9€Glge Z(Gy}
— (2(G) .
]

Assim, pelo Teorema 4.12, o centro g-exterior de um grupo G dado por uma
apresentacao policiclica pode ser facilmente determinado: Primeiro determinamos uma
apresentagao policiclica para G e seu correspondente epimorfismo natural 7 usando
métodos da Secao 4.1.1, entao calculamos o centro Z(G;) usando métodos padroes para

grupos policiclicamente apresentados e, finalmente, aplicamos m para obter
ZNG) = (Z2(Gy) .

Exemplo 4.13 (Continua¢ao do Exemplo 4.3). Segue da apresentacao policiclica de
(S3); que o subgrupo Z ((Ss)3) = (t1,t3). Assim Z]' (S3) = 1 e Sz € 2-capaz. De fato,
0 grupo Q = (a,bla* = 1,a7 ba = b1, ® = 1) tem centro Z(Q) =< a®> >= Z»(Q) com
ordem 2 e S3 = Q/Z(Q).

Exemplo 4.14 (Continuacdo do Exemplo 4.4). Segue da apresentacdo policiclica de
(Doo)i que o0 subgrupo Z, ((Doo)3) = (t1,t2). Assim Z' (D) =1 € Dy € 2-capaz. De
fato, o grupo Q = (a,bla* =1,a7ba = b~1) tem centro Z(Q) =< a® >= Z»(Q) com
ordem 2 e Do, = Q/Z(Q).

4.4 O quadrado g-tensorial

Suponha que um grupo policiclico G' é dado por uma apresentagao policiclica con-
sistente F),/R. Nesta secao descreveremos um método efetivo para calcular uma apre-
sentacao policiclica para seu quadrado g-tensorial G ®7 G.

Usaremos que G ®?@ esta imerso no grupo v4(G). Descreveremos um método para
calcular uma apresentacao policiclica consistente para v?(G) e determinar uma apresen-

tacdo para G ®7G como subgrupo de v(G). Iniciaremos calculando uma apresentagao

para v9(G)/AYG).
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4.4.1 Uma apresentacao consistente para v4(G)/A%(G)

Seja F),/R uma apresentacao policiclica consistente para o grupo policiclico G' nos
geradores g1, ..., g, e relatores rq,...,r; com conjunto de indice /. Usando as ideias da
Secao 4.2, podemos determinar uma apresentacdo policiclica consistente F,./U para
G N1G nos geradores wy, ..., w, e relatores uq, ..., us, digamos. Agora iremos determinar
uma apresentagao policiclica consistente para v?(G)/A(G) a partir desta apresentacao
de G N1G.

Podemos, conforme Observacdo 4.9, determinar a imagem da ¢-biderivacao
A:GxGxG = GAG: (gh,1) = (gAh) e (1,1,k) — k na apresentacio
policiclica consistente obtida para G A? G. Analogamente, podemos construir a acao
natural de GG sobre a apresentacao policiclica determinada de G A?G como definido por
(g ANh)" =g" NR", k* = k* usando a Observagio 4.9.

Definigao 4.15. Com esta notagao definimos o grupo 79(G) como o grupo gerado por

Gly s Gy GY s ooy 92, W1, W, SUjEito s sequintes relagoes definidoras
(1) ri(g1y-esgn) =1 para 1 <i <1,
(2) ri(g7, .., 92) =1 para 1 <i <,
(8) wi(wy,..,w,) =1 para 1l <i<s,
(4) 9795 9: = 97 {90, 95 DA} ' para 1 < i, j <,
gigfgfl =97 {(9:, 95, 1))\}_1 para 1 <i,j<ni¢l

(5) gj_lwl-gj:wfj,pamlgign 1<j<n
1
gwgy =wl  para1<i<r 1<j<n j¢l
g; fwigf = w’, para 1 <i<r,1<j<n
—1

gfwigj_@:wfj yparal <i<r, 1<j<n,jé¢l.

Note que podemos calcular o lado direito das relagoes (4) e (5) como palavras em

wy, ..., w, pela Observacao 4.9.
Teorema 4.16. Seja W = (wy, ...,w,) < 7Y(G).

(i) W € normal em 79(G) com 79(G)/W = G x G
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(ii) A apresentacao de T9(G) € uma apresentacao policiclica consistente.
(iii) W= G A\ G.

(iv) ¢ : vI(G) — 79(G) definido por (g:)1 = gi, (g0 = g e (k) = (1,1,k)\ para
1<i<nekeG estende a um homomorfismo bem definido com nicleo A1(G).

Demonstra¢ao. Em principio, vamos analisar as rela¢oes de 77(G) com mais detalhes.
As relagoes em (5) nos dizem que W é um subgrupo normal de 79(G). As relagoes
(1),(2) e (4) implicam que 79(G)/W = G xG¥. Além disso, as rela¢oes em (3) mostram

que W & um fator de G A? G. Assim, 79(G) satisfaz a sequéncia exata
GNG—T1IG) = GxG¥— 1.

Agora, as relagdes em (5) implicam que G x G¥ age por conjugacdo sobre W como
G x G age naturalmente sobre G A? G. Em particular, obtemos que [w, g] = w™w?

h* para toda palavra w em wy, ..., w,, toda palavra g

e analogamente [w, h?] = w™lw
em gi, ..., g, € toda palavra h? em ¢7, ..., g¥. Além disso, a defini¢cdo de g-biderivacao
e as relagoes em (4) implicam que [g, h?] = (g, h, 1)\ para toda palavra g em ¢y, ..., g,
e toda palavra h? em g7, ..., g%.

i) Segue diretamente das consideracoes anteriores.

i1) As relagoes (1)-(5) tém a forma de uma apresentacao policiclica. Logo, resta checar
a consisténcia dessa apresentacao. Toda relacao consistente nos geradores g1, ..., g, €
satisfeita ja que a rela¢ao (1) vem de uma relagao policiclica consistente de G. Analoga-
mente, as relagoes em (2) e (3) dizem que toda relagao de consisténcia nos geradores
97, .., 9% e wy, ..., w, sdo satisfeitas. Além disso, se uma relacdo de consisténcia en-
volve um gerador de wq, ..., w,, entao ela é satisfeita, ja que G x G¥ age sobre W como

G x G age naturalmente sobre G A\? . Resta considerar as relacoes de consisténcia em

91y s Gns G5, -, g2 envolvendo geradores g; e g}". Elas sao:
9(9;9:) = (9;9;)9: para j > i;
9 (97 9:) = (9797 )i para k > j;

((gf)ej)gz‘ = (gf)ej_l(gfgi) para j € I;
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g}o(gfi) = (gfgi)gfi_l para i € [;
9¢ = (979, ")gi para i ¢ I.

Considere a primeira dessas relacoes de consisténcia como um exemplo. Suponha que

gi_lgjgi = 71:;(g1, .., gn) = 1i; nas relacoes de G e usando que A é uma g-biderivacao.
95 (959:) = (9;9:)(9)¥*"
= (giri5) (9f ((g596: 9 YN ),
(979,)9: = (99 (9590, )N ) g5
= 9;9£9: (((95, 96, )N )"
= 959:(95)% (9, 90, 1) A7)

= giri;gf (95, 96, DN ((97, 92, 1) A)

-1

-1

= girijg/f ((g?,gii, 1) A(is 9r> 1) )‘)
= giﬁ'jg/f ((9;’913 7Y )‘)71

Podemos checar usando calculos analogos que todas outras relacoes de consisténcia
sao também satisfeitas. Assim, obtemos que 79(G) é dado por uma apresentagao
policiclica consistente.
i11) Segue de (i7) e da teoria de apresentacoes policiclicas (veja, [13] Secao 8.3) que
o subgrupo W tem uma apresentacao policiclica consistente nos geradores wy, ..., w, e
relagoes uy, ..., us. Logo W = G N1 G.

iv) Como A é uma ¢-biderivagao todas as relagoes de v(G) valem em 79(G). Desse
modo, ¢ : v¥(G) — 7¢(G) é um homomorfismo sobrejetor ja que g;, g7 € Im(1)) para
todo1 <4, <nmnesew, €W =GA!G, w; é o produto de comutadores e g-ésimas
poténcias logo w; € Im(y) para todo 1 < ¢ < r. Assim, Im(¢)) = 79(G). E mais
(lg, ) = [g,h?] = (g, h, 1)\ e (E)w = (1,1, k)X para todas palavras g em gy, ..., g, €
h? em ¢f,...,g¢ e k € G. Assim sendo, a aplicagdo induzida por ) sobre o subgrupo
T9(@G) coincide com § : T4(G) — G NG por construgdo. Obtemos o seguinte diagrama

comutativo.
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1 —=YUG) —= 11(G) —= G x G¥ —=1

T
1 W 7(G) —= G x G¥ —1.
Segue que Ker(y) < T9(G) e consequentemente Ker(y) = Ker(d) = AYG). O

Exemplo 4.17 (Continuagao do Exemplo 4.3). De acordo com este resultado, a sequinte
apresentagao policiclica é uma apresentacio de 72(S3) = 12(S3)/A%(S3) que € o grupo

gerado por g1, gs, g5, s, W sujeito as sequintes relagoes:
(1) g% - 17 91_19291 - 92_1) 937
(2) (97)? =1, (97)"9597 = (95)7", (95)°,

(3) wb =1,

(4) 919801 = g,
90 g5 = giuw?,
93 9t g2 = gfw*,
939592 = 9%,

(5) g1 wgr =’

92_1w92 = w,
(97)wgf = w®,

(95) ' wgap = w.
Exemplo 4.18 (Continuagao do Exemplo 4.4). De acordo com este resultado, a sequinte
apresentacdo policiclica é uma apresentacio de 7?(Dy) = 13 (Do) /A%(Doo) que € 0
grupo gerado por gi, ge, gy, gy, W1, Wa, w3 Sujeitos as sequintes relagoes:
(1) 6t =1, 979291 = g5,

(2) (97)? =1, (97)'g597 = (95)7",

-1 _ 2
(3) wi wowy = way, w3,
~1 _ 2

Wy wswy = w3, w3,

-1
Wy "W3W2 = W3,
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(4) 97 9t = g7,
91 g5 g1 = gywiws,
93 '9{ 92 = gfwiws,
959592 = 9%,
929595 " = gfwy Mws,

929595 = g5,

(5) g1 'wigr = wi, 91 Wagy = wa,  g; 'wigy = ws,
95 "wigs = wy, g3 'wags = wy, gy 'wsgs = ws,
gawrgy " = wi, Gawsagy ' =wa,  Gowsgy ' = w,
(gf)twngf = wit,  (gf) Mwagl = we,  (gf) rwng? = ws,
(95)twigy =wi,  (g5) Twa(gf) = wa,  (95)ws(g8) = ws,
gswi(gs) ™" = w, gswa(gy) ™" = w, gsws(g5) ™" = ws.

4.4.2 Uma apresentacao policiclica para v(G)

Agora estamos numa situacao em que os métodos da Secdao 4.1, em particular,
Secao 4.1.2, podem ser aplicados. Usamos a apresentacao policiclica consistente de
79(G) no lugar de F,,/R e a apresentacao finita de v%(G) no lugar de F},,/S. Note que
o epimorfismo ¢ : v9(G) — 79(G) tem a forma requerida da Secao 4.1.2. Obtemos o

seguinte.
Teorema 4.19. 19(G) = €4(19(G)).

Demonstra¢ao. Temos 79(G) = F,/R, viI(G) = F,/S e o epimorfismo
v v(G) — 7YG) com nucleo Ker(y) = K/S. Por definicao
¢(r9(G)) = F,/KIK, F,]S. Pelo Teorema 4.16 o grupo v?(G) é uma extensao
g-central de 7YG). Assim, [K,F,]K? < S. Como pelo Lema 4.5,
¢i(19(Q)) = F,,/ KK, F,]S entao €1(19(G)) = F,,/S = v¥(G) como desejado. O

Observe que usamos uma apresentacao finita de v%(G), que garantimos finitude
s6 para G finito. Por outro lado, o epimorfismo ¢ : v9(G) — 79(G) independe da
finitude da apresentagao de v(G), sendo assim, podemos considerar esse epimorfismo.

Sendo G um grupo policiclico infinito temos que v9(G) tem uma apresentacao infinita,
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digamos F'/S, onde o grupo F' é um grupo livre sobre o conjunto de geradores de
v1(@), que denotaremos por X, de posto infinito e S é o fecho normal das relagoes
((2.13) — (2.20)). Por outro lado, v4(G) ¢ policiclico (conforme Teorema 2.11) e tem
uma apresentacao finita (X,|Sp), onde Xg C X e o fecho de Sy, Sy = S. Entio podemos
usar os resultados obtidos no Lema 4.5, e basta provar que a imagem de ¢ é gerada pelo
conjunto g, ..o, Gy G55 s G253 Gis -, I € que (S)s é gerado pelas relagoes definidoras de

v1(@G) avaliadas apenas nos geradores policiclicos de G.

Proposigdo 4.20. Considere o subgrupo L de (79(G)), dado por

L = <glu "'7gnugfa "'791%;7 (17 ]-agl))\? cr (]-a 179%)/\> .

Entao Im(s) = L, além disso (S)s € gerado pelas relacoes definidoras de vi(G) nos
geradores policiclicos de G e G¥ em (T%(G)),.

Demonstragao. Para que Im(s) = L basta mostrar que (1,1, k)\ € L para todo k € G.
Vamos provar por inducao sobre o numero de geradores policiclicos de G. Paran =1
entdo G =< ¢ > e k = g, para algum « € Z. Assim, (1,1,k)\ = (1,1, ¢%)A, por

inducao sobre o temos que para a = 2

(L1, k)A = (1,1, 1)

q—1

. q—1—1
= (17 1791))‘1—[ <((glagl_za 1))‘)91 ) (17 1agl))\ € L.
er. L - _ €L
=lg1.9y "¥]€L

Se vale para o — 1 entao

(L L kA= (1,1,47)A

q—1 q—1—i
—Z n— gl n—
- (17 17gl)>\H (((glagl ( 1)7 1)>\) ) (17 1791 1>/\ € L.
=1

Assim, paran =1, (1,1,k)\ € L.

Agora suponha que vale para n — 1, entdo se k = ¢7"...g%", segue que

(L1, k)N =(1,1,97"...92")A
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q—1

= (LLgA]] (((g(f‘l, (g52...gom) ", A) )" ) (1,1, 52...g°")A € L por

i=1

inducdo. Logo Im(s) = L. O

Portanto, calcular uma apresentacao policiclica consistente de v%(G) é uma apli-
cagao direta do algoritmo na Secao 4.1.2. Em resumo, nesse algoritmo obtemos uma
apresentacao policiclica consistente para 79(G), estende-a adicionando novos geradores
(q-centrais) t; para cada relator 7; de 79(G) trocando cada relator r; por rit;*. Em
seguida, avalia-se as relacoes de consisténcia e os relatores de v?(G) nesta nova apre-
sentagao e aplica-se o Lema 4.5(b).

O seguinte resultado pode ser usado para reduzir o ntimero de novos geradores

adicionados e o nimero de relatores avaliados nesse processo.

Lema 4.21. E redundante adicionar novos geradores correspondentes as relacoes em
(1) e (2) da definicao de T%(G). Se esses geradores nao sao introduzidos, entdo €

redundante avaliar os relatores (1) e (2) na definicao de v4(G).

Demonstracao. Os relatores em (1) e (2) da defini¢do de v9(G) coincide com os relatores
(1) e (2) da defini¢ao de 79(G). Portanto, se acrescentarmos novos geradores para os
relatores em (1) e (2) da definicao de 7(G) e, em seguida, avaliar os relatores em (1) e
(2) da definicao de v9(G), obtemos os geradores correspondentes como resultado. Por
sua vez, vale dizer que os geradores correspondentes sao eliminados no processo de

construcao do quociente descrito no Lema 4.5(b). Assim, o resultado segue. [

Exemplo 4.22 (Continuagao do Exemplo 4.3). Determinamos uma apresenta¢ao policiclica
de V2(S3) como uma extensdo central €*(7%(S3)) de 79(S3). Sao muitos os cdlculos para
obter tal apresentacao e omitimos detalhes aqui. Obtemos uma apresentacao policiclica

para 1v*(S3) nos geradores gy, g, g7, g5, w, t e relagoes definidoras dadas por:
(1) g% = 17 91_19291 - 92_1) 937
(2) (91)? =1, (9f) 9597 = (95)7", (95)°,

(3) wb =t, 2, t-central,
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(4) 919701 = gfu®,
91 g5 = giu®,
95 ' 9892 = gfw*,
959592 = 9%,

(5) g1 wgr =’

—1
gy WGz = W,
—1 _ 5
g wgr =w,

g5 ' wgs = w.

Obtemos que S @2 S 2< w >< 1v%(S3) e assim S3 ®% S3 X Zi5. Além disso, obtemos
que A*(S3) = Z,.

Exemplo 4.23. Também calculamos uma apresentacao policiclica para v3(Dy) que é
dada a sequir: O grupo 1v3(Dy) € gerado por g1, g2, g7, g3, w1, ws sujeitos as sequintes

relagoes:
(1) =1, g7 9291 = 95 ',
(2) (90)? =1, (¢7) 959y = (g5)7 ",

(3) w%: wflewl = w;l’

(4) 919701 = g,
9 g5 g = giwy?,
92992 = gf w3,
959592 = 9%,
929795 = gfws?,

929595 = g5,

(5) 91_110191 = Wy, gflwggl = w;l,

g5 w1 gs = wyw3,
gawi gy ' = wiwy?,
(97)  wng! = w,
(95) tw1gs = wiw3,

95w (g5) ™ = wiwy?,

93 "wags = w,
Gatagy " = wa,
(97) wagf = wy ',
(g5) twa(gs) = w,

g5wa(g5) ™" = ws.
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E de acordo com esta apresentacao obtemos que, Doy @ Do = Do.

O calculo da apresentacdo de v7((G) fica relativamente simples para o caso em que
G é um grupo g-perfeito conforme o teorema a seguir. Continuaremos usando a mesma
notacao, mais especificamente:

Sejam F},/ R uma apresentagao policiclica consistente para o grupo policiclico G nos
geradores g1, ..., g, e relatores ry,...,7; com conjunto de indice I, F,./U uma apresen-
tacao policiclica consistente para G A? G nos geradores wy, ..., w, e relatores uq, ..., us,
determinada de acordo com a Secao 4.2. Determinamos a imagem da ¢-biderivagao
AMGXxGxG—GNG: (g,h,1)— (gAh)e (1,1,k) — k na apresentacio policiclica
consistente obtida para G A?G e construimos a acao natural de GG sobre a apresentacao
policiclica determinada de G A? G como definido por (g A h)* = ¢g* A h”, k= k?’f,

conforme Observacao 4.9.

Teorema 4.24. Seja G um grupo policiclico dado por esta notacao. Se G é g-perfeito
entao o grupo v1(G) é o grupo gerado por gi, ..., Gn, Gy s -y 92, W1..., W, sujeito as sequintes

relacoes definidoras
(1) ri(g1,-sgn) =1 para 1 <i <1,
(2) rigf, ... 9%) =1 para 1 <i <1,
(8) wi(wy,..,w,) =1 para 1l <i<s,

(4) 9979 = 97 {(9i, 95, DA} para 1 <i,j <n,
_ _ -1 o .
99797 =97 {(9: g5, A} para 1 <ij<ni¢l
(5) gj_lwigj =w), paral <i<r,1<j<n
-1
gjwigj’l:wigj yparal <i<r, 1<j<n,jé¢l
g;@wigf:wfj, para 1 <i<r,1<j<n
-1

g;pwigj_“o:wigj yparal <i<r, 1<j<n,jé¢l.

Demonstracao. De fato, de acordo com a Definicao 4.15 esta apresentacao é a mesma
de 79(G). Pelo Teorema 4.16 79(G) = v1(G)/AYG). Se G é g-perfeito entao, temos

que AYG) = 1 assim 79(G) = v4(G) e consequentemente a apresentacdo dada é de
vi(Q). O
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Resumimos nosso método para calcular uma apresentacao policiclica consistente

para G ®? G a partir de uma apresentacao policiclica consistente de GG como segue.

Algoritmo 4.25. a) Determine uma apresentacao policiclica consistente para G N9

G.
b) Determine uma apresentacdao policiclica consistente para 71(G).
c) Determine uma apresentagdao policiclica consistente para v(G).

d) Determine uma apresenta¢dao policiclica consistente para o subgrupo Y(G) de

vi(G).

O passo (a) é obtido por uma aplicacao direta do método de extensao central da
Secao 4.1. Se G = F,/R é uma apresentagao policiclica consistente de G, entao cal-
culamos uma apresentacao policiclica consistente para G, = F,/[F,, R1R? e obte-
mos G' A7 G identificando-o com (G7)'(G7)?. O passo (b) ¢ entdo uma aplicagdo di-
reta do método desenvolovido na Secao 4.4.1. O passo (¢) é obtido por outra apli-
cagao do método de extensdo central da Se¢do 4.1 para calcular €(79(G)), que pelo
Teorema 4.19 é isomorfo a v%(G). O passo (d) é uma aplicagdo de métodos padroes

para grupos policiclicamente apresentados.
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