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Resumo

A finalidade da presente dissertagao é a apresentagao de um trabalho recente [1]
intitulado ON THE LOCAL HYPERCENTER OF A GROUP, de autoria de José
Ivan Silva Ramos e Rudolf Maier. Nele o hipercentro local K(G) de um grupo G
¢é introduzido e suas propriedades béasicas sao estudadas. Particularmente obtém-se
extensoes de teoremas classicos de Baer, Mal’cev e McLain sobre grupos localmente
nilpotentes. Além disso, abordamos também ligacoes entre K(G), os subgrupos ab-
normais e os subgrupos maximais localmente nilpotentes de G.
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Abstract

The purpose of this dissertation is the presentation of a recent article [1] entitled
ON THE LOCAL HYPERCENTER OF A GROUP, by Jose Ivan Silva Ramos and
Rudolf Maier. In that work the local hypercenter K(G) of a group G is introduced
and its basic properties are studied. Particularly extensions of classical theorems
of Baer, Mal’cev and McLain on locally nilpotent groups are obtained. We also dis-
cuss the links between K(G), abnormal subgroups and the maximal locally nilpotent
subgroups of G.
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Lista de simbolos

G, Hy, X, oo Grupos, conjuntos
G XW o, Grupo produto direto dos grupos G e W
H<GH<G....ooooeoeeociii H é subgrupo de GG, H é subgrupo proprio de G
N DG, i N é subgrupo normal de G
N QG e N ¢é subgrupo normal préprio de G
Z(G)eoeeiiiiee Centro do grupo G
H(G) oo Hipercentro do grupo G
K(G) oo Hipercentro local do grupo G
NG(H) oo, Normalizador de H em G
HE =(H9|gE€G) oo, Fecho normal de H em G
<:L'G> .............................................. Subgrupo normal gerado pelo elemento z € G
H; = ﬂ HI Ntcleo normal de H em G

9ea@
29 ={29: =g lag| g€ G}.......... a classe de conjugacao de um elemento r € G

G' =[G,G) = ([z,y] | z,y € G) .... Subgrupo derivado de G

[, vgl =1x,9,9 9] oo Comutador de z com g, r vezes
—_—

OLn(G) v Radical de Hirsch-Plotkin

A(G) o, Preservador da nilpoténcia local de GG



Introducao

O hipercentro H(G) de um grupo G pode ser visto como o menor subgrupo normal
de G com quociente livre de centro e também como o maior subgrupo normal M de GG
que é G—hipercentral no sentido que para todo N <G tal que N < M, nds temos que
M/N contém um elemento central nao trivial de G/N. Um grupo G é hipercentral se,
e somente se, H(G) = G. Isto acontece se, e somente se, cada imagem homomorfica
nao trivial de G' tem centro nao trivial. Como um grupo localmente nilpotente (=
localmente hipercentral) em geral ndo é hipercentral, é desejavel estender o conceito
de hipercentro de alguma maneira para hipercentro local. Uma possibilidade natural
¢ a seguinte, sugerida pelo Professor O. H. KEGEL:

K<G) = {I’ € G | T € H<< Z, 91,92, -, 9r >) vgl7g27 <y Gr S G}

isto é, K(G) consiste de todos os elementos x que pertencem ao hipercentro de qual-
quer subgrupo finitamente gerado de G contendo x. Com este conceito tem-se que GG
¢ localmente nilpotente se, e somente se, G = K(G). Além disso, K(G) é compativel
com subgrupos e quocientes de G de forma natural e esperada.

Lembramos no nosso capitulo 1 dois teoremas classicos sobre grupos localmente
nilpotentes, provados por Baer, Mal’cev e McLain em 1956, a saber:
Teorema (Baer, McLain): Se M é um subgrupo maximal de um grupo localmente
nilpotente, entdo M é normal em G. Equivalentemente G’ < FratG.
Teorema (Mal’cev, McLain): Um fator principal de um grupo localmente nilpo-
tente ¢ central.

No capitulo 2 definimos o hipercentro de um grupo e mostramos algumas pro-
priedades basicas.

No capitulo 3 definimos hipercentro local. A utilidade surpreendente do conceito
do hipercentro local pode ser vista por exemplo na possibilidade de estender estes
teoremas na seguinte forma:

Proposicao
Seja U um subgrupo maximal e M/N um fator principal de um grupo G tal que
M < K(G). Entao (ver[l])

a) U é normalizado por K(G);
b) M/N é central em G/N.



No capitulo 4, a partir da familia dos subgrupos maximais localmente nilpotentes
de G, definimos o preservador da nilpoténcia local An(G) de G que é:

An(G)= () H,
HeN(Q)

a intersecao de todos os maximais entre os subgrupos localmente nilpotentes de G,
introduzido em [2].

O grupo An(G) tem algumas propriedades andlogas as propriedades do hiper-
centro e do hipercentro local (ver 4.6.3).

Temos que H(G) < K(G) < An(G), e para todo grupo finito G nés temos H(G) =
K(G) = Ax(G). Obviamente H(G) < K(G) = G, se G é um grupo localmente
nilpotente e nao hipercentral. Apresentamos o exemplo de A. KRASSILNIKOV que
mostra que em geral K(G) S An(G).

Temos algumas condigdes necessarias e suficientes para H(G) = K(G) e para
K(G) = An(G) que podem ser vistas nas proposigoes abaixo:

A-Proposigao.
Seja GG um grupo. Sao equivalentes:

a) H(G) = K(G).
b) K(G)/H(G) é finito.
c) K(G)/H(G) é finitamente gerado.

d) Os subgrupos normais X de G com H(G) < X < K(G) satisfazem a condi¢ao
minimal.

B-Proposigao.
Seja G um grupo. Sao equivalentes:

a) An(G) =K(G).
b) Axn(G)/K(G) é finito.
c) An(G)/K(G) é finitamente gerado.

Um subgrupo H de G é abnormal em G se g € (H, HY) para cada elemento
g € G. No apéndice sao citados alguns resultados importantes sobre abnormalidade



e a nilpoténcia local de um grupo.

Se A(G) denota a intersecao de todos os subgrupos abnormais de um grupo G,
veremos que também A(G) > K(G) (ver 3.5.6). Portanto um grupo localmente
nilpotente nao possui subgrupos abnormais préprios. A questao, se A(G) sem-
pre é localmente nilpotente, parece ser interessante e dificil. Um trabalho recente
de Kurdachenko, Russo e Vincenzi [10] pesquisa nesta dire¢ao. Citamos no nosso
apéndice dois teoremas desse trabalho que garantem, sob certas hipoteses adicionais,
a nilpoténcia local de um grupo G sem subgrupos abnormais préprios.



Capitulo 1

1 Resultados Preliminares

1.1 Lema de Zorn e algumas propriedades de grupos

Seja A um conjunto e ¢ # 9 uma familia de subconjuntos de A. Dizemos que
M é uma familia indutivamente ordenada se, e somente se, para toda cadeia € C 9N,
temos J = U X e M.

Xec¢
Um elemento maximal de 9, caso exista, ¢ um conjunto M € 9 tal que para

todo X € M com M C X, temos M = X. Indicamos por
mI = {M | M é um elemento maximal de M}

o conjunto dos elementos maximais de 9.

Dizemos que uma familia 91 de subgrupos de um grupo G satisfaz a condigao
maximal se, e somente se, toda cadeia € C 91 possui um maior elemento. Isto
acontece se, e somente se, toda subfamilia nao vazia 9t C 91 possui um elemento
maximal.

Em nossas investigagoes muitas vezes precisamos garantir a existéncia de elemen-
tos maximais para determinadas familias de subgrupos. Quando estas familias sao
indutivamente ordenadas estes elementos podem ser garantidos pelo conhecido

1.1.1-Lema de Zorn.
Toda familia de subconjuntos indutivamente ordenada possui um elemento maximal.

1.1.2-Definigao.
H/K é um fator principal de um grupo G' se H/K é um subgrupo normal minimal
de G/K, onde K <G.



Para ilustrar o Lema de Zorn, faremos uma aplicacao deste lema provando o
seguinte resultado:

Proposicao.
Todo grupo GG # 1 possui um fator principal. Precisamente, para todo 1 # = € G,
existe um fator principal H/M de G com z € H — M.

Demonstracao: Seja 1 # x um elemento em G. Temos que H = <;1:G> ¢ um
subgrupo normal de G. Além disto, a familia

M={X|XIGeX<H}={X|XIGex ¢ X}

¢ nao vazia contendo 1. Mas ainda, para toda cadeia € C 9, temos que J = U X e

Xee
M ja que JIG e x ¢ J. Portanto, M ¢é indutivamente ordenada e assim sendo possui

um elemento maximal, digamos M. Por fim temos M , H <G com M < H e H/M
subgrupo normal minimal de G/M, pois se H/M nao for normal minimal, teremos
um certo subgrupo Z/M, tal que Z/M < G/M, com M < Z < H, um absurdo pois
M ¢é maximal em 9. Segue que x € Z e H = <:13G> < Z, um absurdo, logo H/M é
fator principal.

1.1.3- Proposigao.
Sejam X,Y subconjuntos de G e H, K < GG. Entao:

a) XX = (X,[X,K]).

b) [X, K" = [X, K]

c) Se K = (Y), entdo [X, K] = [X,Y]".

d) Se H = (X) e K = (Y), entdo [H, K] = [X,Y]"".
(ver [4], p.124)

1.1.4-Definigao.
Um grupo G ¢é dito satisfazer a condigao maximal se cada cadeia estritamente cres-

cente de subgrupos
G CGyCGsC ...

¢é finita.



1.1.5-Proposicao.
Um grupo G satisfaz a condicao maximal se, e somente se, cada subgrupo é finita-
mente gerado (ver [4], p.68).

Lembramos que um grupo G ¢ dito nilpotente, se ele possui uma cadeia de sub-
grupos

com G; <G e G;/Giy < Z(G/G;—4), ou seja, [G;,G] < G;—; para todo
i=1,2,...,n. A cadeia (%) chama-se uma cadeia central de G de comprimento n. O
comprimento ¢ de uma cadeia central de G

1=Gy<Gi<..<Ge1 <G, =0

de menor comprimento possivel é a classe de nilpoténcia ¢ = cl(G) de G. Existem
duas cadeias canonicas de comprimento minimo ¢ em todo grupo nilpotente:

1=2¢(GQ) <Zy(G) < .. <Z(G) =G,

chamada série central superior de G e

G=T1(G)>T5(G) >...>T.(G) >T.1(G)=1,

chamada série central inferior de G.
Aqul ZI<G)/Zl_1(G> =7 (G/Zz_l(G)) e Fz+1(G) = [FZ(G), G] para todo ¢ = 1, 2, ..., C.
Por 91 denotamos a classe de todos os grupos nilpotentes.

Lembramos também que 91 é fechada a subgrupos, quocientes e produtos diretos
finitos. Um propriedade importante do centro de um grupo nilpotente é a seguinte:
G é um grupo nilpotente entao Z(G) # 1.

1.1.6- Teorema(Baer).
Se G é um grupo nilpotente e G/G" é finitamente gerado, entao G satisfaz a condicao
maximal (ver [4], p.137).



1.2 Grupos localmente nilpotentes

1.2.1-Definigao.
Seja G um grupo. Dizemos que G é localmente nilpotente se todo subgrupo finita-
mente gerado de G ¢é nilpotente.

Por L9 indicamos a classe de todos os grupos localmente nilpotentes.

E f4cil ver que imagens e subgrupos de grupos localmente nilpotentes sao local-
mente nilpotentes.

No estudo dos grupos nilpotentes temos um teorema de fundamental importancia
que ¢é o seguinte:

1.2.2-Teorema de Fitting.

Sejam M e N subgrupos normais nilpotentes de um grupo G. Se c e d sao a classe
de nilpoténcia de M e N, entao L = MN é um subgrupo nilpotente de classe no
maximo ¢ + d.

Demonstracgao: Vamos calcular os termos da série central inferior de L, mostrando
por indugao sobre i que I';(L) é o produto de todos [X7, Xs, ..., X;] com X; = M ou
N. A afirmacao estd correta para i = 1 pois [X;] = X;. As identidades fundamentais
de comutadores mostram que

ov,wi]=[UW][V,W| e [UVW]=[UV]U W]
se U, V,W <1 G.Segue que
Pin(L) = [0(L), L) = [D(L), MN) = [D4(L), M} [[4(L), N]

e, consequentemente, I';11(L) é produto de todos [X1, X, ..., Xi, Xi41] com X; = M
ou N.
Para completar a demonstragao seja i = ¢+ d + 1. Entao em [X7, Xs, ..., Xj]

M aparece pelo menos ¢+ 1 vezes ou N aparece pelo menos d+ 1 vezes. Agora A<1G
sempre implica que [A,G] < A visto que [a,g] = a™'a?. Assim [X;, Xs, ..., X;] estd
contido em ambos .1 (M) e T'441(N), mas ambos sao iguais a 1. Consequentemente
(X1, X2, ..., X;] =1 eTy(L) =1, de modo que L é nilpotente com classe no maximo
1—1=c+d.



De acordo com o Teorema de Fitting nés temos que o produto de dois subgrupos
normais nilpotentes é nilpotente. Temos uma afirmacao correspondente que vale para
grupos localmente nilpotentes e que é de grande importancia.

1.2.3-Teorema de Hirsch-Plotkin.
Sejam H e K subgrupos normais localmente nilpotentes de um grupo G. Entao o
produto J = HK ¢ localmente nilpotente.

Demonstragao: Escolha um subgrupo finitamente gerado de J, digamos
(hiky, ..., hpmky) onde h; € H e k; € K. Vamos mostrar que J é nilpotente. Para
isso vamos introduzir os subgrupos X = (hy,....,hy) e Y = (ki,...,kn), e também
Z =(X,Y). Visto que J < Z, é suficiente mostrar que Z é nilpotente.

Seja C' o conjunto de todos os comutadores [h;, k;], 4,5 = 1,...,m; entao C C HNK
visto que H e K sao normais. Como (X, C) é um subgrupo finitamente gerado de
H, temos que (X, C) é nilpotente. Visto que grupos nilpotentes finitamente gerados
satisfazem a condi¢io maximal (1.1.6), o fecho normal C* ¢ finitamente gerado por
1.1.5, bem como nilpotente. Além disso C¥ < H N K, de forma que (V,C¥) <
K. Portanto <Y, cX > é nilpotente, finitamente gerado e também satisfaz a condicao
maximal. Agora [X,Y] = C*Y por 1.1.3 item d). Assim, usando 1.1.3, nés temos

(Y,C%) =(Y,C*) = (Y, [X,Y]) =Y.

Segue que YX é nilpotente, e por simetria X¥ é nilpotente. Finalmente Z = (X,Y) =
XYY¥X ¢ nilpotente pelo Teorema de Fitting.

1.2.4- Observagao.

Em um grupo G' qualquer ha um tnico subgrupo normal maximal localmente nilpo-
tente (chamado de radical de Hirsch-Plotkin) contendo todos subgrupos normais
localmente nilpotentes de GG, e que denotaremos por Qpm(G).

Demonstracao: E facil ver que a unido de uma cadeia de subrupos localmente
nilpotentes normais é localmente nilpotente normal. Assim o Lema de Zorn pode ser
usado para mostrar que cada subgrupo normal localmente nilpotente esté contido em
um subgrupo normal maximal localmente nilpotente. Se H e K sao dois subgrupos
normais maximais localmente nilpotentes de GG, entao HK é localmente nilpotente
pelo Teorema de Hirsch-Plotkin. Portanto H = K.



Vamos relembrar duas propriedades de grupos nilpotentes: subgrupos maximais
sao normais e fatores principais sao centrais. Vamos mostrar que essas afirmacoes
valem ainda para grupos localmente nilpotentes.

1.2.5-Teorema (Baer, McLain).
Se M é um subgrupo maximal de um grupo localmente nilpotente, entao M é normal
em (G. Equivalentemente G’ < Frat G.

Demonstragao: Se M nao é normal, entdo G’ ¢« M, pois sabemos que G' C M
implica que M < @G, logo hd um elemento ¢ € G’ — M. Entao G = (¢, M) desde que
M é maximal. Agora c € (g1, g2, ..., gn>/ para certos g1, gs, ..., gn € todos estes elemen-
tos pertencem a L = (¢, F') para um conveniente subgrupo finitamente gerado F' de
M. Visto que ¢ ¢ F, nés podemos achar um subgrupo N de L(lema de Zorn) que é
maximal em relagao a propriedade FF < N e ¢ ¢ N. Se tivermos um subgrupo de L
que contém N, este mesmo tera que conter ¢ e assim serd igual ao proprio L, logo nao
temos nenhum subgrupo em L que contém N, assim N é um subgrupo maximal de L.
Visto que L é finitamente gerado, temos que L é nilpotente, e como N é maximal em
L, N é normal em L. Assim L/N é de ordem prima, isto é, L/N é ciclico e portanto
é abeliano, e assim temos que L' < N. Como ¢ € L/, temos ¢ € N, contradi¢ao pela
escolha de N. Assim M é normal em G.

Lembramos que o subgrupo Frat G é definido como sendo a intersecao de todos
subgrupos maximais de G. No nosso caso temos que se M é maximal em G, entao
M é normal em G, ou seja, G/M é de ordem prima e assim G’ < M. Portanto
G' < Frat G.

Para grupos finitos a condicao G’ < Frat G é equivalente para nilpoténcia. Mas
para grupos infinitos esta é uma propriedade muito fraca porque podemos ter grupo
infinito que nao tem qualquer subgrupo maximal e G = Frat G. Por exemplo, seja
G o produto entrelagado de grupos do tipo p™ e ¢*. E f4cil ver que G = Frat G,
de modo que certamente G’ < Frat G. Além disso G nao é localmente nilpotente se
p # q. Assim G’ < Frat G nao implica em nilpoténcia local.

1.2.6-Teorema (Mal’cev, McLain).
Um fator principal de um grupo localmente nilpotente é central.

Demonstracao: Seja N um subgrupo normal minimal de G. E suficiente provar que
N ¢é central em G. Se N £ Z(G), entdo existe a € N e g € G tal que b = [a,g] # 1.
Visto que b € N e N <G, nés temos que N = <bG> pela minimilidade de N. Notamos
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que a € (b9, ..., b9 )para certos g; € G. Se H = (a, g, ¢1, ..., gn) entdo temos que H
¢ um subgrupo nilpotente. Seja A = <aH>. Entao b € [A, H], e segue b9 € [A, H] e
consequentemente a € [A, H]. Temos A = [A,H| e A =[A, .H] para todo r. Visto
que H é nilpotente, segue que A =1 e a = 1. Mas isto quer dizer que b = [a, g] = 1.
Este absurdo prova o resultado.

1.2.7-Definigao.
Um subgrupo H de um grupo G é abnormal em G, se g € (H, HY) para todo g € G.
O Teorema 1.2.5 de Baer — McLain tem a seguinte consequéncia:

1.2.8-Proposicao.
Um grupo localmente nilpotente nao tem subgrupos abnormais préprios.

Demonstracao: Se H < G, seja g € G — H e considere K = (H,g). Existe um
subgrupo maximal M < K com H < M, isto é g ¢ M. Pelo teorema de Baer-Mclain,
M < K, ja que K é localmente nilpotente. Segue HY < M e entao (H, H9) < M com
g ¢ (H,HY9) < M. Portanto H nao pode ser subgrupo abnormal de G.

11



1.3 Grupos Hipercentrais

Uma outra generalizagao do conceito da nilpoténcia é:

1.3.1-Definigao.
Um grupo G é dito hipercentral, se para todo N < G temos que Z(G/N) > N/N.

Por $ indicamos a classe dos grupos hipercentrais.

1.3.2-Proposigao.
a) $ é fechada para subgrupos e quocientes.
b) SeGeHel#MIG, entdo Z(G) N M # 1.

c) Se G = AB com A, B <G e se A e B sao hipercentrais, entao G = AB é
hipercentral (P. HALL).

Demonstracao:

a) Seja G hipercentral e N < (G, vamos mostrar que G/N é hipercentral. Ou seja,

devemos mostrar que para todo M/N < G/N temos que Z((G/N)/(M/N)) >
(M/N)/(M/N). Como M/N <1 G/N, entdo M < G, logo Z(G/M) > M/M.
Como (G/N)/(M/N) = G/M e Z(G/M) é nao trivial, temos Z((G/N)/(M/N)) >
(M/N)/(M/N).
Seja S < G, vamos mostrar que S é hipercentral, ou seja , para todo R<1.S deve-
mos mostrar que Z(S/R) > R/R. Seja R< S esejaF ={X <G| X NS <R}
Temos que nossa familia de subgrupos § ¢ indutivamente ordenada, assim pelo
Lema de Zorn, § tem elemento maximal M.Temos M <G e M NS < R. Como
G é hipercentral, Z/M = Z(G/M) > M/M, ou seja, M < Z <G, temos que
Z ¢ F. Assim ZN S £ R, ou seja, existe © € ZN S tal que = ¢ R. Note que
x ¢ M, pois caso contrario x € M NS < R, contradigdo. Temos [z, G| < M,
dai [z,5] < [z,G] < M, mas [z,S] < S. Entéo [z,5] < SN M < R, logo
Z(S/R) > R/R.

b) Considere a familia § = {X IG|X N M =1}. Esta familia é indutivamente
ordenada. Seja N € § um elemento maximal. Entao N <1 G, pois se N = G
terfamos GNM = M =1e M # 1. Logo Z/N = Z(G/N) > N/N, isto é
N < Z<4G. Logo ZNM # 1, pois Z ¢ §. Existe x € ZN M, e x ¢ N se nao
terfamos N N M # 1, contradigao. Temos [z,G] < N e [¢,G] < M, poisx € M
e M <G, assim [z,G] < M NN =1, ousecjaz € Z(G).

12



c) SejaG = AB. Paratodo NJG, vale G/N = (AN/N)(BN/N) com AN/N,BN/N<
G/N e AN/N = AJANN tal como BN/N = B/BNN sao hipercentrais pois A
e B sao hipercentrais logo por a), A/ANN e B/BNN também sdo. Para provar
que G ¢ hipercentral, podemos portanto supor N = 1 e provar que Z(G) > 1.

Se AN B =1, temos G = A x B e assim temos Z(G) = Z(A) x Z(B) > 1,
pois A e B sao hipercentrais. Suponhamos entao que AN B > 1. Temos entao
que AN B < A, logo pelo item b), Z(A) N (AN B) = Z(A) N B > 1. Assim
Z(B)N(Z(A)NB) =Z(B)NZ(A) > 1. Como Z(B)NZ(A) < Z(G), temos
Z(G) > 1 e portanto G = AB € 9.

1.3.3-Proposicao.

a) Todo grupo nilpotente é hipercentral.

b) Todo grupo hipercentral é localmente nilpotente.

Abreviado: Mt C $H C LN

Demonstracao:

a) Temos que os grupos nilpotentes sao fechados a quocientes e tem o centro nao
trivial. Logo se G ¢ nilpotente e N < G entdo G/N ¢é nilpotente e Z(G/N) >
N/N, logo G é hipercentral.

b) Seja G € H e g € G e seja M um subgrupo localmente nilpotente maximal de G,
contendo g. Consideremos K = N¢(M).
Temos Ng(K) = K. De fato, como M é maximal e M < K, temos que M =
Orm(K) é o radical de Hirsch-Plotkin de K. Para x € Ng(K) temos M* = M,
pois K* = K e M é caracteristico em K. Logo x € Ng(M) = K, isto é,
Ng(K) =K.
Suponha K < GG. Entao N = Kg < G, pois Kg é o maior subgrupo normal
de G contido em K. Como N < G temos Z/N = Z(G/N) > N/N, pois G é
hipercentral. Segue Z <G e N < Z £ K, pois se Z < K terfamos Z < N.
Vamos mostrar que Z < Ng(K). Para todo r € Z e k € K temos o tkak™ €
Nedal k* =2 'kr € K.
Como N¢g(K) = K, isto é impossivel. Concluimos K = G e dai M = Qpn(G) é
o radical de G. Logo, Orn(G) contém todo elemento g € G, isto é, G = Opn(G)
¢ localmente nilpotente.
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Capitulo 2
2 O hipercentro de um grupo

Um importante subgrupo caracteristico canonico de um grupo arbitrario G é
seu hipercentro H(G), que seguindo Baer, tem as seguintes descri¢oes equivalentes:
ele pode ser visto como o menor subgrupo normal de G com quociente livre de centro
e também o maior subgrupo normal Mde G que é G-hipercentral no sentido que para
todo N <G tal que N < M , nés temos que M/N contém um elemento central nao
trivial de G/N. Um grupo G é hipercentral, se H(G) = G. Pela Segao 3 do Capitulo
1 isto acontece se, e somente se, cada imagem homomorfica nao trivial tem centro nao
trivial. Como vimos, grupos nilpotentes sao hipercentrais e grupos hipercentrais sao
localmente nilpotentes(1.3.3). Como consequéncia obtemos que se ) e M indicam as
classes dos grupos hipercentrais e nilpotentes, respectivamente, LT = L$) ¢é a classe
dos grupos localmente nilpotentes que coincide com a classe dos grupos localmente
hipercentrais.

2.4 Propriedades basicas

Para qualquer grupo G consideremos a seguinte familia de subgrupos normais:
G X
— = X < Z e —_ — .
s =5-{x261z($) -5/

2.4.1-Definicao.
O hipercentro de um grupo G é definido como sendo

HG = (] X

XeF1(a)
Note que, H(G) é um subgrupo caracteristico de G.
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Para todo grupo G introduzimos ainda a familia de subgrupos normais de G:

M G N
52(G) = B2 {M_G|VN_GcomN<MtemosNﬂZ(N)>N}

={MJIG|VNIGcom N<M3IzxzeM-—N tal que [z,G] < N}.

Com isso vale a

2.4.2-Proposigao.
Para todo grupo G temos:

a) H(G) c 31<G) OSQ<G>
b) HG) = [[ M

MegFa2(G)

Demonstragao: Coloquemos H(G) = H; = ﬂ X.
XeF (@)

a) H1 € 312
Vamos colocar L/H, = Z(G/H,). Sejam | € L , g € G e X € §i(G).
Segue [l,g9] € Hi < X logo, IX € Z(G/X) = X/X, isto é, | € X. Segue
L< () =H. Dal Z(G/H,) = H/H,.

XeFi(G)

H, € §s:

Seja N <G, N < H;. Pela definicao de H; concluimos Z(G/N) > N/N. Seja
L/N = Z(G/N). Paratodo!l € Leg € G temos [l,g] € N < Hy. Logo,
LHl/Hl S Z(G/Hl) = Hl/Hl. Dai LH1 S Hl, isto é, L S Hl. Portanto,
L/N < Hy/NNZ(G/N). Isto implica H; € §s.

b) Coloquemos Hy = H M. Como H; € F2(G), vemos que H; < H,. Para

MeF2(G)
provar que Hy = H,, falta mostrar que Hy < Hy, ou seja, mostrar que M < H;

para todo M € Fa(G):

Se M $ H; para algum M € §5(G), terfamos MH, > Hi e M N H; < M. Por
definigdo da familia Fo(G), existe z € M — (M N Hy) com [z,G] < M N H;.
Logo © € G — H; com [z,G] < Hy, contrariando o fato que H; € §1(G). logo,
M < Hye Hy=H;
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Usaremos em seguida, dependendo do contexto, uma destas descrigoes alter-
nativas do hipercentro de um grupo que acabamos de abordar, isto é, lembraremos
sempre que

ﬂX_HM

XeFi(G) MegF(G

Vamos provar agora alguns fatos basicos a respeito do hipercentro H(G) de G.

2.4.3-Lema.
Seja GG um grupo, T um subgrupo e N um subgrupo normal de G. Entao

a) TNH(G) < H(T).

b) TN <H(E).

c) Vale a propriedade radical: se N < H(G), entao % = H(%). Em particular,
H(%G)) é trivial, isto é, H(G) é H-livre.

d) H(G) = H(A) x H(B), se G = A x B é um produto direto.
e) SH(G) é hipercentral sempre que S = H(S) é um subgrupo hipercentral de G.
f) Se TH(G) = G, entao H(T) = T N H(G).

Demonstragao:

a) Seja D = TNH(G), vamos mostrar que D < H(T'). Para isso, basta mostrar que
D € 35(T), isto é, que D < T equeV N<T com N < D vale NZ(%) > & ou
JdxeD—Ntalque [z,T] < N. SejaF={KIG | K <H(G)e KND < N}
uma familia indutivamente ordenada. Pelo lema de Zorn, essa familia de sub-
grupos tem elemento maximal R, ou seja, R <1 G, R<H(G)e RND < N.
Como H(G) € §2(G), temos para R 4 G, ) NZ(%) = Z > £ ou existe
r € Z — R tal que [z,G] < R com R < Z ZglGeZ < H(G). Como
R é maximal, temos Z N D £ N ou seja existe r € (ZND)— N tal que
[z,T] < [z,G]ND < RND < N. Com isso encontramos x € D — N com
[x,T] < N, logo D € §»(T)

OBSERVACAO: z € ZND — N, onde Z < H(G), e z € D = TNH(G), assim
r € TNH(G), logo [z, T] < [z,G] e [z,T) < TNH(G) = D.
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b) Seja ¢ : G — % a projecao canonica. Temos que H(%) = % <
teorema da correspondéncia K é o tnico subgrupo de G contendo
p(K) =% =H(%), como H(£) 9 £ isto implica que K < G.

G
N
N tal que

_G/N
(G/N)

Temos que H(£) € F1(%), ou seja Z(

G
)
g% ~ g, assim Z(%) = % é trivial, isto implica que K € §;(G), ou seja ? é

livre de centro, portanto, H(G) < K. Temos entdo que H(G) < ¢ '(H(£)),
assim p(H(G)) = BN < 1 (G,

¢ trivial, mas temos que g

c) Por b) temos que # < H(%); temos que como H(G) < G = ¢(H(G)) =

a
% < % Como % ~ ey temos que % S 31( ), ou seja oy € livre de
N N
centro, assim temos que H(%) < # Assim H](VG) = H(%) sempre que N G
H(G)

e N < H(G). Em particular, quando N = H(G), temos H(H(G)) = W) ou

ZIRZIQ

seja,% ¢ livre de hipercentro.

d) Vamos mostrar que H(A) € §2(G). Temos H(A) < G, pois dado = € H(A)
e g=ab € G, temos 29 = b latwab = b~'hb = h € H(A). Seja N <G
com N < H(A), dai N < A, e como H(A) € F2(A), 3 € H(A) — N tal
que [z, A] = [z, AB] = [2,G] < N, daf resulta que H(A) € §2(G). Raciocinio
analogo mostra que H(B) € §2(G) e como H(A) N H(B) = {e}, temos que
H(A) x H(B) < H(G).

Considerando o diagrama abaixo. Temos H(G) < H(G)ANH(G)B = (H(G)BN
A) x (H(G)AN B) = (M) x (HE4) < H(F) x H(G) = H(A) x H(B) pois
& ~ Ae %~ B. Portanto H(G) = H(A) x H(B).

AB =G
/

H(G)A H(G)B
VARNVZRN
A H(G)ANH(G)B B
NN



e) Seja L = H(G)S

H(G)S

\

/

ns

H(L)€F2(L)={MIL|VN<QLcom N<MIx € M — N tal que [x,L] < N}
H M

Mega(L

Para cada N < L com N < H(G), temos que achar z € H(G) — N tal que
[z,L] < N. Como H(G) € F2(G), temos que existe z € H(G) — N tal que
[z, L] < [z,G] < N, portanto H(G) < H(L).

Como HE:L) = Iil((L L))S ~ Smﬁ( 7j» Vamos mostrar que ﬁ ¢ hipercentral.
Seja ¢ : S — ===~ o epimorfismo canénico. Temos H = X
ja @ SAH(L) SmH SAH(L) SAH(L)
S
e 20HL) ~ % e assim % é livre de centro, logo H(S) < K, mas K < S =
SNH(L)
H(S).Portanto S = K e H(H(Smé(m)) = SQEI(L) ¢ hipercentral.
. L 71 . L L L 7 .
Assim g5 € hlpercentral ou seja, H( " )) = - Mas gy ¢ H— livre, ou

seja H(H(LL)) é trivial. Assim e L é hipercentral.

H(L) H(L)

f) Pelo item a) temos TNH(G) < H(T) , seja o diagrama, lembramos que H(G) <G
e G/H(G) é livre de centro

TH(G) =G
SN
N H(G)
N/
TNH(G)

G/H(G) ~ T/TNH(G) = T/T N H(G) ¢ livre de centro = T N H(G) €
$51(T) = H(T) <TnNH(G) , portanto H(T') = T NH(G)
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2.4.4-Corolario.

Seja G um grupo e M um subgrupo normal de G com 1 # M < H(G). Entao, vale
que Z(G)N M # 1. Em particular, um grupo G é hipercentral se, e somente se, todo
grupo quociente nao trivial tem centro nao trivial.
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Capitulo 3

3 O hipercentro local de um grupo

Devido a existéncia do grupo de Heineken e Mohamed (ver [4, pagina 365))
e dos grupos de McLain(ver [4, pdgina 361]) que sdo grupos localmente nilpotentes
com centro trivial, é desejavel estender o conceito do hipercentro de um grupo para
o conceito de hipercentro local de um grupo.

3.5 Propriedades basicas

3.5.1-Definicao.
Para um grupo G qualquer, o hipercentro local de G é definido como

KG ={zeG|lzeH(<2,01,92 -9 >)V 01,92, ...,9 € G}

K(G) consiste portanto de todos os elementos x que pertencem ao hipercentro de
qualquer subgrupo finitamente gerado de G' contendo z.

Analogo a 2.4.3 temos:

3.5.2-Proposigao.(ver[l])
Seja G um grupo, T'< G e N < G. Entao

a) K(G) é um subgrupo caracteristico localmente nilpotente de G com
H(G) < K(G).

b) TNK(G) < K(T).
¢) K(G)N/N < K(G/N).

d) Vale a propriedade radical: se N < K(G), entao K(G/N) = K(G)/N. Em
particular, K(G/K(G)) ¢ trivial, isto é, G/K(G) é K-livre.

e) K(G) =K(A) x K(B), se G = A x B é um produto direto.
f) K(G)S € LM para todo subgrupo localmente nilpotente S de G.
g) Se TK(G) = G, entao K(T') = TN K(G)
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Demonstracao:

Para x,y, g1, g9, ..., g» € G, usaremos as seguintes notacoes: F, =< x, g1, g2, -, §r >,
Fy =<Y,01,92, -, Gr > Faf,y =<Z,Y,01, 92, - Gr >

a) Seja x € H(G). Entao z € H(G) N F, < H(F,) logo x € K(G) e portanto
H(G) C K(G).

Para 2,y € K(G), temos z,y € H(F,,), ou seja, z,y " € H(F,,) N F—1 <
H(F,,-1), assim z,y! € K(G), ou seja, K(G) < G.

Ty~
Sejam g1, g2, .., g» € K(G), assim
91,92, -, 9r € H(< 91,92, -+, Gr >> =< 01,92, Gr > é subgrupo hipercentral?
isto é subgrupo nilpotente, assim K(G) € LI.

b) Para quaisquer z € TNK(G) e g1,92,..,9- € T, temos z € TNK(F,) < H(T)
assim z € K(T') e portanto ' N K(G) < K(T').

c) Seja N <@G. Para quaisquer x € K(G), e g1, 9o, .., g» € G, temos x € K(F), assim
temos (N N F,) €e H(F,) (NN F,)/NNF, <H(F,/NNF,). Como temos

NF,
/N
N F,
N/
NNF,

por isomorfismo, segue que N € H(F,N/N) = H(< zN, N, ..,g.N >),
ou seja N € K(G/N). Isso implica que, para quaisquer z € K(G), zN €
K(G/N), ou seja, K(G)N/N < K(G/N) .

d) Por ¢) temos K(G)/N < K(G/N), pois N < K(G).
SejaxN € K(G/N), ouseja, tN € H(< zN,¢1 N, 2N, .., g, N >) = H(F,N/N).
Temos

NF,

N

AN

Fy
/
F

NIy



F,N/N ~ F,/N N F,, por isomorfismo, e como N € H(F,N/N), temos z(N N
F,) e H(F,/NNF,). Como N < K(G), temos NNF, < K(G)NF, <K(F,) =
H(F,) pois F} é finitamente gerado. Temos entao x(NNF,) € H(F,/NNF,) =
H(F,)/N N F,, pois NNF, < H(F,) e NNF, <G. Assim x € H(F}), ou
seja, © € K(G), logo N € K(G)/N. Entao K(G/N) < K(G)/N, portanto
K(G/N)=K(G)/N.

Quando N = K(G), temos que G/K(G) é K-livre.

N

e) Seja o diagrama

N
NN
N,

Temos que K(G) < K(G)ANK(G)B = (K(G) BN A) x (K(G)AN B) ~
K(G)B/B x K(G)A/A < K(G/B) x K(G/A). Como G/B ~ Ae G/A ~ B,
temos K(G) < K(A) x K(B).

Seja v = ab € K(A) x K(B), com a € K(A) e b € K(B). Se g1 = a1b, , g2 =
asbsy , ..., g, = a,b, sdo elementos quaisquer em GG com a; € A e b; € B e pondo
Ay =<a,ai,as,...,a, >, By =<b,by,by, ..., 0, > e F, =< 2,91, 92, ..., §r >, NOS
temos a € H(A;) e b € H(By), assim z = ab € H(A;) x H(By) = H(A; x By),
como F, < A; X By, temos x € F, NH(A; x B) < H(F,) = 2z € K(G),
portanto K(G) = K(A) x K(B).

f) Cada subgrupo finitamente gerado L; de K(G)S estd contido em um subgrupo
da forma L =< Kl,Sl >, onde K| =< kl,kg,...,kr >, S =< 81,82, 00y Sp >
com k; € K(G) e s; € S. Temos entao cada k; € H(L) = H(< Ky,S51 >),
assim K7} < H(L) e logo temos K € §»(L), assim K; < L, assim temos L =
K;8, =H(L)S; e como S; < S e S é finitamente gerado, temos S; nilpotente
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= S hipercentral, logo L = H(L)S; é hipercentral(logo localmente nilpotente)
e como L é finitamente gerado, temos que L é nilpotente e assim [ é nilpotente
e portanto K(G)S é localmente nilpotente.

g) Seja o diagrama

KGT =G
/N
T K
N/
KGnNT
temos G/K(G) ~ T/K(G)NT, e como K(G/K(G)) = K(G)/K(G), temos que
T/K(G)NT também é K-livre.

Como T'NK(G) < K(T), temos que K(T/K(G)NT) = K(T')/K(T) pelo item
d) e como T/K(G)NT é K—livre temos que K(T') = K(G)NT.

(@)

3.5.3-Corolario.
Se G é um grupo finitamente gerado, temos H(G) = K(G). Além disto, G é local-
mente nilpotente se, e somente se, temos K(G) = G.

Demonstragao: Seja G grupo finitamente gerado. Por 3.4.2 item a), temos que
H(G) ¢ K(G). Entao basta mostrar que K(G) C H(G). Sejam ¢4, g9, ..., gn
geradores de G, ou seja, G = (g1, 92, ..., gn)- Seja x € K(G), z € H((z, g1, 92, -, Gn))
ex € (91,92, -\ Gn), assim

YRS H(<xagla92a 7.gn>) N <gl7927 7gTL> S H(<gl7927 7gn>) = H(G)

Logo = € H(G), e portanto H(G) = K(G).

Seja G um grupo localmente nilpotente, ou seja, tal que todo subgrupo finita-
mente gerado é nilpotente. Vamos mostrar que G = K(G). Temos ja que K(G) C G,
falta mostrar que G C K(G). Dado = € G, se z € H((z, g1, 92, ---, 9»)), gi € G, temos
z € K(G).

Seja z € G, como G é localmente nilpotente, temos que (z,g1,92, ..., gr) é
subgrupo nipotente de G e x € (x, ¢1, g2, .., g-). Como temos que todo subgrupo
nilpotente é hipercentral, assim temos que, (z, g1, g2, ---, ») = H({x, g1, g2, ..., g») ), ou
seja x € H((x, g1, g2, ---, gr)). Portanto x € K(G), logo se G é localmente nilpotente,
temos que K(G) = G.
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Seja agora G = K(G), por 3.5.2 item a) vemos que G é localmente nilpotente.
Se G é um grupo localmente nilpotente, ja mostramos que:

1.2.5-Teorema (Baer, McLain).
Se M é um subgrupo maximal de um grupo localmente nilpotente, entao M é normal
em (G. Equivalentemente G’ < Frat G.

1.2.6-Teorema (Mal’cev, McLain).
Um fator principal de um grupo localmente nilpotente é central.

Mostramos também que G é localmente nilpotente se, e somente se, G = K(G).
Quando G é um grupo qualquer, os dois resultados acima podem ser expressos na
seguinte forma:

3.5.4-Proposigao.
Seja U um subgrupo maximal e M/N um fator principal de um grupo G tal que
M < K(G). Entao

a) U ¢é normalizado por K(G).
b) M/N ¢ central em G/N.

Para demonstrar este resultado, vamos usar o seguinte:

3.5.5-Lema.
Seja L um subgrupo e A/B um fator principal de um grupo W tal que A < H(W).
Entao

a) Se H(W) £ L, entdo L < Ny /(L). Em particular, H(WW) normaliza todo subgrupo
maximal L de W.

b) A/B é central em W/B.

Nés mencionamos que a primeira parte de a) do lema nao vale para K(G), pois
existem grupos localmente nilpotentes com subgrupos proprios auto-normalizantes.
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Demonstracao:

a) Seja L um subgrupo de W e suponha H(W) £ L. Seja

N =(LNHW))w = (| (LNH))

geWw

denota o nicleo normal de L N H(W) em W. como N < H(W), existe um
r € HW) — N tal que [z,W] < N. Portanto, L* < [z,L]L < NL =L e
também L* ' < L. Assim z ¢ L mas z € Ny (L).

b) Visto que B<IW e B < A < H(W), existe um = € A — B tal que [z, W] <
Como (z) B<IW e A/B é normal minimal em W/B, nés vimos que (x) B =
e portanto [A, W] < B. Isto quer dizer que A/B é central W/B.

Demonstracao de 3.5.4:

a) Seja U um subgrupo maximal de G e suponha K(G) £ U. Nés vamos mostrar
que U é normal em GG. Suponha isto ndao acontece. Visto que G = UK(G), nés
temos que existe um comutador ¢ = [u,z] ¢ U com u € U e z € K(G). Visto
que G = (U, ¢), nés podemos escolher um subgrupo finitamente gerado V' de U
comu €V ex e (V,c). Portanto nés temos

wzeW=(V.c)=(V,z)

e W é finitamente gerado. Visto que W = (V| z), existe um subgrupo maximal
LdeW talquex ¢ LeV < L. Visto que 2 € H(IW), temos que L <W (Lema
3.5.5 item a)). Portanto ¢ € L e nés chegamos na contradicdo W = (V,¢) <

L<W.

b) Seja M/N um fator principal de G com M < K(G) e suponha que [M,G] £ N.
Usando 3.5.2 item c¢), nés podemos assumir N = 1, isto é, M é subgrupo nor-
mal minimal, ndo central de G contido em K(G). Existe z € M e g € G
tal que ¢ = [z,g] # 1. Assim M = (c¥) e existirdo g1, ¢s,...,9- € G tal que
x € (9,9, ..., c9). Para o subgrupo finitamente gerado W = (x,¢, g1, ..., g)
nés temos que z € H(W) assim z € K(G). Com A = (z") nés temos
[A, W] < A. Mas visto que ¢ € [A, W] nés temos também ¢% € [A, W] para
i=1,2,..,7assim [A, W] <W. Portanto x € [A, W] e entao [A, W] = A. Visto
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que A = <$CW> > 1, existe um fator principal A/B de W (escolha B maximal
entre os subgrupos X de A com X <W ez ¢ X). Visto que A < H(WW), temos
que A/B é central em W/B (Lema 3.5.5 item b)). Assim [A, W] < B < A, uma
contradigao.

Aqui podemos mencionar a seguinte generalizagao da Proposigao 1.2.8.

3.5.6-Proposicao.
Seja H um subgrupo abnormal de G. Entao K(G) < H.

Particularmente:

3.5.7-Corolario. O tunico subgrupo abnormal de um grupo localmente nilpotente
éH=G

Demonstracao de 3.5.6: Se K(G) £ H, seja g € K(G) — H. Temos g € (H, HY) <
(H,g). Existe um subgrupo maximal M de (H,g) com g ¢ M e H < M. Temos
g € K(G)n(H,g) < K((H,g)). Aplicando 1.2.5 ao grupo (H,g), vemos que
M < (H,g). Dai H? < MY = M e portanto g € (H, H%) < M, uma contradicao.
Logo, K(G) < H.
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Capitulo 4

4 K(G) e o preservador da nilpoténcia local Ay(G)

Para um grupo G qualquer, denote por N (G) a familia dos subgrupos maximais
localmente nilpotentes de G ( que existem pelo lema de Zorn). Segue abaixo o seguinte
subgrupo caracteristico:(ver [2])

4.6 Propriedades basicas

4.6.1-Definigao.
Seja G um grupo.

An(G)= () H.
HeN(G)

a intersecao de todos os maximais entre os subgrupos localmente nilpotentes de G,
nos chamamos o preservador da nilpoténcia local de G.

Claramente, An(G) é um subgrupo caracteristico de G, contido no radical de
HIRSCH-PLOTKIN Orn(G).

4.6.2-Proposigao.
Considerando G um grupo e o seu preservador da nilpoténcia local An(G). Temos
que

An(G) = {z € G <xG> (9) € LMV g €G}.

Demonstragao: Ponhamos X = {z € G| (z%)(g) € LNVg € G}. Seja z €
Ax(G). Também (%) < An(G). Todo g € G estd contido em algum H € N(G).
Como Aq(G) < H vale também (z¢) (g) < H. Logo (%) (g) ¢ localmente nilpo-
tente, isto é, x € X. Logo An(G) < X.

Seja, reciprocamente, € X e suponhamos x ¢ H para algum H € N(G). Coloque-
mos L = (x,H). Como L > H, para termos uma contradi¢ao com a maximalidade
de H, é suficiente mostrarmos que L é localmente nilpotente:

Suponhamos que isto nao é o caso. Entao existe um subgrupo finitamente gerado
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K < L com z € K, tal que K nao é nilpotente. Claro que K = (z, H;) com al-
gum subgrupo finitamente gerado, isto é, nilpotente, de H. Temos K = <xK > Hi e
K/ {(z%) = («) H,/ («) = H/H; N (z) é nilpotente. Logo, os subgrupos de
K/ (z®) sdo subnormais. Como z € X e (z*) (g) < (%) (g), vemos que (z) (g) é
nilpotente para todo g € H;. Dal, <$K> (g) é um subgrupo nilpotente e subnormal
de K, isto é, H; estd no radical de K e segue que K ¢é nilpotente.

O grupo Am(G) tem algumas propriedades andlogas as propriedades do hiper-
centro e do hipercentro local que seguem abaixo.

4.6.3-Proposicao.
Seja G um grupo, T" um subgrupo e N subgrupo normal de G. Entao:

a) K(G) < Ax(G).

b) T'NAx(G) < Ax(T).

c) An(G)N/N < An(G/N).

d) An(G) = An(A) X An(B), se G = A x B é um produto direto.
e) SAn(G) € LN para todo subgrupo localmente nilpotente S < G.

Demonstragao:

a) Temos que K(G) é um subgrupo localmente nilpotente (veja 3.5.2—item a)). Seja
H e N(G), se K(G) £ H, temos

H
AN
/

H
H

A
)
>

por 3.5.2—item f) temos que K(G)H é subgrupo localmente nilpotente e temos
H < K(G)H, uma contradi¢do pois H é um subgrupo maximal localmente
nilpotente, assim K(G) < H para todo H € N(G), portanto K(G) < An(G).
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b) Seja x € T'N An(G), temos que para todo g € G vale <£L‘G> (g) € LN. An(T)
{z eT|(zT)(g) € LNV g €T}, como z € T N Ax(G), temos (z7) (g)
(z%) (g) € LM, logo = € Ax(T).

c) Seja x € Aq(G), assim (z9) (g) € LN V g € G temos
(z9) (9) N
2N
(@) ) N
N
(zC)(g) NN

temos ((xN)9/V) (gN) = (2%) (g) N/N = (x%) (g) / («%) (g) " N
como (z%) (g) € LN, entao (z) (g) / (z) (9y N N € LN,
logo ((zN)/N) (gN) € LN, assim N € Ax(G/N).

IA

d) Seja o diagrama

An(G)A n(G)B
VAN N
A An(G)AN Ax(G)B
NSNS
A(@BNA  An(G)ANB

}
Temos que Axn(G) < Apn(G)AN Ax(G)B = (An(G)BN A) x (An(G)ANB) ~
An(G)B/BxAn(G)AJA < An(G/B)xAxn(G/A). Como G/B ~ AeG/A ~ B,
temos Am(G) < Am(A) X Am(B)

~—
X

Para mais detalhes ver [3].

e) Visto que o subgrupo localmente nilpotente S estd contido em algum H € N(G)
e An(G) em todos H € N(G), temos SAn(G) € LMN.
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O hipercentro H(G) e também o hipercentro local K(G) de um grupo G tem
a chamada propriedade do radical, que é, G/H(G) é H(G) — livre e G/K(G) é
K(G) — livre. Mais geral ( ver 2.4.3 —item c) e 3.5.2 — item d)):

G H(G)
)| = "7 < <
H (N> N quando N <G e N < H(G),

G K(G)
) ===/ < < .
K(N) N quando N <G e N < K(G)

Também An(G) tem a propriedade do radical:

4.6.4-Proposicao.
Em todo grupo G nés temos

An(G/N) = Ax(G)/N
quando N <G e N < Ax(G). Em particular,
An(G/An(G)) étrivial, isto é, G/Ax(G) é Ayx — livre.
4.6.5-Corolario.
Seja G = T'Ax(G) para algum subgrupo T' < G. Entao
An(T) =T N Ax(G).
Demonstracao Nés temos que G/An(G) = T/Ax(G) NT é Ay — livre. Como
An(T/An(G)NT) = An(T)/An(G) N'T, a afirmacao segue.

Para mostrar 4.6.4, nés primeiro vamos provar

4.6.6-Lema.
Seja G um grupo. Se G/Axn(G) é localmente nilpotente, entdo G também é local-
mente nilpotente.
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Demonstragao: Seja H um subgrupo finitamente gerado de G, temos

HAn(G)

Entao H/H N Axn(G) = An(G)H/Ax(G) < G/Ax(G) € LN.

Assim H/HNAx(G) é nilpotente. Visto que HNAx(G) < Ax(H ), nés vemos também
que H/An(H) é nilpotente. Para todo g € H nés temos portanto que An(H) (9) I<H
e An(G) (g) é localmente nilpotente. Por isso g estd no radical de Hirsch-Plotkin de
H. Portanto H ¢ nilpotente e G é localmente nilpotente.

Demonstracao de 4.6.4: Seja N < G tal que N < An(G). Por 4.6.3 — item c),
nos temos que Ap(G/N) > An(G)/N. Seja L/N = Ax(G/N). Para cada g € G,
nés temos que Y/N = (L{g))/N = (L/N){(gN) = An(G/N){(gN) € LN. Visto
que Ap(G) < An(Y), também Y/An(Y) € L. Portanto, Y = L (g) é localmente
nilpotente, pelo Lema 4.6.6, o que significa que L < Axn(G), isto é L = Ax(G).
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4.7 Condigoes necessarias e suficientes para H(G) = K(G)
e para K(G) = An(G)

Vimos que H(G) < K(G) < Ax(G). Para todo grupo finito G nds temos
H(G) = K(G) = An(G). Obviamente H(G) < K(G) = G, se G é um grupo local-
mente nilpotente e nao hipercentral.
E notével que K(G) também nao coincide em geral com Aq(G), que pode ser visto
no exemplo seguinte

4.7.1-Exemplo (A. KRASSILNIKOV )[ver 1, 4.1]
Em geral,

K(G) 2 An(G).

Demonstracao: Seja T, um grupo de TARSKI ( isto é, um grupo simples infinito
de expoente p) e considere o produto entrelagado regular restrito

G=CT, .

G é o produto semi-direto G = [B]K, onde B é o grupo base de G e K = T,. G
¢ finitamente gerado de modo que K(G) = H(G) = Z(G) = 1. Nés afirmamos que
G nao é (localmente) nilpotente e se 1 # y € K, entao os subgrupos M, = B (y) des-
crevem todos subgrupos maximais localmente nilpotentes de G e segue que An(G) =
B. Claramente os M, sao alguns deles. Seja Y um subgrupo localmente nilpotente
maximal qualquer de G. Certamente, Y £ B, de modo que B < BY. Além disso,
BY # G pois BY/B=Y/BNY e G/B = T, nao ¢é localmente nilpotente. Assim
BY = M, para algum 1 # y € K. Segue que Y = M, pela maximalidade de Y.

Observacao:

Um grupo de T'arski é um grupo infinito G tal que todo subgrupo préprio nao trivial é
de ordem prima. Os grupos de Tarski sao também chamados de Monstros de Tarsksz,
especialmente no caso quando todos subgrupos préprios nao triviais sao de mesma
ordem (isto é, quando o grupo de Tarski é um p-grupo para algum primo p). Alexan-
der Ol’'shanskii mostrou que grupos de Tarski existem, e que existe um p-grupo para
cada primo p > 107 que é um grupo de Tarski . Todo grupo de Tarski é um grupo
simples, este satisfaz a condi¢ao minimal e a condi¢ao maximal, ele pode ser gerado
por apenas dois elementos, e é periédico mas nao localmente finito.
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4.7.2-Lema.

Seja G um grupo e M < G tal que M < Axn(G). Se M é finitamente gerado, entao
M < Zi(G) para algum ndimero natural k& > 0, onde Zx(G) é o k-ésimo termo da
série central superior de G.

Demonstracao: M é nilpotente e policiclico [ver 4, pdgina 152]. Vamos provar
que, se N <G com N < M, entao M/N contém um elemento central nao trivial de
G/N. Sabendo isto, nds concluiremos com a condigao maximal de M, que existe um
k tal que

1=Z20G)NM<Z,(G)NM < ... <Zy(G)NM = M.

Portanto M < Zy(G).

Para provar que M/N NZ(G/N) > 1 nés vamos assumir N = 1 < M. Temos que
1 <Z(M)<G. Seja Z =Z(M).

Caso 1 : Se o subgrupo de tor¢ao T' de Z é nao trivial, nés temos para algum primo p
um p-subgrupo finito nao trivial P <G com P < T'. Para todo g € GG, nés temos que
P {(g9) < An(G) (g) e segue que P (g) é nilpotente. g deve induzir um p-automorfismo
sobre P e portanto G/Cg(P) é um p-grupo finito e algum elemento nao trivial de P
esta no centro de G.

Caso 2 : Z é livre de torcao e é portanto o produto direto de (quantidade finita)
grupos ciclicos infinitos. Seja D I G, 1 < D < Z com D de posto minimo r. Para
todo primo p, seja D, denotado o menor subgrupo de D com p-quociente abeliano
elementar. Entao |D/D,| = p" e D, <G. Seja D, < X, < D com X, <G tal que
D/X, é um fator principal de G. Visto que M /X, < An(G/X,), vemos pelo caso 1
que D/X,, é G — central, isto ¢, [D,G] < Xj,. Portanto [D,G] < (1, X,,. Mas [, X,
tendo indice infinito em D, é de posto < r. Assim ﬂp X, = 1, como r é minimo e
segue-se 1 < D < Z(G).

4.7.3-Proposicao.
Seja G um grupo. Sao equivalentes:

a) H(G) = K(G).
b) K(G)/H(G) é finito.
c) K(G)/H(G) ¢ finitamente gerado.

d) Os subgrupos normais X de G com H(G) < X < K(G) satisfazem a condicao
minimal.
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Demonstracao: "a) = b) = ¢)” e "a) = d)” sdo triviais.

7¢) = a)”: Visto que K(G/H(G)) = K(G)/H(G), nés podemos assumir H(G) = 1.
Vamos considerar M = K(G) no Lema 4.7.2 e vemos que K(G) < Z;(G) < H(G) =
1.

"d) = a): Se HG) < K(G), existe N <G, N < K(G), tal que N/H(G) é um
fator principal de G. Pelo Lema 4.7.2, [N,G] < H(G), contrariando a propriedade
do radical do hipercentro.

4.7.4-Proposicao.
Seja G um grupo. Sao equivalentes:

a) An(G) =K(G).
b) An(G)/K(G) é finito.
c) An(G)/K(G) é finitamente gerado.

Demonstracao: "a) = b) = ¢)” sdo triviais.

7¢) = a)”: Visto que An(G/K(G)) = An(G)/K(G), nés podemos assumir K(G) =
1. Considerando M = Ax(G) no Lema 4.7.2, nés temos que An(G) < Zi(G) < K(G),
isto é, Am(G) =1

4.7.5-Corolario.
Se G/An(G) é localmente finito, entdo An(G) = K(G).

Demonstracgao: Seja r € An(G) e F, um subgrupo finitamente gerado de G contendo
x, entao F, /Ax(F,) é finito, de modo que, pelo teorema do Schreier [ver 4, pdgina 36],
também Ag(F;) é finitamente gerado. Pela Proposicao 4.7.4 nés temos que An(F,) =
K(F,) = H(F,), isto é, x € H(F,). Isto quer dizer que z € K(G). Assim
An(G) = K(G).
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APENDICE

Neste apéndice iremos estudar e citar resultados mais recentes sobre a abnor-
malidade e a nilpoténcia local de um grupo.

A-Os subgrupos abnormais de um grupo

Pela de defini¢ao 1.2.7 temos que subgrupo H de um grupo G é abnormal em G
se g € (H, H7) para cada elemento g € G.

Algumas propriedades basicas da abnormalidade estao na seguinte proposicao.

A.1-Proposicao.
Seja G um grupo qualquer, H abnormal em G, N <G e H <Y < G. Entao

a) HN/N é abnormal em G/N.

b) H é abnormal em Y e Y é abnormal em G.
c) Ng(Y) =Y, isto é, Y é auto-normalizante.
Demonstragao:

a) Para todo gN € G/N temos (NH/N,(NH/N)*N) = (H,H%) N/N. Como g €
(H,H?), concluimos gN € (NH/N,(NH/N)¢N). Portanto HN/N é abnormal
em G/N.

b) Que H é abnormal em Y, é claro.
Seja g € G. Temos (H,H9) < (Y,Y9) e como g € (H, H%) concluimos g €
(Y,Y9). Logo Y é abnormal em G.

c) Por b) é suficiente mostrar que todo subgrupo abnormal é auto-normalizante. De
fato: se g € Ng(H), segue g € (H, H9) = H. Logo N¢(H) = H.
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Seja M um subgrupo maximal nao normal de um grupo G. o que podemos dizer
a respeito da abnormalidade de M?

A.2-Proposicao:
Todo subgrupo maximal nao normal é abnormal.

Demonstragao: Seja H um subgrupo préprio maximal nao normal de G. Vamos
mostrar que H é abnormal em GG. Como H é maximal em G e H é subgrupo préprio
nao normal de G,temos H = Ng(H). Seja g € G.

Se g € H, entdo g € H = (H, HY).

Se g ¢ H, entdao g ¢ Ng(H) e segue g € G = (H, HY), pois H é maximal.

Como consequéncia de A.2, iremos mostrar o seguinte:

A.3-Proposigao.
Grupos finitos sem subgrupos abnormais préprios sao nilpotentes.

Demonstragao: Seja G um grupo finito sem subgrupos abnormais proprios. Temos
que G nao tem subgrupo maximal nao normal, por A.2.
Mas, sabemos que se G é um grupo finito, entao G é nilpotente se, e somente se, todo
subgrupo maximal é normal.

Vamos voltar a falar de grupos localmente nilpotentes e ver qual a sua relagao
com os subgrupos abnormais.

Vimos em 3.5.7:

A.4-Proposigao.
Um grupo localmente nilpotente nao tem subgrupo abnormal préprio.

Podemos introduzir mais um subgrupo caracteristico em todo grupo G, a saber

AG = (] H

He ab(G)

onde ab(@G) é a familia dos subgrupos abnormais de G.
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Orn(G)
A(G) |

\\m(G)

K(G)
|

H(G)
|

7(G)

Duas questoes com respeito a A (G) sao:

i) Sera que Am(G) < A(G) ?
ii) Serd que A(G) é localmente nilpotente, isto é, A(G) < Orm(G) 7

Em um grupo finito G, A(G) coincide com o hipercentro H(G) de G.

Sabemos entao que todo grupo localmente nilpotente nao tem subgrupos abnor-
mais préprios, mas é uma pergunta em aberto se a volta vale. Em [10] é provado essa
conjectura para algumas classes de grupos. Em particular, é provado que um grupo
FG-nilpotente sem subgrupos abnormais préprios é hipercentral.

O estudo de abnormalidade em grupos infinitos parece ser muito dificil. Exem-
plos de grupos cujo todo subgrupo préprio nao trivial sao abnormais inclue o grupo
de Tarski. Por outro lado, é desconhecido que grupos infinitos nao contém nenhum
subgrupo abnormal préprio.

Vamos definir o que vem a ser um grupo FG-nilpotente.

Seja G um grupo e FG a classe de todos grupos finitamente gerados soluveis por

finito(solavel por finito que dizer que o grupo tem um subrupo normal solivel de
indice finito). O FG-centro de G é

FG(G) = subgrupo gerado por todos FG — subgrupos normais de G
Apartir do FG(G), entao FG,(G) é obtido indutivamente por FG((G) = {1},
FG,(G) = FG(G) e FG,(G)/FG,_1(G) = FG(G/FG,_1(G)) para n inteiro nao

negativo.
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Se FG,(G) = G para algum inteiro nao negativo n, entdo G é chamado de FG-
nilpotente.

Em [10] sdo provados os dois seguintes resultados:

Teorema A :

Seja G um grupo sem subgrupos abnormais préprios. Entao FG,,(G) é hipercentral
para cada inteiro positivo n. Em particular, se G é FG-nilpotente, entao G ¢é hiper-
central.

Teorema B

Seja G um grupo com uma quantidade finita de subgrupos abnormais préprios, isto €,
| G/A(G)| < co. Entao FG,,(G) é hipercentral-por-finito para cada inteiro positivo
n. Em particular, se G é FG-nilpotente, entao G hipercentral-por-finito.
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