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Resumo

Consideramos uma classe de equacoes diferenciais parciais de segunda ordem que des-
crevem superficies pseudoesféricas ou superficies esféricas. Fornecemos uma classificacao
para essas equacoes e, como aplicacao, damos uma série de exemplos, dentre os quais des-
tacamos a equacao de Hunter-Saxton, que tem a sua origem ligada ao estudo de cristais
liquidos nematicos, e a equacao short pulse, que é caracterizada por descrever a pro-
pagacao de pulsos ultracurtos em fibras épticas. Além disso, mostramos que, para o caso
genérico, uma classe de equacoes de onda nao lineares estudada por Calogero descreve
superficies pseudoesféricas.

Palavras-chave: equagoes diferenciais parciais; superficies pseudoesféricas; superficies
esféricas; equagoes diferenciais de segunda ordem.



Abstract

We consider a class of second-order partial differential equations that describe pseu-
dospherical surfaces or spherical surfaces. We provide a classification for these equations
and, as an application, we give a series of examples, among which we highlight the Hunter-
Saxton equation, which has its origin linked to the study of nematic liquid crystals, and the
short pulse equation, which is characterized by describing the propagation of ultrashort
pulses in optical fibers. Moreover, we show that, for the generic case, a class of nonlinear
wave equations studied by Calogero describes pseudospherical surfaces.

Keywords: partial differential equations; pseudospherical surfaces; spherical surfaces;
second-order differential equations.



Sumario

1
(1__Preliminares| 6
[L1 Formas diferenciaisem R? . . . . . . . .. ... .. ... ... ... ..., 6
(1.2  Fundamentos e notacoes| . . . . . . . . . . ... ... ... . ... ... 9

2 Uma classe de equacoes diferenciais que descrevem superficies pseudo- |

| esféricas ou superficies esféricas| 22
2.1 Lema de caracterizacaol. . . . . . . . . . . . .. ... 22
[2.2  Resultados de classificacao| . . . . . . . ... ... 23
2.3 Exemplos| . . . ... 29

[3 Demonstracoes dos resultados | 38
[3.1 Demonstracao do Lema2.1). . . . . . ... .. ... ... ... ... ... 38
B2 Temasauxiliared . . . . . . . . . . ... 42
[3.3  Demonstracao do Teorema [2.1| . . . . . . . . . . ... .. ... ..., 51
[3.4 Demonstracao do Teorema [2.2[ . . . . . . . . . . . . . ... ... ..., 55
[3.5 Demonstracao do Teorema 2.3 . . . . . . . . .. ... ... ... ..., 57
[3.6  Demonstracao do Teorema 2.4 . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 57
[3.7  Demonstracao do Teorema 2.5 . . . . . . ... ... ... ... ... ... 66
[3.8  Demonstracao do Corolario[2.1) . . . . . . . . . . . ... ... ... ..., 77




Introducao

Os pesquisadores Gardner, Greene, Kruskal e Miura [10] publicaram um artigo ver-
sando sobre um problema de Cauchy para a equacao Korteweg-de Vries (KdV) no ano
de 1967. Essa publicagao, junto com o artigo de Zakharov e Shabat [29], teve como con-
sequéncia o surgimento do que conhecemos atualmente como o método do espalhamento
inverso. Ablowitz, Kaup, Newell e Segur [1| desempenharam um papel importante no
estudo desse método e isso, por sua vez, serviu como um estimulo para que Sasaki [24],
em 1979, introduzisse uma interpretacao geométrica para algumas equagoes em termos de
superficies pseudoesféricas. Em 1986, Chern e Tenenblat [8], inspirados pela observagao
feita por Sasaki [24], introduziram um estudo sistemético para investigar quais equagoes
diferenciais de determinada classe tinham a propriedade de descrever superficies pseudo-
esféricas.

Uma equacao diferencial parcial £, para uma fungao real u = u(z,t), descreve su-

perficies pseudoesféricas se existe um sistema de 1-formas {wy,ws, w3}, dado por
wi = fudr + frodt,  wy = fadz + foodl, w3 = faidzx + f3adl, (1)

onde fi;, com i € {1,2,3} e j € {1,2}, sdo funcées de x, ¢, u e um nimero finito de
suas derivadas parciais, com respeito a x e t, tais que as equagoes de estrutura de uma

superficie com curvatura gaussiana K = —1,
dw1 :(.U3/\(,U2, du)g = W1 /\Cdg, dw:), :wl/\wg, (2)

com wi A wy # 0 sao satisfeitas se, e somente se, u é uma solucao de £. Observamos que
w3 1= wig € a conexao de Levi-Civita da correspondente métrica, a qual estd definida no

dominio de uma solucao genérica u de £ por
I =w?+uwj (3)
Chern e Tenenblat [8] iniciaram o estudo com as equagoes da seguinte classe:

ut:F(u,um,n- ,8§u). (4)

Exibir as fungdes fi;, com i € {1,2,3} e j € {1,2}, mencionadas na definicao de



equacoes que descrevem superficies pseudoesféricas, pode constituir uma tarefa extre-
mamente dificil. Dessa forma, Chern e Tenenblat [§] impuseram as hipdteses de que
fi; = fij (u, Uy, -+ ,8§u) e foy = m, com n sendo um parametro real. Eles forneceram
teoremas de caracterizacao que contém exemplos importantes de equagoes que descrevem
superficies pseudoesféricas, dentre as quais podemos destacar a equacao de Burgers, a
equagao KdV e a equacao mkdV. Observamos que a classe estudada em [8] é mais ampla
que o problema tratado por Ablowitz, Kaupp, Newel e Segur [1], onde fi; e f3; nao devem
depender do parametro 7.

E sobremodo importante salientar que existem maneiras alternativas de caracterizar
as equacoes que descrevem superficies pseudoestéricas. Por exemplo, as equacoes de es-

trutura sao equivalentes a condicao de integrabilidade do sistema linear

dvt 1 wWa w1 — Ws vl (5)
dv? ] 2\ wtwy  —w w2 )

onde v' = v’ (z,t). Ademais, considerando X e T fungoes suaves a valores em sl (2, R)

le fo1 Ji1— fa ’ T:l Ja2 Ji2 = [f32 ’ (6)
2\ fu+fan —fo1 2\ fiz+ fs —fa2

. ~ T .
podemos, mediante o uso da notagao V := (v!,v?)", reescrever como o problema linear

dadas por

v oV

— =XV, — =TV, 7
ox Tot ’ (7)

com condicao de integrabilidade dada por
DX — D, T+ [X,T] =0, (8)

onde D; e D, sao os operadores derivadas totais com respeito a t e x, respectivamente.
Ademais, por uma computacao simples é possivel mostrar que é equivalente a .

A partir do pioneirismo evidenciado por [8], outros pesquisadores deram continui-
dade ao estudo de outras classes de equacoes diferenciais no intuito de investigar se elas
descreviam superficies pseudoesféricas. Essas equacoes, além de serem a condigao de inte-
grabilidade de um problema linear associado, podem apresentar propriedades importantes
tais como transformacoes de Backlund e infinitas leis de conservagao.

Em 1987, Jorge e Tenenblat [12] classificaram equagdes diferenciais do tipo
Uy = F (U, U, Uz, g , (9)

com a condicdo de que f;; = fij (4, Uy, Ugz, ) € for = 1. Nesse trabalho, Jorge e Tenen-



blat [12] forneceram exemplos importantes de equages que descrevem superficies pseu-
doesféricas, dentre as quais se destaca a equacao de Liouville.

Em 1989, Rabelo [20] caracterizou as equagoes diferenciais do tipo

Uyt = F (U,Ux, e ,8§u) ) (10)

com a condigao de que f;; = fi; (u,ux, e ,8§u) e fo1 = m, com 1 sendo um parametro
real. Nesse trabalho, Rabelo forneceu exemplos importantes de equacoes que descrevem
superficies pseudoesféricas, como a equagao tratada por Konno e Sanuki [15] e a equagao
cubica de Rabelo, mais conhecida atualmente como equacao short pulse. Além disso,

Rabelo [20] analisou condigoes para que uma classe de equagdes de onda nao lineares,

tratada por Calogero em [2], descrevesse superficies pseudoesféricas.

Em 1995, Kamran e Tenenblat [13] generalizaram [8], pois consideraram a equagao
, com a condicao de que f;; = fij (u, Ugy** ,Oiu), sem impor mais nenhuma condigao
adicional. Em 1998, Reyes [23], em certo sentido, também fez uma generalizagao de [§],

pois ele considerou a classe

k
ut:F(m,t,u,ux,--- ,3zu),

com a condi¢ao de que f;; = fi; (x, by Uy, - - - ,8’;u) e fo1 = n, com n sendo um parametro
real. Inspirados nesse trabalho, Catalano e Silva [4] obtiveram uma classificacao de

equacoes da forma

u = A(z,t,u) Uy + B (2, t,u,u,) , A#£0,

com a condi¢ao de que fo; =7, com n sendo um parametro real.
Com excecao de [13], em todos os trabalhos citados até aqui, bem como [21] e [22]
foi utilizada a condi¢do de que fo; = 1. Gomes |19], no entanto, trouxe uma condigao

inovadora nas funcoes f;;, que foi a seguinte:

Jor = bpfii + 1, pp,mp ER,p € {273}- (11)

Ele classificou equagoes diferenciais parciais de quinta ordem do tipo

Uy = Uggzax + G(U, Uy, Ugg s Upza, uxaczm>7 (12>

com a condigao (11). Nesse trabalho, Gomes [19] forneceu exemplos importantes de
equacoes que descrevem superficies pseudoesféricas, como a equacao de Sawada-Kotera,
a equacao de Kaup-Kupershmidt e a equacao KdV de quinta ordem. A condicao foi
posteriormente usada em alguns trabalhos, a exemplo de [7] e [26].

O conceito de equacao diferencial que descreve superficies esféricas, por sua vez, passou



a ser estudado com o advento de um trabalho publicado em 2002 por Ding e Tenenblat [9],
o qual versou a respeito de sistemas de equagoes diferenciais que descrevem superficies de
curvatura constante nao nula. A classe estudada por eles trouxe exemplos importantes,
como a equacao nao linear de Schrodinger e o modelo ferromagnético de Heisenberg.
Uma equacao diferencial parcial £, para uma fungao real u = u(z,t), descreve su-
perficies esféricas se existe um sistema de 1-formas {w1,ws,ws}, dado por (1)), onde fi;,
com i € {1,2,3} e j € {1, 2}, sdo fungbes de z, ¢, u e um nimero finito de suas derivadas
parciais, com respeito a x e t, tais que as equacoes de estrutura de uma superficie com

curvatura gaussiana K = 1,
dwl :wg/\wg, dCUQ :wl/\W3, du}3 = —wl/\wg,

com wi A wy # 0 sao satisfeitas se, e somente se, u é uma solucao de £. Observamos que
w3 = wia € a conexao de Levi-Civita da correspondente métrica.
Seguindo a mesma linha de [9], Castro e Tenenblat [26] classificaram equagoes dife-

renciais do tipo

Ut = Ugqt + )\uuazxx + G(”v uxa u:m:)a )‘ € Ra (13)

com a condicao , tendo o intuito de saber se essa classe continha equacgoes que descre-
viam superficies pseudoesféricas ou superficies esféricas. Nesse trabalho, Castro e Tenen-
blat [26] forneceram exemplos importantes de equagoes que descrevem superficies pseu-
doesféricas, como a equacao de Camassa-Holm e a equacao de Degasperis-Procesi.
Kelmer e Tenenblat [14] classificaram sistemas de equagoes diferenciais que descrevem
superficies pseudoesféricas ou superficies esféricas. Eles investigaram a seguinte classe de

sistemas de equagoes:

Ugt = F (U,UI,U,UI),
Vgt = G (uaum7vvvx)7

com a condicao de que ao menos uma das funcoes fi1, fo1 ou f3; fosse um parametro real.
Nesse trabalho, Kelmer e Tenenblat [14] forneceram exemplos importantes de sistemas
de equacoes que descrevem superficies pseudoesféricas ou superficies esféricas, dentre eles
se destacam as generalizagoes de sistema do tipo Pohlmeyer-Lund-Regge e o sistema sem
dispersao acoplado Konno-Oono.

Outros trabalhos além dos citados anteriormente que tratam a respeito de classificacao
de equagoes diferenciais parciais que descrevem superficies pseudoesféricas ou superficies
esféricas sao [5] e [6]. Nesses trabalhos hd uma série de exemplos que possuem aplicagoes,
um deles é a equagao de astigmatismo constante que, de acordo com [6], descreve tanto

superficies pseudoesféricas quanto superficies esféricas.



De modo geral, os trabalhos descritos anteriormente contém resultados de classificagao
que apresentam uma infinidade de equagoes diferenciais, que sao determinadas em termos
de certas funcoes arbitrarias. Escolhas especiais dessas fungoes fornecem os exemplos
importantes que descrevem certos fenomenos fisicos.

O presente trabalho versard sobre o estudo de equacoes diferenciais parciais de segunda

ordem do tipo

Ut = F (U, Uy, Uy (14)

que descrevem superficies pseudoesféricas ou superficies esféricas. O estudo da classe
descrita em ([14)), em sua generalidade, é extremamente dificil. Em virtude disso, consi-

deraremos uma hipétese adicional no problema linear, a qual consistird em supor f;; =

fij (U, Uy, uxz); com

Jor = pfu, p € R—{0}. (15)

No Capitulo [1] deste trabalho, apresentaremos alguns conceitos preliminares para o
entendimento do estudo de equagoes do tipo (14)) na teoria de Cartan-Kaler [3].

No capitulo [2| apresentaremos os resultados de classificagio que foram obtidos no
nosso estudo e, em seguida, faremos uma aplicagao desses resultados para obter exemplos
de equacgoes que descrevem superficies pseudoesféricas, bem como exemplos de equagoes
que descrevem superficies esféricas. Dos exemplos obtidos no estudo, os que se destacam
no cenario atual em questao de aplicacao sao a equacao de Hunter-Saxton, a equacao
short pulse e uma classe de equagdes de onda nao lineares tratada por Calogero em |[2],
que foi investigada no caso genérico neste trabalho.

Conforme veremos neste trabalho, com a condicao , a equacao de Hunter-Saxton,
que tem a sua origem ligada ao estudo de cristais liquidos neméticos |11], descreve su-
perficies pseudoesféricas, enquanto que a equacao short pulse, que é caracterizada por
descrever a propagagao de pulsos ultracurtos em fibras épticas [25], descreve superficies
esféricas. Além disso, mostraremos que a classe de equacoes de onda nao lineares, estu-
dada por Calogero em [2], descreve superficies pseudoesféricas no caso genérico.

O capitulo (3, por sua vez, foi reservado para as demonstracgoes dos resultados obtidos

neste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Com a finalidade de tornar a teoria das equacoes diferenciais parciais que descrevem
superficies pseudoesféricas ou superficies esféricas mais acessivel, introduziremos, neste
capitulo, todas as ferramentas essenciais, as quais servirao para fomentar todo o desen-
volvimento do trabalho e, para tal, trataremos de exibir aqui algumas defini¢oes bésicas,
proposicoes e observagoes importantes que serao utilizadas ao longo de todo o trabalho.

Na Secao introduziremos a nocao de formas diferenciais num aberto do espaco
euclidiano R?, na Secao serao tratados os conceitos e notacoes essenciais para o en-

tendimento do trabalho de modo geral.

1.1 Formas diferenciais em R?

Para iniciar a nossa abordagem, consideremos o conjunto de todas as aplicagoes li-
neares de R? em R. Esse conjunto é usualmente denotado por (R?)* e recebe o nome
de espaco dual do espaco vetorial R2. Nao é dificil verificar que esse conjunto, com as
operacoes usuais de fungoes, é um espaco vetorial. Além disso, dada uma base arbitraria

{e1, e} de R?, definimos uma base {¢y, ¢»} de (R?)* por

1, se i =7,

0 se i # 7,

pilej) =

com i,j € {1,2}. A base {¢1, 2} é denominada base dual da base {ey, e2}.

Nesta segao, denotaremos por p = (z,¢) um ponto qualquer em um conjunto aberto

U C R? e indicaremos a base canonica de R? mediante a notacao {8_’ E}’ sendo
x

que o = (1,0) e — = (0,1) . Além disso, usaremos também z e ¢ para representar
x

as projecoes de U C R? em R na primeira e segunda coordenadas, respectivamente.

Evidentemente as fungoes projecoes x e t sao diferenciaveis para cada p € U e é uma

computagao imediata verificar que o conjunto {dz,, dt,}, formado pelas diferenciais de x



et em p, é uma base dual da base canonica de R?. Como consequéncia disso, resulta que

0 0
para um vetor v = v;— + va— de R? devemos ter dz,(v) = v e dt,(v) = vs.

ox ot

No que se segue, introduziremos a definicao de 1-forma num aberto de R2.

Definicao 1.1.1. Uma I-forma em um aberto U de R? é uma aplicacdo w que, para cada
p € U, associa w, € (R?)*.

De acordo com a Definigao[I.1.1] para cada p € U, temos um funcional linear associado

w, € (R*)* . Por conseguinte, tendo em vista que {dz,, dt,} forma uma base dual da base
canonica de R?, temos

wy = a(p)dz, + b(p)dt,, (1.1)

em que a,b: U C R? — R sao fungoes reais, isto é, para cada p € U, tem-se a(p), b(p) € R.
No caso em que as fungoes a e b sao diferenciaveis em U, dizemos que w é uma 1-forma
diferencial.

No que se segue, definiremos alguns objetos envolvendo 1-formas. Para tal, sejam
w e ¢ 1-formas definidas num subconjunto aberto U de R% Dai, considerando p € U,
denominamos a aplica¢ao (wy), : R? xR? — R, definida por (wp),(vi, va) = wy(v1)pp(va),
como sendo o produto tensorial de w e . E evidente que tal aplicacao é bilinear, pois
w e ¢ sao aplicagoes lineares; agora no que rege a soma de 1-formas, considerando as
I-formas w e ¢ anteriores, define-se, para cada p € U, a soma delas como (w + ¢), =
wp + ¢p, enquanto que o produto de uma 1-forma 6, definida em U C R?, por uma fungao
real f, também definida em U C R?, ¢ dado por (f6), = f(p)f,, seja qual for p € U.
Consequentemente, se escrevermos w = aydzx + bydt, p = asdx + bodt € 6 = adx + bdt,
teremos w + ¢ = (a1 + ag)dx + (by + by)dt, enquanto que f0 = afdx + bfdt.

Para 1-formas w, ¢ e § quaisquer e uma funcao real f, definidas em um aberto U C R?,

é valido que

(w+¢)f =wb + b,
O(p +w) = 0p + Ow, (1.2)
(fw)p = w(fp) = fwe.

Uma demonstracao das propriedades evidenciadas em pode ser encontrada em [27].

Agora, com a finalidade de introduzir a definicdo de 2-forma em um aberto de R?,

considere o conjunto
A*(R*)* := {B : R* x R? = R; B é uma aplicacio bilinear e alternada}. (1.3)

O conjunto, definido em (|1.3), com operagdes usuais, constitui um espago vetorial. Di-
zer que B é uma aplicacao alternada significa que tal aplicacao muda de sinal quando

permutamos seus argumentos, ou seja, B(vy, vy) = —B(vg, v1) para quaisquer vy, vg € R]%.



Supondo que ¢; e @y sao 1-formas definidas num subconjunto aberto U de R?, obtemos

um elemento ¢; A o € A?(R?)*, definido como se segue:

(901 A 902)(“171)2) = det(90i<vj>>7 i,] € {17 2}7 (1'4)
ou seja,
(1 A p2)(v1,v2) = p1(v1)pa(v2) — @a(v1)pr(v2). (1.5)

Evidentemente (|1.5)) se trata de uma expressao bilinear alternada. Além disso, é impor-

tante ainda mencionar que, como consequéncia de (|1.5)), decorre que
dx N\ dx =0, dt Ndt =0, dx N\ dt = —dt A dx. (1.6)

O objeto, introduzido em ({1.4]), recebe o nome de produto exterior de 1-formas. Note
que, em particular, dx, A dt, € A*(R*)*. Essa expressao serd denotada simplesmente por
(dx A dt), no que se segue. Tendo isso em mente, estamos aptos a introduzir a definigao

de 2-forma num subconjunto aberto de R2.

Definicao 1.1.2. Uma 2-forma em um aberto U de R? é uma aplicacio w que, para cada
p € U, associa w, € N*(R?)*.

De acordo com a Definicao [1.1.2, para cada p € U, temos uma aplicacao bilinear
alternada associada w, € A*(R?)* . Por conseguinte, tendo em vista que (dz A dt), forma

uma base para w, € A*(R?)*, temos
oy = alp)(dr A dt), (1.7

em que a : U C R? — R é fungao real, isto é, para cada p € U, tem-se a(p) € R. No caso
em que a funcao a é diferenciavel em U, dizemos que w é uma 2-forma diferencial.

A proposicao a seguir trata a respeito de algumas propriedades de 1-formas em um
aberto de R?.

Proposigao 1.1.3. Sejam w, 0 e k 1-formas diferenciais definidas num aberto U de R2.
Entao

1. A0+ K)=wAl+wAk.
2. O+ k) ANw=0ANw+KAw.
3. (fu)yNO=wA(fl)=fwNb.

Ao leitor interessado na demonstracao desta proposicao, sugerimos uma rapida con-
sulta em [27].

A seguir, daremos alguns exemplos.



Exemplo 1.1. Seja U C R? um conjunto aberto. Se f(x,t) é uma fungao diferencidvel
de classe C™® de U em R, entdo a aplicagio df : U C R? — (R*)*, que para cada p € U

associa a diferencial de f em p, df,, é uma I-forma diferencial, com df, = f.(p)dz, +

ft (p) dtp .

Exemplo 1.2. A aplicag¢ao ¢ dada por

dr + ——dt, (1.8)

T T e T oy

definida no aberto R* — {(0,0)}, é uma I-forma.
Agora definiremos a diferencial exterior de uma 1-forma diferencial.

Definigao 1.1.4. Seja w = adx + bdt uma 1-forma diferencial. A diferencial exterior de

w, indicada por dw, € definida por
dw = da N\ dx + db A dt.

Observe que a diferencial exterior de uma 1-forma resulta numa 2-forma.

Supondo que a(z,t) e b(z,t) sdo fungoes diferenciaveis de classe C*°, resulta do uso do
Exemplo que da = azdx + a;dt e db = b,dx + bydt. Mesclando isso com a propriedade
e a Defini¢ao [1.1.4] poderemos concluir que se w = adz + bdt, com a(z,t) e b(z, 1)

funcgoes diferencidveis de classe C'™°, entao

dw = (by — a¢) dz A dt. (1.9)

Exemplo 1.3. Considere a 1-forma w = xtdx + (2% + t?) dt definida em R?. Pelo uso da
formula (1.9), com a = xt e b = 2? + 12, obteremos a 2-forma dw = xdx A dt.

Exemplo 1.4. Considere as 1-formas w = tdx + xdt e ¢ = xdx + tdt definidas em R2.
Pelo uso de (1.6)), obteremos a 2-forma w A ¢ = (t* — 2?)dx A dt.

1.2 Fundamentos e notacoes

Os conceitos de formas diferenciais em um aberto de R?, abordados na secao anterior,
podem naturalmente ser estendidos ao R” e ainda, de forma mais geral, a uma variedade
diferenciavel n-dimensional M. Com objetivo de estabelecer o uso da teoria de Cartan-
Kahler [3], para o estudo de equagoes diferenciais parciais do tipo uz = F(u, Uy, Ugs),
estenderemos tais conceitos.

Inicialmente definiremos o conceito de k-forma em um aberto de R" e em seguida
estenderemos a definicao para uma variedade diferenciavel n-dimensional M e, com esses

objetos definidos, trataremos de algumas proposigoes importantes. Com isso em mente,



poderemos finalmente relacionar tais conceitos com o estudo de equacoes diferenciais
parciais do tipo u,; = F(u, uy, u,, ), mediante a Proposicao m

Para iniciar a nossa abordagem, semelhantemente ao que foi feito na secao anterior,
consideremos o conjunto de todas as aplicacoes lineares de R™ em R. Esse conjunto é
usualmente denotado por (R™)* e recebe o nome de espago dual do espago vetorial R”™.
Nao é dificil verificar que esse conjunto, com as operagoes usuais de fungoes, é um espaco

vetorial. Além disso, dada uma base arbitraria {e1,--- ,e,} de R", definimos uma base

{¢17 e 7¢n} de (Rn)* por

1, se 1 =7y,
gi(e;) = o
0sei#j,
comi,j € {l,--- ,n}. Abase{¢1, - ,¢,} é denominada base dual da base {e,--- ,e,}.
Agora se denotarmos por p = (z1,--- ,x,) um ponto qualquer em um conjunto aberto
0 0 0
U C R", denotarmos a base canonica de R™ por { —, -+, —— >, em que — =
0xq oz, 0xy
(1,0 0,0) a—(01 0,0) J = (0,0 1,0) (9_(00 0,1)
)y ”781’2_7’ » My V) 7837”71_77 7aaaxn_77 » My )
e indicarmos z; : R™ — R, i € {1,--- ,n}, como sendo a aplicacao que associa a cada

ponto de R™ a sua i-ésima coordenada, entao evidentemente essa aplicacao serd dife-
renciavel em p € U e, além disso, constitui uma computacao direta a demonstracao de
que o conjunto composto pelas diferenciais das aplicacoes z; em p, {(dzy),,- -, (dzy),},

forma uma base dual da base canonica de R™. Como consequéncia disso, resulta que para

0
um vetor v = vy — +- - - +v,=—— de R", devemos ter (dz1),(v) = vy, -, (dz,),(v) = vy,.
81'1 8xn

Agora no que se segue, definamos o seguinte conjunto:

A*(R")* ;= {B:R" x --- x R" — R; B é uma aplicagdo k-linear e alternada}. (1.10)

O conjunto, definido em , com operagoes usuais, constitui um espaco vetorial. Dizer
que B é uma aplicacao alternada significa que tal aplicacdo muda de sinal na medida em
que permutamos dois de seus argumentos consecutivamente. Além do que foi mencionado
anteriormente, o produto exterior das 1-formas ¢y, -, € A¥(R™)* ¢é definido como se

segue:

(1 Ao Age)(vn, - on) o= det(p(vg)), 4,5 € {1, n}. (1.11)

Tendo em vista que a aplicagao, definida em , ¢ k-linear alternada, temos, conse-
quentemente, 1 A --- A @, € AF(R™)*. Como caso particular disso, concluimos que, para
i gk € {10+ n}, com i < oo < i, temos (dg, ), A A (day,), € AR(R™)*, onde
zj, : R" — R ¢ a aplicacao que associa a cada ponto de R" a sua j;-coordenada. Agora,

para dar seguimento, o conjunto {(dx;, )p/\- . -/\(dxjk)p Sy e € {1,--- ,n}, com j; <
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-+ < ji}, que é uma base para A*(R")*, sera denotado simplesmente por {(dx;, A -+ A dz;, )p :
Jis gk € {1, ,n}, com j; < --- < jr}. Com isso, estamos aptos para definicao de

k-forma em um aberto de R™.

Definicao 1.2.1. Uma k-forma em um aberto U de R™ € uma aplica¢ao w que, para cada

p € U, associa w, € A*(R")*.

De acordo com a Definicao|1.2.1} para cada p € U, temos uma aplicacao multilinear al-
ternada associada w, € A¥(R™)* . Por conseguinte, tendo em vista que {(dzj, A --- A dzj,), :
g1, gk € {1,-+- ,n}, com j; < --- < ji} forma uma base para w, € A¥(R™)*, temos

W(p) = Z ajl...jk (dle FANKIEIRIVAN dCL’jk)p, (]_]_2)

J1<<Jg

em que aj;,...;, sao fungoes definidas em um conjunto aberto U de R". No caso em que as
fungoes a;,...;, sao diferencidveis em U, dizemos que w é uma k-forma diferencial. Ademais,

uma notagao alternativa para (1.12) é w = ZadeJ, com J = (ji, -+ ,Jx), sendo que
J
jl < e <jk:7jl € {17 7n}'
Agora para dar seguimento a teoria, seja M uma variedade diferenciavel n-dimensional.
Para p € M, considere T,,M o espaco tangente a M em p. De forma andloga ao exposto

antes, definamos o seguinte conjunto:

AN(T,M)* :={B: T,M x --- x T,M — R; B é uma aplicacdo k-linear e alternada}.
(1.13)
Com os elementos expostos anteriormente, estamos aptos ao entendimento das definigoes

que se seguem.

Definicao 1.2.2. Seja M uma variedade n-dimensional. Uma k-forma w € a escolha,
para cada p € M, de um elemento w(p) de N*(T,M)*.

Definicao 1.2.3. Uma k-forma diferencial w em uma variedade diferencidvel n-dimensional
M ¢ uma k-forma tal que, em algum sistema de coordenadas, possui representacao dife-

rencidvel.

Daqui para frente, denotaremos o espaco vetorial das k-formas diferenciais na variedade
M por QF(M). Para k = 0, temos tao somente o conjunto Q°(M), formado por todas as
funcoes f : M — R diferenciaveis ou 0-formas na variedade M.

Num contexto mais geral do que estamos trabalhando aqui, existe o conceito de pro-
duto exterior de fung¢oes multilineares alternadas, isto é, dadas uma fungao k-linear alter-

nada B :V x --- x V — R e uma fungao l-linear alternada L : V x --- x V — R em um
—_——— —_———

k fatores [ fatores
espago vetorial V', o produto exterior de B e L é definido e indicado como se segue:

11



1
(B AN L) (Ul, ce ,Uk+l> = W Z (sgna) B (00(1), s 7Ua(kz)) L (Ug(k+1), s 7U0(k+l)) ,

UESk+l

(1.14)
sendo S 0 grupo formado por todas as permutagoes dos elementos do conjunto {1, - - , k+
[}. Afuncdo BAL :V x---xV — R, dad 1.14)), é (k+1)-li It d
} uncao X e X , dada em (1.14)), é (k+1)-linear alternada em

k+1 fatores
V. Para o leitor interessado em saber mais aspectos da teoria, recomendamos, sobre-

tudo, [16], [17] e [28].
Com o que foi tratado no paragrafo anterior, estamos aptos a definir o conceito de

produto exterior de formas diferenciais em uma variedade conforme se segue.

Definicao 1.2.4. Sejam w e @, respectivamente, uma k-forma e uma I-forma, definidas
em uma variedade n-dimensional M. Definimos o produto exterior w/A\y delas como sendo
a (k+l)-forma em M dada por

(WA @) (p) ==wp) Ao,

seja qual for p € M.

A seguir, definiremos a diferencial exterior e o pullback de uma k-forma por uma

aplicacgao.

Definigao 1.2.5. Seja w € QF(M). Supondo que w € localmente dada por w =" ardxr,
com I = (iy, - ,ig), sendo que iy < -+ < iy, iy € {1,--- ,n}, definimos a diferencial

exterior de w por

dw = Z day N dxg.
I

Definicao 1.2.6. Sejam M e N wvariedades de dimensao finita e f : M — N uma fun¢ao

diferencidvel. Se w € uma k-forma em N, definimos a k-forma f*w em M por:
1. ffo=wof, sek=0,

2. (frw)(p) (o1, o) == w(f(P) (dfp(v1), -+ dfp(vr)), sek >0, sendo p € M ¢
V1, .., U € T M.

A k-forma f*w, definida anteriormente, recebe o nome de “pullback”de w por f. Na

proposicao seguinte, apresentaremos algumas de suas propriedades.

Proposicao 1.2.7. Sejam M e N wvariedades de dimensao finita e f : M — N uma

funcao diferencidvel. Entao vale as sequintes propriedades:
1. ff(w+cp) = f(w)+cf*(p), sendo w,p € Q*(M) e c € R.
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2. frlwA @)= f"(w)A f*(p), sendo w € Q¥(M) e ¢ € QY(M).
8. f*(dw) = d(f*w), sendo w € Q¥(M).

Para mais detalhes da Proposigao (1.2.7)), recomendamos [28] e [1§].
A seguir apresentamos a definigao de superficies pseudoesféricas (respectivamente su-

perficies esféricas).

Definigao 1.2.8. Seja U C R? um conjunto aberto munido de uma métrica riemanniana
g. Se U tem curvatura gaussiana constante igual a —1 (respectivamente 1), dizemos que

U é uma superficie pseudoesférica (respectivamente esférica).

Se U é um aberto de R?, entdao munir U de uma métrica riemanniana g de modo que
ele seja uma superficie pseudoesférica (respectivamente esférica) é equivalente a dizer que
U admite um referencial local ortonormal {ey, e2}, de modo que o correferencial {wy,ws} e

a forma de conexao ws, usualmente denotada por wy, satisfazem as equagoes de estrutura

p
dwl = W3 A w9,

de = W1 A ws,

de = 50.}1 A Wa,

wl/\WQ%O,
\

em que § = 1 (respectivamente 6 = —1).
Conforme estabelecido na introdugao, estamos interessados em estudar as equagoes

diferenciais do tipo

Uyt = F(uyul‘audf$)7 (115)

com fungoes f;; dependendo de u, Uy, Uz, €

for = pfun, peR—{0}. (1.16)

Ao longo deste trabalho, usaremos a seguinte notacao:

20 1= U, 21 1= Uy, 29 = Ugy. (1.17)

Com a notacao (1.17)), a equagao (1.15)) sera reescrita como

211 = F(20, 21, 22), (1.18)
e as funcoes f;; serao funcoes que dependem de zy, 21 e 2o, cumprindo (1.16). Além
disso, para uma fungao f = f(z0,21, "+ ,2k), com k > 1, e uma fungdo g = g(z),
i€{0,1,---,k}, usaremos as seguintes notagoes:
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fZi - 82’7;’
para todo i € {0,1,--- . k};
_ 9y
9z = 02/
para todo ¢ € {1,--- ,k};
,_ 99
g =5
20

Agora, conforme o uso da teoria de Cartan-Kéhler [3] na equagao (1.18), bem como a
notagao introduzida em ((1.17)), temos a seguir uma proposigao que relaciona solugoes da

equagao ([1.15) com variedades integrais de sistemas diferenciais exteriores.

Proposicao 1.2.9. Sejam U C R5 wm aberto com coordenadas (x,t, 20, 21, 22) €L 0 ideal

em U gerado pelas formas

HO = dZ() A dt — Zlde‘ VAN dt, H1 = le A dt — ZQdIL‘ VAN dt, (1 19)
My = dz Ade Adt, Ty = dzy Ade + Fdo Adt, '

em que F: U — R ¢ uma funcio diferencidvel que depende de zo,z1 € 2.
(A) I é fechado por diferenciagao exterior, isto é, dZ = 0(modI).
(B) Sejau:U — R, com U aberto de R?, uma fungdo suave. Se u é uma solucio de
Ugt = F (U, Uy, Ugy), (1.20)

entio a aplicagio ¢ : U — U, dado por ¢(x,t) = (x,t, 20(x, 1), 21(2, 1), 2(, 1)), com

20 = U, Ziy1 = Ziz, © € {0,1}, define uma variedade integral de I.

(C) Reciprocamente qualquer variedade bidimensional integral de I, v : V — R>, com

V' aberto em R27 dada por w<p7 Q> = (.I(p’ Q), t(pa q)a ZO(p7 Q)a Zl(p> Q), ZQ(p7 Q)); com
dx e dt linearmente independentes, determina uma solucao local da equagao

21t = F(ZQ, 21, ZQ). (121)

Demonstracao. Item A. Com efeito, observe que

14



dlly, = —dzx ANdx ANdt =dz Ndt Adx
= (dzy Adt — zodx A\ dt) N\ dx
= H1 A dl‘,

dHl = —dZQ ANdx N\ dt = —HQ,

dll, = 0,

dll3; = dF Ndx Adt
= (F,ydzo+ F. dz + F,,dze) ANdx N dt
= F,dxyNdx Ndt+ F,,dzy Ndx Ndt + F,,dze Ndx A\ dt
= —F,dzoNdt Ndx — F. dzy Ndt Adx + F. 11,
= —F,, (dzo Ndt — z1dx AN dt) Ndx — F,, (dzy AN dt — zedx A dt) N dx + F,, 11,
= —F, Iy Ade — F,II, Ade + F,,IL,.

Portanto,

dHO = Hl A d.’ﬂ, dHl = —HQ, dH2 = O,
dH3 = _FZQHO A dx — leﬂl A dx -+ FZ2H2
e, com isso, provamos (A).
Item B. Suponha que u seja uma solugao de (|1.20)). Vamos mostrar que ¢ define uma
variedade integral de Z, em suma, mostraremos que
¢*llp =0, ¢*'I; =0, ¢l =0, ¢*ll3=0.

Com efeito, tendo em vista que ¢*dx = dx e que ¢*dt = dt, obtemos, mediante o uso das

propriedades tratadas na Proposicao [1.2.7] o seguinte:
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o'y = ¢"(dzo N dt — zydz A dt)
= ¢"(dzo) Ndt — ¢"zdx N dt
= d(¢*z0) Ndt — @ zydx N dt
= d(zpo @) Ndt — (z1 0 p)dx Ndt
= duNdt —u,dr Ndt
= (ugdz + wdt) A dt — uzdx A dit
= ugdr ANdt — uydx A\ dt
= (uy — ug)dx ANdt
= 0,

oIl = ¢"(dzy Ndt — zodx A dt)
= ¢"(dz1) Ndt — ¢"zodx A dt
= d(¢*z) Ndt — @ zedx N dt
= d(z10¢) Ndt — (290 ¢)dx N dt
= dug, ANdt — ugdx Ndt
= (Ugedr + Ugydl) N dt — uypdx A dt
= Ugedr N\ dt — ugzdr N dt
= (Ugy — Uge)dx A dt
= 07

¢ lly = ¢"(dze Adx A dt)
= ¢"(dz) Ndx A dt
= d(¢"z) Ndz Ndt
= d(zo¢)Ndx Ndt
= dug, Ndx A dt
= (UpgadT + Uggedt) N dz N di
= 07
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¢l = ¢"(dzy Ndx + Fdx A dt)
= ¢"(dxn) Ndr + ¢"(F)dx A dt
= d(¢*z1) Ndx + (F o ¢)dz AN dt
= d(z10¢) Ndx + (Fo¢)dx Ndt
= duy, Ndz + (Fo¢)dz Ndt
= (Ugedx + Uy dt) Ndx + (F o ¢p)dx A dt
= (—uy + (Fo¢))dx Adt.

Como u é solugao de ([1.20)), por hipdtese, temos —u,; + (F o ¢) = 0, donde ¢*II3 = 0.
Item C. Para i = 0,1, 2,3, temos ¢*II; = 0, pois ¥ é integral em Z. Observe também

que

de Ndt = (xpdp+ z,dq) A (t,dp + t,dq)
= (zpty — x4tp)dp N dg

(z,1)

= detJ (—> dp A dgq,
(P q)

t
isto é, dx A dt = detJ (M) dp N dg. Como dx e dt sao linearmente independentes,

(,q)

temos detJ (%) # 0 em V. Com isso, existem abertos W e W de R2, com W > (x,t)
p,q

eW 3 (p,q), W CV, tal que h: W — W é um difeomorfismo cumprindo h(z,t) = (p, q).
Definamos entéo ¢ : W — R® de modo que ¢(x,t) = (¢ o h)(z,t). Como ¢ é integral
em Z, concluimos que 1; ¢ integral em Z. Dali, pelo uso das propriedades tratadas na
Proposicao [1.2.7] obteremos
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0 = ¢l
= *(dzg A dt — zdx A dt)
= ¢ (dz) A dt —P*zda A dt
= d(}*z) Adt —P*zda A dt
= d(zgo) Adt — (z 0 )dx A dt
= dzg Ndt — zpdx N dt
= (20.dx + zodt) N dt — zpdx N dt
= 2udr ANdt — zdx N dt

= (20, —21)dx N dt.

Como dz e dt sao linearmente independentes, concluimos que z; = 2o .

0 = ¢l
= *(dzy A dt — zodz A dE)
= *(dzy) Adt — ) zpdz A dt
= d(}*z) Adt —)*zoda A dt
= d(z 09) ANdt — (2, 00)dx A dt
= dzy Ndt — zodx N\ dt
= (21,dx + 21,dt) A dt — zodx N\ dt
= 21,dr Ndt — zedx N\ dt

= (212 — 22)dx A dt.

Como dz e dt sao linearmente independentes, concluimos que zo = 21 4.

0 = 1/;*H2
= ¢*(dz Adz Adt)
= ¢*(dz) Adz Adt
= d(*z) Adx Adt
= d(z o) ANdx Adt
= dzx Ndx Adt
= (22003 + 22,4dt) A dx A di

e (:]7
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0 = ¢l
= *(dzy Adx + Fdx A dt)
= *(dz) Adx + ¢*(F)dx A dt
= d(*z1) Adz + (Fo)dx Adt
= d(z o) Adx + (Fo)dz A dt
= dzi. Ndx + (Fod))dr Adt
= (212dx + 2 ,dt) Adx + (F o tp)dz A dt

= (=214 + (Fo))dz Adt.

Como dx e dt sao linearmente independentes, concluimos que z;; = F o1}, donde 1) define
uma solucao local de ((1.21)) e, consequentemente, 1 define uma solucao local de (|1.21]).

]

No que se segue, usaremos a teoria de Cartan-Kéhler [3] para descrever quando
a equagao diferencial parcial (1.18]) descreve superficies pseudoesféricas ou superficies

esféricas. Para isso, considere o ideal J em U, gerado pelas formas diferenciais
Ql = dwl — W3 VAN Wa, QQ == dw2 — W1 VAN Ws, Qg == da}3 - 5W1 VAN W, (122)

em que w; = fidr + fiodt, 1 € {1,2,3}, § = 1 (respectivamente § = —1) e w; Awy # 0.
Na definicao a seguir, U CR®éum conjunto aberto, com coordenadas (x,t, zg, 21, 22)

e F: U — R é uma funcéo diferencidvel que depende de z, z1 € 2s.

Definicdo 1.2.10. Sejam J o ideal em U gerado pelas formas dadas em (1.22) e Z o ideal

em U gerado pelas formas dadas por (1.19) da Proposi¢ao . A equacao diferencial
parcial (1.18) descreve superficies pseudoesféricas (respectivamente superficies esféricas)

se existem fungoes reais suaves f;; : U— R, comiec {1,2,3} ej € {1,2}, tais que

J =1

A seguir introduziremos mais uma proposi¢ao, a qual tem uma importancia fundamen-
tal quanto ao aspecto métrico no que rege o estudo de equacgoes diferenciais que descrevem

superficies pseudoesféricas (respectivamente superficies esféricas).

Proposicao 1.2.11. Sejam U C R ¢ U C R® conjuntos abertos. Suponha que
Ugt = F(u, Uy, Uy (1.23)

descreva superficies pseudoesféricas (respectivamente superficies esféricas) com fungoes
fij - U R, ic {1,2,3} e j € {1,2}. Entdo, para cada solucio u : U — R de
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[T23), a aplicagio ¢ : U — U, dada por ¢(z,t) = (x,t,u(x,t), uy(z,t), uze(x,t)), define
uma métrica riemanniana em U, dada por (¢*wi)* + (¢*we)?, com curvatura gaussiana

constante igual —1 (respectivamente 1).

Demonstragao. Seja u = u(x,t) uma solugao de . Pela Proposic¢ao m, item (B),
temos ¢*Il; = 0, ¢ € {0,1,2,3}, em U. Agora, uma vez que descreve superficies
pseudoesféricas (respectivamente superficies esféricas), concluimos, mediante o uso da
definigao, que ¢*Q); = 0, ¢ € {1,2,3}, em U, com § = 1 (respectivamente 6 = —1). Isso

somado ao uso das propriedades tratadas na Proposicao [1.2.7] terd como consequéncia

d(¢*w1) = ¢*wz A P*wo
d(¢*wa) = ¢*wi A ¢*ws (1.24)
d(¢*ws) = 6" w1 A ¢*wy

em U.

Por outro lado, tendo em vista que w; A wy # 0 em U, concluimos, conforme o uso
adequado da Proposicao [1.2.7, que ¢*wi A ¢*ws # 0 em U. De fato, ¢*w; A ¢*wy =
¢* (w1 A we) # 0, pois wy A ws # 0 em U.

Das consideragoes anteriores, podemos concluir que {¢*wy, ¢*wo} é um correferencial
moével em U, com forma de conexao ¢*ws em U. Assim, U é uma superficie pseudoesférica
(respectivamente esférica) com métrica em U, definida naturalmente por (¢*w;)?+(¢*ws)?.

O

Fazendo o abuso de notagdo ¢*w; := w;, podemos reescrever (|1.24) meramente como

d(,dl = W3 VAN Wa, dCUQ =wi A w3, dCU3 = (5&)1 A wWa, (125)

em que § = 1 (respectivamente 6 = —1) em U. Além disso, mediante o abuso de notagao
mencionado, a expressao (¢*w;)? + (¢*wq)? pode ser reescrita como w? + wj.

Com o uso da construcao feita até aqui e a identificacao de “¢*w;”com “w;”, esta-
mos aptos a tratar, por uma via equivalente aquela versada na Definicao [1.2.10, o que
significa uma equagao diferencial parcial, no nosso contexto, descrever superficies pseu-
doesféricas (respectivamente superficies esféricas). Entdo no que se segue, trataremos de
uma definicao equivalente a Definicao [1.2.10}

Na definigao seguinte, assumiremos, de maneira implicita, que as funcoes f;; sao tais
que i € {1,2,3} e j € {1,2}.

Definigao 1.2.12. Uma equagao diferencial parcial dada por (1.15)) descreve superficies
pseudoesféricas (respectivamente superficies esféricas) se existem fungoes f;; dependentes
de u, Uy € Uy, tais que as 1-formas w; = fipdx+ fiodt, i € {1,2,3}, satisfazem as equagoes

de estrutura
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(
dw1 = W3 VAN Wa,

du)g = W1 VAN Ws,

dw3 = 5&.)1 A wa,

\wl /\UJQ 7& 0,

com § =1 (respectivamente —1) se, e somente se, u € solugcdo da equagao (|1.15)).

A construcao feita anteriormente nos permite dizer que a Defini¢ao|l.2.12|e a Definicao
1.2.10] sao equivalentes.
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Capitulo 2

Uma classe de equacoes diferenciais
que descrevem superficies
pseudoesféricas ou superficies

esféricas

Na secao [2.1] apresentamos o lema de caracterizagdo, na secao [2.2) sao exibidos os
teoremas de classificacao. Eles sao os resultados centrais deste trabalho. Por fim na secao
2.3 fornecemos alguns exemplos. Além disso, em todos os resultados deste capitulo, até
mesmo quando nao for mencionado, estaremos sempre trabalhando com funcoes definidas

em conjuntos abertos e conexos.

2.1 Lema de caracterizacao

A seguir, trataremos do lema de caracterizacao, o qual se consolida por ser o lema
mais importante, visto que ele sera usado, mesmo que de maneira indireta, nos demais

resultados. Nele assumiremos que as funcoes f;; sao tais que i € {1,2,3} e j € {1,2}.

Lema 2.1. Considere U C R?® um conjunto aberto e conexo ¢ F : U C R* — R uma
funcao diferencidavel que depende de zy, 2y € z5. Uma equagao diferencial parcial do tipo
211 = F (20, 21, 22) descreve superficies pseudoesféricas (caso 6 = 1) ou superficies esféricas
(caso 6 = —1), com 1-formas associadas w; = fudx + fiodt, i € {1,2,3}, em que f;; :
U — R sao funcgoes diferencidveis que dependem de 2y, z1 € zo, com a condi¢ao for = pfi1,

p € R—{0}, se, e somente se,

fitzo = fito =0, i € {1,3}; (2.1)

fz'2,z2 - 07 (NS {17273}a (22)
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1
—fu F+ Z fi2,5,241 — fs1fao + pfi1fz2 =0,
1=0

1
—pfir F + Z fo2, 241 — fuifs2 + faifiz =0, (2.3)

=0

1
—fa1, F + Z fa2,2 2141 + 0 f11 (pfrz — fa2) = 0.

1=0
(1 + luz)flzl,zl + f??l,zl 7é 07 (24)
Jin (ufrz — fa2) # 0 (2.5)

em U.

O Lema nos dd uma série de informacoes sobre as funcoes f;; como, por exemplo,
a expressao (2.1) nos diz que fi1 = fi(z1), @ € {1,3}, isto é, as fungoes f;;, ¢ € {1, 3},
dependem apenas de z;, enquanto que a expressao nos diz que fis = fia(20,21),
i € {1,2,3}, ou seja, as fungoes fio, i € {1,2,3}, dependem apenas de zy e z;. A priori,
mesclando as duas informacgoes supracitadas junto com a hipétese geral de que fo; = pfi1,
p € R — {0}, podemos tao somente deduzir de antemao que as funcoes f;; de modo geral
independem de z5.

As expressoes, dadas em ([2.3), por sua vez, mostram como as funcoes fi;, que sao
os coeficientes das 1-formas w; = fidr + fiodt, i € {1,2,3}, estao relacionadas com a

equagao diferencial z;; = F(zo, 21, 22).

2.2 Resultados de classificacao

Nesta secao, exibiremos os resultados obtidos. A demonstracao deles se encontram,
em detalhes, no Capitulo

Ao longo deste trabalho, usaremos a seguinte notagao:

fll,zl f31,zl f31,2121 fll,zlzl

fll f31 f31,z1 fll,z1

Esquematicamente, os resultados de classificacao estao divididos em cinco teoremas con-

E= (2.6)

)

forme o diagrama a seguir:
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fll,z1 =0
Teorema 2.1]

=1
Teorema

/

d=—1
Teorema

fir #0

P=0
Teorema [2.4]

E+0

/

P40
Teorema

O Teorema fornece as equacoes 21, = F'(29, 21, 22) e as funcoes f;; associadas no

caso em que fi1,., = 0, em um conjunto aberto e conexo.

Teorema 2.1. Considere uma equagao diferencial parcial do tipo z14 = F(zo, 21, 22) que
descreve superficies pseudoesféricas (caso § = 1) ou superficies esféricas (caso 6 = —1),
com 1-formas associadas w; = fidx+ fiodt,1 € {1,2,3}, tais que as func¢oes f;; satisfazem
@-1)-R2.5) e far = pfi1, p € R—{0}. Entdo fi1., =0, em um conjunto aberto e conexo,
se, e somente se, a equacao diferencial € dada por

2p = (0 + P0) 2+ (67 + 3 23— 079,

onde ¢,y € R —{0}; ¢ = ¢(20) € uma funcio diferencidvel tal que ¢" (¢ + c*p) #0 e as
funcoes f;; associadas sao dadas por

f11=\/%, fi2 = c(—pd' + cod) fi1,

fo1 = pfi, fo2 = c(¢" + pco) fuu,
f31 = ¢z, fs2 = c(¢" + ) 21,

sendo o = £1.

O Teorema fornece as equacoes z1; = F'(zg, 21, 22) e as fungdes f;; associadas no

caso em que fi1., # 0 e £ =0, em um conjunto aberto e conexo.
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Teorema 2.2. Considere uma equagdo diferencial parcial do tipo z1, = F(20,21,22)

que descreve superficies pseudoesféricas (6 = 1), com 1-formas associadas w; = fidr +

fiedt,i € {1,2,3}, tais que as fungoes f;; satisfazem (2.1)-(2.5) e for = pfir, p € R—{0}.
Entao fi11., #0 e E =0, em um conjunto aberto e conexo, se, e somente se, a equagao

diferencial ¢ dada por

1
21 = . (I, 20 + lyz1 + bh)
Z1

onde b€ R—{0}; h = h(z1) el =1(zy,21) sao fungoes diferencidveis tais que h,,,, #0 e

l., # 0 e as funcoes fi; sao dadas por

/3
fii=h, f12:l+—0 '[Lleb

fo1 = ph, fao = pul,

b
fsr =0\ +1h, f32=0\/ﬂ2+1l+;,

Y

sendo o = +1.
O Teorema [2.3] é um resultado de inexisténcia.

Teorema 2.3. Nao existe equagao diferencial parcial do tipo z1; = F(20, 21, 22) que des-
creve superficies esféricas (0 = —1), com 1-formas associadas w; = fudr + fiodt,i €

{1,2,3}, tais que as funcoes f;; satisfazem (2.1)-(2.5), com for = pfi, p € R — {0},

fii,, #0 e E =0, em um conjunto aberto e conexo.

O Teorema fornece as equacoes 21, = F'(29, 21, 22) e as funcoes f;; associadas no

caso em que fi1,, # 0, £ # 0 e P =0, em um conjunto aberto e conexo.

Teorema 2.4. Considere uma equagao diferencial parcial do tipo z1 4 = F(zo, 21, 22) que
descreve superficies pseudoesféricas (caso § = 1) ou superficies esféricas (caso 6 = —1),
com 1-formas associadas w; = fadr+ fiodt,i € {1,2,3}, tais que as func¢oes f;; satisfazem

(2.1)-(2.5) e for = pfir, p € R—{0}. Entio f11.,E #0 e P =0, em um conjunto aberto
e conexo, se, e somente se, a equacao diferencial é dada por

21 = (¢ + Bo) 22 + (¢" + Be') 27 — 50,

onde >0, 8 #0; ¢ = ¢(20) € uma fungao diferencidvel tal que ¢" (¢" + Bp) # 0 e as
fungoes fi; sao dadas por
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o\

8
for =i, fa=cfn+ L fu= (ks o)
21 11 31 11 k’ 11 k\/% 1

] S
fra= 2L (@ 4+ o) a + TV g - D)

p (" + Bo) 21 — [ MCB

f22—
o, B (% +1
f32— c(¢" + Bo) 21 — B(Mk )¢:|7
w41 -
onde k =& 7 b= =62+ 1); cétal que fb>0; 0 =+1 ed = +1.

O Teorema fornece as equagoes z1; = F'(20,21,22) € as funcoes f;; associadas
no caso em que F # 0 e P # 0. Uma fato importante a mencionar é que conforme o
diagrama do inicio da se¢ao, terfamos que incluir a hipdtese de que fi1., # 0 no enunciado

do Teorema [2.5, mas isso foi omitido, visto que P # 0, por si s6, ja acarreta fiy ., 7# 0.

Teorema 2.5. Considere uma equagao diferencial parcial do tipo z1 4 = F(zo, 21, 22) que
descreve superficies pseudoesféricas (caso § = 1) ou superficies esféricas (caso 6 = —1),
com 1-formas associadas w; = fadx+ fiodt,i € {1,2,3}, tais que as funcgoes f;; satisfazem
@I)-R25) e for = pfir, p € R—{0}. Entio EP # 0 se, e somente se, a equagao
diferencial com as correspondentes funcoes fi; sao de um dos tipos (I) e (II) a sequir.

(I) A equagao diferencial possui a forma

u I, —&(p*+1)hh, c
— b -
o { (ILLQ + 1) (hz1l - hlz1) |: " 21 C * .
[
21 Tl — hl., ’

sendob € R— {0}, c€ R eh = h(z), l =1(z1) e ¢ = ((20) fungdes diferencidveis nao
constantes que satisfazem as equagoes

A (bl —hauly) 1 {zzm — 5 (2 + 1) hh,, o
(ho,l — hl.)? bl z(hal—h,) ].° '
" —bC =0 (2.8)

e as desigualdades
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(hZ1l - hl21) (hZ1lZ1Z1 - h2121l21) 7é 07 (29)

]
b+
(MQ + 1) (hZ1l - hl21) |: 21

Neste caso, as correspondentes funcoes f;; sao dadas por

I, — 6 (12 + 1)hh21] et ; 20, (2.10)

fin=nh, fa1 = ph, fa1=1,

i hll,, — 6 (u* + 1) hh,,] ch
= bz1h
Je = ey i = i) { Al w
2
I h{il,, — 1) hh,,]
- bz1h, + ch,
s <u2+1><h211—hzzl>{21 o
p L[, 5(u +1) hh,,]
= bz,
f32 (/~L2 + 1) (hZ1l - hl?q) { e " C
(II) A equagio diferencial possui a forma
wm w(mzo + a) (kz1h +1)
=W+ + , 2.11
= W Gt = 21
onde
Mk m o nm / 2! (hz1lzlz1 — hzlzllzl) 1
W=—""(=2+azx+c)— dz + |, (212
;ﬂ+1<2% o C> Lﬂ+1 (hol —hL? Tk 212

sendo a,m € R tais que a®> + m? # 0; k,e,n € R e h = h(z) el = 1(z) sdo fungoes

diferencidveis nao constantes tais que

(2 =6 (u* + 1) h*] | = 2kz1 (hsyl = BL,), (2.13)
(hzll - hlZl) (hz1lz1z1 - hz121l2’1) 7é 07 (214)

m
W+ . # 0. (2.15)

(MQ + 1) (hz1l - hlzl)

Neste caso, as correspondentes fungoes f;; sao dadas por

fu=nh, fa=1, Ja = ph, (2.16)

27



pmzih,, u?(mzo + a)

fio=hW +

(1 +1) (hzyl = AL, ) pr41
pmzih, p(mzo + a)
= u|hW - 2.17
R R E ] R 247
fio = W+ el

(:U'2 + 1) (h21l - h121)

Agora no que se segue, apresentaremos um corolario do Teorema

Corolario 2.1. Considere uma equacao diferencial parcial do tipo z1; = F(zo, 21, 22) que
descreve superficies pseudoesféricas (caso § = 1) ou superficies esféricas (caso 6 = —1),
com 1-formas associadas w; = fadr+ fiodt,i € {1,2,3}, tais que as fungoes fi; satisfazem
@I)-R5), fa = ufir, p € R—={0}, e EP # 0. Se a equagio z1; = F(z20,21,2) €
as fungoes fi; sao dadas pelo tipo (II) do Teorema sendo (2.13)), (2.14) e (2.15)

satisfeitas, entao k = 0 se, e somente se, a equacao diferencial possui a forma

opm
21t =
v

onde a,m € R sdo tais que a> + m? #0; v € R— {0}, 0 = &1 e h = h(21) € uma funcgdo

VT 5/ z1h, n op(mzo + a) VT
) - 2l ==kt 5 )
(1 + 1) he, VT f (1 + 1) hey

diferencidvel tal que

h., # 0, T:=6(*+1)h*+v >0, (2.18)
opm VT _s Zlhzld _n 40
v | (@ + 1), VT p’

Neste caso, as fungoes fi; associadas sao dadas por
Jiu=nh, f31=U\/T, Jo1 = ph,

oumaNT  p® (mz + a)
v(p*+1) p?+1

5 h,
f12=—[0'um A d1+n}h+

v VT

5 h. T +
el - {0 pn [ ahe ?7} B 0'/”71221\/_ B M(m;o a)
v VT v(p?+1) pw?+1

) 21h 5 h
fro = =0T {O A Lz 77} 4 AR
v VT v

bl

Y
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Nos resultados enunciados nesta segao, pode ocorrer eventualmente a situacao em que
Uy = DG, (2.19)

para alguma escolha das funcoes arbitrarias. Neste caso, (2.19) se reduz a uma equagao
de primeira ordem, que nao constitui o nosso objeto de estudo e deve ser abordado de

forma diferente.

Observagao 2.2.1. A notacio D, que aparece na expressao (2.19) estd denotando a

derivada total em x.

2.3 Exemplos

Nesta secao, forneceremos alguns exemplos que mostram a aplicabilidade dos teoremas
tratados na secao anterior. Utilizaremos a notacao classica de equagoes diferenciais do
Exemplo ao Exemplo [2.15] mediante a correspondéncia estabelecida em ([1.17)). No
Exemplo [2.16] nao serd usada a notacao classica, pois é menos pratica para oS nossos

propositos de generalidade. Por fim, exibiremos outros exemplos com o uso do Exemplo

2. 10

Exemplo 2.1. A equacdo de Hunter-Sazxton

U
2

descreve superficies pseudoesféricas. Com efeito, se considerarmos

2
T

2b

2eur , I(u,uy) = —uh + ma,

h(ug) = myus

com my,b € R — {0} e my € R, na classe descrita pelo Teorema teremos a equacgao

(2.20) com funcoes fi; associadas

2b
fi1 = myudene, fi2 = —ufii +mg +

Y

a\/,tﬂ—l—lb
u

fo1 = pfir, foo = p(—ufin +my), (2.21)
b
far=o0vp?+1 fu, f32=0\/ﬂ2+1(_uf11+m2)+;v
sendo 1 € R — {0} e 0 = £1.

Exemplo 2.2. A equacao cibica de Rabelo, também conhecida como equacao Short Pulse,

Unt = U +uu? +u (2.22)
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2
descreve superficies esféricas. Com efeito, se considerarmos p(u) = — —1,c=1, v =1,

oc=1¢ed = —1 na classe descrita pelo Teorema teremos a equagdo (2.22)) com

funcoes f;; associadas

f 1 / ( P 1) f
pr— —’ = —_— u _— s
11 M2 1 12 1% B 11
w2
Jar = pfin, Joo = [UﬂLM(?—l)] Ji1, (2.23)
2
u
f31 = Uy, J32 = Euxa
com u € R —{0}.
. uw4u—1
Exemplo 2.3. Considerando ¢(u) = ————, ¢ = /2, v = 1 e 0 = 1 na classe

2
descrita pelo Teorema[2.1], teremos a equagdo

1
Uy = (U + ) Upy + (2u+ 1) u2 — 6 <u + 5) , (2.24)

a qual descreve superficies pseudoesféricas (caso 6 = 1) ou superficies esféricas (caso

0 = —1) com fungoes fi; dadas por

1 V2u (2u+ 1
fii = —/——, fi2 = U2+U—1—L) fi1,
Vi? 41 2
V2 (2u +1
fo1r = pfi1, foo = M(U2+U—1)+¥ fi1,

fa1 = V2uq, fr2 = V2 (u* + u) ug,
com u € R —{0}.

Observacao 2.3.1. Note que as equagoes (2.20), (2.22) e (2.24) podem também ser

reescritas, respectivamente, como

1 1 1 1 1
(ur + uuy), = 5””2“ Ut = (U?) 2o + 1, Ugp = (§u3 + §u2) — (u + 5) .

)

Exemplo 2.4. Considerando ¢(u) =u —cos(u), f=1,0=1,6=1,0=—-1,c=0c¢e

o =1 na classe descrita pelo Teorema[2.4], teremos a equagao

Upt = Ulgy + u2 + sen(u) + 1,

a qual descreve superficies esféricas com fungoes f;; dadas por
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Ug

f21:,uf117 f31=17 f11:—7
Vi +1

uty + 1 (sen(u) + 1)

f12 = ILL2 1 )
fop = puu, — (sen(u) + 1)
IEES

f32 = u — cos(u),

com pu € R —{0}.

Exemplo 2.5. Considerando h(u,) = u? e l(u,u,) = u*u? na classe descrita pelo Teo-

rema |2.4, obteremos a equacao

b
com b e R — {0}, a qual descreve superficies pseudoesféricas com fungoes f;; dadas por

o/ 12+ 1b

fllzu?w f12:u2u§+ i

for = /wia fo2 = HU2U§;
b
fa1 =0/ +1 U2, fao =0/ 2 +1 u%i#—;,
compu € R—{0} ec ==+1.

Exemplo 2.6. Considerando h(u,) = u, no Coroldrio obtemos a equagao

ou(mu+a) /6 (u2+1)u2 +v
p?+1 ’
com a,m € R tais que a*> + m* # 0; p,v,y € R—{0};6 = £1 e 0 = +1, a qual

Ugt = —YUgzz +

descreve superficies pseudoesféricas (caso § = 1) ou superficies esféricas (caso § = —1)

com fungoes f;; dadas por

fi1 = ug, f31=0\/5(ﬂ2+1)ug;+7/7 fo1 = pag,

2
L muta)
B w(mu + a)
fo2 = —pryug 21
wm
fa2 = — 07\/5(u2+1)u§+y+u2+1 ,

com
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S(WP+1)ul+v>0,

ViE+1

1

Exemplo 2.7. Considerando 6 = —1, v =p*+1, 0 =1, m = ,y=—1lea=0

no Exemplo obtemos a equagao

Uzt = Uy + U/1 — U2,

a qual descreve superficies esféricas com fungoes f;; dadas por

fi1 = g, fs1 =1 +1y/1—u2, Jo1 = pg,

f12:um+ a u,
Vi +1
U
= Uy — —F—,
foo = 21
1
=2+ 1/1—u2 - ———,
f32 \/M \/ 211

com

u? <1, peR—{0}.
Exemplo 2.8. Considerando h(u,) = senh(u,), § =1, v=p*+1,0=1ea =0 no

Coroldrio obtemos a equagao

2
Upt = — [Mmﬁg’ (% — 1) + 7} Uge + pmbu,

com p,m € R — {0}, 6 = e v € R, a qual descreve superficies pseudoesféricas

1
Vir+1

com funcgoes f;; associadas dadas por

cosh(uy)

fi1 = senh(uy), f31 = 7 Jo1 = p senh(uy),

pmt? 2 3 2,02
fio = — 5 s + v | senh(ug) + pmb3uzcosh(u,) + p*mb*u,

3
foo=p [— (/”7;9 u? + 7) senh(uy) + pm@3uzcosh(u,)| — pmb*u,

1
fo2o=—7

03
p (ﬂufC + ’y) cosh(ug) + pmb?u,senh(uy,).

2
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Exemplo 2.9. Considerando ¢(u)
descrita pelo Teorema[2.4], teremos a equagio

1

a qual descreve superficies superficies pseudoesféricas com funcgoes f;; dadas por

Vi 1

%7ﬁ:1,9:1;&:1,a:1eézlnaclasse

Jo1 = pfi1, Js1=cfi1+ k\/l:)(kux—c),

?

k

e b—c
Ji2=—2 “ﬂf+'u—>,

i 2k
22 — \/Z KUy 2]{7 9
u [ 2 1
f32 e_ -Cux - (Iu 2_1: ):| )

onde k= /2 +1,b=c— (2 +1), comueR—{O}eceR—[—\/,LLQ—i-l,\//ﬂ—i-l].

Exemplo 2.10. Considerando h(u,) = —e™ e l(u,u,) = e*u, na classe descrita pelo

Teorema (2.2, obteremos a equacao

Ugt = eu—&-m (uxx + ui) _ b’

com b € R — {0}, a qual descreve superficies pseudoesféricas com fungoes fi; dadas por

cr\/,u2+1b

Uz

fi1=—e "=, 12 = €Uy + )
1
for = —pe =, foo = petuy,
b
fa1 = —o\/ 2+ 1 e ", fao =02 +1 e“uz—i-;,

comp € R—{0} eoc =+£1.

Exemplo 2.11. Considerando ¢(u) =u? —2, 6 =—1,v=3,c=1 e o = —1 na classe
descrita pelo Teorema[2.1], teremos a equagdo

Uptr = UUgy + 2uu? + 181, (2.26)

a qual descreve superficies esféricas com funcoes f;; dadas por

33



-3

fll = \/ﬁ>

Jor = pfin, fa2 = [2u+ p (u® = 2)] fu1,

_ _ .2
= U, —
fa1 = uy fa2 = u Uy,

fi2 = (—2pu + u® — 2) fi1,

com 1 € R —{0}.

Exemplo 2.12. Considerando h(u,) = —e™*") J(u,u,) = b(u+u,), b € R — {0}, e

o =1 na classe descrita pelo Teorema|2.2, obteremos a equagao

b [esenh(uz) (uzz + Uw) — ]_]
cosh(uy)

Ugt = )

a qual descreve superficies pseudoesféricas com funcoes fi; dadas por

i)

fll = _e—senh(uz)’ f12 =b (U + Uy +
i
for = —pe—senhlus) fo2 = bp (u+uy),
1
far ==/ 41 emsenilus), fa2 =10 { i+ 1 (u+ug) + ;] )
com u € R —{0}.

h
cosh(W) g1 p=15=10=1c¢

Exemplo 2.13. Considerando ¢(u) =
d = —1 na classe descrita pelo Teorema[2.4), teremos a equagao

1
Ugy = COSh(U) Uy, + senh(u) (ug + 5) ,

a qual descreve superficies esféricas com fungoes f;; dadas por

Ug
fo1 = pfi, fa1=1, fil = ——,
Vi?+1
1 h(ty
,LL2+1 2
1 senh(uz))
= ——— | pcosh(u)u, — ———= |,
f22 \/'[T—i—]_ (:u ( ) 2
cosh(u,
f32 - 2( )7
epneR—{0}.

1
sendo ¥ = ———
Ve 41

Exemplo 2.14. Considerando h(uy) = u2, l(u,uy) = €%, b = 2 e 0 = 1 na classe

descrita pelo Teorema obteremos a equacao
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2
Ugt = euru:px + Uy,

a qual descreve superficies pseudoesféricas com fungoes f;; dadas por

2 2\/,U2+1

fllzugzgy f12:eu:c+—’

Jar = pfin, f22=,u€u32”7
2
fsr =2+ 1 fu, f32=\//12+16u?”+;a

com p € R—{0}.

~Y

Exemplo 2.15. Considerando l(u,u,) = (arctg(u) + «) (arctg(u,) +e€), em que m =
3,14 e e 2 2,71; h(u,) = €" e o = 1 na classe descrita pelo Teorema obteremos a

equacao

" — 1 [(arctg(u) + 7T> - (arctg(ux) + e) vt be“l} |

el 1+u? 1+ u?

a qual descreve superficies pseudoesféricas com fungoes f;; dadas por

\/u2+1b

fi1 = e¥=, fi2 = (arctg(u) + 7) (arctg(u,) + €) + .

Jo1 = pf, foz = p(arctg(u) + ) (arctg(u,) +e),

fa =V +1 fir, fo2 =/ p? + 1 (arctg(u) + ) (arctg(u,) +e) + %’

com u € R —{0}.

No exemplo que se segue, consideraremos uma classe de equacoes de onda nao lineares
Uzt + Uy + G(ug) = 0, (2.27)

a qual foi estudada por Calogero [2]. Mediante o uso de (|1.17), podemos reescrever a
equacao (2.27) como
21 + Z0%2 + G(21> = 0. (228)

Exemplo 2.16. Se G # 0, a classe de equagdes de onda nao lineares (2.28)) descreve
superficies pseudoesféricas. Com efeito, se considerarmos
f(zl—_b)dz
h(z1) = mye! \"a ) 0 (20, 21) = —20h + Mo,

com my,b € R — {0} e my € R, na classe descrita pelo Teorema teremos a equacao

(2.28) com funcoes f;; associadas
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fu= m1€f(%)dzly fi2 = —z0fu1 +ma + %2—1—11%

far = pfa, foo = 1 (=20f11 +ma), (2.29)

f31:U\/,lT+1 fii, f32—0\/m(—20f11+m2)+§;
sendo p € R—{0} e o = +1.

Usaremos o Exemplo para construir alguns exemplos conforme se segue.
Exemplo 2.17. Se considerarmos G(z) = C(;Z;T_(:l)’ beR—{0}, em e (2.29),
obteremos, respectivamente, a equacgao diferencial

214 + 2022 + % =0, (2.30)
e fungoes f;; dadas por
fi1 = myesenhte Ji2 = —z0f11 + ma2 + %mb,
far = pfi, fa2 = p (=20 f11 +m2), (2.31)

b
fsr =02 +1 fi1, f32ZU\/#2+1(—Zof11+m2)+;,

com p,m; € R—{0}; ¢,ms € R e 0 = +1. Portanto a equagao (2.30) descreve superficies

pseudoesféricas com fungoes f;; dadas por (2.31)).
Na notagao classica, podemos concluir que a equacao diferencial

+ N el B
Uzt + Ullyy
! cosh(uy)

descreve superficies pseudoesféricas com fungoes f;; associadas

o/ p?+1
fll — ,rnlesenh(uI)-ﬁ-C7 f12 = _ufll + mq + /JJT[)

fo1 = pfir, fo2 = p(—ufin +ma),
b
fsi =012 +1 fiq, f32:UvN2+1(—Uf11+m2)+;7

com b, u,m; € R —{0}; ¢,my € Re o ==1.

2
Exemplo 2.18. Se considerarmos G(z1) = %1 em (2.28)) e (2.29), obteremos, respectiva-

mente, a equagao

2

z
214 + 2922 + 51 = O,
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e fungoes f;; dadas por

2b
f11 = mye‘zie, fi2 ==z f11 +ma + )

o/ 1?2+ 1b
1
for = pfi1, fao = p(—20f11 +ma), (2.33)

b
far =0\ p?+1 fu, f32:U\/M2+1(—Zof11+m2)+;’

com b,u,m; € R—{0}; e;myg € R e o = £1. Portanto a equagdo (2.32) descreve

superficies pseudoesféricas com funcgoes f;; dadas por (2.33)).

Considerando ¢ = 0 e a notagao cléssica ((1.17), no Exemplo [2.18, obtemos a mesma
configuragao do Exemplo 2.1}
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Capitulo 3
Demonstracoes dos resultados

Neste capitulo, fornecemos as demonstragoes dos teoremas de classificacao. Inicial-
mente apresentamos a prova de alguns lemas auxiliares que serao utilizados posteriormente
na demonstracao dos teoremas mencionados. Além disso, em todas as consideragoes deste
capitulo, até mesmo quando nao for mencionado, estaremos sempre trabalhando com

funcoes definidas em conjuntos abertos e conexos.

3.1 Demonstracao do Lema 2.1

Nesta se¢ao, apresentamos de maneira breve, a demonstracao do lema principal que é

o lema de caracterizacao.

Demonstracao. Suponha que a equagao diferencial parcial z;; = F(zo, 21, 22) descreva
superficies pseudoesféricas (caso § = 1) ou superficies esféricas (caso 6 = —1), com 1-

formas associadas w; = fadr + fiodt,i € {1,2,3}, tais que as funcoes f;; satisfacam

(2.1)-(2.5) e for = pfi1, u € R—{0}. Da Proposigao [1.2.9} obtemos

dzo N\ dt = z1dx N dt, dzy N\ dt = zedx A dt,

(3.1)
dzo Ndx Ndt =0, dzy Ndx = —Fdx A dt.
Além disso,
dw1 = W3 A wa,
dwy = wi N ws, (3.2)

dW3 = 5&]1 VAN Wa,

com § = £1 e wy; Awy # 0. Ora, o sistema (3.2]) pode ser reescrito como
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dfir N dx + dfia A dt — (fs1f20 — for fao)dw A dt =0,
dfor N dx + dfoy AN dt — (fi1fj3 — farfi2)de Adt =0,
dfsi N dx + dfsy A dt — §(fi1foe — forfr2)dz Adt = 0.

2
Portanto, tendo em vista que df;; = g fij»dz, a expressao anterior se reescreve como

1=0
2 2
Z fi1,,dz A dx + Z frzdz N dt — (fs1faa — forfse)dx A dt =0,
=0 =0
2 2
Z for,5,dz N dx + Z fazdzy N dt — (fi1fs2 — farfiz)de A dt =0, (3.3)
=0 =0

2 2
Z f31,zldzl N dx + Z f327zld7«'l Adt — 5(f11f22 — fglflg)d$ Adt = 0.

=0 =0

Por outro lado, como w; A ws # 0, devemos ter

f11f22 - f21f12 7& 0. (34)

Por hipétese fo; = pfi1, 1 € R —{0}, portanto, a expressao (3.4]) se reescreve como (2.5)).
Além disso, (3.3) se reescreve como

2

2
Z fi1,5,dz N dz + Z fr2.,dz A dt — (f31fae — pfin faz) de A dt = 0,
1=0 1=0

2 2
Z ,U/flelel A dz + Z fQQ’ZZle A dt — (fllfgg — f31f12) dz A dt = O, (35)
=0 =0

2 2
Z f31,5,dz N do + Z f32.,dzi A\ dt — & f11 (fao — pufr2) dx A dt = 0.
=0 =0

Substituindo (3.1])) em (3.5]), obteremos
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1
fi1,20d20 N dx 4 fi1,2,d2e A dx + (—fu,le + Z fi2,5 2141 — f31fo2 + ,uf11f32) dx N dt
1—0

+f12’z2d22 Adt = 0,

1
Wfi1,20d20 A dx + fi1z,dze A do + <—,Ltf11,le + Z foaz 2141 — Ji1fs2 + f31f12> dx N dt

=0

+f22’z2d22 AN dt = O,

f31,20d20 N\ dx + f31 2,d29 A dx +

1
—far F + Z f32,2001 — 0f11 (fao — Mfm)] dz A dt

=0
+f32’22d2:2 Adt =0,
(3.6)

donde, por independeéncia linear, obtemos , e . Por fim, para que as
equacoes de sejam equivalentes a equagdo 21, = F'(zo, 21, 22), as funcoes fi1z,, ffi1,2
e fs1,, nao podem se anular simultancamente, isto ¢, a condigao deve ser satisfeita.

Para mostrar a reciproca, sejam f;; = fi;(20, 21, 22), com ¢ € {1,2,3} e j € {1,2},

fungoes satisfazendo (2.1)-(2.5) e fo1 = pfi1, p € R —{0}. Com isso, podemos definir
localmente w; = fidr + fiodt, com i € {1,2,3}. No que se segue, mostraremos que

as equacoes de estrutura envolvendo essas 1-formas sao equivalentes a equagao z;; =
F(20, 21, 22). Com efeito, as equagoes de estrutura, envolvendo as 1-formas supracitadas,

sao dadas por

dw1 = W3 VAN wWa,
de = W1 N ws,
dW3 = (5&)1 VAN Wa,

as quais sao equivalentes a

dfin AN dx + dfia A dt — (fs1foo — for fao)dx AN dt =0,

dfor N\ dx + dfag A dt — (fi1fjs — fsifiz)de Adt =0,

df31 A dx + df32 A dt — (5(f11f22 — fglflg)dl' A dt = 0.
2

Tendo em vista que for = pfi, p € R—{0}, e df;; = Z fij»dz, a expressao anterior se

=0
reescreve como
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2 2
Z fi1,5,dz A dx + Z fizdz N dt — (fs1foa — pfinfae) de AN dt =0,

=0 =0

2 2
Z ffiizdz A dx + Z foandzg Ndt — (fi1fs2 — farfiz)de AN dt =0, (3.7)
=0 =0

2 2
> faradaNde+Y fady Adt—5fn (fa — pufiz) do A dt = 0.

=0 =0

Pelo uso de (2.1)) e (2.2), o sistema ([3.7)) se reduz a
1
— i1, 21 + Z Ji2,52401 — fs1foe + pfr1fz2 =0,
1=0
1
—pfi1, 210 + Z foo 2141 — fiifse + fs1fi2 =0, (3.8)
1=0

1
—f31,z121,t + Z f32,lel+1 - 5f11 (f22 - Mflz) =0.
1=0

Além disso, de (2.3, obtemos

1
Z f12,220401 — fa1foe + pfiifae = fii F,
1=0

1
Z f22,zlzl+1 — fufs2 + faifiz = Mfll,le7 (3-9)

=0

1
Z T2,z 21401 + 0 f11 (pfrz — fa2) = far, FL

=0

Substituindo (3.9)) em (3.8]), temos

— iz + fua F =0,
—pfii 2 + pfiia F =0, (3.10)
—f31,: 21 + fa1,.,. F = 0.

Tendo em vista a validade de (2.4]), obtemos, mediante o uso de (3.10)), a validade da
equacao z1; = F(20, 21, 22).

Por fim, é imediato que (2.5)) acarreta em w; A wq # 0.
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3.2 Lemas auxiliares

Nesta secao, apresentamos alguns lemas auxiliares, os quais serao essenciais para a

demonstracao de alguns dos resultados principais.

Lema 3.1. Considere uma equagdo diferencial parcial do tipo z1; = F(zo, 21, 22) que
descreve superficies pseudoesféricas (caso § = 1) ou superficies esféricas (caso 6 = —1),
com 1-formas associadas w; = fidx+ fiodt,1 € {1,2,3}, tais que as func¢oes f;; satisfazem

(2.1)-(2.5) e fa1 = pfi1, p € R—={0}. Entao fi1., # 0 se, e somente se,

1 foo 20+ foozozr  pfsidd + 29"
e ( . TS ) (3.11)
fi2 = f + 1’ (3.12)
i
(WP A+ 1) far + pd] far — P2
f32 = G2+ fu , (3.13)
Efa2. = 2+ 1 {,U2’1f11,211/}/// — By’ + /;Lzlll [f??l =5 (“2 +1) f121],z1 ¢/} (3.14)
~ Jin p e fi1 — 21 frr,0)0" + By
Efaz = o {Ef22 + 2 } : (3.15)

em que E € definido em (2.6), foo = fa2(20, 21) € uma func¢ao diferencidvel que depende de
20 € z1; f11 = fi1(z1) € fungao diferencidvel que depende de zy e 1 = 1 (2) € uma fungdo

diferencidvel que depende de zy tal que

W' #0. (3.16)

Demonstracao. Tendo em vista que a equagao diferencial parcial z1; = F(zo, 21, 22) des-
creve superficies pseudoesféricas (caso 0 = 1) ou superficies esféricas (caso § = —1), com
I-formas associadas w; = fadr + fiodt,i € {1,2,3}, tais que as funcoes f;; satisfazem

R3)-@5) e for = pfir, p € R — {0}, temos a validade do Lema 2.1} Sendo assim, como
fi1.2, # 0, a primeira equagao de (2.3 é equivalente a

1
fll,zl

Além disso, as duas ultimas equagoes de (2.3]) s@o equivalentes a

F

1
(Z Jrzz 200 + pfinfae — f31f22) . (3.17)
1=0
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1
12 fir F 4 1Y fazzi + o (fsfiz = fufa) =0,
=0

1
—pfirz far, a0 F +p Z fiiz a2,z a1 + Opfin (fiz = fa2) fi1,2, = 0.
1=0

Substituindo (3.17) nas duas equacoes de (3.18]), obteremos

1

ZM (fore — tfr2,2) zie1 — (1% + 1) finfae + (02 for + pf12) f31 =0,

=0

1

ZN (f32,zlf11,zl - f12,zlf31,zl) 2141+ 5f11 (M2f12 - ,Lbf22) fll,z1

=0

+ (i fs1 fo2 — 11 fr1 f32) fa1,. = 0.
Diferenciando (3.19)) e (3.20]), com respeito a z2, obtemos, respectivamente,

f22,z1 - ,Uf12,z1 =0,

f32,z1 fll,zl - f12,21 f31721 - O

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Substituindo (3.21)) e (3.22), respectivamente, nas equacgoes (3.19)) e , obteremos

1 (fozzo — f1f12,5) 21 — (0 + 1) finfaz + (02 foo + pfi2) fa1 =0,

(/’Lf32,20f11,21 - Mflz,z0f31,z1) 21+ 0fn (,U2f12 - Mf22) fll,z1
+ (1 f31fo2 — 12 fi1 fs2) fa1,., = 0.
Observe que (3.21)) e (3.22) equivalem a

W 0 fi2, _ f22,21
f31,z1 _fll,zl f32,21 0 ’

fi2,2 _ 1 —fi1 O | fazz
f32,z1 :U’fll,zl —f'g,l’z1 12 0 .

donde
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Com isso, temos

f22,z1
J12. = L (3.25)
f31 21
= : 21 3.26
fs2.1 e Jo2z0 (3.26)
Integrando a expressao (3.25]), com respeito a z;, obtemos
fi2 = %+¢7 (3.27)

com ¢ = 2/;(20) sendo uma funcao diferencidvel dependente de zy, que por conta de (12.5)),
é tal que 9 f1; # 0, donde ¥ # 0. Agora, em virtude da arbitrariedade de ¥, existe
uma funcio diferencidvel ¢ = 1)(zy) de zo tal que ¥ = ¢'. Com isso, reescrevemos (3.27)

conforme (3.12)), com ¢ # 0.
Substituindo a equagao (3.12)) nas equagdes (3.23)) e (3.24]), obteremos, respectiva-

mente,
— 2" — p(® + 1) fiafao + (0 4 1) far + '] fa1 =0, (3.28)

,Uzlfll,zl f32,z0 - M2f11f31,z1 f32 — 21f31,z1f22,z0 + Mf31f31,z1f22
—pz1 f1,, 0" + 04 fi1 frr, 00" = 0.

Ora, como fi; # 0, concluimos que a equagao (3.28]) fornece

(3.29)

(1 + 1) foo + ] fa1 — p?" 2
p(p?+1) fn ’

fa2 =

o que prova a veracidade de ({3.13)).
Agora, no que se segue, obteremos ([3.11]). Com efeito, substituindo (3.12)) e em

B17), temos

+ 4"z +

p? 41

fo2, 2122 + fo2,2021
f11 1

(1% + 1) foo + '] far — p?¢" 21 F }
— f31f22

[f22 122+ fo22021 N (p? + 1) 0"z 4+ (12 + 1) fa1foo + pfsit) — p2¢"21 — (p? + 1) f31f22]

f11z1 241

<f22 122+ fo22021 N pfai + 1/1"21>

fllzl H2+1

que prova | .

Por outro lado, diferenciando (3.13)), com respeito a zy e a z;1, obteremos
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(12 + 1) fonzg + p0"] fs1 — 1?0 2

0 = , 3.30
T2 p(p?+1) fu (3:30)
Fipo = Jfinfaifozer + (frifsnz — finz fa1) [z
) Hi \ (3.31)
+(f11f31,z1 — fua o)V + (2 fiiz, — fu)d
(12 +1) 3
Substituindo (3.13) e (3.30) em ([3.29)), obteremos
B2 41) faz 2o+ | fa1—p2y" 2 p2+1) for+pt’| fa1—p?" 2

A1 {[( = (22+1)ng1 1} ~ Mtz {[( : 2(2u2+1)]f1?i1 1} (3.32)

—21 f31,21 f22,20 + 11f31f31,21 f22 — pz1 fa1,,0" + 5M2f11,zlf111/}/ = 0.

Multiplicando (3.32) por (u? + 1) fi1, membro a membro, e simplificando a expressao

resultante, obteremos

(NQ + 1) (fll,z1 f31 - f11f31,z1) Z1f22,z0 - Mzszn,zl?//” + u (fll,z1f31 - f11f31,z1) 211/1”
—1 f11 [f31,2 fa1 — 0 (n?+1) funfina) v =0.

(3.33)
Comparando (3.26)) com (3.31)), obteremos
(1 + 1) fu(frafarz — fire fa1) faze + (02 + 1) (farfire — far,e fun) finz foo = (3.34)
,LLQfll,zl(Zlfll,zl - f11)?/1// + M(fsl,zlfn - f11,z1 f31)f11,z1¢/-
As equagoes (3.33)) e (3.34) podem ser reescritas, respectivamente, como
([L2 + 1) fl].,Zl f31,21 ZlfQQ’ZO _ M2Z%f117Z1¢1/l + M‘ fll,zl f31,Z1 le///
Jiu fa fu Ia (3.35)
M2f11 2 5 (u2 2 I
Ty [f51 =6 (0" + 1)f11],zl¢ =0,
i (/LQ + 1) fll fll,zl f31,21 f22721 + (/,L2 + 1) fll,zl f31,21 f117Z1f22 _
Juu  fa S fa
(3.36)
M2f11,z1(21f11,zl - fn)?/f” — M fH’Zl f31’21 f11,z1"¢/-
Juu  fa

Usando a definigao de E dada em ([2.6)), podemos reescrever (3.35)) e (3.36]), respecti-

vamente, como
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M2f11
2

(12 + 1) 21 E faz,eg — 1227 fr1, ;0" + pn EY" — [f3 =0+ 1) fa] ' =0,

(3.37)

— (1 +1) fuuE foa . + (W +1) Efiiz fo2 = ,u2f11,z1(2’1f11,z1 — fi)Y" — puE f11 9.
(3.38)

Por fim, as equagdes (3.37) e (3.38) podem ser reescritas, respectivamente, como

/'L n " luf /
Ef22.2 = —MQ 1 {ﬂzlfn,zlw — By + —2;11 [f321 —0 (,U2 +1) f121],Z1 (0 }
Ji1, { plu(fin — 21 fi1,)0" + BV }
Efos,, = — Efo + : ,
fa Jin f p?+1

que correspondem justamente as equagoes (3.14)) e (3.15)).

[
Lema 3.2. Considere uma equagao diferencial parcial do tipo z1; = F(zo, 21, 22) que
descreve superficies pseudoesféricas (caso § = 1) ou superficies esféricas (caso 6 = —1),

com 1-formas associadas w; = fadr+ fiodt,i € {1,2,3}, tais que as fungies fi; satisfazem

(2.1)-(2.5) € for = ufi1, p € R —{0}. Entao fi1., #0 e E =0, em um conjunto aberto

e conexo, se, e somente se, 6 =1 e

_ 1 f22,2122 + f22,zozl oua
AL = + fu |,
fll,Zl //l/ /M2 _I_ 1

f32 = Om (@ + ¢ ) ) (3:39)

poooprtl

fs1 = o/ p? + 1fi1,

Ji2 = fz +a, (3.40)
0

sendo a # 0 e o = +£1.

Demonstragao. Como f11.,, # 0, temos a validade das expressoes (3.11)-(3.16) do Lema

. Agora, como F = 0, em um conjunto aberto e conexo, por hipétese, temos E =

1/
0, em um conjunto aberto e conexo, donde, por integracao, com respeito a z;, obteremos

fai=Fkfu, keR (3.41)
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Substituindo (3.41)) em (3.11)) e (3.13))-(3.15)) e tendo em vista que z;; = F, obteremos,

respectivamente,

1 . . k / "
= (f22, 22+ fa2071 n e flllf + 219 ) ’ (3.42)
f11,z1 U w41
k 2 1 / 2,4
oy = [(p* + )f22;|—/i¢]f11 M¢Zl’ (3.43)
p(p?+1) fu

2 MR =0 (2 +1) f7]
211 {Z1f11,z1¢”/ + 2 Py =0, (3.44)
:uzfll,z1 <2f11 - Zlfll,z1>wl! = 0. (345)

(1*+1) fu
As equagoes ([3.44) e (3.45) podem ser reescritas, respectivamente, como

fria {2007 + K2 =6 (u® + D] f10'} =0, (3.46)
f11,21(f11 - Zlfll,zl)w,, -0 (3'47)

fin
Usando a hipétese de que fi1., # 0, podemos reescrever as equacoes (3.46]) e (3.47),

respectivamente, como

A"+ [k =0 (u® + D] [ =0, (3.48)

(fi1 — z1f11,.)¢" = 0. (3.49)
A equagao (3.49) sugere a ocorréncia de dois casos, a saber, " # 0 ou ¢” = 0, em um

conjunto aberto e conexo, no entanto, apenas o ultimo ocorre. Com efeito, se o caso em
que ¥" # 0 ocorresse, como consequéncia de (3.49)), terfamos fi1 — 21 f11,, = 0, em um

conjunto aberto e conexo, donde

fi1 = ¢z, com ¢ € R — {0}, (3.50)

pois fi1., # 0. Substituindo (3.50) em (3.42), obterfamos

1 . + . k, / 1
Zl,t = — f22’ 122 f227 01 —+ a CZZ} + 1/} VAREE (351)
c W we+1
Ora, mas observe que a expressao (3.51]) pode ser reescrita como
Ld (fao  pkcp+y/
S (- N skt L S I 3.52
e cdx(u - pu?+1 (3.52)
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Portanto, integrando (3.52)), membro a membro, com respeito a x, terfamos

/
com ¢ sendo uma constante. Ora, mas observe que essa ultima equacao se configura como
sendo do tipo zp; = F'(z0, 21), a qual ndo constitui o nosso objeto de estudo. Por essa
razao nao pode ocorrer ¢ # 0 em (3.49). Suponhamos entao que ¢” = 0, em um conjunto

aberto e conexo. Com isso, temos

Y = a, para algum a € R. (3.53)

Ora, mas em virtude de (3.16), temos a # 0. Consequentemente, a € R — {0}.
Substituindo (3.53)) nas expressoes (3.42), (3.43)) e (3.12]), teremos, respectivamente,

1 . . k

21t = (f22, 22t f227 0”1 + CL,[; fll) (354)
Ji1,2 K pe+1
f22 a )
— k(12 : 3.55
it (3.59)
Ji2 = f +a
i
Além disso, (3.48)) se reduz a

k=0 (p”+1) =0, (3.56)

pois af? # 0. Porém a equagao (3.56) acarreta que d =1 e

k=oyu2+1, (3.57)

com o = +1. Substituindo (3.57) em (3.54)), (3.55) e (3.41]), obtemos, respectivamente,

1 29+ o 2 oua
2y = f22, 172 f22, 0”1 1 M f11 ’
fii,z u u?+1

f32=0\/u2+1(@+ - )7

poo o+l

fs1 = o/ 1+ 1fu,

coma#0eoc==l.

Antes de prosseguirmos com o proximo lema, introduziremos a seguinte notacao:

48



Q:f§1_5(ﬂ2+1> f121 (3-58)

Tendo isso em mente, o resultado auxiliar a ser abordado é o que se segue.

Lema 3.3. Nas condigcoes do Lema se E # 0, entao (3.14) e (3.15) equivalem ao

sistema

z 2 .
f22,zo — K <'u 1f11’ ’l/J”/ _ w// + Mw/) 7

w2+ 1 E 221 F (3.59)
f _ Jit,z {f i I [,u <f11 —21f11,z1> ¢,,+¢,}} .
22,2 I 2t T — 5
Além disso, a condi¢cao de integrabilidade de (3.59) € dada por
2 Py” 1/Q.
ﬁv T2 21]—*17 (3.60)

em que E e P sao definidas em (2.6) e Q ¢ dada por (3.58]).

Demonstra¢ao. Como E # 0, podemos dividir as equagdes (3.14]) e (3.15)), membro a

membro por E, obtendo o sistema de equagoes

o 2 firz o wfulfs =0 (W + 1) Al
Jo2z0 = w2+ 1 { E oYt 21 FE v
f _— (3.61)
21 —Z 121 " /
e () )

Primeiro, observe que, com a notagao (3.58)), a primeira equagao do sistema (3.61)) se
reescreve como a primeira equagao do sistema ([3.59)). Para obter a condic¢@o de integrabi-
lidade do sistema mencionado, observe que, diferenciando a primeira equagao de (3.59)),

com respeito a zq, temos

o (fi1,: 21 f11,002) B — Exy 21 fine | Bl 11, @z Qz !
f22,2021 = ,u2 +1 {N |: E2 w + 2 2 FE + fll znE . 1/} s
isto é
2
_ M (fll,z1 -+ Zlflelzl) E— EZ1Z1f11,2’1 " 1 @ % !
f22,2021 = 251 {[ 52 P+ 5 2 E + 1 aE) (AN

(3.62)

Por outro lado, observe que
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(fires F 2t fi12) E = Eszifine = (fiie 20 1in02) (fina fsr — fana fu)
- (fll,z1z1f31 - f11f31,z1z1) 21f11,21
= fll,z1 (fll,z1f31 - f31,z1f11)
+ 21 (fit s f11,00 f31 = fiiza 31,0 11 — fiie fi1e0e f51
+fi1,20 f11f31,2020)
= funE+zafuP.

Portanto, temos

(fir 21 11.00) E— Ex 21 fire, = fuua B+ 21 fulP. (3.63)

Consequentemente, mediante o uso de (3.63]), podemos reescrever (3.62)) como
4

Por outro lado, diferenciando a segunda equacao de ([3.59)), com respeito a zg, temos

. fll,zl 1% fll B Zlfll,zl " "
f22,zlzo - f11 {f22,z0 + ,LL2 i 1 |i,u ( E ) 1/1 —+ w :| } (364)

Substituindo a primeira equagao do sistema (3.59)) em ((3.64)), temos

2
_ M Jiis | aufulP " 1
fZQ,Zozl - M2 +1 {( E + E2 w + 2

fll,zl Qzl Qzl
ZlE * fll ZlE 1

f227le0 _ fll,z1 { I <M21f11,z1 1/}/// . w// + /J/flle1 1/}/) + M [M <f11 — Z1f11’21> ¢”/ n 1/},/:| }

i 2 +1 E 221 E 12+ 1 E
_ Be (exfues w0 @z fu—=zfua
a (M2+1)f11[ E vyt 22 E virp E viEY
w11, pf11Q pf1
T2 1;1f11 ( 2ZlEz1 i E v
_ pfiz (pQz B
T <2z1Ew +E¢ >
2
_ I J11,0Q2 | Jinz
T < 22 E v E )

isto é,

2
I fll,zl " flLZl QZ1 /
f22,21z0 - MQ + 1 < E w + 2ZIE_'1/} .

Por conseguinte, fo2 .., = f22.2,2 S€, € somente se,
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2
2 fll ZlP " 1 QZ1 /
— - | —= =0.
21| = ta\GE) Y
M M2f11 - ~ .
as como — ) # 0, a ultima equacao é equivalente a
1
4P L, 1(Q.
ey (%) v=o 55
321

Por fim, uma vez que estamos nas condigoes do Lema ({3.1)), temos a validade de (3.16])
assegurada e, com isso, a equagao ([3.65)) é equivalente a (3.60)).

O
3.3 Demonstracao do Teorema 2.1
Demonstragao. Como fi;,, = 0, em um conjunto aberto e conexo, temos
fu=aqa, (3.66)

sendo a uma constante real. Substituindo (3.66]) em (2.3)-(2.5) do Lema [2.1] obteremos
1
Z J12,22141 — fa1fo2 + pafse =0,
1=0

1
Z Jo2, 2141 — afzo + fa1f12 = 0, (3.67)

=0

1
—fa1, F + Z f32,z12’l+1 + o (Hfm - f22) =0,

=0

f31,z1 7£ 07

a (pfiz = fa2) # 0. (3.68)

Como fs1,, # 0, a terceira equacao de (3.67) pode ser reescrita como

f32,zl da (Mfm - f22)

211+ 7 )
31,21

sendo o € R — {0}, em virtude de (3.68)). Por outro lado, diferenciando as duas primeiras
equagoes de (3.67)), com respeito a zy, obteremos

(3.69)

fiz, =0, (3.70)
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fo2,,, = 0. (3.71)

Substituindo (3.70]) e (3.71)), respectivamente, na primeira e segunda equagoes de (3.67)),

obtemos

f12,2021 — fa1faz + pafse =0, (3.72)

fazz021 — fsa + farfrz = 0. (3.73)
As equagoes (3.72) e (3.73]) sd@o equivalentes a

—foo pa| | fa _ —f12,z021 . sendo —fao  po 20,
fiz —af | fe —f22,z021 12 —«
em virtude de (3.68]). Por conseguinte,
f31 _ 1 a  pol | fizzz
f32 a(fa2 — pfi2) fiz fa2| | fa2.2021 7
donde
Ja1 _ (f12 + Mf22),z0’ (3.74)
Z1 fo2 — pfi2
f12f12,20 + fa2 foo 20:|
= ’ 2 2. 3.75
Ja { a(fa — pfi12) ' ( )
Pelo uso de (3.74)), (3.70) e (3.71)), temos
fa1 = ¢z, (3.76)
sendo que ¢ # 0, pois f31,, # 0. Além disso,
(fi2 + pf22) 20 = ¢ (foz — pfr2) - (3.77)

Portanto, definindo 1 = 9 (29) tal que ¥ = a (f12 + pfa2), obteremos da equagao (3.77) o

seguinte sistema de equagoes:

/

Joo — pufr2 = —w )
c

pfaz + fr2 = —,
«Q

sendo que ¥’ # 0, em virtude de (3.77)), (3.68]) e de termos ¢ # 0. Além disso, mediante

o uso da primeira equagao do sistema (3.78]), podemos reescrever de antemao a expressao

(3.78)
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(13.75)) como

_c (fi2f12.20 + fo2f22.2) 21
f32 - / 9
(0
0 que é equivalente a
c f122 + f222
=—\——>5 . 3.79
J32 " ( 5 ) 21 (3.79)

Além disso, o sistema (3.78]) pode ser reescrito em termos matriciais como

,l/}/
L —p| | fo2 _ %
poo 1] | fe v
a

sendo

Consequentemente, temos

V' + peyp

: (3.80)
—p’ + e

Jo2 _ 1
f12 ca (1 + p?)
donde

()2 + 2’ + i
c2a? (14 p2)°
pAW)? = 2pepy) +

a2 (1 + p2)? '

f222 =

)

f122:

Assim,
fio + f5 _ (V) + P
2 2c2a? (1 + p?)’
Diferenciando (3.81)), com respeito a zg, teremos

<f122 + f222) @+ )
> )., " e

(3.81)

(3.82)

Por conseguinte, substituindo (3.82)) na expressao (3.79)), obteremos

~ca? (14 p?)
Mediante o uso das expressoes (3.76)) e (3.83]), temos

[z '+ ) 2. (3.83)
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<L 1 " " ’
j:: T 202 (14 42) (" + ™) 2+ (V" + ') 21 (3.84)

=0

Além disso, mediante uso da primeira equacao do sistema ((3.78)), temos

da(pfro — far) _5W

= 3.85
f31,z1 c? ( )
Substituindo (3.84)) e (3.85) em (3.69)), obteremos
1 " 2 n 2,1,/ 2 5w/
F=—aar——n [+ ) 2+ (07 + ) 2] — —- (3.86)

a2 (1+ p?)
Observe que na expressao (3.86)) aparecem trés parametros, a saber, os parametros ¢, a
e . Com o objetivo de eliminar o parametro p que aparece na expressao mencionada e

tornd-la mais simples, considere v € R — {0} tal que * := a? (1 + p?). Com isso, temos

a=—21 (3.87)

V142

com v € R — {0} e 0 = £1. Por conseguinte, a expressao ([3.86) se reescreve como

5 /
F= o [0 +6%) ot (6 20 ) - T

Tendo em vista a validade das expressoes (3.87)), (3.76]), (3.80)), (3.83)), (3.88]), bem como

que for = pufir, p € R —{0}, e 21+ = F, temos a seguinte configuragao para a equacao e

(3.88)

as fungoes f;;:

1 s
21775 = W [(@ZJ” + C%ﬂ) 29 + (’QD/// + Cle) Z%] — 0_15; (389)
fu= 7 fi2 = %(_MW‘FCW,

NENT BN

g /
far = pfu, for = m (W' + pey) (3.90)
(w// + CQw) 21,

fa1 = ez, f32:—2
cy
com ¢ = 1(zp) uma funcao diferencidvel que depende de zy, cumprindo ¥’ # 0; ¢,y €
R—-{0}, 0 =+1ed = +1. Agora, com o intuito de deixar a equagao (3.89)) mais

simplificada, seja ¢ = ¢(zp) uma fungao diferencidvel que depende de z, tal que

v
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Note que, uma vez que 1 # 0, temos ¢ # 0. Agora substituindo (3.91) em (3.89) e

(13.90), obtemos, respectivamente,

210 = (¢" + ) 22 + (" + 2¢f) 27 — 07°¢, (3.92)

fH:L leI&(_My_FC@,

V14 p? 14 p?

Jor = pfin, f22:\/%(¢,+,uc¢)a

fa1 = cz, fas2 = c(¢" + 20) 21,

com ¢ # 0, com v € R— {0}, c#0e o ==+1. Escrevendo fia, fo1 € fa2 em termos de
f11, obtemos a configuracao do enunciado do teorema.

Agora iremos mostrar que ¢” # 0. De fato, caso contrario, se ¢ = 0, em um conjunto
aberto e conexo, teremos ¢ = azp+ b, com b € R e a € R — {0}, pois ¢ # 0. Por
conseguinte, a equagao se reduzira a

214 = [(azo + ) 20 + az}] — 67%a, a€R—{0}. (3.93)

Ora, mas a expressao (3.93) pode ser reescrita como

d
0= o (% (azg + b) 21 — dv%ax),

que por integragao, com respeito a x, membro a membro, fornece

204 = % (azg + b) 21 — 07*ax + ¢, (3.94)

sendo ¢ uma constante, todavia, observe que recal numa equacao do tipo zp; =
F (x,z0,21), que nao constitui o tipo de equagdo que estamos estudando. Como con-
sequéncia disso, ¢” # 0.

Além do que foi provado anteriormente, ¢ deve ser tal que ¢” + c2¢ # 0, pois, se
ocorresse ¢ + c*¢ = 0, terfamos F,, = 0.

A reciproca resulta de uma computacao direta.

n
3.4 Demonstracao do Teorema
Demonstracao. Considere uma equagao diferencial parcial do tipo z1; = F(zo, 21, 22)

que descreve superficies pseudoesféricas, com 1-formas associadas w; = fj1dx + fiodt, 1 €

{1,2, 3}, tais que as fungdes f;; satisfazem (2.1)-(2.5)) e fo1 = pfi1, p € R—{0}. Entao
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supondo que fi1,, # 0 e £ = 0, em um conjunto aberto e conexo, temos a validade das
expressoes de (3.39) e (3.40)), mediante o uso do Lema[3.2] Portanto, definindo h = h(z1),

el =1(z,2) taisque fiy =hel:= Jo2 nas expressoes de (3.39) e (3.40|) e relembrando
o

que fo; = pfi1, teremos a seguinte configuragao:

=L (1 o
214 = h_zl 21 %2 F ly21 + \/ﬁ )
fi1 = h, fia=1+a,

Jo1 = ph, Jo2 = pl,

a
far =0/ p?+1h, f32=0\/,u2+1(l+u2+1>-

Com a finalidade de simplificar essas expressoes, seja b € R — {0} tal que b = ona

Vig+1
o/ + 1

1 . : .
b, donde a configuracao anterior se convertera
i

Consequentemente, teremos a =

na seguinte:

1
h,

(lzlzg + lezl -+ bh) (395)

21t =

)

/2
fu1 = h, f12=l+%+15

f21 = ph, f22 = pl, (396)
b
f31:0'\/,u2+1h7 f32:0'\/,u2+1l+;.

Além disso, h deve satisfazer h,,,, # 0, do contrario, se h,,,, = 0, em um conjunto

aberto e conexo, entdo h(z;) = az; +b, com b € R e @ € R — {0}, pois h,, # 0. Com isso,

(13.95) se reduz a
L. L. bb
_mBtla 0 (3.97)
a a
Ora, mas a equacao (3.97) pode ser vista como

d (1 - bbx
= (5 +bzo + 7) : (3.98)

Integrando ((3.98), membro a membro, com respeito a x, temos

~ bbx
Z00 =< +bza+— +¢,
a a

sendo ¢ uma constante, mas observe que essa iltima equagao se configura como sendo do
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tipo 20: = F'(x, 20, 21), a qual nao constitui o nosso objeto de estudo. Por essa razao, h
deve ser tal que h,,,, # 0. Por outro lado, [, # 0, do contrario, terfamos F.,, = 0.

A reciproca resulta de uma computacao direta.

3.5 Demonstracao do Teorema 2.3

Demonstracao. A nao existéncia de uma equagao diferencial parcial do tipo z1; = F'(20, 21, 22)

que descreve superficies esféricas (0 = —1), com 1-formas associadas w; = fi1dz+ fiodt,i €
{1,2,3}, tais que as fun¢bes f;; satisfazem (2.1)-(2.5), com fo; = pfir, p € R — {0},
fi1: #0 e £ =0, em um conjunto aberto e conexo, resulta do Lema [3.2} O

3.6 Demonstracao do Teorema 2.4

Demonstracao. Observe que estamos nas condicoes do Lema [3.1. Portanto, tendo em

vista que E # 0, temos a validade de (3.59)) e (3.60) pelo Lema (3.3 Agora, uma vez que
f317z1

= 0, em um
fll,zl 21

P = 0, em um conjunto aberto e conexo, e fi;,, # 0, temos

conjunto aberto e conexo, donde

a1 =cfu +a, (3.99)

com a € R — {0}, pois £ # 0 e ¢ € R. Além disso, como consequéncia de (3.60]), obtemos

1 (Q
| =x2 =0 3.100
2 <21E>,z1 ’ ( )

em um conjunto aberto e conexo, sendo que E e ) estdo definidos em (2.6) e (3.58)),
respectivamente. Integrando (|3.100]), com respeito a z;, temos & = k, para algum

221E
k € R, ou seja,

Qa
ZlE

em que k é uma constante real. Portanto, resulta de (2.6]), (3.58) e (3.99) que

= 2k, (3.101)

[® =6 (p?+1)] fir + ac = akz.

Observe que se ¢ —6 (1> + 1) = 0, entao ¢ = k2, que s6 faz sentido se k = ¢ = 0, mas isso
implica d (u*> + 1) = 0, que é absurdo, pois § = +1 e u*>+1 > 0. Logo ¢ — ¢ (u? + 1) # 0,
donde
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a(kz —c)

= 3.102
em que a,k,c € R—{0}; d =+1lec*—6(u?+ 1) # 0. Considerando m = . 5&2 1y
podemos reescrever (|3.102)) como

fiu=m(kz —c). (3.103)
Substituindo (3.103]) em (3.99)), temos
fs1 = em (kz —¢) + a. (3.104)

No que se segue, com o intuito de obter fys, calcularemos algumas expressoes auxiliares,

as quais serao substituidas no sistema de equagoes (3.59)). Com efeito, observe que, pelo

uso de (3.103)) e (3.104)), temos as seguintes expressoes:

fii—zfii, = m(kzn —c) —mkz

= mkz — mc—mkz

= —me,
E _ fll,z1 f31,zl
S fa
B km ckm
I m(kz—c¢) em(kzn—c)+a

= kmlem (k2 —¢) +a] — em?®k (kz; — ¢)
= ckm?® (kzy — ¢) + akm — em®k?z; + *m’k
= ck®m?z — Akm? + akm — em®k*z + AEmPk

= akm.

Logo, mediante o uso das tultimas igualdades, teremos

21l 2 m—=fus ¢ (3.105)

E a’ E ak’

Ademais,
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fll,zl _ k
f11 kz — ¢

Portanto, substituindo as expressoes (3.101)), (3.103) e (3.106)), bem como as expressoes

de (3.105)) no sistema de equagoes ([3.59)), obteremos

(3.106)

z
fa2,2 = a [%@/}m — "+ pkm (kz — ¢) @Z)’] ,

p*+1
i (3.107)
— H (_E " /)
f22,2 foy — {fm +t 21 akw + ¢ ] :
Integrando a primeira equacao de ([3.107]), com respeito a 2, temos
fr= E (B = akm (ks — )] + T, (3.108)

sendo T' = T'(z;) uma fungao diferencidvel que depende de z;. Por outro lado, diferenci-

ando (3.108)), com respeito a z;, temos

MZ ’17[)//
fa2,2 = 21 < + k2m¢) + T,. (3.109)

Assim, substituindo (3.108)) e (3.109)) na segunda equagao de ([3.107)), obteremos

e (W+k2m¢>+:ﬁz1: K { a [“ZW' w’—i—ukm(kzl—c)l/)]—i—T

pr+1 kzy —c | p?2+1
7 pc
M (_Ew”jLW)}'

A expressao anterior pode ser reescrita como

2 "
H 2 k 1 pkz , pe
o Tk T, = - ke (kzy — ¢) b — HE T
M+1< " m1/1>—|— ' k2’1—C{M2+1[akw V' + pkm (k21 —c) ¥ akw +¢}+
(3.110)

Unindo os termos semelhantes da expressao (3.110]), temos

2 "
(i k po [ plkz—c
M2+1< +k2mw) Lo k21—C{/L2+1|: ak W't pkm (ke — o)) +T 0

que equivale a

(" _k p? (kzy —c) ("
< +k2m¢)+Tzl—kzl_c{ R (ak+km¢) }
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L (%ﬂ +k2mw> 4T, = s (M +k2mw> For

pr+1 41 kzi —c

Consequentemente
k
T, = T,
Yok —c
que por integracao, com respeito a z;, fornece
T=0b(kz; —c), beR. (3.111)
Substituindo (3.111)) em (3.108]), obteremos
z
for = ;ﬂil [“ L — !+ pkm (k21 — ©) zp] bk — ). (3.112)

Observe que a expressao (|3.112) pode ser reescrita como

2 " /
0 ) 1 (Y + pkmey)
= — — . A1
fo2 {/L2+1 <a + mk w>—|—bk} 21 [ 21 + be (3 3)
De fato,
< " !/
fr = gt [P = bk (ke = 0] + bk~ o)
1

= R [ <¢ ~|—mk2@/z> —w'—,uk:mcw}%—b(k:zl—c)
u

_ (W +mk2w) +bk} = {” W'+ pkmey) +bc} .
RS

Com a finalidade de simplificar a expressao (3.113), seja ¢ = ¢(zp) uma fungao dife-

0
renciavel definida por ¢ = " Zji ) + ey Assim, temos
mka (u* + 1 pr+1)b
Y= ( )cb . 2) : (3.114)
It kmp
Com isso, observe que as expressoes em ([3.113)) se reduzem a
2 " 2 2 2 2

[ Y ) o mk (1? +1) , o |mha (p®+1) (W +1)b

M2+1< +mk¢>+bk = M2+1{ P ¢ +mk . g2

= umk¢” + pm?k3ag — bk + bk
= umk (gb" + mak2¢) ,
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p (W' + pkmey) p {mk‘a (51 4 4 eme [mka (2 +1) (2 +1)b

p?+1 - u?+1 i  kmy?

}—i—bc

= mkad’ + pacm?k>¢p — be + be
= mka (d)’ + ucmkzqﬁ) .

Em sintese, temos

2 "
a (— + mk:Qw) + bk = umk (¢" + mak?¢) ,

2+1\ a
e . (3.115)
K w;i 1mc¢) + be = mka (¢’ + pemko) .
Por conseguinte, substituindo as expressoes de (3.115) em (3.113]), obteremos
foo = mk [u (" + mak®¢) z1 — a (¢ + pemke)] . (3.116)

Agora, no que se segue, com o intuito de obter F, calcularemos algumas expressoes
auxiliares. Com efeito, observe que, diferenciando (3.116)), com respeito a z; e zy, temos,

respectivamente,

f22,0 = mkp (¢ + mak*¢),

fa2,z0 = mk [ (¢" + mak?$’) 21 — a (¢" + pemke')]
donde

fa2,:1 22 + fa.021
1

=mk | (¢" + mak®®) zo + (¢ + mak?*¢’) 22 — a (%ﬁ + cmlﬂb’) 21} :

Por outro lado, observe que, com o uso das expressoes (3.104) e (3.114]), temos

mka (p? + 1 mka (p? + 1
L e
p? 41 - p?+1
mka

= [em (kz — ¢) + a]lmkad’ + 2 ; @’
= mk |a(a—cm) ¢ +a (%ﬂ + cmk¢’) zl} .

Consequentemente
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fo2,2122 + fa2.2021  pfa1d) + 219"

=mk [(qb" + mak:2¢>) zo + ((;5”’ + mak:2¢>') z% +a (a — c2m) gb'] .

2 w2 +1
(3.117)
Substituindo (3.103) e (3.117) em (3.11]), obtemos
F = (¢" + mak?¢) 2o + (¢ + mak*¢') 27 + a(a — *m) ¢ (3.118)

No que se segue, obteremos as expressoes para as funcoes fi2 e f3o. Com efeito,
substituindo (3.114) e (3.116)) em ({3.12)), obteremos

fi2 = mk [(¢" + mak?¢) z1 + a (u¢’ — ecmke)] .

Por fim, com o intuito de obter f3s, calcularemos algumas expressoes auxiliares. Com

efeito, observe que, pelo uso de (3.114)) e (3.116)), temos

ka (12 +1
ke (4 + 1)

(12 +1) foo+ )’ = (02 + 1) mk [ (¢" +mak?¢) 21 — a (¢ + pemke)] + ¢’
= mk (p*+1) [n (¢ + mak?¢) z1 — a (¢ + pemke) + ad']
= mk (u2 + 1) [,u (d)" + mak gi)) z] — a;wmk:gi)]
= mkp (u* +1) [(¢" + mak?®@) z1 — acmkg]
isto é,
(/A2 + 1) fo2 + pp' = mkp (,u2 + 1) [((b” + mak2¢) z1 — acmkaﬁ] . (3.119)

Por conseguinte, pelo uso de (3.103)), (3.114), (3.119) e (3.99), temos

(12 +1) for + '] fa1 — p*¢"2z1 = mkp (p® +1) [(¢" + mak?¢) 21 — acmke] (cfi1 + a)
— M2 mka (Z2 + 1) gb”zl

= mkp (p* + 1) {[(¢" + mak?¢) 21 — acmke] (cfi1 + a) — a¢” 21}

= mkp (p* +1) {[(¢" + mak®¢) z1 — acmke] cfi1
+ (mak‘2¢z1 — acmk‘qb) a}

— b (52 + 1) {[(" + mak®s) 21 — acmhk] cfiy + 0%k fu16}

= mku ( +1) [c(¢" + mak2¢) 21+ ak (a—c m) 9] fi1,

isto é,
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(1% + 1) foo + p)] for — p2" 210 = mhp (u® + 1) [e (¢ + mak?¢) z1 + ak (a — ¢*>m) @] fur.
(3.120)

Portanto, substituindo (3.120]) na expressao de f3», dada em (3.13)), temos

fs2 =mk [c(¢" +mak®¢) z1 + ak (a — *m) ¢] .

S

Relembrando que m =

521 temos, em resumo, as seguintes expressoes para a
& ne 4+
equacao diferencial e as fungoes f;; associadas:

— " a’k? 111 a’k’ / da? (’u2+1) /
2= | a2 |9 aharn?) A aagar Y
(3.121)
_a(kzn —c)
fll - C2—(5<M2+1)’
ak I a’k? ’ a’ck
fi2 = 62—5(M2+1) {{(b +62_5(M2+1)¢:| 21+ apg _62_5(M2+1)¢}7
_ pa(kz —c)
R (EE)
- ak ., a’k? ) pa’ck
f22—02_5('u2+1) {:u[¢ +02_5(N2+1)¢:|21_a¢ _02_5(M2+1)¢}7
_ca(kz —c)
e T EEm R
_ ak ; a’k? Oka® (4 + 1)
2= a5 a ) {CP +c2—5(u2+1)4 Zl_c2—6(u2+1)¢}’

(3.122)

em que a,k € R— {0}, =+1;ceRétal que > —5(p> +1) £ 0 e ¢ = ¢d(2) ¢ uma
fungao diferenciavel tal que ¢’ # 0.

No que se segue, utilizaremos alguns procedimentos para eliminar parametros da

equacao (3.121f). Inicialmente, introduziremos a seguinte notacao:
b=c* -0 (K +1). (3.123)

Com essa notagao, podemos notar que a equacao (3.121)) e as fungoes f;;, expressas em
(3.122)), se reescrevem, respectivamente, como

2k2 2k.2 5 2 2 + 1
2y = (¢” + ai) ¢) 2+ <¢”’ + %&) 22 %ﬁ, (3.124)
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a(kz —c)

11 = = )

b
27.2 2
fo=% K¢”+“Ek ¢>) zl+au¢'—“gk¢],
_ pa (kzy —c)
i b (3.125)
_ak , o a*k? ., paick .
f22_ Z~) |:,u(¢ + E ¢>Zl a¢ B ¢:|7
fay = %M,
]{? 2]{32 (5]{3 2 2
f32 = % {C <¢" + CLT¢) 21 — %4 .

21.2

Definindo § := ag , com b dado conforme em (3.123)), temos

a =

O’\/ﬁg
T o==+l1, (3.126)

sendo b > 0. Observe ainda que

B

_ B a_ o
-5 3

k @B'

®z| CH

(3.127)

Consequentemente, substituindo (3.126)) e (3.127) em (3.124)) e (3.125)), obteremos

2
2= (074 58) 2 + (0 + o) 2 - LU H Dy, (3.128)
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fin = 98 = (k21 —¢),
kr/ 5b
Bb
Ji2 = —5~ [(¢H + B¢) 21 + Mk\/>¢/ - %4 )
NG
far = ,u6~ (k21 —¢),
kr/ 5b
- (3.129)
Bb
fo= 2% [ (8" +B) 2 - U[é’ - ¢] ,
NCo
ocf 0\/@
fa1 = = (k21 —¢) + e
W
2
fa2 = 05~ [C (9" + Bd) 21 — o8 (#k: ha 1)4
NG
, u? +1 AT _ . .
Definindo 6 := 2 temos k =& — com # >0e o= =41. Com isso, a equacao

(3.128]) se reescreve como

210 = (8" + Bd) 22 + (¢ + BY') 28 — 580 . (3.130)
As expressoes, obtidas em ([3.129)), podem simplesmente ser reescritas como

o/ b of

fo1 = pfun, A fi =
k

(kzl - C) )

%,
[k

| b
frz = —ﬁ~ (0" + o) 21 + Uﬂ}f/ﬁ»ﬁ - %Cb] ;
Voo |
] S
fro = T |9 + 6) 2 - g\[qb' - ¢] ,
Voo |
2
fa2 = —6~ c(¢"+ Bg) 21 — Méﬁ} ;
J k

em que ¢ = ¢(zy) é uma funcao diferenciavel tal que ¢’ # 0; 6 > 0, § # 0, 6 = =+1,
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p+1

k=ad ,5202—5(M2+1);cétalqueﬁl~)>0;a::|:165:il.

Além do que foi provado anteriormente, ¢ deve ser tal que ¢” # 0, do contrario, caso
seja ¢” = 0, em um conjunto aberto e conexo, entdo ¢ = azy+b, com b € Rea € R—{0},
pois ¢’ # 0. Por conseguinte, a equacao se reduzira a

210 = B [(Gz0 + b) 22 + az}] — 680, acR-{0}. (3.131)

Ora, mas a expressao (3.131)) pode ser reescrita como

d _
21t = @ (ﬁ (C_LZ() + b) 21— 5596_LI) s

que por integracao, com respeito a x, membro a membro, fornece

20t = 5 (ELZO + B) Z1 — 569@1’ + E, (3132)

sendo ¢ uma constante, mas observe que (3.132) recai numa equacao do tipo zp; =
F (x, z0, z1), que nao constitui o tipo de equagao que estamos estudando. Por esse motivo,
¢" # 0. Além disso, devemos ter ¢” + ¢ # 0, do contrario, teriamos F,, = 0.

A reciproca resulta de uma computacao direta.

3.7 Demonstragcao do Teorema

Demonstracao. Observe que estamos nas condicoes do Lema [3.1, Portanto, tendo em

vista que E # 0, temos a validade de (3.59) e (3.60)) pelo Lema . Além disso, uma vez
que P # 0, (3.60) equivale a

! (Q_>
% _ 2;—1PE (3.133)
1
il

Como o membro esquerdo de (3.133|) depende apenas de zy e o direito depende apenas de

z1, temos

W = by (3.134)
b P 1/(Q.,
= =5 (Zl—E) (3.135)

para algum b € R. Integrando a equacao de (3.134]), com repeito a zy, temos

P'=bp+m,  bmeR (3.136)
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Agora resolveremos o sistema (|3.59)), restrito as condigoes anteriores. Com efeito,

integrando a primeira equacao do sistema (3.59)), com respeito a zp, temos

fag = 1% (lefn,zlw . anQm

T 1
sl E o> w)+ , (3.137)

em que T'= T'(z) é uma funcao diferenciavel que depende de z;. Diferenciando (3.137)),

com respeito a 21, obtemos

¢II

fa2, =

u? (fir,es +21f11,2020) B — B 21 f11,,
,u2 + 1 E2

fll lez1 +f11 <6221

2B > 21] ¢} e

2 E

(3139)
Ora, de acordo com ([3.63)), temos (fi1., + 21f11.220) B — z21f11.4 B2y = fiio B+ z1fu P
Substituindo essa relagao em (|3.138)), temos

2 . afuP
f22721 _ “zMH {<f1£’1 4 1f11 )¢,,

fllz1Qz1 Qzl
ap (ZlE),zl

o
(3.139)
Substituindo (3.137) e (3.139) na segunda equagao do sistema ([3.59)), obteremos
fllleZ1 +f (Qzl)

2
2 Jiis | 2ful "
9 TZ —
/J?—i—l {( E + E2 )w 1E 1E w + 1

fi1,20 b (et o, 1@ p Ju—zufua\ L
fin {u2+1( E VTV o w)+T+u2+1{”( E )w W]}’

isto é,
2
% fin 21 z21fuP " f11 lezl Qzl
) TZ —

fi1,. s Z1f11,21+f11_21f11,21 " / ' Mfll@zl
B Ut [ (P2 Jur v B0 1),

donde
2
1% f11,z1 21 fuP " f11z1Qz1 Q-
M2+1{( 5 + 2 )%U W E + fu 2 .

2
2M (fnzlw, fﬂ’Zlel%D) 1 fll,le'
e+ 1 221E Ju

Assim, temos
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e 2M2
Jin w41

Por fim, substituindo (3.135)) e (3.136) em (3.140)), obteremos

T, —
! E? 2\ xn b

21P¢//+1 (%) w] fi1. (3.140)

fll,z1 M2mzlpf11
_ T £ e J
fu (W?+1) E?
Agora, observe que a equacao (3.135)) nos sugere os casos b = 0 ou b # 0. Faremos

eles separadamente conforme a seguir.

T., (3.141)

I) O caso em que b # 0.

Se b # 0, entao (3.135]) equivale a

le_ 1 Qzl
Bz 2 (zlE (3.142)

Substituindo (3.142)) em (3.141f), obtemos

(1) _#m (Q)
fll % N 2 (,U2 + 1) b ZlE 7 ’

que por integracao com respeito a zi, fornece

T — 1°'mQ,
2(pu2+1)bxE

Substituindo ((3.143]) em (3.137]), obteremos

+ C:| fll; c,m € R, beR— {0} (3143)

_p a1, "o pf11Qz, 1°mQ,
f22_,u2+1( E w ’l/}—i_ QZlE w + 2(M2+1)621E+C flla

que pode ser reescrita como

M w2 fiiz o, , 2 m\ @,
f22—u2+1( 5 (0 —¢)+{—2(M2+1) <¢+3>21_E+C]f11' (3.144)

Pelo uso de (3.136)), a expressao (|3.144)) se reescreve como

2

K 121 f11, , LL m\ Q:,
f22—u2+1 [ E (bw‘i‘m)_w}‘f‘{m (¢+€),21—E+C:| fi1, (3.145)

com 1) satisfazendo (3.136]). Com a finalidade de simplificar (3.145)), definamos ¢ = ((2o)
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tal que
C=¢+%- (3.146)

Com isso, primeiro observe que (3.136|) se reescreve como

"= b =0. (3.147)
Portanto, a expressao (|3.145)), por sua vez, se reescreve como
M2 bZ1f11,z1 4 flle1 c— M ,UC/
p? 41 E 21 F w2+ 1
com ( satisfazendo (3.147)).

Agora, no que se segue, com o intuito de obter F', calcularemos algumas expressoes

f22 = + Cfn, (3148)

auxiliares. Com efeito, observe que, diferenciando (3.148)), com respeito a z;, temos

f11,21Q21 +f11 <Q21)

f _ w2 b (fires T 21 11,m0) B — 21 f11., By n 2k 2k ¢
AT B2 2
+cf1,2-
(3.149)
Substituindo (3.63)) em ([3.149)), temos
2
M Jina B+ 2z fuP 1| fi1,, @z Q
= b > [PLaza "
Jo2,2, 211 { ( fo -|—2 A E + fu wE) C+cfirs
que simplificando pode ser reescrito como
2 Qzl bzl ]- Qzl
fo2, = ,u2 1 {fn 7 (— P 1E> fn JoB 5 (z E),zl C+cfirz-
(3.150)
Substituindo (3.135)) em (3.150|) e simplificando a expressao resultante, obtemos
2
p Q=
L= . 3.151
f22.2 [p2+1<E+21E)C+C]fH’1 ( )
Por outro lado, diferenciando (3.148)), com respeito a 2, temos
2 "
Iz bzifiis | fu@a\ ., ¢
L= ; — ) 3.152
Jor p?+1 ( E 22E w?+1 ( )

Substituindo (3.147) em (3.152)), obtemos
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2
15 bz1fi1s | fu@x )\ bug

0 = : — . 3.153
T2 u2+1( E 2B p2+1 (3.153)

Além disso, mediante o uso de (3.146)) e (3.147)), concluimos que

/ " !/
b

plany" + 29" pfad + Z1§' (3.154)

pr+1 w41
Substituindo (3.151)), (3.153)) e (3.154) em (3.11]), obteremos

1% b Qzl c H b 2 1 fllel
F: J— - — - _ !
Lﬂ—l—l (E+221E)C+u] 22+,u2+1 {Ezl_|—Jt11,z1 2F ha )| ¢
(3.155)
com ( satisfazendo (3.147)).

No que se segue, obteremos a expressao de fi3. Com efeito, mediante o uso da ex-
pressao ([3.146)) e substitui¢ao de (3.148) em (3.12)), temos

1 (bzlfll,zl flle1>§+ pw /+Cf11_ (3.156)

2 —|— ]_ E 221E C

fm:u e y

Agora, com o intuito de obter fss, calcularemos algumas expressoes auxiliares. Com

efeito, observe que, mediante o uso das expressoes (3.146)) e (3.148)), temos

2
(1) b = (1) [

bz1 f 1@
2 111,21 11z
. ( E  2aE

bz1 f @
9 111,21 112,
a ( E | 2aE

bz1/11,5 +f11Qzl><_ pc’

!
5 9. F M2+1+Cf11 + 1

)C—MC’+C(M2+1)fn+uC’

)<+c(u2+1)fu,

donde

[(,U2+ 1) f22+u¢l] fa _ |: W (bzlfll,n Qzl )g+ £:| fa1. (3157)

+
p(p?+1) fu pr+1\ fukE 22E

Além disso, com o uso de (3.146)) e (3.147), temos

"z _ pbz1¢
(W2 +1) fn (41 fu

Por outro lado, observe que a expressao que rege fs2, que é dada por (3.13)), pode ser

(3.158)

reescrita como
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(0 +1) for + ,M//] !
= - 3.159
Jo { p(p?+1) fu o (2 +1) fun ( )
Por conseguinte, substituindo (3.157)) e (3.158]) em (3.159)), obteremos
Fa = 2M {% (fn,zlf:n — E) " f31Qz1:| C+ @
p*+1 [ fu E 221 Iz
Relembrando que E é dado por (2.6)), temos fi1 ., f31 — E = fi1f31.2, donde
I bz1f31 | [31Q0x cfa
= ’ - 3.160
f32 /~62+1( I +221E ¢+ p ( )
Agora, no que se segue, definamos
f11 = h, f31 = l, (3161)
com h = h(z) e |l = I(z) sendo fungoes diferenciaveis que dependem de z;. Como

consequéncia da notacao estabelecida em (3.161]), F' e P, definidas em ([2.6)), e ), definida
em ([3.58)), se reescrevem, respectivamente, como

E = h.,l — hl.,, (3.162)
P=hoyley = heps Ly, (3.163)
Q=0—-6(+1)n% (3.164)

Como consequéncia da hipétese de que EP # 0 e das expressoes (3.162)) e (3.163), temos

(h21l - h'lzl) (hz1lz1z1 - hz1zllz1) ?é 0 (3165)

Por outro lado, substituindo (3.162)), (3.164) e (3.161)) em (3.155), (3.156)), (3.148) e

(3.160)), obteremos, respectivamente,

1 I, —0(u*+1) hhzl] c }
214 = b (+—p 2
{ (k2 + 1) (heyl = D) [ 2 T s166)
LM bz? N Rl — & (p*+ 1) hh,,] N [ ¢
w?>+1 [ hyyl—hl, hy, (hzl — hl,,) h, ’
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1 h[ll,, — 6 (u* + 1) hh.,] 2{’
= bz1h,
e = Ga ) (i) { Al 1
2 /
L hll,, — 6 (u* + 1) hh,,] } uc
- bz h,, + +ch,
Fe = G T L) { o u F17
K l [”21 — 6( ) hhzl]
= bz,
o (12 +1) (heyl = hls,) { Akt o
Por outro lado, observe que
R, — 6 (u? + 1) hh,] n I R, —6(p*+1)hh,])+1(hl—hl.,)
ey (hayl — hl,) he, ey (hayl — hl.,)
~Rhll, — 0 (W + 1) RPhy, + e 1P — Rl
h,, (h,,l —hl,,)
P—0(pu?+1)hn?
hol—hl,
isto é,
h(ll,, — 6 (u* + 1) hh.,] L: I2—6(p?+1)h? (3.167)
hy, (hl — hl,,) h, h.l —hl, '
Por conseguinte, substituindo (3.167]) em (|3.166|), temos
u I, —6(u*+1)hh, c
= b £
o { (ILL2 + 1) <h2'1l - hlzl) |: * 21 C * 1% .
L b2? + 12 — & (u* + 1) h? ¢
>+ 1 h.,l — hl, '
Além disso, para assegurar que F}, # 0, deve-se ser requerido que
o I, —0(u*+1) hhzl} c
b+ + — #0.
(42 1) (el — BL,) { 5 T

Por fim, substituindo (3.162)), (3.163)) e (3.164) em (3.142)), temos

21 (P loyzy = Doy lsy) _ _1 |:NZ1 — (0’ +1) hhz1}
(hayl — i) bl z(hyl—hly) |,

IT) O caso em que b= 0.

1 (Q,
Se b = 0, entao a equacao (3.135)) se reescreve simplesmente como 5 (Q El') =0,
21

em um conjunto aberto e conexo. Integrando essa ultima expressao com respeito a zq,

2232 = k, para algum k € R, donde

obtemos
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Q., =2kxE, k €R. (3.168)

Além disso, resulta da expressao (3.136) que

P(z0) = %zg +azp + ¢, (3.169)

sendo ¢ € R e a,m € R tais que a®> +m? # 0, pois ¥’ # 0. Ademais, a equacao ([3.141))
pode ser reescrita como
( T ) _ pPmzu P
fu/ ., (2 +1)E%

s - : T u m
Integrando essa tltima expressao, com respeito a z;, temos — +n = —dzl,
11

n € R, isto é,

P
T = <u H/zl dzl—i—77> f,  neRr. (3.170)

Mediante o uso de (3.170)), (3.169) e (3.168)), a expressao (3.137) se torna

fo2 =

% umzlfn 5
p+1

2 P
(M +1/ . d21+77)f11-

Agora, no que se segue, com o intuito de obter F, calcularemos algumas expressoes

mzo + a) + pk (—ZO + azy + C> f11}
(3.171)

auxiliares. Com efeito, observe que, diferenciando (3.171)), com respeito a z;, temos

f22,z1 =

f121+21f1 2121 E_Zlfle Ez m
e o [ e B e k(55 )

1f11P MQm P
[ 1) E? (u2+1/E2d21+77 firal -

Substituindo (3.63)) em (3.172)), obtemos

(3.172)

u? + 1 B2

mz f11 P 21 P
{ 1) B2 (M 1 / —5 dz + 77) fll,zl} )

B+ P
Jo2, = a {M (fll’ - “fu ) + pk (%Zg +az + C) f11,z1}

ou seja,
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2 Imfi. m
Fon = u2ﬂ+ 1 { Jz?l’ “tk (523 + ezt C) f“’“} N (u +1 / it 77) fa
donde
2 2
P pm [P
J22,0 = {M2 1 [E +k <—Zo + azp +C>] - (M2 1 / 2 —dz +7]) } Ji1,z -
(3.173)
Além disso, diferenciando (3.171f), com respeito a zy, temos
k _
fates = & sk (mzo + @) fu —m] (3.174)

p*+1
Por conseguinte, pelo uso de (3.173)) e (3.174)), temos

J22.2022 + f22,2021 0 [ um P n
: ’ = k< ﬂ — | 4— [ =4 < ;
p a1 lp TR g tante Zi1) mt ) inas

+,uk‘zl (mzo + a) fi1 — mz

pr 41
(3.175)
Por outro lado, com o uso de (3.169|), podemos concluir que
plad’ + 20" _ p(mz +a) fa +me (3.176)
pw?+1 w41
Substituindo (3.175) e (3.176) em (3.11f), obteremos
F = a [ —i—k(—z —I—azo—l—c)]— pm ﬁdzlJrﬁ 29
w+1LE 0 w>+1 ) E? ]
(3.177)

p(mzo + a) (kz1fu + f31)
( )fll 21

No que se segue, obteremos a expressao da funcao fi5. Com efeito, substituindo as
expressoes (3.171)) e (3.169)) em (3.12)), obteremos

1 mz ~
fi2 = 21 PL ALK — (mzo + a) + pk <3z0 + azo + c) f11}

(M +1/— 21+ )f11+mzo+a

Agora, com o intuito de obter f3, calcularemos algumas expressoes auxiliares. Com

(3.178)

74



efeito, observe que, mediante o uso das expressoes (3.169)) e (3.171)), temos

mzi fi1.» m
(W2 +1) foo ) = (U2+1) { 2/1 . {M gfn, L — (m2o + a) + pk (;zg + az + c) fn}

P
(M +1/z1 dzl+77) fn}—i-,u(ng—i-a)
[Nm21f11,z1
g M B —

= (mzo—i-a)—f-uk:( 2 +az+c >f11}

mz z1 m
NN

<M m/—d21+ H +1)77)f11

1 Mm21f11,z m
= M(M2+1)f11{1u2+1 { I E : +uk<523+azo+c>1

donde
(42 + 1) fog + 3/ 1 |:,Um21f11 : m pm [z P U
= g ok (D +azo+ ) | - gy + L
W2+ fn 1| e M\gTaeTe 1) BT
(3.179)
Agora observe que (3.13)) pode ser reescrita como
(1* +1) for + ,M//] pp" 2y
= e 3.180
Je { p(p?+1) fu Ja (n? +1) fu ( )

Substituindo (3.179) em (3.180)), bem como relembrando (3.169)), obteremos

1 umz1 fi1 2 um zlP ©wmzy
f32 {MQ 1 { B zO azy +c 211 f31— 2+ 1) o

que pode ser visto também como

ek (m ) ) pwm z P n pmzy i1,z f31 wmz
= |—— (=22 +az+c)— —dzy + — + — ,
Joo Lﬂﬂ prt et ) = et ) BT ) P e e T e ) 1

isto é,
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k (m Z1P Hm Jita fsi — EY 21
Joo LPH 5% +az+o) (u 241 ar )]f31+u2+1< E fui

Tendo em vista, portanto, que fii,, fs1 — £ = fi1f31.,, & expressao anterior se reescreve

tao somente como

| ek (@ 2 _ /—d pmz fa,z
f32—|:u2+1 2ZO—|—(IZO—|—C (M 211 Z1+ f31+—(,u2+1>E.
(3.181)

Observe que as expressoes (3.177), (3.171)) e (3.178) podem ser escritas, respectiva-

mente, como

wm uk (m 9 ) wm 2z P n
F= — (2 dy
{(M2+1)E+u2+1 g f0tazmte 1) BT

(3.182)
LM (mzo + a) (kz1fi1 + f31)
( + 1) fll 121
_ pk o rm o _ um 2P
fZQ_H[u“rl <2ZO+MO+C> (u2+1 P ﬂfﬂ (3.183)
o fpmafie '
+M2+1 [ z (mzo—{-a)] ,
wk m um 2 P n
= | (= — —d —
fi2 |:H2+1<2ZO+GZO+C> <M2+1 [ Zl+ﬂ>:|f11
(3.184)

n 1 pmz1 fi1,z,
p?+1 E

Definindo fi; e f3; conforme em (3.161]), obtemos das definicoes de E, P e () dadas,

respectivamente, em (2.6 e (3.58)), as expressoes (3.162)), (3.163) e (3.164)) e, além disso,

temos a veracidade de (3.165)), visto que EP # 0, por hipétese. Substituindo (3.161]),
(3.162)) e (3.163) em (3.182)), (3.184]), (3.183)) e (3.181)), obteremos, respectivamente,

-

— { pm L bk
. (1? +1) (heyl = hlyy)  p2+1
w(mzo + a) (kz1h +1)
(1% +1) hey

m 9 ) mm / 21 (hz1l21Z1 - h‘lellZl) n:| }
—z5+az+c)— dzi+ | 02
(2 0 +azo [M2+1 (hoyl — hl, )2 Pl

)

uk m [ wm /z1 (hayloyzy — Nayzylzy) 77]}
= —zjtaz+c)— dz1+—| ¢ h
iz {u2+1 (5 +an+e) u?+ 1 (hoil — bl )? o

—+

1 [ pumzih,

+ u? (mzo + a)} ,
21 | Tl — .,

76



pk m o Hm 21 (hzl Loy = Dz lZ1) n
= — — d -1 s h
f2 “{u2+1 (5 +aw+c) [u2+1/ ol—hi)?

_l’_

p [ pmzihe,

— (mzo + a)] ,
w?>+1 | hyl—hly,

pke m o pm / 21 (haylayzy = hzyzlzy) 77)}
= | (528 +azn+c) - o+ ) |1
o [/ﬂ +1 ( PR C) <u2 +1 (haoyl — hiz,)? S

umzily,

(MQ + 1) (hzll - hlZ1) '

k hz lz z1 hz z lz
Considerando W = — (ng +azy + c) — [ pm / 21 (hay ez = 1)0121 + Q] ,
u?+1\2 u? +1 (h,,l — hl,,) 7
podemos reescrever as expressoes anteriores como

_l’_

Z”:PV+Uﬂ+DzL—thZﬁjmm2;?SZT+o7
he =M G lll;zzl}ll— his,) . (:;? Y =
e [hw s hlzlﬂ T
‘ﬁQ:lm/+(u2+{?ZZ§i—hgg'
Além disso,
W o #0,

(u? +1) (heyl — hl,)
do contrario, F,, = 0. Por fim, mediante o uso de (3.162)) e (3.164)), podemos reescrever
(3.168) conforme

(12— 6 (12 +1) h?] = 2kz (hoyl — hl.,), k €R.

»21

A reciproca resulta de uma computacao direta.

3.8 Demonstracao do Corolario 2.1

Demonstragao. Se k =0, entao (2.12) e (2.13]) se reduzem a, respectivamente,
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um 21 (hz1 lz1z1 - hZ1z1ZZ1) Ui
_ dzy + 1 3.185
|:H'2 +1 / (h'21l - hl21)2 1 K ( )

[P =o (W +1)n%] =0, (3.186)

em um conjunto aberto e conexo. Integrando a equacao ([3.186)), com respeito a z;, temos

> =0 (u*+1)h? = v, com v sendo uma constante real. Assim, temos entao

l=0\6(2+1)h2+v, o=, (3.187)

com v sendo uma constante real, 6 = £1 e h = h(z;) tal que

§(p*+1)h*+v>0. (3.188)

A desigualdade ([3.188)) &, de fato, estrita, pois se ocorresse a igualdade § (u* + 1) h* +v =
0, entao h seria constante e isso violaria tanto a hipotese de que h., # 0 quanto a hipétese
de que [, # 0.

Por outro lado, observe que

o6 (u? 4+ 1) h?h.,
VO (2 +1)h2 +v
6 (u?+1) R

VO (2 +1)h2 +v
(6 (2+ 1) R2+v—6 (U2 + 1) 12

hol—hl., = oho\/d(2+ 1) h2+v—

= o |Vo(2+1)h+v—

21

=0 h,
VO (2 +1)h2 +v
B ovh,,
Vo (2 +1)h2 v
donde "
hol—hl,, = bl (3.189)

NOIEEET
Como h,,l — hl,, # 0, devemos ter, na verdade, v € R — {0}. Além do exposto anterior-

mente, observe também que
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o0 (1 + 1) vh2, o6 (u? + 1) hh,.,

hzllzlzl - hzlzllzl - th
[0

(p? +1)h2+1/ VO +1) R +v
Vh; hhz1 hzlzl

i o0 (2 + 1) hh,
Z121 \/5 <u2 + 1) h2 + v

+

= 00 (,u2 + 1) {
od (u* +1)vh3
6 (12 + 1) h2 + 1]

Y

donde

o0 (1 + 1) vh3,

hzllzlzl T Nzl = 3
2

[0 (2 4+ 1) h2 + v
Agora, substituindo (3.189)) e (3.190f) em (3.185]), teremos

W = —

[aéum

De fato, substituindo (3.189)) e (3.190) em (3.185]), temos

um o0 (u? 4+ 1) z1hs,

W = - dZ1+—

R AR2VEN u2—|—1)h2+u

n
dzy +
/\/5u+1 h? + v '

aéu + ,um/
= — le
I \/(5,u+1 h?+v

O-élum/ le‘FQ
\/5u—|—1h2+1/ 7

hh s,z
[5(,u2+1)h2+ug Vo (u2+1 )h2+y}

(3.190)

(3.191)

L
7

Considerando T = § (u? + 1) h? + v, podemos reescrever as expressoes ((3.189)), (3.187))
1

e (3.191)), respectivamente, como

ovh,,

hol— hl,, = .
VT

lzaﬁ, o= =1,

21d1+

Y

W _ {aéum 21h 17}

(3.192)

(3.193)

(3.194)

Por conseguinte, substituindo as expressoes ((3.192))-(3.194))) em ({2.11]), obteremos

79



oum VT 5 z21hs, d n p(mzo + a) (kzlh + Uﬁ)
— J— _ + ,
v @+ 1), / VT O T (12 + 1) by

com T =6 (u? + 1) h* +v e h = h(z;) uma fungao diferencidvel satisfazendo (3.188)), com

d==+1leveR—{0}. Comok =0, aexpressao anterior se reduz a

(1> +1) he, p (1> +1) he,

VT _5/Zlh21d21]_Q}Z2+O’M(m20+a)ﬁ.

oum
214 =
v

Agora, tendo em vista a validade de (2.16)), bem como (3.193)), temos

fnzh, f31:0'ﬁ, f21 :Mh
Por outro lado, substituindo as expressoes ((3.192)-(3.194))) em ([2.17]), teremos

oopum Zth1d 77} I oumaVT i (mz + a)
o™ S

adum [ z1h, n} oumz T p(mzy +a)
= - d= h + — , (2.1
o u{ { o 2 s - et g

oopm [ zi1h., dpumzih
f32=—0ﬁ[ 5 j/_dl—i—n}—l—uyl.

Ademais como consequéncia de (2.15) e (3.194)), temos

\/T 5 Zlhzld ] . g # O

flzz—[

Y

oum

v

(u? +1) hz, VT

A reciproca resulta de uma computacao direta.
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