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Introducao

Dentre os varios problemas matematicos existentes com aplicacoes fisicas apresentamos

neste trabalho o problema do autovalor para o Laplaciano
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onde 2 € R™ é aberto conexo e limitado, e A um nimero real chamado o autovalor de
Dirichlet. O estudo deste problema, chamado também as vezes de Problema da Mem-
brana fixa (para n = 2 o problema modela a vibragdo de uma membrana com extremidades
fixas), torna-se importante pois sabe-se que existe uma proporcionalidade entre estes au-
tovalores e o quadrado da autofrequéncia da membrana, além de as autofuncgoes u que
satisfazem (1) descreverem o comportamento desta membrana. A partir dai faz sentido

investigar a respeito de limitacoes para estes autovalores.

Desta forma, em 1956 Payne-Polya-Weinberger [13] (PPW) provaram para o problema
(1) ( para n = 2), a desigualdade
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a qual para o caso geral (n > 2) fica
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Em 1980, Hile e Protter provaram em [10| (prova original) uma desigualdade mais forte
do que a de PPW, a saber
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a qual chamaremos de desigualdade de HP. E facil ver que substituindo ); do denominador
da desigualdade de HP obteremos a desigualdade de PPW, logo PPW = HP.

A procura de melhores limitagoes, em 1991, Yang [15] deduziu uma desigualdade mais
forte do que as de PPW e HP:
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Embora Yang nunca tenha publicado a sua prova original, os métodos utilizados por
ele para tal prova foram publicados por [9]. Observando entao a desigualdade de Yang,
implicada por ela teremos o que chamamos de a segunda desigualdade de Yang (Yang 2),

e que ¢é dada por
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Por isso denotamos as vezes a desigualdade de Yang por (Yang 1).
Pouco tempo depois, utilizando de seus métodos, Yang obteve resultados semelhantes

para dominios e hipersuperficies contidos na esfera unitéaria.

Naturalmente a dissertacao estda organizada seguindo a ordem cronolégica com que as
desigualdades foram sendo provadas. No Capitulo 1 apresentamos alguns conceitos e
resultados acerca de autovalores que serao utilizados durante todo o trabalho. No Capi-
tulo 2, exibimos uma prova para as desigualdades de Hile-Protter e Yang conforme [1],
finalizando com a justificativa da implicacao da desigualdade de HP em Yang 1. Para o
Capitulo 3 consideramos um problema um pouco mais geral do que o problema do auto-
valor de Laplace. Em particular consideraremos os operadores de Schédinger: —A + V()
com V > 0 tal que —Au + V(x)u = pAu em Q € R” com p > 0, onde V e p sdo
funcoes reais definidas em €. Provaremos entao a desigualdade de Yang para este caso

obtendo uma extensao para a desigualdade de Yang provada no Capitulo 2, ou seja, tere-



Introdugao

mos uma generalizacao para as limitagdes do autovalor de Laplace. Por fim, no Capitulo
4 apresentamos a prova da estensao destes resultados para dominios contidos em S™ com
condi¢oes de fronteira de Dirichlet e para hipersuperficies minimas em S"™!, de acordo

com os métodos de Asbaugh [1].
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