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Resumo

Esta dissertacdo propoe consideragoes acerca do conceito de infinito em seus
aspectos formal e ontologico. Consiste em apresentar os pontos fundamentais da pesquisa
metafisica que constituem uma abordagem qualitativa dos conceitos de infinito. Nosso
enfoque serd na analise das relagoes estruturais entre extensoes discretas e continuas,

procurando reinterpretar a teoria das quantidades sob o ponto de vista qualitativo.
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Abstract

This dissertation proposes considerations about the concept of infinity in its formal
and ontological aspects. It aims to present the fundamental points of metaphysical research
that constitute a qualitative approach to the concepts of infinity. Our focus will be on
analyzing the structural relationships between discrete and continuous extensions, seeking

to reinterpret the theory of quantities from a qualitative perspective.

Keywords: Infinite; Continuity; Qualitative; Quantitative; Ontology.
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1 Introducao

Veremos no presente trabalho que a ideia de infinito nao é um conceito que surge
da manipulagao sintatica dos simbolos no interior das teorias formais. Parafraseando
algo dito por Gauss: a viabilidade de nossos conceitos é extraida de nogoes e nao de
notacgoes. Ha dois motivos principais para defendermos esse ponto de vista. O primeiro, de
carater historico, assume uma precedéncia cronolégica. O segundo apoia-se na discussao
conceitual e filoséfica de nossas intui¢oes sobre a infinidade. Nessa abordagem, assume-se
a precedéncia do carater onto-epistemologico, tendo surgido primeiramente nos campos de
discussao e elaboragao da filosofia e da teologia, tendo recebido tratamento matematico

apenas tardiamente.

Dado o escopo e o método investigativo presente nas suas areas originarias, as
primeiras intui¢oes sdo devedoras de um conceito espago-temporal da infinidade. Antes
mesmo de qualquer elaboragao técnica formal, uma imagem mental é induzida, mais
ou menos balizada por uma intuigdo primeira (fenomenoldgica). E nesses fendmenos
que embasamos o fundamento qualitativo de nossa pesquisa sobre as quantidades e,
consequentemente, sobre a ideia de infinidade. Consideramos incontornavel a maior
proximidade de nosso entendimento as elaboragoes fenomenolégicas do que as rigidas

defini¢oes e teoremas das ciéncias formais.

Para isso, fagamos uma separac¢ao conceitual prévia, dividindo a discussao sobre
a infinidade em dois aspectos principais: o aspecto quantitativo e o aspecto qualitativo.
Antes que se possa fazer qualquer julgamento precoce sobre o que se entende por cada
um dos adjetivos, vamos nés mesmos oferecer uma definicdo de escopo para cada um
dos aspectos que invocamos aqui. E importante salientar que tanto qualidade quanto
quantidade sao conceitos amplamente usados na histéria da filosofia e, portanto, seus
significados sao carregados conceitualmente, suportando formas diversas de interpretagao
dessa dicotomia. Sem nos pretender a defesa de um dos conceitos ja existentes de maneira
especifica, tentaremos erigir uma definicdo de escopo que seja propria ao nosso gosto
e objetivo, buscando dialogar com essas defini¢oes anteriores de forma a articular suas

caracteristicas mais fundamentais.

Definir precisamente o escopo da quantidade em oposi¢ao a qualidade nao é uma
tarefa simples. Portanto, vamos oferecer discussoes tao precisas quanto possivel para a
realidade de nosso trabalho, tendo em mente, no entanto, que uma defini¢do rigida de um
conceito filoséfico seja improvavel, demandando esforco dificultoso, exigindo amadureci-

mento existencial e intelectual. O que, na melhor das hipéteses, chega tardiamente.

A qualidade manifesta as atribuigoes, o carater, a natureza e os aspectos distintivos



de um dado objeto a que se refere!. Assim, mesmo uma discussdo qualitativa nio lanca
mao de uma teoria quantitativa minima, sem a qual nao se poderia falar em gradacoes. No
entanto, concebe-se a qualidade com um sabor metafisico caracteristico, que diz respeito
ao teor ontico de um objeto. Dividimos ainda, juntamente com uma parte significativa
da tradicao filoséfica, dois aspectos fundamentais de um objeto: o obiectum quod, que se
refere ao objeto conhecido; e o obiectum quo, sua contraparte conceitual, isto é, o objeto

pelo qual o intelecto conhece.

Todo esse processo de adquirir conceitos e definir o significado dos termos
faz parte do primeiro ato do intelecto, conhecido como apreensao simples.
A apreensao simples é o conhecimento inicial ou a “captura” de um objeto.
Em um ato de apreensdo simples, “nossa mente apenas apreende uma
coisa sem afirmar ou negar nada sobre ela”. Quando vocé vé uma maca,
por exemplo, sua mente é capaz de derivar de suas impressoes sensoriais
os conceitos de “maca”, “vermelho”, “redondo”, etc. Esse apreender de
conceitos € o que se entende por apreensao simples. A apreensao simples
é a obtengao da esséncia ou “quididade” de algo, que pode ser expressa
em um termo, e este é o objetivo do primeiro ato do intelecto: definir
um termo. (Sullivan, 2013, p.4)

Dizemos de uma referéncia qualitativa ou intuitiva de um objeto, a fixagao de
um obiectum quo, seja total ou parcial. Com total, queremos dizer que ha uma fixacao
completa de um objeto, ou pelo menos muito proxima da completude de um objeto. Tendo
em mente que nossas capacidades epistemoldgicas ndo envolvem a onisciéncia, a fixacao de
um objeto no intelecto é sempre idealizada, portanto, relacionada a imagem mais ou menos
completa de suas atribuicoes. Em linhas gerais, o aspecto mais valioso para a intuicao de
um objeto é a sua intuicao espago-temporal, que esta relacionada diretamente a um tipo
especifico de limitagdo: geométrica e circunstancial. Quanto mais conseguimos determinar
as caracteristicas de um dado objeto em relagao a uma qualidade especifica, tanto mais

teremos uma imagem completa dele.

H& objetos, no entanto, cuja determinacao torna-se dificultosa, seja por sua abs-
tragao, seja por sua grandiosidade em relagdo a alguma ou muitas qualidades. O infinito
é um e o mais radical dessa classe de objetos. Podemos conceber a infinidade como um
atributo que se aplica a uma determinada qualidade, ou como algo em si mesmo. Por
exemplo, um dado objeto pode ser infinito em extensao, infinitamente quente. Se por
outro lado concebemos o infinito como algo em si, ele se mostrara ainda mais problema-
tico. Se concordamos que o conhecimento de um objeto é proporcional a capacidade de
determinacao de seus limites, sejam esses limites espago-temporais ou de qualquer outra
natureza, o infinito, por definicdo, se mostrara como uma espécie de saturacao, visto que

nao ha forma de limitagao possivel para qualquer de suas caracteristicas. Se tratamos do

1 Pretendemos que o carater qualitativo de um objeto seja aproximado de uma nocdo fenomenolégica.

Sem nos comprometer com qualquer tradigdo especifica de fenomenologia, mas apenas tomando essa
palavra em sua concepcao etimoldgica. O termo fendmeno tem origem grega, em sua lingua materna,
pouvépevoy significa algo préximo a "aquilo que vem a luz", ou "o que se mostra’.



infinito puro. O fato é que quanto mais envolto em infinidade um objeto estd, mais somos

incapazes de determiné-lo como um objeto para nés (um fenémeno).

A aquisi¢ao de conceitos é fundamentalmente qualitativa, mesmo para um conceito
puramente ideal, como o infinito. A qualidade de um objeto é sempre inerente a sua
construcao pelo intelecto humano, sem essa percepcao, somos incapazes de conceber
conceitos. Muito embora o matematico ndo possa ser uma excecao a essa regra, a matema-
tica, enquanto area do conhecimento em si mesma, nao articula intuicoes qualitativas de
maneira direta. Ela tornou-se uma ciéncia cujo escopo direciona-se a uma outra tendéncia

discursiva.

Agora vamos nos ater um pouco ao escopo da quantidade para aproximar uma
definicdo. Importante destacar que, embora defendamos uma precedéncia do aspecto
qualitativo sobre a noc¢ao de infinidade, a quantidade reivindica uma parte importante

desse conceito. De acordo com o dicionario filoséfico Cambridge:

Magnitude, extensao ou tamanho de algo em relagao a algum atributo;
tecnicamente, uma quantidade ou dimensdo. Uma quantidade é um
atributo que admite varios ou um ntimero infinito de graus, em contraste
com uma qualidade (por exemplo, triangularidade), que um objeto possui
ou nao possui. (Audi, 1999, p. 528)

Dessa maneira, a quantidade é sempre relativa a um atributo. E através dela que
erigimos um grau de manifestagao dele. Nesse sentido, o conceito de uma quantidade pura,
ou de um infinito puro como quantidade, careceria de sentido priméario, ou necessitaria
de uma nova elaboracao do problema. Corroboramos, dessa maneira, a precedéncia do

aspecto qualitativo sobre o quantitativo.

Assim, vencemos um primeiro sentido no qual o conceito de infinito é ambiguo,
pois, se tratado como uma quantidade, ele deve ser relativo a um atributo, variando seu
significado e manifestacao de acordo com a natureza do objeto ou do aspecto a que se
aplica. Isso mostra que os sentidos de referéncia da infinidade podem variar em natureza,
de maneira que nao ha um tratamento horizontal entre os diferentes tipos de infinito que

podem surgir no escopo de nossas teorias infinitarias.

Esse problema, que diz respeito a uma pluralidade ontologica, é amplamente
conhecido e disputado no campo da matematica. Essa ciéncia procurou, no decorrer de
seu desenvolvimento, livrar-se das intuigoes qualitativas que persistiam nas elaboragoes
tedricas de seus campos. Diferentemente da filosofia, que se desenvolve no cabrocado
qualitativo, absorvendo o "inconveniente' do carater fugidio de conceitos especulativos, a

matematica esforga-se incansavelmente em abolir esse aspecto impreciso de sua linguagem.

A quantidade é, portanto, o grau de manifestacdo de um atributo, nao sendo
uma forma pura de tratamento do problema. Em seu sentido mais puro possivel, uma

quantidade pode ser tratada como um conglomerado de partes relacionadas por uma



totalidade da qual fazem parte. Assim, determinar uma quantidade exige a determinacao
ou de uma totalidade, ou de uma propriedade comum. Percebe-se, portanto, que nossa
definicao de quantidade tem um sabor extensional acentuado, pois ela sera definida de

acordo com a colecao dos elementos de uma certa pluralidade.

A Matematica e a Filosofia se desenvolveram em seus respectivos campos, ambas
informando-se e valendo-se das intui¢dbes umas das outras. Usaremos a metafisica como
paradigma conceitual do infinito, cuja concentracao investigativa esta no aspecto qualitativo
do conceito, bem como a matematica estard a cargo do tensionamento quantitativo da
ideia. Esperamos que o desenvolvimento do trabalho torne mais clara as contribuigoes e

disputas que enriquecem a discussao do infinito e sua relagdo com o problema do continuo.

Nosso esquema de abordagem se dividira em trés capitulos principais. No primeiro,
definiremos conceitualmente o problema de nossa pesquisa, delimitando os fundamentos
filoséficos da questao, isto é, as ideias de infinidade que trabalharemos no decorrer da
investigacao, bem como a ideia de quantidade e qualidade. Posteriormente, identificaremos
os métodos e o escopo da pesquisa matematica sobre os mesmos conceitos e tépicos
levantados na pesquisa metafisica do primeiro capitulo. Procurando mapear as diferencas

de cada area e como se dao suas relagoes tedricas mais evidentes.

Na parte final, daremos uma primeira incursao na Teoria de Conjuntos, identificando
como ela internaliza a questao de maneira técnica em seus fundamentos. Comentaremos
dois axiomas centrais: Escolha e Determinacao, concluindo o ultimo capitulo com a
ilustracao do que seria o conhecido problema do continuo, que inspira a pesquisa deste
trabalho.

Por fim, faz-se necessaria uma tltima observacao terminologica. Ha duas formas de
entender o conceito de topologia relacionado a diferenca metodologica do tratamento de
cada quantidade. Interpretamos que o método de quantificacao discreta, ou listagem, nos
ilustra uma forma linear de organizacao e entendimento da quantidade, por oposicao a
medida, entendida intuitivamente e tecnicamente do ponto de vista topoldgico. A palavra
"topologia" vem de topos que, no original, significa lugar. Gostariamos de esclarecer que
um significado possivel para essa palavra toma conotagao espacial em sentido técnico e
terd a ver também com densidade e profundidade. Portanto, quando nos referimos a
topologia, podemos ter em mente uma profundidade, em sentido dimensional e figurado.
Assim, uma das diferenciagoes qualitativas, isto é, onto-epistemologicas, que fazemos entre
as quantidades tem essa dupla significacdo. Dai a interpretacao desejavelmente ambigua
entre as ideias de linearidade e topologia. Essa podera ser uma boa chave de leitura para

compreender a problemética central do presente texto.



2 CAPITULO | - O CONCEITO

2.1 DUAS FORMAS DO INFINITO

Os pitagoricos ficaram conhecidos na histéria do pensamento ocidental por sua
forte relagao com a matematica. Seu interesse tedrico por essa ciéncia nao era apenas
instrumental ou pragmatico, mas, e sobretudo, metafisico. Essa escola talvez tenha
sido a responsavel por introduzir na cultura intelectual do ocidente um interesse mais
acentuado pela filosofia da matematica como tema filosofico de primeira importancia.
Com o pitagorismo, passa-se a vislumbrar nos niimeros nao apenas uma nova forma da
antiga arché, como também uma linguagem técnica que possibilitaria traduzir, num mesmo
vocabulario, diferentes temas classicos da cultura grega, a exemplo das propor¢oes e relagoes

musicais, arquitetura, metafisica e muitos dos elementos centrais de sua cosmologia.

Contemporaneously with these philosophers and before them, the Pytha-
goreans, as they are called, devoted themselves to mathematics; they
were the first to advance this study, and having been brought up in it
they thought its [25] principles were the principles of all things. Since of
these principles numbers are by nature the first, and in numbers they
seemed to see many resemblances to the things that exist and come into
being — more than in fire and earth and water... (Metafisica, 985°20)

O conceito de nimero para os gregos, e em particular para os pitagoricos, desempe-
nhava um papel ontolégico central, ndao sendo, muitas vezes, apenas entidades abstratas,
mas a propria matéria-prima da realidade. Para os pitagoricos, as coisas eram elas proprias
numeros ou eram constituidas por eles, sua forma de enxergar a realidade circundante era
aritmetizada. A palavra aritmética tem raiz grega e vem de arithmos, isto é, nimero, e
relaciona-se com a técnica de contagem. Portanto, dizer que sua cosmologia ¢ aritmetizada
ilustra, numa expressao sintética, o fundamento ontolégico que acabamos de atribuir a

esse grupo filoséfico e outros grupos que possuam uma concep¢ao proxima a essa.

Nao podemos, todavia, tomar o pitagorismo como um movimento de bloco, simpli-
ficando irresponsavelmente suas contradi¢es internas e movimentos aberrantes, dados os
diferentes estilos e pensadores que, desde a antiguidade, foram alocados sob essa mesma
alcunha. Nao obstante, a caracteristica de uma proximidade com a matematica era
predominante no pensamento dos diferentes autores integrantes dessa tradicdo. Mesmo
o pitagorismo tendo se estendido ao longo dos séculos, chegando até a Idade Média, o
Renascimento e a Modernidade, essa tonica se manteve como um fio condutor, ligando
os diferentes momentos historicos. Nos importa aqui, sobretudo, a intuicao pitagérica —
ou sua interpretacao aristotélica — que resta latente no imaginario ocidental, na qual os

numeros sao ferramentas poderosas para apreender verdades sobre o mundo que nos cerca.



Tal esforco tedrico, na busca da construcao de um arcabougo aritmético para a fisica,
nos legou um entendimento cosmoldgico matematizado que se cristalizou no pensamento
ocidental, sobretudo nas ciéncias naturais. Como fica claro no trecho da Metafisica, essa
visao substitui as antigas formas da arché em favor da concepc¢ao de nimero. Sendo assim,
a pesquisa pelo primeiro principio da realidade se torna uma busca filoséfica pela natureza
aritmética do cosmos, na medida em que conhecer as propriedades e relagoes dos niimeros

se torna equivalente ao conhecimento da propria physis.

Embora Aristoteles estivesse criticando a visao aritmetizada dos pitagoricos e
tratando toda a tradicdo como uma espécie de bloco tedrico, ha elementos tedricos
fortes o suficiente para adotarmos uma visao balizada segundo a qual atribuimos essas
caracteristicas aos pitagoéricos. Dado que ha divergéncia tedrica quanto a essa assuncao,

adotaremos a interpretacao de Primavesi, segundo a qual:

We will conclude that Aristotle’s statement according to which the Pytha-
goreans “were bringing forward the mathemata” does not just indicate
that they introduced mathematics into philosophy, as Jonathan Barnes
suggested, but that they achieved progress within the realm of the four
mathemata, and thereby prepared the ground for their own philosophy
according to which the principles of the mathematical disciplines are the
principles of everything there is. (Primavesi, 2014, p.229)

Mas uma ressalva importante é feita logo em seguida sobre como devemos adotar

tal interpretacao acerca do pitagorismo.

Further more, the second half of the definite account, on the whole heaven
being an attunement and number, is not prepared for by the preceding
argument. One gets the impression that the version of the theory that is
initially associated with the Pythagoreans’ interest in the mathemata
(as described in the introductory section 985b23-6) might not be quite
the same as the version that Aristotle presents as the end-point of the
development. (ibid. p.232)

Ou seja, estamos adotando a conclusao tedrica aristotélica acerca das implicagoes
do pensamento pitagérico para o desenvolvimento da intuicao filoséfica sobre o tema da
aritmetizagao. Essa introducao foi importante para a histéria do pensamento ocidental
e, mesmo que nao possa ser tomada como um testemunho ao pé da letra, Primavesi
nos defende na interpretacao de um esforco historiografico de Aristételes, com o qual
concordaremos. Isto ¢, concordamos com a interpretacao segundo a qual a tradicao
pitagorica — ou a interpretacao corrente sobre o pitagorismo — influenciou nossas teorias
cientificas. No proprio verbete sobre a matematica grega, podemos encontrar a seguinte

descrigao:

The Pythagoreans, who represented the height of early demonstrative
Greek mathematics, believed that all scientific relations were measureable
by natural numbers (1, 2, 3, etc.) or ratios of natural numbers, and thus



they assume discrete, atomic units for the measurement of space time,
and motion. (Audi, 1999, p.681)

Além de uma intuicao aritmetizada da natureza, os pitagéricos parecem nutrir,
no interior do carater aritmético de sua pesquisa, um gosto pelo fundamento e pela
visdo construtiva da matematica. Evidentemente, essa caracteristica estava presente
no esforco de investigagao da arché desde Tales, mas os pitagoricos, ao atribuir um
fundamento matemaético a realidade, estenderam o carater fundacional da pesquisa as
relagoes aritméticas. Temos, portanto, a tese de que a indole fundacional da pesquisa
cosmologica dos primeiros gregos passa a matematica pitagérica por via da aritmetizagao

do cosmos.

Segundo o testemunho de Aristoteles, a filosofia pitagorica, para alguns de seus
adeptos, pode ser representada na oposicao entre dez contrarios, trés das quais nos sao
importantes: a oposicao entre limitado e ilimitado, unidade e pluralidade e repouso e
movimento'. Essas trés oposicoes expressam as direcoes para o entendimento posterior
do infinito como problema ontoldogico. Na forma como compreendemos e interpretamos a
tradigao, essas sdo as oposi¢oes-chave para discernir de maneira profunda as categorias
do nosso pensamento que deram contorno intelectual as ideias de infinidade. No que diz
respeito a geometria, as intuigoes sao de limite e ilimitado, a metafisica, de unidade e
pluralidade, e o movimento ou repouso pendem ao escopo da fisica. Para cada tipo de tema
e oposicao corresponde uma caracteristica ou uma ideia da infinidade, muito embora todas
as diferentes tendéncias estejam interligadas. Somente o amadurecimento e a analise do
problema permitem um entendimento mais apurado das diferengas. O préprio Aristételes
nos traz uma analise de como interpretar a influéncia desse pensamento sobre a filosofia

da posteridade:

But the object of our discussion is that we may learn from these philo-
sophers also what they suppose to be the principles and how these fall
under the causes we have named. Evidently, then, these thinkers also
consider that number is the principle both as matter for things and as
forming their modifications and states, and hold that the elements of
number are the even and the odd, and of these the former is unlimited,
and the latter limited; and the 1 proceeds from both of these (for it is
both even and odd), and number from the 1;and the whole heaven, as
has been said, is numbers. (Metafisica, 986*10)

A tensao entre os contrarios, portanto, era caracteristica da ontologia pitagoérica
e, como poderemos notar na posteridade, se configurou como heranca do pensamento
ocidental. Essa tensao entre o ilimitado e o limite serda de especial importancia para o

problema do infinito e da continuidade.

O imaginario grego era amplamente influenciado pela figura alegérica da atribuicao
de uma forma & matéria. A arte era bastante desenvolvida e privilegiada na cultura grega,
L Cf. Metafisica 986a20-7.




e seu senso estético estava intimamente ligado a sua visao cosmologica. Os homens de
cultura, de alto posto social, assim como eram muitos dos filésofos, cultivavam profunda
admiragao pelo trabalho do artesao. Em muitas oportunidades, a destreza técnica associada
a essa profissao era descrita pela sua capacidade de trazer a tona o ideal estético através
da atribuicao de uma forma a matéria, como no caso em que se esculpe uma estatua em
marmore ou em bronze. Esse paralelo traz elementos muito importantes para a cultura
filosofica grega, sobretudo em suas implicacoes para a metafisica e, consequentemente,

para a construgao de suas opinioes sobre a infinidade.

O tensionamento entre ilimitado (dpeiron) e o limitado (péras) permeia toda a
historia da metafisica. Essa relacao, descrita na forma da interacao matéria-forma, serd
responsavel por estabelecer o lugar de importancia do limite para a cultura intelectual
ocidental. Nesse contexto, o ilimitado é entendido como indeterminacao, uma espécie de
estado primordial no qual a matéria resta informe. A ideia grega da infinidade, portanto,
nutre relagao com a indeterminagao, nao s6 como estado anterior a forma, mas também
como um continente da realidade, uma espécie de totalidade. Anaximandro foi quem
primeiro explorou essa ideia do indeterminado como forma motriz criadora e sustentadora

da realidade — também nos baseando nas intui¢oes historiograficas de Aristételes.

Esse sentido hiperbélico da infinidade como ilimitacao que excede a quantificagao
no sentido de uma contagem ou medida constitui o cerne da nocao qualitativa da infinidade.
Essa nog¢ao condensa o polo nao quantitativo do conceito. Entende-se o ilimitado como
conceito em si mesmo, independente da relagdo com os graus de manifestacao das qualifi-
cagoes de um objeto. Nessa interpretagdo, o préprio ilimitado (apeiron) é tomado como
uma entidade, cuja caracterizacao é dada pela ilimitagdo absoluta ela mesma. A tendéncia
dessa forma conceitual é distanciar-se do conceito aritmético de infinito, aproximando-se
de uma nocao onto-epistemoldgica da ilimitacao em seu grau mais elevado. Essa entidade
caracteriza-se pela infinidade quanto aos seus atributos, sendo espacialmente e temporal-
mente transcendente, precedente e ulterior, um continente da realidade em sentido forte.
Um algo do qual nao se pode pensar nada, nenhuma determinagao em absoluto, pois, caso

o fosse, seria limitado.

Diferentemente de outros pensadores da arché, cada um dos quais postulou o
principio do universo como sendo um entre os quatro elementos, Anaximandro vé, no
infinito, uma nova possibilidade de fundamento. O apeiron nao pode ser visto como um
infinito quantitativo, mas qualitativo. Sua ideia de infinidade é literal com a definicao
do vocabulo, isto é, o infinito como ilimitado ou indeterminado. Ele deve ser entendido
como a totalidade, nao s6 como o continente da realidade, mas como o seu principio,
lugar no qual as coisas sao e deixam de ser. O surgimento de um objeto é efetivado pelo
processo paulatino de individuacao de parte dessa totalidade, um crivo que faz surgir,
a partir do indeterminado, todas as espécies de coisas de acordo com a sua natureza

particular. A partir de um momento de desequilibrio — entendido como uma (adicia) —,



o prevalecimento de um contrario sobre o outro gera uma diferenciagdo particularizada no
estado primordial, dando origem a uma individualidade, e assim por diante. Por isso, a
arché nao poderia ser qualquer tipo, ela propria, de individualidade fisica, como no caso
da eleicao de um dos quatro elementos. Era preciso algo ontologicamente independente de

qualquer contrariedade a nivel natural (physis).

A engenhosidade conceitual de Anaximandro estd em explorar, no dpeiron, as
caracteristicas que antes o fariam marginal as ontologias. No que se refere ao problema da
forma, essa representacdo ultrapassa a simetria ontologica das entidades cujas caracteristi-
cas tornam as relagoes simétricas e horizontais, dando a esse novo elemento a capacidade
de escapar as dificuldades anteriores; além disso, o dpeiron é ilimitado nao apenas como
objeto do intelecto, mas, antes disso, no tempo e no espaco, ou melhor, fora de ambos
como continente desses, o que lhe confere as atribuigoes ontologicas ideais para eleigdo a
forma subjacente a physis: a indestrutibilidade e a eternidade, de onde emana e para onde

retorna a natureza em fluxo.

Anaximandro disse que o "Infinito"era o tinico responsével pelo vir a ser e
pelo passar do universo. Anaximandro afirma que os diversos céus foram
gerados a partir desse Infinito, assim como, de forma mais geral, todos
os mundos, que sdo infinitos em nimero. Ele declarou que o passar e
(muito antes) o vir a ser ocorrem a medida que todos repetem um ciclo
desde o tempo infinito. (Pseudo Plutarco, fr. 172, 2)

Anaximandro capta, na indeterminacao, o assombro face a totalidade do mundo,
o apeiron se desenvolve justamente nessa ideia, deve ser interpretado nao como um infinito
pelo acréscimo iterado de partes, mas como a grandiosidade que extrapola a determinagao
objetual, cuja natureza nao pode ser resumida a uma forma — uma figura — do intelecto.
A maneira de apreendé-lo é efetivada como a expressao da prépria indeterminacdo. Como
na literatura especializada, as vezes entendido como ilimitado no sentido literal, mas as
vezes tendendo a interpretacao de inexperienciado. Essa caracteristica etimologica do
apeiron nos mostra a especialidade do obiectum quo presente na intuicao qualitativa do

infinito.

Embora a qualidade tenda a ser entendida como um processo de atribuicao de um
objeto na tentativa de determind-lo, essa questao torna-se paradoxal no &mbito do apeiron.
Enquanto designar qualidades de um objeto qualquer o individualiza por determinacao, a
indeterminacao qualitativa do apeiron é justamente o que define a caracteristica qualitativa
dessa entidade. Portanto, quando nos referimos ao aspecto qualitativo do infinito, estamos
fazendo alusdo a uma caracteristica por si mesma indeterminada, ou melhor, a propria

indeterminacao como caracteristica principal que qualifica a natureza do objeto em questao.

Essa caracterizacao do ilimitado é dada por sua unicidade, ou seja, enquanto todos
os outros tipos de objetos sao caracterizados por nossa capacidade de determinar suas

caracteristicas qualitativas, o apeiron é o tinico objeto cuja tinica caracteristica possivel



seja a propria indeterminacgao. Portanto, a menos das diferentes formas de nomear um

infinito absoluto, todos eles correspondem a um mesmo e tnico objeto, evidentemente.

O processo de concepcgao da ideia de um ilimitado qualitativo em nossa mente é
sofisticadamente ilustrado por Rucker em seu livro "Infinity and The Mind". Primeiro, usa-
se o conceito de um absoluto, qualificagdo oportuna para entender a natureza ontoldgica

do apeiron, ou do infinito qualitativo. Ele diz o seguinte em sua descrigao:

There is a certain type of nonphysical entity that was not discussed in
the last section. God, the Cosmos, the Mindscape, and the class V of
all sets-all of these are versions of what philosophers call the Absolute.
The word "Absolute" is used here in the sense of "non-relative, non
subjective." An Absolute exists by itself, and in the highest possible
degree of completeness. (Rucker, 2005, p.44)

Em seguida, oferece um esquema mais ou menos preciso:

This is a dialectic process in the sense that the thetic component is
one’s instantaneous unconscious image of the Absolute, the antithetic
component is the conscious formalization of this image, and the synthetic
component is the formation of a new unconscious image of the Absolute
that incorporates one’s earlier images and the awareness that they are
inadequate. (ibid., p.45)

E reescreve ainda uma forma indutiva de formulacao do problema:

If we call the nth thought T},, we can define T}, in two ways. On the one
hand, we can use an inductive definition: Ty = ) and T,, +1 = T,, U{T,},
where for any sets A and B, A U B means the set of all the sets that are
members of A or of B. On the other hand, we can use a different sort of
inductive definition: T,, = {7}, : m < n}, which means "T,, is the set of
all T,,, such that m is less than n". (ibid.)

Rucker descreve precisamente como ocorre o processo de aquisicao do conceito do
ilimitado. Diferentemente da aquisi¢ao de outros conceitos, que correspondem a experiéncia
empirica de um objeto ou nao, esse ideal nos impoe uma forma especial de formacao
intelectual, ndo encontrada em nenhuma outra forma de aquisicao, apenas do ilimitado
em suas diferentes formas de manifestacdo. O que chamamos de transcendente em sentido
ontolégico tem a ver com o que foi chamado no conceito de absoluto como um "nao-relativo".
Essa forma de aproximacao do conceito nos mostra como a intui¢ao qualitativa do infinito

passa a intuicao quantitativa desse conceito.

Enquanto estariamos em dificuldades para cunhar uma contraparte matematica do
infinito qualitativo, ao entendé-lo como um absoluto, estamos mais préoximos de aproximar
as duas formas da infinidade. De fato, ndo parece natural forcar um conceito matematico
do qualitativo para compreender a forma matematica do problema, sendo que, como vimos,

essa interpretacao reconstitui uma intuicao fenomenoldgica, cujo contetido semantico



remonta a um obiectum quod. Muito embora essa terminologia pudesse ser adaptada para
o contexto formal, entender o qualitativo em termos de absolutidade nos conecta quase
que diretamente a relacao entre ontologia e matematica via teoria de conjuntos, como ja

feito por Rucker.

A descricao indutiva do processo que ocorre na mente nos oferece uma forma de
passagem da qualidade para a quantidade de uma forma natural. Enquanto no primeiro
sentido usam-se conceitos como os de imagem, formacao, incorpoéreo e fisico, a segunda
define o problema numa linguagem conjuntista e, portanto, livre de intuigbes geométricas
ou empiricas — ao menos discursivamente. O conceito talvez probleméatico que ainda
pudesse reconstituir uma intuicao empirica seja o de um pensamento que, contudo, pode

suportar uma definicao de natureza conjuntista ainda assim.

A definicao de Rucker nos traz a memoria a forma padrao de definicao de um
conjunto infinito na contemporanea teoria de conjuntos, quando exigimos a existéncia de
um menor conjunto indutivo. O axioma do infinito nada mais é que o comprometimento
ontolégico com uma pluralidade absoluta, na qual nao podemos identificar um limite.
Sempre que incorporamos a nossa intuicdo um numero finito arbitrariamente grande,
devemos articular essa concepc¢ao em nossa 'componente sintética' estando cientes de que

ela nao esgota a totalidade dessa pluralidade.

Nao é dificil perceber como esse processo imaginativo esta na base conceitual do
infinito quantitativo na matematica. Essa noc¢ao recupera o fundamento empirico dos
processos aritméticos e reconecta a nocao quantitativa a qualitativa, embora o discurso
de ambas as areas tenha se distanciado ao longo do tempo. Ainda na Grécia, podemos
identificar o uso dessa intuicdo nos mais classicos problemas matematicos. Os raciocinios
envolvidos nas demonstragoes geométricas nos revelam essa heranca. O problema da
quadratura do circulo, embora nao faca uso do infinito como conceito formal, guarda uma

intuicdo infinitaria como aquela descrita pelo esquema de Rucker.

O processo de encontrar a quadratura de uma figura geométrica tem a ver com
a determinagao de sua area. O procedimento envolve encontrar um poligono retilineo
que possua uma area igual a da figura escolhida. Imagine um poligono retilineo cuja
quantidade de lados ¢é arbitrariamente grande, de forma que se assemelhe a um circulo.
Para cada segmento que forma um lado do poligono, vamos atribuir um triangulo formado
por esse lado e os pseudo-raios que seguem de suas extremidades até o centro do poligono.
Se permitirmos uma intuicdo na qual tal poligono é formado por infinitos tridngulos dessa
maneira, entao estamos aproximando a forma geométrica de um circulo. Reproduzir esse
processo, iniciando por um quadrado e inscrito num circulo e inscrevendo outros poligonos

regulares de 2" lados, de maneira sucessiva, nos da a quadratura de um circulo.
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Figura 1 — Diagramas sobre quadratura do circulo.

Embora os matematicos gregos nutrissem certa repulsa pelo conceito de infinito
atual, suas estratégias heuristicas envolviam intui¢oes infinitarias e mecanicas, reconsti-

tuindo a heranca empirica dessas elaboragoes formais.

Ao fim desse primeiro movimento argumentativo e historico, identificamos ao menos
duas formas do infinito, aquela em que ele é considerado em si mesmo como substancia,
e aquela que é considerada como atributo, seja de uma substancia terceira, seja de um

Processo.

Aristoteles é o responsavel por identificar essa distingao entre tipos diferentes de
infinitos. Diferentemente de Anaximandro, que considerava o apeiron como uma entidade
existente por si mesma, completa e transcendente, a filosofia aristotélica nega o carater
transcendente da questao e considera a existéncia como um problema de carater espaco-
temporal. Dessa forma, a pergunta pelo carater ontolégico do infinito, para Aristételes,
dirigia-se a uma questao de carater material, isto é, existéncia na Physis. Portanto, o
conceito de infinito se distancia do apeiron de Anaximandro e tende a aproximar-se de
um conceito extensional. Sua pergunta pode ser entendida da seguinte forma: ha ou nao
uma extensao infinita e atual no mundo? Sabemos que a resposta de Aristoteles para essa
pergunta é negativa, e que apenas os processos, ou a ideia de um infinito potencial, eram

aceitas por ele.

Moore, em seu livro "The Infinite" atribui a essa defini¢do aristotélica a génese da

nocao realmente matematica da infinidade:

This is highly significant. Here, arguably, was the first explicit cha-
racterization of the mathematically infinite — the point at which the
mathematically infinite was first clearly registered in Greek consciousness.
It is not that there had been no earlier thinkers who had referred to,
or alluded to, the mathematically infinite. Zeno is an obvious example;
and Anaxagoras had said that, however small anything was, there was
something else still smaller, and however big anything was, there was
something else still bigger. But nobody else, arguably, had singled the
mathematically infinite out and got it into quite such sharp focus as
Aristotle. His naturalism had provided him with the perfect forum to do
this. Indeed, as we shall see, he was at pains to bring the mathematical
conception of the infinite to the fore as the only true conception. He
rejected earlier more metaphysical conceptions as being fundamentally



awry. (Moore, 2019, p.34)

Bom, de fato, ha fortes indicios de que Moore identificou na forma aristotélica
da esquematizacao do problema do infinito a heranca matematica da modernidade e
da contemporaneidade. Nao podemos negar que essa seja uma constatacao de forga
argumentativa. Em geral, parece que a forma do tratamento matematico da questao seguiu
o curso argumentativo e metafisico aristotélico, sobretudo por seu dominio da cultura
intelectual na Idade Média e no Renascimento. Em todo caso, sua posi¢ao nao parece
indiscutivel. Em todo caso, a defini¢ao aristotélica ainda se configura como uma elaboragao
de carater propriamente fisico. Para propdsitos mais rigorosos, a definicao matematica
da infinidade s6 viria muito tempo depois, no fim da modernidade ou, para aqueles mais

criticos, apenas com Cantor.

A confusao entre o escopo tedrico da fisica e da matematica de fato pode ser
entendida no contexto da filosofia cldssica, visto que nao havia uma separacdo mais
radical entre os conceitos da mecanica e da matematica nas discussoes conceituais sobre
o infinito. Podemos até estar soando anacronicos ao exigir que uma definicdo grega
realmente matemadtica do problema nao pudesse valer-se de conceitos mecanicos para
definir o infinito. Nao obstante, é importante salientar que a escolha de Moore ao tratar
a definicdo como uma "caracterizagao explicita do infinito mateméatico'possa gerar um

inconveniente conceitual para os propdésitos de nosso trabalho.

E nossa interpretagdo, embora Aristételes aproxime um conceito matematico das
formas do infinito, o entendimento matematico, em sentido contemporaneo da questao, so
vem a posteriori, com a teoria de conjuntos. E claro que Moore estava totalmente ciente do
que acabamos de abordar, tendo sido um importante historiador da matematica, sobretudo
da teoria de conjuntos. A despeito de nossa discordancia terminolégica, concordamos
com ele que Aristételes foi o primeiro a modelar o discurso sobre o infinito que ficaria
cristalizado na tradicao intelectual da posteridade, dominando o campo de discussao. Seu
esquema conceitual é a base para todas as discussoes classicas sobre a infinidade e as

visoes vencedoras sao grandemente devedoras de sua formulacao inovadora.

2.2 DUAS FORMAS DA QUANTIDADE

A principal discussao sobre quantidade com a qual dialogaremos esta na teoria
aristotélica das categorias. Segundo a tradicao, ha ao menos trés aspectos nos quais essa
teoria pode ser considerada: um nivel ontoldgico, um [6gico e outro linguistico-gramatical.
Segundo Bento Santos, tradutor da Isagoge para o portugués, a interpretagao dos textos
nos leva a deducgao precisa de que o teor das categorias é primariamente ontologico,

e, posteriormente, 16gico; o primeiro tendo como escopo o ser, o segundo tratando de



suas predicagoes. Essa separacao se adequa oportunamente a forma do nosso problema.
Gostariamos de investigar o infinito como substancia e como atributo, posteriormente
identificando as possiveis formas de interpretacdo do problema na Matematica e na
Filosofia.

Mas a teoria aristotélica da quantidade ndo separa as quantidades em finitas
ou infinitas. Devemos investigar como a infinidade pode ser acoplada ao seu contexto
teorico. Podemos entender a teoria das categorias como propriamente aristotélica ou como
uma teoria filosofica geral. Se a tratamos como uma teoria propriamente aristotélica,
entao devemos tratar a categoria da quantidade exegeticamente, de acordo com o texto
aristotélico. Se, por outro lado, a tratamos como uma teoria geral, entao podemos ou
nao adotar as mesmas categorias que Aristételes e, além disso, podemos ou nao aceitar
as defini¢des para cada categoria proposta. Em alguns contextos, usaremos a definicao
aristotélica de maneira direta, em outros, adequando-a a nossa prépria visao de cada
conceito, procurando esclarecer contextualmente ou diretamente cada tipo de uso aplicado
no decorrer do presente trabalho. Teremos em mente as duas formas de tratamento das
categorias: tanto como algo propriamente aristotélico, como uma teoria que posteriormente
se torna um campo de pesquisa geral da filosofia, sobretudo da metafisica; e entraremos em
didlogo com a exegese do texto aristotélico, bem como tentaremos adequar cada definicao

aquilo que consideramos ideal.

Ao definir e analisar a categoria da quantidade, separamos a teoria aristotélica em
dois momentos conceituais distintos. Aristoteles aborda essa categoria em dois textos, cada
um a seu proprio modo. O primeiro, as Categorias, apresenta um sabor geométrico, o outro,
a Metafisica, nos oferece um tipo definicional onto-epistemolégico. Junto a isso, precisamos
ter em mente o fato de haver um hiato temporal entre a escrita desses textos, a Metafisica
sendo mais tardia e, portanto, madura, no contexto cronolégico de seu pensamento. A

primeira forma da defini¢ao é dada da seguinte maneira:

Of quantities some are discrete, others continuous; and some are composed
of parts which have position in relation to one another, others are not
composed of parts which have position. Discrete are number and language;
continuous are lines, surfaces, bodies, and also, besides these, time and
place. (Aristételes, Categorias, 4b20)

As nogbes primarias da continuidade sdo a linha, a superficie e o sélido. Mas h&
uma atribuicao secundaria, que corresponde aos conceitos de tempo e espaco. Essa relagao
posterior, sobretudo com o tempo, nos interessa analisar. Esse conceito aproximara as
formas da quantidade ao ser entendido também como um ntimero. Embora seja considerado
nas categorias como uma quantidade discreta, em sua Fisica, Aristételes tratara o tempo

como uma ideia aplicada de ntimero:

For time is just this — number of motion in respect of ‘before’ and ‘after’.
Hence time is not movement, but only movement in so far as it admits of



enumeration. An indication of this: we discriminate the more or the less
by number, but more or less movement by time. Time then is a kind of
number. (Number, we must note, is used in two ways—both of what is
counted or countable and also of that with which we count. Time, then,
is what is counted, not that with which we count: these are different
kinds of thing.) (Fisica, 219%)

Embora conceda a conceitualizacao dupla sobre a ideia de ntimero, diferenciando
uma forma "pura" e outra "aplicada" , e atribuindo o tempo a segunda, ainda podemos
identificar um impasse profundo na divisao aristotélica das quantidades. A relacao
problematica na elaboracao estard no fato de classificar tempo e niimero em géneros
distintos nao subordinados. Esse problema embaraca nosso entendimento de onde esta a
separacao entre quantidades discretas e continuas, dado que os niimeros sao das primeiras
e o tempo seria naturalmente das segundas. Mas Studmann, em seu artigo "Aristotle’s

Category of Quantity", propoe a seguinte resolucao:

Hence, time has a dual aspect with respect to its continuity. Although it
is a kind of number and so is intrinsically discrete, because its underlying
subject is continuous, it also shares in continuity. Hence, even though
time and number appear in non-subordinate genera in the Categories,
time can still be though of as a kind of number. Put another way, one
can think of time not so much as a number but as the numbering of
something, namely motion. This in turn reduces the puzzlement as to
how something by nature discrete (the number-series) can characterize
something continuous — after all continuous quantities can be measured
using discrete measures (and the enumerations thereof) plus fractions.
(Studmann, 2004, p.74)

Mas Studmann nao oferece, em primeiro momento, qualquer resolucao positiva
ao problema identificado, a nao ser a redugao do problema ao estabelecimento de uma
relagao entre os diferentes tipos da quantidade. Nao obstante, essa questao nao pode
permanecer obscura para os propoésitos de nossa investigacao, e pensamos ter um bom
argumento para explicar a relacao vista por Aristételes?. Studmann simplesmente deixa
de lado as manifestagoes secundérias da quantidade para a questao relacional, como é o
caso do tempo, do espaco e do discurso. Para ele, importa apenas investigar as nogoes

primarias.

Para nos, entretanto, vale ressaltar que a relagao entre grandezas discretas e
continuas se da por meio da ideia aritmética de tempo. Embora nao exploremos uma
relagdo conceitual mais profunda, Aristételes mostra que ha ao menos um caminho aberto
no qual homogeneizamos os tipos de grandeza, possibilitando que haja um processo no
qual existam formas de contagem também para grandezas continuas, embora sua natureza
nio seja captada pela discricio. E claro que essa possibilidade se configura como a mais
intuitiva e natural para nés. Ela nao diz respeito a uma proximidade por natureza, mas

por método. Embora discri¢ao e continuidade sejam diferentes, para nés, em natureza,

2 Cf. Cap. 2.



nos deparamos inimeras vezes com situagoes nas quais precisamos quantificar de maneira
discreta sobre quantidades continuas, como quando contamos os metros de um corpo

extenso, as proprias horas, uma quantidade determinada de espaco e assim por diante.

Portanto, o que Aristételes faz, nada mais é que identificar um caso especifico e
paradigmatico no qual fazemos esse tipo de combinacao tedrica entre noc¢oes frontalmente
diferentes. Num campo teorico, fazemos essa separacao de maneira mais radical, todavia,
em seu aspecto pratico, estamos, por vezes, usando métodos analogos de quantificacao

tanto para um tipo de quantidade quanto para o outro.

Posteriormente, algumas observagoes feitas em relagao a natureza dos niimeros
parecem sugerir um teor aritmético as grandezas discretas, se tomarmos os nimeros como

um paradigma mais ou menos ajustado para esse tipo de quantidade.

Discrete are number and language; continuous are lines, surfaces, bodies,
and also, besides these, time and place. For the parts of a number have
no common boundary at which they join together. For example, if five is
a part of ten the two fives do not join together at any common boundary
but are separate; nor do the three and the seven join together at any
common boundary. Nor could you ever in [30] the case of a number find
a common boundary of its parts, but they are always separate. Hence
number is one of the discrete quantities. (Aristételes, Categorias, 4b25)

Evidentemente, Aristoteles ndo poderia ter em mente o conceito de niimero real,
dado o desenvolvimento da matematica na antiguidade classica, muito embora os conceitos
de continuidade e discrigao ja estivessem conceitualmente maduros. A continuidade é
dada nos termos do limite, tomando duas partes de uma grandeza continua, enxergamos
uma convergéncia de limites numa espécie de ligacao entre essas partes da extensao
analisada.® J4 no caso da discricao, nao podemos identificar tal caracteristica, o que
mostra a convergéncia da definicdo categdrica aristotélica com a visao contemporanea da

quantidade em sua concepg¢ao bipartite.

A diferenga entre as quantidades, portanto, é definida segundo a disposicao das
suas partes®. Na continuidade, os componentes estao relacionados por posicoes, as partes
da grandeza discreta, ainda assim, corresponderao, no melhor caso, a uma ordem. Cada
parte do continuo pode ser identificada na sua relacdo com o todo, de forma que "..
cada uma, indiscutivelmente, tem que estar situada em algum lugar e cada uma pode
ser claramente distinguida'(Categorias, 5%15). E nisto que Aristételes centraliza parte
da diferenca fundamental entre as quantidades. Como exemplo, embora nao se possa
falar dos niimeros em termos posicionais, é adequado que se fale em uma ordem natural,
assim como no tempo, segundo o proprio texto das Categorias: "Assim, no que respeita ao
nimero, também é permitido dizer que as partes possuem uma ordem relativa, mas que

com certeza nao possuem posigoes.' (ibid, 530).

Cf. Categorias, bal-15.
4 Cf. Categorias 5%15.



And in virtue of its form each thing is said to be qualified somehow.'Rare’
and ‘dense’ and ‘rough’ and ‘smooth’ might be thought to signify a
qualification; they seem, however, to be foreign to the classification of
qualifications. It seems rather to be a certain position of the parts that
each of them reveals. (Aristételes, Categorias, 10%15)

Na metafisica, recupera-se a discussao sobre a diferenca entre discricao e conti-
nuidade. Aqui temos uma pista mais detalhada de como podemos entender o problema
do ponto de vista ontolégico e em sua relagdo com a limitacdo. Em primeiro lugar,
diferencia-se o entendimento das extensoes através da forma como sao nomeadas, fazendo
diferenciacao entre uma pluralidade e uma grandeza. Depois, Aristételes refere o problema
a partir do aspecto da complexidade, delimitando as diferencas dimensionais para o que

chama de grandezas e os de limitagao dentro do contexto das pluralidades.

We call a quantity that which is divisible into two or more constituent
parts of which each is by nature a one and a ‘this’. A quantity is a
plurality if it is numerable, a magnitude if it is measurable. We call a
plurality that which is divisible potentially into non-continuous parts, a
magnitude that which is divisible [10] into continuous parts; in magnitude,
that which is continuous in one dimension is length, in two breadth, in
three depth. Of these, limited plurality is number, limited length is a
line, breadth a surface, depth a solid. (Aristételes, Metafisica V, 1020a5)

Na concepcao aristotélica, a qual adotaremos, a pluralidade ¢é tratada como a
quantidade discreta generalizada, enquanto a grandeza ¢é sua contraparte continua. B
importante notar que, embora muito sutil, podemos pensar em uma interpretacao mais
radical da diferenca de potencialidade entre os tipos de quantidades. Em outras palavras,
uma grandeza nunca podera se tornar uma pluralidade e vice-versa, sendo que a potenci-
alidade de cada quantidade esta limitada pela sua natureza quantitativa, ou seja, uma
grandeza é sempre composta de grandezas enquanto uma pluralidade é sempre composta
por partes indivisiveis. Isso implica que ha, de fato, uma separacao ontolégica intrasponivel

entre as duas formas da quantidade. Quanto a isso, Aristételes diz o seguinte:

Moreover, if that which is continuous is composed of points, these points
must be either continuous or in contact with one another: and the same
reasoning applies in the case of all indivisibles. Now for the reason given
above they cannot be continuous; and one thing can be in contact with
another only if whole is in contact with whole or part with part or part
with whole. But since indivisibles have no parts, they must be in contact
with one another as whole with whole. And if they are in contact with
one another as whole with whole, they will not be continuous; for that
which is continuous has distinct parts, and these parts into which it is
divisible are different in this way, i.e. spatially separate. (Aristételes,
Fisica VI, 231925)

Comega-se, aqui, a delimitar de maneira ontolégica as diferencas fundamentais

envolvidas no problema da relacido entre discri¢ao e continuidade. Formalmente falando,



poderiamos diferenciar cada escopo determinando que a discricao relaciona-se com a
intuicao aritmética, onde cada parte é tomada como um conjunto cujas unidades sao con-
sideradas indivisiveis e sua dimensionalidade é desprezada. Por outro lado, a continuidade
corresponde a uma intuicdo geométrica, cujas partes que a compoem sao elas proprias
continuas. Quanto a primeira forma, quantificamos através do processo de contagem,
enquanto a segunda corresponde a quantificacao pela medida. Isto significa, em termos
técnicos, que as pluralidades correspondem a quantificacao cardinal, enquanto as extensoes
sao quantificadas pela no¢do de medida. Porém, assim como no aspecto ontologico, essas
duas formas da quantificacdo correspondem a um tipo determinado de grandeza, de forma

que aplica-las ao tipo nao correspondente implicaria um erro metodolégico.

Mas resta ainda uma questao central para concluirmos nossa investigagao sobre a
visao aristotélica acerca da quantidade. Resumimos nosso esforco a responder a pergunta:
como unificar as defini¢des oferecidas na Metafisica e nas Categorias? Seguiremos de perto
o argumento oferecido por Studmann para concretizar essa relagao. Em primeiro lugar,
identifica-se, na estrutura geral argumentativa de Aristoteles, uma tendéncia em diferenciar
sempre em duas frentes, uma positiva e outra pela privacao. Espera-se, portanto, que esse

padrao seja repetido com relagdo as formas da quantidade.

Como vimos anteriormente, na Metafisica, a no¢ao de limite desempenha um papel
fundamental na diferenciacao das formas nas quais a quantidade se manifesta. Portanto,
a diferenca positiva é vista nos termos da limitacdo, como descrita na Metafisica V,
1020a5-15. Studmann argumenta que o esquema esperado para a definicdo da diferenca

seja detalhado da seguinte maneira:

Categorias
Quantidade
| | |
Discreta Continua
| | | | |
Numero Discurso  Linha  Superficie  Corpo Tempo Espaco

Devemos lembrar que o espaco e o tempo sao adicionados posteriormente, como
espécies de quantidades nao basicas ou secundarias. Esse esquema corresponde a pri-

meira divisao, presente no texto das Categorias. Sua contraparte Metafisica sera dada



posteriormente, seguindo o escopo da limitacgao:

Metafisica
Quantidade
|
| |
Enumeravel Mensuravel
| |
| | | |
Limitado Ilimitado Limitado Ilimitado
|
| | |

Ntmero Apeiron(?) 1d 2d 3d Apeiron(?)

Nas arvores ilustradas, esquematiza-se a diferenca nos termos que haviamos menci-
onado anteriormente. Em seu aspecto positivo, estao os ramos que chamamos de "limitado”
na Metafisica. J& nas Categorias, a diferenca é dada de maneira direta e a bifurcagao
representa cada uma das quantidades e seus exemplos paradigmaticos. Por uma questao
cronolégica, o texto da Metafisica apresenta um amadurecimento em relacao as ideias de
Aristoteles e seu entendimento sobre a quantidade deve ter sido refinado com a passagem
do tempo. Mas essa questao de diferenciacdao entre os conceitos é puramente especulativa,
como aponta Studmann. Ao invés disso, sera preciso um motivo filoséfico para compreender
melhor o que vem a ser a diferenca de cada abordagem proposta por Aristoteles. Depois, ha
duas diferenciagoes, em um primeiro nivel, diferencia-se entre as definicdes de quantidade
nos diferentes textos; depois, investiga-se a relagdo discricao-enumerabilidade de um lado,

e continuidade-mensurabilidade de outro.

Poderiamos aceitar o argumento especulativo para justificar que Aristoteles mantém
a relagao como delimitamos, isto é, discri¢cao e enumerabilidade como formas equivalentes da
quantidade; e analogamente para continuidade e mensurabilidade. De fato, defenderemos
esse ponto de vista no presente trabalho. No que se refere ao contexto filoséfico da questao,
todavia, a diferenciagdo entre os tipos da quantidade, a luz do que ja foi elucidado, deveria
possuir uma contraparte negativa, isto é, como as quantidades se diferenciam pela privacao;

j& que sua forma positiva esta bem articulada nos textos.

Nao obstante, Studmann nos mostra que essa definicdo nao segue o padrao argu-
mentativo aristotélico, nao encontrando nos textos qualquer alusao ao aspecto negativo da
diferenca. O inconveniente de oferecer uma definicao negativa da diferenca entre continui-

dade e discricdo estd em aceitar uma quantidade indeterminada. Essa noc¢ao remontaria



a um equivalente do ilimitado (apeiron) em uma espécie de expressao quantitativa do
conceito. Porém, como vimos anteriormente, Aristételes nega, em sua fisica, a existéncia
de um infinito atual, seja na fisica, seja como forma transcendente. Dessa maneira, a
teoria quantificacional deve reduzir seu escopo, compreendendo toda quantidade como
limitada, sem aderir a qualquer forma indeterminada de quantificacdo. Esse argumento é

sintetizado por Studmann da seguinte maneira:

As it turns out, the answer to this question is not hard to determine.
An unlimited quantity would be dneipov, that is without limit. Anun-
limited quantity, though, would be an instance of the actual infinite
whose possibility Aristotle denies. Quantities are for Aristotle implicitly
denumerable, which infinities are not (Ph 206al2-20). Hence, both types
of quantity admit of differentiation by ’limited’” but do not admit of
differentiation by the corresponding privative term. (Studmann, 2004,
p.76)

O novo aspecto da questao que parece muito natural na analise de Studmann e que,
entretanto, impacta fortemente nossa visao sobre a quantidade é que: embora Aristételes
separe as quantidades em discretas e continuas, quanto ao seu aspecto onto-epistemologico,
quantidades serao sempre "implicitamente enumeraveis'. Essa assercao aparentemente
inocente coloca em xeque nossa visao radical sobre a separacao ontoldgica entre os tipos
de quantidade, ou, no minimo, reduz nossa capacidade intelectual, em ultima instancia, a

um aparato monocategorial.

O argumento torna-se, desse modo, mais forte, aproximamos a quantidade nao
s6 de uma nocao finitaria como de uma nogao discreta. Levantaremos a hipotese de que
essa é, na verdade, a interpretacdo mais plausivel também para a nogao contemporanea
da quantidade. Muito embora fagcamos certa diferenca entre a intuicao geométrica e a

intuicao aritmética da quantidade, ao fim e ao cabo, resta uma intuicao finitaria e discreta.

Studmann, assim como néds, acredita que a chave para entender a relacao entre as
defini¢oes diferentes dadas por Aristoteles e a compreensao da verdadeira diferenca entre
as formas da quantidade estd em outro aspecto de sua filosofia, o hilemosrfismo. Nao por
acaso, o limite desempenha papel fundamental em ambas as nogoes descritas por ele na

Metafisica.

Ademais, embora os principais textos relacionados sejam Categorias e Metafisica,
sua Fisica tem papel importante na coesao da discussao das quantidades por sua centrali-
dade no pensamento de Aristételes. Embora os textos anteriores desempenhem funcao
teodrica indispensavel, é na Fisica onde vemos as aplica¢oes de seus conceitos, bem como a
forma de desenvolvimento do pensamento tedrico de Aristételes em sua maneira aplicada.
Essa relacio sera mediada pelo conceito de extensio® De acordo com a hipdtese tedrica de

que a extensao desempenha papel central na subjacéncia das relagoes entre varios elementos

5 Cf. Skolowski, 1970.



da filosofia aristotélica, estd a ideia de que ela seja a matéria das entidades matemdticas, o
composto tacito das transformagoes elementais e a explicacao da continuidade da matéria

sensivel.

Todos os aspectos da extensao serao cruciais em nosso entendimento da heranca
aristotélica para o pensamento matematico da posteridade, sobretudo o contemporaneo. Se
a extensao desempenha papel fundamental no todo de sua teoria, sobretudo no problema das
quantidades e, ademais, nos oferece uma forma de interpretagao do contexto matematico,
em conformidade com as formas de transformacgao que podem estender-se ao contexto
da passagem ontologica entre as quantidades; por ultimo, tangendo ao problema da
continuidade da matéria sensivel, nao podemos deixar de investigar profundamente como
esse conceito nos trard elucidagao sobre o problema, seja no contexto do pensamento de

Aristételes, seja em suas valiosas intuigdes para o problema geral do presente trabalho.

A intrincada missao de erigir um conceito de extensao nos tomara alguns paragrafos,
mas tornara ainda mais clara a definicdo e o escopo da quantidade que sera de extrema
importancia posteriormente. O argumento se apoia em duas principais passagens em que
Aristoteles parece fazer alusao a uma subjacéncia, a matéria informe que precede o processo
de determinacao. Como devemos lembrar, o hilemorfismo estd baseado na atribuicao de
uma forma a uma por¢ao de matéria. Em todo caso, que tipo de entidade resta quando
retiramos as atribui¢oes qualitativas? Essa pergunta é conhecida na literatura aristotélica
como o problema da "matéria-prima". Ela é definida como a matéria cujo suporte dos

atributos é acidental, a qual, ainda assim, nao pode ser resumida a nenhum deles.

But when length and breadth and depth have been removed, we do not
see anything left over, unless there is something which is bounded by
these ... Consequently, this last thing is in itself neither a this nor a
quantity nor any of the others. (Aristételes, Metafisica VII, 1029%15)

Embora Aristételes ndo assuma nem mencione um comprometimento ontolégico
com um ilimitado, a matéria-prima cumpre o papel metafisico da subjacéncia, uma das
atribui¢oes do apeiron; na matéria-prima nao estao determinadas qualidades especiais ou
extensoes determinadas. Assim como no apeiron, ela cumpre o papel da sustentacdo como
substrato ontolégico da realidade. Mas esse conceito envolve uma segunda caracteristica,
embora seja livre da determinagao dimensional, envolve a existéncia de uma extensiona-
lidade. Substitui-se entdao o conceito espacial da dimensionalidade como expressao da
determinacao pela forma ao conceito de extensao. Essa matéria possui, dessa maneira,

uma capacidade extensional que a propicia receber a determinagao dimensional a posterior.

If, then, we look at the question in this way the place of a thing is its
form. But, if we regard the place as the extension (8idotnua) of the
magnitude, it is the matter. For this is different from the magnitude: it
is what is contained and defined by the form, as by a bounding plane.
Matter or the indeterminate is of this nature; for when the boundary



and attributes of a sphere are taken away, nothing but the matter is left.
(Fisica, 209b5-11)

A hipotese do entendimento da matéria-prima como extensao esta pautada nessas
duas passagens, as quais fizemos uso em nossa argumentacao, seguindo o eshogo argu-
mentativo de Studmann em referéncia ao artigo de Sokolowski. A extensao, portanto,
configura-se como um conceito de alto teor abstrativo, ao menos na interpretacao a qual
acabamos de reproduzir. De maneira geral, acreditamos nao s6 no entendimento de
Sokolowski, como também atribuimos uma relagdo desse para com o conceito anaximan-
drino do apeiron. Studmann acredita, contudo, que a defesa de uma proximidade entre
extensao e matéria-prima seja mais adequada a interpretacao corrente; embora assuma

uma plausibilidade na definicao mais forte defendida por Sokolowski.

Com Sokolowski, Aristételes sustenta a prioridade da extensao em relacao a toda
determinacao posterior. Nao ha concepcao de entidade que prescinda ontologicamente
desse substrato extensivo que permeia todo tipo de intuicao da matéria. Em tltima
instancia, nao ha separagao conceitual entre matéria, em seu estado puro, e a propria
extensao. Dessa maneira, nao se pode entender a extensao como um atributo da matéria,
visto que nao pode haver nada precedente a ela. A ideia de uma extensao como qualidade
ou atributo secundario é estranha a filosofia aristotélica, tendo sido interpretada dessa

forma apenas tardiamente.

Mas ha duas formas distintas de interpretar a matéria e, de acordo com nossa
concepcao, essa visao deve estender-se a extensdao. Ao tentarmos aproximar nossa ontologia
extensional da realidade matematica, nos deparamos com a matéria inteligivel. Essa forma
da matéria é associada ao fundamento das realidades geométricas. Aristoteles possuia um
posicionamento realista, assim como Platao, acerca das entidades matematicas. Defendia
que essas formas independem de nossa criatividade no sentido em que sao materiais e
nao mentais, em ultima instancia. Essa matéria inteligivel ¢ diferenciada em dois tipos,
aquela que aplicamos nos raciocinios universais, para identificar um género, e aquela que

aplicamos a investigacao das formas geométricas.

Portanto, embora as entidades matematicas sejam representadas pelo intelecto, sua
realidade esta atrelada a materialidade extensiva. A analogia do movimento se encaixa
perfeitamente no pensamento sobre o realismo matematico, assim como o movimento é o
alibi ontoldgico, ou o fundamento para o tempo, sendo o movimento externo a nossa mente,
também as realidades das formas matematicas sao sustentadas pela matéria inteligivel,
na qual nossa mente atualiza, ou atribui, o limite geométrico correspondente a cada uma

delas.

Diante do exposto, quando imaginamos uma forma geométrica, nada mais estamos
fazendo do que determinar um limite geométrico, uma forma abstrata atualizada na

extensao, tomada como matéria inteligivel. A chave interpretativa para entender a



diferenca entre os tipos de matérias estd nessa diferenga emblematica entre objetos
aos quais atribuimos qualidades sensiveis e aqueles aos quais, embora percebamos, nao
podemos fazé-lo. Os objetos constituidos pela matéria inteligivel, portanto, sao concebidos
independentemente de nossas percepcoes qualitativas, enquanto aqueles percebidos através
de suas qualidades corpdreas, como solidez, temperatura e cor, caracterizam a matéria

perceptual.

O experimento mental feito por Aristoteles nos mostra como podemos aproximar
a analogia entre os diferentes tipos de matéria e as formas de determinacao que nelas
derivamos. Para perceber a extensao pura subjacente a matéria dos contrarios — ou dos
corpos fisicos — basta que imaginemos o que resta ao subtrairmos da experiéncia de um
certo objeto, as suas qualidades sensiveis: afei¢oes, produtos e capacidades. Por outro lado,
voltando-nos as formas geométricas, bastaria que subtraissemos delas as suas propriedades
dimensionais: tamanho, largura e profundidade. O que resta dessa espécie de experiéncia

degenerada seria a extensao, ou a forma subjacente a cada uma das formas da realidade.

A segunda forma de ligacao entre as quantidades sera, portanto, por motivos
onto-epistemoldgicos. Enquanto o elo através da nogao de tempo ¢ dado de maneira pouco
explicativa, vemos na matéria uma forma ontolégica de ligar as duas formas da quantidade.
Considera-se que a quantidade seja, nesse segundo momento, uma forma da matéria, isto
é, um tipo particular de manifestacdo, a extensao indeterminada. A unidade ontoldgica da
quantidade é, dessa maneira, prevista pela matéria-prima, a qual da origem a duas formas
diferentes de manifestacao da quantidade. Sob esse ponto de vista, a diferenciacdo entre
quantidades é dada a posteriori pela aplicacao da forma especifica a extensao. A relagao
de determinagao entre extensoes discretas e continuas, assim, deve ser entendida do ponto

de vista da andlise hilemorfica, como ressalta Studmann:

Because an actual infinite cannot exist, extension, i.e.,quantity, must be
limited in some way by form. The metaphysically necessary carving up
of matter by form, then, results in discrete and continuous composites of
form and matter, which can be measured and counted respectively. It re-
sults, in other words, in numerable and countable quantities. (Studmann,
2004, p.76)

Acreditamos, com Studmann, além disso, que a ponte conceitual entre as diferentes
defini¢oes aristotélicas da quantidade, seja nas Categorias, seja na Metafisica, pode ser
satisfatoriamente atingida por essa interpretagdo; bem como construimos um entendimento

conceitual sob o qual entende-se a relagao ontoldgica entre as quantidades.

Embora a diferenca posterior pareca enfraquecer nossa hipotese de que ha uma se-
paragao ontologica entre os tipos da quantidade, uma vez que sao reunidos conceitualmente
por uma mesma subjacéncia, a extensao, pensamos que o problema da determinacao — e
aqui nao necessariamente estamos de acordo com Aristoteles — é precedente a separacao

ontolégica. Entendemos que ha dois niveis ontolégicos da discussao e nossa diferenca



situa-se no mais superficial. Enquanto estdao ontologicamente ligadas por uma primeira
matéria-prima, as quantidades diferenciam-se apenas a posteriori, sendo fundadas num
mesmo substrato. No entanto, ha apenas um conceito indeterminado e pré-ontologico,
assim digamos, da quantidade. Quando nos referimos as extensoes discretas ou continuas,
adentramos a um segundo nivel de discussao, onde faremos distin¢ao ontolégica entre
os tipos da quantidade. Isso significa defender que nao exista passagem possivel, ou
transformacao, de uma quantidade discreta para uma quantidade continua. Uma vez
que estejam determinadas por uma forma da quantidade, essa determinacao exclui a

possibilidade de passagem.

Por ultimo, gostariamos de encerrar essa secao com a intuicao geral de Aristoteles
sobre o nimero e a contagem. Essa intuicao define a forma geral sob a qual subsumimos
toda ideia de contagem e veremos, na secao procedente, como ela impacta a nocao
contemporanea de quantidade. Ela nao s6 nos oferece uma boa pista historiografica, como
também deixa clara a intuicdo, ou o fundamento conceitual, por tras da natureza da

pratica matematica.

His linking of numbers with discreteness reflects the fact that, unlike
measuring, counting is generally directed at discrete entities. When
we count, we collect several discrete entities under a single count noun.
Count nouns generally bring their own criteria of identity and diversity;
and because one criterion of diversity is generally discreteness, counting
generally involves the subsumption of a plurality of discrete entities under
a single count noun. (Studmann, 2004, p.81-2)

2.3 A ARITMETIZACAO DA MATEMATICA

Enquanto interpretamos a diferenca ontologica entre magnitudes e pluralidades
como uma diferenca radical, ndo havendo forma de conciliacao ontoldgica entre elas, a
contraparte formal do problema nao pode ser interpretada dessa maneira. Como veremos,
na matematica, as duas formas da quantidade nao s6 partilham de uma mesma matéria-
prima, como podemos construir uma magnitude a partir de uma pluralidade usando um

processo de condensagao.

Voltando-nos ao contexto do texto filoséfico das categorias, na tradicao interpreta-
tiva que se caracteriza por uma concepcao logica do texto, temos a Isagoge, optsculo no

qual Porfirio, analisando a diferenga como problema em si, destaca o seguinte:

De uma maneira geral, toda diferenca, vindo acrescentar-se a alguma
coisa, torna-a diferente, mas as diferengas comuns ou proprias dao-lhe
uma outra qualidade, ao passo que as diferencas interiamente proprias
fazem dela mesma outra [coisa]. (Porfirio, 2002, p.46)



O insight proposto pela passagem supracitada, para os propésitos de nosso trabalho,
pode ser dividido em dois. Primeiro, como interpretar uma diferenca qualitativa no quadro
técnico da teoria de conjuntos? E, posteriormente, como identificar essa diferencga entre
infinitos, isto é, se ela é comum ou inteiramente prépria. Em primeiro lugar, necessitariamos
de um vocabulario comum entre logica e ontologia para uma definicao de qualidade, visto
que essa categoria nao faz parte do aparato técnico da légica ou da matematica. Em
segundo lugar, munidos dessa unificacao conceitual, investigar como cada area lida com a

questao.

Nosso primeiro problema coteja a ontologia monocategorial da teoria de conjuntos.
Enquanto na ontologia somos impelidos naturalmente a uma diferenciacao extremamente
plural dos objetos, dada a sua interface com a empiria, nas ciéncias formais como a
matematica — e em particular na teoria de conjuntos — somos confrontados com uma
ontologia monocategorial®. Nesse caso especifico, identifica-se apenas uma classe de objetos,
os conjuntos. Além disso, embora haja uma relacdo de dependéncia entre quantidade e
substancia na metafisica, sobretudo na filosofia aristotélica, na matematica contemporanea
essa relagdo nao acontece necessariamente, o conceito de quantidade pode e serd pensado
de maneira abstrata e independente. Isso significa que o comum ¢é pensar uma teoria pura
da quantidade, tendendo a ver todos os objetos matematicos, até mesmo as estruturas

mais abstratas, como expressoes de quantidades e relacoes entre elas.

Dado que o qualitativo esta mais voltado a empiria, o que poderia recuperar uma
intuicdo qualitativa para objetos matematicos seria sua contraparte geométrica. De fato,
esse era o caso na matematica antes de expulsarmos de seu escopo formal as intuigoes
empiricas antes fundamentais. Dessa forma, sabemos que o fundamento de nossas teorias
formais é puramente aritmético, o que dificulta ainda mais forcar um conceito qualitativo

de caracteristica fundacional.

Historicamente, a tentativa de erigir uma teoria dos nimeros reais a partir de uma
construcao explicita desse conjunto por conjuntos mais basicos — em especial o conjunto
dos niimeros naturais — é o que se chama de aritmetizacdo da andlise. Esse processo nos
mostra o motivo historico e seu contexto nos quais surge a moderna teoria de conjuntos,
e como seu quadro é formado ja com um sabor aritmético. Todavia, a continuidade se
mostrou um problema persistente e um conceito central. Além disso, sua base tedrica
permaneceu amplamente influenciada pelas defini¢oes e conceitos aristotélicos, ndo somente
no que se refere ao quadro ontologico adotado, mas a metodologia, muito embora haja

diferencas, surgidas ao longo do desenvolvimento das ciéncias formais.

Como vimos anteriormente, Aristételes atribuia um contetido empirico e metafisico
muito forte a teoria das quantidades, o que distanciava seu aparato tedrico do rigor

esperado pelos matematicos da modernidade tardia. Mas Newton nos mostra como

6 Por monocategorialimaginamos uma ontologia rigida, onde o tipo ontolégico é restrito a apenas um.



a modernidade, no inicio de seu desenvolvimento matematico, ainda reserva intuigoes
relativamente proximas aquelas deixadas pela antiguidade classica, embora ja com um

desenvolvimento préprio em relacao a ideia de niimero:

By number we understand not a multitude of units, but rather the
abstract ratio of any one quantity to another of the same kind taken as
unit. Numbers are of three sorts; integers, fractions, and surds: an integer
is what the unit measures, the fraction what a submultiple part of the
unit measures, and a surd is that with which the unit is incommensurable.
(Newton, 1707, p.2)

Percebe-se a clara influéncia da visao aristotélica sobre a mateméatica moderna.
Assim como na aritmética aristotélica, o principio da contagem, ou o "principio do niimero",
esta relacionado a eleicao de uma unidade. De acordo com a teoria aristotélica, esse

conceito precisa satisfazer duas exigéncias:

o E preciso discernir uma unidade da pluralidade, isto é, destacar uma parte e elegé-la

COmo um quantum.

e E preciso que cada elemento da pluralidade recaia sobre um tnico universal.

De acordo com a andlise de Newton, nota-se que a definicao conceitual de Aristé-
teles permanece cristalizada. Evidentemente, havia outros conjuntos numéricos com os
quais Newton estava lidando, embora Aristételes certamente tivesse nocao dos trés tipos
numeéricos aos quais Newton se refere. Em todo caso, os tipos de entidades articuladas por

Newton encaixam-se perfeitamente na intuigdo abstrata de Aristételes.

Mais tarde, ja no fim da modernidade, surge um grupo de matematicos brilhantes
determinados a operar uma aritmetizacao das ideias do calculo infinitesimal de Newton e
Leibniz, bem como, posteriormente, de toda a matemética. Embora Dedekind, Cauchy e
Cantor tenham ficado conhecidos como os grandes responsaveis por levar a cabo a toada
matematica pela aritmetizacdo, vamos nos apoiar inicialmente na formulacao gaussiana do

problema.

I come more and more to the conviction, that the necessity of our [Eucli-
dean| geometry cannot be proven, at least not by human understanding
nor for human understanding. Perhaps in another life we come to diffe-
rent insights into the essence of space, that are now impossible for us to
reach. Until then, we should not put geometry on the same rank with
arithmetic, which stands purely a priori, but say with mechanics. (Gauss,
1981, p.177)

A desconfianca de Gauss na confiabilidade das intuigoes geométricas condensa o
real motivo de uma desconfianca generalizada, como também ilustra a questao filoséfica em

torno da intelectualidade engajada no movimento de aritmetizacao da andlise. Embora nao



fosse um epistemologo ou um metafisico, Gauss faz alusao a um pressuposto epistemologico:
nao somos capazes de compreender satisfatoriamente a necessidade envolvida nas verdades
intuitivas da geometria. Especula, ainda, uma solugao para esse problema com o que parece
0 esboco imaginativo de um mundo possivel onde fossemos capazes de conhecer a "esséncia
do espaco’. Embora nao tenha conhecido um estudo formal da filosofia, Gauss parece estar
de acordo que, com um acesso metafisico a real natureza ontoldgica do espaco, pudéssemos
pleitear uma matematica de fundamento geométrico, o que remonta a um carater empirico
da intuigdo. Assim como todos os tedricos da aritmetizagao, Gauss despeja sobre o aspecto

qualitativo da matematica a culpa pelas imprecisoes e obscuridades.

O problema ¢ reformulado mais a frente:

According to my most intimate conviction, the theory of space has a
completely different position with regards to our knowledge a priori,
than the pure theory of magnitudes. Our knowledge of the former lacks
completely that absolute conviction of its necessity (and therefore of its
absolute truth) which is characteristic of the latter. We must humbly
acknowledge that, whereas number is just a product of our minds, space
also has a reality outside our minds, whose laws we cannot prescribe a
priori. (Gauss, 1981, p.201)

A linguagem de Gauss sugere uma forma de idealismo muito préxima a visao
kantiana. Enquanto o realismo de Aristoteles lhe proporcionava atribuir conteudo signi-
ficativo as intui¢Oes geométricas através de sua relacdo com o tempo e o espaco, Gauss
sintetiza muito bem o desconforto idealista em lidar com elementos fundamentais cujo
conhecimento nao seja a priori. A separagao, entretanto, é dada nos termos do fundamento
da aritmética em relacao a geometria. A passagem coloca de maneira clara o desejo de
erigir um fundamento de natureza aritmética e totalmente abstrata para a matematica,
sem qualquer dependéncia de intuicoes geométricas ou empiricas. Gauss separa dois niveis
de elaboragao matematica, o primeiro e mais elevado sendo o conhecimento aritmético e o

segundo, sendo menos confiavel, atrelado a geometria e a mecanica.

Ferreirés esquematiza o entendimento gaussiano como uma bifurcacao na inter-
pretagao entre dois tipos de pesquisa mateméatica. O primeiro chamado de matemdtica
mista e o segundo chamado matemdtica pura. O que distingue cada uma delas, segundo
Ferreiros, é o contetido ou o fundamento empirico envolvido na primeira que nao esta

presente na segunda.

The third aspect is that Gauss draws a neat distinction between what
might be called, using XVIII** century language, pure and mixed mathe-
matics. Mixed mathematics is that part of the discipline which deals with
knowledge having (at least partly) empirical origins; specifically Gauss
indicates that geometry and mechanics belong here. Pure mathematics
is that part of mathematical knowledge which stands completely a priori.
On the basis of further passages in the correspondence and writings of
Gauss,this must be taken to include not only arithmetic, but also what
he calls the “pure theory of magnitudes” (reine Grossenlehre), i.e., the



theory of the full complex number system in all its different aspects,
which we may presently identify as arithmetical, algebraic, topological,
and analytical. Here again, the basic apriorist standpoint might be
consistent with the philosophy of either Leibniz or Kant, but not with
most other philosophers of the XVII** and XVIII*" centuries. (Ferreirés,
2007, p.238)

O que se tem em mente no esforco de aritmetizacao, portanto, é a pretensao de
um fundamento puramente aritmético e aprioristico. Mas essa fronteira é disputada nao
somente no campo técnico das ciéncias formais, ela envolve um entendimento metafisico
da questao que muitas vezes é deixado de lado. A questao filosofica da concorréncia entre
aritmética e geometria bifurca-se em dois aspectos principais: o primeiro relaciona-se
com a falta de rigor envolvida nas definicoes matematicas dependentes das nocoes de
magnitude e ertensao. Em segundo lugar, relaciona-se com o conhecimento da natureza e
das defini¢oes dos objetos matematicos. Como destacado na introducao do problema de

nosso trabalho, a viabilidade dos conceitos é extraida de nogoes e ndo de notacoes.

Essa problematica metafisica estd fundamentada numa visao ontologicamente es-
sencialista e epistemologicamente idealista, na medida em que atribuimos uma subjacéncia
ontologica ao espaco como entidade absoluta e independente do intelecto e, depois, reco-
nhecendo um limite intransponivel entre o obiectum quod e o obiectum quo da geometria.
A teoria aristotélica poderia erigir um fundamento bifurcado para a matematica, dado o
seu realismo, nao s6 em relacao ao objeto como fenomeno empirico, mas em relagdo a sua
esséncia. Como vimos na teoria aristotélica das quantidades, o acesso a esséncia do espaco
nao se configurava como um problema intransponivel. O problema é solucionado através

do conceito do préprio conceito de magnitude abstrata, ou o problema da matéria-prima.

Nota-se na nogao gaussiana de niimero uma ligacao forte com a tradigao aristotélica,
que segue a definicdo newtoniana. Boniface nos esclarece o teor da opinidao de Gauss sobre

a ideia de niimero e o que venha a ser a matematica como ciéncia das magnitudes.

In a standard way at that time, arithmetic operations are presented by
Gauss in the text “Zur Metaphysik der Mathematik,” not for numbers
(e.g. natural integers), but more generally for magnitudes. Addition and
subtraction originate from “the simplest relationship between magnitu-
des,” that between the whole and its parts. Thus, adding boils down to
“finding the whole from its parts”— the whole is then named “sum” or
“aggregate”’— and subtracting to “finding from the whole and one part,
theotherpart. ”"Multiplication and division are then defined from the
relationship between the “simple” (das Einfache) and the “multiple” (das
Vielfache). Multiplication consists in finding the multiple (named the
product) from the two other terms named factors. Division consists in
finding the number (Zahl) from the two first terms, the simple and the
multiple. (Boniface, 2007, p.324)

Embora a nocao de niimero natural seja central para a aritmética, Gauss explora

o fundamento filoséfico da questao, centralizando, ao invés disso, a generalizacao das



operacoes com magnitudes. Ademais, mesmo sem qualquer cultura filoséfica mais profunda,
vemos no discurso gaussiano um vocabulario relativo a tensao ontoldgica ou relacional
entre parte e todo, o que, mesmo sem saber, torna claro qual o escopo metafisico da
questao matematica associada. O discurso sobre os niimeros naturais, dessa maneira, pode
ser considerado como uma formalizacao da intuicdo que possuimos sobre as operagoes
geométricas, que lidam com magnitudes. Uma vez que Gauss reinterpreta as questoes
aritméticas recorrendo a uma espécie simplificada de teoria intuitiva das magnitudes,
estamos diante da contraparte metafisica e epistemoldgica por detras das teorizagoes
matematicas. Reinterpretacao oferecida por ninguém mais, ninguém menos que um dos

maiores matematicos de todos os tempos.

Mas, se temos em mente o entendimento das magnitudes infinitesimais, vemos que
essa questao, mais que nas outras formas da magnitude, envolve fundamentalmente uma
intuicdo do movimento. Na verdade, as no¢oes de movimento e de corpo extenso sao
os verdadeiros motivos conceituais envolvidos nas defini¢oes da continuidade como ideia
matematica. Os esforcos de Weierstrass e Kronecker acerca da aritmetizacido da analise
tém forte ligacdo com a tentativa de expulsar da andlise a necessidade de recorrer a ideia

de movimento e de magnitude, se pensadas nos termos empiricos que Gauss critica.

Vamos agora entender como podemos formalizar nossas intui¢oes de movimento
recorrendo apenas a defini¢coes aritméticas. Essa forma engenhosa de expulsar da mate-
matica as intuigdes pouco precisas da geometria foram tomando forma paulatinamente
através das ideias de alguns dos matematicos ja citados aqui, e de varios outros. Por sorte,
Cantor, influenciado pelas ideias de aritmétizacao da andlise’, nos mostrou uma forma

conjuntista de compreender essa formalizagdao. Pretendemos reproduzi-la como ilustragao.

Imagine uma sequéncia infinita a, as, ..., a,, ... de forma que a diferenca a,1,, — a,
torna-se infinitamente pequena a medida que n aumenta. Chamemos tal sequéncia de
uma magnitude em sentido geral. Agora tome um nimero qualquer dessas magnitudes

a’,a”,a”... e defina as seguintes relacoes:
(1) a/ =a" , (2) a/ <a” e (3) @ > a"

Se a medida que n cresce a diferenca tende a zero, entao temos o primeiro caso. Se
ela torna-se cada vez maior que um determinado niimero positivo, entao temos o segundo
caso. Por 1ltimo, se ela fica cada vez menor que um dado nimero negativo, entao temos o

terceiro caso.

Dessa maneira, Cantor formaliza a no¢ao de comparacao entre magnitudes, relati-
vizando a defini¢do a operagoes aritméticas. Assim como Gauss havia notado, a aritmética

pratica nada mais é que a determinacao de relagdes entre magnitudes; exatamente a

7 Até onde se sabe, ele chegou a frequentar as palestras tanto de Weierstrass e Kronecker em Berlim, e

estava de acordo com sua tentativa de um tratamento puramente aritmético para as magnitudes.



intuicdo formalizada no processo esbocado por Cantor, valendo-se das sequéncias de
Cauchy®.

Uma vez formadas todas as magnitudes como as que acabamos de exemplificar, elas
devem ser reunidas em um conjunto S. Dessa maneira, poderemos formar sequéncias de
Cauchy com os elementos de S, uma vez que as relagoes entre elas estdao conceitualmente
bem definidas pelas defini¢bes precedentes. Entao forma-se uma segunda pluralidade ¢
com esses novos objetos e entao repetimos o processo de aplicar sequéncias de Cauchy
sobre a pluralidade ¢. Depois, Cantor atribui uma espécie de ranking para cada estagio
de formacao dessas pluralidades. Ele chama de magnitudes numéricas de A\-ésimo tipo
aquelas obtidas por exatamente A\ aplicacdes desse processo. Por ultimo, se 1 < p < A,
entao havera uma magnitude \-ésima para cada magnitude p-ésima, ou seja, cada estagio
posterior possui uma copia estrutural correspondente a cada magnitude criada no estégio

anterior?.

Portanto, embora as intui¢cdes agora estejam aritmeticamente definidas, isso nao
significa, ao fim e ao cabo, que expulsamos delas, de uma vez por todas, as intuigoes
geométricas antes explicitamente usadas nas suas defini¢goes, mas apenas substituimos o
vocabulario empirico/metafisico por um vocabulario aritmetizado. Se estamos de acordo
em aceitar que essas defini¢oes e processos oferecidos por Cantor sdo apenas contrapartes
formalizadas das intui¢oes descritas por Gauss como comparagao entre as magnitudes, e de
processos que fazem mencao a elas, entao estamos mais proximos de identificar o contetido

qualitativo das asser¢oes matematicas, mesmo em um contexto "puramente' aritmético.

O impasse mais importante que desejamos resolver com essa aproximagcao estd no
fato de nao haver uma forma direta de interpretar o conceito de propriedade qualitativa
para conjuntos, que ja nascem, formalmente, como entidades aritméticas. A definicao
genérica de qualidade é dada em termos de caracteristicas ou propriedades de um objeto,
podendo ser, em principio, adaptada a diversos contextos. Esses conceitos, entretanto,
sao filosoficamente e cientificamente carregados, sobretudo pela ligacao historica que tém
com o empirismo. De todo modo, identificam-se ao menos trés acepcoes para o conceito
de qualidade: como propriedades fisicas, construgoes logicas de propriedades fisicas ou
disposicoes. A principio, nao hé, nas defini¢oes, indicagoes explicitas do carater empirico
de cada forma da qualidade, entretanto, o acesso as propriedades de um dado objeto é, em

geral, intuitivamente dependente de um dado empirico!®.

O proprio Aristételes, que possui definicdo e usos proprios do conceito de qualidade
muito antes da modernidade, identifica trés formas de expressao ou tipos da qualidade,
quais sejam, (1) hébitos e disposi¢oes, (2) qualidades sensoriais ou qualidades passivas e

(3) a figura ou a forma. Ao ler o texto aristotélico onde se fala sobre as qualidades, o cap.

8 Definiremos essas sequéncias mais & frente.

9 Cf. Petri; Schapacher, 2007.
10 Sobretudo pelo realismo aristotélico.



8 das Categorias, o leitor vera que ha um quarto tipo: predisposi¢oes de um individuo
como a capacidade ou incapacidade para fazer algo. Nao obstante, resumimos a quarta

forma a primeira.

As entidades matematicas estao mais ligadas ao terceiro tipo de aspecto qualitativo
por suas interpretagoes geométricas. Acreditamos que a saida para uma visdo qualitativa
do problema do continuo seja por meio da diferenca presente nas intui¢oes geométricas que
temos de cada tipo de quantidade. Sem recuperarmos e interpretarmos essas caracteristicas,
teremos sérias dificuldades em justificar um tipo de interpretagdo nao-aritmética do
problema. H& uma forte ligacao entre a concepgao ontolégica de um objeto e a sua figura
ou forma, o que recupera o carater empirico da questao. Quando pensamos em um objeto,
nossa intuicao esforca-se para construir uma imagem que possamos atribuir a ele, mesmo

que seja abstrato, ha sempre uma simbologia imagética envolvida em sua intuicao.

O continuo é composto de partes elas proprias continuas. Essa caracteristica
atribui a continuidade uma complexidade inalcan¢avel do ponto de vista das extensoes
discretas. As operagoes aritméticas basicas nao sao capazes de alcangar uma complexidade
suficiente para operar tal passagem. Somente com as engenhosas e polémicas construcoes
engendradas pelos esfor¢os de aritmetizacao da analise puderam dar um desfecho técnico
ao problema, sem com isso oferecer um substrato conceitual apropriado para a questao.
Na intersecao entre o quadro matematico e metafisico, gostariamos de examinar o seguinte:
(1) h& uma espécie de dependéncia ontoldgica entre o continuo dos reais e os conjuntos
discretos que o precedem, uma vez que o primeiro é construido a partir dos outros; (2)
h& uma diferenca ontolégica entre conjuntos discretos e continuos, visto que a intuicao
sobre o tipo de objeto ¢é alterada; e (3) como conciliar 1 e 2?7 Vamos analisar uma das
muitas construgoes explicitas possiveis para o conjunto R dos reais, a construcao por
sequéncias de Cauchy. De maneira geral, além de ser uma construc¢ao muito conhecida, as
outras formas sao herdeiras da mesma ideia — e que esta intimamente ligada a ilustragao
oferecida anteriormente sobre a formalizacao do movimento e das magnitudes —, que se
caracteriza pela obtencao do conjunto R por completamento. Exemplos de outras formas
de construgao explicita sao por cortes de Dedekind, por hiper-reais, e construcao por

numeros inteiros, conhecida como "os reais de Eudoxo".

Suponhamos que seja dado o conjunto Q dos ntimeros racionais. Esse conjunto
¢ denso, tanto do ponto de vista técnico, da topologia, quanto de nossa intuigao menos
precisa. O problema com esse conjunto, do ponto de vista da continuidade, é que ha
pedagos faltantes. Se imaginarmos os racionais como uma extensao, seria algo muito
préximo a um continuo, porém por uma diferenca de infinitos pontos faltantes. O primeiro
problema intuitivo com essa questao é entender como extensoes que diferem uma de outra
por infinitos elementos podem ser consideradas muito proximas. Mas, do ponto de vista
infinitesimal, esse problema pode ser contornado; o ponto mais dramatico ficara evidente

mais adiante.



Vamos considerar o conjunto dos racionais com a métrica!! d usual e definimos

uma sequéncia de Cauchy da seguinte forma:

Definigao 2.3.1. Uma sequéncia {z;} em (X,d) tal que para qualquer ¢ > 0 existe um

nimero N tal que d(xp,, x,) < € para todo m,n > N.

Podemos interpretar a defini¢do acima heuristicamente como definindo uma sequén-
cia que converge para um ponto imaginario. Chamamos de imaginario pois nao é necessario
que o ponto de convergéncia pertencga a sequéncia, ou seja, a definicdo permite que z;
convirja para um buraco. Em sentido técnico, toda sequéncia convergente é de Cauchy,

mas a reciproca nao é verdadeira.

Agora tome R como sendo o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy {z;}. As
operagoes aritméticas com sequéncias podem ser feitas da maneira usual com as sequéncias
de Cauchy. Vamos definir a equivaléncia entre duas sequéncias se a sua diferenca tende a
zero, isto é, para qualquer real € > 0 temos |z, — x,| < €, onde z,, e 7,530 as sequéncias
{zn} e {x,} de Cauchy, respectivamente. Assim, o conjunto R de todas as classes de
equivaléncia de sequéncias de Cauchy é estruturalmente equivalente ao conjunto dos
nimeros reais. Toda sequéncia racional de Cauchy que converge para um dado nimero
real r é uma representacao de r. Ou seja, esse conjunto obedece aos axiomas de corpo,

que caracterizam, a menos de isomorfismo, o conjunto dos niimeros reais.

A técnica suaviza a passagem na medida em que os racionais oferecem uma
aproximacao qualitativa dos reais tao refinada quanto quisermos. Geometricamente,
estamos apenas completando uma reta na qual antes havia buracos. Porém, quando nos
voltamos ao fato de QQ ser um conjunto enumeravel, parece haver um salto na intuicao
que permanece velado pela engenhosidade da construcao explicita. Do ponto de vista da
quantidade, nada mais foi feito que espremer uma pluralidade discreta até que estivéssemos
muito préximos de emular uma quantidade continua, e entao completamos os pontos
faltantes. Mas perceba que nenhum tipo de nimero novo foi adicionado, a nao ser sua
forma de representacdo, um numero real é, na verdade, uma pluralidade de ntimeros
racionais organizados ou encarados de uma nova maneira'?. Ou seja, a forma da passagem

nao estd em acrescentar nada, mas sim mudar a forma de representacao.

Um nimero natural n em N puro niao é o mesmo que sua representacdo em Z ou em
R. Mas depois que todas as passagens foram feitas, desconsideramos esse fato e pensamos
estar lidando com conjuntos cujos elementos sao os mesmos. Essa ética nos impele a
pensar que podemos horizontalizar nossa concepg¢ao sobre a quantidade, de maneira que,

se conseguimos uma passagem artificial que possibilite tal construcao, entao podemos,

L Cf. Apéndice.
12 Na verdade, apenas os niimeros naturais sdo tipos originarios, os outros tipos de niimero, na construcio
explicita, surgem por uma espécie de organizacao inovadora dos mesmos "ingredientes".



além disso, homogeneizar nosso conceito de quantidade para todos os tipos de conjuntos,

considerando suas caracteristicas estruturais e ignorando suas diferencas qualitativas.

Deve ter ficado claro ao leitor que o raciocinio presente na construcao explicita,
que representa a forma cantoriana de enxergar a construgao, faz um recurso a intuicao que
poderia passar despercebido. O fato de aceitarmos raciocinios infinitarios parece tornar
claro que a passagem foi feita, mas ela nao é de tudo explicita. Precisamos aceitar, de
acordo com nossa intuicao, que no infinito, somos capazes de completar os tais espacos
faltantes no conjunto dos niimeros racionais, mas essa intuicado de completamento €, na
verdade, geométrica. A questdao é que Cantor conseguiu uma forma de interpretacao
aritmética do fato geométrico, e nisto estd a forca da aritmetizagao, nao uma forma
puramente aritmética das intui¢oes, mas uma forma puramente aritmética no discurso

formal.



3 CAPITULO Il - ESCOPO E METODO

3.1 AS FORMAS DA QUANTIFICACAO

Vamos dividir a teoria da quantificacdo ! em dois aspectos principais: o aspecto
aritmético e o aspecto geométrico. O aspecto aritmético esta relacionado ao processo
de contagem que pode desprezar as caracteristicas dimensionais dos objetos aos quais
se aplica, apenas quantificando sobre uma pluralidade pela listagem de seus elementos,
considerando-os como unidades simples e indivisiveis. Essa forma de quantificacao é
genérica no sentido que acabamos de expor, no qual o processo homogeniza a natureza

das partes que compoem a extensao.

A medida, por outro lado, destina-se primariamente a quantificacdo de grandezas
e esta ligada ao comprimento, a area ou ao volume de uma extensao. Embora seja uma
maneira de quantificar, assim como a contagem, existe uma nova sutileza proveniente
da sensibilidade que a medida tem em relacao aos atributos qualitativos e dimensionais
das partes de uma extensao. Quando nos referimos a medida, é necessario, como nota
Aristoteles, que seja determinada a unidade de acordo com a grandeza que se deseja medir.

Embora o critério aristotélico seja dado para o escopo da Fisica.

Embora a medida tomada em seu aspecto fisico nao possa ser equivalentemente
interpretada em sua concepgao matematica, ha uma relagao pré-tedrica entre nossas intui-
¢Oes empiricas e a forma como tratamos a medida em nossas teorias formais. Essa questao
nao pode ser deixada de lado, sobretudo pelo que vimos anteriormente, onde nossas nog¢oes
matematicas surgem de contextos conceitualmente atrelados a medida de magnitudes.
Ademais, embora a medida tenha sido reformulada nos termos da aritmetizagao da ma-
tematica, acreditamos haver indicios de uma diferenca mais radical entre grandezas e
pluralidades que remonta ao problema da fisica grega. Vamos ver como diferenciamos
aspectos da medida que simplesmente sao ignorados pela contagem, e como essa relacao
exemplifica uma diferenca nao somente ontoldgica, mas de escopo entre as duas formas de

quantificagao.

Ja deve estar claro ao leitor que ha uma diferenca de método entre contagem e
medida. O processo pelo qual contamos uma pluralidade reconstitui uma intuicao de
discretizacao, bem como sua possibilidade esta na eleicaio de um universal sobre o qual

recaiam os seus elementos. Da mesma maneira, a medida procede pela eleicao de uma

1" H4 aqui um problema terminolégico na medida em que, na légica, a teoria da quantificacdes estd

ligada & nocao de quantificadores 16gicos. Nosso uso, no entanto, relaciona-se a teoria aristotélica das
quantidades, esta mais intima ao conceito de medida. Infelizmente ndo nos ocorreu um conceito mais
adequado para referir a teoria que pretendemos investigar, de forma que o inconveniente mereceu esta
nota de esclarecimento.



unidade em contraparte com uma totalidade da qual faz parte. A tnica possibilidade
de reconhecer uma quantidade de uma grandeza continua estd no reconhecimento de um
quantum, a parte menor relativizada, da totalidade, segundo a qual ¢ estabelecido o critério

da quantificagao.

For measure is that by which quantity is known; and quantity qua
quantity is known either by a ‘one’ or by a number, and all number is
known by a ‘one’. Therefore all quantity qua quantity is known by the
one, and that by which quantities are primarily known is the one itself;
and so the one is the starting-point of number qua number. And hence in
the other classes too ‘measure’ means that by which each is first known,
and the measure of each is a ‘one’—in length, in breadth, in depth, in
weight, in speed. (Aristételes, Metafisica X, 1052°19)

A proximidade fundamental entre a quantificagdo das grandezas discretas e con-
tinuas estd na necessidade da eleicio de uma unidade. A grande diferenca entre a
quantificacdo das pluralidades e das extensoes estd nas exigéncias que emergem quando
estamos elegendo essa unidade. Mas, como destacamos, o processo aritmético é compreen-
dido sempre como uma pluralidade de unidades discretas, enquanto a medida, embora faca
uso da determinacao de uma unidade basica, ¢ de natureza continua, em homogeneidade
com a grandeza a que se mede. Em geral, a literatura aborda o critério de homogeneidade

da seguinte forma:

As unidades usadas para a medic¢do precisam ser escolhidas de acordo
com a medida: o que serd medido e as unidades escolhidas para a medigao
devem ter a mesma dimensao (ndo podemos medir o peso de uma mesa
em centimetros). Além disso, elas também precisam ter o mesmo grau

de complexidade. (SATTLER, 2017, p.13)

O critério de homogeneidade nos mostra o caminho segundo o qual a quantificacao
de cada grandeza se diferencia em método, espelhando a diferenca ontolégica de cada
tipo de objeto. Poderia objetar-se que, mesmo na medida, reduzimos a complexidade dos
objetos quando, elegendo uma unidade de medida, fazemos dela uma consideragao como
na contagem, onde se despreza a dimensionalidade da unidade e a consideramos como
indivisivel. De fato, quando elegemos um centimetro ou um metro, ou mesmo um pé, ou
uma polegada, como nossas unidades de medida, passamos a considera-las de maneira
semelhante aquela da contagem. Porém, na contagem, essa variabilidade da unidade nao
se aplica, estamos sempre restritos a uma unidade ideal e invariavel, enquanto na medida
¢é necessario que se estabeleca, a cada ocasiao; além disso, quando considerada em si, é,

ela préopria, um continuo.

Dessa maneira, classificaremos as formas da quantificacdo em duas: contagem e
medida; ambas diferem quanto ao escopo e objetivo, a primeira estando ligada a aritmética,
desprezando a dimensao e o ordenamento das pluralidades sobre as quais quantificam,

voltando-se a nocao de cardinalidade e as grandezas discretas. A segunda, por sua vez,



destina-se a quantificacao dimensional, caracterizada pela sensibilidade as caracteristicas
qualitativas do objeto e aplicando-se as grandezas continuas, pautada pelo critério de

homogeneidade.

Como nao ha um critério direto para definir uma nog¢ao de qualidade para entidades
essencialmente aritméticas como os conjuntos, vamos propor que nossa chave interpretativa
esteja no critério formalizado de homogeneidade. Alguém familiarizado com a teoria da
medida notara que o conceito de dimensdo pode tornar-se ambiguo dada a sua dependéncia
em relacao a outros aspectos. Embora tenda-se a atribuir um significado espacial para
esse termo, a intuicao adequada para cada contexto dimensional pode tornar nossa
concepgao obscura, como notara Sattler. Ainda segundo ele, vamos adotar o conceito de

dimensionalidade, em principio, em seu sentido qualitativo:

As suggested above, I will understand “dimension” here as the aspect
under which something is regarded in the process of measuring, hence as
the feature, property or quality that is quantified. (Sattler, 2004, p.8)

A nocao de dimensionalidade recupera caracteristicas metodolégicas de nossas
ciéncias empiricas para o contexto puramente mateméatico. Em ambos os casos, além disso,
existe uma relacao intrinseca entre intui¢bes aritméticas e geométricas. Ou, em outras

palavras, como relacionamos o processo de contagem ao processo empirico da medida.

Em primeiro lugar, quando pretendemos determinar a medida de um corpo extenso,
ou de uma grandeza abstrata, é preciso que haja uma relacao entre a estrutura da grandeza
a ser medida e uma estrutura numérica arbitrariamente escolhida. Em geral, escolhemos o
conjunto dos nimeros reais. Krantz? propoe que se entenda essa relacao abstrata como a
construgao de um homomorfismo entre estruturas, uma sendo a estrutura empirica cuja
relacao entre os objetos seja mais ou menos apreendida por nossa intuicao, do outro lado,

uma estrutura numérica que apresente-se 1til a quantificagdo da estrutura anterior.

De acordo com Sattler, esse processo representa o seguinte:

In modern science, this systematic homomorphic mapping transfers the
empirical realm to an abelian group of real numbers. As Suppes writes:
“What we can show is that the structure of a set of phenomena under
certain empirical operations and relations is the same as the structure of
some set of numbers under corresponding arithmetical operations and
relations”. We may thus use our knowledge of the arithmetical structure
to infer information about the homomorphic empirical structure; for
example, if we measure two tables and find that one is 80cm in length and
the second is 90cm in length, then we may infer from the arithmetical
realm that if we put them together (and thus “concatenate” them),
together they should be 170 cm in length. (Settler, 2004, p.11)

No que se refere a natureza ontoldgica da continuidade, no entanto, percebemos
uma profundidade e um comprometimento ontolégico mais acentuado que na forma da

2 Cf. Krantz, 2006.




discricao. Se, por um lado, podemos tomar a questdao do ponto de vista macroscépico,
como no caso de Sattler, entao a disputa ontolégica parece minimizada. Ainda assim,
quando tomamos a continuidade em sua constituicao ultima, sua complexidade apresenta-se
de maneira incontornavel. Diferentemente da discri¢cao, a continuidade deve valer-se da
intuicao infinitaria para dar conta de sua constituicao bésica. Se as extensoes discretas
sao formadas de suas unidades indivisiveis, quando nos voltamos a continuidade, essa
noc¢ao nao pode ser aplicada sem um recurso ao que fica conhecido na tradicdo como os

infinitesimais.

Essas partes ultimas, constituintes da continuidade, sao ontologicamente dependen-
tes de uma intuicao intencional, por oposicao a caracteristica extensional que se aplica ao
continuo sob o ponto de vista de uma totalidade. Defendemos que ha ao menos duas formas
de encarar a continuidade: de seu ponto de vista macroscopico e do microscopico. Ainda
na filosofia grega, com o surgimento da ideia de continuidade no interior das investigacoes
cinéticas, podemos identificar duas tendéncias basicas para a abordagem ontoldgica do
continuo: ou recorre-se a existéncia de unidades ultimas de carater intencional, como os
infinitesimais, ou reduz-se a continuidade a discri¢do, postulando que, ao fim e ao cabo, o

continuo é composto de entidades indivisiveis, como no atomismo.

De maneira superficial, na cinética, o grande problema sobre a continuidade é
postulado com a seguinte questao: como uma quantidade finita de movimento poderia
vencer um espago constituido de magnitudes infinitas, ou como uma quantidade infinita de
pontos poderia ser cumprida numa quantidade finita de tempo? Esses problemas estavam
relacionados a divisibilidade da matéria, teoria amplamente conhecida dos antigos gregos,
cujos problemas inspiraram os paradoxos de Zendao sobre a infinidade e as teorias atomicas
de Leucipo e Demécrito. De modo geral, a divisibilidade da matéria postula que essa
caracteristica seja de carater infinitario, isto é, que sempre podemos tomar uma porc¢ao de
matéria e dividi-la novamente de maneira indefinida. Dessa forma, nunca haveria uma
unidade tltima e indivisivel. Na verdade, essa forma de ilustrar o problema ja toma o
partido da infinidade da divisibilidade, o problema, na verdade, é colocado sobre o limite

dessa divisibilidade.

Ao assumir a adequagao dos infinitesimais na ontologia da continuidade, somos
impelidos a aceitar que a natureza do continuum envolve certa caracteristica intensiva, uma
vez que sua constituicao tultima é essencialmente intensiva. Essa poderia ser uma segunda
forma de abordagem da diferenca qualitativa, ou seja, a diferenga entre extensionalidade
e intencionalidade. No entanto, essa colocacao faria sentido se nosso trabalho encarasse
a questao desde o ponto de vista da andlise nao-standard, por exemplo. Uma vez que
desejamos investigar como as diferencas manifestam-se na teoria classica de conjuntos,
precisamos manter o problema dos infinitesimais como um panorama conceitual de fundo,
como um indicio da diferenca ontoldgica presente em nossas intuigoes matematicas, mesmo

dentro de um quadro tedrico classico.



Na préxima se¢ao, veremos como os pontos de convergéncia e divergéncia impactam
o quadro tedrico atual e as formas de interpretacao das intuig¢oes sobre o tratamento de
cada tipo da quantidade. Sem propor uma abordagem exaustiva da questao, procura
abordar algumas caracteristicas tedricas que exemplificam uma diferenca crucial entre as
formas da quantidade e de como a diferenciacao do escopo e da natureza de cada uma

impacta aspectos relevantes de nossas teorias matematicas.

Por hora, basta salientar que os pontos de convergéncia entre as duas formas
da quantidade, seja ontologicamente, seja epistemologicamente, estao ligados ao fato de
toda forma de quantificagdo estar subordinada (1) a eleigdo de uma totalidade, (2) a
eleicdo de um quantum ou uma unidade bésica e que (3) em tltima insténcia, o processo
de determinacao de uma quantidade é sempre discreto. Os pontos de divergéncia, por
outro lado, estao no fato de que (1) quantidades discretas desprezam as caracteristicas
qualitativas de suas partes componentes, como extensao, area, volume, e assim por diante,
ao passo que a continuidade nao pode fazé-lo; e (2) a intuigdo sobre a continuidade envolve

uma caracteristica infinitaria e intencional, enquanto a discrigao nao.

3.2 TECNICAS DE QUANTIFICACAO

Em teoria de conjuntos, costuma-se tomar o conceito de "tamanho" como sendo
a cardinalidade de um conjunto. A cardinalidade, se tomada no contexto finito, sera o
paradigma técnico usado como a quantificacao aritmética, como a definimos no inicio do
presente trabalho. Em sua concepgao filosofica, contar os elementos de uma pluralidade
estava ligado a eleicao de uma totalidade, a determinacao de uma unidade e, ademais, a
imagem abstrata dos nimeros. No experimento mental, dissemos que a contagem era a
reproducao da estrutura dos nimeros naturais sobre uma outra estrutura, no caso, uma

estrutura empirica. Na teoria de conjuntos, o processo ¢ semelhante.

Os nuimeros naturais na construgdo de von Neumann sao definidos recursivamente

COImo se segue:

0=o,

1={0} ={a},

2={0,1} = {2, {2}},
3={0,1,2} = {2,{2},{2,{2}}},

n+1=nU{n}.



Heuristicamente, cada nimero natural n é o conjunto de todos os niimeros naturais
menores que n. H& outras formas de construgao desses niimeros em teoria de conjuntos,
entretanto, elas serdo todas equivalentes do ponto de vista estrutural. O que importa para
essa teoria € o tipo de estrutura geral a qual nos referimos quando falamos dos niimeros
naturais. De todo modo, fixado um conjunto que corresponda a nossa visao de N, estamos
em posicao de definir o que seja a contagem, ou a quantificacdo aritmética de um conjunto.
A contagem?® de um conjunto A corresponderd a construcao de uma bijecdo entre A e um

subconjunto de N.

Tomaremos um nimero n = {1,2,3,...,n — 1} como uma espécie de protétipo para
contar uma determinada quantidade finita. Se um dado conjunto pode ser emparelhado
com n dizemos que tal conjunto possui n elementos. Formalmente, estamos definindo o

seguinte:

Definicao 3.2.1. Dizemos que um dado conjunto A tem n elementos se existe uma bijecdo

f:A—n para algum n € N.

Além do proprio N, outros conjuntos também serdo enumeraveis, como o conjunto
Z e o conjunto Q dos niimeros inteiros e racionais, respectivamente. A possibilidade de
colocar os conjuntos em bijecao da origem a resultados engenhosos como os que acabamos
de mencionar. De fato, seria intrigante pensar que, do ponto de vista das magnitudes, uma
pluralidade com mais elementos pudesse ter o mesmo "tamanho" que uma com menos
elementos; mas aqui podemos até fazer um pouco mais, podemos provar que um conjunto

infinito é equipotente a uma parte propria sua.

O que possibilita a expansao de nossa intuicao sobre a contagem é o conceito de
numero transfinito. Conhecemos esses nimeros como numeros ordinais. Heuristicamente,
descrevemos um ordinal o dando o exemplo de um conjunto ordenado A tal que, se
contamos os elementos de A na ordem correta, entao podemos contar até a, ou seja, «
representa a abstragao do tipo da ordem presente em A. Ou seja, como no processo intuitivo
de contagem, abstraimos as qualidades especificas dos elementos de A e consideramos

apenas sua disposi¢ao ou ordem.

Trabalharemos com dois tipos de ordem, as lineares e as parciais. Elas serao

definidas respectivamente da seguinte forma:

Definicao 3.2.2. Uma ordem parcial em um conjunto P é uma relacao bindria < em

P que satisfaz as sequintes propriedades:

i. Yre P, x<£ux.

it. Ve,y,z€ P, (r<yhy<z) = z<z.

3 Cf. Apéndice 6.1.



Diremos que (P, <) é um conjunto parcialmente ordenado. Em geral, escrevemos
apenas P ao invés do par, se o contexto permitir o uso sem ambiguidades. Além disso,

uma ordem parcial é linear se a seguinte exigéncia adicional ¢ cumprida:

. Ve,y e P, <y, x=y ou x>4y.

Além das defini¢oes de ordem que estabelecemos, hd uma nocao fundamental para
nossa intuicao da organizacao interna dos conjuntos, essa é a nocao de boa ordem, definida

da seguinte forma:

Definicao 3.2.3. Uma ordem linear < em um conjunto P é uma boa ordem se todo

subconjunto nao vazio de P tem wm menor elemento.

Comparar grandezas do ponto de vista fenomenoldgico ou geométrico torna-se uma
tarefa intuitiva e quase imediata. Todavia, do ponto de vista de uma teoria aritmética, é
somente gragas as nogoes acima que poderemos comparar conjuntos de acordo com sua
organizacao estrutural. Vejamos como nossa noc¢ao expandida de comparacao funciona do

ponto de vista técnico:

Definicao 3.2.4. Seja f : P — Q) uma bijecao, se f e f~ preservam ordem, entao [ é

um tsomorfismo de P em (). Se () = P, entdo f serd chamada um automorfismo.

Lema 3.2.5. Se (W, <) € um conjunto bem-ordenado e¢ f : W — W ¢é uma fungdo

crescente, entao f(x) > x para cada x € W.

Demonstragio. Assuma que o conjunto X = {z € W : f(z) < x} é ndo vazio e seja z o
menor elemento de X. Seja w = f(z), entdo f(w) < f(2) < z pois f é crescente. Dessa

forma, w € X, o que contradiz nossa hipdtese de que z é o menor elemento em X. 0

Corolario 3.2.6. O unico automorfismo de um conjunto bem-ordenado é a identidade.

Demonstragio. Pelo Lema 3.2.5, f(x) > x para todo z, e f~!(x) > x para todo . O

Corolario 3.2.7. Se dois conjuntos bem-ordenados Wy, Wy sdo isomorfos, entdo o iso-

morfismo de Wy em Wy € tnico.

Se W é um conjunto bem-ordenado e u € W, entdo {x € W : x < u} é um

segmento inicial de W (definido por u).Como ambas as fungoes sdo isomorfismos, entao a



imagem de xg o menor elemento em W; deve ser o menor elemento em Ws. Por hipdtese
de indugao, seremos capazes de perceber que se f e g concordam num segmento inicial

arbitrario u;, entao f(ui1) = g(uir1) = min{vlv > u;}.

O lema acima, juntamente com seus dois corolarios, nos oferece os resultados
segundo os quais podemos balizar nossa intuicdo sobre como estao dadas as relagoes de
comparacao entre conjuntos bem ordenados. Esses resultados demonstram que estao
de acordo com nossa intuicdo e que, em principio, nao ha qualquer espécie de mal

comportamento quando generalizamos nossa concepc¢ao de ordem.

Lema 3.2.8. Nenhum conjunto bem-ordenado é isomorfo a um segmento inicial de si

mesmo.

Demonstragio. Se im(f) = {x:x < u}, entdo f(u) < u, o que contraria o Lema 3.2.5. [J

Teorema 3.2.9. Se W, e Wy sdo conjuntos bem-ordenados, entdo exatamente um dos

sequintes trés casos ocorre:

(i) Wy € isomorfo a Wo;
(ii) Wy é isomorfo a um segmento inicial de Ws;

(iii) Wy € isomorfo a um segmento inicial de Wy.

Demonstragio. Para u € W; (i = 1,2), seja W;(u) o segmento inicial de W; definido por
u. Defina
f={(z,y) € Wi x Wy : Wi(x) é isomorfo a Ws(y)}.

Usando o Lema 3.2.8, é facil ver que f é uma funcgao injetiva. Se h é um isomorfismo entre
Wi(x) e Wa(y), e x < a’, entdo Wi(2') e Wa(h(z')) sao isomorfos. Segue-se que f preserva

a ordem. Se dom(f) =W e im(f) = W, entao o caso (i) ocorre.

Se y1 < Y2 € yp € im(f), entdao y; € im(f). Assim, se im(f) # Wa e yp é o menor
elemento de Wy — im(f), temos im(f) = Wa(yy). Necessariamente, dom(f) = Wy, pois,
caso contrario, teriamos (xg, o) € f, onde xy é o menor elemento de Wy — dom(f). Logo,

o caso (ii) ocorre.

De modo semelhante, se dom(f) = W1, entéio o caso (iii) ocorre. A vista do Lema 3.2.8,

os trés casos sao mutuamente exclusivos. U

Quando W; e Ws sdo isomorfos, dizemos que possuem o mesmo tipo de ordem.



Definicao 3.2.10. Um conjunto T € transitivo se todo elemento de T' é um subconjunto
de T.

Definicao 3.2.11. Um conjunto é um Nimero Ordinal (ou simplesmente um ordinal) se

é transitivo e bem ordenado por €.

Denotaremos os ordinais por letras gregas minusculas «, 3,7, .... A classe de todos

os ordinais é denotada por Ord.

Definimos:

a < [ se, e somente se, o € 3

Lema 3.2.12. As sequintes afirmacoes sdo o caso para ordinais:

(i) 0 =0 é um ordinall.
(ii) Se a € um ordinal e 5 € a, entdo B é um ordinal.
(iii) If o # [ sao ordinais e a C 3, entdo o € 5.

(iv) Se a, B sdo ordinais, entdo ou o C B ou 5 C a.

Demonstragio. (i) e (ii) Por definicao.

(iii) Se a C 3, tome 7 como o menor elemento em 3 — . Uma vez que « é transitivo,
temos que « é seguimento inicial de 3 dado por . Portanto a = {£ € §: £ <~} =7,
ea€f.

(iv) Evidentemente, o N é um ordinal, « N § = . Teremos v = v ou v = 3, de outra
maneira 7 € a e v € 3, por (iii). Entao v € 7, o que contradiz a defini ¢gao de um

ordinal (€ é uma ordem estrita de «).

O

Definicao 3.2.13. Denotamos o menor ordinal limite nio nulo por w (ou N). Os ordinais
menores que w (elementos de N) sao chamados de ordinais finitos, ou nimeros naturass.

Especificamente, temos:

0=0, 1=0+1, 2=14+1, 3=2+1,

Um conjunto X € finito se houver uma correspondéncia um-para-um de X com algum

n € N. Dizemos que X ¢é infinito se ele nao for finito.



As nogoes de ordinalidade expandem nossa intuicao aritmética para toda a teoria
de conjuntos. Se, por um lado, nao podemos contar, em sentido estrito, conjuntos com
tamanho maior que o proprio conjunto dos nimeros naturais, por outro lado, temos em
maos um poderoso aparato técnico que nos possibilita induzir uma estrutura de contagem
em todo e qualquer conjunto de nosso universo. Apesar disso, veremos que essa forma
abstrata da contagem, embora possa ser uma nocgao geral de quantificagdo, nao captura

certos elementos no escopo matematico da quantificagao.

Voltando-nos a segunda forma da quantificagdo, notaremos a centralidade do
conjunto R dos reais para toda a matematica. Pois é com esse conjunto que somos capazes
de formalizar nog¢oes de quantificagao sobre continuos, como as dimensoes espaciais, o tempo,
0 peso, a temperatura, pontos numa linha e assim por diante. Historicamente, esse foi um
dos mais intrigantes e necessarios conjuntos de niimeros, estudado por diferentes civilizagoes
e épocas. Sua especialidade se estende por todo o desenvolvimento do conhecimento
matematico e, como visto anteriormente, era de firme interesse dos matematicos do final
do século XVIII e inicio do século XX. Sua particularidade nao esta apenas na diferenca
intuitiva associada, mas no seu desenvolvimento técnico. A aritmetizagdo da analise
procura, além de um rigor conceitual mais acentuado, a reuniao, sob um mesmo aspecto
fundacional, dos conjuntos R e dos conjuntos N, Z e Q. Isso significa, em outras palavras:
(1) oferecer um fundamento aritmético para a anélise e, ademais, (2) descobrir uma
construgao explicita dos ntimeros reais a partir dos conjuntos mais basicos mencionados

acima.

Também na teoria de conjuntos — em par com os esforgos da aritmetizagao da
andlise — o conjunto R dos reais se distingue. O conhecido método da diagonal* revela a
impossibilidade de contar uma grandeza continua. Como ja havia sido demonstrado no
problema da medida, a contagem nao se configura como o método apropriado para avaliar
as grandezas. Assim, nao é mera coincidéncia que haja, mesmo no quadro aritmetizado da
teoria de conjuntos, um descompasso fundamental entre as formas da quantificacdo, como
subproduto de uma diferenga primaria entre os tipos de quantidades representadas por

cada conjunto.

Se tomarmos um conjunto A = {1, 3,5, 7} como exemplo, hd ao menos duas formas
de perguntar sobre o tamanho de A. Do ponto de vista aritmético conjuntista, A possui
quatro elementos, quantificacao que diz respeito apenas a sua cardinalidade. No entanto,
se fizermos um exercicio de imaginacao no qual cada elemento desse conjunto se torna
um ponto numa linha continua e refizermos a questao, entdao qual serd o tamanho de A?
A intuicdo mais acertada dira que A tem uma dimensao desprezivel, se comparada ao

continuo da linha real. Essa intui¢ao reintroduz um problema de quantificacao por medida.

A ideia matematica de um continuo é a abstracdo que se aproxima do conceito de

4 Cf. Apéndice 6.2.



corpo extenso na fisica aristotélica. Internalizamos o fundamento empirico, a experiéncia
fenoménica dos corpos, como o sentido matematico de continuidade multidimensional.
Para compreender a forma como a geometria internaliza a ideia de corpo extenso da fisica,
devemos compreender sua maneira de quantificagao. Ora, como vimos anteriormente, ha
duas instancias de quantificagao, uma que se aplica a extensoes discretas e enumeraveis,
ideia correspondente a aritmética, e a quantificacdo por medida, aplicada as extensoes
continuas. Também na matematica se desenvolveram duas ideias correspondentes, uma
para a contagem, outra para a medida. Esta segunda se desenvolveu exponencialmente

apos a criagao da topologia como area de interesse em si mesma.

E importante salientar que a natureza ontolégica de um conjunto do ponto de
vista de ZFC é dada por extensionalidade, isto significa que a compreensao da natureza
de um conjunto esta restrita a conhecer os seus elementos. O quadro teorico ignora,
portanto, o aspecto fenoménico da questao. Mas isso nao significa que nao haja sempre
um residual fenomenolégico em cada conceito formal. Ao contrario, o intelecto opera
com ferramentas da intuicdo que nao podem nunca estar ausentes e imparciais quanto ao
conteudo intuitivo por tras de cada assercao logica ou matematica. O problema original

da medida é formulado por Aristételes da seguinte maneira:

in magnitude, that which is continuous in one dimension is length, in two
breadth, in three depth. Of these, limited plurality is number, limited
length is a line, breadth a surface, depth a solid. (Aristételes, Metafisica
V, 1020%10)

Indo além da assercao categorica do trecho acima citado, podemos inferir que
a fisica, se definida como a investigagao nao dos corpos capazes de movimento, mas
como o estudo rigoroso dos objetos apresentados na experiéncia empirica, envolve sempre
um problema de delimitagdo, ou seja, toda experiéncia de um objeto (corpo) envolve o
reconhecimento de um limite. Em outras palavras, experienciar um corpo ¢é atribuir-lhe um
limite. Nesse momento, conseguimos vislumbrar a forma de aproximacao entre a topologia
e a teoria aristotélica dos corpos através das caracteristicas topologicas da investigacao.
Como veremos posteriormente, o problema da medida exterior de Lebesgue® nada mais é
que atribuir uma aproximacao, tdo préxima quanto possivel, através dos abertos/fechados,

dos limites geométricos ou aritméticos de um dado conjunto.

Vejamos, entdao, como a teoria, em seu quadro aritmético, compreende as nogoes de
medida. Definimos R™ como sendo o conjunto de vetores® n dimensionais de entradas reais,
um intervalo fechado como sendo um retangulo fechado s. Vamos defini-los da seguinte

maneira:

5 Embora a medida exterior de Lebesgue nio seja a tinica forma de definir uma medida em R, nos

limitaremos a ela por sua suficiéncia & anélise proposta.
6 Cf. Apéndice



s={(x1,z9,...,xp) €ER" | a; < x; < b; parai=1,2,....,n}

Podemos imaginar os intervalos em cada eixo do espaco como uma faixa que se
complexifica em dimensao a medida que adicionamos mais eixos, o volume de cada retangulo
¢ uma intersecao entre diferentes faixas. Perceba que a nogao de limitacao é expressa pelas
cotas atribuidas a cada conjunto que representa um retangulo (Fig. 1). Além disso, a
medida de cada objeto obedece ao critério de homogeneidade dimensional, evidentemente.
A maneira matematica de apreender o conceito de medida nao é simples, pois temos uma
defini¢do geral para espacos de altas dimensdes. Podemos tratar a forma geométrica e sua
dimensionalidade como o processo ao qual Aristoteles se refere ao descrever como se elege

uma unidade de medida de acordo com o objeto a ser mensurado.

Figura 2 — Retangulo e seu volume em R?

Exemplo 3.2.14. S = {(z1,22) € R? |1 < z; <5, 2 < 2y < 4} € um intervalo fechado

em R2.

Definimos o volume de um intervalo fechado em R" como:

A estratégia da medida exterior de Lebesgue é primeiro cobrir um conjunto A C R
com intervalos fechados e, posteriormente, estimar seu volume através do volume desses
intervalos. KEssa engenhosa ideia certamente nos d4 um comego para pensar um novo
conceito de tamanho para os conjuntos, mas, a principio, os intervalos que cobrem A
podem conter elementos que nao estdo em A, o que superestimaria o tamanho do conjunto.
De fato, dado um conjunto qualquer, podemos construir uma cobertura’ infinita com uma

familia de intervalos ¢, em que cada intervalo tenha volume 1.

7 Cf. Apéndice.



Seja S = {C}} uma colegao contével de intervalos fechados em R™, se A C |JC,
dizemos que S é uma cobertura fechada de A. Tome o(S) = > v(C}); se essa série diverge,
entdo o(Cy) = +0o. Ou seja, dada uma colecao de intervalos que cobre um conjunto, se
aos somarmos os volumes de cada intervalo, essa soma tende ao infinito, entdo o volume

da familia é, ele proprio, infinito.

Definigao 3.2.15. Tome A C R". A Medida Exterior de Lebesgue de A é
m*(A) = inf {o(S5) | S é uma cole¢io de intervalos fechados que cobre A}

Essa definicado nos da uma forma de aproximar o tamanho do conjunto A através
do conjunto de medidas das familias cujos elementos sao coberturas do conjunto A.
Diferentemente do processo de contagem, no qual a forma de acesso a quantidade é direta,
pela listagem de seus elementos, na medida, a quantificagao ¢é feita de maneira indireta, por
aproximacao. Existe uma diferenca de complexidade implicada pelo tipo de quantidade.
De maneira andloga ao contexto empirico, onde se aplica o critério de homogeneidade
préximo ao que é descrito por Aristoteles, a teoria pura adequa-se primeiro pelo filtro
ontolégico, na medida em que os objetos sao homogeneizados quando trabalhamos apenas
com objetos de uma mesma natureza (conjuntos) e, em segundo lugar, exigimos uma

adequagao dimensional na relacao entre a medida e o mensuravel.

Observacao 1. Dado qualquer conjunto A e qualquer € > 0, existe uma cobertura S de A
por intervalos fechados tal que
o(S) <m*(A) +e.

Se m*(A) = 400, a constatacao é trivial. Para caso em que m*(A) é finito, basta observar

que m*(A) 4+ € ndo pode mais ser um limite inferior para

{o(S) | S é uma cobertura de A por intervalos fechados}.

Faremos agora um par de exemplos que nos ajudam a aprofundar um pouco mais
nossas intuigoes sobre o comportamento da medida exterior de Lebesgue, sobretudo quando

lidamos com passagens entre espagos de dimensoes diferentes.

Exemplo 3.2.16. Seja A = [0, 1], evidentemente S = {[0,1]} é uma cobertura fechada

para A. Aplicando as definigoes, teremos:

m*(A) <o(S)=1

Exemplo 3.2.17. Seja E = {(x,0) e R? |0 <z < 1}. Seja e > 0. Tome



L= {(ry) €B2[0<z<1,—c<y<e)
como a escolha de € € arbitrdria, scolhemos € = 0 e, portanto, m*(E) = 0.

Prestando atencao nos exemplos 1.4.4. e 1.4.5. percebe-se que imaginamos ambos
como segmentos de tamanho 1. Mas a computacao da medida exterior de Lebesgue para
cada um deles ¢é diferente. O detalhe importante a ser observado é o seguinte: o primeiro
exemplo define um conjunto que vive em R!, enquanto o segundo vive em R2. Quando
fixamos a varidvel y = 0 no par (z,y) € R estamos comprimindo o conjunto em uma
subvariedade de dimensao inferior, isso resulta num caso particular do seguinte fenomeno

geral: Tome constantes aq, ..., a,, b1, ...,b,, s € R, e um k fixo, o conjunto.
A={zxeR"|a;<z; <b;parai=1,...n, comzx # k e x = s}

tem medida exterior de Lebesgue igual a 0. Ou seja, o caso tedrico, com a medida exterior
de Lebesgue, expressa o critério de homogeneidade para o critério de medida de varias
maneiras, uma delas é o efeito de nao reconhecer a medida de um dado conjunto se usamos
um critério nao adequado para medi-lo. Isto significa, em termos técnicos, que a medida de
um conjunto num espaco de dimensao n, se achatada em relagdo ao seu espago ambiente,

¢é sempre 0.

Dadas essas observagoes iniciais sobre como a matematica internaliza nossa nogao
intuitiva da medida, gostariamos de apresentar trés resultados que nos asseguram que
a medida exterior de Lebesgue corresponde ao volume de um intervalo fechado — em
situagoes que simulariam intuigoes empiricas de corpos extensos, que seria essa aplicagao

de uma medida a intervalos fechados:

Proposigao 3.2.18. Se A C B C R", entao m*(A) < m*(B).

Demonstragao. Seja S uma cobertura de B por intervalos fechados. Entao, evidentemente,

S é uma cobertura de A por intervalos fechados. Assim,
m*(A) < o(9),
onde S é uma cobertura de B por intervalos fechados. Logo,
m*(A) <inf{o(S) | S é uma cobertura de B por intervalos fechados}.

Portanto, m*(A) < m*(B). O

Proposicao 3.2.19. As sequintes propriedades de aditividade valem para a medida exterior

de Lebesgue:



(i) Para quaisquer dois conjuntos A e B,

m* (AU B) <m*(A) +m*(B).

(ii) Para qualquer cole¢io enumerdvel de conjuntos {A,},

m* (U An) < Zm*(An).

Demonstragio. (i) Se m*(A) ou m*(B) forem infinitos, entdo m*(A U B) também serd

infinito pela proposicao 3.2.18. Assim, nesse caso, o resultado é verdadeiro pela
convengao de que +o0o < 4o00. Portanto, assuma que tanto m*(A) quanto m*(B)

sao finitos.

Seja € > 0 dado. Pela Observacao 1, existe S, uma cobertura de A por intervalos
fechados, tal que

m*(A) < o(S) < m*(A) + g

De maneira similar, existe T, uma cobertura de B por intervalos fechados, tal que

m*(B) < o(T) < m*(B) + %
Assim, temos:

m* (AUB) <o(SUT) <a(S)+a(T) <m*(A)+m"(B) +e.

Como ¢ ¢é arbitrario, segue que:
m* (AU B) <m*(A) + m*(B),

como queriamos demonstrar.

A demonstragao segue o mesmo espirito de (i). Como no caso anterior, se m*(A,)
for infinito para algum n, o resultado é valido. Além disso, se m*(A,) = +oo, a
medida exterior de Lebesgue de qualquer conjunto é menor ou igual a +o00, entao,

novamente, o resultado é valido.
Portanto, assumiremos que todas essas quantidades sao finitas.

Seja € > 0 dado. Para cada n, tome S,, como uma cobertura de A,, por intervalos
fechados, tal que
m*(A,) < o(S,) <m*(A,) + —.

Assim, temos:



Como }° 57 = €, segue que:
m* (U An) <> m*(A,) +e.
Como ¢ ¢é arbitrario, concluimos que:

m’ (U An) < Zm*<An)7

como queriamos demonstrar.

Os resultados acima foram um aquecimento conceitual para comegarmos a com-
preender como a definicao de medida exterior de Lebesgue nos conecta com as intuigoes
necessarias para o conceito de medida e como ela se aproxima de nossa pratica empirica

de medir corpos extensos. Por ultimo, como prometido, teremos:

Proposicao 3.2.20. Para qualquer intervalo fechado I C R™, temos m*(1) = v(I).

Demonstrag¢io. Precisamos mostrar que v(I) < m*(I). Devido a discussao acima, basta
provar que, se S = {I;} for uma cobertura enumeravel infinita de I por intervalos fechados,
entao v(l) < o(5). Dado

Seja € > 0. Tome I} como uma versao expandida de I tal que

Entao, {int(/;)} ¢ uma cobertura aberta de I. Ou seja,

I C | int(1}).

k=1

Como I é compacto (isto é, I é fechado e limitado), I pode ser coberto por um

subcobertura finita. Digamos,

M M
c Jit(ry) < U Ik
k=1

k=1

Isso significa que S = {[}}#L, é uma cobertura de I por um nimero finito de
intervalos fechados.
Assim,

<SS o) < (1+8)3 o) < (142> o(f) = (1 +2)o(S).

k=1 k=1 k=1



Como ¢ é arbitrario, segue que v(I) < o(S). Consequentemente,

v(I) < inf{o(S) | S é uma cobertura de I por intervalos fechados}.

Portanto, obtemos a desigualdade necessaria:

v(l) <m*(I).

Assim, poderiamos eleger as duas formas de quantificacao correspondentes a cada
tipo de quantidade também no quadro teérico de ZF. Embora a tradicdo comum seja
pautada numa visao aritmética dos conjuntos, ha elementos técnicos que apontam dife-
renciacao conceitual entre as duas formas de quantificagao ja discriminadas no contexto
metafisico. Nao obstante, essa questao nao seria resolvida de maneira tao direta e simples,
sobretudo pelo fato de ZF pretender-se como uma teoria pura e unificada, entendendo o
continuo com uma natureza muito préxima dos conjuntos enumeréveis®, todos sendo feitos

de uma mesma matéria-prima.

Para além disso, como pudemos notar ao final de nossa investigacao, as duas
formas de quantificagdo, embora diferentes em natureza, nao sao concorrentes, isto é,
ambas convivem com o aparato conceitual aritmético de ZF. O conceito de medida, como
abordado nessa secao, como proprio da Andlise, ndo se opoe ao teor aritmético da questao
de maneira direta, mas, pelo contrario, oferece um novo caminho para pensar o conceito
do que venha a ser uma medida, nesse caso, aplicando o conceito de medida puramente a
conjuntos e nao necessitando da no¢ao de um corpo extenso. Dessa maneira, a matematica,
através da topologia, ganha forca em sua linguagem aritmética e expulsa de uma vez por

todas as nogoes geométricas dependentes da intuicao empirica.

Faremos a seguir dois esquemas de arvores representativos de como devemos

entender as nog¢oes de quantificagdo em comparagdo com sua contraparte filosofica.

8 Cf. Apéndice.
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Esquematizamos acima como é dado o paralelo entre as duas formas de entendimento
da teoria da quantificagdo. A parte intuitiva corresponde ao nosso entendimento conceitual
da quantidade em suas formas de expressao e manifestacdo. Essa parte da ideia de
quantidade se desenvolve nao somente em nossa experiéncia empirica, mas, em outra parte,
em nossas elaboracoes tedricas de cunho filoséfico. A contagem divide-se em dois tipos
principais, nas pluralidades que, na intui¢ao, sao sempre finitas, ou, por uma espécie de
raciocinio indutivo, como forma de expressao intelectual de uma totalidade. Acredito que
esteja claro o porqué de o niimero, em nossa intui¢ao, sempre referir uma quantidade finita,
visto que nao somos capazes de experienciar objetos infinitos. Por outro lado, quando ha
uma quantidade cujo tamanho se estende indefinidamente, contado por nossa experiéncia,
entdo tendemos a imaginar uma totalidade. A fisica moderna nos oferece bons exemplos
desse tipo de fendomeno, como quando investigamos o tamanho do universo, a extensao de

seu tempo, ou coisas semelhantes.

Por outro lado, a medida divide-se em outros dois aspectos. O primeiro, a medida
que se aplica sobre objetos tangiveis, os corpos. Essa medida ¢, também na intuicao,
sempre finita. Ela corresponde & nossa capacidade intelectual para determinacao de
um obiectum quo. Aqui é expressada novamente a nossa incapacidade de experienciar
um objeto infinito, de forma que nossa medida sobre objetos concretos é sempre finita.
Depois, a medida aplica-se a fendmenos como a passagem temporal, entidade na qual se
distinguem duas formas. A primeira, finita, é uma composi¢ao de outras partes também
finitas que intuitivamente conhecemos como instantes, os quantum temporais. Em geral,
consideramos quantidades infinitas de tempo apenas intencionalmente, nao oferecendo
uma determinagao precisa dessa quantidade como uma pluralidade de instantes, a essa

intuicao generalizada costumamos chamar eternidade.

Um segundo exemplo muito proximo e sempre em par com o de tempo é o conceito

de medida espacial. Também como nos casos anteriores. A medida, intuitivamente, nunca



aplica-se a totalidade do espacgo, ao espago absoluto, ou mesmo a uma quantidade infinita
de espaco, mas a determinacoes e limitagoes dessa ideia ou entidade. Depois, as abstragoes
como medida de cor, temperatura e outras mais abstratas podem ser mais ou menos
resumidas a uma medida discreta, temporal e espacial. Um termometro, por exemplo, se
valerda de uma escala numérica ou uma imagem gerada por um pouco de merciurio num
tubo; a primeira resumindo-se a contagem, a segunda a uma representacao geométrica de

um fluido num cilindro.

Na formalizacao mais ou menos correspondente a essas ideias intuitivas, temos o
seguinte: Divide-se também em duas formas. A que corresponde a contagem, como vimos
no inicio desta secao, é a ideia de ordem, pela qual listamos os elementos de uma dada
pluralidade como na ideia de contagem. As ordenacoes sobre pluralidades finitas sdo feitas
através de nimeros naturais. Por isso usamos n, um simbolo geralmente tomado para
variar através de niimeros naturais. Depois, na contraparte infinita da ordem, temos duas
nocoes basicas, das ordens infinitas enumeraveis, que simbolizamos por w e as continuas

(ndo-enumerdveis), simbolizada pelo primeiro cardinal ndo-enumeravel wy.

Ja na tltima parte, correspondente a medida, temos uma indicagao pouco precisa
que, todavia, serve ao que gostariamos de ilustrar. A primeira, correspondendo a medida
de intervalos fechados, que corresponderia a nossa medida intuitiva de corpos extensos, e a
contraparte para intervalos abertos, que corresponderiam a uma ideia abstrata de medida,
cuja intuicdo dependeria em maior grau de uma ideia de limite. O problema com esse
novo aspecto é que ele nao esta diretamente contemplado pela definicio de medida que
oferecemos na presente se¢ao, uma vez que a medida exterior de Lebesgue esta definida
para intervalos fechados. Contaremos, portanto, apenas com a ideia intuitiva, amparados
no fato de que hé outras defini¢oes de medida que abrangem os intervalos abertos. Além
disso, essas imagens conceituais servem apenas para ilustrar de maneira introdutéria como
entendemos a teoria geral da quantificacao em seus aspectos conceituais principais, nos

campos conceituais e formais.



4 CAPITULO Ill - A TEORIA

41 O AXIOMA DA ESCOLHA

Filosoficamente, estariamos interessados na adequacao dos axiomas nao somente
em sua coesao técnica formal, mas na sua capacidade de reproduzir ou descrever nossas
intuigdes conceituais. Sempre conceituamos e teorizamos a partir de um obiectum quo, por
esse motivo, nossa ideacao necessita de um lastro semantico ontologicamente informado
pela imagem que fazemos dos objetos sobre os quais teorizamos. Isso significa que estamos
constantemente preocupados com a analise conceitual das defini¢oes e dos teoremas que
construimos. Procuramos entender se nossos axiomas descrevem e caracterizam uma

espécie particular de objetos.

A teoria axiomatica de conjuntos tenta, portanto, apreender, por meio de assercoes
bésicas (axiomas), a forma de nossa imaginacao conceitual desses objetos, os conjuntos —
ou melhor, um universo repleto deles — esclarecendo a forma ontologica dessas entidades

e de suas relagoes no contexto de uma totalidade.

Em 1904, Zermelo formula um novo axioma com um objetivo especifico: formalizar
a intuicao cantoriana de que podemos bem-ordenar qualquer conjunto de nosso universo e,
consequentemente, atribuir a ele uma cardinalidade. Embora essa visao seja realmente
desejavel do ponto de vista de um quadro aritmético, ela vai contra o conceito metafisico
da continuidade em seu sentido geral, que nao esté necessariamente ligado a uma forma de
boa ordenacao. Como vimos anteriormente, o continuo pode estar ligado a varias intuicoes,
a intuicao metafisica de totalidade, de corpo extenso, de tempo, espaco, e assim por diante.

Nocgoes que nao estao necessariamente relacionadas com a ordenacgao no sentido cantoriano.

Por sua centralidade na discussao de toda a teoria, ao analisarmos esse emblematico
axioma, estaremos amplamente envolvidos com questoes que nao se restringirao a um tnico
axioma, mas a visao do todo envolvida na construcao conceitual do universo dos conjuntos.
De maneira geral, as investigagoes sobre o Axioma da Escolha estao circunscritas a duas
formas principais: na primeira, estdo preocupados em investigar formas equivalentes desse
axioma, como o Principio da Boa Ordem de Zermelo e o Principio do Maximo de Zorn,
ou implicagoes desse axioma como o conhecido teorema de Tychonoff, ou o paradoxo da
decomposicao das esferas, de Banach—Tarski; depois, preocupam-se em investigar o teor
l6gico-filosdfico desse axioma por perscrutar suas caracteristicas matematicas, como a sua

nao-construtividade, ou a sua independéncia em relagao aos outros axiomas de ZF.

No que se refere ao tipo de pesquisa citada no paragrafo anterior, poderiamos

dizer, de maneira grosseira, que sem o Axioma da Escolha ou suas formas equivalentes,



a matematica se tornaria um tanto mais dificil e, em alguns casos, menos intuitiva ou
mais dificil de ser dominada. Esse fato é entendido quando nos damos conta do carater
limitativo desse axioma, e de como sua aplicacao aproxima problemas muito abstratos e
indomaveis ao comportamento das entidades ou conjuntos finitos. Poderiamos formular
nossa visao com o auxilio de um pressuposto epistemologico bastante simples e pouco
contestavel, a saber, que nosso entendimento adequa-se de maneira mais clara a objetos

determinados, limitados ou finitos.

Dessa maneira, teoremas limitativos, como o Axioma da Escolha, nos auxiliam a
tornar as intuigoes infinitarias epistemologicamente mais comportadas. Assim, descreve-
remos o teor onto-epistemologico desse axioma de maneira duplamente caracterizada, a

saber:

1. O Axioma da Escolha tem carater limitativo;

2. O Axioma da Escolha carrega em si um teor aritmético.

Para facilitar nossa compreensao do que seja cada uma das caracteristicas citadas

acima, vamos fazer um experimento imaginativo de aplicagdo do Axioma da Escolha.

Suponha que temos uma cole¢do de caixas, cada uma contendo pelo menos dois
objetos. Nada garante que essas caixas estejam organizadas de forma a facilitar nosso
acesso a uma ordem prévia entre elas, ou seja, elas nao estao, por exemplo, enfileiradas, ou
separadas por qualquer critério facilmente reconhecivel. Além disso, os objetos no interior
de cada caixa sao tnicos, o que significa que nenhuma caixa compartilha objetos iguais

com as outras e, ademais, ha um nimero infinito de caixas:

Caixa (C | Caixa Cy | Caixa C5 | ... | Caixa C,,
{a,b,c} {z,y} [{p,q,r,s}|...| {w,z}

O que nos garante que haja um procedimento bem definido possibilitando que
escolhamos um objeto no interior de cada caixa da nossa cole¢cao? Em principio, nada.
A colecao, na verdade, pode estar disposta de uma forma que identifiquemos apenas um
montante cadtico, no qual nao possamos identificar qualquer forma de organizacao inicial
que nos possibilite retirar um objeto de cada uma delas. Mesmo supondo que tivéssemos
um tempo infinito e os poderes necessarios para permanecer uma eternidade ali abrindo
caixas e retirando objetos, ainda assim nada nos asseguraria uma estratégia para ter éxito

em nossa missao inicial.



O Axioma da Escolha, todavia, nos assegura que existe uma possivel caixa na qual
estao os objetos que precisamos, isto ¢, uma caixa que contém um objeto de cada caixa
daquela cole¢ao inicial ou, equivalentemente, que existe um procedimento, mesmo que nao
saibamos descrever com precisao, que assegura ser possivel escolher um objeto de cada

caixa.

Em termos de fungoes, temos o seguinte:

f(C) =a, [f(Cy)=m, [f(C3)=p,

onde f é a funcao de escolha.

No exemplo acima, podemos notar a forca da ideia da escolha no axioma em
questao. Em principio, as entidades ou contextos infinitarios nos impoem obstaculos pouco
adequados as nossas capacidades intelectuais, a nao ser a contestacao da sua insuficiéncia.
Assim como na ilimitacao do apeiron, objetos infinitos podem ser mais ou menos hostis a
nossa intuicao, em alguns casos, nao podem nem mesmo constituir um objeto para ela. No
entanto, ao invocarmos um principio como o da escolha ilustrada no exemplo, o infinito
rapidamente se torna algo tratavel. A infinidade perde parte de sua indeterminacao em
favor de uma caracteristica que aproxima sua natureza daquela presente em contextos

finitarios.

Diferentemente de outros resultados conhecidamente limitativos, em sentido técnico,
nos quais podemos identificar a determinacao clara de uma fronteira para nossas teorias,
como os resultados de incompletude de Godel ou os teoremas de definibilidade de Tarski,
o carater limitativo da escolha esta justamente no que mencionamos no paragrafo anterior,
ou seja, em tornar um objeto tao hostil a nossa intuicdo num outro um tanto mais tratavel.
O motivo pelo qual fazemos uma distingao primaria entre infinitos contaveis e nao contaveis
estd na sua proximidade com o contexto finitario. Embora a infinidade seja sempre uma
propriedade pouco apreensivel ao nosso entendimento, se distinguimos caracteristicas que
o aproximem de nossa intui¢do ordinaria, entao fazemos uma gradacao de comportamento
daqueles que se aproximam de nosso contexto ordinario para aqueles que se distanciam

para um contexto puramente abstrato.

Mas quando ha uma separacao radical entre as naturezas dos infinitos, entre
enumeraveis e nao-enumeraveis, ou entre discretos e continuos, esses tultimos tornam-se
mais distantes de nosso esfor¢co primeiro com a aritmetizacdo da matematica. Como
vimos anteriormente, a aritmetizacao nada mais é que o esfor¢co geral de submeter toda
a matematica a légica de manifestacao e método adotados no contexto dos ntimeros
naturais e inteiros. Mas se a continuidade nao pode ser contada, entao seria necessario
ampliar nosso conceito de aritmética e contagem para niveis de abstragao mais elevados
que possibilitassem estender nosso aparato aritmético mesmo em contextos nos quais nao

conseguimos aplicar nossa forma mais simples da contagem.



A contagem envolve um processo nao sé de universalizacao (todo), mas também
de individualizacao (partes). Ao contarmos, precisamos, de antemao, determinar uma
totalidade sob a qual recaiam suas partes. Nas grandezas discretas, onde a separacao
ontolégica entre as partes e o todo é mais evidente, nossa intui¢do reconhece um com-
portamento epistemoldgico de contornos mais bem detalhados, onde a diferenca entre
o todo e as partes é quase imediata. No infinito, contudo, inicia a ser um tanto mais
delicado. No que se refere as pluralidades, ainda estamos mais ou menos habilitados a
determinar as caracteristicas que fazem da parte um componente do todo, bem como de
suas peculiaridades mais evidentes. Embora identifiquemos aberragoes como a igualdade
de cardinalidade entre todo e partes destacadas — como no caso da relagao entre o todo
dos ntimeros naturais e o todo dos niimeros impares, situagdo na qual o primeiro conjunto
contém o primeiro, mas ambos possuem um mesmo tamanho. Ainda assim, nao teriamos

dificuldades em diferenciar a natureza de um intervalo da totalidade dos ntimeros naturais.

Quando nos referimos a um continuo, essa facilidade de diferenciagao se esvai. No
continuo dos nimeros reais, o intervalo unitario (0,1), por exemplo, tem o mesmo tamanho
da totalidade dos niimeros reais. Essa é a forma matematica de manifestarmos uma das
caracteristicas de indeterminagao envolvidas na ideia de uma totalidade continua, na qual

suas partes reproduzem, ou reconduzem, a propria totalidade.

Essa caracteristica de constituicao ontolégica do continuo o torna um objeto
epistemologicamente mais complexo e intricado. O fato de o intervalo unitario ter o
mesmo tamanho que o todo dos niimeros reais, por exemplo, torna a natureza das partes
componentes muito préxima a da totalidade da qual participam. Ela nos impede de
ter uma imagem bem detalhada da separacao real entre parte e todo de um ponto de
vista intuitivo. Esse atributo recupera a condicao metafisica do problema, visto que o
indeterminado, ou a totalidade enquanto tal, pré-tedrica, carrega em seu conceito um
sabor de indistingao parte-todo. Se ¢é clara a distingdo simbélica ou intencional entre (0,1)

e R, essa diferenca nao é reproduzida do ponto de vista quantitativo.

Dessa maneira, dado que a contagem exige uma diferenciacao quase imediata entre
todo e parte, a continuidade se configuraria, ontologicamente, como um objeto estranho a

esse tipo de quantificacao.

Podemos, agora, enxergar a forca envolvida na postulacao e ado¢ao do Axioma da
Escolha, capaz de tornar a abstracao da contagem ainda mais abrangente, aplicando-a a
contextos originariamente estranhos a ela. Como veremos, entre as principais consequéncias
desse postulado, estd o chamado Principio da Boa Ordenacao, sob o qual podemos induzir
ou simular um processo de contagem abstrata em um conjunto qualquer de nosso universo.
Para ilustrar esse fendmeno, vamos enunciar ambos os postulados e avaliar sua relagao

logica.



Axioma da Escolha. Seja .# : {4, : i € I} uma colegao de conjuntos nao vazios dois
a dois disjuntos. Entdo existe um conjunto ¢ = {z; : i € I} que tem exatamente um

elemento z; de cada A; € 7.

Principio da Boa Ordenagao. Todo conjunto pode ser bem ordenado.

Teorema 4.1.1. A Azioma da Escolha implica o principio da Boa Ordenagdo.

Prova. Considere um conjunto S' e seja F' uma funcao de escolha para todos os subconjuntos
nao vazios de S. Devemos encontrar um ntmero ordinal o tal que a sequéncia ao, . . . , a, . . .
(€ < ) seja uma enumeracao injetiva de S. Construimos a sequéncia ag por recursao

transfinita, comecando com ag = F'(S), e, para todos os ag¢ subsequentes, temos:

ag = F(S\ {a,: 1< &}).

Este novo conjunto {ao,...,a,...} eventualmente conterd todos os elementos de .S, e os

elementos estarao bem-ordenados pelos indices. [

Tendo em mente que aproximamos as nogoes de aritmética e de contagem e, ademais,
que percebemos o carater psicolégico da contagem como uma espécie de listagem dos
elementos de uma pluralidade, o teorema 4.1.1 deve ser interpretado como um resultado
que generaliza a contagem, de modo a planificar o nosso universo. A exigéncia envolvida no
Axioma da Escolha é, dessa forma, de cunho ontolégico, pois, uma vez aceito, é necessario
que os objetos da teoria, a despeito do carater ndo-construtivo da assercao, sejam adequados
a quantificacao por contagem. Esse tipo de resultado limitativo restringe as imagens
conceituais dos conjuntos aquelas que podemos discretizar virtualmente. Enquanto o
infinito do continuo diferenciava-se dos infinitos discretos por sua natureza distante de
nossa realidade ordinaria, tornando-o um objeto hierarquicamente mais abstrato, uma vez

planificado o universo, essa caracteristica é enfraquecida.

Definigao 4.1.2. A cardinalidade de um conjunto X é o menor ordinal o equipotente a

X, isto €, um cardinal.

Corolario 4.1.3. Para todo conjunto infinito A, existe um tunico X tal que A possui
cardinalidade X, isto €, card(A) = X.

Demonstragio. Se o Axioma da Escolha (Aziom of Choice) é valido, A pode ser bem-
ordenado. Portanto, ele é equipotente a algum ordinal infinito e, assim, a um inico nimero

ordinal inicial N = N,. O



Se com o resultado da diagonal de Cantor haviamos nos deparado com uma diferenca
inconciliavel entre as naturezas dos diferentes tipos de infinitos, com a adi¢do do Axioma
da Escolha e da descoberta do teorema anterior, forcamos, no continuo, um aspecto,
uma forma arbitraria de determinacao. Em outras palavras: se assumimos uma maneira
arbitraria de determinar uma caracteristica antes indeterminada, entao enfraquecemos a

natureza onto-epistemoldgica do continuo.

Em alguns contextos, os tedricos dizem que conseguimos estudar os infinitos por
um processo indutivo no qual reproduzimos estruturas de comportamento finitarias para
numeros arbitrariamente grandes e de forma indefinida, alcancando, assim, uma intuicao
mais ou menos balizada da infinidade. Pensamos que o Axioma da Escolha e seus
equivalentes ou seus agregados operam de forma andloga a essa, limitando manifestacoes

pouco trataveis a comportamentos semelhantes aos da finitude ou da enumerabilidade.

A condigao de continuidade, na teoria de conjuntos, portanto, perde parte de sua
forca, nao s6 se perdeu o seu sentido de totalidade, no¢ao na qual a continuidade era
entendida em sua face mais radical, como intuicao da falta de um ordenamento, mas de
qualquer determinacao de um objeto foi substituida por uma nogao devedora da geometria,

como o quadro tedrico de ZFC torna a perspectiva conjuntista em um universo planificado.

4.2 A DISSENSAO

Embora a adocao de certos axiomas, como no conhecido formato ZFC seja a pratica
mais corrente, existem outras formas de axiomatizagao exploradas na pesquisa matematica
afora. Como destacamos na se¢ao anterior, um sistema axiomatico é adotado de maneira
a formalizar os fundamentos de nossas intuicoes sobre os objetos matematicos e, portanto,
aspectos pontuais ou mais gerais podem variar de acordo com as diferentes intuigoes que
desejamos apreender matematicamente. Dessa maneira, adotar o Axioma da Escolha
nao é a unica maneira possivel para fundamentar a pratica teérica. Ha, nesse contexto,
duas correntes basicas que disputam uma visao de fundo metafisico sobre as verdades
matematicas. Vamos explora-las antes de passar a discussao central desta secao: o Axioma

da Determinacao!.

Com o desenvolvimento da Teoria de Conjuntos, foram identificados muitos lugares
onde a capacidade tedrica de ZFC — na verdade, isso se estende para qualquer teoria de

primeira ordem — falha, os chamados resultados de independéncia. Nesses casos, essa teoria

L Vale ressaltar que fazemos aqui um uso diferente do conceito de determinacdo. Nos capitulos anteriores,

quando usamos essa palavra, nos referiamos a determinacao epistemolégica, conceito relacionado a
nossa capacidade de determinar um obiectum quo. Nesta secdo, estaremos comprometidos com a
determinagdo matematica, associada a teoria dos jogos, mais especificamente com a existéncia de uma
estratégia vencedora para um dado jogo.



axiomatica mostra-se insuficiente para oferecer provas cujos resultados sao considerados
desejaveis. Assim, a comunidade matematica dividiu-se em duas formas distintas e
concorrentes para interpretar os casos nos quais a teoria satura, esses posicionamentos
ficaram conhecidos como Pluralismo e Nao-pluralismo. Suas visoes filosoficas dividem-se

basicamente da seguinte maneira:

Pluralismo: Caracteriza-se pela negacao de uma objetividade das teorias matematicas

no sentido de fazer referéncia a um universo objetivo e independente.

Nao-pluralismo: Caracteriza-se pela alegacdo de uma insuficiéncia de nossos empreendi-
mentos tedricos em oferecer um aparato suficiente para a justificacdo de nossas assercoes

matematicas e que, todavia, nao significam uma nao-objetividade.

O pluralismo, portanto, sustenta uma espécie de visao antirrealista e, além disso,
justifica a adog¢ao de um determinado conjunto de axiomas em detrimento de outro,
baseada em motivos praticos. De acordo com a conveniéncia de cada momento especifico
da histéria ou do estado intelectual, somos levados a adotar certo conjunto axioméatico em
detrimento de outros. O nao-pluralismo, por sua vez, tende a interpretar os resultados
de independéncia como indicagoes a favor de uma realidade objetiva acerca da qual nao
somos momentaneamente capazes de decodificar, dadas as limitagoes tedricas de cada

sistema em voga.

Apés a criagao da teoria de conjuntos, o problema sobre as cardinalidades transfi-
nitas — em especial a hipotese do continuo que veremos mais a frente — tornou-se tema
central da pesquisa durante algumas décadas, constituindo a centralidade de R como
objeto de investigagdo para a matematica do século XX. Nesse interim, a teoria descritiva
de conjuntos surge e seu principal intento sera estudar um tipo especifico de subconjuntos
de niimeros reais, os chamados conjuntos definiveis. Jech nos define esse campo de pesquisa

da seguinte forma:

Descriptive set theory deals with sets of reals that are described in some
simple way: sets that have a simple topological structure (e.g., continuous
images of closed sets) or are definable in a simple way. The main theme
is that questions that are difficult to answer if asked for arbitrary sets
of reals, become much easier when asked for sets that have a simple
description. An example of that is the Cantor-Bendixson Theorem: Every
closed set of reals is either at most countable or has size 2%°. (Jech, 2002,
p.139)

Heuristicamente, podemos entender que a teoria descritiva de conjuntos se preocupa
com os conjuntos que podem ser construidos a partir de conjuntos simples — como, por
exemplo, os conjuntos abertos e fechados de um dado espaco topoldégico? —, através de

operagoes como interse¢ao, uniao, projecao e complementacao.

2 Cf. Apéndice.



Ou seja, a teoria descritiva de conjuntos estd preocupada em estudar as formas
de acessar conjuntos definiveis usando formulas matematicas tao simples quanto possivel
e, além disso, de oferecer hierarquias para entendermos como esses tipos de conjuntos se
comportam no quadro dessas teorias. Boa parte das investigagdes nao necessita da forma
forte do Axioma da Escolha, mas apenas de sua forma mais fraca, a escolha contdvel. De
fato, é possivel provar que o Axioma da Determinacao, usado nessa vertente da teoria de
conjuntos, implica a versdao contdvel do Axioma da Escolha®. Vejamos agora um pouco
do contexto técnico e alguns resultados emblematicos do Axioma da Determinacdo em

relacdo ao Axioma da Escolha.

Vamos supor que dois jogadores se reinem para jogar um tipo especifico de jogo,
que vamos descrever adiante. Imagine ainda que uma partida desse jogo tenha fim apds
uma infinidade de jogadas. Para isso, escolheremos dois jogadores ideais I e IT que sejam

capazes de jogar jogos infinitos.

Tome um subconjunto A C w* = N e associe a ele um jogo G 4. Uma partida é
uma sequéncia (ag, by, a1, b1, ...) € w*. Para cada n, a, serd a n-ésiam jogada do jogador I

e b, a n-ésiam jogada do jogador II.

Gostariamos de supor que um dos jogadores possui uma estratégia vencedora. Isto
significaria que, ao fim de infinitas jogadas, um dos jogadores atinge o objetivo do jogo, de
forma que o outro nao tenha o mesmo éxito, isto é, o jogo nao termina empatado e hé

Sempre um vencedor.

Uma estratégia para o jogador I é uma funcdo o que assume valores em w e
cujo dominio sao as sequéncias finitas s € Seq de tamanho par. Heuristicamente, uma
estratégia serd uma regra preestabelecida que o jogador seguird (a sequéncia do jogador I
terd tamanho par, representando que ele alterna suas jogadas com um adversario). Além
disso, embora, ao final do jogo, tenhamos jogado uma partida infinita, cada jogada da

estratégia é dada por um "pedago" finito.

Suponhamos que o jogador I possua a seguinte estratégia:

i. o(0) =ag
ii. O'(<Cl0, bo, >> = ax
iii. O'(<CZO, bo, ai, b1>) = a2
E assim por diante. Perceba que cada jogada depende de dois fatores: da estratégia e
das jogadas precedentes do adversario b = (b,, : m € w). Assim, definimos um pedago da

partida como o * b. Uma estratégia é vencedora para o jogador I sempre que, em cada

parcial, a sequéncia resultante é um subconjunto de A.

3 Cf. Jech, 2002, cap. 25.



De maneira muito semelhante, uma estratégia para o jogador II serd uma funcgao
7 com valores em w, definida nas sequéncias finitas s € Seq de tamanho impar. Se o
jogador I joga a € N e o jogador II segue a estratégia 7, entao o segundo jogador vence
se todas as suas parciais pertencem ao complemento de A em relacdo a A. Definimos as
estratégias vencedoras de 1 e 11, respectivamente, da seguinte maneira: {cb:be N} C Ae
{ra:a e N} C N — A. Veremos que o Axioma da Determinagdo néo é compativel com o

Axioma da Escolha.

Axioma da Determinagao. Para todo A C w*, o jogo G4 é determinado.

Teorema 4.2.1. Seja F(X;Y) o conjunto de todas as fungoes entre dois conjuntos X e
Y. Tome X um conjunto qualquer e Y um conjunto com ao menos dois elementos. Nao
existe ¢ : X — F(X;Y) sobrejetiva.

Prova. Tome ¢ :X— F(X;Y) e seja ¢(z) = f, para x € X. Por hip6tese, Y possui ao
menos dois elementos; portanto, seja f,(x), escolhemos g(x) € F(X;Y) de forma que
g(x) # f.(x) para todo x € X. Dessa maneira, f, # g para z qualquer. Logo, g ¢ ¢(X).
0]

Um corolario muito importante do teorema acima ¢é o fato de que: dados X1, ..., X,
[o¢]

conjuntos infinitos enumeraveis, seu produto H X, ndo é enumeravel. Se considerarmos
n=1
que todo X,, = N, entdo o produtério serd igual a F(N;N) que, pelo teorema 6.1, nao

pode ser enumeravel.

Pela definicao, toda estratégia ¢ uma fun¢ao cujo contradominio é w e o dominio é
um conjunto infinito de sequéncias finitas em omega. Aplicando o teorema 6.1, chegamos
a conclusdo de que o conjunto das estratégias é ndo-enumerével e tem cardinalidade 2%°.
Se generalizarmos esse raciocinio para um cardinal arbitrario 8 chegaremos a conclusao de

que o Axioma da Determinacao nao é compativel com o Axioma da Escolha.

O Axioma da Determinagao (AD) postula que qualquer jogo G4 é determinado,
ou seja, como gostariamos de supor no inicio dessa se¢ao, sempre ha um jogador com uma

estratégia vencedora.

Lema 4.2.2. Assumindo o Azioma da Escolha, existe A C N tal que o jogo G4 nao é

determinado.

Prova. Vamos tomar dois conjuntos da seguinte forma: {0, : a < 2%} e {7, : a < 2%}
sendo conjuntos que enumeram todas as estratégias dos jogadores I e II, respectivamente.
Agora construimos conjuntos X = {z, : @ < 2%} e YV = {y, : a < 2%} ambos
subconjuntos de N. Dados {z¢ : £ < a} e {ye : & < a} vamos escolher algum y, = o, * b

para algum b com y, ¢ {x¢ : £ < a}. Esse conjunto existe pois o conjunto {o, *b:b € N}



¢ ndo-enumeravel. Analogamente, se escolhemos um z, = a * 7, para algum a e x, ¢ {ye :
¢ < a}. Entao os conjuntos X e Y sdo disjuntos, e ndo importa o « escolhido, havera
0o *b & X e haverd a x 7, € X de maneira que nem I, nem II possui uma estratégia

vencedora para G,. [J

O teorema acima nos mostra como, a partir do Axioma da Escolha, podemos cons-
truir uma forma de violar a exigéncia de AD. Primeiro escolhemos um ordinal enumeravel
« que usaremos para enumerar todas as estratégias dos jogadores I e II. Depois construimos
dois conjuntos que estao contidos no Espaco de Baire N, ou seja, os conjuntos X e Y sdo
conjuntos de jogadas (sequéncias de nimeros naturais) construidos a partir do seguinte
processo: para toda jogada de I, encontramos uma jogada, sob a mesma estratégia, que
nao esta no conjunto da primeira; o que viola AD. Por outro lado, se escolhemos uma
jogada para II que estd em um dos conjuntos, também conseguimos escolher uma outra
jogada, sob a mesma estratégia, de II, que nao estd no mesmo conjunto da anterior. Ou

seja, nem I, nem II serdo capazes de vencer uma partida.

Lema 4.2.3. O Axioma da Determinagao implica que toda familia contdvel de conjuntos

nao vazios de numeros reais tem uma fungdo escolha.

Prova. Dada uma familia X = {X,, : n € w} de subconjuntos nao vazios de N, entao
provaremos que existe uma f em X tal que f(X,) € X,, para todo n. Vamos considerar
o seguinte jogo: Se I joga (ag,aq,as,...) e 11 joga (b, b1,b,...), entdo II vence se, e
somente se, b € X,,. E evidente que I ndo tem uma estratégia vencedora: uma vez que
I joga ag, o jogador II encontra algum b € X,,, joga b = (b, by, bs,...) e entdo vence.
Portanto, IT tem uma estratégia vencedora 7, e podemos definir f em X como se segue:
f(X,) =7%(n,0,0,0,...). O

O lema 4.2.3 ilustra como construir uma funcao escolha numa dada familia de
conjuntos, porém, diferentemente do Axioma da Escolha, essa versao mais fraca exige
que a familia seja contavel. A construcao da funcao é simples, toda vez que o jogador
I escolhe uma estratégia em que seus turnos serao as entradas da sequéncia ag, ai, as, ....
Se o jogador I joga ag, como X,, é nao-vazio, entao II encontra um elemento b € X, e
coloca sua sequéncia ai. Essa estratégia é vencedora para II, pois pode ser executada para
uma escolha arbitraria. Chamemos essa estratégia de 7, assim podemos definir a fungao

escolha como sendo a aplicagao da estratégia na a,-ésima jogada de I.

Vemos, dessas maneira, que o Axioma da Determinagao se configura como uma
possibilidade paralela ao Axioma da Escolha. Além dos resultados que demonstramos
aqui, ha toda uma literatura em volta desse axioma, explorando sua prépria forma de
desenvolvimento da ideia do universo dos conjuntos. Vejamos algumas consequéncias

interessantes desse axioma:

1. Estrutura Bem-Comportada dos Subconjuntos dos Reais:



e Todo subconjunto dos reais é Lebesgue mensuravel.
e Todo subconjunto dos reais tem a propriedade de Baire.

e Todo subconjunto nao enumeravel dos reais tem um subconjunto perfeito.
2. Ordinalidades e Estrutura dos Conjuntos:

o Nao existe uma boa-ordenac¢do no conjunto dos niimeros rais.

e Desenvolvimento de hierarquias refinadas.

Esses sao alguns dos resultados conseguidos pela teoria descritiva que consideramos
de maior interesse para as investigacoes do presente trabalho, com especial énfase para o
segundo item, sobre Ordinalidades e Estruturas. Além desses resultados, o Axioma da
Determinacao evita alguns dos principais paradoxos gerados pelo Axioma da Escolha,

como o conhecido Paradoxo de Banach-Tarski.

O trago mais importante estd ligado a nova forma sob a qual precisamos interpretar
o conjunto dos nimeros reais, sem a possibilidade de induzir uma boa ordenacao sobre eles,
como no caso do Principio da Boa Ordenacgao. Essa caracteristica nos mostra que a via
antiga de interpretagdo do universo dos conjuntos nao é a tnica forma interessante de fazer
teoria de conjuntos. Além disso, considerando que a teoria descritiva dos conjuntos tem
como objeto central os niimeros reais, podemos imaginar que a caracteristica aritmética
da boa ordenacao poderia nao ser a mais adequada para lidar com esses nimeros. A
existéncia do Axioma da Determinacao, bem como da tradicdo descritiva, nos oferece,
assim, um exemplo claro de dissensao no quadro técnico de ZF que nos impele a questionar

as diferentes formas e interpretagoes possiveis dentro desse quadro técnico.

4.3 0O PROBLEMA DAS QUANTIDADES REVISITADO

Daremos, agora, um passo atras na historia da teoria de conjuntos para apresentar
o problema central deste trabalho sob seu aspecto matematico: a chamada Hipotese do
Continuo. Nosso intuito, contudo, nao sera, como na maioria dos trabalhos, dar uma
introducao a técnica desse problema, mas procurar ventilar possibilidades de interpretagoes
para os resultados ja conhecidos sobre ele. Essa hipdtese pode ser heuristicamente
entendida como a seguinte pergunta: ha uma quantidade, ou cardinalidade, que esteja
entre a quantidade dos niimeros naturais (discretos) e a quantidade dos ntimeros reais
(continuo)? Procuraremos investigar essa pergunta do ponto de vista filoséfico como a

contribuicao desse trabalho para a filosofia da continuidade.

Nossa tentativa sera apresentar alguns pontos-chave que nos auxiliarao a entender

o que se tem a favor ou contra a Hipdétese do Continuo. Adiantaremos que, tendo em



mente o atual estado de desenvolvimento da teoria de conjuntos, aliado aos interesses
filoséficos de Cantor na criagao dessa teoria, seria desejavel que tal hipdtese fosse adotada
como verdadeira. No entanto, ha intimeros resultados e avaliagoes, tanto matematicas

quanto filoséficas, que poderiam contar a seu desfavor.

Definigao 4.3.1. Um subconjunto A C X de um espago topologico X é chamado denso

em X se o fecho de A € igual a X, ou seja, se:

A=X.

Equivalente, A é denso em X se, para todo ponto x € X e para todo aberto U C X
tal que x € U, temos U N A # (). Isso significa que todo aberto de X contém pelo menos

um ponto de A. Munidos dessa defini¢do, tomemos ¢ como a cardinalidade de R.

Raciocinio 1: Como o conjunto Q de todos os niimeros racionais ¢ denso em R, pois
todo ntimero real r é igual a sup{q € Q : ¢ < r} e, como Q é enumerdvel, segue que

¢ < |P(Q)| = 2%.

Raciocinio 2: Seja ¢ o conjunto de todos os reais da forma
o
n=1

onde cada a,, = 0 ou 2. O conjunto ¢ é obtido removendo do intervalo fechado [0, 1] os

intervalos abertos (3,3), (3.3), (5, 3), etc.

a

E

n’

w

WNivel O

Nivel 1 I I
Nivel 2 — — — —
Nivel3 = = - . - - - -

Figura 3 — Conjuntos de Cantor

¢ estd em correspondéncia um a um com o conjunto de todas as w-sequéncias de Os e 2s, e

assim |C| = 2%. Portanto, ¢ > 2%, e pelo Teorema de Cantor-Bernstein temos

¢ = 2%,



Pelo argumento da diagonal de Cantor?, ou pelo teorema 4.2.1, ¢ > 8,. Cantor
conjecturou que todo conjunto de niimeros reais ¢ ou no maximo enumeravel ou tem a

cardinalidade do continuo. Em ZFC, todo cardinal infinito é um X, e assim 2% > N;.

Conclusao: Somando os raciocinios 1 e 2, chegamos ao seguinte enunciado:
2N0 - Nl

essa conjectura formaliza o que conhecemos como a Hipotese do Continuo. Ou, em outras

palavras, o enunciado acima equivale a Hipdotese do Continuo.

Aqui, porém, ha algo que gostariamos de evidenciar: para formular o problema
da Hipodtese do Continuo, precisamos considerar que o continuo possa ser tomado como
uma quantidade aritmética, de acordo com a nossa interpretacdo do que venha a ser
uma tal quantidade. Em nossa concepcao, uma cardinalidade é uma forma aritmética de
quantificagao, a vista do que discutimos no presente trabalho. No entanto, aceitar essa
interpretacdo do continuo significa aceitar uma planificagdo do universo, mesmo que mais

fraca que aquela implicada pelo Axioma da Escolha.

Portanto, a Hipotese do Continuo, antes de qualquer obstaculo técnico, nos impoe
um questionamento conceitual: em que medida seria adequado considerar o continuo
como uma quantidade aritmética? Bom, do ponto de vista puramente metafisico, essa
consideragao se torna sumariamente incorreta. Como foi visto na construcao conceitual das
quantidades, com o auxilio da filosofia aristotélica, e de nossas assergoes sobre a questao
das quantidades, a continuidade e a discri¢ao diferenciam-se terminantemente quanto a

sua natureza e o método de quantificacao.

Dessa forma, o proprio tratamento aritmético de Cantor sobre o assunto poderia
ser considerado inadequado. Nao obstante, essa nao pode ser uma postura dentro do
quadro matematico em que se insere a Teoria de Conjuntos, uma vez que ela exige de
nos o assentimento prévio ao espirito de aritmetizagao proposto ja no seu fundamento
teorico. Podemos, entao, destacar que, embora seja um ultraje conceitual do ponto de vista
metafisico, o tratamento puramente aritmético das quantidades, ao considera-las todas sob
uma natureza unicategorial, estd de acordo com o propoésito matematico fundamental e,
para negé-la, seria necessario negar todo o contexto de aritmetizacao ja bem estabelecido

na pratica matematica.

Mesmo assim, é importante ter em mente que a questao conceitual nao pode ser
desconsiderada e, a vista do que ja foi dito, o desejavel é que nossas teorias espelhem
parte significativa de nossas intui¢oes sobre os objetos que conceituamos, de forma que
a contraparte matematica das quantidades corresponda a uma imagem mais ou menos

ajustada dos objetos que temos em mente quando num momento pré-tedrico.

4 Cf. Apéndice (Diagonalizagdo).



Poderia-se argumentar que essa diferenca de natureza colocada pela filosofia das
quantidades é absorvida pela teorizagdo matematica na medida em que Cantor nos mostra
uma forma radical de diferenciacao entre quantidades discretas e continuas através do
argumento da diagonal, que prova a irreconciliavel diferenca quantitativa entre elas. De fato,
esse resultado técnico pode e deve ser interpretado como uma contraparte formal de nossa
intuicao conceitual desse problema. Mas, voltando ao Axioma da Escolha, enfraquecemos
a radicalidade do argumento diagonal ao estender o conceito de quantidade aritmética a
todos os objetos da teoria. Em outras palavras, o que o Axioma da Escolha faz é, ao fim e

ao cabo, enfraquecer essa diferenca natural entre os diferentes tipos de quantidade.

Esse ponto de vista, portanto, questiona o fundamento teérico ao impor a questao
conceitual sobre as quantidades que, embora seja pertinente, nao pode ser feito sem conde-
nar, com ele, todo o desenvolvimento técnico da matematica moderna e contemporanea em
torno nao s6 do Axioma da Escolha, como da aritmetizacdo da matematica, dando lugar,
novamente, as intuigoes espago-temporais, que tanto importunaram os matematicos no fim
da modernidade. Em todo caso, como vimos na se¢ao sobre o Axioma da Determinacao,
h& posturas que propdoem uma substituicdo do Axioma da Escolha por postulados com
carater aritmético moderado, embora ainda no quadro de ZF. Essas novas formas, muito
longe de uma reforma profunda no que concerne ao carater aritmético da matematica
contemporanea, oferecem formas menos radicais de aritmetizacao ao negar essa planificagao
imposta pelo Axioma da Escolha e seus equivalentes, em especial o Principio da Boa

Ordenacgao.



5 Conclusao

Em nossa concepcao, qualidade tende a resumir o que seria a qualidade ontologica
de um dado objeto ou entidade. Como construido na introducao deste trabalho, e no
decorrer de doutros capitulos, entendemos que a qualidade de um objeto é definida ou
determinada por suas caracteristicas ontologicas. Assim, procuramos investigar como
se manifestam, em seu aspecto metafisico e técnico, as diferencas fundamentais entre a
discri¢do e a continuidade na tentativa de uma primeira incursao na construcao intelectual

de uma diferenca qualitativa entre elas.

Resumimos os diferentes aspectos da questao metafisica a filosofia de Aristételes,
pois seu arcaboucgo conceitual permanece ao longo da histéria do infinito e, embora as
ideias tenham se multiplicado e desenvolvido, seu pensamento aborda os principais temas;
de forma que pudemos, em didlogo com ele, evidenciar nossa posi¢do sobre cada um dos

aspectos que consideramos transversais em toda a literatura filosofica consideravel.

Assim, gostarfamos de fazer um ultimo resumo de como enxergamos a diferencia¢ao

pragmatica entre as quantidade e suas extensoes infinitarias. Vejamos:

Discricao Continuidade
Aritmética Geométrica
Contagem Medida
Individualidade | Homogeneidade
Estrutural Extensiva
Linear Topoldgica

Essas caracteristicas constituem o coracao de nossa diferenciacao do ponto de vista
hibrido, isto é, entre matematica e metafisica. Acreditamos que essas formas conceituais
de diferenca constituem um quadro mais ou menos preciso das caracteristicas ontolégicas

e metodoldgicas que apontam para uma diferenca qualitativa entre as quantidades.

A ideia de infinidade, por ser fugidia e ainda paradoxal ao nosso entendimento,
suporta certas ambiguidades que gostariamos de tornar cada vez menos presentes. A
pluralidade reserva em si um sabor de determinacao, de algo que temos algum dominio
determinativo, seja das dimensoes, das partes componentes, do comportamento e assim por
diante, é o nosso polo mais ou menos determinado da questao. O continuo, por sua vez, se

apresenta pela outra face. Nele, como ideia pura, ndo ha limites bem determinados, nem



partes bem definidas, ou comportamentos que se reproduzem na finitude. Acreditamos que
essa dicotomia, nas outras formas de oposicao que podem ser interpretadas e expandidas,
é o coracao da questao sobre a diferenca entre as quantidades e as qualidades a elas

referentes.

Em outras palavras, elaboramos um quadro bésico de categorias sob as quais o

problema das quantidades e dos infinitos pode ser avaliado.

O diagnéstico mais evidente é que, ao fim e ao cabo, nossas teorias e intuigoes
ou interpretam todas as quantidades como discretas, seja pela consideracao de partes
indivisiveis, seja por um critério de homogeneizacao entre parte e todo. Ou nao consideram

o continuo, em sua maneira pura, como um tipo de quantidade, mas de qualidade.

Pelo que vimos, as teorias metafisicas tendem a usar a continuidade em contextos
muito diferentes daqueles investigados por nossas teorias formais, o que torna o impasse
conceitual de unificacao da ideia de um continuo ainda mais delicado. Entre as principais
peculiaridades de cada area do conhecimento, destacamos que, na Metafisica, a continuidade
pode ser usada como uma caracteristica da totalidade do mundo, sendo que essa entidade
completa nao trabalha através de saltos. Dessa maneira, entidades como o tempo, o espaco
e a sua passagem se dao desde um ponto de vista do continuo, como algo que permeia o
todo da realidade, sendo uma espécie de relagao intrinseca de funcionamento dinamico de

tudo o que existe.

Por outro lado, a matematica tende a ver o problema do continuo desde um
ponto de vista geométrico, tendo-o transformado num problema de natureza aritmética
posteriormente. Transformando as questoes qualitativas em marginais ou meramente

colaterais.

Dessa forma, nao tendo uma teoria unificada das quantidades, somos incapazes de
tornar os aspectos metafisicos de maior importancia em questoes formais de igual interesse
e vice-versa. A centralidade da pesquisa sobre o infinito em suas diferentes formas, e sua
relacdo com uma teoria das quantidades pode ser estudada, por hora, encontrando formas
de aproximacao entre as duas formas da investigacao sobre as quantidades, visto que, em

seu passado historico, estao ligadas conceitualmente.
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7 APENDICE

Conjuntos Enumeraveis

Se conseguimos colocar uma dada pluralidade em parelhamento com um subcon-
junto, ou uma parte, dos niimeros reais, seremos capazes de determinar sua quantidade
aritmética, isto €, se somos capazes de atribuir a cada elemento de um conjunto A os
elementos de um dado niimero n natural, de forma que nao sobrem elementos em nenhum
dos dois conjuntos, entdao A tem n elementos. Vejamos um exemplo: Considere os seguintes

conjuntos finitos:
A={a,b,c}

B={1,2,3}

Queremos estabelecer uma correspondéncia um-para-um entre os elementos de A e

B utilizando uma fungao bijetora.

Definimos a funcao f : A — B da seguinte maneira:

Injetividade: Uma fungdo ¢ injetora se elementos distintos de A s@o mapeados para

elementos distintos de B.

o fla) =14 f(b) =2
¢ f@)=1# f(c)=3
C ) =2#f(c)=3

Portanto, f ¢ injetora.

Sobrejetividade: Uma funcao é sobrejetora se todo elemento de B é imagem de pelo

menos um elemento de A.

. 1= f(a)
« 2= f()
. 3= (o)

Portanto, f é sobrejetora.



Como f é simultaneamente injetora e sobrejetora, concluimos que f é uma funcao
bijetora. Ou seja, em linguagem conjuntista, reproduzir fielmente uma parte dos naturais
num dado conjunto, ou contar seus elementos, significa coloca-lo em bijecdo com um

subconjunto de N.

Evidentemente, a contagem s6 estd definida para conjuntos finitos, uma vez que,
como pudemos ver, esse processo s6 pode ser aplicado para conjuntos equipotentes a
nimeros naturais. No entanto, o conceito de cardinalidade esta definido para qualquer
conjunto do universo de ZFC. O ajuste que precisa ser feito em nossa definigdo sera
apenas considerar um cardinal qualquer, nao restringindo nossa definicdo ao conjunto
dos niimeros naturais. Assim abstraimos a nocao de cardinalidade para niveis superiores.
A cardinalidade dos cnjuntos enumeraveis card(N) = X, serd apenas o menor entre os

cardinais infinitos.

Diagonalizacao

O argumento da diagonal de Cantor demonstra que o conjunto dos ntimeros reais
em (0, 1) ndo é enumeravel, ou seja, sua cardinalidade é maior que a dos niimeros naturais.
Suponha que existe uma enumeracao x1,rs, T3, ... que lista todos os ntimeros reais em

(0,1). Cada ntimero pode ser representado por sua expansiao decimal infinita'.

Podemos organizar a suposta enumeragao em uma tabela, onde cada linha corres-

ponde a expansao decimal de um nimero:

T ai; Q12 Qi3
T2 A1 Q22 (23

xs ag1 asz g3

Aqui, a;; representa o j-ésimo digito decimal do nimero z;. Agora, construimos

um namero y que difere de todos os x; na diagonal:
y = bl b2b3 “ ..

onde b; é escolhido de tal forma que:

Q5 +1 se A < 9,

0 se a; = 9.

1 Precisamos ignorar ambiguidades como 0.4999 ... = 0.5000. ..



Com uma argumentacao por absurdo simples seremos capazes de ver que o nimero
real y ndo estd na nossa lista. Bom, suponha que tenhamos uma fungéo f : N — (0, 1)
bijetora. Entao existe n € N tal que x,, = y. Mas sabemos que y difere de x,, no n-ésimo

termo, logo x, # y. O que contradiz nossa hipétese.

Espaco Topoldgico
Um espago topolégico é um par ordenado (X, 7), onde:

e X éum conjunto nao vazio;

e 7 é uma cole¢do de subconjuntos de X, chamada de topologia, que satisfaz as

seguintes propriedades:

1. Xerteger;
2. Se {Us}aer é uma familia de conjuntos em 7, entdo Uye; Uy € T;

3. Se Uy,U,,...,U, € T,entao N, U; € T.
Os elementos de 7 sao chamados de abertos.

Seja (X, 7) um espago topolégico. Um subconjunto F© C X é chamado de conjunto

fechado se o seu complemento pertence a topologia 7, isto é:

F éfechado <= X\ Fer.
Propriedades de Conjuntos Fechados

1. @, X sado conjuntos fechados.
2. Naer Fu € fechado se F,, é fechado para todo a € I.

3. U, F; é fechado se F; é fechado para todo i € {1,2,...,n}.



Cobertura

Seja X um conjunto e A C X. Uma cole¢ao de subconjuntos C = {U, }aer, com

U, C X para todo a € I, é chamada de cobertura de A se:

Cobertura Aberta

Se X for um espago topologico com topologia 7, e todos os conjuntos U, € C forem abertos

(U, € 7), entao C é chamada de cobertura aberta de A.
Cobertura Finita

Uma cobertura C = {Uy,Us,...,U,} é chamada de cobertura finita se o nimero de

elementos em C for finito, isto é, |C| < oo.

Espaco Métrico/Métrica

Definicao: Seja X um conjunto nao vazio. Uma funcao d : X x X — R, chamada de

métrica, ¢ uma aplicacao que satisfaz as seguintes propriedades para todos z,vy, z € X:

1. Nao negatividade: d(z,y) > 0 e d(x,y) = 0 se, e somente se, z = y.
2. Simetria: d(z,y) = d(y, x).

3. Desigualdade triangular: d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Se d satisfaz essas condigoes, o par (X, d) é chamado de espago métrico.

Espaco Vetorial

Seja V um conjunto nao vazio e K um corpo (como R ou C). Dizemos que V' é um

espaco vetorial sobre o corpo K se estao definidas duas operagoes:

o Uma operagao de adicao de vetores +:V x V. — V|



o Uma operacao de multiplicagdo por escalares - : K x V — V|
e essas operacgoes satisfazem os seguintes axiomas para todos u,v,w € V e a,b € K:

1. Associatividade da adigao:

(u+v)+w=u+(v+w).

2. Comutatividade da adicao:

ut+v=v-+u.

3. Elemento neutro da adigao: Existe um vetor 0 € V' tal que:

u+0=u, YuelV.

4. Inverso aditivo: Para cada u € V, existe —u € V tal que:
u+-u=0.
5. Distributividade da multiplicacao escalar com relacao a adicao de vetores:
a-(u+v)=a-u+a-v.
6. Distributividade da multiplicacao escalar com relacao a adigao de escalares:
(a+b)-u=a-u+b-u
7. Associatividade da multiplicacao escalar:

(@-b)-u=a-(b-u).

8. Elemento neutro da multiplicacao escalar: Para o elemento 1 € K:

l-u=u, Yuel.



Axiomas de Zermelo-Fraenkel (ZF)

ZF1.

ZF2.

ZF3.

ZF4.

ZF5.

ZF6.

ZF7.

ZF8.

Axioma da Extensionalidade

Dois conjuntos sao iguais se contém os mesmos elementos:

VeVy (Vz(z€x 4 2z€y) = x=1y).

Axioma do Par
Para quaisquer dois conjuntos a e b, existe um conjunto que contém exatamente a e
b:

VaVb3cVr (x €c+ (x=aVax=0)).

Axioma da Uniao
Para qualquer conjunto A, existe um conjunto B contendo todos os elementos dos

conjuntos em A:

VAIdBYz (r € B+ 3C(C e ANz e (C)).

Axioma da Poténcia

Para qualquer conjunto A, existe um conjunto B que contém todos os subconjuntos

de A:
VA3dBVx (t€ B+ x C A).

Axioma da Regularidade (ou Fundagao)

Todo conjunto nao vazio A contém um elemento z tal que x N A = ()

VAA#4D = Tz(ze ANznNA=0)).

Axioma da Substituicao
Se F' é uma funcao definida por uma propriedade ¢, entao a imagem de um conjunto

sob F' também é um conjunto:

VAVF (VxVy (p(z,y) = Y Vz(z €Y < Jz(x € ANp(x,2))))).

Axioma do Infinito
Existe um conjunto infinito I que contém o conjunto vazio e é fechado sob sucessao

(adi¢ao de elementos):

A (e lInVx(xel = zU{z}el)).

Axioma do Conjunto das Partes Especificadas (ou Compreensao Restrita)
Dado um conjunto A e uma propriedade P(z), existe um subconjunto de A contendo

exatamente os elementos que satisfazem P:

VA3IBVz (x € B+ (v € AN P(x))).



ZF9. Axioma do Conjunto Vazio

Existe um conjunto que nao contém elementos:

JAVz (x ¢ A).
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