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Resumo

Para compreender melhor a estrutura e a evolugdo do universo, assumimos uma teoria da
gravidade, como a Relatividade Geral, que relaciona a geometria do espaco-tempo com seus
componentes, incluindo matéria escura, matéria baridnica e radiacdo. Para estudar essas
relacdes, utilizamos os chamados tracadores de matéria, que sdo fendmenos e estruturas
influenciados pela distribuicio e quantidade de matéria que os compdem e os circundam,
como galéxias, aglomerados de galéxias e lentes gravitacionais, por exemplo.

Nesta pesquisa, aprofundamo-nos no fendémeno do lenteamento gravitacional fraco de gala-
xias, com o objetivo de calcular sua funcio de correlacdo correspondente. Nosso propdsito é
compreender melhor a relacdo entre esse fendomeno e a distribui¢do de matéria no universo.
A funcio de correlac@o de dois pontos do lenteamento fraco € uma ferramenta cosmolo-
gica crucial, amplamente utilizada em diversas andlises na Cosmologia. Neste trabalho,

estudamos e aplicamos essa funcdo ao nosso caso de interesse.

Com pesquisas em andamento e futuras, como o Euclid e o Legacy Survey of Space and Time
(LSST), uma vasta quantidade de dados estard disponivel para estudo. Assim, ferramentas
computacionais eficientes tornam-se essenciais para andlises precisas. Neste contexto, utili-
zamos a biblioteca Numerical Cosmology Library (NumCosmo) para calcular a correlacio de
dois pontos do lenteamento gravitacional, investigando a sua variacdo em relagao a distri-
buicdo das lentes. Por fim, utilizamos também a biblioteca Core Cosmology Library (CCL) e
estudamos a validacdo feita ente essas bibliotecas.

Palavras-chave: Lenteamento Gravitacional. Fun¢do Correlacao. Cosmologia.



Abstract

To better understand the structure and evolution of the universe, we assume a theory of
gravity, such as General Relativity, which relates the geometry of spacetime to its components,
including dark matter, baryonic matter, and radiation. To study these relationships, we use
so-called matter tracers, which are phenomena and structures influenced by the distribution
and amount of matter that compose and surround them, such as galaxies, galaxy clusters,
and gravitational lenses.

In this research, we delve into the phenomenon of weak gravitational lensing of galaxies,
aiming to compute its corresponding correlation function. Our goal is to understand better
the relationship between this phenomenon and the distribution of matter in the universe.
The two-point correlation function of weak lensing is a crucial cosmological tool, widely
used in various cosmological analyses. In this work, we study and apply this function to our

case of interest.

With ongoing and future surveys, such as Euclid and the Legacy Survey of Space and Time
(LSST), a great amount of data will be available for study. Thus, efficient computational tools
are essential for precise analyses. In this context, we use the Numerical Cosmology Library
(NumCosmo) to calculate the two-point correlation of gravitational lensing, investigating its
variation with respect to the distribution of lenses. Finally, we also use the Core Cosmology
Library (CCL) and study the validation performed between these libraries.

Keywords: Gravitational Lensing. Correlation Function. Cosmology.
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1 Introducao

Na teoria da gravitacdo de Isaac Newton (1642-1727), muitos ja haviam considerado
a possibilidade de a gravidade influenciar a trajetdria da luz. No entanto, devido a suas limi-
tacdes, como a interpretacdo de que a informacao seria transportada instantaneamente pelo
universo, essa ideia acabou sendo abandonada. Com a formulacio da teoria da Relatividade
Geral (RG) por Albert Einstein (1879-1955), a ideia de que campos gravitacionais poderiam
distorcer a trajetdria da luz foi retomada e formalmente estabelecida.

O fendmeno de desvio da luz por campos gravitacionais, conhecido como lenteamento
gravitacional, manifesta-se de diferentes formas dependendo da intensidade da curvatura do
espaco-tempo gerada pela massa da lente, podendo ser dividido em trés regimes principais:
lenteamento forte, fraco e microlenteamento. No regime de lenteamento forte, observam-se
efeitos marcantes como a formac¢do de imagens multiplas, arcos gravitacionais e anéis de
Einstein. No regime de lenteamento fraco, por sua vez, os efeitos sdo mais sutis e detectaveis
apenas por andlises estatisticas, sendo eles os efeitos de cisalhamento e convergéncia. O
microlenteamento, por outro lado, ocorre quando objetos compactos produzem variacées no
brilho de fontes distantes, sem formar imagens resolviveis.

Esses efeitos fornecem informacdes valiosas sobre a distribuicio de matéria, tanto
baridnica quanto escura, ao longo da linha de visada entre a fonte e o observador (Meneghetti,
2021).

Os efeitos do lenteamento gravitacional sdo, como ja dissemos, sutis e dificeis de
serem observados e calculados, em sua maioria. Entretanto, com o advento de tecnologias
observacionais mais avancgadas e técnicas aprimoradas de andlise de dados, tornou-se possivel
analisar esse fendmeno e explorar sua conexdo com os componentes do cosmo.

Este trabalho desenvolverd conhecimentos técnicos fundamentais para o entendi-
mento das lentes gravitacionais, partindo da teoria da Relatividade Geral e explorando como
a geometria do universo e a matéria e sua distribuicdo influenciam a trajetoria da luz. Além
disso, investigaremos como esse fendmeno pode ser utilizado para estudar essa distribui¢ao,
por meio de uma andlise computacional na biblioteca Numerical Cosmology Library (Num-
Cosmo) (Dias Pinto Vitenti; Penna-Lima, 2014), validando esses resultados ao compara-los
com os obtidos na biblioteca Core Cosmology Library (Collaboration, 2025a) (Chisari et al.,
2019).
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2 Introducao Tedrica

Para melhor entendermos a formulagao tedrica das lentes gravitacionais, vamos fazer
uma breve introducio ao arcabouco tedrico necessario para avancarmos com 0 nosso estudo.
Vamos comecar com uma introducao a teoria da Relatividade Geral, teoria gravitacional que
entende a gravidade como uma consequéncia da geometria do espago-tempo e que permitiu
uma formulacdo mais profunda de efeitos gravitacionais, como a deflexdo da luz, e da sua
relacdo com os componentes do universo.

Em seguida, partiremos para um breve resumo de teorias cosmologicas uteis para o
entendimento da formulacdo teérica dos capitulos seguintes. Iremos discutir as aproximacoes
que adotamos, justificando sua validade analitica e a facilidade tedrica que elas nos traz,
discutiremos o modelo cosmolégico onde desenvolvemos a teoria da deflexdo da luz, a
expansdo do universo e suas caracteristicas de homogeneidade e isotropia.

Para o desenvolvimento desse capitulo, nos baseamos nas obras (Carroll, 2019), (Do-
delson; Schmidt, 2024), (Marques et al., 2024) e (Peebles, 1980), principalmente. Essas obras
foram de fundamental importancia para o entendimento dos assuntos abordados e para

escolha da notacdo utilizada.

2.1 Teoria da Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral (RG) é uma teoria gravitacional, i.e., visa descrever a
gravidade, seu comportamento e a sua mecanica associada, a equacdo do movimento atrelada
a essa interacdo. Diferentemente da Teoria da Gravitacdo Universal de Isaac Newton, a RG
interpreta a gravidade ndo como uma forca, mas sim uma consequéncia da geometria do
espago-tempo (Lorentz et al., 1952)(Schutz, 2022).

O espaco-tempo curva na presenca da massa e objetos que viajam neste espaco
curvado percorrem geodésicas, dadas pela equagdo

d?x¢_, dx® dxP

FYP +Faﬁ i1 di =0, (2.1)
conhecida como equacio da geodésica, onde FZ 5 ¢ chamado simbolo de Christoffel e 4 é
um parametro afim, responsavel por parametrizar a trajetoria da particula ou feixe de luz
ao longo da curva. Para particulas massivas, que se movem com velocidades inferiores a da
luz, o parametro afim é, geralmente, o tempo préprio 7. Ja para a luz, o tempo préprio ndo
varia ao londo da trajetoria, pois ds? = 0, entdo A é um parametro afim arbitrario que ainda
preserva a estrutura da equagdo da geodésica - isso € verdade para as demais particulas ndo

massivas, também - (Carroll, 2019).
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A geodésica representa o caminho mais curto entre dois pontos em um espaco nao
plano, ou curvado, sendo equivalente a reta no espaco plano, ou euclidiano, guardadas as
devidas proporcoes.

Note que estamos usando a notacio de somatorio de Einstein, onde indices gregos
(a, B, u, etc.) assumem os valores (0, 1, 2 e 3) e indices romanos (i, j, k) assumem os valores (1,
2 e 3). Desta forma, coordenadas nesse espaco quadridimensional representam as grandezas

x* = (x% x!, x2,x3) = (t,x,y,z) em coordenadas cartesianas.

A geometria desse espaco € descrita por um tensor simétrico de ordem 2 chamado

tensor métrico gy, t.q.

9" g = &5, (2.2)

e por ela podemos medir distdncias nesse espaco da seguinte maneira:
ds* = g*dxHdx”. (2.3)

A métrica é um objeto fundamental na relatividade geral, pois permite calcular
distancias, angulos e intervalos de tempo no espaco-tempo. A partir dela, definimos conxdes
(simbolo de Christoffel), que nos permitem contruir o tensor de Riemann, equagdo (2.4), um
tensor (1,3) que descreve a curvatura intrinseca do espaco-tempo. Este tensor expressa como
vetores paralelamente transportados ao longo de curvas fechadas podem sofrer variagoes,
revelando a presenca de curvatura mesmo em regides localmente planas, (Carroll, 2019).

RS,y = 0,5, = 8,15, + T4 5, —T4,I¢ (2.4)

you

Uma propriedade importante € que, se existe um sistema de coordenadas onde os
componentes da métrica sdo constantes, o tensor de Riemann € nulo e, reciprocamente,
se o tensor de Riemann € nulo, podemos construir um sistema de coordenadas onde as
componentes da métrica sdo constantes, apesar de restrito a uma regido da variedade que

seja simplesmente conexa (simply-connected), (Carroll, 2019).

Essa foi uma pequena introducdo da Teoria da Relatividade Geral de A. Einstein
(1879-1955) e de ferramentas que utilizaremos no futuro para desenvolver o tema de interesse
dessa dissertacao.

2.2 Cosmologia

A Cosmologia ¢ a area de estudo que explora a estrutura, as leis, a origem e o futuro
do universo. Busca compreendé-lo em sua totalidade e, diferente da Astronomia, que observa
corpos celestes individuais, a Cosmologia investiga as leis fundamentais, a composicdo e o
destino do cosmo (Dodelson; Schmidt, 2024).
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O entendimento do universo passou por varias mudancas, desde analises mitologicas
e religiosas ao sistematico método cientifico. Desde tempos imemoriais, o0 cosmo sempre
foi objeto de fascinacdo humana. Atualmente, baseado em modelos Fisicos e Matematicos,
no avanco tecnologico para obtencao de dados de maior qualidade e de técnicas de anélise
computacional, a cosmologia desenvolveu diversas teorias para entendimento das estruturas
e da historia do Universo, utilizando-se, principalmente, da teoria da Relatividade Geral e da
Mecanica Quantica para formulacdo de hipoteses como a expansdo do Universo, a existéncia

de matéria e energia escuras e a possibilidade de multiversos, dentre outras.

Faremos agora uma breve introducdo a aspectos do modelo cosmoldgico padrdo
relevantes para a discussao desta dissertacdo e da analise que faremos em seguida, baseando-
nos principalmente nas obras (Dodelson; Schmidt, 2024) e (Dodelson, 2017).

2.2.1 Espaco Maximamente Simétrico

Vamos comecar trabalhando em um espaco-tempo sem perturbacdo para melhor
construir nosso conhecimento, alids, sempre comecamos dos casos mais simples. J4 no
séc.XVI, Copérnico defendia a ideia de que o universo é praticamente o mesmo em todas
as direcoes. Em uma linguagem mais técnica, diremos que nosso espaco € homogéneo e
isotropico, em escalas grandes o suficiente.

Um espaco isotrdpico € invariante sob rotacao, i.e., dado um ponto na variedade, o
espaco serd igual independente da direcdo que observamos - a densidade é a mesma em
todas as dire¢des. Em um espagco homogéneo, por sua vez, a métrica ¢ a mesma ao longo de
toda a variedade, ou seja, € invariante sob translacdo - a densidade ¢ a mesma em todos os

lugares.

Para grandes escalas, supomos o universo como sendo homogéneo e isotropico, onde
cada uma dessas caracteristicas ndo garante a outra, i.e., ndo € pelo espaco ser homogéneo
que € isotropico e vice e versa. Essas suposicoes sao fortemente apoiadas pelas observacoes
como, por exemplo, a radiacdo cosmica de fundo (CMB) ser quase idéntica em todas as
direcoes e a distribuicao estatistica de galdxias em grandes escalas ser aproximadamente
uniforme.

Essa escala "grande o suficiente” para considerarmos o cosmo homogéneo e isotrépico
foi amplamente estudada como, por exemplo, no trabalho (Hogg et al., 2005), onde testou-se
diretamente o principio da homogeneidade do universo usando dados do Sloan Digital Sky
Survey (SDSS), onde os autores buscaram responder se a distribuicio de galaxias realmente
¢ homogénea nessas escalas. Analisando amostras de galdxias luminosas vermelhas (LRGs),
encontraram que a densidade média de galaxias desse tipo convergem para uma densidade
constante aproximada de escalas da ordem de 100Mpc/h. Outros trabalho, como o baseado
nos dados do BOSS (Baryon Oscillation Spectroscopic Survey), nos apresentam ambas essas

caracteristicas em escalas de ordem de 150 ~ 200M pc, aproximadamente (Ntelis et al., 2017).
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Um espago homogéneo e isotropico ¢ chamado maximamente simétrico e esse espaco
se caracteriza por possuir a maior quantidade de vetores de Killing possivel. Vetores de Killing
sdo campos vetoriais que representam simetrias no espago-tempo e indicam direcdes ao
longo das quais a métrica do espaco ndo muda. Falamos mais um pouco, mas ainda de forma

abreviada, de vetores de Killing no apéndice A.1.

2.2.2  Universo em Expansao

Para representar a realidade, podemos considerar o espago-tempo como sendo espa-
cialmente homogéneo e isotropico em grandes escalas, mas evoluindo no tempo, isto €, ndo
podemos trabalhar com um universo estacionério.

Suponha um espaco-tempo quadridimensional de métrica
ds? = —c?dt* + a®(t)[dx? + dy* + dz?], (2.5)

em coordenadas espaciais cartesianas. Essa métrica representa um caso particular da métrica
de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker, ou FLRW, de forma abreviada, que descreve um
espaco-tempo homogéneo e isotdpico em expansio. Essa métrica corresponde ao caso em
que o universo possui geometria espacial plana (k = 0, onde k ¢ um parametro de curvatura),
e o fator a(t) descreve a evolucdo temporal da escala do universo, i.e., essa métrica retrata
um espaco-tempo expandindo em funcio do tempo, descrito pela funcio a(t), chamada
fator de escala, (Mukhanov, 2005).

Coordenadas que permanecem em coordenadas espaciais constantes x/, i.e., estdo
movendo junto ao espaco-tempo, sdo chamadas coordenadas comoveis e sdo representadas
por x'. Apenas observadores em coordenadas comdveis irdo observar o universo como
isotropico.

E facil imaginar que coordenadas fisicas f)(t) e comaveis y estdo relacionadas de
alguma forma. Essa relaclo ¢ dada pelo fator de escala, na forma

D(t) = a(t)7, (2.6)

e, como usamos a métrica para descrever distancia, também podemos imaginar que a distan-
cia entre dois pontos cresce devido ao fator de escala. A distancia fisica D entre dois pontos
cresce com velocidade

- . - 1 t -

3(0) = D) = 4()7 = 51D = HOD, @7)
onde definimos H(t) = % grandeza conhecida como fun¢do de Hubble, responsével por
computar a rapidez com que o universo se expande e o ponto em a(t) e D(t) caracteriza

derivada em relagdo ao tempo fisico ¢. A equacdo (2.7) descreve a velocidade de afastamento
entre dois pontos devido a expansdo do universo. O astbnomo Edwin Hubble (1889-1953)
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inferiu essa equacdo de suas observacdes e a aplicou primeiramente para estabelecer o
qudo rapido uma galéxias se afasta da Terra e mostrou que essa velocidade é proporcional a
distancia entre esses objetos.

Como vimos, em um universo plano, a métrica FLRW ¢ a que descreve a expansdo
homogénea e isotropica. Em coordenadas espaciais cartesianas e coméveis, ela fica dada

pela (2.5). J4 em coordenadas espaciais esféricas e comoveis, ela é
ds* = —dt* + a*(t) [d)(2 + x2d6% + y*sin?6 dqoz] (2.8)
isto €, as componentes do tensor métrico sdo dadas por:

9oo = —1,
9oi =0,
1 0 0 (2.9)
gij =a*(t)[o x? 0
0 0 yx2sin’6
onde adotamos, e seguiremos adotando, ¢ = 1, a ndo ser que explicitamente expresso o
contrario.

Assim, a distdncia comdvel entre o observador e um objeto a uma distancia fisica
D = ct ¢ obtida da seguinte forma: igualamos ds? a zero, j4 que estamos interessados na
trajetoria da luz, e adotamos d e dp como sendo nulas, assim obtendo a relacdo dy = dt/a
e basta entdo integré-la,

x(a) to dt’ 1 da’
d :/ (e :/ _da (2.10)
~/0' X t(a) a(t’) X( ) a a,ZH(a/)

Como consequéncia da expansio do universo, h4 uma distor¢cio no comprimento

de onda emitido A¢pirigo pelo objeto observado em sua trajetéria até nos. Esse fenomeno €
conhecido como “redshift” ou “desvio para o vermelho” e sua previsao ¢ atribuida a Edwin
Hubble, em 1929 (Hubble, 1929). Hubble observou que galdxias se afastavam de n6s e uma
das outras e que a luz emitida por elas se deslocava para comprimentos de onda maiores, ou
seja, para o vermelho. Essa descoberta foi fundamental para a formulacdo da Lei de Hubble,
(2.7).

O conceito de redshift pode ser comparado ao efeito Doppler. Semelhante a mudanga
aparente da frequéncia do som quando a sua fonte se aproxima, ou se afasta, do observador,
a luz, emitida por uma fonte se movendo em relagdo ao observador, tem uma mudanca

aparente em sua frequéncia.

Em sentido geral, Hubble ndo foi o primeiro a observar esse fendmeno, outros pes-
quisadores como Willem de Sitter (1872-1934) (Sitter, 1916) e George Lemaitre (1894-1966)
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(Lemaitre, 1927) ja haviam publicado trabalhos sobre o redshift, todavia, foi Hubble o princi-
pal responsavel por quantificar e correlacionar as observagoes do redshift com a expansao

do universo.

O redshift (z) se relaciona com o fator de escala da seguinte forma:

Aobservado _ @

= (2.11)
Aemitido a

z+1=

Com essa relacao, podemos usar o redshift para medir distancias de objetos em relacdo a
Terra ou para se referir a uma determinada época do universo, ja que quanto mais distante o
objeto estd de nos, mais antiga é a imagem que observamos, (Weinberg, 2008). Um exemplo
da associacdo de diferentes fases da evolucido cosmica com faixas do redshift é

« Recombinacio (z ~ 1100): Quando a radiacio césmica de fundo (cosmic microwave
background - CMB) foi emitida.

« Reionizacdo (6 < z < 10): Quando as primeiras estrelas e galaxias comecaram a

ionizar o meio intergalactico.

« Formacao das primeiras galaxias (z ~ 6): Quando a estrutura do universo comecou

a se assemelhar ao que vemos hoje.

Desta forma, podemos escrever a distancia comdével em func¢do do fator de escala,
como feito na equagdo (2.10), ou em fungdo do redshift, na forma
Z dZ

- (2.12)

X =

Vimos, entdo, que podemos relacionar a distancia fisica 5(t) a distancia comovel

¥ (t) por meio tanto do fator de escala quanto do redshift. Uma terceira distincia muito

importante na cosmologia ¢ a distancia didametro angular D4, que relaciona o tamanho

fisico de um objeto ao seu tamanho aparente no céu. Sabendo o tamanho real de um objeto,
podemos usar seu angulo aparente para estimar sua distancia até o observador.

A distancia diametro angular refere-se a distancia real entre os extremos de um objeto
que aparece em um determinado didmetro angular quando observado da Terra. Para um
objeto celeste de tamanho fisico (ou diametro real) [ ocupando um didmetro angular 6

(pequeno) no céu, a distancia didmetro angular é dada por
l

Dy=—. 2.13
4= (2.13)
E, no caso de universos planos, relacionamos essas trés distancias pela equacao
Dpo=D=ay= L. (2.14)
1+z

O caminho natural ao obtermos uma métrica que descreve nosso universo ¢ usa-la
na equacdo de Einstein. Fazendo isso usando a métrica de FLRW, obtemos as equacdes de

Friedmann (como discutido a seguir).
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A equacdo de Einstein ¢
GMV + Agluv = SnGTﬂy, (2.15)

onde: Gy = Ry — %ng, é o tensor de Einstein, R, € o tensor de Ricci, R € o escalar de Ricci,
A € a constante cosmoldgica, G € a constante gravitacional e Ty, € o tensor energia-momento
da matéria.

As componentes temporais do tensor de Einstein e do tensor energia-momento sdo

dados por
)
a k
Goo =3 (; + ;) , Too = p. (2.16)
Substituindo na equacdo de Einstein, obtemos
a  k

Agora, basta isolarmos o termo da expansdo e chegamos em

a\’_81G __k A 2.18)
a) 3 az 3’ '
a primeira equacao de Friedmann.
Para os componentes espaciais, temos
. . 2
o f,a a k 5
Gii=—-a (25 + ; + ;) , Li=a D, (219)
e aplicando na equacao de Einstein:
. . 2
a a k
—a® (2— + =+ —2) +Aa’ =87Ga’p. (2.20)
a a* a
Dividindo por a?:
d__ 36 orapy+ 2 (2.21)
a3 WTePITR '

chegamos na segunda equacio de Friedmann. As quantidades p e p sdo a densidade de
matéria e pressao de um fluido perfeito.

A primeira equacdo de Friedmann, equacio (2.18), diz como a expansio do universo,
lado esquerdo da equacio, se relaciona e depende da quantidade de matéria e energia (p),
da curvatura do espaco-tempo (k) e da constante cosmolodgica (A), que atua como uma
"pressdo negativa”. A segunda equacgdo de Friedmann, (2.21), por sua vez, nos mostra se a
expansdo do universo estd acelerando ou desacelerando. Assim, dizemos que as equacoes de
Friedmann descrevem como o universo se expande ao longo do tempo, relacionando o ritmo

de expansdo com a densidade de matéria, energia, curvatura e a constante cosmolégica.
As equacdes de Friedmann sio a base para o modelo cosmoldgico padrao (ACDM) e

nos permitem prever o passado e o futuro do universo. Ainda, ajudam a interpretar observa-
coes como a radiagdo cosmica de fundo, supernovas e lentes gravitacionais, por exemplo.
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2.2.3 Modelo Cosmoldégico ACDM

Trabalharemos no modelo cosmologico ACDM, que assume um universo composto
por radiacdo, matéria ordindria (ou baridnica), matéria escura fria (CDM - cold dark matter)
e energia escura, além de descrever a expansdo do universo. O modelo ACDM ¢é amplamente
aceito por sua capacidade de explicar uma vasta gama de observagdes, incluindo a radiacdo
cosmica de fundo (CMB - cosmic microwave background), a distribuicdo de galédxias e as
estruturas em grande escala.

A dindmica da expansdo do universo é governada pelas equacdes de Friedmann,
derivadas das equacoes de Einstein sob o pressuposto de homogeneidade e isotropia. Nessa

formulacdo, um parametro fundamental é a densidade critica, definida como:

3H?(1)
87G ’
onde H(t) = d/a é a taxa de expansdo do universo (fun¢do de Hubble) em fung¢io do tempo.

Perit(t) = (2.22)

A densidade critica representa o valor da densidade total de energia que separa
diferentes geometrias espaciais. Se a densidade total p do universo for maior que Pcrit, 0
universo possui uma curvatura positiva (fechada) e pode colapsar. Outras opcoes sdo, se
P < Perit, 0 UNIVerso tem curvatura negativa (aberta) e se expandira para sempre, enquanto, se
P = Perit, 0 UNiverso € plano e a expansio tende a desacelerar mas nunca para completamente.

A razido entre a densidade de um componente i e a densidade critica ¢ chamada de

parametro de densidade:
pi(t)

Q;(t) = . 2.23
0 Perit () (2.23)
No instante presente (¢ = t), usamos a forma:
i(z=0 87Gpi(z=0

a Perit(z = 0) - 3Hg

No modelo cosmolégico ACDM - plano, a primeira equacdo de Friedmann pode ser
escrita como

H(a) = H)VQ,a™ + Qa3 + Qpg, (2.25)

onde Hj é o valor atual da constante de Hubble. e os termos Q,, Q,, € Qpg representam,
respectivamente, as densidades relativas de radiacdo, matéria total e energia escura. Neste
trabalho, ao nos referirmos a matéria, consideramos tanto a matéria baridnica quanto a

matéria escura fria (CDM). Assim:

Qum=Qp +Qcpum. (2.26)

Dessa forma, o modelo ACDM fornece uma estrutura tedrica robusta e bem testada

para descrever a dinamica do universo, desde a radiacdo cosmica de fundo até a formacao
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de grandes estruturas. Sua simplicidade e consisténcia com os dados observacionais mais
precisos disponiveis justificam sua ampla aceitacdo como o modelo cosmoloégico padrao.
Neste trabalho, utilizaremos o ACDM como base para os clculos e andlises relacionados aos
efeitos do lenteamento gravitacional, investigando como a distribuicdo da matéria influencia

a propagacdo da luz no universo em expansao.
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3 Deflexao da Luz

A ideia de que a luz poderia ser defletida pela gravidade ndo ¢ tao recente quanto
pensamos. No séc. XVII, com a Teoria da Gravitacdo Universal de Newton (NEWTON, 2016)
(NEWTON, 2012), ja haviam aqueles capazes de imaginar a ocorréncia de tal fenomeno,
todavia, algumas limitacdes tedricas incapacitaram esforcos de melhor compreender este

evento da natureza.

No séc. XX, com a Teoria da Relatividade Geral de Albert Einstein, esse fen6meno
de deflexdo foi melhor explicado e descrito, permitindo-nos chegar na defini¢do atual de
lenteamento gravitacional como a deflexio e o atraso da luz por um potencial gravitacional
e suas elegantes descri¢coes matematicas.

Esse entendimento mais aprofundado abriu uma nova porta para a andlise do desvio
da trajetoria da lua e sua relacdo com o cosmos e seus componentes, a exemplo da sua
relacdo com a distribuicdo da matéria e com a expansdo do universo, dentre outros. Vamos
destrinchar um pouco desses fendmenos e relagées nesse capitulo e melhor entender a

importancia do lenteamento gravitacional nas anélises cosmolégicas atuais.

Nesse capitulo vamos explorar a teoria por tras da deflexdo da luz, baseando-nos,
principalmente, nas obras (Meneghetti, 2021), obra da qual seguimos a notacao, (Congdon;
Keeton, 2018), (Faga, 2022), (Dodelson, 2017) e (Peebles, 1980).

3.1 Deflexao Da Luz Classica x Relativistica

No livro (Meneghetti, 2021), temos derivada a equacdo que descreve o angulo de
deflexdo da luz calculada sobre a luz das duas teorias gravitacionais citadas, a de Newton e a
de Einstein. Vamos agora explorar a derivacdo dessas equagdes e entender suas principais
diferencas e como essa deflexdo se relaciona com as grandezas cosmolégicas que conhecemos,
como a massa e a distancia entre os envolvidos, partindo da teoria da gravitagcdo universal e,

depois, da teoria da relatividade geral.

3.1.1 Angulo de Deflexdo Classico

No século XVII, Sir Isaac Newton mencionou j4 a possibilidade de a gravidade dis-
torcer a trajetoria da luz e alterar a imagem projetada no céu (Newton, 1952) e abordou de
forma aprofundada esse fendmeno para a luz corpuscular (Newton, 1704). Coube, todavia,
ao fisico, matematico e astronomo alemao Johann Georg von Soldner (1776-1833) derivar,
pela primeira vez, a equacdo de deflexdo da luz no regime da teoria da gravitacdo universal,
publicando seu resultado em 1804 no trabalho de nome "Sobre a deflexdo de um raio de luz de
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Figura 3.1 - Direcdo da Deflexdo da Luz - Imagem inspirada por (Meneghetti, 2021).

seu movimento retilineo devido a atracdo de um corpo celeste ao qual ele passa préximo“em
traducdo livre para portugués.

Vamos ver, entdo, como podemos chegar a essa equacio, seguindo os passos de
(Meneghetti, 2021), para o regime newtoniano da gravidade.

Se a luz for tratada como particulas com massa m, ou seja, estamos assumindo
que fotons sdo particulas de massa indeterminada capazes de sentir os efeitos da atracdo
gravitacional, e velocidade ¢, que passam por um corpo massivo de massa M e raio de
aproximacdo r, a forca gravitacional sobre a luz é dada por

F=-mVo, (3.1)

onde ® = —GM/r ¢ o potencial gravitacional gerado pela massa M.

A lei de movimento newtoniana, ou a segunda lei de Newton, diz que F = md, onde
a é a aceleracdo da particula. Assim, devido a influéncia gravitacional de M, a particula serd
acelerada a a = —V®, tal que ganhara uma velocidade

fo
AD = / adr, (3.2)
15

enquanto sobre a acio da forca gravitacional de M entre o tempo que parte da fonte, tr, e 0
tempo que a observamos, .

Assumindo que a particula se mova paralelamente ao eixo z, pelo menos inicialmente,
e que a massa M, nossa lente, esteja na origem do nosso sistema de referéncia, como mostra
a figura 3.1, resolvemos a integral e obtendo

1 %, I
Av ~ — / adz = —— / Vodz. (3.3)
¢ ZF ¢ ZF
Podemos expressar o eixo z em termos do tempo na forma z = ct, tal que dz = cdt.
Decompondo o gradiente do potencial gravitacional em duas componentes ao longo
de z e £, onde & ¢ a coordenada ao longo do eixo perpendicular a z, obtemos

dd, do

6(1) = d—zez + d—ggg

(3.4)

Agora, aplicando para o calculo de Av e decompondo as velocidades para as dire¢des per-
pendicular e paralela a trajetoria da luz, da mesma forma que fizemos com o V®, obtemos
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1
Ay =~ [®(zF, §) — (20, )], (3.52)
2GM
AUJ_ = (35b)
c§
Assim, a particula se move com uma velocidade inicial 0;, = cé;, € passa a se mover com

uma velocidade Dy, = c€yy; = Ceip — zf—gMég apos a deflexdo sofrida ao interagir com o objeto

de massa M.
O angulo de deflexdo da particula, definido como a diferenca entre a direcao inicial
de movimento e a direcdo final de movimento é:

s 5 _26M.
c2& &

ou ainda, o angulo de deflexdo da luz ao passar a uma distancia R de um objeto de massa M,

(3.6)

de acordo com a teoria da gravitacdo newtoniana, € dada por

2GM
c2R

& = (3.7)

3.1.2 Angulo de Deflexdo Relativistico

Para a deflexdo da luz, segundo a Teoria da Relatividade Geral, é necessario que
resolvamos a equacgdo que descreve a trajetéria da luz, a equacio da geodésica (2.1).

Seja a métrica num espaco-tempo dada pela solucio de Schwarzschild, que descreve
o campo gravitacional fora de um corpo esférico, estitico e sem carga:

2GM 2GM
cr cr

ds® = gdxtdx” = (1 - ye2dt — (1 - Y 1d? — r?(d6* +sin®6de?),  (3.8)

onde G € a constante gravitacional, M € a massa do corpo gerador do campo e ¢ a velocidade
da luz. Aplicando esta métrica na equagdo da geodésica,
d?x#_, dx®dxP
+T =0,
dA? B dA dA

obtemos que uma particula descrevera trajetorias neste espaco-tempo dadas pelas equacdes:

d’0  2drd6 . (d¢)\?
F+;%E—cosesm6(a) =0, (3.10)

(3.9)

a componete polar da equagio, que descreve como a coordenada 6 varia ao longo da trajetoria;

d*¢ 2drd
d'¢ ,2drdé =0, (3.11)
ds> rdsds

a componente azimutal da trajetdria, esta equagdo governa a variagdo da coordenada angular

¢, associada a conservacao do momento angular; e

d’t GM 26M\ "t drdt
i _ = (3.12)

+ —_—— T
ds?  c2r? cr ds ds
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a componente temporal da geodésica, representando a variacdo da coordenada temporal ¢
ao longo da trajetoria - reflete como o tempo se relaciona com a propagacdo da luz em uma
regido com campo gravitacional, a exemplo do redshift e da dilatacdo temporal.

Sabendo que, para a trajetéria da luz, ds* = 0, chamado trajetdria do tipo nulo, e
fazendo a mudanca de varidvel u = 1/r, basta substituirmos as equacdes acima na equacado
da geodésica para obtermos a equacdo da trajetoria da luz, dada por

du . _3GM , (3.13)
dgr  ~ 2 7 '

na métrica de Scharzschild, nas proximidades de um objeto de massa M simetricamente
esférico e estatico.

Para resolvermos a equacdo da trajetdria, basta aplicarmos o método de aproximacoes
sucessivas, ou seja, considerando a solugdo geral como uma série de poténcias u = u® 4
uM +u? 4+ em que, para cada solucio u", usamos a solugio anterior "=V, até a ordem
que nos interessa, no nosso caso, até a ordem um, isso pois, como veremos mais adiante,
a curvatura do espacgo-tempo € causada por uma perturbacdo pequena que, em ordens

superiores a um, ¢ negligenciavel. Assim, a solucdo de primeira ordem para a trajetoria ¢

GM
R=rcos¢+ R (r cos® ¢ + 2r sin? ¢) , (3.14)
onde usamos a substituicdo u = 1/r novamente. E, escrevendo em coordenadas cartesianas,
obtemos , ,
GM x~+2
Xx=R- 22 i4 (3.15)

Se a fonte do feixe luminoso estiver muito distante do observador, tal que, y > x,
chegamos a representacao das trajetorias como duas retas dadas por
xX~R+ G—MZy. (3.16)
c2R
Assim, a trajetoria da luz serd dada pela composi¢do dessas duas solucdes, tal que o angulo
de deflexdo da luz por uma lente de massa M na Relatividade Geral é dada por:

. 4GM
a=—0 (3.17)
c“R

prevista por Einstein e exatamente o dobro do valor previsto na teoria newtoniana (César;
Pompeia; Studart, 2019). Essa diferenca ocorre porque, na teoria newtoniana, o calculo do
desvio da luz € feito de forma aproximada, tratando a luz como uma particula sob influéncia
do potencial gravitacional, equivalente apenas a curvatura do tempo no contexto relativistico.
Ja na teoria da Relatividade Geral, a presenca de massa curva tanto o tempo quanto o espago,
e essas duas contribuicdes se somam, a curvatura espacial adiciona um efeito igual ao da
curvatura temporal, resultando em um desvio total duas vezes maior que o previsto pela

abordagem newtoniana.
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De forma semelhante, ambas as teorias admitem que a luz ¢ afetada pela gravidade,
mas na de Newton, adota-se um modelo corpuscular para luz, ou seja, a luz afetada por uma
forca gravitacional, enquanto, para a Relatividade Geral, a luz percorre uma geodésica em
um espaco-tempo curvado por uma massa M.

A hipotese de Einstein para o desvio da trajetoria da luz foi testada pela primeira
vez em 1919. A observacio ocorreu durante o eclipse solar de 29 de Maio daquele mesmo
ano, onde foram enviadas duas expedicoes, uma para a cidade de Sobral, no Cear4, Brasil,
liderada por Andrew Crommelin, e outra para a ilha do Principe, na costa da Africa, liderada
por Arthur Eddington. Durante o eclipse, os astronomos fotografaram estrelas proximas
ao Sol encoberto. Comparando suas posicoes com observacdes feitas com o Sol em outra
posicdo no céu, verificaram que a luz das estrelas era de fato desviada, exatamente como
Einstein havia previsto (Dyson; Eddington; Davidson, 1923).

3.2 Equacao da Lente

Na secdo anterior, desenvolvemos brevemente a equacgdo para o angulo de deflexdo
da trajetoria da luz para uma lente composta por uma massa pontual M (point-mass lens).
A partir de agora, desenvolveremos a teoria de lentes gravitacionais para o caso de lentes

compostas por uma distribuicao estendida de massa (extended mass distribution).

O efeito da lente ¢ distorcer o angulo que seria observado na auséncia de deflexao,
fr, em uma nova imagem caracterizada por 6 = 6. Essa deflexdo é descrita pelo angulo
de deflexdo reduzido & = 6 — OF.

Imagem @ _
~—y

Fonte

Observador

<

-< g
< >

. DLF DL -
D-
Figura 3.2 — Geometria das Lentes Gravitacionais. A luz, vindo de uma fonte em 8y sendo defletida

por um angulo « a uma nova posicdo angular 6 = 6,5 por um potencial gravitacional.

O angulo de deflexdo reduzido o' se relaciona ao Angulo de deflexdo &' por

i DrF .
=—4a

D (3.18)

a
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e a equagdo da lente fica dada por
6L =0' - —4&, (3.19)

onde o indica o componente do vetor &, e 0 mesmo para os demais elementos das equacdes
(3.18) € (3.19), e os elementos Dr, Drr € Dy, simbolizam, respectivamente, a distancia entre
o observador e a fonte, a distancia entre a lente e a fonte e a distancia entre o observador e a
lente.

Como vimos no capitulo anterior, segundo a teoria da Relatividade Geral, a gravidade
¢ uma consequéncia da geometria do espaco tempo, assim, a luz defletida por um potencial
gravitacional nio deixa de andar em linha reta, é o proprio espaco que se curva, fazendo
com que a luz percorra o equivalente a uma reta nessa geometria, uma geodésica.

Nosso interesse nesse capitulo é derivar uma equacao que descreva essa mudanca
na trajetoria da luz e nos dé como a posi¢do angular observada, 5obs, se relaciona com a
posicao angular original da fonte ép, para uma fonte muito distante (distante o suficiente
para podermos considerar o espaco como homogéneo e isotrépico).

Imagem da fonte em
(x.xe)

Imagem da fontefem

Figura 3.3 — Deflexdo da luz de uma fonte localizada em (y, yOr) e sua imagem observada em (y, y0).

Para encontrar a equagao que descreva essa deflexdo, € necessario resolver a equacdo
que dita a trajetoria da luz, a equacdo da geodésica. Nosso interesse estd na deflexdo trans-
versal da luz, limitando nosso problema as componentes espaciais e transversais da equacao,
apenas. Em coordenadas comoveis, a fonte da luz observada é (y, y6r). Ao ser defletida,
todavia, a sua imagem ¢ observada em (y, y6), como mostra a figura 3.3.

Para resolver a equacdo da Geodésica, comecamos por fazer a seguinte mudanca de
variaveis
d dtd dydtd
4 _gaa _dyat @ (3.20)
dA dAdt dtdAdy

Note que a primeira derivada do termo da direita da equacdo (2.1) é expressa pela re-
lacdo dy/dt = —1/a. Para determinar d¢/dA, podemos utilizar a relacdo do quadri-momento
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para particulas de massa m,

Pt = = mu*, (3.21)

di
onde u* é a quadri-velocidade e é construida de forma que tenha médulo um,

u? = gapuuf = 1. (3.22)

Dessa forma, observamos que existe uma relacdo simples entre os médulos das
grandezas anteriores,
P? = gaﬁP“Pﬁ = ngaﬁu“uﬁ =m?, (3.23)

ou seja, o modulo ao quadrado de P € igual ao quadrado da massa.

Usando a métrica de FLRW em coordenadas comoveis na teoria da perturbacio linear,
dada por

ds* = —(1+2®)dt* + a(t)*(1 +2®) [dx® + x*dO* + x*sen*0d>¢| (3.24)

onde ¥(t,X) e ®(t,X) sdo perturbacoes de primeira ordem na parte temporal e espacial,
respectivamente, da métrica, chegamos ao quadri-momento de uma particula em um espaco-
tempo FLRW perturbado, dado por

(3.25)

P* = [E(1—1P),p"1 _q)]

a .

Para o caso do f6ton, m = 0, obtemos P2 = gaﬁP“Pﬁ = m?2 = 0 e, assim, chegamos em

2 ..
9oo (PO) +gijP'P/ =0 (3.262)
dx\?
—(1+2%) (d—);) +p2=0 (3.26b)
dt
Pl - 1f21p ~ p(1+W), (3.26¢)

onde aplicamos aproximac¢do de primeira ordem nas perturbacgdes na ultima igualdade,
i.e., as perturbagdes sdo pequenas e grandezas de segunda ordem e superior em ¥ e ® sdo
negligenciaveis.

Para o termo da esquerda na equagdo da geodésicas (2.1), partimos da substituicdo e
usamos os resultados anteriores, obtendo

d’>xt  d (dxi)_d)(dt d (d)(dt d )

di2 ~da\dr)” drdidy \dr didxiy
1 d 1 d (x9")
=|-— 1-¥)— (|—— 1-9)—= 3.27
( a)p( )d;( ( a)p( ) 7 (3.27)
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onde usamos, mais uma vez, aproximacao de primeira ordem nas perturbacdes e deduzimos
que o produto de ® (¥) pela posicio angular da fonte, 6, é desprezivel.

No lado direito da equacdo (2.1), usamos novamente a substituicdo para escrever as
derivadas em A em derivadas em y, e obtemos

dx® dxP

; | p ax*1[ p dxP

P GO0 i | Py P g @

B di da “ﬁ[ a( ) dA a( ) da (3.28)
T

B dr di \a Bdy dy’

Os simbolos de Christoffel sdo extraidos da métrica (3.26a) e da equacao

1 0 0
r* = —gﬂ”( 9ev | e _ g"‘ﬁ), (3.29)

aB 2 0x* = 9xP  Ox¥
e obtemos,

. 1 5, (990» 990y  9goo 1

Foo= 39" 5x0 T ax0 " oxr ) T @t

ri = Lw (%9 990 990j) _ 8ii(H + 6o%) (3.30)
0 =29 \ax0 T axs " axv ) T U 0 '
1 (99K 99jp  Ogjk

F;‘k = ng ax}} + Ik - 3 = éijakcb + 5ikajq3 - 5jkaiq).

Os Simbolos de Christoffel sdo simétricos nos indices inferiores, assim F(i) i = FE.O. Note
que, das combinacdes F;k ,aunica que ndo zeraéa j = 3 = k, isso é devido a aproximacgao
de primeira ordem, pois F;'. ;. € proporcional ao potencial gravitacional ® que, por sua vez, €
pequeno e, por conseguinte, desprezivel quando multiplicado por D4 = y6', que surge em
i=(1,2).

Voltando a equacio da Geodésica, equacao (2.1), e usando os resultados anterio-
res, sabendo que ® = —¥ no universo tardio, pois ndo ha tensio anisotrdpica, estamos
considerando um universo homogéneo e isotrépico,

(dt)2 o i B dx
i) IS

= ]k__
dd)ii ,~ . dx dx (3.31)
i at ax i
e  _aH—
% dy dy az 19

Caso o leitor queira saber um pouco mais sobre tensdo anisotropica, leia o apéndice A.2.

A partir dos resultados acima, obtemos a equac¢ado da geodésica em primeira ordem

'3 [1 % (%ei)]:(g)z(l—q’)zri dx* dx”

como

Pay |@day B dy dy
2aHdD, 1 d*¢0" 2 d 6

— = = [8y® + aH 3.32
a? dy T2 dy? az[o T dy v (3:32)

d? ;
d_)(z [)(61] = ZBICD
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Essa equacao nos fornece uma boa nocdo do sistema que estamos estudando. No caso
de auséncia de potencial gravitacional entre o observador e a fonte, ou ainda, na presenca de
um potencial constante, a derivada 0;® é nula e, portanto, o lado direito da equacio (3.32)
também. Nesse cenario, )(Qi varia de forma constante até chegar ao observador,

d2

a7 [x6'] =0= a4 [x6'] = constante. (3.33)

dy

A relacdo representada pela equacdo (3.33) no da a condicdo de contorno do nosso sistema

que usaremos mais tarde para encontrar o a equacgado para a deflexio da luz.

Outra observacdo interessante diz respeito ao sinal da derivada do potencial gravitaci-
onal. Suponhamos, por exemplo, uma lente gravitacional gerada por uma massa pontual M
localizada na origem, x = y = 0, de modo que o potencial ®(x,y) atinge seu valor maximo
proximo a massa e decresce a medida que nos afastamos. Isso implica que g—f; <Oparax >0
, indicando que o gradiente do potencial aponta em direcio a massa. Nesse contexto, a "forca
gravitacional efetiva’que desvia a trajetéria do raio de luz atua no sentido de atrai-lo em
direcdo a lente. O sinal negativo dessa derivada €, portanto, consistente o que esperdvamos,
a perturbacdo causada pela massa € mais intensa nas proximidades da lente e diminui ao

nos afastarmos, como € tipico em campos gravitacionais.

Para obtermos a equacdo que descreve a deflexdo sofrida pela luz, basta integrarmos
duas vezes a equacio da geodésica do ponto onde se encontra o observador até a fonte.
Comecamos com a equacao que obtemos anteriormente

d? i
i [x6'] =28 (3.34)
e integramos nos limites que nos ¢ de interesse:

d i X / = /
d—[}(@‘] :2/ dx'9:@ (X(x)))
x 0 (3.35)
- XF XU . .
xrb' = 2/ d)(”/ dx'6;® (X(x)) -
0 0

Note que, na auséncia de potencial gravitacional, ® = 0, ou, no caso de um potencial
gravitacional constante, d;® = 0, o primeiro termo da soma € zero - lembre-se: um potencial
gravitacional constante ndo gera campo gravitacional, a "for¢a” gravitacional é dada pelo
gradiente do potencial. Como devemos obter a distancia angular original da fonte nesse caso
(sem deflexdo), a condicdo de contorno, dada por (3.33), nos retorna

) XF X"
xrb' = 2/ d?(”/ dx'0:® (X(x)) +C (3.36)
0 0

onde C ndo é uma constante arbitraria, mas uma condicdo de contorno aplicada apos a
integracao, tal que
C = xr0L. (3.37)
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O limite de integracdo de y’ estd restrito ao intervalo [ ¥/, xr], pois hd uma depen-
déncia entre as distancias, com Y’ < y” necessdaria na integral em y”. Isso ocorre porque
estamos integrando do local do observador a fonte, impondo essa relagio entre os limites. J&
para a segunda integral, ndo ha dependéncia em y”. Obtemos, entao,

. . XF
xr6' = xr6h +2 | dxo® (X (0) (e = x)- (3.38)

Usando a equacdo da lente, @ = 6 - 67:, para descrever a deflexdo por distor¢cao

angular, obtemos

XF
o= — dy (xr — x) 0. (3.39)
XF
Por ultimo, usando 0;® = % e x' = y0!, temos uma substitui¢do na forma
d 10
S = T = 340
oxt  x d6t (3.40)
e obtemos, finalmente, e equacgdo para o angulo de deflexdo
G
a; = ﬁ’ (341)
onde definimos ® como o potencial gravitacional projetado, dado por
—_ 2 XFL g
®=" d 2 (3.42)
XF XL

Note que mudamos o indice mudo y — yi, pois a integral s6 ¢ computada onde ha
lente. y1, é a distincia comovel do observador a lente e yry, a distincia comovel entre a fonte

e a lente.

Para acharmos a equacio do desvio da luz, usamos uma aproximac¢dao muito comum
na teoria de lentes gravitacionais fracas, a aproximacao de Born, usada para simplificar a
trajetéria da luz ao calcular o desvio causado por um campo gravitacional. Na aproximacao
de Born, assume-se que a luz viaja ao longo de uma linha reta na vizinhanca da massa
defletora, ou seja, a trajetéria que ela faria na auséncia da lente, e que o efeito gravitacional
por ela sofrido € calculado ao longo dessa trajetéria. Para uma deflexdo pequena o suficiente,
como no regime de lentes fracas, podemos usar essa aproximacgdo, que nos permite fazer
X(x) = )(’ép, (Bartelmann; Schneider, 2001).

3.3 Aproximacao de Lentes Finas

Estamos considerando algumas aproximacoes para a andlise nesse trabalho. Conside-
ramos o universo homogéneo e isotrépico e consideramos as perturba¢des como pequenas e,
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portanto, qualquer ordem superior a 12 ordem ¢ negligencidvel. Outra consideragcdo que esta-
mos assumindo € que, para o caso de distribuicdo de matéria tridimensional, essa distribuicao
tem densidade de matéria p(x’).

Agora, vamos supor que a lente seja caracterizada por um potencial gravitacional
contido em um intervalo de redshift muito pequeno, i.e., muito menor em extensio espacial
do que as distancias entre fonte, lente e observador. Essa € a caracteristica da chamada
aproximacao de lentes finas.

A validacdo dessa aproximacao foi colocada a teste no trabalho (Suyama; Takahashi;
Michikoshi, 2005), entre outros. Ao comparar solugdes numeéricas com as solucoes analiticas
sob a aproximacao de lente fina, esta pesquisa avalia o erro da aproximacao de lentes finas.
Os resultados obtidos mostram que o erro relativo da aproximacao € pequeno se a espessura
geométrica da lente for muito menor do que a distancia entre observador e lente, exatamente
0 que estamos assumindo.

Até mesmo no caso de lenteamento gravitacional por aglomerados de galaxias, o
tamanho da lente é geralmente muito inferior as distancias entre fonte, lente e observador
e, assim, temos a possibilidade de simplificar nosso trabalho a partir dessa aproximacao.
Mais uma vez, reitero a importancia da obra (Meneghetti, 2021) para este trabalho, todo o
desenvolvimento tedrico aqui descrito pode ser encontrado nesse livro.

Seja a lente formada por matéria distribuida em uma casca esférica fina em um dado
redshift, chamado plano da lente, estendendo-se transversalmente em relacdo a linha de
visada. Vamos determinar o angulo de deflexdo nessa aproximacao.

Partimos da solugdo da equagdo de Poisson para um potencial gravitacional ¥ (X)
. d*x .,
w (%) :—G/—p(x)

dzfc’dx” (3-43)

onde separamos nossas componentes da coordenada fisica X = (D, Dé) em parte paralela e
parte transversal 4 linha de visada. Assim, o potencial projetado ®, dado pela equacio (3.42),

237
v / dD LD///\/ — dx||P(x sl ' (3.44)

euD// "// (D// _ x”)z

fica

L

A partir da aproximacdo de lentes finas, assumimos que a lente gravitacional estd con-
centrada no ponto x| = Dy, da trajetoria da luz, de modo que a dependéncia do denominador
da equacdo (3.44) é fraca. Dessa forma, a distribuicdo da matéria da lente é completamente
dominada pela densidade superficial

(X)) = / dx||p(fl,x||). (3.45)
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Note que a razdo Dy, /(DrDy) é aproximadamente constante no limite de lentes finas

e, mudando a ordem de integracdo, obtemos

—  2GD br aDy
[ FL/dzx'@( )/
DrD; \/

e//D//_ // (DZ_DL)Z
- d*x’ Z(x/
Sk [z,

In

(3.46)

2
D} - Dy + \/(OD” %)+ Dy - DL)Z)

b

2GDrr, , 4Dp; Dy,
~ DL [ pin| PR
DpDy, (QDL - )

mais uma vez usamos a aproximacdo de lentes finas para avaliar que, quando no limite
[Dr,0], a distancia transversal é muito menor que as distancias do outro termo dentro da

raiz. Assim, o limite superior fica igual a In(2Drpr) e nos permite expandir a raiz do limite
- 2
(GDL _)_EJ_) /ZDL].

Como estamos interessados nas derivadas do potencial gravitacional projetado para

inferior em Taylor e obtemos que o termo relevante na expansdo é In

obter o angulo de deflexdo, equacdo (3.41), ignoramos os termos que ndo dependem de 6
(suas derivadas em 0 serdo nulas) e fazemos a mudancga de variavel

G o ;_SL_ (3.47)
obtendo 3 () = 29Dl [ o5 (31416 - &
( )_ Dp / ( ) n‘ |

A equacdo (3.48) nos mostra que o logaritmo da distancia angular entre a lente - ou

(3.48)

elementos de densidade - e a posi¢cdo observada dita a influéncia da densidade da lente na
distorcao da trajetoria do féton. Ainda, note que o efeito da lente ¢ maximo quando a lente

est4 no meio do caminho entre o observador e a fonte: 2 FLDL

=1, logo Dr1. Dy, = D €, como
Drr + D;, = Dp, obtemos Dgy;, = Dy, = EDF-

Outra informacdo interessante que podemos observar na equagdo (3.48) é que o pré-
fator (%) engloba informac¢do da geometria longitudinal do sistema observador-lente-
fonte enquanto a integral contabiliza a geometria transversal da lente (direcdes ’verticais’
- veja a figura 3.2). Assim, a partir das informacdes fornecidas pelo pré-fator, definimos a

densidade critica como b
i3

477.'GDF LDL ’
onde a densidade de massa superficial critica (X.;;) representa a densidade necessaria para

(3.49)

Zerit =

que a lente gravitacional produza uma convergéncia x = 1 em uma determinada posicao
angular. Esse parametro é de fundamental importancia na descri¢do do lenteamento fraco,
pois serve como uma escala de comparacdo entre a densidade superficial projetada da lente
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e a eficiéncia da lente em desviar a luz das fontes (Congdon; Keeton, 2018). Definimos
a convergéncia x, um dos dois fend6menos de lenteamento que veremos a seguir, como a
densidade superficial de massa em unidades da densidade critica

= ()

z:crit

X (3.50)

Segundo a definicdo apresentada na equacdo (3.50), a convergéncia é uma grandeza
local, i.e, é possivel saber seu valor em um ponto 6 apenas olhando para o que acontece na
funcao neste ponto.

A partir da definicdo de densidade superficial critica, definimos os lenteamentos
gravitacionais fraco e forte. O lenteamento gravitacional forte € caracterizado pela predomi-
nancia da densidade superficial, Z.,;; < £ = x > 1. O Lenteamento gravitacional fraco, por
sua vez, € quando se predomina a influencia das posicdes do sistema observador-lente-fonte,
Zerit > Z = x < 1 (Faga, 2022).

Finalmente, tomando as derivadas do potencial gravitacional projetado, segundo a
equacdo (3.41), obtemos o angulo de deflexdo da imagem

_ 0 1 2n/ A A A7
ai_@[;/dex(e)ln‘e—e], (3.51)
assim, o
3(8) = = / d20'x (5) o6 (3.52)
™ 66

Computamos, partindo da aproximacao de lentes finas, a contribui¢cdo somada de
todos os elementos de massa. Essa equacdo mostra que o célculo da deflexdo da luz é
formalmente a convolucio da funcio da densidade superficial de massa com a funcio, ou
kernel, 6-_¢

3.4 Lentes Esfericamente Simétricas

A segunda aproximacio que utilizaremos ¢ a de lentes esfericamente simétricas, na
qual supomos que as massas que compdem a lente estdo distribuidas de forma esférica e

simétrica, centradas em um dado redshift.

Vamos partir da equacdo para o angulo de deflexdo & na aproximacio de lentes finas

R i _pn
o = / d*0'x (e’) o - (3.53)
7 G-&
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e, sabendo que a distribuicdo de massa é esfericamente simétrica, entdo a densidade superfi-
cial da lente também ¢é, logo, Z(6) — Z(6) e obtemos

66

-0

&(5):% / d20'x(6') . (3.54)

Assim, a unica direcdo que importa € a direcao 6 que o observador olha o sistema no plano
celeste, isso por conta da simetria oferecida pela aproximacdo em questio da integracdo em
©’. Note que a distor¢ao causada pela lente ndo muda a direcdo da posicdo angular da fonte.
Todavia, h4 mudanca em seu médulo 6, essa mudanca é descrita por

a(8) = A(9)0. (3.55)

Seja um disco de raio Om4x concéntrico a lente, usamos o teorema de Gauss e fazemos

/ d20V - &(6) = /dgoé -&(8)
9<@méx Cc

(3.56)
2/ dzek(e) = 27T A(Omax)O2maxs
0<Omax

onde a integral ¢ feita no perimetro do cicrulo de raio 6i4x, dado por ¢, e ¢ 0 dngulo azimutal
tal que 0 < ¢ < 27. Dessa forma, obtemos

A(8) =%(0) = # /@ . d20'x (), (3.57)

para qual definimos x(6) como a convergéncia normalizada. Essa quantidade pode ser
escrita usando a distancia transversal R = D;.6 na forma

_ 1 S(R')
x(0) = / d’R——=. 3.58
( ) ﬂDI%@z R'<R Zerit ( )

Integrando a densidade da lente em d?R, obtemos que a massa total contida no

cilindro é dada por
M(R) = / d’R'=(R), (3.59)
R’<R
e podemos escrever a densidade superficial normalizada como

M@®)  I(R)
an@ZZcm z‘4crit ’

%(0) =

(3.60)

para T a densidade superficial média no cilindro de raio R = Dy6.

Observando a equacio (3.57), vemos que a transformacdo que descreve o desvio da
trajetdria da luz € regida pela massa contida no cilindro de raio R, como € de se esperar.
Notamos também que a deflexdo € ndo local, ou seja, seu valor em 6 nio depende apenas de
0, mas também do que estd contido em 6’ < 6.

Dessa forma, a deflexdo da luz causada por uma lente fina e esfericamente simétrica
¢ descrita pelo vetor de deflexdo dado por
M(R)

&(6) =%(6)6 = 6————.
4(0) = RO = 8

(3.61)
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3.5 Efeitos de Lenteamento - Convergéncia e Cisalhamento

Como vimos até agora, feixes de luz - f6tons - sdo defletidos por potenciais gravitacio-
nais em trajetorias bem definida com sentido ao centro da lente. Essa deflexdo distorce a
imagem de duas formas, ampliando-a, efeito chamado de convergéncia, e esticando-a, efeito
chamado cisalhamento. Podemos ver um exemplo de distor¢do de imagem na figura 3.4 1.

%
Figura 3.4 — Imagem tirada pelo Hubble Space Telescope em 11 de Marco de 2006, divulgada pela
NASA, retratando o efeito de lentes gravitacionais. "This file is in the public domain in
the United States because it was solely created by NASA."

Como a deflexdo se d4 em um plano, como vimos na figura 3.3, podemos trata-la
como uma transformacdo matricial simétrica 2x2 onde cada elemento da matriz representa

uma direcdo arbitraria no plano bidimensional da fonte. Essa matriz jacobiana que descreve

1 Esta imagem descreve a distor¢do da trajetoria da luz no caso de lenteamento gravitacional forte, como

podemos ver em exemplos de arcos gravitacionais. J4 no caso de lenteamento fraco, os efeitos sdo discretos
e s6 conseguimos percebé-los por meio de andlises estatisticas computacionais.
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a distorcao da imagem da fonte ¢ dada por

90 dct; (6) 32D (8)
A= —=0§; — —==06;; — 3.62
55 Y 66J v 6oci(36j ( )
ou ainda, seus elementos sdo descritos na forma
ook _%u  _du
_YYF
J 36, 36,

Analisando as equacdes (3.41) e (3.52), vemos que podemos escrever os elementos da
matriz como combinacdes das segundas derivadas do potencial da lente. De forma abreviada,

usaremos a notagao

32®(6) _
36,30, = D). (3.64)

Desta forma, podemos escrever a matriz transformacio em funcdo da convergéncia e

do cisalhamento ao obter a parte da matriz sem traco. Fazemos

1 1
(A — EU’A ~I) = 5ij — (I)ij - 5(1 —P1+1- @22)51'1'

1
= —d;; + 5@11 + @) (3.65)
_ —2(D11 — Do) -y
—®y 2 (D11 — Dy))

Assim, definimos convergéncia x como

> 1[0y O
x(8) = @y E(a_ei’La_ei)' (3.66)

1
2
A convergéncia descreve como a imagem ¢é ampliada, ou seja, o aumento em escala que
a imagem sofre ou o aumento em sua magnitude. J4 o cisalhamento y, que avalia como a

imagem ¢ esticada, ou seja, a mudanca desigual de tamanho que a imagem sofre em uma

determinada direcdo, é dividido em duas componentes definidas como

_1(0a; Odaz
V1= > (661 662) (3.67)
© 0 0
a1 26)
= _ T 3.68
V2 36, 36, ( )

onde y; registra como a imagem ¢ esticada pelo eixo 6;, quando y; > 0, ou pelo eixo 6,,
quando y; < 0, e ¥, por sua vez, registra esse esticamento nas diagonais, 6; variando junto

com 65, se y; > 0, e o contrario, se y; < 0.

Observe que, segundo vimos na equacdo (3.62), a matriz de transformacao ¢ a matriz
identidade menos o fator da;/96;, chamado tensor distorcdo, e quantifica a distor¢do da
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trajetoria da luz devido a inomogeneidade que sdo as lentes gravitacionais. Como & depende
apenas de 6 através da posicdo transversal X = y9, podemos escrever esse fator como

oq; xE -
=35 = 2/0 dxx (1 - é) @i (x> X6), (3.69)

J
onde foi feita uma mudanca de variaveis /36" = yd/ 6xi. Finalmente, obtemos o tensor dis-
tor¢do para um conjunto de fontes ao integramos a equagao (3.59) em yr. Seja a distribuicdo
normalizada de galaxias fonte dn(yr)/dxF, obtemos

Xoo dn XF N
¢ij =2 ; dxr (xr) /0 dxx (1 - %) @i (x, x6)

dxr
¥ X dn(xr) ( X )

- dy x®ii (x)2 d 1- 4
A XXPij{ X A XF dxr A

(3.70)
Ao A dn(xr) ( )()
= dy®ii(x)2 d 1- =
A XPij(x)ax ; XF dxr r
)(oo
= /0 dx®ij(x)g9(X)-
onde definimos o kernel das fontes g()y) como
Ao dn(xr) ( X )
=2 d 1-==]). 3.71
9(x) =2y /X X po (3.71)

exemplos do
efeito observado

Y,>0 ¥,>0
&“’9\0
2
c®
¥, < 0 Y, < 0
fonte
Co,
N,
Ggp@f? .
Cla
K>0 K<0

Figura 3.5 — Efeitos de Lenteamento. Aumento, ou diminuicdo, na magntude da imagem, convergén-
cia x e 0 aumento, ou diminui¢do, desigual da imagem, cisalhamento y. Os efeitos estdo
exagerados para efeito didatico. A imagem foi retirada de Faga, Lucas James - Andlise de
galdxia-lenteamento de galdxia no espago harmonico: estudo e aplicacdo no contexto do
Dark Energy Survey.
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3.6 Explorando o Cisalhamento

Vamos agora juntar os conhecimentos anteriores e calcular os componentes do cisa-
lhamento para o caso da aproximacao de lentes finas e esfericamente simétricas (Meneghetti,
2021) (Sheldon; Huff, 2017). Segundo vimos nas equacdes (3.67) e (3.68), os componentes
do cisalhamento sdo definidas como derivadas do angulo de deflexao, dado por

L= = M)
0)=0——-—. 3.72
40 =6 s (3.72)

Comecamos com o componente y;, partindo da equagdo (3.67),

1 (o _da
"1=5 158, ~ 58,
o -a) [
“2\7'66,  °06;) | aD26%Z 0 (3.73)
_1(p (999 990 | o999 d99 M(0)
" 2\71[06:060 " 3610p| 2|06,80 " 80,09|) | AD26075, |
Sabendo que |6] = \J6? + 62, cosp = 61/6 e sing = 6,/6, obtemos
06 61
5 = ——— =C0S¢Q (3.74)
1 Joz+02
© 06 6
= 2 = sin ¢. (3.75)

00 Jozie2

Assim, como M (0)/ ﬂDf@chm depende apenas de 6, ou seja, sua derivada em ¢ ¢ nula,
chegamos em

1 01 d . 6> d M(6)
r=s|0cosp|——==|-Osing | ——= || | = |- (3.76)
2 1/9% + 9% 99 [9% + 6% 90 ﬂDLezzcrit

Por fim, usando a propriedade trigonométrica cos(2¢) = cos? ¢ — sin® ¢, obtemos a equacgio
que descreve o componente y; do cisalhamento em funcdo de 6 e ¢, da distribuicdo de massa
M (0) e da distancia Dy :
O cos(2¢) 0
V1= > 30

M(6)
ﬂDi@zzlm-t

) (3.77)
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Vamos agora repetir o processo para encontrar o componente y, em funcio dessas

mesmas grandezas, partindo da equacao (3.68):

_ O _, 0 | M(©
72736, ~ 7' 56, | 2D267% 0

e op d

=6 [ae2 36 " 30, d¢

M(6)
ﬂDgezzcrit

M(6)
ﬂDi@ZZcm

(3.78)

b

= 0 cos(2¢) sin(ZgD)%

usando a propriedade trigonométrica sin(2¢) = 2 sin ¢ cos ¢, obtemos

M(9)
ﬂDfezﬁcm

B Gsin(ZgD)i

> 30 . (3.79)

V2

Veja que os componentes do cisalhamento dependem, cada um, do seno ou do cosseno
de 2¢, de forma mais especifica, y; « cos(2¢) e y, o< sen(2¢). Esse resultado sugere que os
efeitos de lenteamento sao sempre tangenciais ao plano da lente e ndo dependem da direcdo
de ¢.

Uma consequéncia dessa observacdo € que podemos separar o cisalhamento em um
componente tangencial (ou radial), y;, responsavel por descrever a deformacdo ao longo das
linhas concéntricas em torno da lente, e um componente transversal (ou cruzada), y«, que
descreve a deformacdo perpendicular a essas linhas. Como os efeitos de lenteamento sdo
sempre tangenciais, o componente transversal do cisalhamento deve ser nulo.

Vamos entio descrever esses componentes a partir da formulagdo tedrica feita até
agora. O cisalhamento ¢ um campo de spin-2, isso significa que, ao rotacionarmos o sistema

de coordenadas em um angulo ¢, o cisalhamento se transforma de acordo com 2¢, e os

novos componentes sdo obtidos pela rotacdo padrdo de um vetor bidimensional:
cos(2¢) sin(zqs)] H (3.50)

Vi _
¥x —sin(2¢) cos(2¢)| |r2|

Com isso em mente, vamos separar os componentes do cisalhamento entre o tangen-

cial e o transversal a superficie da lente e confirmar nossa suspeita: o componente transversal
deve ser nulo, ja que os efeitos de lenteamento sdo sempre tangenciais ao plano de simetria

da distribuicdo de massa, no caso esfericamente simétrico.

A partir dos elementos dessa equagdo matricial, separamo-os de acordo com 0 nosso
interesse em estudar os componentes do cisalhamento. Comecamos pelo componente tan-

gencial y;:

Yt = —Y1C08(2¢) — y2sin(2¢), (3.81)
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e, usando as equagoes (3.77) e (3.79), encontramos

_ 6cos?(2p) 0 M(6) 6 sin®(2¢p) o M(©)
et e D625, | 2 06 |7D2623, (3.82)
~ 6 8 [M(©) '
__271D§zm-t%[ 62 ]

Observe que o cisalhamento tangencial ndo depende do sinal de ¢ e carrega apenas a
amplitude das fung¢des trigonométricas. O sinal negativo, por sua vez, garante que y; seja
geralmente positiva, pois a razdo M (0)/6? decresce com 6 na maioria dos casos e, logo, sua
derivada € negativa. Isso ocorre pois a concentracdo de massa ¢ maior no centro da lente,

devido a gravidade, em quase todos os casos.

O cisalhamento transversal, por sua vez, é definido como

Yx = y18in(2¢) — y2cos(2¢) = 0. (3.83)

e, como esperavamos, ele € nulo.

Uma consideracdo que podemos fazer €, j4 que tanto a convergéncia ¥ quanto o
cisalhamento tangencial y; dependem da massa e da sua distribuicao na lente, podemos supor
que haja alguma relacdo matematica entre ambas. Bom, vamos explorar essa ideia. Podemos
escrever y; em funcio da convergéncia x usando as equacoes (3.60) e (3.61). Substituindo
na equacao para o cisalhamento tangencial (3.82) obtemos

, 6 ( 1 8M(6) 2M(6)
t=— - -
27Dy \O% 90 63
) M (3.84)
=—————+K.

 27D20%yi; 06

Para resolver a derivada de M (0), fazemos a mudanca de varidveisR = D;0 — d?R’ = ngze'
e chegamos em

M(6) = D} / d*0’z(9")
6’<6

3] 2
- D? / 4o’ [ deo's(o) (3.85)
0 0
= 2 D;6%(0),

onde usamos que 6= (D6, ) em coordenadas polares e no plano da lente.

Assim, o cisalhamento tangencial fica dado por

Vi = 27 DF0Z(6) + %

27 DF0% it

T _
__Z (3.86)

crit

= %(0) — x(6).
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A primeira vista, a equacdo de y;(8) parece local, pois depende de 6, mas a natureza
nao local estd no fato de que x(6) envolve uma integracio sobre a distribuicdo de massa. De
forma geral, essa equacao relaciona o aumento anisotropico da imagem (cisalhamento) com
seu aumento isotrépico (convergéncia) e mostra que o cisalhamento tangencial, embora
dependa de 6, é uma grandeza ndo local, ja que depende de ¥ (6), que por sua vez, depende
da média da densidade de massa dentro do raio considerado.

3.7 Convergéncia e Cisalhamento como Tracadores de Maté-

ria

Como os efeitos de lenteamento gravitacional dependem da massa e de como ela
estd distribuida, é possivel utiliza-los para estudar como a matéria que compoe a lente esta
disposta. Em particular, a convergéncia x e o cisalhamento y podem ser empregados para

mapear a matéria e compreender melhor a estrutura de massa da lente.

Isso pode e foi usado para prever objetos massivos e distribuicao de matéria. Estudos
que se debrugcam nesses efeitos na atualidade focam em, por exemplo, tentar prever a presenca
e detectar matéria escura a exemplo dos artigos do Dark Energy Survey (Abbott et al., 2019) e
(Prat et al., 2018), e do trabalho (Clowe et al., 2006).

Outros levantamentos importantes que fizeram uso do lenteamento gravitacional
fraco foram o CFHTLenS (Canada-France-Hawaii Telescope Lensing Survey), um das pri-
meiras pesquisas a aplicar andlise de lenteamento fraco em larga escala com alta precisdo
e obtendo importantes resultados sobre estruturas em larga escala, testes de gravidade e
parametros cosmologicos (Rusin et al., 1999), e o KiDS (Kilo-Degree Survey), um survey
europeu usando o telescopio VLT Survey Telescope no Chile, com foco em lenteamento fraco
e estrutura em grande escala, que obteve, por exemplo, resultados notaveis em medicao
da tensdo em Sg (amplitude da flutuagdo de densidade) comparado com Planck (Giblin
etal.,, 2021) (Heymans et al., 2021). Esses sdo alguns exemplos de trabalhos que usaram o

lenteamento fraco como objeto de estudo e como tracadores de matéria.

Nosso objetivo serd escrever como se d4 essa conexao entre os efeitos de lenteamento
de imagem e a distribuicdo de matéria do universo. Para isso, vamos escrever a convergéncia
e o cisalhamento em funcdo do campo de densidade de matéria, de forma mais especifica, o
contraste de densidade de matéria linear.

O raciocinio que seguimos € que, quanto mais matéria h4 em uma regido, mais matéria
¢ atraida para essa regido. Assim, regioes com mais galadxias também tém mais matéria
escura e vice e versa, i.e, existe uma correlacdo positiva entre esses dois campos devido
ao acoplamento gravitacional. Assim, usaremos os efeitos de lenteamento, cisalhamento e
convergéncia, como tracadores de matéria, jA que dependem do potencial gravitacional que,
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por sua vez, estd relacionada com a distribuicao total de matéria(Meneghetti, 2021)(Faga,
2022).

3.7.1 O Contraste de Densidade de Matéria

O contraste de densidade de matéria refere-se a variacdo na densidade de matéria em
diferentes regides do universo e nos permite representar sua distribuicdo total. Essa variagao,
ou distribuicdo, é crucial para entender a estrutura e evolugdo do cosmos e nosso objetivo é

usar os efeitos de lenteamento para estuda-la.

Representamos a distribuicdo total de matéria da seguinte forma

p(X) = dr;z‘(/x)’ (3.87)

onde m(X) ¢ a massa contida em um ponto do espaco X e dV um volume infinitesimal.
A densidade linear de matéria sera descrita pelo contraste de densidade §(x), dado pela
diferenca entre a densidade em um ponto de X e a densidade média do campo p, em unidades
de p, R

5% = P =P (3.88)
onde a densidade média do campo é dado por o = V! [ d3xp(X).

Uma aplicacio usual a esse problema é o contraste de densidade de galéxias. O
contraste de densidade do namero de galaxias refere-se a diferenca da densidade local de
galaxias em relacdo & densidade média de galéxias do universo. Ele ¢ uma medida usada para
quantificar variagdes na distribuicao espacial do namero de galaxias, indicando regides com

maior ou menor densidade do que a média, a exemplo de aglomerados ou vazios cosmicos.

Definimos o campo discreto de contraste de densidade numérica de galaxia como

ol = : (3.89)

n
para n; a densidade numérica de galdxias em um volume 8V; e n seu valor médio. Essa
grandeza refere-se a contagem de galaxias em diferentes regioes do espaco, expressa como

uma densidade numérica e mede como as galaxias se distribuem numa regido do universo.

E natural pensar que haja uma conexdo entre o campo discreto de contraste de
densidade numérica de galéxia e o contraste de densidade de matéria, ja que a gravidade
faz com que esses elementos se atraiam. Um exemplo dessa relacdo € que o contraste de
densidade de matéria ¢ um fator determinante na formacao de galaxias. Regides com maior
densidade de matéria, incluindo matéria escura, tendem a colapsar sob sua prépria gravidade,
formando galdxias. Assim, o contraste de densidade de matéria influencia diretamente o

contraste de densidade numérica de galéxias.
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O modelo mais simples que descreve essa relacdo ¢ o modelo de viés de galaxia e a
conexao entre os contrastes de densidade nesse modelo é dada por

8,(%) = b(2)5(%), (3.90)

onde b(z) é chamado viés linear e depende apenas da distancia radial, parametrizado pelo
redshift z. O modelo de viés de galéxia descreve como a distribuicdo das galdxias no universo
se relaciona com a distribuicdo total da matéria, bastante util quando queremos estudar a
matéria escura, ja que ndo conseguimos observa-la diretamente.

Podemos, ainda, ver como o contraste de densidade de galdxias em um redshift z se
relaciona com o contraste de matéria hoje (z = 0) olhando a fun¢ao

8(z,X) = b(z2)G(2)8(0,X), (3.91)

onde G(z) é chamada funcdo de crescimento e a utilizamos para evoluir o contraste de
densidade no tempo.

3.7.2 Convergéncia e Cisalhamento em Func¢do do Contraste de Densidade

de Matéria

Vamos agora ver como podemos escrever os efeitos de lenteamento em func¢édo do
contraste de densidade de matéria para, no futuro, usarmos esses efeitos como tracadores de
matéria e podermos estudar sua distribuicao.

Como sabemos, a distor¢do na imagem das fontes ¢ causada pelo potencial gravi-
tacional total e, como o cisalhamento e a convergéncia sdo diretamente proporcionais a
distribuicdo de matéria, entdo ambos devem depender explicitamente do contraste de densi-
dade de matéria.

Vamos primeiro desenvolver esse tema para o caso da convergéncia. A partir da
equacao (3.66), fazemos o laplaciano do potencial gravitacional

x(6) = V2
Xoo

1
=3 dxg(x)(¥11 +¥2) (3.92)

1 [ 5
b dxg(x)Vy,
0

agora escrevemos o laplaciano em func¢do do contraste de densidade da matéria

3 HjQm
2 a

V2 =47Ga*Spm(X) = 5(X), (3.93)
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e obtemos, desta forma, que a convergéncia em funcdo do contraste da matéria € dado por

> Koo
x@ = [ d % ngg((’())a( 6)
0
o (3.94)
=) dxWie(X)8(x.6)
onde a quantidade W, é chamada kernel de convergéncia, definido como

3Quty - x )()dn()(p)
Wi = d 1-— . 3.95
= 3at ), wrli- ) G (399

Como esperdvamos, o efeito de convergéncia € tanto maior quanto maior a densidade
de matéria da lente.

O que percebemos com essas equacdes € que a convergéncia pode ser tomada como
uma projecao do campo de sobredensidade da matéria no plano do céu. Ao integrarmos
o campo radialmente, o kernel W, age ponderando essa projecdo. Note, também, que o
kernel de convergéncia depende do kernel de distribuicao das fontes g(y). O mesmo pode
ser esperado do cisalhamento.

Partimos para calcular agora o cisalhamento em funcio do contraste de densidade de
matéria. Usando a aproximacao de lente fina e esfericamente simétrica onde, lembrando, a
distorcao também é simétrica em 6 e da forma &(5) =a(6)8, e partindo das equacdes para
y1 (3.77) e para y, (3.79), obtemos

_ Bcos(2¢) 0
e
Os1r12(2qo) 0 a(0). (3.97)

Agora, como vimos, o cisalhamento pode ser dividido em componente tangencial e
transversal ao plano da lente e, como o cisalhamento transversal € nulo, obtemos o cisalha-

mento tangencial substituindo os valores anterior na definicdo (3.81), tal que,

Yt = =y1008(2¢) — y2sin(29)
0 cos?(2¢p) 0 6 sin’(2¢) 6

T O 2
60 da da
= 25649 =" ( 156, 92662) Jos
1 [6(6105) ., 96 _a] (3.98)
2| 96, 36,
(@) - 5| o+ L2 —a(6) - 5 lén +

= %(0) — x(0).
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A equacdo (3.98) nos mostra como as componentes ¢;; do cisalhamento recuperam
a convergéncia na decomposi¢do tangencial e podemos substituir a equacdo (3.94) para
obtermos o cisalhamento tangencial em funcdo do contraste de densidade &,

Xeo -
y:(8) =%(6) - dxWy(x)8(x.0). (3.99)

0

Observe que, como dito anteriormente, ambos os efeitos de lenteamento podem ser
interpretados como projecoes do contraste de densidade de matéria pesados, ou ponderados,
pelos kernels Wy, = W,,.
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4 Funcao de Correlacao e Espectro de Po-
téncia

A relacdo que buscamos desenvolver no capitulo anterior entre os efeitos de lente-
amento gravitacional - convergéncia e cisalhamento - e a distribuicdo de matéria nos leva
a buscar ferramentas estatisticas que permitam definir uma relacdo de causalidade entre
a lente e a deflexdo da luz para uma quantidade grande de galdxias. Ainda, levando em
consideracdo o acoplamento gravitacional, é de se esperar que seja possivel prever uma
correlacio positiva entre aglomeracdo de galdxias e quantidade de matéria escura e, assim,

usar o préprio aglomerado como tragador de matéria.

Estamos supondo um espago-tempo homogénico e isotropico, portanto, em grandes
escalas, diferentes regides do universo sdo indistinguiveis do ponto de vista estatistico. Isso,
pois, inicialmente, a matéria e demais elementos do cosmo foram distribuidos de um mesmo
processo estocastico sem direcoes ou regides privilegiadas e, entdo, devido a interagdes entre
esses elementos e a variacdo da temperatura do cosmos, passaram a evoluir a partir de
processos complexos e especificos. Como resultado desse processo evolutivo, as estruturas
do cosmo se tornaram estatisticamente homogéneas em larga escala, de modo que suas
propriedades sio correlacionadas de forma previsivel, apesar da separagdo espacial. Assim,
diferentes regides distantes compartilham da mesma estocasticidade, i.e, analises estatisticas
de uma regido representam qualquer outra regido distante (Peebles, 1980).

Dessa forma, adotamos a suposi¢do de que as amostras sao representativas, analisa-
mos a relagdo entre as galdxias que atuam como lentes e fontes em uma determinada regido

e consideramos que elas constituem uma amostra valida do conjunto estatistico do universo.

Se for do interesse do leitor entender melhor esse tema, sugiro a leitura da terceira
secdo do livro (Peebles, 1980). Caso queira buscar um melhor entendimento dos métodos
estatisticos usados na cosmologia, recomendo comegar pela leitura de (Verde, 2010).

4.1 Funcao de Correlacao de Dois Pontos

Para medir a relacdo entre duas varidveis, usamos a funcao de correlacido de dois
pontos (two point correlation function - 2PCF). Essa ferramenta estatistica mede a intensidade
da correlacdo entre dois pontos em uma func¢do da separacdo espacial, ou seja, indica a
intensidade e as escalas da associacdo entre varidveis, permitindo entender como uma pode

influenciar a outra, e sempre é medida em um espago comovel.

Usamos a funcio de correlacdo de dois pontos &(r) para restringir o estado dindmico
e geométrico do universo e para estudar o agrupamento de estrelas ou galdxias, buscando
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melhor entender seu processo de formacao. Para calcular a 2PCF, contamos pares de objetos
e medimos o excesso de probabilidade dP de encontrar, por exemplo, uma galdxia em um
elemento de volume dV a uma distancia r de outra galaxia,

dP =n[1+&(r)]dV, 4.1

onde n representa o numero médio de galaxias, neste exemplo. Esse excesso ¢ medido a
partir do que esperamos de uma distribui¢do poissonica aleatéria nio agrupada (unclustered
random Poisson distribution) (Peebles, 1980).

Como voceé ja deve ter notado, vamos nos concentrar no caso da correlacio entre
galéxias. Para medi-la, é necessario examinar a distribuicao espacial da densidade de galaxias.
Seja o volume infinitesimal §V, tal que comporte apenas uma galaxia, e n a densidade
numérica média de galdxias na regido de anadlise, entdo a probabilidade de um volume
infinitesimal §V conter uma galéxia é

0P =ndV. (4.2)

O numero médio de galdxias nesse volume pode ser obtido ao integrarmos a relagao (4.2)
em V. Obtemos entdo (N) = nV, onde n = (N) /V, por definic3o.

No caso da distribuicdo de galaxias ser aleatdria (poissonica), a probabilidade conjunta
de encontrarmos uma galdxia em 8V e outra em 8V, é igual ao produto das probabilidades
individuais 6P; e 8P

8Py, = 6P1OP, = n26V16V,. (4.3)

No caso dessa distribuicdo nao ser aleatéria e sim de haver uma correlagdo entre
os elementos da distribuicdo, adicionamos um termo chamada funcio de correlacdo que
quantifica esse nexo, ou esse "excesso de probabilidade”. Portanto, para duas galaxias em
volumes infinitesimais 6V; e 6V, a uma distancia 1, = |172 - 171|, essa probabilidade é dada
por

8Py = n28Vi8Va[1 + E(r12)]. (4.4)

Da mesma forma, dado uma galéxia qualquer, a probabilidade de encontrarmos uma
segunda galdxia a uma distancia r da primeira, em um volume infinitesimal 6V, é

SP =SV [1+ E(r)]. (4.5)

Note que, devido a homogeneidade e isotropia estatistica, a fungio de correlacdo &(r)
depende apenas do médulo de r e ndo da direcdo 7, ja que, caso contrdrio, teriamos direcoes
privilegiadas.

A quantidade de galaxias vizinhas a uma distancia r de uma galaxia qualquer ¢ dada

pela integral no volume de interesse

/5P:ﬁ/dV(1+§(r)). (4.6)
14
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Se essa expressao convergir, entdo o numero médio estimado de gal4dxias neste volume €

(N: :ﬁ/HO/OM/OrrZ sin 8drdedd +ﬁ/dV§(r) )

= gﬂr3ﬁ+ﬁ/dV§(r).

dado por

A funcio de correlagdo, quando consideramos apenas a dependéncia no médulo da
distancia entre as galaxias, € igual a covariancia de contraste de densidade de galaxias. A
covariancia € responsavel por comparar duas varidveis e computar a relacdo entre elas e

como essa relacdo ocorre.

Uma manobra estatistica que vale a pena explorarmos é, escrevendo a quantidade
de galaxias em um volume infinitesimal §V; como a densidade numérica média mais uma
sobredensidade, n; = n(1 + ), a probabilidade de encontrar uma galdxia em §V; e outra
em 6V, a uma distincia ry, uma da outra é

5P12 = (}’115‘/1)(1’125‘/2) = 526V15V2(1 + 51)(1 + 52) (48)

Ao calcular a média de todos os pares de volumes infinitesimais a uma distancia r;»,
conseguimos determinar a probabilidade de localizar duas galdxias quaisquer separadas por
essa mesma distancia r;

<5P(V12)> = 525V15V2 <1 + 51 + 52 + 5152> , (49)

onde, pela definicdo de contraste de densidade, (§;) = 0; podemos provar isso usando a

definicdo
5(X,t) = M -1 (4.10)
p(X,t)
portanto
) = ) 1=0, (4.11)

()
para p a densidade média de matéria. Assim, podemos provar que a funcao de correlacdo é
igual a covariancia:

§(r12) = (6(r))8(r2)) = (8(r1)8(r2)) = (8(r1)) (8(r2)) = Cov(8(r1)6(r2)). (4.12)

O conceito para um campo continuo, i.e., o campo de densidade de matéria p(X), é
andalogo. Escrevemos o campo de interesse como um contraste de densidade, seguindo a
definicdo (4.10),

§(X) = z_’ (4.13)

e obtemos que a funcio de correlacdo de dois pontos a uma distancia r é dada por

§(r) = (6(x+1r)8(x)) = (6(x +1)) (8(x)) = (8(x +1)5(x)). (4.14)
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Escrevendo esse resultado em termos da densidade p, obtemos

(p(x +1r)p(x)) = (p)* (1 +&(r)). (4.15)

A equacgdo (4.15) nos fornece a funcio de correlacdo de dois pontos separados por uma
distancia r no caso de um campo continuo.

4.2 Espectro de Poténcia

O formalismo desenvolvido até agora foi feito no espago de configuragio, onde repre-
sentamos a distribuicdo do sistema com posicdo e orientacdo, apesar dessa ultima ndo nos
interessar. O mesmo pode ser feito no espago de Fourier, representando essa distribuicdo em
frequéncia, amplitude e fases.

A transformada de Fourier da funcdo de correlagdo de dois pontos € o espectro de
poténcia, usado com frequéncia para descrever flutuacées de densidade observadas na
radiacdo césmica de fundo, por exemplo, (Peebles, 1980).

Como vimos, a funcio de correlacdo de dois-pontos mede quanto dois valores de um
campo (ou sinal) estdo correlacionados em dois pontos diferentes do espaco-tempo. Em
termo gerais, € definido como

EF) = (fRfGE+P), (4.16)

onde (-) representa a média, por exemplo, sobre diferentes relagdes de um campo, e a funcdo
&(r) depende apenas da separacio 7, e nio da posicdo absoluta, no caso estatisticamente ho-
mogéneo. Lembrando que, por conta de nossas consideracdes de isotropia e homogeneidade,
usaremos &(r).

O espectro de poténcia P(k), por sua vez, nos informa quanta "variancia“ou "poténcia”
existe no campo para cada modo k, a frequéncia espacial. Ela nos mostra, dentre outras coisas,
a distribuicdo estatistica da energia no espacgo de Fourier e quais escalas dominam no campo,
grandes escalas significa baixas frequéncias e pequenas escalas, grandes frequéncias (Peebles,
1980). Esse tipo de andlise é bastante usado em areas como fisica estatistica, cosmologia,

processamento de sinais, teoria de campos, dentre outros.

O espectro de poténcia ¢ uma ferramenta de andlise de sinais que fornece uma
representacao da distribuicdo da poténcia de um sinal em funcio da frequéncia e é obtido
através da Transformada de Fourier que, por sua vez, decompde um sinal no dominio do
tempo em suas componentes de frequéncia.
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Seja a distribuicio de densidade p(¥) um campo continuo, a transformada de Fourier
das funcdes que desenvolvemos até agora e suas transformadas inversas sdo

R . 3
5(k)5/d3r5(7)e‘k'r, §(F) = /(j I;3é(k) eIk T,

d*k
(27)°

(4.17)

P(k) = / dPrer) ekt gy = P(k) e kT,

Definimos o espectro de poténcia P (k) como a transformacgao de Fourier da funcio de
correlacdo de dois pontos, F[£(r)] = P(k). O modo k na equacio (4.17) é chamado numero
de onda e é associado ao comprimento de onda 4 de uma perturbacio, k = 27 /4, e indica
que, quanto menor a escala r no espacgo de configuragdes, maior serd o modo k no espaco de
Fourier e vice-versa (Faga, 2022).

Lembrando do que vimos na secio anterior, uma informacio que podemos usar é
que correlacdo € igual a covariancia e, assim, podemos definir o espectro de poténcia a partir
da definicdo

<5(1€)5*(k')> = (27)%8p (k — K')P(k) (4.18)

e basta mostrar que ela de fato implica que F[£(r)] = P(k):

E(r) = (8(X)8(X +7))
= om )3/d3k (5(x)5(x+F))>ek

= 1 3 1 37,7 ’ —ik-F —ik-(R+F)
_ (zﬂ)3/d k(zﬂ)sfd k' (5(k)S(K)) e *Te 4.19)
! / d*k / &K’ 8p(k — k') P(k) el =) gl

) <2 )3
/ APk P(k) eX7 = FE(r)].

" (2n)?

No contexto da cosmologia, o espectro de poténcia da matéria € usado para entender
a formacao de estruturas, como de galaxias, aglomerados e filamentos cdsmicos. Além disso,
espectro de poténcia do cisalhamento gravitacional revela como a matéria, tanto barionica

como escura, estd distribuida em diferentes escalas angulares no céu.

Uma descoberta interessante proporcionada pela correlacdo de dois pontos de galaxias
foi a identificacdo de um padrdo de oscilacdes acusticas barionicas (BAOs) na distribuicio de
galaxias em larga escala. Essas oscilacOes tém origem nas ondas de pressdo que se propagavam
no plasma quente do universo primordial antes da recombina¢do. Embora suas assinaturas
também aparecam na radiacdo césmica de fundo (CMB), € na distribuicdo atual de galéxias
que os BAOs funcionam como uma régua césmica, permitindo medir a expansao do universo
ao longo do tempo (Bassett; Hlozek, 2010).
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4.3 Espectro de Poténcia dos Tracadores de Matéria

Nosso objetivo ¢, através do campo de contraste de galdxia e dos efeitos de lenteamento,
entender melhor a distribuicio de matéria no cosmos e estudar sua estrutura, i.e., usar esses
efeitos como tracadores de matéria. Para isso, temos que escrever o espectro de poténcia
dessas quantidades.

Para escrever o espectro de poténcia das quantidades que nos interessam, usamos a

equacio (4.17) em suas definicdes. Para galdxias e aglomerados de galdxia, usamos a seguinte
definicdo de contraste de densidade de galaxias &(z, X) na posi¢do X e no redshift z,

8(z,X)g = b(2)G(2)6(X), (4.20)

onde b(z) é chamado fator de viés (bias) e expressa como as galaxias tracam o campo de
densidade de matéria. J4 G(z) é a funcdo de crescimento das perturbagdes, que descreve

como as flutuagdes da densidade de matéria evoluem em funcdo do redshift z.

A equacdo (4.20) nos mostra que o contraste de densidade de galdxias observado hoje,
em um dado redshift e posicao, € proporcional ao contraste de densidade da matéria total
hoje, escalado por dois fatores: o viés b(z), que depende do tipo de objeto observado, e o

fator G(z), que representa o crescimento das estruturas com o tempo.

A seguir, aplicamos a transformada de Fourier

/ d3x 8, (z, %)eF¥ = / d*x b(z) G(z) 8(%)elk™
) (4.21)
= b(z) G(2) / d>x 8(%)el X,

Obtemos a relacdo do contraste de densidade de galdxias em um redshift z e a matéria
hoje, no dominio da frequéncia, como

84(z.k) = b(2)G(z)8(k). (4.22)

Note que, para a equacgdo (4.21), assumimos o campo numa casca esférica de redshift,
o chamado bin de redshift. Usando a definicdo (4.18) para bins de redshift centrados em z; e
Z», encontramos como se vinculam os espectros de poténcia dos dois campos,

Py(k.21.22) = (8g(k.21085(-K'.22))
= [b(z1)G(z1)] [b(z2)G(z2)] (8008 (-k)) (4.23)
= [b(z1)G(21)] [b(z2)G(z2)] P(F).

O que nos permitiu avangar com esse calculo € o fato de podermos usar um campo tridimen-

sional, i.e., o contraste de densidade, para calcular o espectro de poténcia tridimensional
P(k).
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Agora, note que os efeitos de lenteamento ndo sdo campos tridimensionais. As equa-
coes (3.94) e (3.99) para a convergéncia e cisalhamento tangencial, respectivamente, definem
esses efeitos como projecdes do redshift das galdxias fontes ponderadas por um kernel. As-
sim, devemos trabalhar restritos a uma casca esférica e num dominio de frequéncia para

continuar nossa andalise, como consequéncia, iremos trabalhar no espaco harmonico.

Nao se culpe por ndo ter notado que o campo de contraste de densidade é real,
§(¥) = 6*(F) e, portanto, 6(12) =4 (—E). Esse fato foi utilizado nos célculos e o leitor € bem
vindo a voltar e analisar as equacdes anteriores, (Peebles, 1980) e (Faga, 2022).

4.4 Espectro de Poténcia Angular Cy

Espectro de poténcia angular € usado na anélise de sinais e de imagens. No nosso
trabalho, desenvolvemos o cdlculo desta quantidade em trés passos principais: i) a aplicacdo
da transformada de Fourier, decompondo um sinal em seus componentes de frequéncia, ii)
a andlise angular, ou seja, a andlise dos componentes em diferentes angulos, e iii) o calculo
da poténcia, feita para cada direcio (ou angulo), fornecendo-nos um espectro que mostra
como a poténcia se distribui.

Tendo em mente o que foi discutido na se¢do anterior, o espectro de poténcia sera
definido num dado bin de redshift, assim, representando uma imagem no céu (uma casca
esférica) contendo os objetos que estdo a essa distancia z. Vamos discutir o C, para os campos
de convergéncia e aplicar para os efeitos de lenteamento, convergéncia e cisalhamento, que
jé estdo projetados em um bin de redshift, como discutimos nas equagdes (3.94) e (3.99).Ja
para os contrastes de densidade de galéxias e de matéria, precisamos primeiro projeta-los no
redshift das lentes.

Materiais extras que contribuiram para essa secdo, além dos ja referenciados (Peebles,
1980) e (Faga, 2022), sdo as obras (Alonso et al., 2019), (Feroz; Hobson; Bridges, 2009) e (Silva,
2023). Convido a todos a se debrucar nesses trabalhos caso tenham interesse em aprofundar

mais um pouco seu conhecimento no assunto.

4.4.1 Espectro de Poténcia Angular dos Contrastes de Densidade

Seja a posicdo tridimensional X = y(z)#A, o contraste de densidade projetado do

contraste de densidade de matéria no i-ésimo bin de redshift ¢ dado por

oi(7) = / dz ¢:(2) 8(3), (4.24)

onde ¢; é chamado funcdo de selecdo de redshift no bin i.

Como estamos lidando com projecdo numa casca esférica, vamos usar harmonicos es-
féricos na descricdo dessa quantidade no bin de redshift. Decompondo o;(7) em harmonicos
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esféricos, obtemos
oi(R) = ) a},, Yim(R), (4.25)
Im

onde Y}, é a funcido harmonica e q;,, 0s coeficientes da expansido, dados por
a, = / dQ 8;(h)Yy,, (). (4.26)

Como sabemos, expansdo em harmonicos esféricos nos permite criar uma base or-
togonal, o que significa que a integral do produto de dois harmoénicos diferentes sobre a
superficie da esfera ¢ zero. Além disso, sua capacidade de lidar com a geometria esférica é
especialmente util na andlise de imagens tridimensionais.

Agora basta substituirmos esse resultado na equacio (4.24) e escrever §(x) segundo
a equacio (4.17), no espago de Fourier:

Bk - e

3 - .7 o>
i) = [ dzp@) [ 5s8(kz) e (4.27)

i d3k 7 ik-% v+ N
afm=/d9/dzqo(z)/ (zﬂ)35(k,z)e’ Yy (R).

Usando aproximacdo de onda plana, podemos simplificar essa expressao e encontrar que os

coeficientes de expansio sdo dados por

; d*k . . AT
d=tn [ dzoa) [ Gyt k) Vi (R 6(R.2). (4.28)
Em seguida, para calcular o espectro de poténcia angular do contraste de densidade

de matéria projetado, basta lembrarmos da definicdo: no caso de interesse, o espectro de
poténcia € igual a covariancia da quantidade alim:
Ci = (1) (01)")

- <(Z al Yin (i) (Z a,, Yim(R) >

m m (4.29)
= DY @b @) [ QYo ) i (i

m m

= > (al,)(ah,)" = (la}, ),

onde usamos a propriedade f dQ Yy, (A) Y (R)* = 81y Smny para cancelar uma das somato-
rias e usamos a hipotese de amostras honestas para escrever a covariancia em todo o bin de
redshift.
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Da mesma forma, podemos escrever o espectro de poténcia angular entre dois bins
de redshift i e j usando o calculo de covariancia entre duas amostras, C,/ = <(alim) (a{m)*>,

obtendo
ij 2 . .
ClJ:; /dzlfpi(Zl) /d22§0i(Z2) /dkkz]l(k)(l)Jl(k)(z)P(k’Zl,Zz), (4.30)

onde jj(x) é a funcdo esférica de Bessel da primeira espécie, que surge da decomposicio
de ondas planas em harmonicos esféricos (Loureiro et al., 2019). Essa funcio descreve os
modos radiais dessa expansdo e permite a projecao do espectro de poténcia tridimensional
para o espaco angular, no célculo de C; (Abell et al., 2009) (Kent et al., ).

O espectro de poténcia de galdxias segue o mesmo procedimento, mas para o0 campo
de contraste de galaxias (4.22). Substituimos entdo §, conforme vemos na equacao (4.23) e

obtemos
Pgg = [b(21)G(z1)] [b(22)G(z2)] P(k),
; 2
Cgg = = /dzl bi(z1) Gi(z1) ¢i(z1) /dZ2 bi(z2) Gi(z2) ¢i(z2) /dkkzjl(k)(l)]l(k)(z)P(k,Zl,zz),
(4.31)
onde usamos os mesmos procedimentos, partindo da covariancia
Cg = <(a;)(a;)*> = <|a;|2> (4.32)
no caso de a;.

4.4.2 Espectro de Poténcia Angular dos Efeitos de Lenteamento

Vamos agora explorar o caso para os efeitos de lenteamento, a convergéncia e o
cisalhamento. J4 temos uma vantagem nessa parte da andlise, os campos de lenteamento ja
estdo projetados em um bin de redshift, como vimos nas equacoes (3.94) e (3.99):

- Xeo -
x(6) = ; dxWi(x)8(x.0) (4.33)
e
Xeo -

ye(6) =x(6) - 5 dxWy(x)8(x.9), (4.34)

onde

w2 3QmHy _ x| dnlxr)

Wi =W, = > a0 X/;( dxr (1 )(F) drr (4.35)

sdo os kernels de convergéncia e cisalhamento, respectivamente, responsaveis por ponderar
essa projecao.

Seguindo o que fizemos com os contrastes de densidade, partimos para decompor os
campos dos efeitos de lenteamento em harmonicos esféricos.
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Seja x; (1) a convergéncia projetada no bin de redshift i, sua decomposicdo ¢ dada por

xi(R) = ) al, Yin(). (4.36)
Im

Usando a definicdo ali = / dQ;Y,, ,, basta substituirmos a equacdo para a convergéncia
m m
projetada para obtermos

Xoo N
af, = / ao [ ay w8
_ Koo d3k ik-% T x A
—/dQ/O dy Wi(x) /We 6(k,z) Y}, (R) (4.37)
e & . .
—an /0 dx Wi(2) / St 00 8(R.2) Yy (),

Observe como a unica diferenca entre a projecdo do contraste de matéria e do coefici-
ente x é o kernel de projecdo, o que faz sentido, ja que a natureza dessas duas quantias estdo
ligadas, mas ndo sdo iguais - ambas podem ser interpretadas como projegdes especificas do
campo de contraste J.

Calculando o espectro de poténcia angular pela definicdo, CY. = ((af )(al )*),
obtemos

2 . .
Cp” =~ / dx1 Wi (x1) / dx2 Wi (x2) / dk k? ji(kx1) ji(kx2) P(k. x1. x2).  (4.38)

E basta agora repetir o mesmo processo para o cisalhamento tangencial para obtermos
2 : .
cre=2 [anw,oo) [ dew o [ dkieikn ito Pk, (39

Usando as definigdes (3.66), (3.67) e (3.68) para o cisalhamento e para a convergéncia
no espaco harmonico, € possivel ver que:

1. O cisalhamento tangencial tem a mesma orientacdo, o mesmo sinal, da convergéncia;

2. O cisalhamento tangencial ndo depende de x, e logo ¢ uma grandeza local, como a
convergéncia.

Entao, vimos que o kernel W () é responsavel por ponderar a projecao do cisalha-
mento e da convergéncia, encapsulando a geometria da lente gravitacional - dizendo-nos
como a luz de uma galdxia em uma certa distancia comoével y € desviada por estruturas ao
longo do caminho até nos - e guardando informacdes da distribuicdo das galdxias fontes -
ou seja, para cada redshift ou bin de redshift i, as galaxias tém uma funcéo de distribuicao
ni(x), que entra em W(y). O espectro de poténcia angular Cp, por sua vez, é a principal
estatistica usada para descrever o lenteamento gravitacional, sendo usado para quantificar a
distribuicdo do sinal de lenteamento fraco em diferentes escalas angulares no céu (represen-

tados pelo namero de multipolo €), para comparar teorias observacionais, comparando o Cp
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tedrico com o observado a partir de dados de distor¢coes de galéxias para inferir pardmetros
cosmoldgicos, e para explorar a evolucdo da estrutura cosmica e da geometria do universo ao
longo do tempo, ao considerar diferentes pares de bins de redshift (i, j). Tudo isso é possivel,
pois o espectro de poténcia angular contém toda a informacao estatistica de segunda ordem
do campo de lenteamento, assumindo que a distribuicdo € gaussiana, o que ¢ uma boa

aproximacdo em largas escalas (Peebles, 1980).

De forma resumida, o kernel W ( y) ¢ uma funcio de peso que projeta a distribuicao
tridimensional de matéria, via P(k,z), em uma bidimensional no céu, com base na geometria
e distribui¢do da fonte, enquanto o espectro de poténcia angular C, ¢ a medida da correlacdo
angular em multipolos entre dois bins de galdxias afetadas por lenteamento.
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5 Analise e Codigo

A partir do desenvolvimento teérico apresentado nos capitulos anteriores, realizamos
uma andlise do kernel de lenteamento gravitacional fraco gerado e a sua relacdo com gran-
dezas cosmologicas, focando naquelas que possuem relacio direta com a distribuicdo de
matéria no cosmo, usando codigo implementado na biblioteca Numerical Cosmology Library
(NumCosmo). Ainda, para validar estes resultados, comparamo-os a resultados obtidos pela

Core Cosmology Library (CCL).

O codigo usado para a geracdo e calculo dos pardmetros, definicao de varidveis, calculo
de correlacdo e analise estd melhor detalhado e explicado no apéndice B ao final do trabalho.
Convido todos que se interessam por essa parte a ler e analisar o programa utilizado e sua

explicacdo, bem como a andlise de novos graficos e figuras.

5.1 Motivacao da Analise

Como discutido anteriormente, certos fendmenos gravitacionais observaveis, como o
agrupamento de galéxias e o lenteamento gravitacional, podem ser utilizados para rastrear e
mapear a distribuicdo da matéria no universo. Chamamos essas observagdes de tracadores de
matéria e, por meio de andlises estatisticas, podemos determinar como eles se correlacionam

com a distribuicdo subjacente de matéria.

Um exemplo mais simples do poder de previsdo de tais efeitos é a descoberta de Ne-
tuno. Apos a descoberta de Urano pelo astronomo e compositor germano-inglés W. Herschel
(1738-1822) em 1781, observou-se que sua érbita ndo se explicava apenas pela presenca
dos objetos conhecidos do Sistema Solar, sugerindo a existéncia de outros corpos massivos
na regido. De modo independente, os matematicos U. Le Verrier (1811-1877), na Francga, e
John C. Adams (1819-1892), na Inglaterra, trabalharam para calcular a massa e a posicao
estimadas desse objeto e, em 1846, Le Verrier enviou suas previsdes ao astronomo Johann
Galle (1812-1910), do Observatério de Berlim, que encontrou Netuno no mesmo ano (Verrier,
1846) (Verrier, 1847) (Lequeux, 2010).

Esse simples exemplo da descoberta de um planeta em nosso préprio Sistema Solar a
partir de previsdes matemadticas e da teoria da gravitagdo universal, com menos tecnologia
observacional e de anélise de dados que temos acesso hoje, demonstra a capacidade dos

efeitos gravitacionais como tragadores de matéria.

O espectro de poténcia angular, calculado para o kernel de lenteamento gravitacional
fraco, ¢ uma forma de quantificar a estatistica de um campo, definido na casca esférica de um
dado bin, como discutido anteriormente. Neste capitulo, exploramos o processo realizado
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para a obtencdo desses dados e célculos, assim como sua validacdo por meio da comparagdo
com outra biblioteca e os resultados obtidos.

5.2 Parametros e Funcao de Comparacao

O codigo comega inicializando os parametros e variaveis especificos do modelo utili-
zados para as comparagdes entre CCL e NumCosmo. Os parametros escalares sao definidos
de forma fixa ao longo da modelagem, enquanto varia-se a matéria escura e as propriedades
de neutrinos, i.g., para cendrios multiplos, usando arrays. Assim, escalares fixos sdo apli-
cados universalmente e arrays representam diferentes modelos e configuracoes. Também
foi desenvolvida a funcdo setup-models para garantir um calculo de alta-precisdo na CCL,
fornecendo-nos resultados mais precisos numericamente ao custo de um aumento no tempo
de célculo.

Os parametros utilizados podem ser verificados na tabela 5.1. Note que temos para-
metros cosmologicos de entrada, em que alguns tem somente um valor fixo e outros que
podem variar definidos por arrays. Nesta mesma parte do codigo, foi definido o redshift

maximo para o uso da funcio de comparacgdo e o valor maximo de multipolos para célculos

angulares.
Symbol Name Value

Q. Cold Dark Matter Density 0.25

Qp Baryonic Matter Density 0.05

Q, Dark Energy Density [0.7,0.7,0.7, 0.65,0.75]

Q Curvature Density [0.000, 0.000, 0.000, 0.050, -0.050]
h Hubble Constant (dimensionless) 0.7
ng Scalar Spectral Index 0.96

Negt Effective N° of Massless Neutrinos 3.046

o Matter Density Contrast Std. Dev. (8 Mpc/h) 0.9

Wo DE Equation of State Parameter [-1.0,-1.0,-0.9,-0.9, -0.9]

Wy DE Equation of State Parameter [0.0, 0.0, 0.1, 0.1, 0.1]

m, Neutrino Masses (eV) [[0.0, 0.0, 0.0], [0.04, 0.0, 0.0], [0.0, 0.0,...]]

Tabela 5.1 - ParAmetros cosmologicos de entrada utilizados para gerar os kernels de lenteamento
fraco e para a comparacdo entre os valores gerados pelas bibliotecas NumCosmo e CCL.

Seguimos para a criacdo da classe responsavel pela comparac¢ao de diferentes modelos,
visando disponibilizar uma andlise visual e numérica das diferencas entre duas funcoes de
forma simples e intuitiva. A classe criada, nomeada CompareFuncid, compara duas funcoes
em relacdo a uma variavel independente, nos informando a diferenca relativa e absoluta
entre elas, oferecendo métodos para exploracdo quantitativa e visualizacdo dos dados.

A classe CompareFuncld executa determinados cdlculos de diferencas relativas, mais
especificamente, calcula o valor médximo e minimo e a média das diferencas entre as funcoes
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comparadas, assim como o desvio padrdo e mediana dessas diferencas. Ainda, essa classe
nos disponibiliza a representacdo visual, grafica, dessa andlise.

No programa desenvolvido, criou-se funcées para comparacio das varidveis cos-
mologicas, onde o tempo de execucdo € medido, executando essa funcdo diversas vezes,
retornando um objeto CompareFuncld para andlise e visualiza¢do. Além disso, esse propio
modulo é responsavel por converter o redshift z para o fator de escala a (ja que essa é a
variavel utilizada na CCL), quando necessario, por exemplo, na comparacao da densidade
de matéria Q,, gerada por cada uma das bibliotecas dado um modelo cosmolégico comum.

Um exemplo visual da comparacdo de varidveis cosmoldgicas pode ser vista na figura
5.1. Aqui temos a comparacdo da densidade de matéria gerada na CCL e calculada pela Num-
Cosmo a partir da cosmologia fornecida em cada caso, em diferentes modelos cosmoldgicos.

A diferenca relativa, representada no painel inferior da imagem, indice 2, dado por
; (5.1)

¢ da ordem de 10~!° para a maioria dos modelos, exceto para os dois modelos com neutrinos
massivos em que a diferenca relativa é ~ 1071°. De qualquer forma, temos uma excelente
concordancia numérica entre as duas bibliotecas.

_————— —— NCDM, flat
e ACDM, flat, 1v
£ 6x 101 == e
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Figura 5.1 - Comparac¢do da Densidade de Matéria gerada na CCL e NumCosmo para diferentes

Modelos Cosmoldgicos.

O programa segue fazendo o célculo de comparacio de diferentes tipos de distancia

cosmologica entre as duas bibliotecas, avaliando a discrepancia entre as suas execugoes.
Ainda, compara as implementacgdes para o crescimento das estruturas cdsmicas e a escala

do universo para cada modelo cosmolégico proposto, com o objetivo de avaliar os valores
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distintos obtidos. Os modelos cosmoldgicos e suas implicagdes foram brevemente abordados

no apéndice A.3, caso haja interesse do leitor em verificar.

A figura 5.2 mostra a comparacdo da distancia comoével D.(z) ao longo de uma faixa
de redshift (0.00 ~ 2.00). A distancia comadvel entre dois pontos no universo é a distancia
"fixa"entre eles se congeldssemos a expansdo do universo no tempo presente. Em outras
palavras, ela nos diz quao longe dois objetos estdo um do outro no espaco, independentemente
da expansdo do universo ao longo do tempo. Note que a diferenca relativa é de ordem
significativamente inferior a ordem da distancia comoével, na faixa de 1078 ~ 10%, mostrando
uma excelente compatibilidade entre os resultados das bibliotecas, mais uma vez.

_ NACDM, flat

9 ACDM, flat, 1v

= —— XCDM, flat
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Figura 5.2 — Comparac¢do da distdncia comdvel calculada usando a CCL e a NumCosmo para diferen-
tes modelos cosmoldgicos.

5.3 Comparacao do kernel de Lenteamento Fraco

Vamos agora nos concentrar no cdlculo numérico e andlise do kernel de lenteamento

fraco. Como vimos anteriormente, o kernel de lenteamento fraco ¢ dado pela equacdo

3Qm HZ (1+2) (2 )/ ,dn x(2) - x(z) (52)
¢ H(z) Y47 x@) '

onde dn/dz representa a distribuicio de galdxias em funcéao do redshift. Cada uma das biblio-

tecas, NumCosmo (Dias Pinto Vitenti; Penna-Lima, 2014) e CCL, possuem sua prépria forma

de gerar e calcular essa fun¢do. Nosso objetivo agora serd, dado um modelo cosmolégico,

W*(z) =

gerar essa quantidade a partir de cada uma das bibliotecas, aplicar esse valor na nossa funcio
de comparacdo e gerar um grafico no qual poderemos visualizar a discrepancia calculada

entre os valores gerados para cada modelo.
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Para motivo de curiosidade, caso o leitor se interesse em ir mais a fundo no estudo e
aplicacdo da Numerical Cosmology Library, a funco utilizada por essa biblioteca para gerar
o0 kernel de lenteamento fraco € XcorLimberKernelWeakLensing . Na documentacdo da Num-
Cosmo, temos acesso a todas as funcdes, para que servem e como utiliza-las (Collaboration,
2025b).

Partimos para o célculo do kernel de lenteamento fraco de galdxias em diferentes

modelos cosmoldgicos em cada uma das bibliotecas.

10-10 4 —— ACDM, flat
3 ACDM, flat, 1v
?é_-_'l 10~V 1|. XCDM, flat

—— XCDM, spherical, 2v
XCDM, hyperbolic

Il -5 J

< 10
=
s |
ET lﬂ—'i'_ /—\‘Y J
=

10-2 10-1 10°
Z

Figura 5.3 — Comparacgdo do kernel de lenteamento fraco de galdxias calculado pela CCL e pela
NumCosmo para diferentes modelos cosmolégicos.

A figura 5.3 mostra o calculo do kernel de lenteamento fraco de galdxias em fun¢ao do
redshift calculados pelas bibliotecas CCL e NumCosmo. Calculados para diferentes modelos
cosmoldgicos, os kernels apresentam uma diferenca relativa da ordem de 1076 até z ~ 0.5. E
importante mencionar que a CCL garante uma precisdo numérica melhor ou da ordem de
107> na maioria das suas funcdes, e precisdo de 10™* — 1073 no célculo das auto-correlacdes

e correlacdes cruzadas. Portanto, a comparacdo entre a NumCosmo e a CCL esta coerente.

Outra andlise interessante de se fazer € a comparacdo da auto-correlacio lenteamento
fraco, expressa na figura 5.4. A comparacdo da auto-correlacdo dos kernels de lenteamento
fraco compara os espectros de poténcia angular do mesmo para, mais uma vez, validar as
bibliotecas NumCosmo e CCL. Como vimos, o espectro de poténcia angular € de extrema im-
portancia para as andlises realizadas na Cosmologia e sua validagio é de extrema importancia
para a conclusdo do nosso trabalho.

A figura 5.4 nos mostra uma consisténcia no calculo do C, ao longo dos diversos
modelos cosmoldgicos . Os ruidos obtidos, principalmente os maiores, na faixa de € = 10? ~



66

'--_.-_---____-_-'"_‘-a.‘__
ACDM, flat
o 10771 ACDM, flat, 1v
5 r ')
=_ —— XCDM, flat
10-114 —— XCDM, spherical, 2v
XCDM, hyperbolic
-
I
S5 1074
g-a.* - \\'—“‘m
é_{ 106 +
=
E..H 10—8_
(@]
10! 10? 10°
!

Figura 5.4 — Comparagdo da auto-correlagdo dos kernels de lenteamento fraco de galdxias calculado
pela CCL e pela NumCosmo para diferentes modelos cosmolégicos.

103, ainda ndo representam problemas para a nossa andlise, por serem de baixa magnitude e
podem ser causados, dentre outras coisas, por diferencas na interpolacdo dos célculos ou na
implementacdo dos valores gerados para diferentes modelos.

Na Tabela 5.2, apresentamos uma comparac¢do entre diferentes modelos cosmologicos
e as quantidades relacionadas ao lenteamento fraco e ao espectro de poténcia angular dessas
quantidades para as duas bibliotecas. Mostramos os modelos e o kernel de lenteamento fraco,
além das correlagdes associadas, por meio do espectro de poténcia angular e suas respectivas
diferencas relativas. A coluna Model indica o modelo cosmoldgico considerado no teste. Em
seguida, a coluna Quantity especifica a quantidade que estd sendo comparada, o kernel W,
ou o espectro de poténcia angular C, do lenteamento fraco (auto-correlagio). Temos entdo as
colunas para a diferenca relativa minima e méaxima, APy, /P € APy,4x/P, respectivamente,
que nos mostram o menor e maior valor relativo da diferenca entre os espectros de poténcia
ou kernels, seguidas pela diferenca relativa média AP /P ao longo dos pontos analisados,
representando o desvio médio relativo entre os modelos. Por ultimo, temos a coluna do
desvio padrao das diferencas relativas oap/p, que mede a dispersdo dos valores de AP /P,
indicando qudo estavel ¢ a diferenca ao longo dos valores gerados. Os resultados numéricos

obtidos com o CCL estdo em bom acordo com os da NumCosmao.

Uma observacdo importante é que, para os calculos realizados nas bibliotecas, usamos
um método muito comum na cosmologia conhecido como aproximacao de Limber. Aproxi-
macdo de Limber é uma técnica matematica usada com frequéncia em calculos numéricos
e andlises estatisticas na cosmologia para simplificar o cdlculo de correlagbes angulares
projetadas no céu a partir de distribuicoes tridimensionais de matéria ou galaxias. Essa
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aproximacdo assume que as flutuacdes ao longo da linha de visada sdo rapidamente oscilan-

tes e, por isso, o sinal principal vem de correlacdes em regides proximas a linha de visada,

permitindo colapsar a integral tridimensional em uma integral unidimensional ao longo do

redshift ou da distdncia comovel, para grandes valores de €.

Model Quantity AP, /P APpax /P AP/P OAP/P
0 ACDM, flat Wyoe  1.29x107% 1.59x107° 1.46x107* 2.46x107*
1 ACDM, flat, 1v Wé%%o 1.33x107% 1.59x107° 1.46x10™* 246x107*
2 XCDM, flat Wiso 133 107 1.59x107° 1.46x107* 246x107*
3 XCDM, spherical, 2v Wg:i(’ 1.34%x107% 1.59x107° 1.46x10™* 2.46x107*
4 XCDM, hyperbolic wy 267x107% 159x1073 146x10™* 246x107*
5 ACDM, flat C‘mpL 336x107° 7.37x107* 4.18x 10 1.68x107°
6 ACDM, flat, 1v CWIWL 1955109 400x104 578x107° 6.73 x 10°3
7 XCDM, flat Cf‘y’VLWL 3.66x107° 7.36x107* 4.78x 107 1.93x107°
8 XCDM, spherical, 2v C%VLWL 4.02%x107% 274x1073 593x107° 5.74x107°
9 XCDM, hyperbolic cﬁVLWL 6.15x107% 7.41x107% 4.95x107° 1.99x107°

Tabela 5.2 - Tabela com modelos cosmolégicos e quantidades associadas.

Ainda, note que a anélise foi feita para diferentes modelos cosmolédgicos e que, assim,

podemos verificar a influéncia da geometria do cosmo, da presenca de neutrinos massivos e

de outras quantidades no efeito de deflexdo da luz. Utilizou-se nesta andlise desde o modelo

principal considerado neste trabalho, o ACDM ("Lambda Cold Dark Matter"), a outros

modelos, como 0 XCDM spherical 2v. O leitor pode ler o apéndice A.3 para um breve resumo

dos modelos cosmoldgicos considerados.

De forma geral, podemos resumir nossas consideracdes a: apesar da andlise em

diferentes modelos, o nosso resultado para os valores gerados do kernel de lenteamento fraco

e para as comparacoes realizadas ndo se alteram, ou possuem discrepancias que podemos

desconsiderar, por serem muito pequenas comparadas aos valores obtidos. Ou seja, para

todos os modelos cosmolégicos onde aplicamos a nossa anélise, os cdlculos de W€WL

coincidem, assim como suas respectivas diferencas relativas.

e C;/VLWL

5.4 Comparacao do kernel de Lenteamento Fraco Variando a

Distribuicao da Fonte

Vamos propor mais uma andlise dentro deste mesmo programa. Como vimos na

secdo anterior, os valores gerados e a andlise realizada pela NumCosmo foram bem suce-

didos e validados ao compara-los com os gerados pela CCL. Ainda, notamos que ndo ha

diferencas significativas no célculo do kernel de lenteamento fraco para diferentes modelos

cosmoldgicos.



10

68

Sendo assim, vamos calcular, na NumCosmo, o kernel de lenteamento fraco de galaxias
e seu espectro de poténcia angular (auto-correlacdo) para diferentes distribui¢des de galaxias
em um unico modelo cosmoldgico, 0 ACDM. Vamos fazer isso variando a quantidade dn/dz,
que representa a distribuicdo das galdxias em funcdo do redshift, como vimos na equacgao
(5.2).

Vamos comecar entendendo o que é e como calculamos a distribui¢do dn/dz. Essa
grandeza representa a distribuicdo numérica de galdxias num dado redshift z. Essa distribui-
cao de galéxias € a responsavel por alterar a trajetéria da luz, o que chamamos de lente, ou
ainda, ¢ a distribuicdo de massa que é responsavel por defletir a luz.

Em particular, consideramos que a distribuicao dn/dz é segue uma distribuicdo
gaussiana. Com isso, dn/dz seré caracterizada pela média, representada por u, o desvio
padrio, dado por o, e 0 pardmetro z_len, que define o nimero de pontos usados para amostrar
a distribuicao de galdxias no redshift, ou seja, a distribuicio serd discretizada em z_len valores
igualmente espacados no intervalo [Zjow, Znign]. Parte do codigo pode ser visto abaixo,

def prepare_dndz(
mu: float,
sigma: float,
z_len: int,

) —-> Ncm.Spline:

"""Prepare dndz for weak lensing tracer.

mu - 10.0 * sigma

z_low
z_low = max(z_low, 0.0)
[...]

return Ncm.SplineCubicNotaknot.new_full(z_v, nz_v, True)

e pode ser visto de forma integral no repositério da NumCosmo.

Para variarmos esta distribuicao, precisamos variar a média da distribuicdo u da nossa
andlise e o seu desvio padrdo o. Essas mudancas irdo causar uma variacio na distribuicio
dn/dz de massa da nossa lente. Vamos atras de entender como essa mudanca afeta o kernel

de lenteamento gerados pela Numerical Cosmology Library.

A nossa andlise foi feita ao variarmos y de 0.3 0.8 e o de 0.01 a 0.1, onde gerou-se
valores para o kernel de lenteamento fraco e comparamos cada um desses valores. Como ndo
notamos variacgao significativa nos dados gerados para diferentes modelos cosmologicos nas
investigagdes anteriores, decidimos seguir com essa andlise apenas para o caso do ACDM, e

chegamos no resultado dado pelas figuras 5.5 e 5.6.

O grafico representado na figura 5.5 nos mostra a comparaco entre os kernels W,

gerados para diferentes valores de u e o, agora em escala linear e nao mais logaritmica. Da
imagem podemos extrair que, para pequenos valores de redshift, existe uma concordancia
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Comparagao de W, variando p e o (NumCosmo vs. NumCosmo)
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Figura 5.5 - Comparacio dos diferentes kernels de lenteamento fraco gerados pela NumCosmo para
diversos valores de u e o em escala linear.

entre as curvas do grafico. Todavia, com o aumento de z, os valores dos kernels gerados para
diferentes valores da distribuicdo dn/dz comecam a se diferenciar uns dos outros.

Observe que, alterando o centro da distribuicdo, o valor de u, desloca-se o pico da
distribuicdo de massas para diferentes valores de z, mudando a posicdo de onde o kernel
comecga a cair. J4 a alteracdo nos valores de o muda a largura da distribuicao, valores pe-
quenos do desvio padrdo geram distribuicdes mais estreitas, com quedas mais abruptas,
enquanto valores maiores de o geram distribuicdes mais largas, com quedas mais suaves. Isso
¢ exatamente o0 que esperdvamos, ja que baseamos nossa distribuicdo em uma distribuicdo

gaussiana.

De forma geral, W cresce lentamente para pequenos valores de redshift e depois
decresce rapidamente para valores maiores de z. O crescimento lento decorre de que, para
pequenos valores de z, a diferenca y(z’) — x(z), responsavel por definir a magnitude da
deflexdo, ainda é pequena, o que caracteriza o lenteamento fraco. J4 a queda rapida se da
pela aproximacao dos valores de z e de 4 ou quando a distribuicio dn/dz vai a zero.

Na figura 5.6, plotamos o espectro de poténcia angular C,""*W para diferentes
distribuicdes dn/dz. O espectro assume um formato caracteristico, crescente até o maximo,
para € ~ 10, entdo passa a cair suavemente para valores altos de €. As curvas se sobrepéem
em sua maioria, mostrando que pequenas variacoes nos parametros u e o da distribuicdo

ndo impactam drasticamente os valores de C¢, neste intervalo considerado.

O parametro ¢, que representa o namero de multipolo no célculo do espectro de
poténcia, fisicamente indica a escala angular no céu da nossa imagem. Baixos valores de €
correspondem a grandes escalas angulares. Altos valores de €, por sua vez, correspondem a
pequenas escalas angulares, as estruturas no céu. Na cosmologia, ¢ comum achar a seguinte
convencdo para valores de € e escalas angulares: £ ~ 10 representam grandes escalas, £ ~ 10?
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representam escalas intermedidrias e € ~ 103, pequenas escalas.

O painel inferior do grafico 5.6 mostra a diferenca relativa entre os espectros para
diferentes distribui¢ées em relacdo a uma distribuicdo de referéncia dada por 4 = 0,5 e
o =0,05. Em ¢ ~ 10, a diferenca relativa ¢ pequena, mas aumenta conforme cresce o valor
da escala angular. O crescimento da diferenca relativa com € indica que as variagdes na
distribuicdo dn/dz afetam mais as escalas pequenas, ou seja, grandes €, do que as escalas

grandes, pequenos €.

As variacdes em u e o no dn/dz causam pequenas diferengas no espectro angular
do kernel de lenteamento fraco. Observamos na imagem que essas diferencas sdo mais
perceptiveis em multipolos intermediarios (€ > 10?), onde a diferenca relativa ultrapassa
2%. Felizmente, essa observacdo ¢ consistente com a ideia de que a estrutura fina da dis-
tribuicdo de galaxias (capturada por dn/dz) afeta mais as escalas angulares pequenas, que
correspondem a estruturas menores no céu (Dodelson; Schmidt, 2024).
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Figura 5.6 — Espectro de poténcia angular C, dos diferentes kernels de lenteamento fraco gerados
pela NumCosmo para diversos valores de u e o. Diferencga relativa entre os valores desse
kernel, calculados a partir de CyV-W /CVEWE2 1,

Assim, a interpretacdo fisica que tiramos dos graficos anteriores € que, quanto maior
o valor de u, mais tarde o kernel comeca a cair. Quanto maior o valor do desvio padrao
o, ou seja, quanto mais espalhada a massa da lente, mais suave € a queda de W, ja que
a distribuicdo dn/dz é mais espalhada em z. Essa interpretacdo corrobora com 0 nosso
entendimento de que a estrutura do kernel ¢ dominada pela combinacao entre geometria
(distancias comdveis) e a distribuicdo de massa, como vimos nas equacdes dos capitulos 3 e
4.

Obtemos a resposta para nossa pergunta: alteracdes na distribuicdo dn/dz afeta
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diretamente a forma e o valor do kernel W, confirmando o que discutimos até aqui. Os
graficos mostram que o comportamento de W € sensivel & posicdo e a largura da distribuicdo
da lente no redshift.

De forma geral, conseguimos nesse capitulo descrever o programa usado para nossa
andlise, mostrando que CompareFuncld conseguiu comparar com sucesso os resultados
obtidos nas bibliotecas NumCosmo e CCL, validando aquela e mostrando-a apta para uso
de anélises cosmologicas relacionadas a auto-correlacdo, espectro de poténcia angular e o
kernel de lenteamento fraco de galéxias. Ainda, conseguimos mostrar como a distribui¢do
de massa da fonte afeta o lenteamento gravitacional fraco e o espectro de poténcia angular
que o representa relacionando-o a imagem observada no céu.
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6 Conclusoes

Vimos que a distor¢do nas trajetérias da luz, fendmeno foco deste trabalho, foi previsto
j& na Teoria da Gravitacdo Universal de Isaac Newton, mas que, devido a limitacoes tedricas,
ndo foi devidamente explorado e previsto. Todavia, a Teoria da Relatividade Geral de Albert
Einstein foi capaz de nfo s6 prever com exatidao o comportamento da luz, ao ser desviada
por um potencial gravitacional, como também explicar como esse fendmeno ocorre e suas
implicacdes teoricas.

Para entendermos a deflexdo da luz, tema discorrido no capitulo 3, foi necessario
uma breve introducdo as teorias gravitacional e cosmolégica usadas como pano de fundo,
sintetizados no capitulo 2. Ali abordamos como modelamos o universo, como se d4 a sua
expansao e a implicacdo de um universo homogéneo e isotrépico para a andlise de problemas
cosmologicos. Falamos, também, de aproximacdes que tomamos a liberdade de tomar, do
porque ¢€ justificado tomé-las, e como essas aproximacdes facilitam o trabalho de andlise es-
tatistica no estudo da cosmologia, a exemplo da aproximacao de um universo maximamente
simétrico.

Em seguida, no capitulo 3, focamos no fenémeno em si, no lenteamento gravitacional.
Comecamos por abordar a equacdo da lente que, curiosamente, ja havia sido calculada
para a Teoria da Gravitacdo Universal e que carregava ali os componentes centrais que
estdo presentes na equacao da lente na Teoria da Relatividade Geral, apesar de errada por
um fator de dois, (Meneghetti, 2021). Abordamos também aproximacdes relevantes para a
nossa andlise e desenvolvimento tedrico e, entdo, partimos para os efeitos do lenteamento
fraco, a convergéncia e o cisalhamento. Exploramos cada um destes fen6menos e como
relacionamo-os com a distribuicdo de massa da lente a partir do contraste de densidade de
matéria.

Considerando a relagdo entre a distribuicdo de massa e os fendmenos gravitacionais
a ela associados, exploramos a possibilidade de utilizar tais efeitos como ferramenta para
investigar a estrutura da matéria responsével por sua ocorréncia. Em outras palavras, discu-
timos como os efeitos gravitacionais podem ser empregados para inferir a distribuicdo de
matéria no universo. Com esse objetivo, analisamos o papel dos chamados tracadores de
matéria e sua aplicacdo em estudos cosmologicos, valendo-nos de célculos numéricos que

também foram abordados neste trabalho e empregados em nossas analises.

Com essa relacdo entre fendmeno e distribuicio em mente, buscamos no capitulo 4
ferramentas estatisticas para auxiliar no nosso estudo. A funcao de correlagdo de dois pontos,
responsavel por indicar-nos a intensidade e direcao da associacio entre variaveis, nos levou
a entender que essas ferramentas sdo eficazes e ajustaveis a diferentes situagdes potenciais.
Discorremos sobre o espectro de poténcia, representando a distribuicdo no espacgo de Fourier
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e aplicando nossa andlise aos tracadores de matéria. Entdo chegamos no espectro de poténcia
angular Cy, usado na andlise de sinais e de imagens, onde calculamos essa quantidade para
os efeitos de lenteamento e que usamos para as andlises discorridas no capitulo seguinte.

Em sintese, o capitulo 4 nos serviu para estudarmos métodos de andlise comuns e
que utilizamos neste trabalho, para a andlise de tracadores de matéria e a distribuicdo de
massa que o influencia. Evidenciamos a importancia deste estudo mostrando o poder de
previsdo e a forte relacdo entre efeito e causa da lente gravitacional e discorremos sobre a
importancia de métodos computacionais capazes de auxiliar nesta anélise.

Nosso objetivo, neste trabalho, foi validar a capacidade computacional de gerar e
analisar os resultados obtidos pela biblioteca NumCosmo. No cendrio cosmoldgico atual,
onde a grande quantidade de dados domina o cendrio da astrofisica e cosmologia obser-
vacional, ferramentas computacionais para cilculos numéricos e de andlise estatistica sdo
de fundamental importancia e, tendo disponivel uma ferramenta como a NumCosmo, e
seus resultados validados ao cruzarmos os mesmos com resultados obtidos por outra biblio-
teca, auxiliamos no desenvolvimentos das citadas ferramentas computacionais uteis para o
desenvolvimento de estudos cosmolégicos.

O cddigo que usamos e desenvolvemos, as andlises feitas e os resultados obtidos foram
abordados no capitulo 5. Falamos do formato utilizado para nossa andlise, como geramos os
valores do kernel de lenteamento fraco nas bibliotecas NumCosmo e CCL e desenvolvemos a
comparacio destes valores. Mostramos o resultado obtido e justificamos nossas conclusdes
com base nos graficos e nas tabelas apresentados.

O estudo da biblioteca NumCosmo e a comparacdo com a CCL, expostas no capitulo
5, nos mostra sucesso na comparacao e validacao, apresentando diferencas relativas espe-
radas, da ordem de 10~8 ~ 107, quando analisamos o espectro de poténcia dos kernels de

lenteamento fraco gerados pelas ja citadas bibliotecas.

Assim, mostramos que a biblioteca NumCosmo néo sé calcula e gera dados para as
quantidades estudadas nesse trabalho, como o kernel de lenteamento fraco de galéxia e seu
espectro de poténcia angular, como o faz com uma precisdo maior do que a oferecida pela
CCL. No momento em que estamos na cosmologia, onde a quantidade de dados supera nossa
capacidade computacional, a NumCosmo se mostrou uma ferramenta de exceléncia para
aqueles que desejam analisar e estudar dados cosmolégicos, calcular e gerar pardmetros

cosmoldgicos e aplicar essas andlises em estudos tedricos e observacionais.

A andlise, realizada em diferentes modelos cosmoldgicos, apresentou uma constancia
de sucesso para os resultados que desejadvamos e, entdo, partimos para analisar a variacdo
no kernel de lenteamento fraco gerado pela NumCosmo, quando variamos a distribuicao
da lente. O resultado obtido nos mostrou como a distribuicdo de massa altera o fend6meno
analisado, nos possibilitando fazer o caminho inverso, utilizando a deflexdo da luz para
entender o efeito da distribuicdo de galéaxias.
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Essa andlise nos permitiu unir nosso estudo teoérico a analise numérica, onde demos
uma volta no estudo de lentes gravitacionais e a disposicdo do cosmo. Vimos que a geometria
do espaco-tempo e as distancias angulares sao ditadas pelas equagdes de Friedmann, assim
como a distribui¢do de matéria evolui segundo essas equacgoes, essa distribui¢do de matéria,
por sua vez, deflete a trajetdria da luz, gerando as lentes gravitacionais, e podemos usar
esses fendmenos de lenteamento, convergéncia e cisalhamento, para inferir a distribui¢cdo
de massa das lentes e testar os modelos cosmologicos baseados nas equagdes de Friedmann.
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Apéndice A — Comentarios e Explicacoes

Breves

A.1 Vetores de Killing

Os vetores de Killing sdo campos vetoriais que geram simetrias continuas de uma
métrica em um espago-tempo ou variedade diferencial, (Carroll, 2019). Em outras palavras,

vetores de Killing definem direcdes de simetria da métrica, ou seja, isometrias.

Um vetor £# é chamado vetor de Killing se satisfaz a equacdo de Killing, dada por
V& + V6 =0, (A.1)

onde V, ¢ a derivada covariante associada a métrica g,,. Essa condicao significa que o tensor
métrico € invariante sob o fluxo gerado por £, ou seja, a métrica ndo muda ao longo da
direcdo definida por £¥. Isso implica uma simetria do espaco-tempo.

Exemplos de vetores de Killing que aplicamos com frequéncia nas andlises cosmo-
l6gicas sdo o vetor J; em um espaco-tempo estacionario, um vetor de Killing associado a
invariancia temporal (conservacdo de energia), e o vetor d, em um espaco-tempo axialmente
simétrico, um vetor de Killing associado a invariancia rotacional (conservacao de momento
angular).

As aplicacgoes de tais vetores sdo de fundamental importancia na cosmologia. Sao
fundamentais para encontrar quantidades conservadas ao longo de geodésicas (como energia
e momento angular) e auxiliam a classificar solu¢des da Relatividade Geral e simplificar
equacdes de movimento. E o vetor de Killing que caracteriza a variedade como homogénea e
isotrépica.

Na métrica de FLRW, por exemplo, vetores de Killing sdo aplicados na conservagao
espacial para definir o espaco-tempo. Apesar do fator de escala depender do tempo, a métrica
¢ espacialmente homogénea e isotrépica. Isso implica que existem seis vetores de Killing
espaciais, correspondendo a translagées espaciais (0y, 9,,0;) € rotacdes espaciais (yd, —
Z0y, 20y — X0z, X0, — y9y). Esses vetores satisfazem a equacdo de Killing porque o fator de
escala a(t) € comum a todos os termos espaciais e ndo depende de x, y, z. Isso garante a
invariancia sob rotacoes e translacoes espaciais.

O tempo ndo é uma simetria geral na métrica de FLRW. De forma geral, ndo existe um
vetor de Killing temporal J;, pois a métrica muda com o tempo devido a a(t). Isso significa que
ndo ha conservacao de energia global no universo em expansao, apenas em casos especiais

(como espaco-tempo de de Sitter ou Minkowski) pode haver simetria temporal.
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Um detalhe importante e bastante util para diversas analises cosmoldgicas € que a
contracdo do vetor de Killing com o vetor tangente & Geodésica € uma constante. Seja u#
um vetor tangente a geodésica, isto é u# = dx*/dA, onde 4 é o parametro afim da geodésica,

entao J
— My =
d/‘l (g,llu ) o, (A2)

nos indicando que a projecdo do vetor de Killing na direcdo da trajetdria da particula, §,u*,
¢ conservada ao longo da geodésica. Isso permite identificar quantidades conservadas associ-
adas as simetrias do espaco-tempo e serve como uma generalizacdo do teorema de Noether:

simetrias geram conservagoes.

Um exemplo pratico e util para lentes gravitacionais, dentre outros fendmenos cos-
moldgicos, €, se uma particula de luz segue uma geodésica nula (u*u, = 0), e £ € um vetor
de Killing associado a uma simetria rotacional, a quantidade £, u* representa o momento
angular da luz, que € conservado. Isso nos auxilia a calcular desvios angulares e trajetdrias em
métricas esfericamente simétricas (como Schwarzschild ou FLRW com curvatura positiva).

A.2 Tensao Anisotrépica

Definimos tensdo anisotropica como a diferencga nas pressdes ou tensoes ao longo de
diferentes direcdes espaciais em um sistema fisico (Santos, 2012) (Sarmah; De; Goswami,
2023). Para a cosmologia, esse fenomeno simboliza a possibilidade de diferencas na expansao
do universo ao longo de diferentes direcoes.

Na Relatividade Geral, o tensor energia-momento T,,,, de um fluido perfeito é dado
por
T = (p+p)ULUy + pguv, (A.3)

onde p representa a densidade de energia, p a pressdo escalar (isotropica) e U, o quadrivetor
velocidade.

Se o fluido tem pressdes diferentes ao longo de dire¢des quaisquer, substituimos o

termo pg,, por um tensor de pressdo anisotropico, descrito por

Ty = (0 +Dp) UU, +piguw + (p|| + pl)k,ukv, (A4)

onde p| representa a pressdo ao longo da direcdo paralela e p, a pressdo na dire¢do perpen-
dicular a essa direcdo privilegiada que, por sua vez, ¢ definida pelo vetor unitario k, - ndo ¢
necessariamente um vetor de Killing, pois ndo precisa gerar uma isometria. A tensio aniso-
tropica pode surgir, por exemplo, devido & presenca de campos vetoriais, campos tensoriais

ou até mesmo defeitos topoldgicos no universo primordial.

O universo tardio, ou seja, o universo apos a recombinacdo (z ~ 1100) ,é marcado
por dois aspectos fundamentais: a radiagdo cdsmica de fundo (CMB) ja havia se desacoplado
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da matéria, e a expansdo era predominantemente influenciada pela matéria, com a energia
escura comec¢ando a desempenhar um papel importante apenas em tempos mais recentes
(z < 0,3). Para um universo perfeitamente homogéneo e isotropico, o modelo de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), no qual a expansdo ocorre da mesma forma em todas as
direcoes, seria suficiente para descrevé-lo. No entanto, algumas evidéncias sugerem pequenas
anisotropias na expansao, especialmente em levantamentos de galdxias e medicdes da taxa
de expansdo do universo em diferentes direcoes.

Algumas hipoteses foram criadas para explicar o surgimento da tensio anisotropica
no universo tardio. Alguma das motivagdes provaveis sdo: os campos magnéticos cosmi-
cos, campos magnéticos primordiais que poderiam gerar pequenas tensoes anisotropicas;
a energia escura pode apresentar comportamento anisotropico, afetando a expansdo em
algumas direcdes privilegiadas; e efeitos de grandes estruturas, devido a distribuicao de
superaglomerados de galdxias que poderiam perturbar gravitacionalmente a expansao do

universo em alguma direcao.

Para se aprofundar mais no tema, recomendo a leitura do artigo (Zelmanov, 2008),
bastante instrutivo e introdutoério ao assunto.

A.3 Outros Modelos Cosmolodgicos

Como vimos no capitulo 5, outros modelos cosmolégicos, além do modelo ACDM
foram usados para a nossa andlise. Na tabela 5.2 podemos ver esses modelos e, aqui nesse
apéndice, vamos fazer um breve resumo para melhor entendimento do leitor.

O modelo ACDM, como ja vimos, ¢ aquele que tem a energia escura descrita pela
constante cosmolégica A, responsavel pela aceleracdo da expansdo do universo, e tem a

equacao de estado dada por w = —1.

O modelo ACDM ¢ bem sucedido em explicar uma série de fendmenos e observacoes,
como a radiagdo cosmica de fundo (CMB), a expansdo acelerada do universo, a distribuicdo
de galadxias, a formacao de estruturas de grande escala e as lentes gravitacionais, dentre
outros fendmenos (Dodelson; Schmidt, 2024).

Ja o modelo XCDM ¢ caracterizada pela presenca de uma forma mais genérica de
energia escura, representada pela letra X, com uma equacdo de estado constante w = p/p,
onde p é a pressdo e p a densidade da energia escura. Esse modelo é uma generalizacdo do
modelo anterior (ACDM), mas mantendo o carater dela se manter constante no tempo.

Flat, ou plano, refere-se a curvatura espacial do universo, que, neste caso, € nula, ou
seja, o espaco-tempo € plano. A notacdo usada para representar esse caso € Qi = 0.J4d um
universo spherical, um universo esférico, possui uma curvatura positiva, representada por
Q < 0, ou seja, um universo fechado, de geometria esférica.
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Os simbolos 1v e 2v estlo relacionados aos tipos de de neutrinos massivos, ou seja,
indicam que o modelo considera um ou dois tipos de neutrinos massivos no conteudo do
universo, respectivamente. Essas consideracoes estdo ligadas a expansdo do universo, a

formacdo de estruturas e ao comportamento dos modos de oscilacdo no universo primordial.

Senda assim, o modelo XCDM spherical 2v, por exemplo, representa um modelo
cosmolégico com energia escura (constante, mas nao necessariamente A), curvatura positiva

e com dois tipos de neutrinos massivos na composicao do universo.

O leitor é convidado a ler os trabalhos (Peebles, 1998) e (Lesgourgues; Verde, 2024),
onde podem ver mais dos assuntos relacionados a modelos cosmoldgicos e a relacdo entre
neutrinos e o desenvolvimento do Cosmo para como ele se encontra hoje.
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Apéndice B — Cadigos Utilizados na
Analise

O codigo que usamos para desenvolver a andlise abordada nesse trabalho foi desen-
volvido na biblioteca Numerical Cosmology Library (NumCosmo), com o objetivo de estudar
o kernel de lenteamento fraco e sua dependéncia em relagcdo ao redshift e as grandezas
cosmoldégicas, como densidade de matéria baridnica Qp e matéria escura fria (cold dark
matter-CDM) Q., dentre outros.

Validamos, entdo, o resultado gerado nessa andlise ao compara-los com os resultados
obtidos pela biblioteca Core Cosmology Library (CCL), desenvolvida pelo Dark Energy Science
Collaboration (DESC) do Vera C. Rubin Observatory’s Legacy Survey of Space and Time (LSST).
A CCL implementa diferentes quantidades cosmolégicas, como funcées de crescimento de
estrutura, espectros de poténcia e distancias cosmoldgicas (Collaboration, 2025a).

Podemos dividir o programa utilizado em trés partes: a primeira parte, onde definimos
a funcao de comparacdo entre as bibliotecas e sua representacao grafica; a segunda parte,
onde geramos e calculamos as grandezas em cada uma das bibliotecas; e a terceira parte, onde
definimos os parametros utilizados e aplicamos os valores gerados a fun¢do de comparagao,
produzindo os graficos analisados no capitulo 5.

B.1 Primeira Parte: A Funcao de Comparacao

A funcdo responsdavel por comparar os valores gerados e nos devolver um grafico
representando essa comparagdo é chamada CompareFuncld . Comegamos por importar as
bibliotecas que serdo utilizadas, a NumCosmo e a CCL, claro, além do numpy, timeit, dentre

outras que podem ser vistos abaixo.

import sys

import numpy as np

import math

import matplotlib.pyplot as plt

from IPython.display import HTML, Markdown, display

# CCL
import pyccl

import pandas as pd

# NumCosmo
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from numcosmo_py import Nc, Ncm

from numcosmo_py.ccl.nc_ccl import create_nc_obj, CCLParams, dsigmaM_dlnM

from numcosmo_py.plotting.tools import set_rc_params_article, format_time
import numcosmo_py.cosmology as ncc

import numcosmo_py.ccl.comparison as nc_cmp

Partimos entdo para a funcio de comparacdo. A classe CompareFuncld compara duas
funcoes representadas no cédigo por y1 e y2 em relagdo a uma varidvel independente x .
Essa classe calcula as diferencgas relativas e absolutas entre essas duas funcdes e oferece
métodos para andlise estatistica e visualizacdo dos dados.

Dentro desta classe temos definido um construtor __init__ que recebe trés arrays

numpy (y1, y2 e x ) e valida que possuem todos 0o mesmo tamanho. Também ¢é responsavel
por calcular a diferenca relativa diff quando y1 for diferente de zero e a diferenca absoluta
abs_diff em moddulo. Ainda a classe possui propriedades estatisticas bem definidas, dentre
elas o método @property para obter estatisticas da diferenca relativa, dados pela diferenca

minima e maxima e média, desvio padrdo e mediana das diferencas.

Para a representacdo visual dos dados, a classe CompareFuncld plota as funcdes y1
e y2 no primeiro eixo e a diferenca absoluta no segundo. Define escala e rotula cada eixo,
definindo as unidades, se houver, e adiciona rétulo e legenda adequados.

Aqui abaixo estd parte da classe CompareFuncild

class CompareFuncid:

nnn

"""Class for functions comparison.

def __init__(
self,
x: npt.NDArray[np.float64],
y1: npt.NDArray[np.float64],
y2: npt.NDArray[np.float64],

*
’

model: str = "unnamed”,
namel: str = "1",
name2: str = "2",
x_symbol: str = "x",

no,n

y_symbol: str = "y",

Xx_unit: str | None = None,

y_unit: str | None = None,

xscale: str = "linear”,
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yscale: str = "log",

) —> None:
"""Compare CCL

and NumCosmo results for a function.

nnn

assert x.shape == y1.shape
assert x.shape == y2.shape
non_zero_indices = y1 != 0.0
zero_indices = ~non_zero_indices # O til (~) é o operador de negacdo bit a
— bit (bitwise NOT)
self.diff[non_zero_indices] = y2[non_zero_indices] / y1[non_zero_indices] -
— 1.0
self.diff[zero_indices] = y2[zero_indices] - yl[zero_indices]
self.abs_diff = np.abs(self.diff)

@property

def rel_diff_min(self) -> float:

"""Return the minimum relative difference.

nnn

return np.min(self.abs_diff)

@property

def rel_diff_max(self) -> float:

"""Return the maximum relative difference.

nnn

return np.max(self.abs_diff)

def plot(
self,
axs: list[plt.Axes],
*y
color: str = "black”,
lw: float = 0.8,

) -> None:

"""Plot the comparison.

nnn

assert len(axs) ==

assert isinstance(axs[0@], plt.Axes)
assert isinstance(axs[1], plt.Axes)

y1_name, y2_name = (

f"{self.y_symbol}*\\mathrm{{{self.namel1}}}",
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f"{self.y_symbol}*\\mathrm{{{self.name2}}}",
)
axs[0].plot(
self.x, self.yl, label=self.model, lw=1lw, color=color, linestyle=

n_n

)
axs[0].plot(self.x, self.y2, 1lw=lw, color=color, linestyle="--")
if np.sum(self.abs_diff) > 0.0:

axs[1].plot(self.x, self.abs_diff, lw=1lw, color=color)

axs[1].set_xscale(self.xscale)

B.2 Segunda Parte: Comparando Variaveis Geradas pelas

Bibliotecas

Aqui estd a maior parte do programa. A comparacdo ¢ feita entre todas as variaveis
geradas pela NumCosmo e pela CCL, desde variaveis cosmoldgicas como a densidade de
radiacdo Qg até o kernel de lenteamento fraco e a auto-correlacdo angular. Eu vou resumir
parte das fun¢des de comparacgdo, separando em tépicos que imagino facilitar o entendimento

do leitor e seguindo a ordem do prdprio programa.

A comparacio de varidveis cosmoldgicas comec¢a com a funcdo compute_times que
mede o tempo de execucdo de uma funcdo e, logo em seguida, parte para a funcio que com-
para os valores de densidade de matéria Q,, gerados pelas bibliotecas CCL, representada pela
sigla pyccl, e NumCosmo, representada por ncc, nomeada compare_Omega_m . Essa funcdo
calula Q,, para ambas as bibliotecas e retorna um objeto CompareFuncid . Esse processo é
semelhante para todas as variaveis cosmologicas seguintes.

Em seguida, partimos para a parte do codigo que compara diferentes definicoes
de distancia cosmoldgica entre as bibliotecas. O objetivo € avaliar discrepancias entre as
implementacdes das duas bibliotecas, nos fazendo repetir, a partir do calculo de cada tipo
de distancia nas duas bibliotecas e retornando um objeto CompareFuncld para andlise. Aqui
sdo comparadas as distdncias comovel radial, comével transversal, angular, dentro outras,

como mostra o fragmento de cddigo abaixo:

def compare_distance_comoving(
ccl_cosmo: pyccl.Cosmology,
cosmology: ncc.Cosmology,

z: np.ndarray,
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*
’

model: str = "unnamed”,

"""Compare comoving distance from CCL and NumCosmo."""
cosmo = cosmology.cosmo

dist = cosmology.dist

a=1.0/ (1.0 + z)

RH_Mpc = cosmo.RH_Mpc()

ccl_D = np.array(pyccl.comoving_radial_distance(ccl_cosmo, a))

nc_D = (
np.array(dist.comoving_array(cosmo, npa_to_seq(z)), dtype=np.float64) =
— RH_Mpc

return CompareFuncid(
x=z, yl=ccl_D, y2=nc_D, model=model, x_symbol="z", y_symbol=r"D_c",

< y_unit="Mpc"

Os processos sdo repetidos para a comparacdo de fatores de crescimento e escala
cosmologica, para a comparacdo de lentes fracas, do espectro de poténcia e entdo chegamos

na correlacio de dois-pontos.

Os graficos e andlises usadas neste trabalho derivam do moédulo de correlagdo de
dois-pontos do kernel de lenteamento-fraco de galaxias, que compara o kernel de lentes
fracas e as funcdes auto-correlacionadas entre as bibliotecas CCL e NumCosmo. Essa parte
€ composta por trés funcoes:

1. Afuncdo prepare_dndz , responsavel por preparar a distribuicdo dn/dz, a distribuicio
de galdxias em funcdo do redshift, para o tracador de lentes gravitacionais. Essa funcdo
usa uma distribui¢do gaussiana centrada em u com desvio padrdo o e retorna uma

spline que representa a fungdo dn/dz.

2. A funcdo compare_galaxy_weak_lensing_kernel compara o kernel de lentes fracas
entre CCL e NumCosmo para um valor especifico de multipolos €. Em outras pala-

vras,calcula e compara o W, para lentes fracas.

3. A funcio compare_galaxy_weak_lensing_auto , por fima, compara a auto-correlacdo
de lentes fracas entre CCL e NumCosmo para um conjunto de multipolos €, de forma
muito semelhante a func¢do anterior, calculando os espectros de poténcia angular C,
para lenteamento fraco de galaxias.
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Asfunc¢des da NumCosmo e da CCL tem alguns pardmetros comuns que sdo utilizados
no calculo do kernel de lenteamento fraco e nas comparacdes. Ambos dependem de um
objeto de cosmologia pré-definido, no casso da CCL € o objeto ccl-cosmo , para a NumCosmo,
0 objeto cosmology . Outros parametros comuns sdo os multipolos (o nivel de escala angular
para lentes fraca), os parametros da fun¢do de distribuicdo dn/dz, isto é, a média u e o desvio
padrdo o, e o objeto z_len, responsavel pela resolucdo para o redshift (nimero de pontos da
grade de dn/dz).

def compare_galaxy_weak_lensing_kernel(
ccl_cosmo: pyccl.Cosmology,

cosmology: ncc.Cosmology,

ell: int,
*Y
model: str = "unnamed”,

n_samples: int | None = None,

mu: float = 0.5,

sigma: float = 0.1,

z_len: int = 1000,

"""Compare weak lensing kernel from CCL and NumCosmo."""
dndz = prepare_dndz(mu, sigma, z_len)

nc_wl = Nc.XcorLimberKernelWeakLensing.new(©.0, 2.0, dndz, 3.0, 7.0,
— cosmology.dist)

nc_wl.prepare(cosmology.cosmo)

z_a = np.array(dndz.peek_xv().dup_array())

nz_a = np.array(dndz.peek_yv().dup_array())

if n_samples is not None:
ccl_wl = pyccl.WeakLensingTracer(
ccl_cosmo, dndz=(z_a, nz_a), n_samples=n_samples
)
else:

ccl_wl = pyccl.WeakLensingTracer(ccl_cosmo, dndz=(z_a, nz_a))

z_a, _, H_Mpc_a, ccl_Wchi_a = tp.compute_kernel(ccl_wl, cosmology, ell)

nc_Wchi_a = (
np.array(
[nc_wl.eval_full(cosmology.cosmo, z, cosmology.dist, int(ell)) for z in

— z_a]
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* H_Mpc_a

return CompareFuncld(
X=z_a,
yl=ccl_Wchi_a,
y2=nc_Wchi_a,
model=model,
x_symbol="z",
y_symbol=r"{W_{\ell={" + str(ell) + r"}}*\mathrm{WL}}",
xscale="log",

yscale="log",

As funcdes retornam objetos CompareFuncld, como era de se esperar, que organiza e
compara os resultados entre CCL e NumCosmo, com graficos gerados em escala logaritmica
para € e z e suas respectivas quantidades. Essas funcées servem para comparar os calculos
de lentes fracas, como o kernel e a auto-correlacio, entre as bibliotecas CCL e NumCosmao,
oferecendo visualiza¢des das diferencas para uma melhor andlise, como vimos no capitulo 5.

B.3 Terceira Parte: Parametros Utilizados e Aplicacao dos

Valores Gerados a Funcao de Comparacao

Seguimos nosso trabalho, agora para efetivamente compararmos as bibliotecas e
validarmos os valores gerados e célculos realizados pela NumCosmo. Como vimos, € neces-
sario uma série de parametros para realizacdo deste calculo, assim como a importagdo das
respectivas cosmologias de cada uma das bibliotecas.

Comecamos esse processo inicializando um objeto de cosmologia CCL usando para-
metros globais pré-definidos para, entio, gerar um objeto de cosmologia NumCosmo, inicia-
lizado com os mesmos parametros que o modelo da CCL, usando a funcdo create_nc_obj

da numcosmo_py .

No programa desenvolvido, parametros escalares sdo fixos ao longo de todo o modelo
e sdo aplicados universalmente, enquanto arrays definem variacdes em energia escura e
propriedades de neutrinos para multiplos senérios, ou seja, representam diferentes confi-
guracdes de modelos, permitindo uma ampla possibilidade de andlise. Em seguida temos
a funcdo setup_models, onde temos a viabilidade de habilitar cdlculos de alta precisdo em
CCL, melhorando a concordéncia geral entre a CCL e NumCosmo ao custo do aumento do
tempo de computacdo, (Collaboration, 2025b).
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Os parametros podem ser vistos na tabela 5.1 e parte do codigo utilizado pode ser
visto abaixo. O codigo completo estd disponivel no repositorio do GitHub ou no site https:
//mumcosmo.readthedocs.io/en/latest/.

from numcosmo_py.ccl.nc_ccl import create_nc_obj

PARAMETERS_SET = [
r"$\Lambda$CDM, flat”,
r"$\Lambda$CDM, flat, $1\nu$”,
r"XCDM, flat”,
r"XCDM, spherical, $2\nu$",
r"XCDM, hyperbolic”,
]
COLORS = plt.rcParams["axes.prop_cycle"].by_key()["color"][:5]

def setup_models(
0.25, # Cold dark matter density

Omega_c: float
Omega_b: float = 0.05, # Baryonic matter density

h: float = 0.7, # Dimensionless Hubble constant

[...]
):
"""Setup cosmological models."""
Omega_v_vals = np.array([0.7, 0.7, 0.7, 0.65, ©0.75]) # Dark energy density
[...]
# Neutrino masses (eV) for each model: [m1, m2, m3]
mnu = np.array(
L
[0.0, 0.0, 0.0],
[0.04, 0.0, 0.0],
[0.0, 0.0, 0.0],
[0.03, 0.02, 0.0],
[0.0, 0.0, 0.0],
]
[...]

parameters = [
["$\\Omega_c$", "Cold Dark Matter Density"”, Omega_c],


https://numcosmo.readthedocs.io/en/latest/
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C...]

["$m_\\nu$", "Neutrino Masses (eV)", [f"{m.tolist()}" for m in mnul],
]
models = []

if high_precision:

CCLParams.set_high_prec_params()

cosmology = create_nc_obj(ccl_cosmo, dist_z_max=dist_z_max)

models.append({"CCL": ccl_cosmo, "NC"”: cosmology})

return parameters, models

Finalmente, partimos para a aplicacdo da andlise das funcdes de interesse e geramos
as representacodes visuais dos célculos realizados, os graficos da andlise. A comparacio do
kernel de lenteamento fraco de galaxias e do espectro de poténcia angular implementado na
CCL e na NumCosmo nos devolveu os grafico 5.3 e 5.4. O cédigo implementado cria uma
lista contendo as comparagdes para diferentes modelos cosmologicos onde cada funcao é
aplicada a todos os modelos e armazenada em gwl_auto_comparisons . Em seguida, parte
para criacdo dos graficos de comparacdo, criando uma figura com dois subplots empilhados,

como vimos nas figuras ja mencionadas, por exemplo.

O cddigo abaixo nos mostra como essa andlise foi implementada e os graficos foram
gerados.

gwl_auto_comparisons: list[nc_cmp.CompareFuncid] = [

[

nc_cmp.compare_galaxy_weak_lensing_kernel(
m["CCL"], m["NC"], ell_kernel_test, model=name

)
for m, name in zip(models, PARAMETERS_SET)

1,

[
nc_cmp.compare_galaxy_weak_lensing_auto(m["CCL"], m["NC"], ells,
— model=name)
for m, name in zip(models, PARAMETERS_SET)

1,

Os resultados para todos os conjuntos foram resumidos na tabela 5.2 e chegamos
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a conclusao que todos os calculos de CCL concordam com os resultados do NumCosmo,

mostrado no capitulo 5.
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