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Resumo

Este trabalho apresenta uma investigacao aprofundada de um sistema bidimensional
nao-relativistico de interacao forte, que modela um estado ligado de quark-antiquark pe-
sado. O estudo é realizado no dominio da mecanica quantica simplética e das derivadas
fracionarias generalizadas, com o sistema de particulas interagindo por meio do potencial fe-
nomenoldgico de Cornell, que inclui tanto um termo do tipo-coulombiano quanto um termo
linear de confinamento. A metodologia empregada envolveu o método de Nikiforov-Uvarov
generalizado fraciondrio e o mapeamento de Levi-Civita (ou mapa de Bohlin) para resolver
a equagao de Schrodinger no referencial do espaco de fase. Em uma das abordagens, o sis-
tema de interacao efetiva é separado em duas partes, onde uma parte é tratada como um
analogo ao oscilador harmonico (solucao nao perturbada) e a outra parte é analisada usando
a teoria de perturbacdo até primeira ordem. A quantizacdo do hamiltoniano é realizada
com os operadores estrela, e as autofungoes (perturbadas e nao perturbadas) sao associa-
das a funcao de Wigner através do produto estrela de Weyl e da teoria de representagao
do grupo de Galilei. A nao-classicalidade dos estados do méson é investigada usando um
indicador de nao-classicalidade da funcao de Wigner, que permite quantificar o desvio do
comportamento quantico em relacao ao classico. O estudo prossegue com uma analise de-
talhada do efeito dos parametros fracionédrios a e S na solucao do estado fundamental, que
¢ analisado por meio da fungao de Wigner. Uma das contribui¢oes fundamentais do modelo
é a determinacao dos espectros de massa de quarkonios pesados (cc, bb e bc). Os resultados
obtidos estao em excelente acordo com dados experimentais, melhorando estudos tedricos
anteriores. Prosseguindo, o comportamento quéantico do sistema charme-anticharme (cc)
que se move sob o potencial de Cornell é investigado. Para isso, utilizamos as aborda-
gens da mecanica quantica simplética e da funcao de Wigner, incluindo o efeito do spin.
Inicialmente, derivamos a representacao simplética da equacao do tipo Pauli-Schrodinger.
Dentro deste formalismo, analisamos trés aspectos fundamentais: (i) o confinamento do
sistema, (ii) o espectro de energia e o (iii) surgimento de nao-classicalidade para os estados

do quarkonio. Além disso, calculamos os espectros de massa do méson c¢ e os resultados
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obtidos estao em concordancia com o dado experimental, aprimorando estudos tedricos
anteriores.

Palavras Chaves: Interagao Efetiva Quark-antiquark, Potencial fenomenoldgico de Cor-
nell; Funcao de Wigner, Mecanica Quantica Simplética, Transformacao de Bohlin, Deriva-

das fracionarias generalizadas.
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Abstract

This work presents an in-depth investigation of a two-dimensional non-relativistic stron-
gly interacting system that models a bound state of a heavy quark-antiquark pair. The
study is conducted within the framework of symplectic quantum mechanics and generali-
zed fractional derivatives, with the interacting particles governed by the phenomenological
Cornell potential, which incorporates both a Coulomb-like term and a linear confining
term. The methodology employed involves the generalized fractional Nikiforov—Uvarov
method and the Levi-Civita mapping (also known as the Bohlin transformation) to solve
the Schrodinger equation in the phase-space representation. In one of the approaches, the
effective interaction system is separated into two parts: one part is treated as an analo-
gue of the harmonic oscillator (unperturbed solution), while the other is analyzed using
first-order perturbation theory. Quantization of the Hamiltonian is carried out via star
operators, and the corresponding (perturbed and unperturbed) eigenfunctions are asso-
ciated with the Wigner function through the Weyl star product and the Galilean group
representation theory. The non-classicality of meson states is investigated using a non-
classicality indicator derived from the Wigner function, which allows for a quantification of
the deviation from classical behavior. The study further includes a detailed analysis of the
effects of the fractional parameters a and 3 on the ground-state solution, which is explored
through the Wigner function. One of the central contributions of the model is the determi-
nation of the mass spectra of heavy quarkonia (cc, bb and bc). The obtained results show
excellent agreement with experimental data, improving upon previous theoretical studies.
Subsequently, the quantum behavior of the charm-anticharm system (c¢) under the Cornell
potential is investigated using the symplectic quantum mechanics framework and the Wig-
ner function formalism, incorporating spin effects. Initially, the symplectic representation
of the Pauli—-Schrodinger-type equation is derived. Within this formalism, three fundamen-
tal aspects are examined: (i) the confinement of the system, (ii) the energy spectrum, and
(iii) the emergence of non-classicality in the quarkonium states. Furthermore, the mass

spectra of the ¢¢ meson are computed, with results that are consistent with experimental
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observations and provide improvements over previous theoretical models.

Key words: Effective Quark-antiquark interaction, Phenomenogical Cornell potential,
Wigner function, Quantum mechanics symplectic, Bohlin transformation, Generalized Frac-

tional derivatives.
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Capitulo 1

Introducao

O advento dos estudos do sistema charménio (um estado ligado do quark ¢ e sua
antiparticula ¢), e o avango na Cromodinamica Quantica (em inglés, sigla QCD), impeliram
na forma de se compreender a fisica de hadrons . A semelhanca com o positronio era
evidente, logo, o termo quarkonio foi proposto %91 Desde entao, a busca em explicar o
fenomeno do confinamento de quarks e a dinamica da QCD foi fundamentada usando
varias abordagens tedricas, a saber: QCD na rede, teoria de campo efetiva e modelos de
potenciais [4, 10, 11, 12, 13, 14]

Quando se trata de testar as previsoes da QCD, o méson c¢¢ mostrou-se ser um candidato
adequado. Neste cenario da QCD, o calculo das propriedades do méson sao completamente
nao-perturbativos. Dessa forma, o calculo direto com técnicas de QCD na rede tornou-se o
método mais plausivel a ser empregado. Os quarks leves em um méson possuem massa do
estado ligado muito maior que a massa do quark, movendo-se a velocidades relativisticas.
Por outro lado, a velocidade dos quarks pesados, denominados de bottom e charme em
seus respectivos quarkonia é reduzida o bastante de modo que os efeitos relativisticos
sejam restringidos. Além do mais, a velocidade v é estimada em torno de 0.3c¢ para o
charmoénio [ ). Entéo, uma expansao em série de poténcias v?/c? é utilizada para tornar
o calculo aproximativo. Tal método é denominado na literatura de QCD nao relativistica
(em inglés, sigla NRQCD) [ 7% 1,

As massas dos estados quarkonio pesados podem ser determinadas usando modelos
de potenciais efetivos. Um dos modelos de potenciais mais proeminentes é o potencial
de Cornell (ou funil) [15 1] Este modelo foi proposto primeiramente pelo grupo de Cor-
nell e proporcionou resultados satisfatorios para o cdlculo da espectroscopia de massas do
charmoénio e do bottoménio ' . Especificamente, o sistema é descrito pela combinagao

do potencial tipo Coulomb somado com um potencial linear. O estudo deste potencial
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leva em conta duas caracteristicas essenciais no campo da Cromodinamica Quantica: a
liberdade assintética e o confinamento 5 .

Dentro da QCD nao relativistica o potencial de Cornell é de particular interesse para
realizar a deteccao caracterizando as peculiaridades eletromagnéticas de mésons e do es-
pectro de massa para estados acoplados U715 Outro interesse, ¢ que o potencial de Cornell
tem sido utilizado para investigar a transicao de fase de confinamento e deconfinamento
da matéria 5 25 2% 20 2025 2950 By outros campos da fisica, o potencial de Cornell tem
apresentado uma relevancia consideravel, tais como, fisica de plasma, fisica de particulas,
fisica nuclear e eletrodindmica nao linear [ ' *'.

O potencial de Cornell é representado como,

Vig) = g + aq, (1.1)

onde o primeiro termo representa a interacao em pequenas distancias entre um quark e
seu antiquark mediante a troca de um glion, o segundo termo de interagao linear leva em
consideracao o fenomeno de confinamento e é dominante para uma distancia grande. E
conhecido que o potencial V(g) definido na equagao (1.1) reproduz dois aspectos tipicos
da interacao forte incorporados no primeiro e segundo termos.

O termo de interacao tipo Coulomb exibe um carater chamado de liberdade assintética.
Este processo demonstra que a constante de acoplamento da interagao forte é uma funcgao
do momento transferido '), No processo de colisao entre um quark e sua antiparticula,
o momento transferido aumenta em distancias muito proximas. Quando isso acontece, a
constante de acoplamento é suficientemente minima para que os quarks e glions possam ser
considerados livres, de tal forma que a teoria de perturbacao pode ser usada para explicar
suas interacoes. Por outro lado, a medida que a constante de acoplamento da interagao
forte cresce, o momento transferido diminui em distancias relativamente grandes. No outro
extremo, para separacoes da ordem de 1071 m ou 1 fentémetro (fm), surge um mecanismo
denominado de confinamento o qual mantém quarks e antiquarks definitivamente contidos
dentro dos hadrons ' '), Através do modelo tubo de fluxo, o confinamento é descrito de
forma qualitativa. Quando a separacao entre os quarks e antiquarks aumenta, o campo de
gliion entre as duas cargas de cores cria uma estrutura semelhante a uma corda (designado
tubo de fluxo) [26], Consequentemente, a densidade de energia no tubo entre os quarks que
mantém o campo de glions se torna constante em grandes distancias ', Entdo, a densidade

de energia armazenada no campo ¢ proporcional ao afastamento dos quarks, fornecendo

2 1 x Pt Produto Estrela
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o termo de interagao linear na equagao (1.1). Assim, em vez de um quark livre, a energia
potencial pode produzir novos pares de quarks em formas incolores em um espagamento
significativamente maior. Nos 1ltimos anos, os esforgos tém se voltado para compreender
o confinamento através do método de QCD na rede ['"> 1% 21,

Na literatura, a equacao de Schrodinger com o potencial de Cornell, como modelo de
quark, tem sido amplamente empregada para explorar sistemas quarkoénio no espaco de
configuragao. Este é o caso de estudos em espectroscopia de massa de quarks pesados e das
propriedades do estado ligados de mésons bb e e > * % %% 21 Em termos tedricos, Vega
et al. | ], analisaram as propriedades dos hadrons pesados usando a equacao de Schrodin-
ger, o potencial de Cornell e a formulagao variacional, no amago da mecanica quantica
supersimétrica (em inglés, sigla SUSYQM) 595 99 Métodos matemdticos computacionais,
como o método interativo exato analitico (em inglés, sigla AEIM), foi aplicado por Khoka
et al. [ para solucionar a equagao de Schrodinger com um potencial de Cornell estendido
no espaco N-dimensional. Com isso, o espectro de massa e a energia dos sistemas de mésons
pesados foram obtidos.

Ainda neste cenario, Bruni et al. [ ], utilizando outra abordagem, chamada de espagco
anti-de Sitter, com base na acao de Nambu-Goto, estimaram a energia associada a uma
dada separacao entre um par de quark-antiquark. Como resultado, o aspecto da energia
assume a forma de um potencial Cornell. Também, Abu-Shady et al. [ ], exploraram o
potencial Cornell e a parte radial da equagao de Schrodinger em altas dimensoes para
um sistema quarkonio. Este sistema foi examinado em um tratamento analitico usando o
método Nikiforov-Uvarov [ ' 1 Além disso, recentemente Petronilo et al. [ ], investiga-
ram o modelo efetivo quark-antiquark na estrutura do espago de fase usando o formalismo
de Wigner e a dinamica de campos térmicos (TFD). Nesse modelo, foi calculado o efeito

Casimir no ponto gy do potencial de Cornell, tal que V(gqy) = 0, conforme a figura 1.1.

47| — — Linear
— Cornell
oL [ tipo Coulomb

V(GeV)

1 2 3 4 5
q(fm)

Figura 1.1: potencial de Cornell.
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A fungao de Wigner (ou fungao densidade de quase-probabilidade) foi introduzida em
1932 [ para a descricao da mecanica quantica no espacgo de fase [, 49,10, 47,15, 9] Bgte
teve como motivacao estudar as correcoes quanticas na mecanica estatistica classica [,
relacionando a funcao de onda que aparece na equacao de Schrodinger a uma quase dis-
tribuicao de probabilidade no espaco de fase. O termo “quase densidade” estd associado
com a presenca de valores negativos para a funcao de Wigner, que em certo sentido, de-
vido ao principio da incerteza de Heisenberg, caracteriza sua natureza quantica 910
conhecimento da fungao de Wigner permite encontrar os valores médios das caracteristicas
de um sistema quantico ao longo do espaco de fase. Esse formalismo nos permite conside-
rar sistemas quanticos em termos da fisica cldssica 2991 Dessa maneira, cada operador
A definido no espago de Hilbert H é associado com uma fungdo chamada de aw (g, p) no
espago de fase I' [49, 54, 55] Entao, existe uma aplicagdo dada por Qu @ A — aw(q,p), tal
que a algebra associativa dos operadores definidos em H, leva a uma algebra associativa
mas nao comutativa em I', dada por Qy : AB — aw * by, onde o produto de Weyl-Moyal
ou produto estrela x é definido por [19, 56, 57, 58]

ihA

aw * by = aw (g, p)e 2 bw(q,p), (1.2)

em que A = %pﬁq — %qu. Neste trabalho é considerado h = ¢ = 1 as unidades naturais.

Note que a equagao (1.2), pode ser vista como um operador A= (aw*) atuando em
funcoes by, tal que ﬁ(bw) = ay * by P00 produto de Weyl-Moyal é importante para
estudos de representacoes unitarias irredutiveis de grupos cinematicos considerando ope-
radores do tipo (ay ) 119,95, 57 Degsa forma, existe estratégias distintas analisadas no que
diz respeito a natureza nao comutativa em H que é associada a estrutura nao comutativa
em T [ 7% 7 Tanto o formalismo de estrutura simplética bem como o produto de Weyl-
Moyal tém sido estudados nas representacoes unitarias do espaco de fase, permitindo a
representacao simplética da equagao de Schrédinger 19,96, 57 191 Bgta perspectiva de es-
trutura simplética oferece um mecanismo apropriado para deduzir a funcao de Wigner ope-
rando de modo concreto a invariancia de calibre e efeitos de superposicao 56,57, 61, 3] Nesgse
panorama, essa representagao simplética tem sido aplicadas em teorias cinéticas [15, 61, 6]

Nesta perspectiva, Amorim et al. P4 estenderam para o caso relativistico utilizando
operadores do tipo (awx) e utilizando representagbes unitéarias e irredutiveis. Com isso,
levaram a equacao de Klein-Gordon e a equacao de Dirac no espaco de fase [64, 65, 66],
No entanto, levando em consideracao a riqueza fisica da representacao do espaco de fase,

muitos aspectos ainda precisam ser explorados, como a estrutura fracionaria da equagao
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de Schrodinger simplética que descreve um sistema quark-antiquark pesado.

O uso do célculo fracionario tem atraido a atencao em diversas campos da fisica e en-
genharias (07, 05, 69,70, 7L 72 7] Para sistemas quarkonios pesados, métodos matematicos e
computacionais como a formulacao Nikiforov-Uvarov e a interacao analitica exata foram ex-
plorados para fornecer solugoes analiticas da equacao de Schrodinger radial N-dimensional
na estrutura do espaco fracionario 9% Uma categoria de potenciais, incluindo o po-
tencial oscilador, o potencial de Woods-Saxon e o potencial de Hulthén, também foram
estudadas analiticamente com a equacao de Schrodinger radial fracionaria pelo método
Nikiforov-Uvarov > "I A fim de investigar a energia de ligacao e a dissociacao de tempe-
ratura, a formulagao fracionaria conformavel foi estendida para um contexto de tempera-
tura finita ", Recentemente, Abu-Shady e Kaabar "> "> ) sugeriram uma nova definicao
para derivada fracionaria chamada de derivada fracionaria generalizada que coincide com
a derivada fraciondria classica que correspondem uma ferramenta simples para equagoes
diferenciais fracionarias [ ™.

No presente trabalho foi explorado um sistema efetivo de interagao forte bidimensional
que representa um quark-antiquark pesado de estado ligado, onde consideramos o modelo
do potencial fenomenolégico de Cornell utilizando a representacao da mecanica quantica
simplética bem como o formalismo das derivadas fraciondrias generalizadas (ou derivadas
fraciondrias Abu-Shady-Kaabar ).

Analisamos o comportamento da funcao de Wigner dada em termos da funcao de Airy, a
qual descreve a interacao forte de quark-antiquark pesado nao relativistico. Em particular,
estudamos o estado fundamental do méson charm-anticharm no formalismo da mecanica
quantica simplética. Para esse propdsito, na primeira parte, tratamos a natureza confinada
do sistema considerando somente o termo de interacao linear que é o modelo mais simples
do potencial de Cornell. Em seguida, é resolvida a equagao de Schrodinger simplética
a fim de obter a solucao da funcao de onda que representa o estado ligado do quark
charm com seu antiquark anticharm e os seus correspondentes autovalores de energia.
Para isso, utilizamos o método da transformacao de Bohlin e a teoria de perturbagao
em primeira ordem para o potencial de Cornell. De posse da funcao de onda, obtemos a
funcao de Wigner, a qual representa o campo que descreve o comportamento do méson
c¢ nessa representacao da mecanica quantica simplética. Consequentemente, estudamos a
nao-classicalidade dos estados quantico do méson enfatizando o estado fundamental e o
primeiro estado excitado calculando o parametro de negatividade da funcao de Wigner,

que por sua vez, apresentou comportamento nao classico. O estudo da funcao de Wigner é
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fundamental para entender mais acerca da natureza cadtica do sistema sob investigacao.

Em seguida, exploramos a aplicabilidade da abordagem das derivadas fracionarias ge-
neralizadas ao estudo da dinamica de quarks, especificamente, o méson charm-anticharm
via representacao da mecanica quantica simplética. Posteriormente, o comportamento da
funcao de Wigner para o estado fundamental do méson c¢ é analisado sob a perspectiva
das derivadas fracionarias generalizadas. Para tanto, a equacao de Schrodinger simplética
é reescrita na forma fracionaria com o termo de interacao linear do potencial de Cornell
para o sistema considerado. Além dos aspectos fisicos, a andlise fornece um procedimento
mais simples para estudar este tipo de sistema.

O estudo prossegue usando a prescricao das derivadas fracionarias generalizadas embu-
tida na mecanica quantica simplética. Neste cendrio, uma anélise detalhada do efeito dos
parametros fracionarios a e 8 na solucao do estado fundamental é analisado por meio da
funcao de Wigner. Uma das contribui¢oes fundamentais do modelo é a determinacao dos
espectros de massa de quarkonios pesados (c¢, bb e be). Os resultados obtidos estio em
excelente acordo com dados experimentais, melhorando estudos tedéricos anteriores.

Em um estudo complementar, o comportamento quantico do sistema charme-anticharme
(ce) que se move sob o potencial de Cornell é investigado. Para isso, implementamos as
abordagens da mecanica quantica simplética e da funcao de Wigner, incorporando o efeito
do spin. Inicialmente, derivamos a representacao simplética da equagao do tipo Pauli-
Schrodinger. Neste cendrio, analisamos trés aspectos fundamentais: (i) o confinamento do
sistema, (ii) o espectro de energia e o (iii) surgimento de nao-classicalidade para os estados
do quarkonio. Além disso, calculamos os espectros de massa do méson c¢ e os resultados
obtidos estao em concordancia com os dados experimentais, aprimorando estudos teodricos
anteriores.

Nesta perspectiva, a referida tese estd organizada da seguinte maneira. No capitulo 2
é realizado uma breve revisao do formalismo de Wigner, bem como as propriedades do
produto estrela de Weyl, no qual é exposto uma aplicacao ao oscilador. O capitulo 3, é
apresentado uma revisao da Mecanica Quantica Simplética com base na representacao da
algebra de Lie do grupo de Galilei estendida. O capitulo 4, enfatiza alguns aspectos que
estao envoltos do campo de interacao forte. Os capitulos 5, 6, 7, 8, discutimos os novos

resultados deste trabalho. Por fim, o capitulo 9 expomos a conclusao.
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Capitulo 2

Funcao de Wigner e o Produto de Weyl

Neste capitulo, realizaremos uma breve revisao acerca do formalismo de Wigner e o
produto de Weyl-Moyal (produto estrela x). Com isso, o formalismo da Mecanica Quéantica,
que inclui a regra de quantizacao de Weyl e a funcao de Wigner, serao analisados no
contexto do espago de fase 6, 571,

A funcao quase-distribuicdo de Wigner foi apresentada por Wigner em 1932 "'l Este
tinha como propdsito corrigir a mecanica estatistica classica através de correcoes quanticas,
além de buscar resolver o problema da superfluidez do hélio [43, 56,501 A funcao de Wigner
tem se desenvolvido desde entao, revelando ser nao somente uma ferramenta poderosa do
ponto de vista matemaéatico [58, 57, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 88, 63, ], mas possuindo aplicagoes em
diversos campos da Fisica tais como 6tica quantica, fisica de particulas e nuclear e a fisica

da matéria condensada [ 77 %1 % 59
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2.1 A Matriz Densidade

Na mecanica quantica representa-se o estado macroscopico de um sistema através do

operador densidade

p= Zw i ()X (t)]

onde {1;} ¢é o ensemble estatistico e w; = Nl ¢ o peso estatistico. A matriz densidade

abrange toda a informacao fisica que podemos obter sobre o ensemble em estudo [53, 841

Tomando o estado puro, obtém-se

p(t) = [ (EO)Xv ()] (2.1)

A média de um operador A sobre os ensembles enunciada pela mecanica quantica

estatistica é escrita como
(A) = (W|Alp) = Tr(pA) = Tr(Ap). (2.2)
onde p apresenta as propriedades:
° p=p;
e Trp=1;
A equacao de evolugao temporal para p é obtida a partir da equagao de Schrédinger,

o,
tho [0 (t)) = H{t)[V (1)),
onde H(t) ¢ a energia total. Tomando a derivada temporal de p na Eq. (2.1), obtemos

2 — 2 wnwon = | (glvor) wol+vo) (el

= %H(t)w(t))w(t)l + _Lﬁil¢(t)><w(t)|H(t)-

Ou seja, se obtém uma equagao que é governada pela evolugao temporal de p, denominada
equacao de Liouville-von Neumann, dada por
dp

tho, = [H(t), p(t)]- (2.3)
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Entao, observamos que serd viavel através da matriz densidade construir mecanica
quantica no espaco de fase. Esta representacao é denominada de método da funcao de

Wigner[’ » 57, 91, 45, 44]

2.2 Funcao de Wigner e suas propriedades

Existem varias formas de representacao matricial concedida para o operador estatistico
p, podendo ser dada na representagao de posigao por (¢|p|¢’) e na representacao de momen-
tum por (p|p|p), sendo estas basicamente as mais usuais " * 7" “ ] Nesta perspectiva,
se define a funcao de Wigner como uma transformada de Fourier dos elementos da matriz

densidade 1" ], isto é,

fula,p) = Qp) = (27T7’i)_1/d2 exp (%) <q - %‘p’q + %> : (2.4)

ou, de forma semelhante

Fola) = 9p) = 2y [ak exp (S (o~ g\p]p r3) (25)

Ou seja, temos o mapeamento linear Q : p — f,,(q,p). Assim, para estado puro p = [p)v|,

a funcao de Wigner fica na forma
_ -1 % T z _Zz
fu(q,p) = (2mh) /dz exp ( = ) W (q + 2) 0 (q 2) : (2.6)

Como exemplo, vamos obter a funcao de Wigner para o oscilador harmonico. Para cal-
cular a funcao de Wigner de um sistema, devemos ter a solugao da equacao de Schrodinger
do sistema correspondente A equacao de Schrodinger para o oscilador harmoénico uni-

dimensional na representacao da posicao é escrita como

2m 0q? + 2

( s m‘”2q2)w<q>:Ew<q>.

A solucao desta equacgao acima é dada por [55)

oule) = i) = () e

onde = y/mw/h e Hy,(aq) sdo os polinémios de Hermite. Desse modo, a fun¢ao de Wigner
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do oscilador harmonico pode ser calculada a partir da integral

o

\/m2nn!

Utilizando o método de completar quadrado na exponencial dentro da integral, temos

fula,p) = (2nh)~! ( ) e /dyeipy/h_a2y2/4Hn[a(q — y/2)[Hula(q +y/2)],

fulep) = k)t [ =) et
w Qap - \/%2””'
. /dye(ﬁl“y/”QHn[a(q —y/2)[Hyla(q +y/2)], (2.7)
e realizando uma mudanca de variaveis para z = —Qéi—pa + ay/2, obtemos
fulap) = (—12@en) " (o) e (2.8)
U a V/m2mn! '
« / dse Hofa(z + g + @) Halolg + 5= — )] (2.9)

Fazendo uso da relagao

/ dze ™ Hyp(z + a)H,(z + b) = /72" m!b" ™ L~ (—2ab),

[ee]
temos , )
3 —o(—1)M2rh) e L, (2022 + -2 ). 2.10
fuw(q,p) =2(=1)"(27h)""e 4aZh G+ sy (2.10)
Onde as solugoes para n = 0 e n = 1 sao dadas por
0 1 _( 2+ 2)
fula,p) = —e 77, (2.11)
e
1
fig,p) = ;e—@“ﬁ)(zp? +2¢> - 1). (2.12)

Os graficos (2.1) e (2.2), mostra o comportamento no espago de fase da fun¢ao de Wigner
versus as coordenadas ¢ e p para o estado fundamental e o primeiro estado excitado de
acordo com a Eq. (2.11) e (2.12).

Consequentemente, observa-se que a fungao de Wigner conforme ilustra os gréficos,

10 1 % T Produto Estrela



2 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO DE WEYL IS4 Universidade de Brasilia

apresenta valores negativos no espaco de fase. Portanto, este carater esta relacionado com

[55, 66, 88]
0.4
0.2
| 0
9 || —02
~0.4

a caoticidade do sistema .
Figura 2.1: Grdfico da fungdo de Wigner versus q e p referente ao estado fundamental (n = 0)

do oscilador harmoénico.
0.4
0.2
) 0
9 —0.2
—-0.4

Figura 2.2: Grdfico da fun¢io de Wigner versus q e p referente ao primeiro estado excitado (n
= 1) do oscilador harménico.

A funcao de Wigner é real, porém, pode ser negativa. Por tal razao, nao pode ser con-

siderada como uma distribuicao de probabilidade %57, Tomando o produto das fungoes
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de Wigner f, e fz correlacionadas aos estados |1)) e |¢), tem-se

WIS = (@nh) / Fo (.0 0) f(g, ps ) dadp,

(2.13)

onde o lado esquerdo da equagao acima pode assumir valores positivos ou nulo se, e somente

se, os kets satisfazem a relagdo de ortogonalidade. Admitindo que seja nulo, isto resulta

numa integral de f;(q,p; t) fo(q, p;t) nula 597 55 %20 Contudo, observa-se que fo(g,p;t)

e fo(q,p;t) nao sao nulas. Isso implica em valores negativos. Em vista disso, a funcao de

Wigner é uma funcio real normalizada, mas nio ¢ positiva definida !

0L E A seguir

analisamos algumas propriedades da funcao de Wigner com base nos trabalhos o8, 57, 811,

A funcao de Wigner é delimitada no certo intervalo.

Demonstracao:

Considere um estado puro, disposto pela Eq. (2.4), isto é

fulq,p) = Q(p) = (27r7’i)‘1/d2 exp (%) <q - %‘p’cﬁ g>

Definimos as fung¢oes de onda normalizadas na forma

1 ipz z

p1(2) = Ee ml(g+ 5),
1 z

©2(2) = E?ﬂ(q — 5)-

Neste caso, a funcao de Wigner ¢é representada como o produto escalar

fular) = o [ deel@eae) = o forlea).

e deste modo, temos

fulasn)l = (el

Fazendo uso da desigualdade de Cauchy-Schwartz

[(1lea)|* < (p1lin) (@alea)

12 P x T
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e sabendo que as fungoes ; e o sao normalizadas.

(1)) |” < 1.

Temos que,

| fuw(a,p)| < (2.14)

%.
Assim a desigualdade |f,(q,p)| < % implica que a funcao de Wigner é diferente de zero
em uma regiao cuja a drea do espago de fase é menor ou igual a 2/h ), Dessa forma, para
um estado puro, vemos que a funcao de Wigner contém informacao acerca do principio de

incerteza de Heisenberg, de maneira que, as coordenadas ¢ e p nunca devem esta posicionado

no espaco de fase na forma de um tnico ponto o8, 57, 0],

Integrando a funcao de Wigner em p ou ¢, recupera-se as densidades de probabilidades

para as fungoes de onda, isto €,

()2 = / fudp = {alpl). (2.15)

(@) = / fudd = (lplp). (2.16)

Demonstracao:

Para provar a Eq. (2.15) introduzimos a Eq. (2.4) em [ f,dp, que leva a

/dpfw — (2nh)~! /dpdz <q - g‘p‘q + %> exp (%) . (2.17)

Inicialmente, realizamos a integracao em p, o que nos leva a obter

/dz <q . g’p‘q—i— §> (/dp(27rh)1 exp (%)) , (2.18)

onde a expressao dentro do parénteses é a fungao delta de Dirac, §(z). Desta maneira, se
obtém a densidade de probabilidade de encontrar a particula numa regiao entre ¢ e ¢+ dgq,

ou seja,

[z (a=3fpla+5)66) = talola) = ot (2.19)
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Procedendo de forma semelhante para Eq. (2.16), substituindo na Eq. (2.4), tem-se

/dqfw = (27?71)_1/ dkdq exp (%qk) <p — g‘p‘p + §> . (2.20)

Integrando em ¢, obtemos

/dk <p— g‘p’p—l- §> (/dq (2rh) ™! exp <_2qk)> , (2.21)

em que a expressao dentro do parénteses ¢ a funcao delta de Dirac, §(k). Logo, a densidade

de probabilidade de encontrar uma particula entre p e p 4+ dp é dada por

[ i <p - g\p\p+ §> 5(k) = {plolp) = @) (2.22)

A funcao de Wigner é normalizada, isto é
/fw(q,p)dqdp =Trp=1 (2.23)

Demonstracao:

Substituindo a Eq. (2.4) em (2.23), temos

/ fula: p)dgdp = (2mh)~" / dzdpdq exp (%) <q - g

integrando na coordenada p, temos

/fw(q,p)dqdp = /dqu <q - g‘p‘ﬁ §> ((%h)l/dpe"gz) , (2.25)

em que a expressao dentro do parénteses é a funcao delta de Dirac. Dessa forma, obtém-se

dor). e

/fw(q,p)dqdp = /dqu <q— g‘p‘q+§>5(2). (2.26)

= /dq {glplg) = Trp =1, (2.27)
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Integrando o produto de duas fungoes de Wigner p; e py, temos

[ dadptunta.p)fusta ) = 55 Tl (2.25)

Demonstracao:

Utilizando a Eq. (2.4), temos que
1\?
/dqdpr(Q’p>fw2(Qap) = (%) /dede1d22 eh (71tz2)

Z1 21 Z9
< {a=3loler3) (4=

zZ
q+—2>.

P1 5

Integrando em p, surge uma funcao delta de Dirac d(z; + 23), e integrando em 23, obtemos

1 z1 21 z1 Z1
/dqdpfwl(Qap)wa(qap) = (%) /dqd21 <q T~ q+ §> <q — 5P q+ 5> :
Introduzindo a mudanca de variaveis
I ﬁ "n_ ﬂ
qg =dq 9 q q+ 9
1
/ dqdpfu1(q:p) fu2(q, p) = <%) / dq'dq” (q'|p11q") ("|p2ld’) - (2.29)
Em seguida, com a propriedade de completeza na equacao acima, temos
1 / / /
dqdp fu1(¢,p) fu2(a,p) = (5= ) [ dd'(d|prp2ld)
2mh
= () (o) (2.30)
=~ \9:n P1P2)- :
As fungoes A, (g, p) estao associadas ao operador A(Q, P) na forma
_ wEN [ E z
Au(g,p) = /dz eXp( - ) <q 2‘A(Q,P)’q+ 2>, (2.31)
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ou,

Au(q,p) = /dz exp (_;qk) <p— g‘A(Q,P)‘p+ §> (2.32)

O equivalente de Wigner para o operador densidade p é dado por
fw = (27‘-77/)73,010- (233)

Uma vez definido os correspondentes em Wigner para qualquer operador quantico na

representacao de Wigner 1. O valor médio ¢

(A) = (YlA|p) = /dpquw(q,p)fw(q,p) =Tr(Ap). (2.34)

Demonstragao:

Substituindo a Eq. (2.4) e (2.32) na Eq. (2.34) tem-se

3 inz'
<A> _ /dpquw(q,p)fw(Qap) = Tfr(pA) = (%) /dqdpdz’dz//exp (Z];:)

Z/
X q—E

Integrando em p, surge uma fungao delta de Dirac §(2’" + z”). Integrando na varidvel z”,

"

Jquwq+%>.(z%)

A(Q,P)’q+ %> <q — %

temos
A — lo—Zla N o—Zla Z
(A) = [ dgdz' (q = 5| AQ, P)la+ 5 ) (a4—5|AQP)a+3 ). (2.36)
Introduzindo uma mudanca de variaveis,
I ﬁ "n_ i
q =4 9 q q-+ 9
temos
(4) = / dq'dq” (¢'|A(Q, P)|q") {d"Ipld") = Tr(pA). (2.37)

Um aspecto é estabelecer de modo univoco o equivalente de um operador quantico

A(Q, P) com o seu reciproco na representacao de Wigner A, (q,p). Neste caso, usa-se a
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quantizacdo de Weyl " %) Assim, se define a funcio de Weyl como, dada uma funcio
no espago de fase, a(7,0), hd um operador quantico no espaco de Hilbert, A(Q, P) 551,

correlacionado a a(1,0) de modo que

1 i(cQ+TP)
A(Q, P drdoc e *  «af(r,0), 2.38
@P =5 | (r.0) (2.39)
onde se associa o 7 com a coordenada de posicao e o a coordenada de momento no espago

de fase. Escrevendo o operador quantico A(Q, P) em termos de A, (q,p) obtém-se

a(r,0) = / dqdp ¢ Ay(g, p)- (2.39)

. N . i(oQ+7P)
Essa equivaléncia pode ser analisada, demonstrando que o operador W(Q, P) =e~ &,

respeita a condicao de ortogonalidade e completeza no espago dos operadores de classe
A(Q, P) 7% Usando a relacao de Baker-Hausdorff, eA+? = eAeBe’%[A’B], se escreve
W (P, Q) na forma

i0Q itP  ioT

W(Q,P)=er ere2n,

onde [Q, P| = ih. Resolvendo a expressao a seguir

il . on ZTP ZUT
(q'|e=n 0P g) = (g'|e™ ™ eF et |g) .

Onde a equagao de autovalor é definida por @ |q) = ¢|q), tal que et7oQ lg) = et#od lg). O

operador de translacao possui a propriedade e lg) = |¢ — 7), 0 que resulta em
(q/|e=7 7P g) = 2 GIERG (g — g k7).
Usando este ultimo resultado podemos escrever
Tre~2(0Q-7F) = (27h)*§(0)d(7),

observe que é valida a propriedade para o traco de um operador A definido por TrA =
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IS4 Universidade de Brasilia 2.2. Funcao de Wigner e suas propriedades

[ dadp {(¢'|Alq) = (2xh)~® [ dqdpA,(q, p). Com isso, tem-se

Tre~#(Q-7P)  _ (27rh)_3/dqdp/dz exp(ipz) q— —‘e #(0Q-TP) ‘q—i— >, (2.40)
= (27rh)3/dqdp/dz exp(ipz) exp(io(q — z — 7))d(z + 7).

Integrando a expressao acima em z e usando a funcao delta de Dirac. Obtemos
Tre #(Q@=7P) = (27Th)3/dqdp eret . (2.41)
Logo, verifica-se a presenca de duas funcoes deltas representadas na forma integral, isto é,

Tre "MoQP) — (277)36(0) 6 (7).
O resultado obtido aqui revela as relagoes de ortogonalidade

Tre #(Q=TP)e=70Q7P) — (27h)35(0” — 0)3(7' — 7). (2.42)

Se percebe que ha uma equivaléncia entre a Eq. (2.32) e (2.33) e a Eq. (2.38) e (2.39). O

ponto de partida é utilizar a expressao
A(Q, P) = /dO‘dT a(o, T)e%(“QU“TP/). (2.43)
Assim, usando a propriedade de ortogonalidade tal que

alo,T) = %Tr{ (Q, P)e” #(oQ +TP,)} :

Vamos mostrar que a Eq. (2.43) existe. Neste caso, substituindo a equagao

alo.7) = [ dadpeHo@ P A, g ), (2.44)

diretamente na Eq. (2.43). Com isso, efetuando os calculos dos elementos de matriz repre-

sentados na coordenada de posigao. Obtemos

(dlA@, P)ld) = (2ah)~° / dodrdq"dq" (¢"|A(Q, P)lq")

"

e%(aQ’-ﬁ-‘rP’) ’q//> <q’€%(aQ+TP) ’q/> .

x (g
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2 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO DE WEYL IS4 Universidade de Brasilia

Com o auxilio da Eq. (2.42), encontramos

(gl AQ, P)ld') = (dlA(Q, P)lq) . (2.45)

Logo, isso mostra que a expansao (2.43) também existe.

2.3 Operadores Equivalentes na Representacao de Wigner

Nesta secao, vamos demonstrar as propriedades que trata dos operadores descritos na
representacao usual da Mecanica Quantica e os seus correspondentes em Wigner de acordo

com os trabalhos [ 0% 77 85,58, 59, 61, 62]

Tomando um operador A = A(P) que depende apenas de P, ou seja, o correspondente
em Wigner A, = A(p) terd a mesma forma funcional. Onde P é substituido por p.

Demonstragao:

Dado um operador A(P), e expandindo numa série de P, ou seja
A(P) = A(0) + PA'(0) + ... (2.46)
Usando a Eq. (2.31) e substituindo A(Q, P) pela expansao, obtém-se
k 2

Ay(q,p) = /dk exp (—?) <p— 5'A(O) + PA'(0) + %A”(O) + ...’p—i— §> . (2.47)

Tendo em mente a equagao P |p) = p|p), obtemos

Au(a,p) :qu/ﬁkwp<j%)<p—g&+g>
+ Aﬂ»/ﬁk@m(—%;)(p+§)<p_§k+g>

, igk\ (p+ %) k k
+ A(0) /dk: exp (—%>( 2‘2) <p—§‘p+§>+...

Considerando <p — g‘p + §> = (k) calculamos a integral em k, isto é

1%@:A@+nﬂm+§m@+m:A@. (2.48)
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IS4 Universidade de Brasilia 2.3. Operadores Equivalentes na Representacdo de Wigner

Usando o andlogo para a Eq. (2.32), temos para o caso em que o operador A = A(Q)

depende apenas de @), isso implica em A, (q,p) = A(q).

Um operador multiplicativo é dado por A(Q, P) = l¢, onde ¢ é uma constante.

Demonstragao:

Utilizando a Eq. (2.31) e colocando uma constante ¢ na posigao do operador A(Q, P),

onde constantes nao atuam em kets. Temos
Dz
Au(g,p) = dz exp 7 q— —‘ (q+ >

Auw(q,p) = /dz exp (72) <q— —‘q+ > (2.49)

Usando a propriedade <p — g}p + §> = §(k) e integrando em z, temos
Aulq,p) =c. (2.50)

O traco é TrA = (2rh)™® [ dgdp Aw(q,p).

Demonstragao:

Tomando a expressao (27h) % [ dqdp A, (q,p) e inserindo a mesma na Eq. (2.31), ob-

temos

(27Th)_3/dqdp Au(g.p) = /dqdp/dz exp (%) <q— —‘A Q, P) ‘q+ >

Observa-se que surge uma delta de Dirac quando é feita uma integracao em p, de tal

maneira

(2ﬂh)3/dqdp Aulq,p) = /dqdp<q— g‘A(Q,P)‘qﬂL@/dz exp (%)

Assim, temos

(27?71)_3/dqdp Au(q,p) = /dqdz <q - %’A(Q, P)‘q + §> i(z). (2.51)

0 que nos conduz a equacao,

) [ dadp Auta.p) = [ dalalA(Q.P)la) = Tra. (2.52)
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2 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO DE WEYL IS4 Universidade de Brasilia

Da relagao acima, integrando a func¢do A, (g, p) na coordenada de momento, obtém-se
o valor esperado de um operador A projetado na representacao da posicao posto na forma

[dp Aw(q,p) = (27h) =3 (q|Alq). Ao passo que, é valido a inversa [,

A propriedade a seguir trata do produto de operadores na formulacao de Wigner e fala

sobre os elementos nao diagonais de um operador. Essa propriedade é dada por

!

(@AQ. P)l) = (2rh)® / do 75 (0,4 — ¢, (2.53)

onde a(o, 7) é a transformada de Fourier de A, (g, p).

Demonstracao:

Usando a relagao para um dado operador genérico A(Q, P) = ﬁ i dodre™ ™5 a(r,0),

obtemos a expressao como segue

ioQ-l»TP
WAQ.P)) = [ dodr a(o.7) (ale ™5 ). (254
Utilizando a relacdo de Baker-Campbell-Hausdorff eA+8 = e4e® e~ 2[AB] aplicada no brac-

ket dentro da integral e utilizando a (2.42), obtemos
(WA@. P = ey [ do o (g - o). (259

Portanto, o estudo de operadores equivalentes na representacao de Wigner passa a
ser conhecido 7. A seguir é estudado os produtos de operadores correspondentes na for-

mulacao de Wigner.

2.4 O Produto de Weyl

Um ponto caracteristico importante do método de Wigner se refere a transformada de
Weyl do produto de dois observaveis, AB P75 Na formulagao de Wigner, representa-se
o produto de dois observaveis AB em funcao dos correspondentes em Wigner de A e B

COmO [ K 7 ]

(AB),, = /dz el <q — g)AB‘q + %> : (2.56)
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Usando a relagao de completeza [ dg|g)g| = 1, temos

(AB)w:/dqu S <q—§‘A‘q> <q‘B‘q+%>. (2.57)
Tal expressao pode ser escrita utilizando a Eq. (2.55), ou seja

(AB), = (27h) _12/dqu' e'n /dadalei;ﬁ(Q+q/(q+ql_g))04(07 ¢ —q+ g)

x w3 g g+ %)‘

Fazendo as mudangas de varidveis, 7 = ¢' — ¢+ 3 e 7' = ¢ — ¢’ + §, obtemos

(AB), = (2Wh)_12/dada’d7d7" ei%hmoz(a, T)e' 2 f(o’, e (2.58)

CT/T+O'T/

Onde e"2r — pode ser expandida numa série de poténcias. Neste caso, é substituida por

A , . 1. . . ,
um fator e2n, em que A é um operador bidiferencial, isto é [93, 65]

99 97

~9gop  pog

Onde as flechas indicam o sentido de atuacao. Usando as funcoes A,, = f dqdpeioq#p alo, 1)

org+T'p

e B, = f dgdpe* 7w (o', 7"), encontra-se o produto de operadores na representagao de

Wigner dado por %"

(AB).y = Au(q, p)e Bu(g. p),
ou

(AB)y, = Bu(q,p)e™# Au(q,p).

Assim, o produto deformado entre os equivalentes de Wigner A,, e B,,, por meio de ezr é

o produto estrela de Weyl definido por

(AB),y = Au(q,p)e® Bu(q,p) = Au(g,p) * Bul(g, D).

O produto de Weyl (produto estrela) gera um novo campo na matematica chamado de

geometria nao - comutativa A geometria nao - comutativa se originou nas pesquisas
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2 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO DE WEYL IS4 Universidade de Brasilia

de Weyl e Moyal os quais estudaram regras de quantizacao no espacgo de fase . Uma
observacao a ser feita é que o produto de Weyl nao é comutativo. O produto * conecta o

método de Wigner com o formalismo da quantizagao de Weyl [57, 95, 63, 58, 58],

2.5 Evolucao Temporal da Funcao de Wigner

A equacao que descreve a evolucao temporal da funcao de Wigner é uma equacao
diferencial de primeira ordem no tempo representada no espago de fase 799 Essa equacao

¢é obtida a partir da equacao de Liouville-von Neumann escrita como [90, 63, 5]
thoyp = Hp — pH, (2.59)

onde H é o Hamiltoniano do sistema. O mapeamento linear é Q2 : A — aw/(q,p) onde
Q(A) = (2nh) ™! [dze' (g

em H que leva uma algebra associativa nao-comutativa em I' 0], Aplicando o operador §2

—3|Alg+3). Isto é, temos uma élgebra associativa de operadores

na equacao de Liouville-von Neumann em ambos os lados, isto é

ihQ(0yp) = Q(Hp) — Q(pH). (2.60)
Como resultado, temos
L0
g;v = Hy * fw — fw * Hy (2.61)

em que o parénteses de Moyal é dado por {Hw, fw },, = Hw * fw — fw* Hw. O parénteses

de Moyal pode ser escrito como

99 03

, h
{a,b}py = axb—bxa=2ia(q,p)sen [5 (8_q8_p — 8_pa_q>] b(q,p), (2.62)

onde nesta expressao a funcao seno pode ser interpretada como uma série de poténcia cor-
respondente ao parénteses de Moyal. Utilizando a identidade e"4/2 —e~"4/2 = 2 sen (h%)

e expandido sen (h%), ou seja [90, 57, #4]

A\ _hA 1 (A 51 /AN

No limite classico (A — 0), a equagao dinamica para a fun¢ao de Wigner satisfaz a
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equacao de Liouville-von Neumann classica escrita como [63, 57, 90, 59]

fw _ OHwdfw  OHw Ofw
ot dq Op dp 0Oq

= {HW, fW}a (2-64)

com Hy substituindo a fungao hamiltoniana. Ou seja, o método de Wigner resgata as
equacoes canonicas da mecanica classica. Observa-se que ha uma conexao do formalismo

de Wigner e o principio de correspondéncia [57, 95, 58, 82, 48]

O formalismo de Wigner apresentado até agora, estd descrito na representacao de
Schrodinger da mecanica quantica, onde o estado do sistema evoluem no tempo. Contudo,

pode ser estudado na representacao de Heisenberg o7, 52, 48],

2.6 Propriedades do Produto de Weyl

O produto de Weyl ou produto estrela é uma ferramenta matemédtica que modifica
operadores da Mecanica Quantica usual em fungoes no espaco de fase e Ne) produto de
Weyl satisfaz as seguintes propriedades.

O produto  entre f(q,p) e g(¢,p) é definido por ]

e —
f(a,p) *g(q,p) = f(q,p) exp [% ((‘%gp - a%a%)] 9(q.p). (2.65)

O produto * se trivializa [ .

cx f(q,p) = f(q,p) *c = cf(q,p). (2.66)

Demonstracgao:

Expandindo em série o operador e%, temos
vl (55T 1y (57
&P = 2 \agap  apaq) "2\ 2 ) \agap

O produto de Weyl nao comuta.

Sl ot
Sl

) +...» f(g,p)-

f(a,p)*9(q,p) # 9(q,p) * f(q,p). (2.67)
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ou
fa,p)e’® gla,p) # 9(a,p)e™™ f(a,p),
Demonstragao:
1:
ih ih
q*p= (q+ 58p)p=qp+ 5
2:

P U
pxqg=\P 5 V4 q = pq 9

O produto x de duas fungoes eleva uma a posicao de operador, isto é

. =
fla,p)*g(q,p) = f<q+@%p—@%> 9(q,p)

20 20
— flap) n th 0 zh%
Demonstracgao:
Considere a e b definidos como a = 83 eb= 83, ou seja
P q

ih

(g8 8
£a.9) % 9(a.p) = Fla.p)e* 5% ) g(q,p).
Sabe-se que e f(x) = f(z + a). Com isso, temos

fla,p)*g(g,p) = f (q + %a,p - %ib) 9(p,q).

Logo, substituindo a e b, onde a = aﬁ eb= 8@, temos
P q

- —
ih O ih O
fla,p)xg(g.p) = f (q + 2oy P Ea_q) 9(p, q).
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Onde

~

f=fla,p)*.

O conjugado complexo muda a ordem do produto estrela.

(f+9)t =g"* f1. (2.68)
Demonstracgao:
Utilizando a Eq. (2.65), e mudando as varidveis por ¢’ = q e p’ = p, ou seja

th (0 0 0 0

fan satan =ew |5 (50 - 2] fanad.s) (2.69)

q,p'=q,p
Expandindo a fun¢ao exponencial em série de Taylor, temos

o0

th 1 [ih\"
exp [3(&18},/ - apaq’)} - Z ! <§> (0g0p — 0p0y)".

n=0
Consequentemente, escrevendo o binémio para a expressao (0,0 — 0,0,)", isto é

n

03~ 0,0, = Y0 ( 1) o B0, (2.70)

m=0
O produto estrela de Weyl é escrito como
fla.p) *g(g.p) = <3> > (=1 (m) (0,70, f(a,p)] [07'0y ™ g(q, )] -(2.71)

n!
n=0

m=0
Quando realiza-se o complexo conjugado da equagao acima, obtemos
o0

Ganraan) = Y1 (5) {(—1)“ > (1) oo )]

X [a;nag*mgwq, pﬂ } (2.72)

em que o termo (—1)" surge da conjugagao complexa do termo (ifi/2)". Associando esse
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termo no binomio, tem-se
= n n—m m
(_1)n(aq8p’ - 8108(1’) = <_aqap/ + apaq’) = Z(_l)m (m) [apaq’] [aqap’} :
m=0

Quando atua estes operadores em duas fungoes no espaco de fase, encontra-se

n

0,0y = 0,00) (@, P)9(d . ¥) = D (~1)" (Z) 00y fla.w)] |00 "9 (a,)].

m=0

(=1)"(940p — 0,04) f(q:p)9(d,p) = i(—l)m <:,L) [32‘”“3;”9(61719)] [3?3?‘” (q,p)} :

Comparando as tltimas duas equacoes, chega-se na expressao

(=0)" o (=" () [0y 0y f(q,p)] [958 "9(q, p)]
= X" 1970 9(a,p)] 070" fla.p)] - (2.73)

Substituindo a Eq. (2.73) em (2.72), obtem-se

o

(f(q,p)*g(q,p))T = Z%(%)n{(—l)" no(—l)mC;) [3;"“”8;"9%%29)}

= g'(q,p)* f(g.p).

O produto estrela é associativo. Considere o produto estrela entre f, g e h dado por

(f(q.p) * g(q,p)) *h(q,p) = f(q,p) * (g(q,p) * h(q,p)). (2.74)

Demonstracgao:
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Temos que

— — = =
th 0 ih 0 th 0 th 0
(f(q-p) *g(q,p)> *h(g,p) = {f <q+ Topl 58_> g(q,p)} h <q “SapPt 56—(}) :
h

ou

. . e e
f(q,p)*(g(q,p)*h(qm)) = f(cﬁﬂz,p—@E {g(qm)h (q—@%,ﬁ@g)},
- ihd  ihd g imdy,
= f Q+53_p’p_§8_q g Q+58_p7p_§8_q (¢,p).

No capitulo seguinte, serao introduzidos determinados operadores estrela com o proposito
de construir uma representagao unitaria do grupo de Galilei. Tal formulacao possibilita o
desenvolvimento de uma mecanica quantica coerente com o formalismo de Wigner, baseada

na nocao de funcgoes de onda — ou quase-amplitudes — definidas no espaco de fase.
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Capitulo 3
Mecanica Quantica Simplética

As varidveis dinamicas no formalismo de Wigner sdo representadas por fung¢oes no
espago de fase, onde o produto de tais fungoes ¢ determinado através das propriedades do
produto de Weyl-Moyal (produto estrela ). Isto significa que se define um operador estrela
A= Axtal que ao atuar em uma funcao B resulta em /AX(B) = AxB. A Mecanica Quantica
Simplética analisa esta situacao e procura estabelecer uma representacao da algebra de Lie
do grupo de Galilei estendida, utilizando operadores definidos por meio da aplicacao do
produto estrela.

Neste capitulo, realizaremos uma breve revisao acerca do formalismo da Mecanica

Quantica Simplética com base nos seguintes trabalhos ['% 1% 20, 03, 04,90, 95, 151]

3.1 Espaco de Hilbert e a Estrutura Simplética

Considere G uma variedade diferencial de dimensao n, na qual pode-se associar a cada
ponto ¢ € G e representado pelas coordenadas ¢ = (¢', ....q™), um espago vetorial real 7,G n-
dimensional denominado espaco tangente de G em ¢ ' “ "'l Especifica-se por T*G ou T'G*
o espaco dual, também conhecido no estudo de geometria diferencial como espaco cotan-
gente onde as coordenadas de cada ponto sao tratadas por (q,p) = (¢*,...¢", p', ..p") [63],
Nesse caso, se equipa o espago cotangente com uma estrutura simplética, dada pela 2-

forma [V

w = dq A dp. (3.1)
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A partir dessa forma simplética, em conjunto com a definicao do operador

(53 53 o
-~ \ogop 0Opoq )’ '
obtemos para as fungoes f(q,p) e g(g,p) em C*, os parénteses de Poisson
w(fA, gA) = fAg={f g}, (3.3)

0f9g9 _ 9fdg
dq Op dp 9q

caracterizado por uma estrutura simplética é classificado como espaco de fase denotado

em que se define esses colchetes como {f, g} = . Segue que o espaco dual T*G

por I', de modo que um dado vetor relacionado é explicitado da seguinte forma w =

(Wh w™) = (¢4 ..., ¢ ph o p™) e g = (¢4, ..., q") e p = (p',...,p") sdo vetores posicao e

momentum pertencentes a variedade G 411 Observa-se na Eq. (3.3) que, ao fazermos uso

dos operadores Xy e X, definidos por

of 0 Of 0
Xp=fA=—— — —— 3.4
e
g 0 0g 0
X,=gA = —— — —— 3.5
determinam campos vetoriais em relacao ao espago de fase I' (55,5590 " Com base nessas

definicoes, a partir de I' inserimos o espaco de Hilbert correlacionado ao espago de fase
r

Nesse espaco vetorial complexo, definimos um conjunto de fungoes complexas de qua-

drado integraveis, ¢(q,p) em I', de maneira que

/dpdq ©(q,p)"¢(q,p) < o0,

6 uma forma bilinear real "), Nesse caso, podemos escrever (¢, p) = (g, p|e), com auxilio
de

/dqdp lq,p)q.p| =1,

onde (| é o vetor dual de |p). Este espaco de Hilbert simplético é denotado por H (I') I'% 7% #1501
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3.2 Operadores de Bopp

Os operadores de Bopp [ }, também conhecidos como operadores pseudo-diferenciais,

sao obtidos de maneira formal pela seguinte regra de quantizacao [99]

1.0
q= —ih— 3.6
I=q+ iy, (3.6)
e de forma equivalente para a coordenada p

R 1.0

pP=p-— Elha_q (3.7)

Esses operadores sao outra representacao para as coordenadas de posicao § — ¢ e momento
D — —iha%. Na literatura os operadores ¢ — ¢ + %ihap ep—p— %z’h(?q recebe o nome
de “Bopp Shifts” "I, Tais operadores atuam sobre funcoes ou distribuicoes definidas no
espago de fase I'. Os operadores de Bopp no espaco de fase foram estudados por de Gosson
na teoria de espagos modulados (4],

Considere um exemplo, onde o produto estrela é uma ferramenta fundamental na anélise

de quantizacao da deformacao de funcoes definidas sobre I' ), Temos por definicao que

c=axb

de modo que

1\ , 1 1
= JRE— %U(qlaq//) v = N/
c(q) (47Th) //eﬁ a(q+2q>b(q 2q)dqdq-

Nesta equagao a transformada de Fourier simplética para o produto de dois operadores de
Weyl é definido como

¢ = ab.

Analogamente, escrevemos para c¢ a transformada de Fourier simplética dada na forma

1 " io’ ’o 1
@)= (537) [ =i
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o que nos leva depois de feito alguns calculos, a obter
0
*a = —th—
qg*a (q + 21 B )

p*az(p—§zhaa) (3.8)

%)

onde 8% € 5 sao os gradientes das coordenadas de posi¢ao e momento 9],

3.3 Operadores no Espaco de Hilbert sobre I'

Quando se introduz um espaco vetorial estruturado no qual se tem definidas funcoes
sobre I, a forma do mapeamento Q : H(I') — H(I') ) pode ser observada através da
aplicacado de um operador linear, de modo que os vetores |®) e |¥) pertence ao espago de
Hilbert #(I") I 7% %% % Considere a relagio

0|9) = |T).
) é um operador linear, isto é
Q(c1|¥) + co| @) = c1Q|T) + Q| D).

Considere ¢ = {£,0...} um conjunto de operadores lineares sobre H(I'), é um espago
vetorial ordenado e equipado com operacoes de adicao e multiplicacao satisfazendo as

relag:ées[ > 51]

Q2+ O]|¥) = Q|V) + O|D)

[ W) = [Q¥)].

Nota-se que o ket Q¥) e bra (¥|Q ndo sio dual, ou seja, QU + (U]|QF B Se Of =0,
tem-se

(QO) = otal.

Neste caso, se Q = QF, obtemos

(T|je) = (elaf|w)’.
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Tomando dois vetores de estado |U) e |®) , o produto externo entre eles fica na forma
B = |®)(¥|. Neste caso ¢ vélida a relacio B = Bf. O seu adjunto é Bf = |¥)(®| [,

Se o operador linear € aplicado em |w), resulta em
Qw) = wlw),

onde w representa um autovalor real, entdo o operador €2 obedece a relacao 2 = QF. Esta

propriedade classifica os operadores como hermitianos ' 7% 7,

3.3.1 Operadores Unitarios
Operadores unitarios satisfaz a relacao
UUt=UU = 1.
Neste caso, a condi¢ao de adjunto é equivalente ao inverso do operador linear, isto ¢é
Ut=uv"".
Neste caso, |¥1) e |Wy) se transforma na forma

podemos escrever o produto escalar
(W Wy) = (U |[UTU [Wa) = (W] Wy).

Logo, temos uma transformagao unitaria que conserva o produto escalar e sua norma [15, 81, 93],

3.3.2 Operador Translacao no Espaco de Hilbert Simplético #H(I")

Consideramos a seguir a definigdo geral de translagao espacial, sendo t(a;), escrito da

seguinte forma [51]

) a;
t(a;)¥(qi, pi) = ew‘lj(%‘ + Evpi)a (3.9)
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em que temos uma fase arbitraria e®. A seguir, iremos explorar quatro propriedades refe-

rentes ao operador de translagao com base no trabalho (1],

1. Conservagao da probabilidade. Se |¥) encontra-se normalizado, entao para t(a)|¥)
transladado, a normalizagao é valida. Para tanto, a translacao (¥|¥) = (U|t(a;)t(a;)|¥)

precisa ser unitaria.

2. Interpreta-se duas translacoes infinitesimais a; e b; formando uma translacao apenas.

Isto é, a; + b;, nos leva a t(a;)t(b;) = t(a; + b;).
3. Existe uma translagao t(—a;) =t~ *(a;).

4. Tomando o lim,, ,ot(a;) = 1 recupera-se o operador identidade.

Assim escrevemos o operador t(a;) = e™*i%. Isso permite escrever p; = hk; na representacio

Piaq

t(a;) = e"" & . Considerando a expansao para a Eq. (3.9), t(a;) =1 + @gi, tem-se

ipa; ; a;
(1 + 7 ) U(g;,pi) =e ¢‘P(Qi + Eapi)-

Utilizando o operador e’ na representagao da posicio €@ g(r) = g(r + a), obtém-se
. ho ih
PV (g, pi) = ?\P(Qiapi> - an\D(Qiapi)7
(2
em que escrevemos o fator ? na forma ? = ¢, 0 que resulta em ¢ = 9. Logo ¢ tem

7

dimensao de momentum, ou seja, ¢ = p, o que leva p a ser escrito na forma (1]

~ ih

p=q-— Eﬁq. (3.10)
Como o operador satisfaz a condicao 9, = —8;, isto implica que o operador p é um
observével fisico " "I, E ainda, escrevemos (3.10) de forma mais compacta p = p*x. A

seguir sera tratado o operador posicao.

3.3.3 Operador Posicao no Espago de Hilbert Simplético H(I")

Como vimos anteriormente o operador p é hermitiano. Isto corresponde a ser um ob-
servavel. Logo, teremos o analogo para o operador de posicao de tal modo que a trans-
formacao imposta t(a)gt'(a) = §+ a seja vélida 51,991 Nesse sentido, considere o operador
arbitrario dado por

¢=Aq+ Bp+ C0O, + D0,
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onde A, B, C' e D sao constantes. Usando a relagao de Heisenberg temos

h
Mmﬂ%+0@+D@m—%@hﬂn

Assim, temos
hA
ZT + D =ih.

Definindo A=1e D = %, encontramos o operador posi¢ao escrito como

5 (3.11)

q=q-+
ou seja, escreve-se § = gx.

Recorrendo a transformacao
t(a)gt'(a) = T+ a, (3.12)

esta relacdio acima ¢ verificada aplicando o operador e?Be™# e utilizando a férmula de
Baker-Hausdorff-Campbell e*Be™ = A 4+ 3> | L[A B],, onde n indica o nimero de

comutadores repetidos. Isto é

exp[i%]@emp[—iz%] =q+ a. (3.13)

Consequentemente, se nota que o operador em (3.13) realiza deslocamentos nas quantidades
de movimento, isto é, um gerador de translacao. Contudo, também se observa a presenca de
uma fase. Motivado pelos operadores de Bopp que representam os operadores de posigao e

momento, um estudo a seguir referente ao grupo de Galilei no espago de fase é apresentado.

3.4 O Grupo de Galilei sobre H(I')

As transformagoes de Galilei para dois sistemas de referéncia associados (x,t) e (x/,t')

sao definidas pelas equacoes [63, 901,

x; = Rx; +vit + a,
t'=t+m, (3.14)
pi =+ mu;,
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onde 7’ sdo as coordenadas espaciais, R é uma matriz de rotacado pertencente ao grupo
0O(3), t e T é a coordenada temporal e de translagdo temporal, a é o deslocamento no
espago, m e v; sao a massa da particula e a velocidade relativa indicando a alteragao de
sistemas de referéncia inerciais, isto é, boost. Com as transformacoes unitarias conhecidas
U:H() — H(T), e tomando a Eq. (3.10) e (3.11), a relacdo de comutagao adquire o

seguinte aspecto

~ ~ ih ih
[Qap] = [q + Sapap - an]
ih ih i2h?
= [q,p] + 5[817,17] - 5[617 9q) + T[ﬁp,aq]

com @ eP especificando os geradores que levam a obedecer a relacao de Heisenberg [93, 81, 50],
Agora, dando énfase a algebra de Galilei-Lie inserimos os ingredientes necessarios tendo o
operador K definido como

K =mQ — tP, (3.15)

onde m e t sao parametros. Em seguida, se define o operador estrela da seguinte forma

—~

K; = kx = mq* —tpx

1h 1h
=m(q+ Eap) —tp— an)-

No espago de Hilbert simplético H(I") o operador momento angular fica escrito na forma

~ —

L; = Eiijjjj;; (3-16)

onde €;;; ¢ um tensor antissimétrico. Utilizando as Eqs. (3.10) e (3.11) na (3.16), obtemos

o operador estrela equivalente

~ ih ih h?
Li = Li* = €ijkq;Pr — Eeijkqjaqk + §€ijqu8pj + geijkﬁpjﬁqk. (317)

Um sistema livre de interacao é descrito por um gerador de evolucao temporal escrito como

3
H:ZPE :P12+P12+P12‘

1
P 2m 2m (3 8)
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No formalismo da mecanica simplética, temos o correspondente definido pelo operador

estrela dado por
P2 . P2

H=Hx= =
2m - =2m

1=

3 . 2
1 ih
= I < (piﬁ@%) -

=1

(3.19)

Deste modo, temos a algebra de Galilei-Lie estendida de acordo com os comutadores dos

geradores do grupo de Galilei [0, 65, 90]

[Li, L] = iheguL,  [L;, H] =0,

Li, K] = iheji Ky, K, K] =0,

[L;, P} = ihe Pe, [P, Pj] =0, (3.20)
[K;, Pj] = ihmé; 1, [P, H] =0

| Em seguida, faremos algumas

Onde m é um parametro que corresponde a massa [
demonstragoes dessas relacoes de comutacao fundamentada nas referéncias [0, 66, 49, 60]

Demonstracao 1. Para provar a relagao [f(\l, ﬁj] = ihméiﬁ, utilizaremos a seguinte
propriedade [a + ab, c] = [a, ] + a[b, ¢|, com « constante complexa e a, b, ¢ representam
operadores, temos que

(K., By] = [mQ; - tP,, P, (3.21)

reescrevendo a relagao (3.21), tem-se

K, Pj] = m[Qi, P}] — t|P;, P}].

(3.22)

nos leva a obter
[Ev ﬁj] = mélji\

Demonstragao 2. Para deduzirmos a expressao [K;, H| = 2mihP;, recorremos a iden-
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tidade [a + ab, ] = [a, c] + a[b, c], ou seja

(K, H) = [mQ; — tP, PPy,
= m[Q;, PP} — t[P;, P,P;). (3.23)
Temos também a propriedade [a, bc] = [a, ¢|b + c|a, b], tal que encontraremos outra forma

de escrever (3.23)

[K;, H] = m[Q;, P)]P; + mP;[Q;, P]
= 2m1h5UPj
= 2mihP,. (3.24)

Demonstracao 3. Para que a relacao de comutacao [L;, Pj| = ihe;;, P seja verificada,

usando a expressao [ab, c| = alb, c] + [a, c]b, temos

~

(Li, P = [€3xQ; Pr, P
= i1 Q; [P, Pr] + €1xQ;, P P
= zhc?jme,-jkPk
— i€ - (3.25)

Demonstracao 4. O comutador de [[A/l, I/(\J] = iheijkl/(\k é verificado usando as regras

de comutagao [a + ab, ] = [a,c] + a[b, c] e [ab, c] = a[b, c] + [a, c]b, ou seja

-~ — o~ —~ —

[Li, K = [€:j1Qj Py mQ — t Py
= mﬁijk[@ﬁ; @z} - tﬁz‘jk[@ﬁ;, 13;1]
= —imhékmeijk@; — ithéjmeijkﬁ;
= ihmeijm@; — itheim Py
= ihmeijk@ — itheijkj);
= iheg K. (3.26)
Logo, estd verificada a dlgebra associada aos operadores estrela. Onde ﬁ, K , Z, H no

cenario da simetria Galileana, correspondem aos geradores de translagoes, transformacgoes

puras de Galilei, rotacoes e translacao temporal P04 Nesta representacao @ e P sio
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transformado pelas transformacoes puras de Galilei de acordo com

e—iv§ _ﬁjezv% — ﬁj + muj1, (3.27)
eVEQiEN T = Q) + vjtl, (3.28)

Além disso
[Qj, Pr] = ihdj1. (3.29)

Note que as Egs. (3.27) e (3.28) foram obtidas usando e*Be™* = B + [A, B] + ....

Assim, @\J e 13] podem ser interpretados como observaveis fisicos de posi¢ao e momento,
com as Egs. (3.27) e (3.29) especificando a diregdo que @ e P transforma-se sob trans-
formacoes puras de Galilei (65,49, 0] Nesta representacao, temos os invariantes de Casimir

da algebra de Galilei-Lie que sao dados por

~ P
L =H—-— 3.30
! 2m ( )
~ 1 ~ ~

Onde I; é o invariante que descreve a Hamiltoniana de uma particula livre, ao passo que I,
corresponde ao invariante relacionado com os graus de liberdade do spin. Neste trabalho,

¢é considerado I, = 0.

Representa-se o observavel fisico através do gerador de translacao temporal H. A

evolucao temporal desse observavel é dada por [50, 49

A(0)ei" 7, (3.32)

ik

Aty =e

em que A(t) é o observavel fisico no instante ¢. Consequentemente, a equagao que descreve

a dinamica para o operador A\(t) é obtida tomando-se a derivada temporal da Eq. (3.32),
= 7AW, H + ==, (3.33)
a qual resulta na equacao de Heisenberg.

Com os elementos constituintes da Mecanica Quantica no espaco de fase é possivel a

construgao de uma base em H(T") 1920 Para tanto, na construcao da base, considere os
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operadores de posicao e momentum definidos por

=pl+-P. (3.34)

De maneira analoga, temos

=gl +=Q. (3.35)

Obtemos formalmente operadores multiplicativos (c-number) diretamente associados ao

operador identidade escritos na forma

P = 2pl, (3.36)

Q@ = 2¢1, (3.37)

que sao ) e P operadores hermitianos. Estes operadores podem ser escritos como

P = %(ﬂu P). (3.38)
Q=5@+Q) (3.39)

E quando submetidos a transformacao pura de Galilei, os operadores Q e P se transformam

como posi¢ao e momentum, isto é

e E Qe = 20 + vtl, (3.40)
e -~ -~
e " 2Pen = 2P + mul. (3.41)

Em consequéncia, os operadores () e P comutam entre si, isto é, [(), P] = 0, isto significa que
(@ e P nao sao interpretados como observaveis fisicos, uma vez que a relacao de Heisenberg

nao é obedecida [, Contudo, o uso desses operadores possibilita a construcao de um
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referencial de espaco de fase no espaco de Hilbert [ °l. Entédo, se define uma base de

autovetores normalizados |g, p) com um conjunto de autovalores {¢} e {p} satisfazendo

QY(q,p) = q¥(q,p), (3.42)

e, analogamente,

PY(q,p) =p¥(q,p), (3.43)

em que ¥(q,p) = (g, p|¥) é uma funcao de onda no espago de fase T'.

Através da relagao de completeza, obtemos o produto interno

(0, |, = / (g, p)Wa(g, p)dadyp. (3.44)

De forma semelhante, tem-se
(10s) = [ ¥i(a.p) = Wala p)dudp (3.45)
Um operador A aplicado em WV, fica dado
(g, p| AW) = /(q,pIEIQ’7p’><q’,p’|‘P>dqdp, (3.46)

onde [ |¢/,p')(¢,p'|dgdp = 1. Para o cdlculo do valor médio na base {g¢,p}, toma-se o

correspondente do operador A= a(q,p)* no espago de fase, ou seja

(V| A|P) = /<‘1f!q,p><q,pIEIQ’,p@<Q’,p’|‘1’>dqdpdq’dp’

Onde (q,p|zzl\|q’,p’) = 115(19 —p')0(q — ¢'). O valor esperado de Q ¢ dado por

U*(q,p)a(q,p) * ¥(q, p)dqdp

a(q,p) [W(q,p) x ¥*(q, p)] dqdp. (3.47)

(U|Q¥) = /q [W(q,p) * ¥*(q, p)] dgdp

- [ @, (3.48)
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onde o(q) é a densidade de probabilidade para medir @ na representacao da posigao ¢ [ ],
isto é

o(q) = / [W(q,p) x ¥*(q,p)] dp. (3.49)

Analogamente, temos
o(p) = / [W(g, p) » ¥* (g, p)] dg. (3.50)

3.5 Equacao de Schrodinger no Espaco de Fase

Quando se projeta um vetor |W¥(¢)) sobre o espago H(I'), gerado pelos kets |g,p), se

obtém uma fungao de onda que evolui no tempo dada na forma [49, 50, 96, 64, 87]

—itH

U(q,p,t) = exp ( ) *U(q,p,0), (3.51)

onde U(t,0) = exp (#) Derivando a Eq. (3.51) com rela¢ao ao tempo, obtemos

axp(g,tp, 2 <_hz)h(q,p) *exp <_Z£H> *U(q,p,0)
= Ehg, )« W, (352
Consequentemente, a equagao de evolugao temporal para W(q,p,t) é escrita do seguinte
modo
ihw =Hx¥(q,p,t). (3.53)

ot

Utilizando o operador Hamiltoniano definido na forma usual

H= (]2922 4V (q#), (3.54)

entao a Eq. (3.53) é escrita como

U " 2 12 92 1 h O
e . & | I RR (RS RITRINCED

2 Jq

que é a equacao de Schrodinger no espaco de fase. A dedugao desta equacao somente é

verificada se a extensdo central (3.20) que rotula a representacao for (m # 0) "5 % 19 575 97,

42 1 x Pt Produto Estrela



3 MECANICA QUANTICA SIMPLETICA IS4 Universidade de Brasilia

A Eq. (3.55) através da densidade Lagrangiana dada por

h h

L ="2(0'0,7 — 0o, U + —p(Wi9,T — va,h)
2 4m
P’ oot N t

¢é invariante por transformacao de calibre.
Usando a propriedade f(q, p)xc = ¢f(q, p) introduzida no método de separacao de varidveis,

tem-se

U(q,p,t) = ¥(q,p) * 2(¢)
= ¥(q,p)®(1), (3.57)

substituindo o produto de fungdes escrita na Eq. (3.52), obtém-se a equagao de autovalor

~

Hy(q,p) = Hx(q,p)
= Ev(q, p), (3.58)

em que E é uma constante. Assim, a solucao geral da Eq. (3.52) é escrita como

U(q,p,t) = ¥(q,p)exp (_:E> : (3.59)

Considerando que existe uma associagao com a funcao de Wigner e a solugao da

Eq. (3.52), temos a seguinte relacao para funcao fy,

fw(q,p.t) = V(g,p,t) * Ui (g,p,1). (3.60)

Entao a conexao pode ser verificada usando a equacao de Schrodinger simplética e o com-

plexo conjugado da funcao V¥, ou seja

il t
9% (a.p,0)

= H. 61
o1 (@p:1) (3.61)

Multiplicando ¥T pelo lado esquerdo da Eq. (3.52), enquanto que a segunda Eq. (3.61)

é feito uma multiplicagao por Ux pelo lado direito, e tomando a diferenca entre as duas
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equagoes, obtemos

0 (Wl
m% —H (U0 — (Ux) H
que leva ao resultado final
. a ) 7t
LDy, (3.63)

onde {a,b},; = a*b— b*a representa os parénteses de Moyal. Desse modo, a Eq. (3.63)
pode ser encontrada na literatura como equagao de Moyal para o formalismo do espaco de
fase " 7% 1L E consequentemente existe uma analogia com a equacao de Heisenberg, ou
seja, os operadores evolui no tempo e as fungoes de onda nao possui dependéncia tempo-
ral ' ") Assim, a partir da equacdo de Moyal, as funcoes de Wigner apresentam compor-
tamento de permanecerem estacionarias inicialmente enquanto que as transformadas de
Weyl dos operadores sao dependentes do tempo. A dinamica dessa equagao é equivalente
a equacao de Liouville-von Neumann, onde o estado do sistema serd descrito pela funcao
de Wigner seguido pelo parénteses de Moyal que substitui o comutador (571,

Além do mais, a fungao de Wigner satisfaz a condicao de normalizagao, dada por

/ fuw (.0, 8)dadp = / U(g, p, 1) % U (g, p, t)dgdp = 1 (3.64)

Também pode-se verificar com base na relagao (3.60) que a fungao de Wigner é real, isto

¢,

[W(g,p, 1) % W(q.p, )] = [W'(q,p,)]" 5 [W(g,p, 1))
= U(q,p,t)» V' (q,p,1)
= fw =11, (3.65)

na qual a funcao fyr nao é positiva definida. Outro aspecto importante da funcao de
Wigner, é quando se multiplica por xif(q, p) pelo lado direito na Eq. (3.58), levando-nos

assim a escrever a equacao da seguinte forma

H fw(q,p) = H* fw(q,p)
= Efw(q,p). (3.66)
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onde H é o hamiltoniano. A Eq. (3.66) para um sistema fisico definido e descrito por uma
funcao que comuta H(q, p), possibilita obter as auto-energias e os auto-estados. A funcao
H(q,p) corresponde a transformada de Weyl para um operador hamiltoniano 2R
Assim, tem-se a funcao de Wigner representando o auto-estado que descreve o sistema
associado com o autovalor. Logo, conhecida a solugao ¢, encontra-se a funcao de Wigner
no espaco de fase. Tal resultado fornece um significado fisico para as fungoes de onda em
H(T'), que sdo denominadas de quasi-amplitude de probabilidade [57, 63, 90, 66, 131],

A fim de destacar alguns elementos adicionais da representacao na fisica de particulas, é
instrutivo analisar a interagao entre quarks em um méson, considerando um setor especifico

da cromodinamica. Essa andlise ¢ abordada no proximo capitulo.
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Capitulo 4

Campo de Interacao Forte

Existe um tipo de for¢ca fundamental na natureza que mantém os nicleos atomicos
estaveis. Essa forca que supera as repulsoes eletromagnéticas é chamada de for¢a nuclear
forte [ 104 190 A teoria de campo proposta na década de 1970 por David Politzer, Frank
Wilcezek e David Gross, responsavel por explicar as interacoes nucleares fortes denominada
de Cromodinamica Quantica (QCD) (99, 106,107 6 tida como uma teoria de calibre nao
abeliana (Yang-Mills), representada através do grupo de simetria SU(3) [ 1% 1% 109 Nesta
teoria, as particulas que constituem a matéria sao descritas pelos quarks. E, além disso,
esta preve a existéncia de particulas mediadoras da interagao forte denominados de glions.
Estes glions sao os bésons de calibre distribuidos em oito espécies (107, 110], Apesar de
muito ser conhecido sobre a QCD, o entendimento do confinamento dos quarks e glions
permanece sendo o principal desafio a ser vencido, despertando o interesse de pesquisadores
de varias areas da fisica e mesmo fora dela. Neste capitulo é apresentado de forma breve a
matematica do grupo SU(3) e posteriormente a lagrangiana representativa da QCD com

base nas referéncias [13, 56, 14, 98, 99, ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ]

4.1 Representacao SU(3) do Quark

As particulas (ou campos) que compdem o que podemos observar estao inseridas em
dois grupos denominadas de particulas de matéria (ou campos de matéria) e bésons de
calibre. O primeiro grupo forma os blocos constituintes fundamentais da matéria que sao
representados em duas categorias: quarks e léptons, cujas caracteristicas consistem em
ser todos fermionicos com spin semi-inteiro !'> ' 1"l Os quarks podem existir em trés
estados completamente degenerados no qual possui a mesma massa e exatamente a mesma
interacao sendo denominados de estados de cor (14, 104, Quarks e glions sao os campos da

interagao forte e o grupo de simetria que representa a interacao forte é o SU(3) [104, 114]
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O conjunto das matrizes unitarias de dimensao 3 x 3 com determinante igual a um forma
o grupo especial unitario SU(3), que esta acoplado a oito geradores 1 0s geradores sao

matrizes 3 X 3 e é comum denoté-los por \; onde 7 = 1,2, ..., 8 e expressas como:

. 010 . 0 —i 0 . 1 0 0
M= (L 00l A=gli 0 0] A=5]0 -10 (4.1)
00 0 00 0 0 0 0
X 001 . 00 —i . 00 0
Mzé 000 %_5 00 0 %25 0 1 (4.2)
100 i 0 0 010
. 00 0 . 10
M==[00 —i|] XM=—%2]01 (4.3)
2 2v/3
0 i v3 00 —2

A=\, (4.4)

O grupo SU(3) pode ser expressado por oito geradores hermitianos independentes, tal que

a transformacao de simetria SU(3) é escrita como ' ™'}

A

U = el (4.6)

0 que permite escrever os oito geradores em termos dos A;,

. 1
Ti=3h  (i=1,..8). (4.7)
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Vemos que os operadores T; correspondem as cargas de cor e obedecem as relagoes de

comutacao da dlgebra de Lie do SU(3), ou seja,
[Ti, T]] = ifijka, (4.9)
onde f;;r sao as constantes de estrutura. E sao antissimétricos, isto ¢
fije = —Fjik = fiki- (4.10)
Ainda, as relagoes de anti-comutacgao para T, sao dadas por
A A 4 A
{Ti, Tj} = 20,1+ 2T, (4.11)

de modo que d;j;, sao constantes simétricas [14, 56],

4.2 Densidade de Lagrangiana de Campo da QCD

A teoria da Cromodinamica Quantica (Quantum Chromodynamics - QCD) representa
uma lagrangiana renormalizavel da teoria quantica de campos das interacoes fortes 109 0s
elementos chaves da QCD sao os campos fermionicos de spin 1/2 denominados de quarks
que carregam carga elétrica fracionaria e os campos de calibre de spin 1 nao-abelianos
chamados de glions que correspondem aos bésons de calibre associados a cor ', Sendo
assim, a densidade de Lagrangiana da QCD que descreve a interacao entre quarks e glions

é escrita na forma !'"7.

/. 1 7 v
L=q(il) —m)q— ZF’WF e (4.12)

onde Ip = iDA" e (i =1,...,8). O termo giy*D,q representa as interagdes de calibre entre
quarks e glions, F li,/F v & o termo cinético do glion, ¢ é o campo de quark representado
tanto no espaco de Dirac quanto no espago de cor e sao acomodados em trés componentes

de cor definidas como | ],

q=1¢q¢* (4.13)
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onde os indices sobrescritos sao rotulados por red, green e blue que corresponde as diferentes
cargas da interagao forte. A densidade de Lagrangiana (4.12) ¢é invariante perante as leis

de transformagoes [ 1% 10

g — 93y, (4.14)
Dy — ¢*@% D,q, (4.15)

) ) 1
A, = A= g—au(ﬁi(l”) + fijrdi(x) Ap- (4.16)

A etapa seguinte esta relacionado com o estudo de um dado setor de interacao forte,
a ser tratado no espaco de fase. Em particular, no estudo do méson c¢, visto que este
representa o objeto fundamental em fisica hadronica por se tratar de um sistema simples
em sua composicao por quarks, e ainda mais adequado aos testes experimentais. Sabe-se
que as massas do quark e do antiquark no sistema quarkonio sao maiores do que a escala
cromodinamica, ou seja, Mgz > Agep 5] Portanto, o tratamento nao relativistico é ade-
quado para sistemas com estados ligados pesados. Sendo assim, a equagao de Schrodinger
do sistema de dois corpos em leituras do potencial de Cornell é resolvida no referencial da

Mecanica Quantica Simplética afim de tratar a natureza confinada do sistema.
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Capitulo 5

Potencial Efetivo de Quark-Antiquark em

Mecanica Quantica Simplética

No presente capitulo, nosso objetivo é o estudo do sistema de interacao quark-antiquark
pesado no regime nao-relativistico utilizando o formalismo da Mecanica Quantica Simplética.
Para esse propésito, consideramos o modelo do potencial de Cornell, que é uma combinagao
linear dos potenciais do tipo Coulomb e linear, o qual desempenha um papel importante,
pois leva em conta com sucesso as duas caracteristicas cruciais da QCD, ou seja, a liberdade
assintética (a uma pequena distancia ou alta energia) e o confinamento de quark (a uma
grande distancia ou baixa energia). Numa primeira etapa, para tratar a natureza confinada
do sistema, é considerado o termo de interacao linear do potencial de Cornell no ambito
da Mecanica Quantica Simplética. Nesse caso, estudamos o comportamento da funcao de
Wigner associada ao estado fundamental para o méson cc.

Posteriormente, a fim de tratar a equacao de Schrédinger no espaco de fase, um proce-
dimento baseado no método da transformagao de Levi-Civita (também chamado método
de Bohlin) é apresentado e aplicado no modelo de potencial de Cornell que descreve um
estado ligado de quark-antiquark. Com esse procedimento trataremos o problema do po-
tencial de Cornell do espaco de configuragao para o espago de fase de forma separada,
tal que a primeira parte do sistema consiste ter oscilador, enquanto que a outra parte é
usado métodos perturbativos. Em seguida, analisamos a funcao de Wigner referente ao
estado fundamental do méson c¢, primeiro estado excitado, e o parametro de negatividade
¢ calculado.

A apresentagao deste capitulo estd organizada da seguinte maneira. Na Secao 5.1, escre-
vemos a equacao de Schrodinger na estrutura do espaco de fase e estabelecemos a relacao

entre a quase-amplitude no espacgo de fase e a funcao de Wigner.
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Na Secao 5.2, resolvemos a equacao de Schrodinger no espaco de fase para o potencial

de quark-antiquark e calculamos a funcao de Wigner.

Passando para a secao 5.3, o método perturbativo é apresentado para resolver a equacao

de Schrodinger no contexto do espaco de fase com o potencial fenomenolégico de Cornell,

e a funcao de Wigner ¢é calculada.

Os resultados considerados nesta se¢ao foram retirados do trabalho:

e R. R. Luz, G. X. A. Petronilo, A. E. Santana, Caroline S. R. Costa, R. G. G. Amorim,
and R. A. S. Paiva, Adv. in High Energy Phys. 2022, 10 (2022).

(https://doi.org/10.1155/2022/3409776) 1.

5.1 Mecanica Quantica Simplética: esbogco e notacgao

Nesta secao, construimos um formalismo para a mecanica quantica no espago de fase.

Para este propésito, introduzimos um espaco de Hilbert associado ao espaco de fase, deno-

tado por H(I'). Nesse caso, a associagao do espaco de Hilbert H com o espago de fase I' é

dada por [ dpdg ¢*(q,p)¢(q,p) < oo onde ¢(p,q) € I'. Entao, escrevemos ¢(q,p) = (¢, p|¢),
com o auxilio de [ dpdqlq, p){(g,p| = 1 tal que (¢| é o vetor dual de |¢). Este espago de

Hilbert simplético é representado por H(I'). Para construir uma representacao simplética

da mecanica quantica, definimos os operadores de momento e posi¢gao

ﬁ:p*:p—i(%,
~ 0
Q—p*—(1+@a—p-

Os quais satisfazem a relagao de comutacao de Heisenberg [@, ﬁ] = i.

Introduzindo os seguintes operadores,

Ki = mQ;—tP,
Li = €Q;F,
. p2
= —,

2m
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obtemos o seguinte conjunto das relagoes de comutacao:

)
)

[L;, L;] = i€ Ly

[Li, k) = iesj ke,

(K, H) =P, (5.6)
[Ei, ﬁ;] = iGijkﬁka

[

s j] = zm&]l

Onde as outras relacoes de comutacao sao nulas. Esta é a dlgebra de Galilei-Lie com uma
extensao central caracterizada por m, onde 13, K , LeH , 820, respectivamente, os geradores
de translagao, transformagoes de Galileu (Galilean boosts), rotagao e translagao temporal.

A evolucao da funcao de onda no espaco de fase é

D(g,p,t) = (g, p,0), (5.7)

derivando com relacao ao tempo, obtemos

~

2

op(q,pit) = <2P—m + V(@)) U(q,p;t). (5.8)

Esta é a equacgao tipo Schrodinger no espago de fase.

A associagao de ¥(q, p,t) com uma funcao fy é dada por

fw(aq,p,t) = ¥(q,p,t) x ¥ (g, p,1).

Que possui todas as propriedades da funcao de Wigner ] Na proxima sec¢ao, resolveremos
a equagao de Schrodinger de representacao no espago de fase e estabeleceremos a relagao
das quase-amplitudes no espaco de fase e a funcao de Wigner para o sistema de méson cc.
5.2 Confinamento de Quark e Equacao de Schrodinger no Espaco

de Fase

A equagao que descreve o sistema quark-antiquark pesado (sistema de dois corpos) na

representacao da mecanica quantica simplética é escrita como

(px)?
2m

¥(q,p) + Mgx)¥(q,p) = Ev(q, p). (5.9)
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E usando as equagoes (3.11) e (3.10) na equagao (5.9), obtemos

1 <p2 — ipd, — }laq?) U+ A (q + %ap) b= B, (5.10)

2m

onde foi usado h = 1. Fazendo a transformacao w = % + \gq, tal que

oy  pow | Oy
dqg  Owdq )\&u’ (5.11)

com isso, obtemos

0%
no qual a = SA—;. Entao, a equagao de Schrodinger é representada como a equacao de Airy,
0%

Tendo que k = % A solucao desta equagao é

\2 -1/3 p2
— — 4+ XN¢— F
(8m> (Qm A )

em que (q,p) é uma fungao real. Como consequéncia, pela virtude da associatividade,

¢(qap) = (1 4; ) (5-14)

Y * 1) x 1, podemos escrever a solugao da fungao de Wigner em termos da fungao de Airy

22 -1/3 p2
— — 4+ XN¢q— F
(8m> (Qm A >

Sendo N = a~'/3 e m é a massa reduzida do constituinte quark e sua antiparticula anti-

fuwla,p) = NA; (5.15)

quark. Na sequéncia, analisamos a solucao acima da funcao de Wigner para o sistema de
méson cc.
O comportamento da funcao de Wigner para a interagao forte dos quarks pesados é

mostrado nas (Figuras 5.1 e 5.2).
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Figura 5.1: Funcdo de Wigner para o estado fundamental do méson cc.

).
flap)

4 g (10°Mev")

Figura 5.2: As curvas (a)-(d) representam grdficos cortados da Figura 5.1 para o estado funda-
mental do méson c¢ com variacdo da energia cinética.

-

...... ) ||

0 1 2 3 4
q (10°MeV)

Fonte: [/
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Tabela 5.1: Os valores experimentais para confinamento linear A\, massa reduzida m e distancia
relativa mdzrima q para o méson cc [, 114

(a) (b) () (d)
=0 MeV =100 MeV =200 MeV = 400 MeV
A =600 MeV? (Exp.) A =600-10* MeV? (Exp.) A= 600 MeV? (Exp.) A =600 MeV? (Exp.)
m =630 MeV (Exp.) m = 630 MeV (Exp.) m =630 MeV (Exp.) m =630 MeV (Exp.)

q=4.077-107% MeV~* (Exp.)

Fonte: [/

A partir do gréafico 5.1 observa-se que para o estado fundamental do méson c¢ a fungao
de Wigner apresenta valores negativos no espaco de fase e este fato esta relacionado ao
carater quantico desse estado. No grafico 5.2, quando p = 0 MeV, tem-se uma funcgao de
Wigner que possui valores negativos indicando o carater nao-classico desse estado do méson
cc, curva (a). Isto também é observado nas curvas (b) e (¢). Em particular, p = 0 MeV
representa um extremo. Quando variamos a energia cinética para p = 100 MeV ocorre um
deslocamento do gréfico da fun¢ao de Wigner para o lado esquerdo, curva (b). Podemos
prosseguir aumentando a energia cinética para p = 200 MeV, o que evidencia ainda mais
o afastamento para a esquerda do grafico da fungdo de Wigner, curva (c). Se variarmos a
energia cinética para p = 400 MeV notamos que o gréfico da funcao de Wigner se deslocou
visivelmente para & esquerda, curva (d). Assim, observamos que existe um limite a direita
de existéncia para a funcao de Wigner nao ser zero. Esse limite se aproxima do valor
experimental referente a distancia relativa maxima de aproximacgao entre quark charme e
seu antiquark anti-charme que é da ordem de ¢ = 4.077 x 1072 MeV ~! aproximadamente.
Entao, uma condicao de contorno é imposta no zero e, assim, percebe-se que a existéncia
do quark-antiquark é do zero até onde vai a funcao de Wigner, respectivamente. Notamos
que, a analise no espago de fase estd revelando que para a variacao da energia cinética se
tem um limite maximo de existéncia do méson charme-anti-charme conforme identificado
no grafico acima. Esse sistema observado no espaco de fase, embora seja muito simples no
caso da andlise do potencial linear para descrever essa situacao de quarks, permite observar

o confinamento o que nao é observado com a solucao do espago de configuragao.

5.3 Potencial de Cornell e Equacao de Schrodinger Simplética

Nesta se¢ao, analisamos a interacao quark-antiquark no contexto do espaco de fase. Para
esse propdsito, consideramos o potencial de Cornell dado na equacao (1.1). Desta forma,

apresentamos uma solucao para a equacao de Schrodinger com o potencial de Cornell no
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espaco de fase e a funcao de Wigner associada. O hamiltoniano classico bidimensional do
sistema méson c¢ é dado como
oDt Py Pt By

2m 2m

+ V(r), (5.16)

onde m ¢ massa reduzida em unidades de MeV. Para resolver a equacao de Schrodinger
para este hamiltoniano, a transformagao de Bohlin é utilizada. Entao, o mapeamento de
Bohlin é definido por "% 77 1]

v +iy = (¢ — @) +i(20142), (5.17)
T =q — g, (5.18)
Y = 201G, (5.19)
pela definicao
, D1+ ip2
P +iP=—". 5.20
T 2qn +ige) (5-20)
O que leva a
P1q1 + P2qe
 — , 5.21
2(qf + 43) 21
_ D21 — P1Qe (5.22)

Y2+ q3)

Substituindo as equagoes (5.18), (5.19), (5.21), (5.22) na equacao (5.16), leva para o

hamiltoniano

1 { (p? +pd) +a(q} + 43). (5.23)

4 [2m(qF + QS)} (af +3)
Consequentemente, a hiper-superficie no espaco de fase definido por H = E proporciona

(p? + p3)

5 AE(q} + 3) + 4a(q; + ¢3)* = —4b, (5.24)

onde p; e py sdo os momentos canodnicos conjugados. A equacao (5.24) pode ser escrita
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co1mo

(p} +p3)
2m

- 4E(q% + qg) + 4@((]? + q§)2 + 4b *1/1((]171917 QZ7p2> - O

(5.25)

Observe que a equagao (5.25) é obtido do hamiltoniano cldssico através do produto

estrela. Portanto, o mapeamento de Bohlin que leva a equagao (5.24) é uma transformacao

classica. Por esta razao, a teoria de perturbagao é usada para analisar a equagao (5.25).

Assim, a equacao no espaco de fase é dada por

Ff\o + E] *1(q1, 1y G2, p2) = —4bY(q1, p1, G2, P2), (5.26)
em que Hy = P2 — 4B(g? % +q3x) e Hy = da(q} x +a3%)°.
A equacao para Hy tem a forma
1{]\0@/)(0)(917]91, q2,p2) = bgzol),ngdj(())(qlvplv C]2,p2), (5~27)
onde ¥ (q1, p1, g2, p2) corresponde & autofuncdo do hamiltoniano nao perturbado.
Definindo os operadores
N mW Ip1x
_ 2
i= 5 (a2, (5.25)
~ mW iprk 5
a - (q1 = | (5.29)
~ mW 1Pox
b=1/— 5.30
ok (qQ*+mW)’ (5.30)
~ mW IPox
bl =/ —— - : 5.31
ok (q2 * mW) (5:31)
De modo que —4F = mTW, e os operadores estrela (¢;x), (p;x) sao dados por
1 0
i*x) = ¢t 5 ) 5.32
(a%) = 4 + 5 o0 (5.32)
i 0
) =g — ——, 5.33
(pix) =4 — 5 90 (5.33)

o8

Y x Pl
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entao, o hamiltoniano fica escrito como

~ 2 % +p2k
b— w — AE(¢? % +¢2%) + da(q? * +¢2%)*. (5.34)

O hamiltoniano nao perturbado é definido como

= (pi*+p3*)

Hy = 5 — 4B (g} * +¢5%), (5.35)
e a parte perturbada corresponde a
H = da(q? * +¢2%)2. (5.36)
A equacao a ser analisada é dada por
H + (g1, p1, 2, p2) = =40y (1, p1, G2, D2)- (5.37)
E, a equacao nao perturbada
Hot® (g1, p1s 42, 12) = 00, 0O (a1, 91, 62, o). (5.38)

A parte nao perturbada, 1{]\0, tem solugoes da seguinte forma

?/ng,m(%’ply QQ7P2) = ‘I)m(Q1>p1)Fn2(Q2ap2)a (5-39)

Os operadores atuantes nos vetores de estados correspondem a

a®y, = /11,1, (5.40)
al®,, =vng +1d,, 4, (5.41)
Ly = v/l (5.42)
0Ty, = Vg + 1001 (5.43)

Utilizando as relacoes a®y = 0, ?)\FO = 0, a solucao do estado fundamental resulta ser
UG0(a1,pr, g, p2) = Nem TP L (g5 4+ p3)e™ B9 L, (65 + p3), (5.44)

onde L,,, L,, sao polinomios de Laguerre e N é uma constante de normalizagao.
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Em consequéncia, a solucao para perturbacoes de primeira ordem é dada por

OV (@1, p1, g2 p2) = U (a1, p1, G2, p2)
+ Z <¢7(792,m2(Q1»p1’ QQ7p2)|H1|¢7(101),n2 (thh QQ7p2)>

(5.45)
mi1#ni, b'slol)7n2 - b£7[1)37m2
maF#n2
X ¢£gz,m2 <QI7 D1, 42, p2)
Assim, o estado fundamental do méson c¢ é
1 0 o 7 0 V6 (o
= i g e - e - ) e

E para estados excitados do méson c¢, as func¢oes de onda sao

1 0 a 30 0 —-1-11v6 (o 0 V6 o
o= 80+ g |- Yool T - - svaet) - Y2

1 0 a 30 o 11\/_ 0
)= 2 g |- Y+ R o) v -

wlé

wi?f] . (5.48)

A funcao de Wigner para o méson c¢ é dada por

fw(Q17p1> C]Q,p2) = %(11),@((]17291, Q2,p2) * ¢n1 nQ(Ch,pl, q2, p2) (5-49)

Os graficos 5.3(a) e 5.3(b) mostram o comportamento da fungao de Wigner associada
ao estado fundamental e ao primeiro estado excitado para o méson ce. Deve-se notar que
todos os graficos consideram as coordenadas ¢y, po constantes para representar uma figura
tridimensional, enquanto ¢; = ¢, p; = p. No gréfico 5.3(b), vé-se claramente a presenca de
valores negativos para a fun¢ao de Wigner no nivel excitado do méson cé. No grifico 5.3(a),

a funcao de Wigner parece estritamente positiva para o estado fundamental.
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Figura 5.3: Func¢ao de Wigner para os niveis de energian = 0 figura 5.3(a) en =1 figura 5.3(b)
para 0 méson cc.

figp)

(a) Funcao de Wigner para o n = 0 do méson cc. (b) Fungao de Wigner para o n = 1 do méson cc.

Fonte: "]

Com a funcao de Wigner determinada para o méson c¢, podemos calcular o parametro de
negatividade para este sistema, este parametro esta correlacionado com a nao classicidade
do sistema ). Os resultados deste célculo sio mostrados na tabela (5.2). Como pode
ser visto na tabela (5.2), o parametro de negatividade aumenta quando ni, ny crescem.
O parametro de negatividade é uma ferramenta relevante no contexto do formalismo de
Wigner, pois esta relacionado tanto com a nao classicidade dos sistemas fisicos quanto com
o comportamento cadtico. Nesse sentido, analisando a negatividade da funcao de Wigner
é possivel estudar aspectos que o formalismo usual da funcao de onda nao permite. Entao,

o estudo no espaco de fase é crucial para entender mais sobre a natureza cadtica.

Tabela 5.2: Parametro de negatividade n(¢) para os niveis ni,ng = 0, 1.

ny, Ny n()
0,0 0
0,1 0.230
1,0 0.230

Fonte: "]
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Além disso, no caso do potencial linear na representacao do espaco de fase, o espectro do
sistema quark-antiquark foi melhorado escrevendo a equacao de Schrodinger simplética em
termos das derivadas fracionarias generalizadas oriundas do céalculo fracionario. O Calculo
Fracionario representa uma extensao natural do cédlculo classico, fundamentada na genera-
lizacao dos operadores diferenciais e integrais para ordens arbitrarias, nao necessariamente
inteiras ou mesmo reais. Embora suas raizes historicas remontem a mais de trés séculos
com contribui¢oes fundamentais de nomes como Leibniz, Euler, Riemann, Liouville, Abel
e Caputo, durante muito tempo essa area permaneceu restrita ao dominio tedrico, frequen-
temente percebida como um ramo esotérico da matematica pura, desprovido de aplicacao
direta.

Atualmente, o cédlculo fracionario desempenha um papel central na modelagem de siste-
mas complexos e em diversas areas como viscoelasticidade, controle de sistemas dinamicos,
transporte inteligente, dinamica anomala e fisica de particulas, evidenciando sua versatili-
dade como ferramenta de descricao matematica precisa. No préximo capitulo, o potencial
de Cornell ¢ analisado incorporando a representacao fracionaria no dominio da mecanica

quantica simplética.
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Capitulo 6

Representacao Fracionaria da Interacao Quark-
Antiquark Efetiva na Estrutura da Mecanica

Quantica Simplética

Neste capitulo, um sistema de interacao forte descrito por um estado ligado de um
quark-antiquark na estrutura simplética da mecanica quantica é considerado. A versao
simplética nao relativistica da equacao de Schrodinger com o termo linear do potencial
fenomenolégico de Cornell é derivada neste formalismo. Nesse cendrio, o estudo é desen-
volvido com base na abordagem das derivadas fraciondrias generalizadas (ou derivadas
fraciondrias de Abu-Shady-Kaabar) inserida no contexto da mecanica quantica simplética.
Entao, a fungao de Wigner associada ao méson c¢ é calculada.

O objetivo fundamental do presente capitulo é investigar a aplicabilidade da abordagem
fracionaria ao estudo da dinamica de quarks na representacao do espaco de fase.

Entao, o comportamento da funcao de Wigner para o estado fundamental do méson
cc é analisado sob a perspectiva do calculo fracionario. Para este propodsito, a equacao de
Schrodinger simplética é reescrita na estrutura fracionaria com o termo linear do poten-
cial de Cornell para o méson pesado c¢. Além dos aspectos fisicos, a analise oferece um
procedimento mais simples para estudar esse tipo de sistema.

O presente capitulo esta disposto da seguinte forma. Na Secao 6.1, o conceito de derivada
fracionaria generalizada ¢ implementada na equagao de Schrodinger simplética para a parte
linear do modelo fenomenoldgico do potencial de Cornell. Nesse propodsito objetivando
investigar o efeito dos parametros fracionarios no comportamento do méson cec. A Secao 6.2
¢é dedicada a anélise dos resultados.

Os resultados apresentados nesta segao foram oriundos do trabalho:
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e R. R. Luz, M. Abu-Shady, G. X. A. Petronilo, A. E. Santana, and R. G. G. Amorim,
Adv. in High Energy Phys. 2023, 7 (2023). https://doi.org/10.1155/2023 /8366154 [,

6.1 Equacao de Schrodinger simplética fracionaria para o poten-
cial de confinamento

Uma vez obtida as solugoes para a equagao simplética de Schrodinger, seguiremos reali-
zando a generalizacao para uma equacao de Schrodinger de espaco fraciondrio que descreve
duas particulas interagindo entre si pela parte linear do potencial de Cornell. Utilizando
os resultados do capitulo anterior, a equacdo simplética de Schrodinger assume a forma [

%iv(q,p) + Max)¥(q,p) = E¥(q,p). (6.1)

Usando as equagoes (3.10) e (3.11) em (6.1), leva a

1 (pz — ipd, — ;183> P+ A (q + %ap) = E, (6.2)

2m

onde sao empregadas as unidades naturais, tal que A = 1. Aplicando a transformacao

2 ~ 7 1e
w = £~ + \g, esta equagao ¢ lida

PY(w) w—F
a1 Y(w) =0. (6.3)
sendo n = %. Escrevendo a equagao (6.3) na forma fracionéria a partir de [ ], segue que
1 o e w—F
§2(17Q)D D ¢(w) - ¢<W) =0, (6.4)
no qual
o (s el
Do) = =)= 0 (6.5)

TB—atl)’ 0w

e ¢ ¢ um parametro de escala, 0 < a<1e0< g < 1. Por isso,

LB Y[ -2V 12 0
DD~ = | =—F———— — 4+ (1 - *— 6.6
$(w) <F(ﬁ—a+1)) B | )
logo, a equacao (6.3) na forma fraciondria é escrita como
Yy (1—a)dy w—=E\ 9o
T %—< o )w b =0, (6.7)
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em que

1 e\’
A= g21=a) <F(ﬁ —a+ 1)> ’ (68)

sendo ¢ um fator de escala. Vale notar que se & = 5 = 1 obtém-se a equagao (6.3) original.

6.2 Analise dos Resultados

Nesta segao, para obter uma funcao analitica da equagao (6.7), o parametro fracionario
é tomado como a = 0.5 (Para outros valores, métodos perturbativos podem ser usados.

Isso nao serd abordado no presente trabalho). Dessa forma, tem-se que

Py 1dy (w—E\,
o’ wde (Anw )7’0_0' (6.9)

E, a solucao desta equacao ¢ dada por

b= clme:M<—‘3vA”+2E,3/2, 2 )+cm3e°éU(—_3— M,B/ZQ—“)-

4/ An VA 4/ An VA

(6.10)

onde Cy, Cy sao constantes e M(a, b, z), U(a, b, z) sao as fungoes de Kummer. Pode-se con-
siderar U(a, b, z) como uma solugao fisica, pois é a tinica que é quadrado integrével. Como
resultado, pode-se impor que C; = 0. Adicionalmente, se a = —n, a série U(a, b, z) torna-se
um polinomio em w de grau nao superior a n, onde n = 0,1, 2, .... Esta circunstancia nos

permite escrever

P (W) = C,, we:U<—n,3/2,2?w>. (6.11)
onde Kk = \/An, e

E, = /1<2n + g) (6.12)

Observe que a energia nao depende explicitamente da energia cinética, portanto a condicao
inicial deve ser ¢ = p = 0.

Para o estado fundamental, fazendo a substituicao em ¢ e p novamente, tem-se

2 + \q
wo(q,p):Co\/;;+Aq exp(—m—), (6.13)
m K
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fo(2) 616

Usando o fato de que ¥(q, p) é real, a funcdo de Wigner normalizada do estado funda-

mental é dada por

| P° 2+ g
fwo = o x g = Cg (k) %nL)\q exp(—QT) (6.15)

onde a constante Cy(k) depende do valor de k.
Na figura 6.1, o comportamento do Ey = Ey(5) e By = E1(B) é descrito. Na figura 6.2,

a diferenca AF = FE; — Ey é grafada em funcao do parametro 3, considerando ¢ = 1.

Esta diferenca para § & 0.3 atingiu a ordem de valor das medig¢oes experimentais 1 Vale
ressaltar aqui que apenas a parte linear do potencial de Cornell nao fornece um espectro de
acordo com a medi¢ao experimental [21, 23], Aqui como temos os parametros das derivadas
fracionarias, esses resultados podem ser melhorados para valores de ( e 5. O proximo ponto
é explorar o comportamento da funcao de Wigner a fim de detalhar o comportamento do
confinamento de quark-antiquark. Além disso, é tratado o caso geral do potencial de Cornell

no proximo capitulo.

Figura 6.1: A linha pontilhada (...... ) representa o nivel fundamental de energia, Fy, € a linha
tracejada (- - - - - ) representa o primeiro nivel de energia excitado, Ey ; ambos em fun¢do do

parametro 8, com ¢ = 1. As massas dos quarks sao tomadas como m = 0,336 MeV e A = 0,22
Mev?2 P12,

E(GeV) 6
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Figura 6.2: A diferenca dos niveis de energia AE = Ey — Ey em funcdo do parametro 3, com
¢=1.

T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
B

Fonte: [

A funcdo de Wigner para o parametro fracionario o = 0.5, e diferentes valores de [
é apresentada na figura 6.3. A figura compara as fungoes fracionarias de Wigner com a

original, que é o = 8 = 1. Observamos que os picos diminuem diminuindo .

Figura 6.3: Comparacdo das fungoes fraciondrias de Wigner e nao fraciondrias mo corte de
2

— =0 na equagdo (6.15). Aumentando o valor de % no corte da funcao Wigner mostrard um
m

deslocamento para a esquerda, dando assim um valor mdximo de p para a existéncia da funcdo.

A funcdo Wigner original € fornecida quando o = § = 1.

—a) a=0.5, =0.5
---b) 0=0.5, p=0.7
¢) a=0.5, B=1.0

+ d)a=1.0, B=1.0

q(103MeVv?)
Fonte: [

As curvas a) a ¢) da figura 6.3 mostram que aumentando  aumentam os picos das
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funcoes de Wigner. Além disso, vemos que os picos diminuem para zero quando [ vai para
zero. 3 funciona como parametro de ajuste para a funcao Wigner fracionaria do méson cc.
A curva d) é a funcao de Wigner original sem os parametros fracionarios para o méson c¢ eI,
Na figura 6.4 mostra que aumentando (3 a distancia ¢ diminui. O valor méximo de 3 é o mais
adequado para o caso de a = 0, 5. Quando comparado com a evidéncia experimental; para

comparacao, o valor experimental para a distancia maxima é gy = 4.077 - 1073 MeV ! 1,

Figura 6.4: E apresentada apenas uma pequena parte da figura 6.3. Observa-se que a distancia
mdzrima de existéncia diminui com a diminuicao de 3.

0.8 — a) G=0.5, B:O.S
---b) 0=0.5, B=0.7
¢) a=0.5, =1.0
061 + d) a=1.0, B=1.0
0.4 T,
N +++

0.2 N T+

~
~T
=SE=s

15 2 25 3 35
q(103MeVv1)

Fonte: [/

Para o caso do potencial geral de Cornell, equacao (1.1), pode-se linearizar para obter

uma forma de aproximacao. Na primeira aproximacao

20 o
Vig)=—"—=+ (A 5)q, 6.16
(@) ==+ (A + ) (6.16)

de modo que a,b e gg sao constantes. Entao o hamiltoniano é

() o B 20
(Hxjw = S+ (A+ q—3)<q*>w —(B+ q—o)w. (6.17)
Esta equacao leva a ,
(e = B 4 N(gry = B, (6.18)

2m

Vale notar que a equagao (6.18) é igual a equagao (6.1) com N = X + % e ' =F+ 3—;’.
e
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Portanto, a mesma analise se aplica aqui. A energia é dada por

3 20
E,=k 2n+—>——, 6.19
( 2 do ( )
onde kK = \/An e n = 2—. Vale ressaltar que, quando ¢ — 0, no potencial geral de Cornell

tem-se o ¢~ que é responsavel pela interacao em distancias curtas e correspondendo a
uma troca de glion. Além disso, na tabela 6.1 sdao apresentados os resultados tedricos
do modelo fraciondrio para a« = 0,5, § = 1,0, calculado a partir da equagao (6.12), e
os respectivos valores experimentais. As comparagoes foram estabelecidas apenas para os
estados 1S, pois nosso modelo tedrico é aplicavel apenas a esses estados. Nao incluimos
0 spin em nosso modelo teérico. Notamos que ha uma boa precisao entre os resultados

tedricos e experimentais [ ], melhor do que os obtidos por outros modelos tedricos 211,

Tabela 6.1: Massas Experimentais e Tedricas (em MeV ) dos mésons charmaonio.

Méson  Potencial Cornell Fraciondrio Dados Experimentais [115]

J/\II(IS) 3,1003 3,0969
T(15) 9, 4818 9, 4603
n(1S) 2,7992 2,9796

Fonte: "/
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Capitulo 7

Sobre o Confinamento de Quark-Antiquark

Fracionario e Mecanica Quantica Simplética

Este capitulo apresenta os resultados obtidos em nosso estudo sobre o confinamento de
pares quark-antiquark fracionarios e sua aplicacao na descricao de mésons pesados. A in-
vestigagao se concentrou especificamente nos sistemas charm-anticharm (c¢), bottom-anti-
bottom (bb) e 0 méson (b¢), que representam importantes laboratérios para a compreensio
de setores da Cromodinamica Quantica (QCD) em regimes de baixas energias.

O estudo explorou os sistemas de estados ligados bidimensionais caracterizados pelos
respectivos mésons charm-anticharm, bottom-antibottom e bottom-anticharm na perspec-
tiva das derivadas fracionarias generalizada, incorporando o arcabouco teérico da mecanica
quantica simplética e empregando o método Nikiforov-Uvarov fracionério estendido. Inves-
tigamos o comportamento da funcao de Wigner, definida na representacao do espaco de
fase, para o estado fundamental dos sistemas de mésons pesados, observando os efeitos dos
parametros fraciondrios. Além do mais, o espectro dos quarkonios pesados (mésons ¢, bb
e bc) é determinado. Através da andlise comparativa com dados experimentais e outras
previsoes tedricas, buscamos validar o modelo proposto (potencial de Cornell modificado)
e contribuir para uma compreensao mais aprofundada.

A motivacao para usar a funcao de Wigner é que, em tempos recentes, ela tem sido
estudada para sistemas fortemente ligados em diversos modelos. Ao mesmo tempo em que
ela oferece caracteristicas alternativas para analisar a natureza de um estado quantico do
sistema tais como nao-classicalidade e caoticidade, conceitos esses importantes em linhas
de pesquisa como computagao quantica e informacao quantica, mas também para a Cro-
modinamica Quantica, em particular no estudo das distribuigoes de quarks.

Este capitulo é organizado nas segoes subsequentes da seguinte forma. Na Secao 7.1,
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alguns aspectos da equacgao de Schrodinger representada no espaco de fase e o método
Nikiforov-Uvarov fracionario generalizado sao brevemente revisados para fixar a notagao. A
Secao 7.2 introduz a estrutura fracionaria do quark-antiquark para a equagao de Schrodin-
ger simplética. A Secao 7.3 é dedicada a analise dos resultados.

Os resultados desta secao foram retirados do trabalho:

e M. Abu-Shady, R.R. Luz, G.X.A. Petronilo, A.E. Santana, & R.G.G. Amorim, Int.
J. Mod. Phys. A, 39 (02n03), 2450011 (2024).
(https://doi.org/10.1142/S0217751X24500118)

7.1 O Método Nikiforov-Uvarov Generalizado Fracionario

O método Nikiforov-Uvarov-(NU) generalizado representa uma expansao do método
Nikiforov-Uvarov-(NU) padrao, com ambas as técnicas sendo implementadas principal-
mente no ambito da mecanica quantica. Essa abordagem reside na determinacao de auto-
valores e autofungoes para uma gama de equacoes, incluindo as equagoes de Schrodinger e
Dirac, assim como equagoes suscetiveis a transformacao para a forma hipergeométrica, ou

Seja [ ) ) ) ) ) ) ) }

Y

a a @ % h(s
DD ()] + T DM) + o

Aqui, o(s) e o(s) sao polinomios de segundo grau maximo de « e 2q, respectivamente, e

Y(s) =0. (7.1)

7(s) tem um grau méximo de «, de modo que

D*(s) = Is' =Y/ (s), (7.2)
D* [D*(s)] = I* [(1 — a)s' 2%/ (s) + %" (s)] . (7.3)
Onde I = % e os parametros fraciondrios satisfazem a condicao, 0 < a < 1,0 < <

1. Ao substituir as Egs. (7.2) e (7.3) na Eq. (7.1), segue-se que

() + 2y 4 Ty g, (7.4)

72 1 % T Produto Estrela


https://doi.org/10.1142/S0217751X24500118

7 SOBRE O CONFINAMENTO DE QUARK-ANTIQUARK FRACIONARIO E MECANICA
QUANTICA SIMPLETICA B% universidade de Brasilia

onde o subscrito f indica fracionério e

71(s) = (1 — a)s o (s) + I *7(s), (7.5)
04(s) =s'""(s), (7.6)
a1(s) = I%5(s). (7.7)
Escrevendo
U(s) = ¢(s)y(s), (7.8)

entdo, a Eq. (7.4) leva a seguinte equagao hipergeométrica:

or(s)y"(s) + 74(s)y'(s) + Ay(s) = 0, (7.9)
onde ¢(s) é representada como a derivada logaritmica, isto é,

¢'(s) _ mp(s)

= , (7.10)
o(s)  og(s)
(7.11)
e
Tr(s) = Tp(s) + 2ms(s). (7.12)
Para solucoes de estados ligado, é necessario que
T'(s) < 0. (7.13)
A equacao de autovalores é dada por
-1
A=A = —nTi(s) — %a}'(s), (n=0,1,2,...) (7.14)

e y(s) é uma fungao do tipo hipergeométrica, cujas solugoes polinomiais sdo obtidas a partir
da relacao de Rodrigues

B, d

y(s) = yn(s) = TZ)@ o7 (s)p(s)] (7.15)

onde B,, é uma constante de normalizagao e p(s) é uma funcdo peso que satisfaz a seguinte
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equacao

dw(s)  7(s) ol
ds  ay(s) (5),

(7.16)

tal que w(s) = oy(s)p(s). A fungao 7(s) é definida como

ay(s) = 74(s)

- + \/(M) ~Gi(s) + Koy(s), (7.17)

mr(s) =

A=K +(s), (7.18)

onde 7s(s) é um polinomio de primeiro grau. Se as expressoes sob a raiz quadrada fo-
rem quadrados de expressoes, os valores de K na Eq. (7.17) podem ser determinados. Isso
6 possivel se o seu discriminante for zero ' ™ ™ 1A geguir, esta metodologia é im-
plementada para resolver a equacao de Schrodinger simplética no dominio das derivadas

fracionarias generalizadas para o potencial de Cornell.

7.2 Sistema Quark-Antiquark Fracionario e Equagao de Schrodin-
ger Simplética

Considere um estado ligado de quark-antiquark pesados, como os mésons c¢, bb de
massa m. Essas duas particulas interagem entre si por meio do potencial fenomenolégico
de Cornell, dado na Eq. (1.1). A série de Taylor em torno de um ponto gg pode ser usada
para derivar o potencial de Cornell, que é escrito, até a aproximacao de segunda ordem,

CO1mo:

3b 3b b
Viq ————l—(a+—)q——q2, 7.19
D=4 a a (719)

onde a,b sao constantes puramente fenomenoldgicas do modelo, e gy é uma coordenada
espacial relativa especifica entre os dois quarks. A equacao de Schrédinger simplética esta-

ciondria é obtida a partir da Eq. (5.8), levando explicitamente a

p2

H*w:%

3b b 5 3b
*xV+la+—=|gx— =qg°*x=(FE+ — ). 7.20
Y ( qg,)q el Y ( %)1/} (7.20)
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Aqui, E é o autovalor de H = Hx e m = =L representa a massa reduzida para a
q q

particula de quarkonio (c¢,bb e be). A Eq. (7.20) é reescrita como
2

H*zp:;’—m*quw—aq?w:E'w, (7.21)

ondeAz(a—i—g—g ,azﬁeE’—E—i—?)—b.

Utilizando as OEq. (5.1), e Eq. (5.2) na Eq (7.21), a equagao de Schrodinger simplética

de estado estacionario se 1é

1 ) 1
(p — ip0y — 85) v+ A (q + %810) Y —o <q2 — iq0, — 1812)) = E". (7.22)

2m

(Estamos usando h = 1). Utilizando a transformacao z = % + \g — 0¢?, obtém-se [’

o ,
(Z )w—i—a—i—?( —E)¢— (723)
o Py 100 A2
w—Fwaw—Fwa(w—FE—E)w:O, (7.24)
onde w =z — g
Considerando o ansatz
¥ =w IR(w), (7.25)

as expressoes para as derivadas sao dadas por

3 LOR 1

— (3 _ .,y % 2
Ow - Oow 2w R(w), (7.26)
0% _10%°R 30R 3 _s
g~ g T g, i R, (727)

Ao substituir as Eqs. (7.25), (7.26) e (7.27) na Eq. (7.24), apds alguns cdlculos, obtém-se

O*R 1 A2
= -F) ~0. 2
St o (a+8mw<w+ = )R(w) 0 (7.28)
Utilizando a estrutura da derivada fracionaria generalizada [, a Eq. (7.28) leva a
DD R(w) + — (o +38 (w+ Al — E') JRw) =0 (7.29)
w)+ ot 8mwlw+ w) = 0. .
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Da Eq. (7.3), temos

D*D*R(w)

(%)2 [M—Qa% +(1- a)wl—hg—f] . (7.30)

Considerando esta equagao, a Eq. (7.29) se 1é

R (1—a)dR 1 g A 28Mw'® ,
e “E = 31
72 + o +— Y ERE [0+8mw + 1o 8mw ]R(w) 0, (7.31)
onde I ()
A=—rr—7"—— <1l ; <1 32
TB—a+1) 0<a<l ;0<pB< (7.32)

Comparando a Eq. (7.4) e a Eq. (7.31), definimos as seguintes equagoes a fim de usar o
método de Nikiforov-Uvarov (NU) [""):

THw)=1—-a ; of=w (7.33)
e ! /2
~ 1 1194 8mw aA "o
Oy = 40A2 |:O' + 8m w —+ T — 8mw E:| . (734)

A abordagem Nikiforov-Uvarov-(NU) é realizada considerando a Eq. (7.17) para escrever

Ty COINO

- af(w ) ; 7Tf(a) ) 4 \/(Uf(w,) ; 7Tf(("}l>> _ &f<wl> + KO’f(W)- (735)

Ao substituir as Eqgs. (7.33) e (7.34) na Eq. (7.35), 7y se lé

= = :l: \/— - Al Azw/a — AngQa -+ wk. (736)

O parametro constante K ¢é determinado utilizando a condi¢ao de que a expressao sob a
raiz quadrada tenha um zero duplo, ou seja, seu discriminante seja igual a zero. Conse-

quentemente, segue-se que K = Ciw® . Como resultado, 7; é dado por

¢ i \/ YA+ (O — Ag)we — Agw', (7.37)

76 1 % T Produto Estrela



7 SOBRE O CONFINAMENTO DE QUARK-ANTIQUARK FRACIONARIO E MECANICA

QUANTICA SIMPLETICA B% universidade de Brasilia
onde
a2
Cl == A2 Zl: 4A3 (Al - Z), (738)
com
A= (7.39)
PTgA '
1 /8m\?
Ay = — FE 7.4
7 40 A? ( 4o sm ) ’ (7.40)
8m'
Ag = —— . 41
37 Yo A2 (7.41)

Das Eqs. (7.37) e (7.38), existem quatro formas possiveis de 7¢, que sdo as seguintes:

T RZ JA =2 for by = Ay + /44 (A — %), 72
! 2 \/A_gwa—\/Al—aTz fOI‘klZAQ_\/Z.LAg(Al_%). .

Selecionamos 7 como 1,
/ 2
Ty = % — VAW + 1/ A — %- (7.43)

n7(w) = 5 (r7() = 77(2)) (7.44)

e utilizando as Eqgs. (7.43) e (7.33), obtemos

2
TH(w) = —2¢/Agw® + 24/ Ay — QZ +1. (7.45)

Da Eq. (7.18), definimos

Definindo [

Ay — \/4A3 <A1 — %2)] w* L, (7.46)

1 % Pt Produto Estrela 7



IS4 Universidade de Brasilia 7.2. Sistema Quark-Antiquark Fracionério

e também

’ n ’ n(n—l)

M) = =5 ) = BT w),

w) = nor/Agw® . (7.47)

Dos lados direitos das Eqs. (7.46) e (7.47), temos

Ay — \/ 44, <A1 - %2) = na/A;. (7.48)

Com as Eq. (7.41), Eq. (7.48) fornece os autovalores de energia no espago fraciondrio, ou

seja,
;N2 CTA2
E =2 22 lnay/—— — 4
4o 40 \/0/12 “ )] ’ (7.49)
onde A = BL)H) 0<a<1,0<f<1. Como Eéum valor real na Eq. (7.49), entdo a
seguinte condicao é derivada:
1
Uma vez que A é definido pela Eq. (7.32), a escolha de « e 8 é arbitraria, ou seja, deve
satisfazer a condigao
['(B—a+1) ) ’ 2
—— | —a” >0. 7.51
(5 (75
Tomando R(w) = ¢(w)y(w), entdo da Eq. (7.10), ¢(w) é uma solucdo da equagao
P W) _ milw) (7.52)
plw)  op(w)
Substituindo 7(w) e of(w) na Eq (7.52), o resultado é
o = w2 VA~ e e : (7.53)

Além disso, a outra parte do campo, dada pela quase-amplitude de probabilidade y(w), é

a fungao do tipo hipergeométrica obtida da Eq. (7.16) como segue

L (05@)plw)) = T@)ple). (7.54)
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De modo que

Ao considerar of(w) = w, temos

w——i—( v Azw® +2\/Ali+1>

Resolvendo a equacgao acima, obtém-se
A
o= w2\/A7a2/4€$p |:__2wa:| )
«

Entao y,(w) é dada por

Com a Eq. (7.57), Eq. (7.58) resulta em

yn((,L)) = an_Q\/EQQAS ad_n |:wn+1m6_2\/;473wa:| .

Das Egs. (7.53) e (7.59), escrevemos

R(w) VAT e\/:S : [w””\/Al‘fez\/?“&} :

Usando a Eq. (7.25), temos

Un(w) = Cou 55V dd_ [wn+2m e—wﬂa} |
w’n

Dessa forma, a func¢ao de Wigner de n-ésima ordem ¢é dada por

F(a,p) = () x 03 (w).

(7.55)

(7.56)

(7.57)

(7.58)

(7.59)

(7.60)

(7.61)

Entao, o cédlculo da funcao de Wigner de n = 0 até a segunda ordem em A no produto

1 % Pt Produto Estrela
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estrela, leva a

Dig.p) = Nufroe e

1 _9V/43 p
—Ny/ = + 2w ¥e 255 (XN = 20¢) = 7.62
\ W e ( oq)m, (7.62)

onde N é uma constante de normalizacdo, a qual é calculada por [ f$)(q,p)dqdp = 1.

Esses resultados sao discutidos em detalhe na secao seguinte.

7.3 Analise dos Resultados

Nesta segao, analisamos o comportamento da fungao de Wigner fracionaria para o nivel
de energia fundamental dos mésons (c¢, bb e bc). Os resultados subsequentes foram obtidos
aqui 1“7 Para ¢¢: h = 1, momento p = 1 GeV, massa reduzida mz = 0.73 GeV !,
parametros de confinamento A = 0.3093 GeV?, 0 = 0.1130 GeV3. Para bb: massa reduzida
my; = 2.34 GeV, parametros de confinamento A = 0.2370 GeV?, o = 0.1185 GeV?). Para
be: massa reduzida my = 1.11 GeV, A = 0.1721 GeV?, 0 = 0.0488 GeV?3). As Figuras 7.1
mostram o comportamento das solugoes dadas na Eq. (7.62), para a ordem fracionaria .

Na Fig. 7.1, para o nivel de energia fundamental dos sistemas de mésons (cc, bb, e be),
a densidade de probabilidade calculada a partir da funcao de Wigner fracionaria definida
como [ dpfw = |1 (q)]?, respectivamente, na ordem fraciondria «. Nesses sistemas, quando
comparado a evidéncia experimental, o valor para a distancia relativa maxima onde um
quark-antiquark interage é de aproximadamente 4.077 GeV ~!, para cc; 2.58 GeV ™!, para
bb e 2.15 GeV !, para be) [ 5 127,

Figura 7.1: A densidade de probabilidade obtida a partir da fun¢do de Wigner fraciondria com
ordem fraciondria o = 0.155 (linha sdlida preta) (méson c¢), o = 0.155 (linha sdlida azul) (méson
bb), a = 0.155 ( linha sélida vermelha) e 3 = 0.5 para o estado 18.

- 4.x 107174 1.4 x 1073
12% 10
1.2 x 1073
=27
1.x 10 3.x 10774 1. x 10731
8.x 10728 436
p(0) e p(4) 5 x 10-174 plg) 810
6.%10" : 6.x 107307
4.x10°2%8 | x 1077 4.%x 107309
2.x10°2%8 2. % 107361
0 . . - 0 7 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
g~ (Ger™") g~ (Ger™") g~ (Ger™")
Fonte: "]
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O espectro de massa dos mésons pesados ¢¢, bb e bé foi calculado. Esse espectro de

massa ¢ dado pela seguinte equagao 1,
M =m,+mg+ FE'" (7.63)

Entao a Eq. (7.49) é usada na Eq. (7.63), resultando em

Sy ) J

Onde m,, mgz sao as massas do quark-antiquark e m ¢é a massa reduzida. Vale ressaltar

A2 g A?
M:mq+mg+4———

que estamos usando apenas os autovalores de energia reais. Neste caso, de acordo com a
condigao dada na Eq. (7.50), adotamos o = 0.155 e 5 = 0.5 que parece ser mais satisfatério
para se ajustar aos dados experimentais. Em nossos calculos, utilizamos os parametros
me = 1.4619 GeV', my, = 4.68 GeV %17 Na Tabela 7.1, o erro total é calculado pela média
dos erros relativos em relacao aos dados experimentais 11291 Considerando esses valores de
a e B3, a energia do nivel fundamental e o espectro de massa dos mésons ¢¢, bb e bé no
estado 1S sao calculados e apresentados na Tabela 7.1. Assim, o espectro de massa dos
mésons c¢, bb, b¢ para o estado 1S foi comparado com o estado 1S dos dados experimentais
e outras pesquisas teoricas realizadas na literatura [8, 17, 39, 41, 79, 121, 125, 126, 127]

Na Ref ' sdo apresentadas predigoes para os estados de energias 1S dos sistemas
c¢, bb por meio de uma combinacio de métodos, incluindo o método de Nikiforov-Uvarov
estendido, a derivada fracionaria generalizada e o potencial de Cornell estendido. Essas
predicoes para o estado 1S do méson ¢ sdo de 3.074-GeV, e para o estado 1S do méson bb,
9.465-GeV com parametros fracionarios a = 0.84, 5 = 1. As predicoes derivadas aqui para
o méson cc¢ de estado 1S sdo as mais proximas do resultado experimental 129 Ou seja,
para os estados 1S dos mésons bb e bé ha discrepancias de aproximadamente 0.003-GeV,
0.004-GeV em relacao ao experimento. Enquanto os achados da Ref. [120] divergem em 0.023-
GeV e 0.004-GeV. Note-se que a Ref. '”! nao fornece dados para o méson b¢ de estado 18.
Nossos resultados sao comparados com os da Ref. [ ],que utilizou o potencial de Cornell
modificado, o método de iteracao assintética juntamente com a equacao de Schrodinger
radial N-dimensional, e com os da Ref. [39] que abordam uma versao estendida do potencial
de Cornell, o método de iteracao analitica exata no arcabouco do espaco N-dimensional.
Observamos que para os estados 1S dos mésons ¢¢, bb, nossas predicoes sdo mais acuradas

do que os modelos apresentados nas Refs. 11 e Pl ¢ exibem uma concordancia satisfatéria
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quando comparadas com as evidéncias experimentais 1291 As diferencas entre as predicoes
para o estado 1S do sistema cc e o experimento [12%] para esta pesquisa e as estudadas
por e P 50 de 0.0004-GeV, 0.019-GeV e 0.0016-GeV, respectivamente.

No caso do estado 1S do sistema bb, a margem de diferenca em relacdo aos resultados
experimentais obtida neste trabalho e nos trabalhos 175997 6 de 0.0039-GeV, 0.049-GeV e
0.284-GeV yrespectivamente. Para o sistema b¢ no estado 1S, a Ref. 1) ndo fornece resul-
tados, enquanto este artigo e a Ref. ) apresentam diferencas de 0.004-GeV, 0.0004-GeV.
Na Ref. "] os espectros de mésons pesados e suas propriedades termodinamicas foram
obtidos no contexto da equacao de Schrodinger radial N-dimensional usando o potencial
de Cornell estendido. Nossas predicoes para o méson c¢ no estado 1S melhoraram os re-
sultados apresentados na Ref. ) ¢ estao préximos dos experimentais. No entanto, o valor
obtido na Ref. ['"] para o méson bb no estado 1S é exato em relacio ao experimento, en-
quanto as diferencas entre os presentes resultados e a Ref. ) com os dados experimentais
sao de 0.0004-GeV, 0.002-GeV, respectivamente, para o estado 1S do méson bb. Observa-se
que a Ref. ™1 nao fornece resultados para o sistema b¢ no estado 1S. Em Ref. 121 s80
considerados métodos como a iteragao exata analitica, a equagao de Schrodinger radial em
N dimensoes e o potencial de Cornell estendido. O valor calculado para o sistema ¢¢ no
estado 1S neste trabalho esta consistentemente em boa concordancia com o resultado da
Ref. ', No entanto, para os mésons bb e b¢ no estado 18, as predicoes da Ref. 121 mostram
melhorias em relacao aos dados experimentais. Nossos espectros de massa medidos para
os mésons no estado 1S (c¢, bb e bc) diferem dos valores experimentais em 0.0004-GeV,
0.003-GeV, e 0.004-GeV, respectivamente, enquanto os resultados do trabalho 121 diferem
dos experimentais em 0.001-GeV, respectivamente.

Nossos resultados apresentaram uma melhoria para o sistema bb no estado 1S em com-
paragao com os da Ref. 127 na qual os autores obtiveram os espectros de massa de mésons
pesados utilizando a equagao de Salpeter sem spin, implementada com o modelo de po-
tencial de Cornell e a formulagao da aproximacao semiclassica-WKB. Além disso, nossas
predicdes para os sistemas c¢ e bb no estado 1S sdo mais precisas quando comparadas ao
da Ref. I, Em um trabalho anterior ) foi utilizado o formalismo da mecanica quantica
simplética, derivadas fracionarias generalizadas e a parte linear confinante do modelo de
potencial de Cornell. Esses resultados sugerem a validade do modelo apresentado neste
trabalho, o que reforca as consideracoes formuladas na Secao 6.1. De fato, trata-se de uma
melhoria quando comparado a resultados tedricos anteriores [ 17+ %% 7 126 127 ¢ exibe uma

concordancia satisfatéria quando comparado com as evidéncias experimentais [129],
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Tabela 7.1: Nivel fundamental de energia e espectro de massa dos mésons (c¢, bb, be) em (GeV)
com (o =0.155 ¢ = 0.5), (A = 0.3093 GeV?, 0 = 0.1130 GeV?, me = 0.73 GeV ), (my; = 2.34
GeV, XA = 0.2370 GeV?, 0 = 0.1185 GeV3), (myz = 1.11 GeV, A\ = 0.1721 GeV?2, o = 0.0488
GeV3) 170, 12],

Mesons State £ Present Work Ref. (7T Ref. 'l Ref. T Ref. T Ref. 'l Ref. "7 Ref. [T Exp. ['7]
cc n=0 0.1713 3.0966 3.074 3.078  3.0954  3.095 3.096 3.098  3.1003  3.097
bb n=0 0.0964 9.4564 9.465 9.510  9.7447  9.460 9.460 9.681  9.4818  9.4603
be n=0 0.1311 6.2730 —— —— 6.2774 —— 6.277 —— —— 6.277

Total Relative Error 0.03% 0.39% 0.56% 1.02% 0.11% 0.01% 11.08% 0.16% ——
Fonte: "]

Tabela 7.2: Espectros de massa do estado 1S (em GeV) para o sistema c¢ em diferentes valores
dos pardametros fraciondrios generalizados o e [3. Os parametros (A, o, me) sao 0s mesmos
utilizados na Tabela 7.1.

c¢ system State £ Present Work Exp. (=
(¢ =0.15), (=0.5) n=0 0.1713 3.0047 3.007
(¢ =0.13), (=0.5) n=0 0.1638 3.0872 ——
(¢ =0.2), (=05 n=0 0.1896 3.1130 —
(¢ =05), (=05 n=0 02749 3.1983 ——
(=0.15), (3=0.15) n=0 0.3635 3.2869 ——

(@=05), (3=015) n=0 05723 3.4957 —

Fonte: 1]

Nossos resultados para o sistema c¢ no estado 1S sao apresentados na Tabela 7.2 em di-
ferentes ordens fracionarias «, 5 e comparados com os resultados experimentais do Particle
Data Group 01 B importante observar que, para certos valores dos parametros fracionarios
generalizados o e f ha um aumento no espectro de massa previsto em comparagao com
o experimento. A escolha dos parametros fracionarios torna-se favoravel para a = 0.15 e
£ = 0.5. Enquanto isso, os parametros fracionarios generalizados que proporcionam um

melhor ajuste aos dados experimentais sao aqueles listados na Tabela 7.1.
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Capitulo 8

Interacao de Cornell no Escopo da Equacao do
Tipo Pauli-Schrodinger para Dois Corpos: O

Formalismo da Mecanica Quantica Simplética

No presente capitulo investigamos o comportamento quantico de um sistema de estado
ligado composto por um charme-anticharme (méson ¢¢) movendo-se no potencial de Cor-
nell, utilizando as representacoes da mecanica quantica simplética e da funcao de Wigner,
incluindo o efeito de spin. O sistema é caracterizado pelo modelo prototipico de potencial de
Cornell que descreve a interacao entre dois quarks pesados, sendo uma quantidade impor-
tante em teorias de calibre. Dessa forma, inicialmente derivamos a representacgao simplética
da equagao do tipo Pauli-Schrodinger. Nessa perspectiva, analisamos trés aspectos basicos:
(i) o confinamento do sistema, (ii) o espectro e (iii) a emergéncia da nao-classicidade
para os estados de quarkonio. Para resolver a equacao de Pauli-Schrodinger simplética,
sao utilizados o método do mapa de Levi-Civita e a teoria de perturbacao padrao até
a primeira ordem. Em seguida, determinamos a funcao de Wigner para o estado ligado
quark-antiquark com um potencial de Cornell e um campo magnético.

Um dos objetivos primordiais da cromodinamica quantica (QQCD) consiste em entender
a estrutura tridimensional dos héadrons por meio de seus graus de liberdade intrinsecos
de quarks e glions. Dentre as ferramentas mais completas para a tomografia hadronica,
destaca-se a funcao de Wigner, a qual codifica a informagao simultanea dos partons nos
espagos de posicao e momento, semelhante as amplitudes do espago de fase em mecanica
quantica. A funcao de Wigner representa uma funcao de quase-probabilidade extensiva-
mente empregada em ética quantica, processamento de sinais e teoria quantica de campos
para investigar a estrutura e a dinamica do espaco de fase de sistemas quanticos.

O restante do capitulo esta organizado da seguinte forma. A Se¢ao 8.1 descreve o sistema
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quark-antiquark utilizando a equagao do tipo Pauli-Schrédinger Simplética no contexto da
mecanica quantica simplética, com um potencial de Cornell sob a influéncia de um campo
magnético externo. A Secao 8.2 oferece uma discussao sobre os nossos resultados e os
possiveis desdobramentos.

Os resultados reportados neste capitulo foram retirados do trabalho:

e R.R. Luz, G.X.A. Petronilo, R.A.S. Paiva, A.E. Santana, T.M. Rocha Filho, &
R.G.G. Amorim, (https://doi.org/10.48550/arXiv.2507.20045) (2025).

8.1 Estados Ligados de Quark-Antiquark

Aqui, determinamos os estados ligados do sistema quark-antiquark a partir da for-
mulagao simplética. Consideramos o Hamiltoniano nao-relativistico para um sistema de

estado ligado de um quark carregado e massivo e seu antiquark:

H= % P2 58] +v(r), (8.1)
onde & sdo as matrizes de Pauli, P' = P — (e/ c)ff ¢ o momento cinético para acoplamento
minimo, P 0 momento canonico, m a massa reduzida do sistema quark-antiquark, Ao
potencial vetor magnético e V(r) o potencial de interagao. Para um campo magnético
espacialmente uniforme, em coordenadas cartesianas, temos A= —% (By& — B,y) para o
campo na dire¢ao z. Fazendo a substituicao do potencial na Eq. (8.1), o termo cinético

assume a forma

1 /- - 2 1 eB.y 2 eB,x 2
— (B- A) - —|(p, P, — : 8.2
2m<6 2m<+2)+<y 2) (8.2)
que, ao ser expandido, fornece
P2+ P?  e2B2(224+4?%)  eB,
vy B AY) eBep b (8.3)

2m 8m 2m

O dltimo termo pode ser identificado como o acoplamento magnético orbital, proporcional
ao momento angular L, = 2P, — yP,. O Hamiltoniano pode entao ser escrito como
g [PErP B +y’)  eBL.

5 v ~om —eho,B,| +€eV(r). (8.4)
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Assume-se, entretanto, que o momento angular orbital L., é muito pequeno, uma vez que
o movimento considerado ¢é essencialmente planar e simétrico em torno do eixo z, nao ha-
vendo rotacao significativa em torno deste eixo. Dessa forma, o termo proporcional a L,
apenas deslocaria a energia por uma constante e pode ser omitido sem perda de genera-
lidade. Em seguida, usamos o Mapeamento de Bohlin (ou transformagao de Levi-Civita)
para transformar o Hamiltoniano na Eq. (8.4) no de um oscilador harmoénico bidimensio-

nal [ 00 119, 125].

T=q — a3 Y=200,
p _Pa + P2q2 _ D2q1 —P1g2

_ P = . 8.5
20 +a3) " 7 2(qf +a3) (8:5)
O Hamiltoniano resultante é, portanto,
2
Pt + 13 Bl (g+¢) o.B.| a 8@+ ) (8.6)
8m (g} + q3) 8m 2m | (¢ +a) bR '

onde usamos explicitamente a expressao para o potencial de Cornell na Eq. (1.1), r =

Vi2+ iy =¢ + ¢ eo, = +1.

A equacao de Schrodinger independente do tempo é entao:

~

H * \Ij(qlvplvq%pQ) = E\Ij(qlvplaQQaPQ)’ (87)

onde F ¢é a energia do estado estaciondrio e o operador Hamiltoniano H 6 obtido da funcao
Hamiltoniana H(qi, q1,p1,p2) na Eq. (8.6) substituindo as varidveis (qi,q1,p1,p2) pelos
respectivos operadores chapéu (hat operators) seguindo a prescrigao na Sec. 5.1. Obtemos

entao:

2 2 2.2 233
D1 + D3 B (qf + q3) B. , 2 2 2\3
( - )*\If—l—T—%(ql+q2)0z*\ll—4a*\lf—4ﬁ(ql+q2) * U

—4E (¢ +¢3) »¥ =0, (8.8)

() o6
¥, 0 1

sao, respectivamente, o spinor de Pauli (ndo-relativistico) de duas componentes e a matriz

onde
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de Pauli z. Esta equacao pode ser reescrita como

2 2 Bz B2
() o (3 0) hnm (3) o 0

com Y, = 1, Y_ = 1y, ou, equivalentemente, como
Hitpy = Kis, (8.10)
onde
Hy = Hy. + Hy, (8.11)

com Hy e H; sendo os Hamiltonianos nao-perturbado e perturbado, respectivamente:

~ 1 +B,
Hys = 2—(p1+p2)*—( 5 —E) (6 +a3) >
H = ( ) (41 +q§)3*. (8.12)
Onde definimos ) L
mw
_ — 2 _F 8.13
: ( : ) (5.13)

e obtemos entao

= /(1/m)[E F B./2].
Onde w representa a frequéncia.
8.1.1 Solucao de ordem zero

Para simplificar a notagao, a partir de agora removeremos o sinal + de nossas ex-
pressoes, pois resolveremos separadamente cada caso da Eq. (8.8), e consideraremos a
definicao apropriada em cada caso. Usando o fato de que o Hamiltoniano Hy 1 é o de

um oscilador harmonico isotropico bidimensional, resolvemos a equacao de ordem zero
7 0) _  (0),,(0) .
Hyypy' = £OPY como:

w(éhaph(h,]?z) = ¢n1(Q1apl)¢n2(QQap2)7 (8-14)

onde ¢,(q,p) é o estado estacionério do oscilador harménico unidimensional com nimero

quantico n.
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Agora definimos os operadores estrela de criacao e aniquilagao:

a - * i / ! *
a = _— 1 —_—
2611 2wp1 )

pl* )

\/ QQ*‘HV pz* ;

al = —q1 * —1

&’

)
I
| &

AR w — i 8.15
b 1/2q2* z\/2wp2* , (8.15)
Os operadores na Eq. (8.15) satisfazem as relagoes:
@,a' = .07 =1,
@ ¢n, (q1,01) = V11 Gny—1(q1, 1),
@' ¢n (q1,01) = V1 + 1,1 (@1, p1),
b Oy (g2, p2) = V12 Pry—1(q2, 2),
/b\T ¢n2((h7p2) =vny+1 ¢n2+1(q2ap2)’ (816)
e
V2w
k=1,2,e
AU, = ), BOY,, = natl),,. (8.18)
Podemos, portanto, reescrever os termos do Hamiltoniano como
Hy = w (a*a+%+ 1) :
~ 1 B2 ~ ~.,13
B o= —(==- [A a2 + (b + b)?2 8.19
1 &ug(gm 6) @+a")*+(b+0") (8.19)
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O autovalor do estado ¢, », é entao

0)

mgm = (ny +n2+ 1w. (8.20)

Usando as defini¢oes de w e a Eq. (8.20), finalmente obtemos o espectro de energia de

ordem zero: )
o _ 1 ma® B (8.21)
12 2(n1+n2—|—1)2 2

Notamos que no limite B, — 0 nosso resultado concorda com os resultados de campo nulo
nas Refs. [ 2],

As funcoes de quase-amplitude de probabilidade sao obtidas usando as propriedades:

apy =0, bopg=0, (8.22)
ou da Eq. (8.15):
< gql w i %p1*> b0 = 0, (8.23)
que pode ser resolvida como:
V60 (41,1, @2, p2) = Nem DL (gl + pR)e” @B L, (wa + p3), (8.24)

)

onde L, sao polinomios de Laguerre de ordem n e N é uma constante de normalizacao.
Os estados excitados podem ser obtidos diretamente usando os operadores de criagao ou

de levantamento (raising operators) a' e bt

8.1.2 Correcao de primeira ordem

A corregao de primeira ordem para as autofungoes na teoria de perturbacao usual é

dada por

1z
1?7(}1%2 (q17p17 QQ7P2) = 1/J1(7,()1)7n2 (thl? q2, p2) + Z (0) (0) ) (825)

K — K
mi1#ni;maFng L2 mi,mz

onde
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7= /¢r,§?,)m2(Q17P17Q2;p2) <8_ 5) IS )¢£Ll)n2(Q17p17Q27P2)dQ1dP1dQ2dp2
. B
= /%»E?,)mQ(QhPh%;m) <8_m —5> X
1 R 3
|:2w ((a + aT) (b + bT)z):| ¢£?)7n2 (C]l,pl, QQ,pg)dqldpldQdeg. (826)

Este integral pode ser calculado em forma fechada usando as propriedades dos operadores
de criagao e destruigdo na Eq. (8.16) e a ortonormalidade das autofungoes. Além disso,
o célculo da Eq. (8.26) é apresentado no apéndice, o qual, juntamente com a Eq. (8.25)
fornece os estados perturbados do sistema de quark-antiquark. O estado fundamental do
méson cc é entao

2

> [(21\/_+18+25\/_>¢0

(1) . 0) é B
Yo,0(q1,p1, 42, p2) Yo,0(q1, 1, G2, P2) + (w S

- (3‘{ - 3> + (30v21 + 3VE)UY — 4v3ul) + 8VITEHU |

Para os primeiros estados excitados obtemos:

BQ
Pl = ) - ( : f ) [89 3001% + 13.479) + 6.320{) — 89.43u)

8mw
~19.330) — 23.51¢5) — 10.3195) — 11.83¢% |, (8.27)
(&
(1) o, (B _B 0 0 0 0
Ul = et (oo [— 89.300%) — 13479 — 6.320) + 89.4309)
+19.33047) + 23,5197 + 103192 + 11.830(7 . (8.28)

A funcao de Wigner para o estado ligado quark-antiquark é entao obtida a partir desses

autoestados usando o produto estrela x como:

fW(Q17p17 QQ,p2) = 1/%(11)@(6]17291, Q2ap2) * ?ﬂnl nQ(Ch,pl, QQaPZ) (8-29)
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A correcao de primeira ordem para os autovalores é obtida de

Aliglll)ﬂw = / %L(i),ngﬁﬂﬁz(l%QdCIldmd%dpz, (8.30)

o que resulta em

AW = (ny + 1)(ng 4+ 2)(ny +3) + (01 + 1) (g +2)% + (ny — Dng(ng + 1)
+(ny 4+ Dni(ng + 1) + /nd(ny 4+ 1)3 4 (g + D)n2 + (ng + Dny(ny — 1)
+n1(ny — 1)* + ni(ny — 1)(ng — 2) + 3(ny + Dni(na + 1) + 3(ng + )nyng
+3n3(ng + 1) + 3niny + 3(ny — D)ni(ng + 1) + 3(n1 — 1)nyng + 3(ng + Dng(ng + 1)
+3(ng + 1)ngny + 3n3(ny + 1) + 3nang + 3(ng — 1)ng(ny + 1) + 3(ng — 1)ngny
+(ng + 1) (ng 4+ 2)(ng + 3) + (2 + 1)(ng + 2)* + (ng — D)ng(ng + 1)* + 1/n3d(ng + 1)3

+1/ (n2 + 1)2n3 + (ng + Dng(ng — 1) + na(ng — 1)? + ng(ng — 1)(ng — 2), (8.31)

e da Eq. (8.19) o autovalor w,(qll),nQ corrigido até primeira ordem é dado por

(1) 1 (B (1)
Fngmy = (M1 102 + 1w + -~ B Al (8.32)

8w \8m

Que agora é escrita como

“ \/(002 —d(m +my+1)- A2 (2 - 8)

(€5 - 8.33
wn1,n2 2(%1 +ng + 1) ’ ( )

onde o é um parametro constante do modelo de potencial de Cornell.

O espectro de energia corrigido em primeira ordem é entao

1 1 (B2 2
EW — _ —— (= -5 AW . 8.34
nne 2(ny +ng + 1)2 {a 8w (8m B) (8:34)

Esta equacao fornece os autovalores de energia para a particula quarkonio na presenca de

um potencial de Cornell. Na préxima secao discutiremos nossos resultados.

8.2 Funcoes de Wigner dos estados estacionarios

Nesta secao, analisamos a funcao de Wigner dos estados estacionarios do sistema quark-

antiquark, até a aproximacao de primeira ordem, para o méson cc, obtida por meio do for-
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malismo da mecanica quantica simplética. O estado ligado mais baixo de um quark charm
e um antiquark charm, denominado J/t, possui uma massa aproximadamente 3.5 vezes
maior do que a massa do préton, sendo um sistema ideal para testar as hipoteses da QCD
(Cromodinamica Quéantica) (1549 109 Obtivemos aqui o estado fundamental com a respec-
tiva quase-amplitude de probabilidade. Para as estimativas numéricas, utilizamos os valores
dos parametros fornecidos na Ref. '’ o pardmetro de confinamento 8 = 0.191 GeV?, a
constante de acoplamento forte o = 0.472, a massa do quark charm m, = 1.3205GeV,
a massa reduzida me = 0.6602 GeV e a frequéncia w = 0.959 GeV obtida da Eq. (8.33).
Além disso, também consideramos os parametros ¢; = g € p; = p com ¢z, po fixados na
representacao grafica.

Os gréficos da Fig. (8.1) e Fig. (8.2) exibem o comportamento da fungdo de Wigner
corrigida em primeira ordem para o estado fundamental (n; = 0,ns = 0) de um méson,
composto por um par quark-antiquark (c¢), com momento fixo p = 0GeV e sem campo
magnético externo (B = 0). Esta representagao grafica da fungao de Wigner que descreve
o quark-antiquark charm é dada em funcao da distancia de interagao entre o quark charm
e seu antiquark ¢ (GeV ™).

No grafico da Fig. (8.1), observamos que para o momento p = 0 GeV, e quando consi-
deramos B = 0 GeV?, a funcao de Wigner reproduz o comportamento grafico de resultados
anteriores obtidos em 1. Ou seja, p = 0GeV, representa uma condicao limite para a
existéncia do sistema do méson c¢¢ que varia de ¢ = 0 a ¢ =~ 4GeV 1. Isso significa que
o sistema esta ficando confinado naquela regido. No grafico da Fig. (8.2), observamos cla-
ramente que, a medida que variamos o momento p = 2.3 GeV (vermelho), p = 2.5 GeV
(verde), e p = 2.9GeV (azul), com B = 0GeV?, a funcio de Wigner se desloca para a
esquerda e os picos da curva diminuem dentro da regiao de ¢ = 0 a g ~ 4 GeV~!. Para va-
lores maiores de momento, a funcao de Wigner desaparece, ou seja, o sistema de méson nao
existe. Assim, ha um limite superior para a existéncia do méson c¢ que é dado pelos perfis
das curvas da fun¢ao de Wigner, conforme mostrado nos graficos das Figs. (8.1)-(8.2). Esse
comportamento é uma caracteristica do confinamento de quarks, uma propriedade nao
trivial da cromodindmica quantica (QCD), onde os quarks permanecem permanentemente
ligados no interior dos hadrons. E importante ressaltar que é na representacao da mecanica
quantica simplética que o mecanismo de confinamento é revelado e matematicamente ar-
ticulado por meio das propriedades de localizacao da fungao de Wigner. Essencialmente,
a formulacao simplética permite que esse comportamento de confinamento surja natural-

mente através da geometria do espaco de fase, em vez de depender unicamente de meca-
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nismos baseados em potenciais, tipicos da abordagem quantica padrao. Nossos resultados

estao em concordancia com trabalhos publicados anteriormente b, 8],

0.4

03

fola pl

0.1

: T T .
0 1 2, 3 4
q{Gevhy

Figura 8.1: Func¢do de Wigner com corregao de primeira ordem para o estado (ny =0, ng =0)
(estado fundamental) do méson c¢, grafada em func¢do da distancia interquark q na regiago 0 <
q < 4GeV™, com momento p =0 GeV e campo magnético B =0 GeV?.

0.16
0.14
012+
0.101

£yl p)
0.081

0.06+

0.04

0 I 2 ; H

aGevh
Figura 8.2: Func¢do de Wigner com corre¢ao de primeira ordem para o mesmo estado (ny =0,
ng = 0) do méson c¢, grafada em funcio da distincia interquark q na regigo 0 < q < 4 GeV™1,
para os momentos p = 2.3 GeV (vermelho), p = 2.5 GeV (verde), e p = 2.9 GeV (azul), com
B =0GeV?
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Figura 8.3: Comportamento grdfico da funcdo de Wigner com correcao de primeira ordem para
0 estado (n; = 0,n9 =0 ) (estado fundamental) do méson c¢ para o valor do campo magnético
B = 0.38GeV? ¢ momento fizo (p=0GeV).

Em contraste, o grafico da Fig. (8.3) ilustra a funcao de Wigner com correcao de
primeira ordem para o mesmo autoestado (n; = 0,n9 = 0), porém, agora submetido a um
campo magnético externo fraco de intensidade B = 0.38 GeV?. A introducio desse campo
magnético perturbativo induz uma mudanca qualitativa significativa no comportamento
da funcao de Wigner: o surgimento de regioes negativas.

A presenca de tal negatividade é um indicador da nao-classicidade do sistema. Den-
tro da estrutura da mecanica quantica simplética, a negatividade na funcao de Wigner
sinaliza coeréncia quantica e fenomenos de interferéncia que nao possuem qualquer con-
traparte classica. Esses efeitos destacam a sensibilidade dos sistemas de quarks confinados
a perturbacgoes externas, mesmo que de magnitude fraca, revelando correlacoes quanticas
profundas embutidas na estrutura do espago de fase.

Essa caracterizacao dual de confinamento e coeréncia quantica reforca a formulacao
simplética da mecanica quantica como uma estrutura poderosa e indispensavel para a
analise de sistemas quanticos complexos, governados por interagoes fortes e sujeitos a per-

turbacoes externas.
8.2.1 Espectro de Massa do Méson cc

A tabela 8.1 apresenta o espectro de massa do estado fundamental do méson c¢ calculado
usando o modulo da correcao de energia de primeira ordem, em comparacao com dados

experimentais e véarias previsoes tedricas da literatura.
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Os espectros de massa sao descritos pela equacgao a seguir (4,
M =m, +mg+ By (8.35)

Substituindo a Eq. (8.34) na Eq. (8.35), obtemos

1 1 (B2 ?
M = mqy+mg + 3 {a—@ (8m —B) A(l)} : (8.36)

Tabela 8.1: Nivel fundamental de energia e espectro de massa do méson cé (em GeV), calculado
usando o modelo atual e comparado com o dado experimental e diversos trabalhos tedricos. Os
pardmetros utilizados foram: a = 0.472, 8 = 0.191 GeV?, m. = 1.3205 GeV, m = 0.6602 GeV,
B =0.15 GeV2, w=0.959 GeV, A =20 [17],

Méson Estado E[(]l(} Present  Ref. [”1 Ref. 1 Ref. "7 Ref. 11 Ref. 7 Ref. P1 Ref. () Exp. 1%
cc ny=0,n,=0 04596 3.1006  3.074 3.078 3.098  3.1003 3.0966  3.0954  3.095 3.0969
Erro total 011%  0.73%  0.61%  0.03% 0.10% 0.009%  0.04%  0.06%
Fonte: 1]

O modelo atual produz um valor de massa de 3.1006 GeV, que estd em excelente con-
cordancia com o resultado experimental de 3.0969 GeV 1291 O desvio relativo em relacao
a massa experimental é de apenas 0.11%, demonstrando a alta precisao do método.

As outras previsoes tedricas, incluindo modelos de potencial nao-relativisticos, relativi-
zados e de Cornell, apresentam graus variados de concordancia:

Os modelos nao-relativisticos, que utilizam derivadas fracionérias generalizadas e abor-
dagens do potencial de Cornell modificado (Refs. [126, ]), tendem a subestimar ligeiramente
a massa, produzindo valores na faixa de 3.074-3.078 GeV. Os desvios desses modelos em
relacao ao resultado experimental sdo de aproximadamente 0.73-0.71%.

Modelos de potencial de Cornell estendidos, o método de Nikiforov-Uvarov, efeitos de
temperatura, o método de iteragdo analitica exata (AEIM) e a equagao de Salpeter sem
spin (modelos de quarks relativizados), e a abordagem da aproximagao semicldsica WKB
(Refs. 139, 79, ])fornecem resultados mais precisos, tipicamente dentro de 0.04-0.03% do
valor experimental. A abordagem da mecanica quantica simplética, modelos de potencial
de Cornell e as derivadas fraciondrias generalizadas (Refs. 5, ]) alcancam uma precisao
muito alta, com erros abaixo de 0.10%, comparéveis ao trabalho presente.

Neste contexto, o presente modelo se destaca por incorporar correcoes perturbativas
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que envolvem um campo magnético de fundo (B,) e a abordagem simplética da mecanica
quantica, ao mesmo tempo que preserva a simplicidade em sua estrutura analitica. Embora
nao inclua explicitamente uma estrutura relativistica, ele alcanca um desempenho preditivo
comparavel ao de modelos mais sofisticados.

Portanto, a abordagem da mecanica quantica simplética proposta nao é apenas analiti-
camente eficiente, mas também fenomenologicamente confidvel para descrever a massa do

estado fundamental de hadron pesados, como o J/1.

1 % Pt Produto Estrela 97






Capitulo 9

Consideracoes Finais e Perspectivas Futuras

Neste trabalho desenvolvemos uma investigagao detalhada acerca de um sistema nao-
relativistico bidimensional de interacao forte descrito por quarks-antiquarks pesados via o
formalismo da funcao de Wigner no arcabouco tedrico da mecéanica quantica simplética e
das derivadas fraciondarias generalizadas. Esse setor é caracterizado de forma especifica por
um potencial linear responsavel pelo confinamento de quarks incorporada por uma parte
do tipo potencial de Coulomb, proveniente da troca de um glion entre os quarks. Este é o
tao chamado modelo de potencial de Cornell, caracterizando experimentalmente este setor
da Cromodinamica Quantica QCD. Esse potencial de interacao entre dois quarks pesados
desempenha um papel importante em teorias de calibre. Também tem grande relevancia
fenomenoldgica na conexao com os experimentos de colisoes de fons pesados (Relativistic
Heavy Ion Collider-RHIC) e (Large Hadron Collider-LHC).

Em sequéncia, uma revisao aprofundada da funcao de Wigner foi conduzida, com énfase
em sua formulagao no espaco de fase. A partir disso, exploramos detalhadamente as propri-
edades do produto estrela de Weyl, uma ferramenta fundamental para conectar a mecanica
quantica com a mecanica classica no formalismo do espaco de fase. A andlise demonstrou a
associacao direta entre os operadores quanticos convencionais, que atuam no espaco de Hil-
bert, e seus correspondentes no espaco de fase, que operam através do produto estrela. Essa
abordagem permite uma representacao alternativa da dinamica quantica, onde a evolugao
temporal de uma funcao de Wigner é governada por uma equagao andloga a equacao de
Liouville, mas com o produto estrela substituindo a multiplicacao ordinéaria. Desse modo,
o formalismo do espaco de fase e a fungao de Wigner se estabelecem como um elo entre
a mecanica quantica e a classica, oferecendo uma descricao intuitiva da distribuicao de
quase-amplitude de probabilidade de posicao e momento de um sistema quantico.

Posteriormente, uma teoria de representacao no cenéario do espaco de fase é construida
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onde definimos uma classe de operadores estrela que foi peca chave para desenvolver a
representacao unitdaria do grupo de Galilei-Lie estendido no espaco de Hilbert. Em de-
corréncia disso, escrevemos a equagao de Schrodinger na estrutura do espago de fase de
forma que é estabelecida a conexao entre a representacao de Galilei e o formalismo de

Wigner.

Em seguida, uma revisao bibliografica baseada na Cromodinamica Quantica foi feita
buscando apresentar aspectos da matéria hadronica formada por quarks e 1éptons denomi-
nados de campos de matéria. Neste contexto, abordamos os campos de calibre ingrediente

fundamental ao lado do grupo de simetria SU(3) que representa a interagao forte.

Em consequéncia, foi estudado o sistema de interacao quarks-antiquarks pesados em
que foram analisados trés diferentes mésons com base na equagao de Schrodinger nao-
relativistica no espago de fase. Primeiramente, foi resolvida a equacao de Schrédinger com
potencial linear considerado o caso mais simples onde observamos o comportamento da
funcao de Wigner associada ao estado fundamental dos quark-antiquark charme, quark-
antiquark bottom e quark bottom mais antiquark charme no espaco de fase. Observamos
que a analise no espaco de fase, permite mesmo para esse modelo simples observar o
confinamento de mésons, sendo nao visto nos casos usuais. E, ainda, verificamos através da
andlise no espaco de fase que esta mostrou por meio da variagao de energia cinética, que
tem-se um limite méaximo de existéncia do méson que se dar através dos graficos obtidos.
Na sequéncia, resolvemos a equagao de Schrodinger com o potencial Cornell no formalismo
da mecanica quantica simplética para o méson charme-anticharme utilizando o método
da transformacao de Bohlin, tal que recorremos a teoria de perturbacao independente do
tempo para esse sistema. Por fim, a funcao de Wigner associada ao estado fundamental
e o primeiro estado excitado do quark-antiquark charme foi encontrada e determinamos
o parametro de negatividade. Através do parametro de negatividade observamos que a
medida que aumentamos a ordem de energia do méson para o primeiro estado excitado, o
volume da parte negativa da funcao de Wigner aumenta, o que evidenciou um aumento do
carater quantico do sistema.

Procedemos com o estudo do sistema de estado ligado de quarks-antiquarks pesa-
dos implementando o formalismo das derivadas fraciondarias generalizadas, e introduzindo
o método Nikiforov-Uvarov fracionario generalizado para encontrar a solucao de quasi-

amplitude para os mésons formados por quarks e antiquarks pesados: (mesons) charm
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(c)-anticharm (¢), bottom (b)-antibottom (b), e b — €. Isso foi realizado no formalismo da
mecanica quantica simplética com o potencial de Cornell expandido no termo do tipo Cou-
lomb (contribuigdes de glions) até o termo quadrético na distancia de separacao entre os
quarks no méson. O efeito dos parametros fracionarios, o e g é abordado, considerando a
funcao de Wigner no contexto do formalismo da mecanica quantica simplética, um aspecto
nao explorado anteriormente. Os parametros fracionarios tém relagao com a existéncia
da funcao de Wigner, que descreve os campos mesonicos. Adicionalmente, notamos que
os espectros de massa dos mésons pesados sao aprimorados em comparacao com outros
trabalhos na literatura.

Avancamos na abordagem simplética da Mecanica Quantica para obter, através de
uma abordagem perturbativa, os estados fundamental e primeiro estado excitado do sis-
tema charme-anticharme. Este sistema estd sujeito a um campo magnético e interage
através do potencial fenomenolégico de Cornell, que inclui termos de confinamento e nao-
confinamento. Resolvemos a equacao de Pauli-Schrodinger simplética, independente do
tempo, apos um mapeamento de Bohlin no referencial do espago de fase. Posteriormente,
a fungao de Wigner foi determinada. O foco principal foi o efeito do spin (do campo
magnético) nas propriedades do estado do quarkénio pesado, representadas pela fungao
de Wigner. A representacao simplética do espago de fase, operacionalizada pela funcao
de Wigner, oferece insights profundos sobre o comportamento de sistemas de quarks que
interagem fortemente. Os resultados apresentados revelam como o confinamento de quarks
se manifesta intrinsecamente na geometria do espaco de fase, e como a aplicacao de um
campo magnético fraco induz assinaturas claras de nao-classicidade quantica. Além disso,
observamos que o espectro de massa do méson pesado c¢ foi melhorado em comparacao
com outros estudos tedricos da literatura.

Por fim, como perspectivas para futuros desenvolvimentos, iremos utilizar a equacao
de Pauli-Schrédinger no formalismo da mecanica quantica simplética incorporando a for-
mulagao das derivadas fracionérias generalizadas. O efeito da temperatura finita e do po-
tencial quimico baridnico serao abordados em trabalhos futuros. O estudo do potencial
fenomenolégico de Cornell usando a abordagem das simetrias de Lie merecem certamente

ser explorados.
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Apéndice A

Sistema de Interacao Efetiva Quark-Antiquark

Neste apéndice iremos mostrar parte dos calculos feitos no cap. 5 para o sistema de
interacao efetiva, modelada por um quark-antiquark pesado no referencial do espaco de fase.

Neste cendrio, usando as relacoes de ortogonalidade e equagoes de autovalores conhecidas,
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Tendo em conta os mesmos argumentos, escrevemos o segundo termo
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e também, para o terceiro termo
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