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Resumo

As ondas gravitacionais, previstas hd mais de um século pela Teoria da Relatividade Geral de
Albert Einstein, foram detectadas pela primeira vez em 2015 pela colaboracdo LIGO-Virgo.
Essa descoberta representa o inicio de uma nova era para a astronomia multimensageira,
trazendo novas possibilidades para a exploracdo e compreensdo do Universo e de seus
constituintes. Neste trabalho, investigamos o papel das ondas gravitacionais na Cosmologia,
com énfase em seu potencial como sondas cosmolégicas complementares as ja existentes,
como as supernovas do tipo Ia, a distribuicdo de galdxias e a radiagdo césmica de fundo,
na investigacio da evolucdo do Universo. Apresentamos inicialmente a teoria fundamental
das ondas gravitacionais em espacos-tempos curvos, discutindo sua propagacio e producao,
seguida de sua aplicagdo ao universo homogéneo e isotrépico em expansao, descrito pela
meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. Discutimos também possiveis fontes
de ondas gravitacionais, os detectores atualmente em operacao (como, e.g., LIGO, Virgo e
KAGRA), bem como projetos futuros (e.g., Einstein Telescope e LISA). Finalizamos com
um estudo de caso, utilizando o sinal da onda gravitacional proveniente da fusdo de duas
estrelas de néutrons, o evento GW170817, para inferir a constante de Hubble.

Palavras-chave: ondas gravitacionais; relatividade geral; cosmologia; sonda cosmologica.



Abstract

Gravitational waves, predicted over a century ago by Albert Einstein’s General Theory of
Relativity, were first detected in 2015 by the LIGO-Virgo collaboration. This discovery marks
the beginning of a new era for multi-messenger astronomy, bringing new possibilities for ex-
ploring and understanding the Universe and its constituents. In this work, we investigate the
role of gravitational waves in Cosmology, emphasizing their potential as cosmological probes
complementary to those already existing, such as type Ia supernovae, galaxy distribution,
and the cosmic microwave background, in the study of the Universe’s evolution. We initially
present the fundamental theory of gravitational waves in curved spacetimes, discussing their
propagation and generation, followed by its application to the homogeneous and isotropic
expanding universe described by the Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker metric. We
also discuss possible sources of gravitational waves, detectors currently in operation (such as
LIGO, Virgo, and KAGRA), as well as future projects (e.g., Einstein Telescope and LISA).
We conclude with a case study using the gravitational wave signal from the merger of two
neutron stars, the GW170817 event, to infer the Hubble constant.

Keywords: gravitational waves; general relativity; cosmology; cosmological probe.



Figura 2.1
Figura 2.2

Figura 2.3

Figura 2.4

Figura 2.5

Figura 3.1

Figura 3.2

Figura 3.3

Figura 3.4

Figura 3.5

Figura 3.6
Figura 3.7

Lista de figuras

Ilustracdo do sistema bindrio considerado. . . . . ... ... ... ....
Esquema da configuracio considerada para a onda gravitacional radiada
emumMadireCaO /. . . . o . v i e e
Imagem ilustrativa de h, em funcio do tempo. Escolhemos para fazer o
grafico m; = 42Mg e my = 31.4Mg, D, = 150Mpcez =0.03. ... .. ..
Gréafico da frequéncia das ondas gravitacionais de uma binaria em funcio
dotempo. . . . . .. e e e
O grafico superior mostra a amplitude &, (chamada em inglés de strain)
em funcao do tempo criada por dois buracos negros usando relatividade
numérica. O grafico inferior mostra a evolucdo da separacdo orbital e da
velocidade dos buracos negros. A imagem ¢ de (Abbott et al., 2016) e possui
permissdo parauso publico. . . ... ... ... L Lo
Efeito de uma onda gravitacional com polarizacdo h, passando por um
conjunto de massas teste organizados em formatode anel. . . . ... ..
Efeito de uma onda gravitacional com polarizagdo hy passando por um
conjunto de massas teste organizadas em formatode anel. . . . ... ..
Ilustracdo do referencial do detector na Terra observando uma binéria
distante com vetor normal N ao planoorbital. . ... ... ... ... ..
Curvas de sensibilidade para diferentes detectores e fontes de ondas gravita-
cionais. O detector é sensivel a fontes que possuem a area colorida acima da
curva preta. A imagem foi produzida através do site http://gwplotter.com/.
Detalhes técnicos podem ser encontrados em (Moore; Cole; Berry, 2014).
Distribuicdo de probabilidade posterior do evento GW170817 para a dis-
tancia luminosidade. . . . . ... ... L oo
Funcdo likelihood da distancia luminosidade do evento GW170817.

Distribuicao posterior de Hy para o evento GW170817. O valor encontrado

para a maior probabilidade foi de 67.3*1%° km/s/Mpc. ... ... .. ..


http://gwplotter.com/

Sumario

Introduc@o . . . . . . . . . L L e e e e e e e e e e e e e e e e

1 Teoria basica de Ondas Gravitacionais . . . . ... ... ............
1.1 ExpansdodotensordeRicci. ... ... ... ... ... ... ..., ..
1.2 Transformacdodecalibre . ... ... ... ... ... ... ... .. ...
1.3 Equacgdes de Campo Linearizadas . . . .. ... ... .. .. ........
1.4 Tensor energia-momento das ondas gravitacionais . . ... ... ... ...

2 Ondas GravitacionaishaCosmologia . . . . ... ... .............
2.1 Uma Breve Revisdode Cosmologia . . . . . ... ... ... ... ......
2.2 DecomposicdoSVT . . . . . . . . ..
2.3 Ondas Gravitacionaisem FLRW . . . .. ... ... ... .. ... .....

23.1 Solugdodeonda . ... .. ... .. ... o
2.3.2 Producio de Ondas Gravitacionais e Formula de Quadrupolo . . . .
24 Sistemabindrio . . . . . ...

3 Usando Ondas Gravitacionais . . . . . . ... ... ... ... ...,
3.1 Efeitos das Ondas Gravitacionais . . . . . . ... ... ... ... ......
3.2 Fonteseexperimentos . . . . . . . . . . . it e e e e
3.3 Breve descricdo do sinal das ondas gravitacionais . . . . ... ... ... ..
3.4 Nocoes de Estatistica Bayesiana e Inferéncia de Parametros . . ... .. ..
3.5 Inferindoaconstantede Hubble . .. ... ... ... ............

Referéncias . . . . . . . . . o i i i e e e e e e e e e e e e e e e
Apéndices
Apéndice A Simbolode Christoffel . . ... ... .................

Apéndice B Processode médiadelsaacson . ... ................

Apéndice C Equacodes para a cauda da onda gravitacional . . . . . ... ... ..

10
10
15
18
19

22
22
27
32
33
36
42

54
54
56
58
63
66

72



Introducao

As ondas gravitacionais (OG), descritas pela Teoria da Relatividade Geral de Albert
Einstein (Einstein, 1916; Einstein, 1918), sdo ondulacdes que acontecem no espago-tempo
e se propagam na velocidade da luz. O fendmeno é obtido no contexto da Relatividade
Geral (RG) ao considerar que a métrica g,, que descreve o espaco-tempo é composta da
meétrica de Minkowski 7,,,, a qual é chamada por métrica de fundo, adicionada de pequenas
perturbagoes h,,. Como exemplo visual, uma boa analogia as OG sdo as pequenas ondas
que percorrem o vasto mar. Escrevendo entdo g,, como

gﬂv = 77#7) + hluy, |h,l,£V| < 1 (0.1)

e aplicando as equagdes de campo de Einstein,
G’uv = _4Tl'”}’ (0.2)

obtém-se a equacio’ que descreve a radiagio gravitacional

87G
O,y = ~378

Em seu artigo de 1918 (Einstein, 1918), Einstein publicou a famosa férmula de qua-
drupolo que relaciona a producdo da OG com a derivada segunda do momento de massa da
fonte, que nos mostrou como os eventos que geram as ondas detectaveis sdo causados pela
interacao de objetos muito densos, como estrelas de néutrons e buracos negros. Quase 100
anos depois da publicagio do artigo de 1916, no dia 14 de setembro de 2015 foram detectadas
as primeiras ondas gravitacionais (nomeada GW150914), oriundas da fusao de dois buracos
negros de massas 36’jM@ e 29ijM@, pela colaboragdo LIGO-Virgo (Abbott et al., 2016) e
abriu-se uma nova janela na Fisica para a exploracdo e estudo do Universo e de fendmenos
astrofisicos através de novas lentes. A descoberta das ondas representa o inicio de uma nova
era para a astronomia multimensageira, trazendo novas possibilidades para a exploracio e
compreensdo do Universo e de seus constituintes.

Neste trabalho, investigamos o papel das ondas gravitacionais na Cosmologia, com
énfase em seu potencial como sondas cosmologicas complementares as ja existentes, como
as supernovas do tipo Ia (Leibundgut, 2001), a distribuicdo de galaxias (Yoo; Fitzpatrick;
Zaldarriaga, 2009) e a radiacdo cosmica de fundo (Durrer, 2020), na investigacdo da evolucio
do Universo. No primeiro capitulo apresentamos a teoria fundamental das ondas gravi-

tacionais em espagos-tempos curvos e derivamos a equacao que descreve a dinimica das

1 Essa equacdo é vélida apenas no calibre transversal e de traco nulo, como veremos mais adiante no capitulo

1.



perturbacdes. No capitulo 2 fazemos uma breve revisdo de Cosmologia e aplicamos a teoria
desenvolvida no capitulo ao universo homogéneo e isotropico em expansdo, descrito pela
métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, vendo como a propagacao e producdo
das ondas funciona. No final do capitulo 2 aplicamos a teoria desenvolvida para uma bindaria
de massas pontuais e vemos como ¢ o comportamento da onda gravitacional produzida. Por
ultimo, no terceiro capitulo, vemos os efeitos da passagem de uma onda através de massas
teste, discutimos também possiveis fontes das ondas gravitacionais, os detectores atualmente
em operac¢do (como, e.g., LIGO, Virgo e KAGRA), bem como projetos futuros (e.g., Einstein
Telescope e LISA). Em seguida fazemos uma breve descri¢do dos sinais detectados e vemos
0s conceitos basicos de estatistica Bayesiana. Finalizamos com um estudo de caso simples,
utilizando o sinal da onda gravitacional proveniente da fusdo de duas estrelas de néutrons, o
evento GW170817 (Abbott et al., 2017), para inferir a constante de Hubble.
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1 Teoria basica de Ondas Gravitacionais

Neste primeiro capitulo nos dedicamos a revisdo da teoria necessaria para o estudo
das ondas gravitacionais (OGs) em espacos-tempos curvos. Na primeira secao seguimos o
procedimento padrdo de linearizacdo das equacdes de campo de Einstein para obter as ondas
gravitacionais. Na secdo seguinte exploramos as perturbacoes sob as transformacdes infini-
tesimais de coordenadas. Na terceira secdo montamos as equacdes de campo linearizadas
que governam a dinimica das perturbacdes. Por ultimo, na quarta se¢do obtemos o tensor

energia-momento efetivo das ondas gravitacionais.

1.1 Expansao do tensor de Ricci

Em geral, nos livros textos, as equacdes de ondas gravitacionais sdo obtidas a partir
da linearizacdo as equacdes de campo em torno da métrica de Minkowski. Contudo, no
contexto cosmolégico, vivemos em um universo que estd expandindo e, portanto, ¢ impor-
tante entendermos como e estudarmos as equacoes de ondas gravitacionais em uma métrica
arbitraria, descrita como uma métrica de fundo qualquer mais perturbacoes.

Realizar uma expansdo como (0.1) de forma que temos clara distin¢do entre o que é
a perturbacao e o que é o espaco-tempo de fundo, requer que haja uma diferenca entre as
escalas nas quais as duas quantidades variam. Neste sentido, seguimos as mesmas definicoes
de (Brill; Hartle, 1964) e (Isaacson, 1968a), e consideramos ondas gravitacionais de pequena
amplitude e alta frequéncia que acontecem em um espaco-tempo de fundo curvo e que varia

de forma lenta. Comecamos escrevendo a métrica total como

Guv = Guv + Vuws (1.1)

onde indices gregos u,v,..., variam de 0 a 3 e indices latinos i,j,..., de 1 a 3, g, possui
assinatura (-, +, + ,+) € y,» sd0 as pequenas perturbacdes, sob a condicao |y, | < |Guvl-
Denotamos as escalas nas quais gy, € y,y variam por L e 1 = A/27, respectivamente.
Denotamos a amplitude das perturbacoes por ¢ = O(]y,y|) e trabalhamos no regime em
que 1/L <« 1 e ¢ < 1, conhecido como regime de onda curta (“shortwave regime”) (Brill;
Hartle, 1964; Misner; Wheeler, 1973; Maggiore, 2007). Usamos a métrica de fundo para
movimentar os indices da perturbacio e de tensores relacionados ao espaco-tempo de fundo.
As quantidades que possuem o simbolo “ ~ ” dizem respeito & §y,.

Nestas condig¢des, como em (Isaacson, 1968a), expandimos o tensor de Ricci em potén-

(2)
uv s

respectivamente, e descartamos termos de ordem (9(|yW|3) e maiores. A inversa g*” da

cias de Yy Ryy = Ryy + Rl(j,) +R,,,onde Rl(j,) e Rfj,) sdo linear e quadratico na perturbacao,
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métrica é da forma (Isaacson, 1968a)
e A S (7 (1.2)
onde define-se y#¥ = g*?§"Py 0, e temos que
9uag™ = (Guar + Vua) (@ =™ +7%57")
= Guad™ = Gua?™ + Gua "5 + V@™ = V¥ + O(lywl’)  (1.3)
=0,".
Calculamos primeiro as conexdes

1

Fﬁv = Egp/l(a/xgwl +0y9u1 — AGuv)- (1.4)

Usando (1.1) e (1.2) em (1.4),
D8, = 367~ 17 4 1Py ) 8u(Gr + Fut) +80(Gut + 73) ~ (G + 730)
= S0P Gulio + 8,01~ i) + 507 (Guon + By = 837 -
= 377 @ufon + ol = i) = 577 Gur + 847 = 837w |

1 ~ ~ .
+ Eypayml(augwl +0yGur — Oaguv) + @(ly,uv|3)-

Note que o primeiro termo de (1.5) nada mais é que a conexio da métrica de fundo, a
qual denotamos por f‘ﬁv. Agora usamos ﬁggw e ?gyw para substituir as derivadas parciais,
obtendo

8 1., = . - 1 - . N
Fﬁv = Fﬁv + Egp/l (V/ﬂ/wl +Vyyur — V/ly,uv) - Eyp/l(v/ﬂ/wl +Vyyur — V/U//.w)~ (1.6)
O tensor de curvatura é

A A
R'O/,tcrv = aarslu - 51;1“{?# + Fg,lrvu - Ff/ll“w. (1.7)

Contraindo as derivadas com §°* no segundo termo de (1.6) para facilitar a conta, temos que
o primeiro termo de (1.7) é

- 1 ~ - - - - -
aarﬁ,u = aarﬁ,u + 5 [ao(vvy,up) + aa(v,uyvp) - ao(VpV/w) - 5G]/p/1(V,,j/W1 + V,uywl - V/U/,uv)
= 7P (@ (Vo) + 86 (V752) = 0o (Va1,0) |
1
2
+ fg,ﬁ#yﬁp - fg

= 3,1, + [vavmp + 15,57, + T5,9,05° = T2 9y, + VoV, + 15,9507
sV = Vo VPy e + T2 TPy, — 15, 9Py g, — T6, 9Py,
= (Vor?* = T2 pP = T2 o™ ) (Vv + Viroa = Vavi) = vPA (Vo Vo + 15, V5710
+ T8 Vo + T2 Voyus + VoV, + T8 Vayun + T, V52 + T2 Vurng
~ Vo ViV — ff Vv - fgﬂv/lmv - fgﬁwyﬁ) :

(1.8)
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O terceiro termo é
P TA _ P A 1~/1 C By o _ P P8 (& S Y
Toalvu = Toaluu + 5104 | Vora® + Vaye” = Viyoa -y (Voras + VaYos — Vs¥or)
1 - N - N - -
+ Z(VUV/IP + V/U/Up - V'OVM)(VVV,M/I + V,u)/v/1 - V/lyv,u) + ©(|VMV|3) + (9(|7/,uv|4)-
(1.9)

O Principio da Equivaléncia nos permite fazer com que os termos que estdo sendo
multiplicados por conexdes em (1.8) e (1.9) desaparegam, i.e. escolhemos em um ponto &
coordenadas x* tal que a métrica gy, se reduza a métrica de Minkowski, resultando em
fﬁv(@) = 0 (Carroll, 2004; Wald, 1984; Misner; Wheeler, 1973). Isso nos leva a ter!

- 1r~ =~ ~ o~ ~ o~ . - - -
aarﬁ,u = aarﬁy + 3 VUVVVMP + VUV,MVVp - VJV'OV/JV - Vayp/l(vvy,uxl + V/H/v/l - V/ly/xv)

- ypl(?aﬁvy#/l + vo’ﬁ,uyv/l - 606/17/;&11)
(1.10)

1 - - _ - - -
rﬁirﬁ# = Z(VUV/IP +Vye” - V'OVM)(VVVMA + V,u)’v/1 - V/lyv,u)- (1.11)

Substituindo todos os termos de (1.7) por (1.10) e (1.11) com seus respectivos indices, obtemos
RP oy = 85T, + %[%%m" + Vo Vir® = VoV = VavP (Voyua + Vurua = Vavuw)
VP T+ o = o) | - 8,78 = 3| (0 Tori + 90,7
=V V%) + Yoy (Vovua + Vror = Vavue) + v (Vi Vo ua + Vo Vyyon
- ?Nam)] + %[(%n" + V276" = VPyo) (Vort + Viup® = Vi)
— (Vo + Var® = V) (Vor + Vuyo™ - Wyo,,c)]

~ 171~ = ~ ~ o~ -~ o~ - o~ - o~
= RP#GV + 3 [VUVVyMP - VVVU}/MP + VC,V#}/VP — VC’VPY,uv — VVV,MVJP + V”prau

1 - - - - - - 1.
L Z(Vaylp - Vays® + pro/l)(vvyu/l + V,MVV/1 - Vllyﬂv) + ZVVVM

~ ~ ~ 1 - - ~ - ~
X (VJY/M + Vu¥or — V/U/cm) - Z(V/U/vp - V'OYM)(VCIV,M/1 + th}’cr/1 - V/Iyo,u)
1 L~ L~ L~ L~ L~ o~
- EJ/‘OA(VUVVJ/’M = VoVo¥ur + Vo Viuyor = Vo Vavu = Vo Vyyor + Vvv/lycm)]

= Rp#w + R(l)pﬂw + R(Z)pﬂw’

(1.12)

Apesar de estarmos escolhendo um sistema de coordenadas que faz as conexoes se tornarem nulas, as
expressoes finais que obtemos sdo todas covariantes e, portanto, sdo validas em qualquer sistema de
coordenadas.
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onde alguns termos foram colocados em evidéncia para construir R(?? uov Na forma apre-
sentada e identificamos R° o, = 3,1, — 8,15,

Contraindo o primeiro e terceiro indices do tensor de curvatura obtemos o tensor de
Ricci

Ruy = 9°%GapR’ yov = 6° bR 1oy = R% gy

~ 1 -~ - - o~ -~ . ~ o~ -~
= Ro,ucw + E(Vavvy,ua - VVVJVMU + VJV,MVVU - VUVUV;W - VoVyuy + Vvvgycr,u)
1 . ~ ~ - ~ - 1. -
= 2 (Ver2” = Vay + V) (Vor + Vups = Vi) + 2 V0y 7 (Voypa

- . 1 . . ~ ~ 3 1
+ V¥or - V/Iyaﬂ) - Z(V/U/va - VUVWI)(VJVM/1 + V,uyr:rl - V/lya,u) - 57/0/1

113

X (Vo Vo¥ur = VoVorur + Vo Viurur = Vo Vavuw — Vo Vuyver + Vo Viyoy) e
= R+ 5 (Vo T + To9,, = ¥ ¥y = 0,500 + 5[5 Vurn T

+ V" (Vo = Vo1 + 772 (Vs Vi¥or + Vo Vv — VoVuria = VoVyym)

+ (%%/ = Ve) (Vurs + Yoyt - Wm)],

e entio definimos
RY = 3 (99 + 9o%,7,° = ¥y = 9, 5,0), (114)

Ry = % %%yaﬁyy” + Vs’ (Vo = Vori) + 77 (Vo Vi¥or + Vo Vayum w1s)

- o~ - o~ 1~ - ~ - -
= VoVuyva — VJVVV;M) + (EV/U/ - VUYU&)(V,MVVA + Vvyl,t/l - V/ly,uv) )

noqualy =y, éotracode y,,.

Isaacson, em (Isaacson, 1968a), introduz estimativas da ordem de magnitude com que

as variacdes de §yy € ¥y» acontecem?

~

agﬂy ~

==

(1.16)

P NG el el

ayﬂy ~

)

onde adotamos que gy, ¢ da ordem de unidade, §,, = ©O(1). Vemos de (1.13) que

1
12

3
2

R’uv ~ azglu'y ~

RY) ~ 0%y ~ (1.17)
EZ

R ~ (O¥w)’ + V"8 ~ .

2 Como a métrica de fundo e as perturbacdes variam em escalas diferentes, i.e., § varia lentamente e em uma
escala L e y varia rapidamente e em uma escala 1, com 1 < L, a ordem de magnitude com que suas taxas
variam sdo tomadas com respeito as suas respectivas escalas. Para mais detalhes ver, e.g., (Isaacson, 1968a),
(Misner; Wheeler, 1973), (Brill; Hartle, 1964), (Landau; Lifshitz, 1975).
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Ry, € uma quantidade da métrica de fundo e possui apenas componentes de baixas frequén-
. . 1) , 4. . .
cias (ou longos comprimentos de onda). R,(w) ¢ linear em y,, e, por defini¢do, possui apenas

componentes de alta frequéncia (ou curtos comprimentos de onda). Por ser quadratico em

2 . . N
Yuvs REW) pode ser separado em uma parte que contém apenas baixas frequéncias e outra

(2)
UV

varios comprimentos de onda da perturbacgdo (Brill; Hartle, 1964; Isaacson, 1968a; Maggiore,

com altas frequéncias. Isso ¢ possivel de ser feito considerando uma média de R;;;) sobre

2007). As equacgdes de campo no vicuo, Ry, = 0, separam-se entdo como

R + (RO =0, (1.18)
Ry + [(RUN®) =0, (1.19)

onde (...) denota uma meédia e os sobrescritos (A) e (B) € para altas frequéncias e baixas
frequéncias, respectivamente. A densidade de energia efetiva contida nas ondas gravitacionais
é de ordem (c*/G)(e2/ %) e a curvatura da geometria de fundo é de ordem 1/L?, de forma
que, a partir das equagdes de Einstein (1.19), temos (Isaacson, 1968a)
4 .2 2

Por simplicidade escolhemos L = ©(1) de forma que O(¢) = ©O(1) e, consequentemente,
1/L? ~ g2/ A* ~ 1. Vemos entdo que o segundo termo de (1.18) possui magnitude de O(1),
sendo desprezivel em relacio ao primeiro, de ordem O(y 1), o que nos d4 a equacdo de
propagacdo da perturbacao,

Ry) =0. (1.21)

Aequacdo (1.19) nos diz que a regido por onde as ondas estio passando possui curvatura
devido ao préprio tensor energia-momento efetivo f,, das ondas (Isaacson, 1968b),

~ 87 G
R = —(RD)) = —7CT—4tW (no vacuo). (1.22)

Antes de concluirmos esta secdo, vamos também calcular o escalar de Ricci e o tensor

de Einstein perturbados até segunda ordem, pois iremos usa-los mais a frente. Temos que
~ ~ 1 2
R= g'wR,uv = (g,uv -7+ Vﬂayav)(Rw/ + R;(w) + R/(w))
o 1 5 ~ 2 1 5
=R+ (gMVRIL(w) - V'WR,LW) + (g'uVR;(w) - VﬂyR;(w) + Vﬂayava/) (1.23)
=R+RW + R,
Go—Re Yo p_p gD @ _ 1 2+ RO + R
uwy — BRuy — Eg,uv = ,uv"' 73 + uy E(Q,uv"'y;w)( + + )
~ 1. - 1y 1. 1 ~ ) 1. 1
= (RMV - Eg,uvR) + (R,L(w) - EgﬂvR(l) - EVMVR) + (Riw) - Eg,uvR(z) - EY#VR(I)) (1.24)

=Gy + Gﬁ) + Gﬁ).
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1.2 Transformacao de calibre

Nesta secdo veremos como que transformacdes de calibre afetam as equacdes de campo.

Se considerarmos em um mesmo ponto & uma transformacao infinitesimal de coordenadas
XM

XH(P) — xH(P) = xH(P) + EX(P), (1.25)

onde &# € um vetor arbitrario e |£#| < 1, teremos a possibilidade de reduzir o nimero de
graus de liberdade de y,,, e simplificar as equacoes de campo. Da lei de transformacao dos

tensores sabemos que

dx* 9xF
37 5 I8 (X(P)). (1.26)

g (X' (P)) =
Usando (1.25) em (1.26),

I(x* — £%) 9(x"F — &P)

g/’l‘!}(x,) = ax,# axlv gaﬁ(x)
o9& oEr
= (6%~ 322 ) (8% - 327 ) 9s
( 6x#)( . ox V) (1.27)
0§ og”

X Guv(X) — g,uﬁ'avgﬁ - gavauga,

em que fizemos uso da regra da cadeia da segunda para a terceira linha para substituir
0&*/3x'" por 9% /dxH. Realizando uma expansido linear em 9., (X’) para que possamos

obter uma relacdo dependente apenas de x,

’ ’ ’ ’ O-ag;,w
g/,w(x ) = g,uv(x +§) ~ g/,w(x) +§ FI% (1.28)

Substituindo o lado esquerdo de (1.27) por (1.28),

4
J737

9
ox°
= g;,w(x) = guv(X) — 50509;“ - g;wavga - gava,uga-

g/,,w(x) +&7 = g,uv(x) - g,ucravga - govay50

(1.29)

Da relacdo acima encontrada, note que g’(x) e g(x) sdo diferentes por um fator de O(§)
e, portanto, £ 709,,/0x° difere de £989y/3x% por um termo de O(&?). Dito isso, podemos
trocar £°9g,,, /0x° por §70g,,/9x° em (1.29) (Landau; Lifshitz, 1975),

g//w(x) = g,uv(x) - §'Gaag;w - g,uaavga - gavayga- (1.30)

O resultado (1.30) ¢ a transformac@o de calibre da métrica dada a transformacdo de coorde-

nadas (1.25). E facil verificar que o resultado acima pode ser escrito na forma

g/:w(x) = guv(X) — V,ugv - va,u- (1.31)
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Se (1.25) for uma isometria, entdo V,&, + V,§, = 0 ¢ a equacdo de Killing e, portanto,
determina os vetores que deixam a métrica invariante (Wald, 1984; Carroll, 2004). Usando
(1.1) em (1.30),

g;w + V;,w =0w + 7V — §Gaa(§;w +Yuv) = (Guo + J/,ucr)avfa
— (Jov + Vov)0ut® (1.32)
7/;,{1) (%) =V (x) = §995 91y — Guo0vE° — Gov0u&°,

onde usamos que gy, (X) = guv(x). Outra forma de escrever o resultado acima ¢ utilizando
derivadas covariantes:

Vi = Vaw = £ (P20 + T G1) — Gup (9,87 — T2 €4

. e - (1.33)
- gav(v/xé‘a - inf/l)-
Com isso, obtemos que y,, se transforma como
y//”/ — y;,”/ = yluv - 6M§V - vvglu. (1.34)
Multiplicando por g** dos dois lados, temos que a transformacao do traco y é
y =7 =y —2VeE% (1.35)
Vamos checar como R/(ﬁ,) se comporta com (1.34). Sua transformacao é
RY o R = L9990, + 999,00, - 999,77, - 9,90 (136)
MY 17420 2 ,UJ/‘VO' Vy,ua Gylw v ,u)/ . .
Apos substituir (1.34) e (1.35) na expressio acima, obtemos
‘W) _ p _1lsog & ARy GoY € GoF &
R =R -5 [V V. V0ke + VOV, V80 + VOV, V.8, - VOV, 0,8,
FVO0, Vol — VTV — 29,9,9,E° (1.37)

= R,z(j/) + glﬁaR/l/,wa - 5’1%1@1 - R/l/xvvé‘/1 - R/lvﬁ,ugll’
onde fizemos uso da propriedade R/l[o;w] = 0 e dos comutadores novamente. Contraindo a
identidade de Bianchi
§°° (VoRoauw + VoRpiou + ViRoins) = 0 (1.38)
-~ 1~ -
V[uRv]/l = EVURU/IMV’
podemos escrever a equacao (1.37) como
Ry(;) = R,z%/) - glvlﬁ,uv - R,wlvvg/1 - Rv/lvygl1 = R;%/) - ofgﬁwh (1.39)

onde -; denota a derivada de Lie na direcdo de §# (Wald, 1984). Como temos que |§,| < 1
e || < 1, nos restringimos a condicdo |V,&,| < |y, |. Temos que V&, = 3,&, — 7,61 ~
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9¢ + £, onde definimos § = O(|£,]) e usamos que I' ~ 6§ = ©O(1). Disso, a condi¢io

V& S [yu| nos da que 0¢ < ee ¢ < ¢, lembrando que € = O(|y,w). Portanto, se o

espaco-tempo de fundo for curvo, Rﬁ) ¢ invariante por transformacao de calibre a menos de

um erro pequeno de ordem |£§1§MV| = O(§) (Isaacson, 1968a; Maggiore, 2007).

Introduzimos agora a perturbacao de trago-reverso ("trace-reversed perturbation”) y .,

definida por
_ 1.
Yuv =EVuv — ng%
onde y = §*”y. E facil ver que 7 = —y, entdo temos que y,, em termos de 7, €
_ 1. _
Yw =Vw — Eg,uvy-
Usando que y = —y em (1.35), obtemos
7 =7 +2V,E%
Substituindo (1.41) e (1.42) em (1.34), obtemos a transformacao de calibre de 7,
=/ 1 ~) =/ = 1 ~ = S v
Vv — Eg,uvy =Vw — Eguvy - Vugv - vaﬂ
= 77,;7; =Y + guvﬁaga - v/«tgv - 67}5/1-

Aplicando V” dos dois lados,

onde usamos a relacdo dos comutadores (Carroll, 2004)
[V, Y, ]TP = RP;,, T,
Escolhendo & para satisfazer?
Raué® + ViV = Vi,

obtemos o calibre de Lorenz V*7/,, = 0 (Wald, 1984) ou, descartando a linha “ /”,

/
J72%

3

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

Para ser mais especifico, a equacio (1.46) é um sistema hiperbélico linear e diagonal de segunda ordem e

possui solucdo unica dadas condigdes iniciais em uma hipersuperficie X € (M,g,,), onde (M, g,») € um
espago-tempo globalmente hiperbolico. Como ndo queremos entrar em mais detalhes sobre isto, pois fugiria
demais do escopo deste trabalho, para o leitor que quiser saber de mais informagdes, veja o teorema 10.1.2

de (Wald, 1984) e referéncias 14 citadas.
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O calibre de Lorenz nao fixa completamente a escolha de sistema de coordenadas ja
que podemos fazer outra transformagao x* — x* + {# que continua a satisfazer ?”yw =0
(Wald, 1984). Da nova transformagao obtém-se de novo a relacio

V70 = V¥ — Rapl® = VY38, (1.48)

com ¢# sendo solucio de
Reyu$* + V'V, = 0. (1.49)

Portanto, a nova transformacao de coordenadas satisfaz ?”yw, =0.

Escrevendo Rp%) em funcio de 7,

~ o~ 1 o~ o= 1 _ ~ o~ 1. _ _
VUV#()/VG - 551/0}’)‘*' GV‘V(y,MU - 551107) - VUVG(VW - Egyvy) - Vvvy(—y) =0

1 (1.50)
VO'V,L{)?VU-FVO'V‘V)?,L{G - VUVO');MV + Egﬂvvovay = 0-
Multiplicando pela inversa da métrica de fundo,
S & - & & - 5 eo 1. & eo-
" (Vo Vu?h? + Vo Vi7® = VoVoP + =G Ve V7)) =0 (L.51)
Vo Vu7 + VsV, 7% + 2V, V77 = 0.
Aplicando o calibre de Lorenz, obtemos a equacdo de propagacao,
VoV,7 =0, (1.52)
Temos que a transformacdo de calibre do traco y &,
7 =7 +2V % (1.53)
Podemos fazer y = 0 escolhendo
7 =2V ", (1.54)

e com a equacdo (1.52) propagamos a solu¢do ¥ = 0 para todo o espago-tempo (Wald, 1984).

Portanto, para concluir, no vicuo conseguimos o conjunto de condi¢coes

V% =0,
K (1.55)
Y =0,

conhecido como calibre transversal de trago nulo (“transverse-traceless gauge”), ou calibre
TT.

1.3 Equacoes de Campo Linearizadas

Vimos que ao expandir a métrica completa em uma métrica de fundo mais perturbacao,
fomos capazes de escrever o tensor de Einstein em uma parte para o campo de fundo e
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outra parte linear nas perturbagdes. Analogamente, o tensor energia-momento pode ser
decomposto da mesma forma: T, = T/w + Tﬂg} ) (Maggiore, 2007; Mukhanov, 2005; Dodelson;
Schmidt, 2024). Consequentemente, ao escrever as equacoes de campo de Einstein obtemos
duas expressdes, uma para o fundo e outra para as perturbacoes, isto €,

~ 877G -

G;w: o4 T;w, (1.56)
w _87G

Guv o T . (1.57)

Desenvolvendo o lado esquerdo da equacio (1.57), temos

1

ij,) — R(l) QWR(D _ _7#1/

= —(Vc,vﬂy;' + VoV = VIVeyu = Vo Vuy)

O(ﬁR(l)

~ 1 ~
- _guv(g aﬁchﬁ) - Eypr (1.58)

= E(VOV#J/yJ + VUVvy#J - voﬁg)//w - vyﬁﬂy)
1. -~ =~ . ~ 1 ~
- Eg;w(VaVan -VoVey - VaﬁRocﬁ) - EVWR-

Apds comutar as derivadas dos dois primeiros termos do primeiro paréntese, trocar para a
perturbacdo de traco reverso, 7., € aplicar o calibre de Lorenz (1.47), obtemos que (1.57) é

~ _ S L s Y _aB _ ~ 167G
_ZR/l,uavy/lo- + R/I/AVV/1 + R/hz)/,u)l - Vovay,uv + g,uvyaﬁchﬁ’ - VYwR = A Ty(vl)- (1.59)

A equacio (1.59) é a equagdo das perturbacgdes em espacos-tempos curvos (Maggiore, 2007;
Jokela; Kajantie; Sarkkinen, 2022; Caprini; Figueroa, 2018). No geral, a solu¢do dessa equagio
pode ser bem complicada, mas como veremos mais adiante, ela assume uma forma simples
para o caso da métrica de Friedmann. Se a fonte ndo estiver presente e g, for uma solucédo
de vacuo, i.e. Tu(v})

2007)

=0e IQW =0, a equagdo (1.59) é simplificada para (Wald, 1984; Maggiore,

2Ry527°* + VoV = 0. (1.60)

Note que se a métrica de fundo for Minkowski, i.e. §uy = 7w, (1.60) € a classica equagdo de
onda encontrada por Einstein (Einstein, 1916),

%857 = O. (1.61)

1.4 Tensor energia-momento das ondas gravitacionais

Radiacdo gravitacional, assim como a eletromagnética, carrega energia consigo para
longe de suas fontes. Como vimos na primeira secdo (e também discutido em (Isaacson,
1968a; Isaacson, 1968b; Misner; Wheeler, 1973; Maggiore, 2007)), em uma regiao que contém
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apenas OGs, a curvatura que acontece na geometria de fundo daquela regido ¢ devido
a densidade de energia dessas ondas. Esse fendmeno € ndo-linear (chamado em inglés
de “backreaction”), e aparece quando perturbamos as equacdes de campo até segunda
ordem. Dessa forma, podemos encontrar o tensor energia-momento (TEM) efetivo das ondas
utilizando a equacdo (1.19).

Como nio conseguimos definir o TEM efetivo em uma escala menor que um compri-
mento de onda, de forma que nao é possivel descrever o quanto de energia e momento ha
em uma crista ou vale, um jeito de contornar isso é considerar uma regido macroscopica
suficientemente grande para conter varios comprimentos de onda, porém que seja muito
menor que o espago-tempo de fundo, e, entdo, fazer uma média sobre esses comprimentos,
0 que nos permite calcular a energia e momento totais dessas ondas. Esse processo remove
termos oscilatdrios de alta frequéncia e mantém apenas os de baixa frequéncia, que sdo os
relevantes para a curvatura do espacgo-tempo de fundo. Neste trabalho seguiremos o caminho
padrdo adotado nos textos base (Misner; Wheeler, 1973; Carroll, 2004) e (Maggiore, 2007). O
método foi desenvolvido por Isaacson e pode ser encontrado em (Isaacson, 1968a; Isaacson,
1968Db).

Primeiro, reescrevemos a equagio (1.19) como

- 1 837G

R,LLV - Eg’m}ﬁ = c—4t'uv, (162)
em que
¢ q@
t,uv = —%<Gﬂv N (163)

e {...* denota o processo de média. O termo G/(j,) é

P 2 1._ 1
Glgg _ ng ) _ ngRm _ EJ,WR(D
n 1. . 2 1 ~ 1 - 1 ~
= Ry~ 9w (GRY ~yRY + 177, Rag) = 57 (GPRYY — v Rag)  (1:64)
_p@ 1.
=Ry = 59w aﬁRaﬁ ’

onde usamos a equagdo de propagacao Rl%,) = 0 e que RW ~ €2/ A2, tornando os termos
G vyPRup € yuvy *PRyp despreziveis.

4 Mais detalhes sobre a média podem ser encontradas no apéndice B e também em (Brill; Hartle, 1964),

(Isaacson, 1968b) e (Misner; Wheeler, 1973).
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Escrevendo Rg,) e g“ﬁRfﬁ) em termos de ¥y, temos

111, _ on _ B & -
R,l(ﬁ/) = > Evﬂyaﬁvvyocﬁ +7aﬁvvvu7aﬁ +yaﬁVaV5)/w, - _guvy WY V,@V
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GRY) = - | VT VoTap + 7PV Vo Tap = 27 VeV T + 7V V7o

+ VT~ T Tafop + V7970 — TV (1.66)
— 2V, 7% V7,4
Sob a operacdo de média (...), ha trés propriedades importantes de que faremos uso:
« Derivadas covariantes comutam, e.g., (Vo Vgyu) = (VaVa )
- Divergentes, e.g., (V¥ ?#ym), sdo reduzidos a O(¢) e podem ser desprezados;
« Integracdo por partes faz com que as derivadas covariantes ‘pulem’ de um termo para
outro, e.g., (Vuy*Vyyeg) = —(r*"VaVgy ).
A justificativa para tais propriedades foram colocadas no apéndice B. Para maiores detalhes

ver, e.g., (Arnowitt; Deser; Misner, 1961; Brill; Hartle, 1964; Isaacson, 1968b; Zalaletdinov,
1992).

Com essas trés propriedades e a equagdo de propagacdo (1.21), obtemos que

(GPRY) = (1.67)
e
R2) = ;[T Ts7e) - 5 (T T7) — 207 Fatng) | (1.68)
Portanto, o TEM efetivo das ondas gravitacionais é
4
o = s | TP TTeg) = SO0 20770 (169)

Adotando o calibre TT, entdo y = 0 € ¥, = Yu», Obtemos a férmula de Isaacson (Isaacson,

1968b)
4

buy = 327G < /xV VvVocﬁ) (1.70)
Para o leitor interessado, outras formas de obter o mesmo resultado podem ser encontradas
em (Isaacson, 1968b) e (Saffer; Yunes; Yagi, 2018).
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2 Ondas Gravitacionais na Cosmologia

Depois da descoberta de Edwin Hubble (Hubble, 1929) de que galdxias muito distantes
de nos estio se afastando cada vez mais, descartando a ideia de que o universo é estatico, o
estudo de objetos em grandes escalas e do cosmos, o que chamamos de Cosmologia, passou
a ser uma area ativa e fundamental da Fisica atual.

Muitas das vezes as fontes de ondas gravitacionais estarao distantes o suficiente da Terra
para que a expansio do Universo as afetem. Portanto, é importante compreendermos como
que essas ondas se comportam nesse cendrio. Na primeira secdo deste capitulo fazemos
uma breve revisao dos conceitos basicos de cosmologia. Na se¢do seguinte aplicamos a
decomposicdo escalar-vetor-tensor as perturbacdes. A terceira secdo é dedicada as ondas
gravitacionais no espago-tempo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) e a
derivacdo da férmula de quadrupolo. Por ultimo, na quarta secao, aplicamos o resultado

encontrado a um sistema de dois corpos ndo-relativistico.

2.1 Uma Breve Revisao de Cosmologia

Nesta secdo apresentamos os elementos necessarios de Cosmologia, no contexto do
modelo padrdo, para que possamos aplicar o que vimos no capitulo anterior e compreender
como o fendmeno de ondas gravitacionais pode ser usado como sonda cosmoldgica.

A cosmologia moderna tem como um de seus pilares o Principio Cosmologico (Le-
maitre, 1979) que diz que, em grandes escalas (escalas maiores que 200M pc), o universo
e sua distribuicdo de matéria e energia € espacialmente homogéneo e isotropico. Um dos
fendmenos que confirma esse principio é a radiacio césmica de fundo (cosmic background
microwave - CMB) (Akrami et al., 2020), os fétons de longo comprimento de onda mais
antigos.

Neste cendrio, o espago-tempo ¢ descrito pela métrica de Friedmann (ou FLRW)
ds? = —c*dt* + az(t)éijdxidxj, (2.1)
onde a funcdo a(t) é o fator de escala, determinado a partir das equacdes de Einstein
Gu = c_4TW’ (2.2)

possivelmente com uma constante cosmologica A que pode ser incluida em T, (Weinberg,

2008). Muitas vezes é conveniente também trabalhar com o tempo conforme # ao invés do

1 A constante cosmolégica foi incluida no chamado modelo padrio no fim da década de noventa com a

indicacdo da expansio acelerada do universo a partir dos dados de supernovas do tipo Ia.
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tempo t, definido por
dt
dn=——. 2.3
Ul (2.3)

Dessa forma, escrevemos a métrica de Friedmann como
ds* = a’(n)(=c*dn® + 5ijdxidxj). (2.4)

O conteudo material e energético do universo é descrito pelo tensor energia-momento
de um fluido perfeito,

Tuv = (6 + P)uyy + PGuv, (2.5)
sendo g a densidade e p a pressdo do fluido césmico e u* a quadrivelocidade. Escolhendo o

referencial do proprio fluido, i.e. u* = (1,0,0,0), as equacdes de campo fornecem as equacoes
de Friedmann:

(%)2 =250, (2.6)
e .
a0+ 3600, @)

onde ‘representa a derivada em relac@o ao tempo cdsmico t. De (2.6) define-se a fungdo de

Hubble, que fornece justamente a taxa de expansio do universo,

_ e

H(t) = . 2.8
=205 28)
Analogamente, o fator de Hubble conforme ¢é definido como
a’(n)
H(n) = , (2.9
(1) amn) )

72

onde “” denotada derivada em relacdo a 7.

O fator de escala se comporta de forma diferente dependendo da escolha de fluido
utilizada para descrever o universo. Se tivermos apenas radiacio dominando, a o Vt; para
matéria, a « t2/3; na auséncia dos dois, i.e., para um universo com apenas uma constante
cosmoldgica A, entdo a o exp (Ht), onde H = \/FG,é /3 é constante. O modelo atual
da Cosmologia descreve o Universo como constituido por radiagcdo, matéria e constante
cosmoldgica, o modelo ACDM, com H (t) dado por (Weinberg, 2008; Dodelson; Schmidt,
2024)

a(m))4+£1M(a(%))j, (2.10)

a(t) a(t)

onde Qp, Qg e Qy sdo os parametros de densidade? da constante cosmoldgica, radiagio e

H(t —33[9 Q(
= +
() 871G A R

matéria, respectivamente, e estdo sujeitos ao vinculo Qx + Qg + Qpr = 1 para um universo

2.0 parametro de densidade Q ¢é a razdo entre a densidade observada e a densidade critica, Q = g/9.,i;, onde

Perit = 3H?/87G. Para mais informacdes ver, e.g., (Lemaitre, 1979), (Dodelson; Schmidt, 2024) e (Weinberg,
2008).
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plano (Weinberg, 2008; Dodelson; Schmidt, 2024). H, ¢ a constante de Hubble avaliada no

tempo presente ¢ = fp,
_a@®
a(t) |,

Outro aspecto importante que surge da métrica de Friedmann € que, devido ao fator

0 (2.11)

de escala, distancias passam a ter significados diferentes. Em coordenadas esféricas, (2.1) é
ds? = —cdt* + a(t)*(dr? + r?d6? + r? sin 6%dg?). (2.12)

Suponha que tenhamos, no tempo inicial ¢t = £y, dois corpos em r; e r,, respectivamente, mas
com mesmas coordenadas 6 e ¢. Entdo, a distancia r = r, — r; entre os dois é a mesma para
t =t > tp. Dizemos que esses dois pontos sdo comoveis e que a distancia r, — r; € a distancia
comoével entre os pontos. Essa € uma consequéncia direta da métrica de Friedmann e do
principio cosmoldgico: todas as distancias entre pontos do universo expandem junto com as
proprias coordenadas, deixando inalterada a distancia comdvel entre os objetos (Weinberg,
2008).
Se quisermos saber de distancias fisicas devemos levar em conta o fator de escala. Para
a mesma situacdo descrita acima, a distancia propria/fisica r¢ entre os dois pontos ¢ dada
por
drjzc = a?(t)dr?. (2.13)

Se escolhermos o primeiro corpo localizado na origem, obtemos

re=al(t) /Or dr’ = a(t)r. (2.14)

Derivando em relacdo a t dos dois lados nos da a famosa lei de Hubble (Hubble, 1929), que
relaciona a velocidade de recessdo de galéxias distantes com a taxa de expansdo do universo

e a distancia até esses objetos,

V=ETFp=ar
(2.15)
= Hl"f,
onde usamos (2.8). Se avaliado hoje, temos a aproximacao
v = Hyry. (2.16)

Considere agora que um corpo localizado em r; = 0 emite um sinal no tempo ¢ = ¢,.
Um observador fixo comoével localizado em r, = r recebe esse sinal em ¢ = t,. Como o sinal

segue por uma geodésica tipo-luz, i.e. para ds® = 0, temos da métrica (2.12) que

/te ’ % - /0 Car, 2.17)
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Se no tempo ¢, + dt, outro sinal € emitido e entdo observado em ¢, + &¢,,

to+ot r
o*Clo cdt
/ — = / dar’ (2.18)
t+0r, a(t) 0
Como o lado direito de ambas as expressoes € 0 mesmo, obtemos a relacio
t a(t) t+6t, a(t) .

Subtraindo dos dois lados /tti& dt/a

[l o
i, a(t) t,+5t, a(t) t+01, a(l) t+51, a(t)

_ /t0+5t0 dt _ /te+5te dt (2.20)
v, oa J, o oal)
Para dt, (e 6t,) pequeno, a(t) =~ a(t,) (a(t) = a(t,)), portanto
1 to+6t, 1 te+0t,
; = ; dt
a(to) Ji, aEte; t (2.21)
allo
Oty = —=0t,.
— o a(te) ¢

Agora introduzimos o redshift z, que facilita a descricdo de muitas quantidades que veremos
adiante, definido por (Weinberg, 2008; Dodelson; Schmidt, 2024)

_a(b)

1 +Z = VR
a(te)

(2.22)

com z > 0. Segue entdo a relacdo entre os tempos medidos pelo observador e pelo emissor
(Maggiore, 2007),
dt, = (1 +z)dt,. (2.23)

Se ambos os sinais emitidos forem duas cristas, de forma que a frequéncia da onda
emitida é f(t,) = f. = 1/(dt,) e da onda observada f(¢,) = f, = 1/(dt,), obtemos

fe=(1+2)fo, (2.24)

isto €, devido a expansio do universo, a frequéncia da onda diminui e é observada com um

fator de 1/(1 + z). A relaclo entre os comprimentos de onda segue de forma trivial,
Ao = (1+2)Ae. (2.25)

Para concluir a revisdo de cosmologia, precisamos da distdncia luminosidade Dy. A
quantidade ¢é definida a partir do fluxo de energia emitido pela fonte dos sinais (Weinberg,
2008; Dodelson; Schmidt, 2024)

(2.26)
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onde L € a luminosidade absoluta, i.e. a poténcia radiada medida no referencial da fonte

dE )
L= m (2.27)

e A € a area da superficie atravessada pela energia. Se considerarmos uma esfera de raio

a(t)r centrada na fonte, entdo A é

A:/azrzsinededqo

(2.28)
= 4rwa’(t)r’.
Portanto, o fluxo de energia intrinseco a fonte é
1 de )
(2.29)

- da(t)r? dt

Darelacdo E = hf e com (2.24) conseguimos associar a energia medida no referencial
da fonte e percebida pelo observador,

EVY = (1+2)E. (2.30)

Junto de (2.23), obtemos que a poténcia medida pelo observador é

dE © 1 dE ()
dt (1+z)2dt

(2.31)

Usando (2.31), temos que fluxo F que atravessa uma esfera de raio a(t,)r indo até o obser-

vador sera entao

1 dE@
F= drra(t )rZE
? (2.32)
1 dE )
 4ma(ty)r2(1 + 2)2 dr
Define-se entdo a distancia luminosidade Dy, por
Dr = (1+2z2)a(ty)r. (2.33)

Podemos escrever Dy, como funcdo apenas de z. Para tal, temos que a distdncia comoével

o cdt
r—‘/t; m (234)

Da definicdo de H e do redshift temos que dt/a = —dz/a(ty)H(z) e, portanto,

o cdt 0 dz’
"= / a) ‘C/z () H (D)’ (2.35)

é, a partir da métrica,
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onde o tempo de emissdo t, corresponde ao redshift z e o tempo presente ¢y a 0. Temos que a

distancia a(ty)r ¢ dada em termos do redshift por

zZ dz/

a(to)r =c
e obtemos distancia luminosidade como funcdo de z e da cosmologia H(z) (Carroll, 2004;
Weinberg, 2008; Dodelson; Schmidt, 2024),

dz’
H(z')’

Dp(z) =c(1+2z) /OZ (2.37)

com H(z) dado por

H(z) = HoVQum (1 +2)3 + Qr(1 +2)* + Qa, (2.38)

no modelo ACDM - plano.

No regime de baixos redshifts, z <« 1, a distdncia luminosidade pode ser expressa como

uma série de poténcias em z. Para tanto, expandimos o fator de escala,

. 1,
a(t) = a(ty) + alto)(t —to) + Ea(to)(t — )+ ...
a ld )
= —| (t- ——| (t- 2.
a(to)(1+a t=t0) 5] (=10 + ) (2.39)
1
= a(fo)(l +Ho(t —to) — EQO[HO(t — )] + )
onde foi definido gy = —(1 /Hg)(d /a@)i=1,» chamado de parametro desaceleracdo (Carroll,

2004). Usando que a(ty)/a(t) = 1+z, a equacio (2.39) pode ser invertida para escrever ¢ — f,
como funcio de z e, colocando (2.39) na relagio (2.17), obtemos a(ty)r como uma série de
poténcias em funcio de t — ¢y e, consequentemente, como funcio de z, resultando em (uma

derivacdo completa pode ser encontrada em (Kolb; Turner, 2019))
DL(z) = = | i1 qz+ (2.40)
L(Z) = H, Z ) Qo)z" + ...|. .

Para a ordem mais baixa em z temos a relacdo linear,

(674

D; = —. 241
L= (241)

Se o redshift ndo for pequeno, a expansdo deixa de ser valida e é necessario o uso da forma

integral (2.37).

2.2 Decomposicao SVT

Ao trabalhar com perturbagdes, € comum realizar uma decomposicao de y,,, em partes
escalares, vetoriais e tensoriais para facilitar as contas (Mukhanov, 2005; Weinberg, 2008;
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Maggiore, 2018; Dodelson; Schmidt, 2024). Essa operacdo chama-se decomposicio escalar-
vetor-tensor (Scalar-Vector-Tensor decomposition) e pode ser encontrada nas referéncias
citadas acima. Nesta se¢do e nas proximas trabalhamos com ¢ = 1.

Queremos entender o comportamento das ondas gravitacionais no universo em ex-
pansdo. Portanto, escolhemos a métrica de fundo §,, = a*(9)nu € a perturbacdo como

Yuwv = a*(n)hyy, de forma que a métrica total é escrita como
_ 2 2
v = ANy + A" hyy. (2.42)
Seguindo 0 mesmo caminho de (Maggiore, 2018), decompomos A, em

hoo = 2A,

hoi = B; + 9;C, (2.43)
1 1 ,

hij = _2D5ij + (aiaj - gaijVZ)E + E(alfj + ajfl) + hija

onde A, C, D e E sdo escalares, B; € f; sdo vetores € /i;; € um tensor, tornando a expressao
para o elemento de linha completo

ds?* = a*| — (1 - 2A)dn? + 2(B; + 6;C)dndx" + (8;;(1 - 2D)

1 o (2.44)
+ (aiaj - géi}-Vz)E + a(ifj) + ﬁij)dxldxf].
Da decomposicao (2.43), os termos B;, 9;C, f; e /i;; satisfazem
e*4,0,.C =0,
3'B; =0,
d'f; =0, (2.45)
0'hij =0,
8k = 0.

O tensor £;; € a parte transversal e sem traco (transverse traceless) de h;; (Maggiore, 2018;
Wald, 1984; Tolish; Wald, 2016; Dodelson; Schmidt, 2024). Os indices espaciais ij sio0 movidos
usando o delta &;;, entdo, e.g. B; = B!, §;C = 8'C, h'; = hj.

Vamos ver como cada uma das componentes de y,, se comporta sob as transformacoes
de calibre (1.32), ou (1.34). Temos que

a*hyy — a*hy, = a*hyy — £995Gu — GuoBrE% — JovdrE°, (2.46)

no qual o fator de escala, por ser parte do espaco-tempo de fundo, nio é afetado pela transfor-
macao (Mukhanov, 2005; Weinberg, 2008; Maggiore, 2007). Agora definimos o quadrivetor
&H como

EH = (—a, AL +0'2), (2.47)
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onde 9;4' = 0 e €/%9;9,1 = 0. Comegando pela componente 00, obtemos

a’hy, = a*hoo — £°80Goo — 2G0000&°
a®2A’ = a®2A - (-a)dy(-a?®) - 2(-a?)d,(-a) (2.48)
= A =A-0ya-Ha.
A componente 0i,
a*h); = a*ho; — GoodiE® — §ij0o &’
az(Bi’ + al-C’) = az(Bi + dlC) - (—az)ai(—oc) - a25ij6,7 (/‘U + 61/1) (2.49)
BiI + aiC’ = Bi + aiC - aiOC - 57)/11' - a,,ai/l.

De (2.49) obtemos dois resultados. O primeiro conseguimos ao derivar a expressido com d’,
fazendo com que B; e 9,;4; sumam e resultando em

6iaiC’ = 6iaiC - 6i6ioc - 6i6ian/1
(2.50)
:C,:C_a_ay)l.
O segundo conseguimos aplicando o rotacional €/%9; em (2.49),
V%0,B] +£Y%0;0,C" = £Y%9; By +£Y%9;0,,C + V%00 — €7¥9;0, M) — £%0;0,0kA. (2.51)

Os termos /%08, C, £¥%3;0ra e €/k9;9, A serdo nulos, o que nos da

e%9;B; = €¥3;By — £7%9;0, A«

(2.52)
= Bi/ =B; - an/h.
Finalmente, para as componentes ij temos a expressao
azh;j = a’hyj — £%90Gij — E¥0kGij — Gikd;E" — Gi;0:iE"
= a’hij — (~a)d,(a?8yj) — (A* + %) 3k (a®6y)) — a*8;;0;(AF +3*2) (253
— a®8y;0;(A* + 9% Q)
I’l;j = I’lij + 20(%51'] — ai/lj - dj/li - Zaiajl.
Usando a expressdo para h;; de (2.43) em ambos os lados de (2.53),
’ 1 2N\ 1 / / ’
-2D 5,~j+(6iaj - géijv )E + E(d,fj + ajfl) + ﬁij
- (2.54)

1 1
_2D5ij + (aiaj - géijVZ)E + E(al‘fj + 6Jfl) + ﬁij + 20((765,7 - 6,~/1]~ - aj/li — Zaiajll.
A transformacdo de D ¢ obtida ao contrair a expressdo acima com 6%,

1
D'=D+ §V2/1 - Ha. (2.55)
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Para E, aplicamos 3'3/ em (2.54) e usamos (2.55), obtendo

2 2
—2V?D’ + 5V2V2E’ = -2V?D + gV2V2E —2V2V2) +23¢V%a

V2V2E’ = V2V2E + 3V3(D’ — D) — 3V2V?1 + 3% V2

(2.56)
= V2V2E - 2V2V?2)
= E' = E - 2A.
Agora, tirando o divergente 3’ e usando (2.55) e (2.56), obtemos 115
’ 2 2 ’ 1 201 _ 2 2 1 2 2 2
—ZajD + §V 6jE + EV fJ = —Zde + §V 6jE + EV fj -2V 6j/1— \Y /lj +23€6joc
1 2

20 _ T2, . ’r_ _ “y2,. ’r

Y f] = 2V fj+20;(D" - D) 3V 9;(E'-E) (2.57)

- 2V26j/1 - Vz/lj + Z%ajoc
fi/ = fi — 24;.

Por ultimo, obtemos a transformacao da parte TT de h;j, o termo /i;;, ao substituir
(2.55),(2.56) e (2.57) em (2.54)

hi; = hij +28;(D’ = D) — (8;0; — %&jvz)(E' -E) - %ai(f; - )
- %aj(f; — fi) = 20,84 — 8iAj — 3;A; + 2aHS;;
= hyj + 25ij(§vz/1 —adt) - (8:9; - gaijvz)(—z/l) - %ai(—z/lj) (2.58)
- %aj(—z/u) —28,0jA — A — BjA; + 2aH

’
= ﬁij

= hij.
Portanto, a parte transversal e sem traco de h,, € invariante pela transformacao de calibre.

Outras quantidades que permanecem invariantes sdo os chamados potenciais de Bar-
deen (Bardeen, 1980; Maggiore, 2018), escalares definidos por

1 1dE
= D--VE+ ge(c - ——),
6 2dn (2.59)
_ _A+1£[a(c_1d_E)] '
B adn 2dn/l
e o vetor transversal 1 df
E; =B - Ed_nl' (2.60)

Juntos, os escalares @ e ¥, o vetor E; e o tensor /i;; contém todas as informacdes fisicas sobre
a perturbacdo (Tolish; Wald, 2016; Maggiore, 2018).
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Resumindo, h,,, € decomposto em 4 escalares, 2 vetores e 1 tensor, {A, C, D, E, B;, fi, hij},

que se transformam de acordo com (2.46) por
A—- A =A-0d,a-Ha,
C—-C' =C-a-0dyl,

1
D—>D’:D+§V2/1—<7€oc,

E—E =E-24, (2.61)
fi—= fi=fi-24,
ﬁij - ﬁZJ = ﬁl]

Escolhendo B; = C = E = 0, temos o calibre Newtoniano conforme (conformal Newtonian
gauge) (Maggiore, 2018; Dodelson; Schmidt, 2024), transformando (2.44) em

ds? = a?[-(1+2¥)dn? + (1 +2d)5;; + %(aif,- +0, f + hyj)dx'dx’]. (2.62)

Cada um dos setores da perturbacdo, i.e. as partes escalares, vetoriais e tensoriais, irdo
gerar equagodes desacopladas, dadas pelas equacdes de Einstein linearizadas (Maggiore,
2018; Weinberg, 2008; Tolish; Wald, 2016). Neste trabalho estamos interessados apenas na
parte tensorial, y;j, j& que, assim como em Minkoswki, 0s modos tensoriais sdo os unicos
modos radiativos (Carroll, 2004; Maggiore, 2007; Weinberg, 2008; Misner; Wheeler, 1973),
resultando nas ondas gravitacionais. O estudo de perturbacdes escalares e vetoriais pode ser
encontrado em (Weinberg, 2008; Maggiore, 2018; Dodelson; Schmidt, 2024).

Além das perturbacdes, também precisamos ver como que o tensor energia-momento
se transforma. Em cosmologia perturbativa ¢ comum definir o tensor energia-momento total
por (Dodelson; Schmidt, 2024; Mukhanov, 2005; Maggiore, 2018)

TH, =TH, + TWH,, (2.63)
onde T, é
T, = (p + p)ufu, + ps+,. (2.64)
Adotamos a quadrivelocidade comoével u* = (1/a,0,0,0), sujeito a condicdo g~ u,u, =
—1. Consideramos que a perturbacio TV, corresponde a corpos massivos que seguem
trajetorias tipo-tempo e que néo influenciam o fluido perfeito descrito por T#, (Tolish; Wald,
2016).
O mesmo procedimento realizado acima com h,, pode ser feito com o tensor energia-
momento. Definimos
T(l)o() = _510,
Tl = vi4diy, (2.65)

. . ) 1 . 1 . . )
TWE = 5pst; + (8'9; - 5asljvz)J +5@ + oI + T,
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onde V%,8'V,I' e T'; satisfazem condicGes iguais as (2.45). Além disso, V' = V;, 8'V = gV,
Ii :Il-eT'j :f]{j.
A transformagdo de calibre do TEM ¢ obtida de forma parecida com a de y,,. Fazendo

uso de
ox'* 9x°

dxP ax"

de (1.25) e seguindo os mesmo passos feitos com a perturbagdo, obtemos

T, (x') = T, (2.66)

Tk, 'Ok =Wk £90,TH, — TH,0,E% + T, 0, (2.67)
Com isso, obtemos as transformacoes de cada componente dadas por (Maggiore, 2018)

Sp — dp" =6p — adyp,
Sp — 6p’ =d0p +adyp,
V> V' =V - (6+P)oyd,

Vi V=V - (f+P)o,A, (2.68)
J—J =1,
I'->Ir'=r,
Tij = Tij = Tyj.

Novamente, vemos que a parte TT, J;;, € invariante pela transformacao de calibre.

Com os indices abaixados, T, €

T, = TP
pv GZMP 1/ N ) (2.69)
=Ty + GupT" %y + ¥upT",
de forma que
Tﬁ) = Gup TPy + ¥, TPy (2.70)

2.3 Ondas Gravitacionais em FLRW

Escolhendo perturbagdes somente no setor tensorial, escrevemos o elemento de linha
como

ds? = —di* + a*(t) (8 + hij)dx'dx’ = a*(n)[-dn? + (8;j + hyj)dx'dx’]. (2.71)

Consequentemente, 7., = ¥». Substituindo (2.70) em (1.59)

167TG(g,uPT(1)pv + V,Mprv) = _21%/1;107/7/10 + ﬁ/l/ﬂ/v/l + l%ml - 60607//” 2.72)
+ g“yyaﬁﬁaﬁ - y'uyjé.
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Usando as equacdes de Einstein, GW = 167rGTW, no termo y#pT”,,, obtemos
_ZR/l,uavVAU + R/l,uyv/1 - R/IVV;&/1 - 6Jﬁcﬂ/;w + g;wyaﬁﬁocﬁ = 167TGg,upT(1)‘ov- (2.73)
Calculando para uv = ij>,

167G T V¥ = —2RY072% + Rayj* = Rajvi® = Vo Voyij + iy Rag

- —pa - -
=2a"*H%y;j +a 2;)/1]- S T (

a// 3
Srita 2Hyy)
—a28%3 .,y —2 —Za_” a2 H 0y

a aVij a a YVij a 07Yij

167tGa25,~kiTkj = ngzﬁ,ij - a‘za"‘aa(azﬁlj) - Z%ﬁij - 2a‘251€60(a2/’1ij) (2'74)
= ngzﬁij + ngzﬁij + Z%ﬁij + 4%50flij - a”a#/iij - Z%ﬁij

— 430*hj — 2330k

= —6“6#/711]- + 2c7€aoﬁij,

€ portanto,

Ohij _ o, @ Oy 2
6772 -V ﬁij +25 677 =167Ga fz] (275)

2.3.1 Soluc¢do de onda

Na auséncia da fonte, (2.75) torna-se

_ 0. (2.76)

Note que, diferente da equacido de onda em Minkowski, para FLRW temos o termo adicional
de amortecimento, 2a’/ad,f;;. Definindo g;j(1,X) = ah;j(n.X) e substituindo no resultado
acima 52
gij 5 a”
3772 -V gij + ;gij =0. (2.77)

Para modos sub-Hubble, os modos que estdo muito dentro do horizonte, i.e., k? > a”/a,
onde k = |l_€| ¢ o vetor de onda comével, o terceiro termo de (2.77) pode ser ignorado em
relacdo ao segundo e obtemos uma equagdo de onda simples

32g;;
anzlj — V2gij =0, (2.78)
com solucdo de onda plana
gij(n.%) = Cyel @17k, (2.79)

3 Os simbolos de Christoffel para a métrica de Friedmann usados estdo listadas no apéndice A.
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onde Cj; é uma constante determinada pelas condiges iniciais. Em termos de /i;;, obtemos

By (1.5) = - L er R, (2:80)

Note que, diferente do caso para o espago-tempo de Minkowski, por conta do fator de escala
no denominador, a solucdo decai com a expansao do universo. Da condicao de transversa-
lidade, k'fi;; = 0, e traco nulo, §Y4;; = 0, e considerando que a onda gravitacional est4 se
propagando na dire¢do Z, i.e., escolhendo k* = (®,0,0,k), obtemos que

C3j =0, (2.81)

e portanto,

hij(n,%) = (i") fw(n-2), (2.82)

Vemos entdo que as unicas componentes/polarizacdes de /i;; sdo definidas no plano trans-

versal a direcdo de propagacdo da onda,

hij=|hw —Au Of=|hx —Ay Of. (2.83)
0 0 O 0O 0 O

Vamos agora calcular a densidade de energia das ondas planas fazendo uso da equagao
(1.70). Definida em relagdo ao tempo t, temos (Maggiore, 2007; Caprini; Figueroa, 2018)

1 N
pow = too = by = ——=(Viy ﬁVtVap’>

327G

B 327G (@™ + Fr ™ + Ty ™) Gvag = Flarap = Tigraa))

B ﬂw"’ Yoryij - 2Hyory" + 2Hy  diyyj — 4H*y V) (2.84)
= ﬁ(a (a Zﬁij)at(azﬁij) - 2Ha2]/ijat(a_2flij)

+2Ha™ Zﬁ,ijdt(azfiij) - 4H2a_2ﬁija2f1ij)

= = 3or <athl]athlj>

onde usamos que y;; = a*h;j. Da relacio adn = dt e usando a parte real de (2.80), obtemos

1
Pow = W@nﬁi}-aﬂﬁi}-)
1 . CO . a/ 2
= 327Ga? <(CUC’7)[ —  sin(an —kz) - —3 cos (wn — kz)] >
(2C% +2C2) jw (2.85)
:W< sin® (wn) - kz)+<9( )
~ ( + C)%)a

32G4
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onde usamos que a média (sin? (wn — kz)) = 1/2. Observe que pgw cai com a™*, como

esperado para qualquer tipo de radiacao.
Retornando a equacdo de propagacdo (2.76), € interessante explorar também solu-
¢oes esfericamente simétricas, i.e. solugdes do tipo £A;;(n,r) = fij(n,r)/r. Passando para as
coordenadas esféricas (n,r,0,p), temos que (2.76) é
82hj ~ ldz(rﬁlj) 261%
on: r or? a on

(2.86)
Ffy fy  a'dfy
—J_ +2—=L 0.
on?  or? a 9y
Definindo l;j(n,r) = af;j(n,r) e substituindo no resultado acima
L %L a”
6_772 - ﬁ + ;ll] =0. (287)

Novamente, para modos sub-Hubble podemos desconsiderar o terceiro termo, obtendo

0%l 6%l
- =0, 2.88
on?  dr? (2:88)
que possui solugdo
lij (77, I") = Aijei(o(r)—r), (2.89)
onde A;j € constante e determinada pelas condig¢des iniciais. Em termos de A;j,
Aii .
Flij _ ij elco(r}—r)’ (2.90)
a(nr

com as Unicas polarizacdes sendo fi;; = —fip; = hiy € i1y = fiz1 = fix novamente.

Os modos super-Hubble, i.e. modos em que k? < a”/a*, sdo dados pela equacio (2.77)
descartando o termo V2g;j,

1 &%gy; 102
__g; _ __Z, (2.91)

gij 9> aody

Utilizando g;; = ak;; nos permite integrar facilmente a equagio
2 a
a,]/iij + 2E6,7FL,~J- =0
azasﬁij + 2aa’6,7ﬁij =0 (2.92)
- - - 1
= ﬁl—j(n,x) = Al—j(x)+Bij(x)/ az—(n)dn,

onde A;; e B;j sdo constantes no tempo. Portanto, obtemos que os modos que estdo fora do
horizonte, isto ¢, as perturbacdes que possuem grandes comprimentos de onda, so iguais
a um termo constante no tempo mais um termo que decai com a expansao do universo
(Maggiore, 2007; Caprini; Figueroa, 2018).

4 Apesar dos modos super-Hubble possuirem comprimentos de onda da ordem do raio de curvatura do espago-

tempo de fundo, a precisdo da equacdo de propagacio, (1.60), ¢ independente de /L, entdo enquanto as
ondas gravitacionais forem fracas, o método que estamos aplicando é valido (Misner; Wheeler, 1973).
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2.3.2 Producio de Ondas Gravitacionais e Férmula de Quadrupolo

A producio das ondas gravitacionais em FLRW por uma fonte isolada é dada pela

equacdo (2.75)
_aZﬁij + Vzﬁl‘j - 2a—/ aﬁl}
on? a on

= -167Ga’T;. (2.93)

Ja que estamos apenas com a parte TT da perturbacao, h,,, e do tensor energia-momento da
fonte, Tﬂ(?}), vamos denotar /i;; = h;; e 7;; = T;j por simplicidade. A solucdo de (2.75) é (Chu,
2015; Chu, 2017b; Tolish; Wald, 2016; Burko; Harte; Poisson, 2002)

hij(n.X) = 167TG/ V=§(x")G(x,x")T;(x')d*x’, (2.94)

onde §(x’) é o determinante da métrica de fundo em x’ e G(x,x’) é a funcdo de Green, que
satisfaz (Chu, 2015; Chu, 2017b; Burko; Harte; Poisson, 2002; Jokela; Kajantie; Sarkkinen,
2022; Poisson; Pound; Vega, 2011)

5@ (x —x')
a*(na*(n’)’

onde [J = V#V,,. Para resolver mais facilmente (2.95), definimos ¢;; = a(n)h;j, de forma que

0:G(x,x") = 0uG(x,x") = — (2.95)

a equacdo diferencial para h;; se torna

_52%'
on?

a/l
+ Vz‘gbij + F‘Qbij = —167rGa3Tl~j. (2.96)

Agora fatoramos G(x,x") como

g(x.x’)

) = G patry

(2.97)

de forma que g(x,x’) satisfaz
( —52+ V24 V) g(x,x') = —8@ (x% = x), (2.98)

onde definimos V' = a”/a (Burko; Harte; Poisson, 2002; Chu, 2015). Uma equacdo como
(2.98) possui solugdo dada pelo ansatz de Hadamard (Hadamard, 1923)

DY A By A4 1
glx) = S —IE=FD

—0O(n -1 —-|x-X|)B(x,x). 2.99
PRERET e (n-n"-| )B(x,x") (2.99)

O primeiro termo de (2.99) é a funcio de Green tradicional devido ao operador 049, =
—6,? + V2 e é responsavel pela radiagio que viaja ao longo do cone de luz passado do ponto x,
também denotada por parte direta de h;j; o segundo termo de (2.99) ¢ devido ao potencial
V e produz a chamada cauda de h;j (Bonnor; Rotenberg, 1966), a radiacdo gravitacional
que se propaga dentro do cone de luz, isto €, com uma velocidade menor que a da luz. A
funcdo B(x,x’) é uma funcdo continua de dois pontos que depende do modelo cosmoldgico
considerado (veja, e.g., (Poisson; Pound; Vega, 2011)). Aplicando (2.99) em (2.98) obtemos
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duas equagdes para B(x,x") (Jokela; Kajantie; Sarkkinen, 2022; Chu, 2015; Burko; Harte;
Poisson, 2002; Poisson; Pound; Vega, 2011), uma para a propagacao,

(—a§+V2+V)B(x,x’) —0, -7 >|F-¥ (2.100)
e outra para a condicdo de contorno no cone de luz’,
NGO 1 ’ > >/
(x—x)agB+B—§V:O, n—-n=|x-Xx|. (2.101)

Nos trabalhos (Nariai, 1968), (Haas; Poisson, 2005) e (Chu, 2015), os autores obtém a
solucdo geral de B(x,x") para cosmologias que seguem uma lei do tipo poténcia, i.e. a « 1<,
o que inclui universo dominado por radiacdo (o = 1), dominado por matéria (a = 2) e de
Sitter (a = —1). No periodo de radiacdo ndo ha cauda associada a radiagdo gravitacional, pois
a « 7, e, portanto, a” = 0. Para o caso do universo dominado por matéria (o = 2) e para de
Sitter (0 = —1), os autores encontram que B(x,x") tem a mesma forma,

B(x,x") = 1, (2.102)
m

Em (Jokela; Kajantie; Sarkkinen, 2022), os autores calculam a fun¢do numericamente para

o modelo ACDM e concluem que uma boa aproximacao para a solucdo exata encontrada

¢ uma soma das solucdes do universo dominado por matéria e de Sitter a menos de uma

constante, .

B(x,x") = 1 + C (2.103)
’ 7 (Mmax — 1) (Dmax —7’) ’ .

onde 7,4 € C sdo constantes® .
Substituindo (2.97) € (2.99) em (2.94)

S(w) a’(n)
¥ a(n)

a’(n’)

()Tu( x")d*x’

hij(n,X) = —4G / 3 Tj(x')d*x’ - 4G / O(u)B(x,x")

— D L 5C
= hj; + hy;,

(2.104)

onde u =7 — 7' — |X — X’| e 0 sobrescrito “D” é para “direto” e “C” para “cauda”.
Seguindo (Ashtekar; Bonga; Kesavan, 2015), (Date; Hoque, 2016), (Chu, 2017a), (Ho-
que; Aggarwal, 2019) e (Compere; Hoque; Kutluk, 2024), agora introduzimos as tétrades (ou

vierbiens) eg,, conjunto linearmente independente de quadrivetores ortonormais (Landau;

> Derivamos as duas equagdes para B(x,x’) no apéndice C. O leitor também pode consultar, e.g., (Poisson;

Pound; Vega, 2011).

Como as solucdes de B(x,x’) para o universo dominado por matéria e de Sitter sdo iguais e para ACDM ¢
aproximadamente igual a soma das duas solucdes, a menos de uma constante, no apéndice C derivamos a
solucdo de B(x,x’) para o universo dominado por matéria apenas. Para o leitor interessado nos detalhes
técnicos de como encontrar B(x,x’) no caso geral, o que foge do escopo deste trabalho, ver, e.g., (Haas;
Poisson, 2005), (Chu, 2015) e (Jokela; Kajantie; Sarkkinen, 2022), e as referéncias citadas.
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Lifshitz, 1975). O indice superior de efx‘/ se transforma como um vetor e o indice inferior se
transforma localmente como uma 1-forma (Poisson; Pound; Vega, 2011; Chu, 2017a; Hoque;
Aggarwal, 2019). As tétrades estdo sujeitas a condicao

eé‘,e;,g,w = Nug (2.105)

onde 745 € a métrica de Minkowski. O dual de eé‘, ¢ definido como

’

e =7 Juvey- (2.106)
Com isso, € facil ver que a tétrade eg, e seu dual efj' satisfazem
e’ﬁ‘,efj' = 8%, eled =8k, (2.107)

Dadas essas propriedades e com gy, = a7, temos que e é (Chu, 2017a)
e, = alo*,. (2.108)

Definimos entdo o tensor energia-momento da fonte medido pelo observador local
(Ashtekar; Bonga; Kesavan, 2015; Chu, 2017a; Hoque; Aggarwal, 2019; Compere; Hoque;
Kutluk, 2024)

Ty = €55 Tp = a Ty, (2.109)

Wy
de forma que T?" = Ty ¢ a densidade de energia fisica e T'/' = Ty, a pressdo fisica (Chu,
2017a). Também definimos, respectivamente, 0o momento e pressido de quadrupolo fisicos
medidos pelo observador local (Ashtekar; Bonga; Kesavan, 2015; Chu, 2017a; Compere;
Hoque; Kutluk, 2024)

V=1 = /3 d*xa’(ax’) (ax)Tyy = a® /3 d3xx'xI Typ. (2.110)
R R

PV=p;= /3 d*xa’(ax’) (ax)§Y Ty = a® 3d3xxixj5ijTij, (2.111)
R R

onde os termos ax’ formam vetores fisicos e a>d>x forma o elemento de volume fisico. Com
(2.109), temos que a perturbacio no refencial local a fonte é (Chu, 2017a; Chu, 2017b)

0w d’(n) ok

hij = 4G Fo% a) S )e (X" T (x')d*x’
+4G / ®(u)B(x,x) 3((’7;) ek (x)el, (x) T (x)d*x’
=4G |J_56(_u)%,| %Z;)a‘l (n’)akia_l(n’)5lekl(x')d4x’ (2.112)
+46 [ 00B(x) a1 )88 )8! T
_ 5(“) a(’?') v " g4 .7 ’ a(’?') 1 "N 34 .7
=4G %] a(n T;;(x")d"x +4G/®(u)B(x,x)a(n) T (x")d™x'.
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Para uma fonte astrofisica isolada no universo plano de Friedmann, em ordem linear,

temos que seu tensor energia-momento se conserva (Chu, 2017a),

VT, =0

. a’ a’ L o s
=00Toy + 89T, = 2—Toy + —8°To — 8T, Too + L, Toi — 87T}, Ty = 0.

A equacdo parav =0,
. a’ a ..
00Too — 60T + E:’bo + Ealeij =0.

Somando e subtraindo (a’/a)Ty e rearranjando,

. a’ a’ .. a’
6Y0;Tio + —Too — —6"Tj = dpToo + 2—Too
a a a
. a’ . a’
6Y0;To — E(—Too +6YT;j) = 60Too + 2—Too

/

a

§Y0,Ty - %n“‘gTaﬁ = 0pToo + 25750-

Agora multiplicamos por a? e obtemos
25ija. 1B 2
a“6v0;To — aa'n™ T,z = 0o(a"Too)-
A equacido para v =i resulta em
Kl a
00Toi — 6" 0/ Tii + ZEYE)I' =0.
Novamente, multiplicando por a?,

d0(aToi) = 86 (a®Tiy).

Se derivarmos em relacdo a 7 a expressao (2.116) e usarmos (2.118), obtemos que

30(8Y9;(a*T)) — do(aa'n™Typ) = 82(a*Too)
8Y8;80(a*T) — do(aa'n™Tyg) = 62(a*Too)

599;(8"101(a’Tki)) = 85(a*Too) + Go(aa'n* Tp)
§6"19;01(a’ i) = 33 (a*Too) + Bo(aa'n* Tp).

Agora, integrando por f d3>xx'x/ dos dois lados e fazendo uso de (2.110) e (2.111)

(2.113)

(2.114)

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

/ d3xxix §" 8K 3,.8,(a’Tn) = / d3xxt xfazibo) + 60 / d3xxix)an®PT, 5)

9 aO(a_lIl]) + ( —Ij +Pl])]

=0do|a” aOIl] - —Q2Lj - l])]

%

o) (/ d3xx'x!a? —760) +60 /d3xx x'a n“ﬁT 5)
|
|

(2.120)
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Integrando por partes duas vezes o lado esquerdo de (2.120) e assumindo uma fonte bem
localizada, de forma que termos de superficie sejam nulos, temos que

/ d3xxixI §"M &K 3,.8/(a’Tin) = 2 / d>xa’T;;. (2.121)

Portanto, (2.120) torna-se (Chu, 2017a)

[18”

a/
a (n) = — L) = Py())|. (2.122)

/ Pxa® ()T (n.%) =

Retornando a expressdo (2.112) da perturbacio, a parte direta da onda é

S S(m-n'-1x-X])a(n) S 4
hb(n,%) = 4G L T (n' X)d*x’
U(’? X) |x_x,| a(n) lj( )

4G a( _|)—5_5C)/|) - =7 =2 ’
= P 20— 1% - # 13

Ca(m) Jps o X=X

(2.123)

Vamos avaliar o comportamento do campo a grandes distancias da fonte, i.e. pontos na zona
de onda |X| > |X’|, de forma que |X — X’| = |X| — X’ - i, onde 7i € o vetor unitario na direcio
de X (Misner; Wheeler, 1973; Landau; Lifshitz, 1975). Para velocidades muito menores que
adaluz, v < 1, o sistema ndo muda de forma apreciavel com o tempo e entdo podemos
desconsiderar o termo X’ - /i em relacdo a |X| (Landau; Lifshitz, 1975). Definindo |X| =r e o
tempo retardado conforme », = — r e usando (2.122), obtemos com (2.123) a férmula de
quadrupolo’,

4G a(n-r)

a() Jrs r
- Wﬁ_m /R3 a(n - r)°Tj(n - rX)d*x’ (2.124)
_ 2G drl dIlJ a’

= cmatranlaan ~ @~ B))

Tj(n - r.X)d*x’

h2(.%) =

:}7’.

A cauda, considerando uma fonte que ¢ ativa por um tempo finito 7o < 7 < 7y muito
menor que o tempo de Hubble H; 1 (Chu, 2015; Chu, 2017a; Jokela; Kajantie; Sarkkinen,
2022),

hS(n.%) = 4G / e(n—n'—|5c’—;z'|)B(n,n')C;((’37)) T (nf %) d*x’
Nr 2
=4G /n / B(n.n") aty )(n(;,)ledn’d%’ (2.125)
_ r B(’?’?) d 1dIl] a’ -
a(n) /0 a(y) dy [EE_E( y~Py)|d

7 Mais trabalhos sobre a férmula de quadrupolo em outros espacos-tempos, como de Sitter, por exemplo,

podem ser encontrados em (Ashtekar; Bonga; Kesavan, 2015; Date; Hoque, 2016; Hoque; Aggarwal, 2019;
Compeére; Hoque; Kutluk, 2024; Chu, 2017a).
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Integrando por partes, obtém-se

(n.n') '
hij = a(n)[Ba?nn) ( T~ 22( U))] o (2.126)

2
2 A - -

Como B e a, por serem quantidades que dizem respeito ao fundo, ndo mudam de forma

significativa durante o tempo de atividade da fonte, podemos descartar o segundo termo da
cauda, recuperando o resultado apresentado por (Jokela; Kajantie; Sarkkinen, 2022),

CA am) L a(n,) dn a(no) dn

A cauda é um efeito ja conhecido na Relatividade Geral na producdo da ondas gravitacionais

(mr) - (mo) |- (2.127)

(veja, por exemplo, (Bonnor; Rotenberg, 1966) e (Couch et al., 1968)). O fendmeno é devido ao
retroespalhamento da onda no proprio espaco-tempo de fundo. No contexto da cosmologia,
varios trabalhos como, por exemplo, (Chu, 2015; Tolish; Wald, 2016; Ashtekar; Bonga;
Kesavan, 2015; Date; Hoque, 2016; Jokela; Kajantie; Sarkkinen, 2022), discutem a cauda
e seus possiveis efeitos. Chu, em (Chu, 2015) estima que para o universo dominado por

matéria, a relacio entre as amplitudes é |ﬁ,g

2, onde 7, é a idade do universo.
Em (Jokela; Kajantie; Sarkkinen, 2022), os autores analisam o caso para o modelo ACDM e
indicam uma supressdo da cauda em relacdo a parte direta da ordem de 1071°, com efeito
cumulativo expressivo em escalas de tempo da ordem de H 1, Portanto, para todos os fins
praticos e propdsito deste trabalho, ignoramos o termo da cauda e focamos apenas na parte
direta da onda gravitacional, de forma que

hij ~ hf} (2.128)

O leitor ¢ convidado a consultar os artigos citados para mais detalhes e também mais alguns
trabalhos que discutem possiveis deteccoes de caudas, como (Blanchet; Sathyaprakash,
1994), (Blanchet; Schafer, 1993) e (Trestini; Blanchet, 2023).

Da relagdo adn = dt, podemos escrever (2.124) como

2G

hij(t,X) = a(Or

dt2

£ (H(t)(zf,, (1) - Pij(t)))] , (2.129)
t=ty

com o tempo retardado definido por /tt' dt’/a = r. Note a diferenca com a ja conhecida

férmula de quadrupolo obtida por Einstein (Einstein, 1918). Neste caso, devido a expansao

do universo, aparece o termo extra d(H (2I;; — P;j))/dt e também o fator de escala no deno-

minador para que tenhamos a distancia propria a(¢)r entre a fonte e o observador. No curto

tempo de atividade da fonte, de forma que o efeito da expansio do universo no sistema seja

negligenciavel, temos que (2.129) se reduz para

2G d’I;

hij (69 = S ae

). (2.130)
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2.4 Sistema binario

Investigamos agora como fonte das ondas gravitacionais um sistema bindrio isolado de
objetos compactos, como estrelas de néutrons e buracos negros. Vale mencionar que nesta
secdo ndo consideraremos ¢ = 1 e, portanto, a velocidade da luz aparecera explicitamente
nas expressoes.

E interessante definirmos algumas regides em volta da fonte antes de prosseguirmos
com os cdlculos. Fazemos a divisdo das regioes como em (Thorne; Blandford, 2017). Para
uma fonte de tamanho C < (GM/c?) e massa M, a regido r < 10(GM/c?) é a regido de
campo forte, onde o espaco-tempo ¢é influenciado pela fonte. Para 10(GM/c?) < r < 1,
temos a regido de campo fraco, onde o campo gravitacional é bem aproximado pela teoria de
Newton. Com A < r < 4, entramos na zona de inducao. A partirder ~ 4 = 2z 1 temos a
zona de onda, que € dividida em mais duas partes: a zona de onda local e a zona de onda
distante. A zona de onda local é a regido A < r < R, para algum R, onde nio hé influéncia
externa de outros corpos e da expansio do universo. A zona de onda distante, i.e.» 2> R, é
onde a onda gravitacional que esta se propagando passa a sentir a influéncia da expansao
cosmica e de outros corpos. A regido 10(GM/c?) < r < R é a regido local assintética de
repouso da fonte.

A producdo de OGs aqui € calculada na zona de onda local, onde a intuicdo Newtoniana
pode ser usada. Durante a propagacio nessa regido o fator de escala ndo muda de forma
apreciavel e pode ser tido como constante, a = const. Definimos as coordenadas fisicas

Xf = aX, (2.131)

do qual temos
d)_C)f = adXx +H5C}dt =adX + %J?fd??. (2.132)

Portanto, enquanto |X¢| for muito menor que a escala Ay do horizonte, entdo dX; = adX.

leX

Tratamos os corpos da binaria como massas pontuais m; e m, e de posicoes X I ]20

respectivamente. [lustramos na figura 2.1 o sistema.

Figura 2.1 - Ilustracdo do sistema bindrio considerado.
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O vetor Ry que localiza o centro de massa € dado por

N l’l’ll)_C)jlr + mzfcj%
Rey=———
mp +mp

Definimos a coordenada relativa fisica entre as massas por

5 _ =21 =2
Rf=xf—xf,

(2.133)

(2.134)

e também definimos as distancias 7, e 7, saindo a partir do CM, de forma que [Ry| = || +|F].

Com isso, note que
—>1 _ - =
xf =r1+ Rewm,
)_C)ch = 172 + Reum.

Substituindo (2.135) em Rea, obtém-se a relagdo

=1 =2 -
+ = =
7 Xy + MXe  puiy + mafy + (Mg + my)Rem
CM = =
m; +mp mp +mp

- - My
=1 =—-r—
my

Substituindo (2.135) na coordenada relativa R s
R)f = )_C)ch —)_C)sz = 71 +R)CM - (172 +ECM) = 171 - ?2.

Agora, usando (2.136) em (2.137) duas vezes, obtemos dois resultados:

- m_)
Ry =-—P,
m
- m _
Rf = —n
my

Retornando as equacdes (2.135) e usando (2.138) e a massa reduzida u, temos
xf =r1+Reym = —Rf + Rcewm,
my
)_C)ch = 172 +R)CM = —il_éf +ECM-
my

As equacdes de movimento para cada massa sao

Gmm; -
31 172
xfml = - R3 Rf
f
© G
39 mymy -
Xemy = — R; Ry.

(2.135)

(2.136)

(2.137)

(2.138)

(2.139)

(2.140)

(2.141)

Usando (2.139) nas duas equagdes e subtraindo a primeira da segunda, obtemos a equacdo

de movimento
2uR; + Rey(my — myp) =

(2.142)
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Portanto, no referencial do centro de massa do sistema (R¢ys = 0) o problema se reduz para
o de um corpo s6, com massa igual a massa reduzida u = mym,/(m; + m,) e equacdo de
movimento dada por

5 Gmim, - 3 Gm >
/,ch = - ! ZRf = Rf = ——Rf, (2.143)
R} R}

onde m = m; + m, é a massa total.

O tensor energia-momento de uma particula qualquer de massa M ¢ (Landau; Lifshitz,
1975)

T,LCV — \/J\|4T| / u#uv5(4) (x — xp(T))dT’ (2144)
9

onde x,(7) € a trajetoria da particula, T o tempo proprio e u# a quadrivelocidade. Seguindo
como em (Hoque; Aggarwal, 2019), nas coordenadas (7, x') e com a métrica Guv = ANy,
temos que o tempo proprio da particula é

1
c
a dxH\ (dx”
= E\/—U,uv(%)( dn )d?? (2.145)

=av1 - (v/c)?dn.

Para o caso ndo-relativistico temos que T ¢ entdo

T = % / u%)26W (x - x,(1))dr
M dn\2 dt
(E) 5@ (x - xp(n))%d,? (2.146)

M > o
= 8O (E - 2,().

a4

Abaixando os indices de T% com goo,

Too = =6 = %) (2.147)

Portanto, para duas massas m; € m, com trajetdrias X; e X,, respectivamente, a densidade
de energia total ¢ a soma das duas densidades de energia,

m N N m
LsG) (% - %1(n) + —

a(n) a(n)

Como a(n) muda apenas em escalas cosmolodgicas, podemos normalizar o tempo conforme

Too = 53 (X - X2(n)). (2.148)

de forma que no tempo presente 7 = t (Maggiore, 2007) e trocar 7 por ¢ no resultado acima.
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Entdo, de (2.110), obtém-se o momento de quadrupolo (Hoque; Aggarwal, 2019)

Iy = a3/xlx1’.lbod3x

ii| M > o my > o
_t / x xj(m5(3)(x —X1(t) + mcs@)(x —X%,(1)) |dPx (2.149)
= a?myx! (£)x] () + a>mayxb (£)x] (1)

_ i(1) Jj() i(2) Jj(2)
_mle (t)xf (t)+m2xf (t)xf (1),

1 22
%5

(2.139), que relaciona as coordenadas fisicas com a coordenada relativa fisica Ry e a posicao

onde transformamos os vetores ax; e ax, nos vetores fisicos x . Agora, fazendo uso de

do centro de massa Rcy, obtemos que I;; €

i(1) j(1) i(2) j(2)
Iij:mlx} (t)x} (t)+m2x} (t)x} (1)

- M opi L pi M opi pi _ M opi | pi _ M pipi

= ml(mlRf + RCM) (mlRf + RCM) + mz( mzRf + RCM)( mzRf + RCM) (2.150)
= MR;(t)Rj,(t) + (my + my)RLyRL,,

Portanto, como estamos considerando o problema no CM do sistema, o momento de qua-

drupolo se torna a simples expressdo (Hoque; Aggarwal, 2019)
I = MR;(t)Rj;(t). (2.151)
Escolhemos a d6rbita no planox — y e R ¢(t) dado por
ﬁf(t) = [Rycos (P(t)/2+7/2),Rysin (D(t)/2+7/2),0], (2.152)

onde Ry = |§ | e @(t) € a fase orbital definida por (Maggiore, 2007)

®(t) = 2 / w(t)dt, (2.153)

com w a velocidade angular orbital. Estudamos o regime em que @ < @?

, 1.e., 0 regime
de orbita quasi-circular, em que o raio orbital diminui de forma adiabatica permitindo a
aproximacdo de movimento circular, de forma que a velocidade radial |R r| € muito menor que
a velocidade tangencial wRy e podemos ignorar as derivadas R r € w. Com essas condicoes,

teremos as Unicas componentes ndo nulas do momento de quadrupolo:

iy = —Iry = “R28? cos @ = 2uR2e? cos D,
277 f
N T (2.154)
Iy = I = ZR2®?sin ® = 2uR%w? sin @.
2 f f
De (2.130) vemos que
hii—h G . .
hy=———2= — (11 — I2) (2.155)
2 crar
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Figura 2.2 — Esquema da configuracdo considerada para a onda gravitacional radiada em uma direcdo
n.

h h G . ..
I’lx = 12 % a1 = (112 + 121). (2156)
2 crar

Portanto, substituindo os momentos de quadrupolo, temos que h, e hy serdo

h(t) = = (t) ,uco2R2 cos d(t,) (2.157)
(S
hy(t) = = 2) uszz sin ®(t,), (2.158)

lembrando que avaliamos as derivadas no tempo retardado t, =t —ar/c =t —ry/c.

Se quisermos a radiagdo em uma direcdo fixa 7 formando um angulo 6 entre o eixo
z e i, entdo termos envolvendo 6 aparecerdo em h, e hy. Definimos junto de 7 os vetores
U e U, que sdo ortogonais entre si e a 7 (figura 2.2), formando outro referencial (x',y’,z),
com x’ alinhado com 0, y’ com i e z’ com 7. Queremos entio as polarizagdes + e X nesse
referencial rotacionado, que chamamos de S’. Para S’, as ondas se propagam em seu eixo z’,
i.e., as polarizacoes sdo definidas no plano x” — y’, e sdo (Maggiore, 2007)

G . .
h+ = _(I/ - I, )
4 11 22/>
‘—’Ga” (2.159)
hx = %(Iiz - I;l)a

onde I l’J ¢ o momento de quadrupolo para S’. Portanto, aplicando uma rotacdo R(€) em I;;
obtemos I’ 0
I’ = R"IR = Ry;Ryj1x. (2.160)

Usando a matriz de rotacdo

cos® 0 sinf
RG&=| o 1 o |, (2.161)
—siné 0 cosb
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obtemos
I}, = cos*OI11,
I, = I, (2.162)
I1, = Ip1 = cosOIy.

Substituindo (2.162) em (2.159),

G . .
hi(t) = o— (1 cos? 6 — I),
¢ é” (2.163)
hx(t) = —— (22 cos6).
ctar

Usando (2.154) no resultado acima, temos que

4Guw’R? (1 + cos? 0)

h(t) = o(tr),
o ca(Or 2 R (2.164)
4G,ua)2RJ%
]’lx(t) = W Cos (6) sin cD(tr)
Agora, das equacoes de movimento, temos que
Gmu U_;
R IR,
f (2.165)
, Gm
=0 =—,
R3
f

onde usamos que a velocidade fisica v = wRy. Introduzimos agora a quantidade chamada
de “chirp mass”, definida por (Maggiore, 2007)

M. = i>Pm*. (2.166)

Definindo 2w = w,g = 27 f,g como a frequéncia da OG e fazendo uso de (2.165) e (2.166)
em (2.164), obtemos

hi(t) =

4G ( M, )5/3@2(Gm)2/3(1+cos2 0) cosd(1,)

cta(t)r \m2/5 w? 2
4 (GMc 5/3 (7 fog () \2/3 (1 + cos? 6)
wor ) (=)

(2.167)

> cos d(t,),
c

4G [ M. \5/3 ,/Gm

c4a(t)r(m2/5) “ (F

4 (GMC)S/3(7Tfog(tr)
a(t)yr\ c2 c

2/3
R (f) = ) cos 6 sin @ (t,)

(2.168)

2/3
) cos 0sin ®(t,),

Apds a onda gravitacional ser gerada ela viaja até o observador obedecendo a equacdo
de propagacdo (2.76). Usando o resultado acima no tempo de emissdo t, como condi¢ao
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inicial para a solugdo (2.90) de (2.76) obtemos que os sinais observados no tempo ¢, sdo
(Maggiore, 2007)

4 (GM\5/3 (T fog(tre) \2/3 (1 + cos? 0)
R (o) = a(to)r( c2 ) ( c ) 2 cos ©(iro), (2.169)
4 GM_\3/3 (T fog(tre) \2/3 . ‘
]’lx(to) = m( 2 ) (f) cos 0sin q)(tro),

onde £, € o tempo retardado de emissao e t,, 0 tempo retardado de observacdo. Da relacdo
f(t.) = (1+2z)f(t,) e adotando o tempo observado como o tempo presente ¢, = tp, obtemos

portanto
e\ 1 og(tro)\2/ 20
i) = () () S R o), -
hy(ty) = a(:))r(GZ\Z/IC)SB(ﬂ(l +z():fog(tm))2/3 cos 0 sin ®(t,,).

O fator de (1+2)%/3 pode ser decomposto em (1+z)°/3/(1+z) e tirado de dentro do paréntese,
multiplicando entdo M, e a(f)r. Definimos entdo a nova quantidade M, = (1 + )M, e

usamos a distdncia luminosidade (2.33), resultando em

4 (oM\" (whag(t0)\ " (14 cos?6)
_ z og\tro Cos
h(ty) = Dol @ ( . ) 5 cos ®(t,,) (2.171)
e
5/3 2/3
4 [GM 7T fog (tro) .
hy(ty) = e 022 ( fogc 2 ) cos 0 sin ®(t,,) |- (2.172)

Note como o resultado para h, e hy nos da diretamente a distincia luminosidade Dy, da
bindria, fazendo das ondas gravitacionais um 6timo fendmeno para testar modelos cos-
mologicos, i.e., serve como um novo tipo de sonda cosmoldgica para medir a constante de
Hubble, Hy, através de Dr! No entanto, embora permitam uma medida precisa da distancia
luminosidade, as ondas gravitacionais, por si s6, ndo fornecem o redshift z da fonte. A menos
que o evento produza uma contrapartida eletromagnética junto da gravitacional, nao ¢
possivel determinar com certeza z e, consequentemente, isso limita a utilizacdo de eventos
puramente gravitacionais em anélises cosmoldgicas para inferir Hy, fazendo-se necessario
recorrer a métodos alternativos para complementar a auséncia do redshift, como o uso de
redshifts de galaxias através de um catalogo de galdxias (Palmese et al., 2023). A primeira
vez em que foi proposto o uso das ondas gravitacionais como sonda cosmologica foi em 1986
por Bernard Schutz (Schutz, 1986), e desde entdao novos trabalhos vem sendo desenvolvidos
(ver, e.g., (Markovic, 1993; Cutler et al., 1993; Chernoff; Finn, 1993; Nissanke et al., 2013;
Feeney et al., 2021)).

A fase ® e a frequéncia f,4 de h, e hy podem ser obtidas a partir da poténcia radiada
em ondas gravitacionais (Maggiore, 2007). Novamente na zona de onda local, a energia
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contida em um volume V é
E=c / a’tood>x, (2.173)
14

e a poténcia radiada é

dE
T —c/ a*d8°yod>x

:c/a36iti0d3x (2.174)

:c/azn’tiodzx,

onde usamos a equacio de conservagio V# tuy — ¥ty = 0, ja que todas as conexdes tornam-
se nulas no regime em que estamos. Em coordenadas esféricas o vetor tipo-espaco unitario
normal a superficie de uma esfera centrada na fonte ¢ n' = (1/a,0,0), entdo

P= c/ ar? sin 6t,od6dy = carZ/ trodQ. (2.175)

Com a expressdo para f,,,, equagdo (1.70), conseguimos calcular tor®

4

C - ce o~
tor = 327Z_G<V07/ljvr7ij>
- 327 ! ~r7/11 + 607126;'7/12 + v07/2lvr7/21 + v07/22§r7’22>
(2.176)
4 doh2h doh*'h
= (G013 + Qo120 Ry — T 4 qo 0y —

22
+%h”@hn—2@f75¥>

Note que, como h;j o 1/r, os termos acompanhados de 1/r sdo de O(1/ r3), portanto podemos
ignora-los e obtemos

C4 3
lor = <aohua hlj> 327G

397G ~———(0thij0rhij), (2.177)
onde usamos que (1/c)d; = dp. Lembrando que h;; € funcdo do tempo retardado t, = t —ra/c,

conseguimos escrever a derivada d,h;; como uma derivada temporal

ahij(tr) a]’lij ot ot,

ar = 3 8_55 (2.178)
Derivando ¢, em relacdo a t, e r, temos que
e que to,
ac?
tor = “3mG ———(0;hij0hij). (2.180)

8Os simbolos de Christoffel usados estdo listados no apéndice A.
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Colocando (2.180) na expressdo para a poténcia,

c3a2r2

P = /(athljathU)dQ = —

a2r2c3

167G

_ 2, 12
o / (h2 + h2)dQ. (2.181)

Derivando (2.164) em relacdo a t,

_8GMCU3R}% (1 + cos®0)

h, = 7] sin @,
car, 2 (2.182)
. 8Guw Rf
hy = 2 cos B cos d.
ctar

Portanto P é

2,23 8Guw’R2 (1 29 8Guw*R? 2
P:—a re / - s (1+cos )sian + fcos@cosdb dQ
167G ctar 2 ctar
2,23 (8Guw3R2\? 1+cos?0)\
__4re ! (1 +cos6) (sin® @) + cos® B(cos® @) |dQ
167G ctar 2
4Gu* R} 1+cos?6)\21 1
= _—Sf/ [(&) — +cosze—]dQ
e 2 2 2
32(3u2w5R;
T 5 7

(2.183)

onde usamos novamente que (sin® ®) = (cos> ®) = 1/2 e que a integral / [(1+cos?0)?/4+
cos? 0]dQ/4m = 4/5. Utilizando (2.166) e (2.165), a poténcia pode ser colocado em funcio
de M. e woy,

p=-29 (2 )10/3 6(G_M)4/3
5 ¢5 \;p2/5 w2
32678 103 (2.184)
= _?C_S(M‘-’w) :
32¢° (GMccoog)lo/g

5G 2¢3

A energia carregada pelas ondas gravitacionais vem da energia total do sistema, i.e., da
energia orbital (Maggiore, 2007),

Gmim
E=E,+Epy = ———2. (2.185)
2Rs
Colocando em termos de M. € wyg,
Gmymy [ @? \1/3  mymy (Gweg\2/3 Gwog\2/3
=22 )T T 2(_"9) - 5/3( ) (2.186)
2 Gm mt/3 \ 32 32
Derivando em relacio ao tempo para obter a taxa de variacio da energia,
dE 2 (G*M;\1/3 @
ab __( c ) 09 (2.187)
dt 3V 32

1/3°
Wog
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Igualando (2.184) e (2.187) nos d4 uma equacao diferencial para w,gy (Maggiore, 2007),

12 GM_.\>5/3
og = =2/ 3(—c3 c) why . (2.188)
ou, usando wyg = 277 fog,
: 96 GM,\>/3
fog = ?ng/ 3(—03 C) fod. (2.189)
Introduzindo o tempo para a coalescéncia da binéria,
T= tcoal - t, (2.190)

onde t.,q; € 0 tempo da coalescéncia, i.e. uma constante, e integrando (2.189) em funcéo de

Jog(®) = %(255&)3/8(001\40

Por exemplo, se tivermos uma bindria composta por m; = m, = 1.4 Mg, logo M. = 1.21 Mg

T,
3

5/8
) . (2.191)

e a frequéncia,

1s\3/8
fog(7) ~ 134 Hz (?) , (2.192)
ou o tempo de coalescéncia,
100Hz\8/3
T ~218s ( ) . (2.193)
fog
A frequéncia medida pelo observador distante ¢, usando (2.24),
1 1/ 5 \3/8/ ¢3 \5/8
Jog(To) = 1+z;(256r) (GM)
s o (2.194)

_1( 5 )3/8( c )5/8
7w \2567, GM,)

onde definimos o tempo para a coalescéncia observado 7, = (1+z)7. Note que ndo precisamos
considerar o tempo retardado ao trabalhar com 7. Se 7, = (fcoq1)r — tr € 0 tempo retardado
para a coalescéncia, entdo 7, = teoqr — Fp/C — (t = Fg/C) = teoq — t = 7. A partir da frequéncia
podemos determinar a fase ® com a equacio (2.153). Primeiro, note que ® tem a mesma

forma para a frequéncia no referencial da fonte quanto no referencial do observador,

@ =27 / f(to)dt, =27 / (1+2) f(to)ldf’ =27 / f(to)dt,. (2.195)

V4
Portanto, integrando (2.194),
3

c’t, \5/8
®(7,) = —27 / Jog(Tobs)dTo = —2( < GZ\:)I ) + &y, (2.196)
Z

onde &, é a constante de integracdo, determinada pela condicdo inicial ®(0) = ®,. Final-
mente, substituindo (2.194) em h, e hy,

1
Dr(z)

c2

h(t,) = cos P(7,) |, (2.197)

4 1/4
& ( 5 ) / (1 + cos?0)

CTo
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1
Dr(z)

c2

5/4 5 1/4
(—) cos 0 sin ®(7,) |, (2.198)
CT

hx (7o) =

com ®(7,) dado pela equacdo (2.196). A figura 2.3 ilustra o formato de h; em funcio do
tempo . Note que, a medida que t — foq1, a frequéncia f,q3 — oo, como ilustrado na figura

le-21

6
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tls]

Figura 2.3 - Imagem ilustrativa de h, em funcdo do tempo. Escolhemos para fazer o grafico m; =
42Mg € my = 31.4Mg, Dp, = 150Mpc e z = 0.03.

2.4, com o grafico da equacdo (2.191).
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Figura 2.4 - Gréfico da frequéncia das ondas gravitacionais de uma bindria em func¢ao do tempo.

O grafico de h, divergir significa que chegamos no limite do modelo adotado e sdo
necessarias correcoes. A fase que conseguimos descrever aqui € a fase inspiral da bindria. A
frequéncia passa a divergir quando a binaria chega na fase de fusdo dos corpos, tornando
o regime linear insuficiente para descrever as outras etapas da dinAmica do sistema. E
importante lembrar que fizemos a suposi¢do de massas pontuais e érbita circular para
descrever a evolucdo do sistema e isso ndo € o que acontece na realidade. Além das 6rbitas
poderem ser elipticas, os objetos que compde a bindria sdo extremamente compactos e,

portanto, na medida que a separacdo da bindria se aproxima do tamanho dos objetos, o
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campo gravitacional de um passa a afetar o companheiro de orbita e efeitos de maré’, de
rotacdo'?, além de outras interacdes entre multipolos de ordem mais alta (Thorne, 1980) e
ndo-linearidades precisam ser levados em conta. Para resolver esse problema e conseguir
modelos tedricos mais precisos sdo utilizads técnicas de relatividade numérica e de expansao
pos-Newtoniana (PN) e pés-Minkowskiana (PM) nas equagdes de movimento, fazendo
correcdes na fase da onda gravitacional de ©O(v"/c"), com n > 0, ou, equivalentemente,
correcoes de ordem (n/2)PN. Como entrar nesses detalhes foge do escopo deste trabalho,
para mais informacdes ver, e.g, (Epstein; Wagoner, 1975; Damour; Iyer, 1991; Maggiore,
2007) e as revisdes (Blanchet, 2014; Blanchet, 2024).

Apesar disso, o resultado obtido ndo é desprezivel. E de fato, o sinal completo emitido
por uma bindria é bem parecido com o mostrado acima. Na figura 2.5 temos uma ilustracio
mais precisa do processo completo de emissdo das ondas, onde vemos que a parte inicial
do gréfico é parecida com o resultado que obtivemos, mudando apenas no final, onde
acontece a fusdo da binéria e a sua estabilizacdo ao se tornar um unico corpo, emitindo
ondas gravitacionais que decaem rapidamente.

T T T I
Inspiral Merger Ring-

XL

0.5 .

10—21)

—
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So06 14 =
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Figura 2.5 - O gréfico superior mostra a amplitude h, (chamada em inglés de strain) em funcdo do
tempo criada por dois buracos negros usando relatividade numérica. O grafico inferior
mostra a evolugdo da separacio orbital e da velocidade dos buracos negros. A imagem ¢é
de (Abbott et al., 2016) e possui permissdo para uso publico.

Particularmente para estrelas de néutrons o efeito de maré é importante. A equacio de estado da estrela e

seus numeros de Love (nimeros adimensionais que dio informacio sobre sua estrutura interna) passam a
ser necessarias na descricdo da dindmica, o que torna as ondas gravitacionais 6timas fontes para estudo
desses objetos astrofisicos. Contudo, as corre¢des devido a efeitos de maré e mudancas na estrutura da
estrela que aparecem sdo de ©(v'?/c1?), i.e., de ordem 5PN. Mais informacdes podem ser encontradas em
(Flanagan; Hinderer, 2008), (Hinderer, 2008), (Binnington; Poisson, 2009), (Blanchet, 2024).

Nao consideramos os possiveis efeitos de precessdo da orbita, além da interacio entre o momento angular
orbital e os spins dos corpos. As correcdes feitas na onda gravitacional devido a esses efeitos comecam a

aparecer na fase e amplitude e sdo de O (v3/c?). Para mais informagoes, ver, e.g., (Maggiore, 2007; Blanchet,
2024).

10
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3 Usando Ondas Gravitacionais

Neste terceiro e ultimo capitulo discutimos os usos das ondas gravitacionais. Na pri-
meira secdo vemos o efeito que as ondas causam ao passar por um conjunto de massas teste
em queda livre, efeito esse essencial na deteccdo das ondas. Na segunda secdo discutimos
brevemente os tipos de fontes e também listamos os detectores em operacao e projetos futu-
ros. Na terceira secio fazemos uma breve descricdo de como o sinal detectado é descrito.
Na quarta se¢do vemos os principios basicos de estatistica Bayesiana. Por ultimo, na quinta
secdo, aplicamos o método Bayesiano em um simples exemplo usando dados de distancia
luminosidade do evento GW170817.

3.1 Efeitos das Ondas Gravitacionais

Os efeitos da passagem da onda gravitacional podem ser entendidos ao considerarmos
o movimento relativo entre as geodésicas tipo-tempo paralelas de massas teste que estdo
proximas e em queda livre enquanto a onda passa por elas.

A reacdo das massas a OG é compreendida usando a equacdo de desvio geodésico

(Carroll, 2004):
D2
dr?

onde & é o quadrivetor tipo-espaco que aponta da geodésica de uma massa para outra,

K= R'uv GUVUP U’ (3-1)
0

UH* = dx*/dt é a quadrivelocidade das massas e 7 o tempo proprio. No limite de baixas
velocidades e escolhendo U* = (1,0,0,0), a equacao se reduz para
d2 é’i

T Rlgo;€/. (3.2)

O tensor de curvatura é
Riooj = Riooj + R(l)iooj. (3.3)

Da equacgio (1.12), temos que R(l)iooj é

. 1 e -
RWigy; = Eg”‘VoVoyjk, (3.4)
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onde y;; = a*h;; e h;j possui apenas a parte TT. Obtemos portanto,

RWigg; = —g “Vo(Boyji — To;7ik — Toer i)
- a_; a

= 591 Vo(8ov jk — a5lmk - aalkyji)
1 ..

= Eglkvo(azaohjk) (3.5)
1 .

= Ea_znlkazaghjk
1

Além disso, em escalas pequenas onde a expansdo do universo € negligencidvel, o tensor de

curvatura reduz para

. . 1
Rlooj ~ R(l)looj = Eaghij, (3.6)
e a equacdo (3.2) se torna
d2§l 1d?%h;
— e, (3.7)
dr2 ~ 2 dt

que € o mesmo resultado obtido para o caso de Minkowski. Por exemplo, vamos considerar

que as massas teste estdo organizadas em formato de anel com centro na origem do sistema
i _ i i i _ i 7 o~ o« o .

de coordenadas. Escrevemos §'(t) = x; + 6x'(t), onde x{ = §*(0) ¢ a posicdo inicial de uma

massa até a origem e dx'(f) ¢ um pequeno deslocamento dessa posicao. Entdo, se uma onda

gravitacional que possui apenas a polarizacio h,(t) = hy cos(wt + kz) passar pelas massas

em z = 0, teremos as equacoes

2541
1

% = = (x}+0x)wha (1),

d*sx* 1, , 5 (38)

W = E(xo +0x )CO ]’l+(t)
Como 5x'(t) é da ordem de h; j, em primeira ordem temos que,

Sx!(t) = —x0h+(t)
(3.9)

5x%(t) = — x0h+(t)

Desse forma, aquelas massas que estiverem inicialmente na direcdo x! irdo oscilar na direcio
x! e 0 mesmo vale para aquelas que estiverem inicialmente na direcdo x?, resultando no

efeito mostrado na figura 3.1.

De forma similar, se houver apenas a polarizagﬁo hy passando, teremos as equacoes

§x'(t) = =xghx(1),
(3.10)
§x*(t) = =xyhx(1),

fazendo as massas se movimentarem em formato de X, como ilustrado na figura 3.2.
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Figura 3.1 - Efeito de uma onda gravitacional com polarizagcdo h, passando por um conjunto de
massas teste organizados em formato de anel.

Figura 3.2 - Efeito de uma onda gravitacional com polarizacio hy passando por um conjunto de
massas teste organizadas em formato de anel.

A maioria dos experimentos realizados para a detec¢do de ondas gravitacionais combina
esse efeito causado pela passagem da onda com técnicas de interferometria. Um feixe luz
monocromatica é dividida em dois feixes que se propagam com alguma angulagdo entre
si e sdo confinados dentro de uma cavidade (refletores posicionados sobre os eixos x — y a
uma distancia L da origem do sistema de coordenadas, por exemplo). Apés um niumero de
viagens feitas pelos feixes dentro da cavidade eles sdo recombinados, formando um padrio
de interferéncia. No caso ideal, as extremidades da cavidade representam as massas teste em
queda livre e reagem a passagem da onda gravitacional pelo detector, deixando o padrdo de
interferéncia dos feixes recombinados modificado. Para mais detalhes técnicos sobre como

os detectores funcionam, o leitor pode ver, e.g., (Aasi et al., 2015).

3.2 Fontes e experimentos

De forma geral, qualquer objeto com massa gera ondas gravitacionais ao acelerar.
Porém, os objetos que produzem ondas que sio detectaveis sdo objetos astrofisicos muito
massivos. Existem quatro categorias principais de ondas gravitacionais provenientes des-
ses objetos: ondas gravitacionais de bindrias de corpos compactos, ondas gravitacionais
continuas, ondas gravitacionais estocésticas e ondas gravitacionais de explosdes (bursts).

As binérias de objetos compactos podem ser compostas por estrelas de néutrons, bu-
racos negros e ands brancas, e sdo atualmente a principal fonte detectada. Essas ondas
apresentam um sinal com frequéncia crescente a medida que os corpos se aproximam, com
frequéncias tipicas indo de 1 Hz até 10* Hz (Thorne, 1995), sendo acessiveis aos detectores
atuais. As bindrias de buracos negros supermassivos emitem ondas com frequéncias muito
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menores, da ordem de nanohertz, sendo acessiveis aos Pulsar Timing Arrays (Flanagan;
Hughes, 2005); ondas gravitacionais continuas sdo emitidas por objetos isolados que pos-
suem alguma assimetria, como estrelas de néutrons em alta rotacdo. O sinal emitido possui
frequéncia estdvel, tipicamente entre algumas dezenas de Hz até alguns kHz, dependendo
da rotacdo do objeto; as ondas gravitacionais estocésticas sdo ondas "aleatdrias”, geradas por
inumeras fontes independentes formando um fundo difuso, assim como a radiacdo cdsmica
de fundo. Esse tipo de onda pode ter uma ampla faixa de frequéncias, desde nHz até kHz
(Flanagan; Hughes, 2005). Uma fonte particularmente interessante ¢ a dindmica do Universo
antigo (Buonanno, 2004; Caprini; Figueroa, 2018); as ondas gravitacionais de explosdes sdo
sinais transitorios gerados por eventos cataclismicos e imprevisiveis, como supernovas. Esses
sinais sdo breves, podendo cobrir uma ampla faixa de frequéncias — de dezenas de Hz até
alguns kHz, dependendo do mecanismo e do detector envolvido (Thorne, 1995).

Abaixo listamos vérios detectores que estdo em operacdo junto da faixa de frequéncia
em que operam, além de projetos futuros que estdo em desenvolvimento. O leitor também
pode consultar (Vajente, 2022) para um review completo.

« aLIGO (Advanced Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory ):
Interferdmetro terrestre com bragos de 4 km nos EUA (Hanford e Livingston), sensivel
a frequéncias de 10 Hz a 10 kHz (Aasi et al., 2015);

« Advanced Virgo: Interferometro terrestre com bracos de 3 km na Italia, sensivel a
frequéncias semelhantes ao LIGO (Bersanetti et al., 2021);

« KAGRA: Interferometro subterraneo com bracos de 3 km localizado em Kamioka,
Japdo. Sensivel a frequéncias na faixa de alguns Hz até 10* Hz (KAGRA..., 2019);

« GEO600: Interferometro terrestre localizado proximo a Hannover, Alemanha, com
bracos de 600 metros. Sensivel a frequéncias de 50 Hz a 6 kHz (Liick; Team et al., 1997);

« Einstein Telescope (ET): Detector terrestre de terceira geracdo em planejamento;
interferometro triangular subterraneo com bracos de 10 km, ¢ planejado para uma
sensibilidade a frequéncias de 1 Hz a 10 kHz (Punturo et al., 2010);

+ Cosmic Explorer (CE): Projeto de detector de terceira geracdo nos EUA, com bracos
de 40 km e 20 km, com sensibilidade a frequéncias de alguns Hz a kHz (Hall, 2022);

« Taiji: Projeto chinés de interferometro espacial composto de trés satélites separados
por 3 milhdes de quilémetros, sera sensivel a baixas frequéncias em uma faixa de 1
mHz a 1 Hz (Luo et al., 2021);

« TianQin: Projeto chinés de interferdmetro espacial com trés satélites em 6rbita ao redor
da Terra a uma altura de 10° km e separados por 1.7 x 10° km, sensivel a frequéncias
de 0.1 mHz a 1 Hz (Mei et al., 2021);

« LISA (Laser Interferometer Space Antenna): Projeto de interferdmetro espacial
composto por trés satélites em orbita ao redor do Sol, formando um triAngulo com
lados de 2.5 milhdes de quildometros. Desenhado para ser sensivel a frequéncias em
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uma faixa de 0.1 mHz a 0.1 Hz (Danzmann; Team et al., 1996);

+ DECIGO (Deci-hertz Interferometer Gravitational wave Observatory): Projeto
japonés de interferdmetro espacial formado por 3 satélites distantes de 1000 km, com
sensibilidade a frequéncias em uma faixa de 0.1 Hz a 10 Hz (Sato et al., 2017);

+ Pulsar Timing Arrays (PTAs): Colaboracgdes que utilizam radiotelescopios para
monitorar os sinais de pulsares. Ao contrario dos varios detectores terrestres, os PTAs
fazem uso de pulsares para detectar ondas gravitacionais na faixa de nanohertz. Como
sdo excelentes relogios, os pulsares permitem que sejam detectadas diferencgas no
tempo de viagem da luz que emitem até a Terra, causadas por ondas gravitacionais
de periodos muito longos atravessando o espacgo entre eles. Algumas colaboragdes em
operacdo sdo o EPTA (European Pulsar Timing Array), o African Pulsar Timing (APT),
o International Pulsar Timing Array (IPTA), o North American Nanohertz Observatory
for Gravitational Waves (NANOGrav), o Indian Pulsar Timing Array Project (InPTA) e
o Parkes Pulsar Timing Array (PPTA) (Manchester, 2013; Kramer; Champion, 2013;
Afzal et al., 2023; Tarafdar et al., 2022).

3.3 Breve descricao do sinal das ondas gravitacionais

As ondas gravitacionais detectadas pelos experimentos sio uma combinacdo das pola-
rizacgoes h; e hy e dependem da orientacdo do detector em relacdo a fonte e também sua
geometria (Maggiore, 2007). De forma geral, o output do detector ¢

s(t) = h(t) +n(t), (3.11)
onde h(t) ¢ o sinal da onda gravitacional,
h(t) = Frh.(t) + Fxhx(t), (3.12)

e n(t) é o ruido do detector (Maggiore, 2007). As funcdes F; e Fx s@o as chamadas funcoes
de padrdo de antena e dependem da geometria do detector. No caso de um interferometro
em formato de ‘L’, como o LIGO, no qual seus bracos estdo dispostos sobre os eixos x — y,
as funcoes de padrdo sdo (ver, e.g., (Apostolatos et al., 1994), (Maggiore, 2007) e (Whelan,
2013))

F.(6,9,0) = %(1 + cos? 6) cos (2¢) cos (2h) — cos 8 sin 2¢ sin (21),
(3.13)
Fy(6,0,0) = %(1 + cos? 6) cos (2¢) sin (2) + cos O sin (2¢) cos (21),

onde os angulos 6 e ¢ localizam a binaria no céu e ¥ € o Angulo de polarizagdo associado a
liberdade de rotaco dos vetores il e U que formam o plano transversal & diregdo de propagagio
da onda (figura 3.3).
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A

Figura 3.3 - Ilustracdo do referencial do detector na Terra observando uma bindria distante com vetor
normal N ao plano orbital.

Das equacgdes (2.197) e (2.198) para h,. e hy, escrevemos

hi(t) =

A(t) 1+ (;os2 0) cos D (1),

Dy (3.14)

hy(t) = % costsin ®(t),
L

onde A(t) é a amplitude e trocamos o angulo 6 das expressdes originais do capitulo anterior
por ¢, para ndo confundir com o angulo 6 do referencial do detector, como na figura 3.3.
Portanto, temos que h(t) é

A(t) (1 +cos?1) . A(t)

h(t) = F, 0sP(t) + Fx costsin ®(t)
DL DL
3.15
A(t) | .. (1+cos?) . (3.15)
= F, cos ®(t) + Fx costsin ®(t) |.
Dy 2
Para deixar essa expressdo em um formato mais simples, podemos definir
1 + cos®
acosy = F+M,
2 (3.16)
asiny = Fx cost,
e, usando que a cos (P —y) = acosy cos P + a siny sin ®, obtemos
h(t) = ( )occos (®(t) —y), (3.17)

com «a dado por

\/Fz(e, ,gb)M F2(0.0.4) cos?, (3.18)
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e y por

2c0 ()Fx(6.9.9) ) (3.19)

o
y = tan ((1 + cos2 [)F+(9,§0,¢)

Na descricdo do sinal é conveniente trabalhar no espaco das frequéncias. Definimos a
transformada de Fourier de uma funcio x(¢) por

zwﬂoxn:xuvzlme%W%GML (3.20)
e sua inversa, .
zf%anu>:x@wi[ T (f)df. (321)

Como h(t) e n(t) sio reais, vemos com a transformada de Fourier que i(—f) = h*(f) e
a(-f) =n(f).

O ruido é assumido como gaussiano e estacionario, i.e., as componentes de Fourier do
ruido possuem distribuicdo de probabilidade gaussiana e sdo ndo correlacionadas, sendo
definidas por

G PR = 5807 = 1I5:(F), (322)

onde (...) denota uma média de ensemble' e S,,(f) é o espectro de poténcia do ruido? e possui
unidades de Hz ! (Maggiore, 2007; Finn, 1992; Moore; Cole; Berry, 2014; Cutler; Flanagan,
1994). Observe também que, como 7i(—f) = *(f), temos S, (f) = S, (—f). Outra quantidade
importante que vem do espectro de poténcia € a densidade espectral de amplitude (amplitude
spectral density - ASD), que nada mais € que a raiz quadrada do espectro de poténcia, \/m ,
e nos dé a sensibilidade do detector para diferentes frequéncias. Na figura 3.4 vemos um plot
do ASD para varios detectores e fontes de ondas gravitacionais.

Assumimos, sem perda de generalidade, que a média (n(t)) = 0. O valor quadratico

1 A média de ensemble ¢ uma média feita sobre varias realizagdes do sistema. Contudo, como temos apenas

um sistema, a média de ensemble pode ser substituida por uma média temporal (o principio ergédico é
invocado aqui). A ideia é medir n(¢) por um periodo de tempo T longo o suficiente (isso que chamamos de
uma realizacdo) e entdo calcular 7( f) com uma resolucio na frequéncia de 1/T. Repetindo-se o processo
varias vezes, obtém-se a média. Para mais informacoées, ver, e.g., (Maggiore, 2007) e (Moore; Cole; Berry,
2014) e referéncias citadas.

2 Também chamado de densidade do espectro de poténcia, ou do inglés Power Spectrum Density (PSD).
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Figura 3.4 - Curvas de sensibilidade para diferentes detectores e fontes de ondas gravitacionais.
O detector é sensivel a fontes que possuem a area colorida acima da curva preta. A
imagem foi produzida através do site http://gwplotter.com/. Detalhes técnicos podem
ser encontrados em (Moore; Cole; Berry, 2014).

médio do ruido pode ser obtido integrando o espectro de poténcia,

(R*(D) = (n()n* (1)) = lim i/Tn(t)n*(t)dt

_Th_r}}oﬁ/ / / l’l(f)}’l (f )e—met me’tdfdf dt
:/ / <ﬁ(f)ﬁ*(f/))e—lﬂifteZTL'if'tdfdfl

= [oo/_“’ %5(f—f/)Sn(f)e—zniftesz'tdfdf,

1

=5 | sathas

(3.23)

:Am&dwﬁ

onde nas duas ultimas linhas usamos que S, (f) = S, (—f) e trocamos os limites de integracio
para que {n?(t)) seja definido apenas para frequéncias positivas, f > 0.

Agora, supondo que sabemos de antemao qual o formato do sinal da onda que queremos
detectar, desejamos filtrar do output s(t) o sinal h(t). Isso € feito construindo-se um filtro de
Wiener (Wiener, 1964) que, ao ser aplicado ao output, separa h(t) do ruido (Moore; Cole;
Berry, 2014). Definimos

§= /Oos(t)K(t)dt, (3.24)

(o)

onde K (t) ¢ um filtro real, com transformada de Fourier K (f). O melhor filtro para extrair

o sinal do ruido ¢ aquele que maximiza a relacdo sinal-ruido (chamado de signal-to-noise


http://gwplotter.com/
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ratio, SNR), S/N. S é definido como o valor esperado de § quando o sinal, h(t), esta presente
e N é araiz quadrada média de § quando ndo ha sinal. Teremos,

S:/_:(s(t))F(t)dt:/h(t)K(t)dt
= /_ : [ :ﬁ(f)eszfK(r)dfdt (3.25)
- [ Rk (s
Para N2, temos
N? = (n(1)=0 = /_: [:K(t)K(t’)(n(t)n(t’))dtdt’
[ k@@ e gy dar
- [ [ @wnaamrr (s

(3.26)

_1 /e & (F)[2
=3 [ sanRenrar.
onde usamos (3.22). O SNR ¢é definido entado por
o ~ . 2
e |[IROR (]
N2 L [ Sa(NIR (NS
Dividindo e multiplicando por v/S, no numerador,
© _h(f) 5 2
P
N2 L [T Sa(DIR(HPAf

Agora, podemos usar a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(3.27)

(3.28)

| / : APBAS] < / : A()Pdf / : IB(f)IPdf. (329)

para separar a integral do numerador em duas integrais (Moore; Cole; Berry, 2014). A

igualdade s6 serd mantida se A(f) e B(f) forem iguais a menos de uma constante, i.e., para
A(f) = h/Su(f) e B(f) = \/Su()K*(f), (3.27) é maximizado quando
h(f)

Sl’l (f) ’

onde C ¢ a constante. A equacio (3.30) define o filtro 6timo de Wiener, o filtro que maximiza
(3.27) e que faz a melhor extragdo de h(t) de s(t) (Maggiore, 2007; Moore; Cole; Berry, 2014;
Cutler; Flanagan, 1994). Da desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos entao,

2 _[L S LS ORGPA [ R(HP

N2 LY s (HIR(H)PAS o Sn(f)

K(f)=C

(3.30)

af, (3.31)
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ou,

2 AP
e _4/0 ) df. (3.32)

A equagdo (3.32) nos d4 o valor 6timo do SNR.

Introduzimos o produto interno entre duas funcées g(f) e h(f) (Finn, 1992),

gy = [[TEDID DG, 4Re( [ R
0 0

(1/2)Sn(f) Tf)df)- (3.33)

Dessa forma, empregando o produto interno em (3.32), conseguimos escrever o valor 6timo
de SNR como S

N = (h|h)Y/2. (3.34)

Para um alto valor de S/N o sinal da onda gravitacional pode ser diferenciado do ruido,
mesmo que a amplitude do ruido seja maior que a do sinal. O procedimento apresentado ¢é
a base da técnica de filtragem casada (matched filtering), central na andlise dos dados das
ondas gravitacionais. O leitor interessado em mais detalhes sobre a anéalise do sinal, pode
consultar, e.g., (Finn, 1992), (Cutler; Flanagan, 1994), (Moore; Cole; Berry, 2014), (Abbott et
al., 2016).

3.4 Nocoes de Estatistica Bayesiana e Inferéncia de Parame-

tros

Vimos na descricio do sinal detectado que o formato da onda gravitacional é assumido
como conhecido para aplicar a técnica de filtragem. No entanto, na pratica, ndo temos acesso
direto aos diversos parametros fisicos (como massas, distancia, inclinacio orbital, etc.) que
caracterizam a onda e, portanto, ndo sabemos de antemao qual é o seu formato exato. Para
lidar com isso, é necessario considerar uma familia de moldes (ou templates) h(t; ®), onde
© ={0,,...,0y} representa o conjunto dos pardmetros do sistema, e realizar a filtragem
com os diversos filtros 6timos definidos por K*(f) ~ a(f;©)/S.(f).

Ap0s a detecclo de uma onda gravitacional, um subconjunto de moldes ird produzir
um valor de SNR acima de um limiar minimo previamente estabelecido. Esses moldes sdo
considerados compativeis com o sinal observado. Surge, entdo, a seguinte questao central:
quais sdo os valores mais provaveis dos parametros © que descrevem os dados observados e
quais sdo as incertezas associadas a essas estimativas?

Problemas dessa natureza sdo recorrentes em diversas areas da ciéncia: temos acesso a
um conjunto de dados D e desejamos estimar os parametros © que melhor os descrevem,
condicionados a um modelo/hip6tese M. Em termos probabilisticos, buscamos a distribuicao
de probabilidade P(®|D, M), i.e., a probabilidade dos parametros assumirem certos valores,

dado o conjunto de dados e o modelo assumido.
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Nesta secdo, portanto, introduzimos os conceitos fundamentais de estatistica Bayesiana
e da inferéncia de parametros, ferramentas que utilizaremos na se¢io seguinte para inferir a
constante de Hubble a partir de dados de distancia luminosidade de ondas gravitacionais.

Comecamos introduzindo os axiomas de Kolmogorov (Kolmogorov, 1963). Para um
conjunto S formado por subconjuntos Ay, A;,As,..., a fun¢do probabilidade P, real e positiva,

satisfaz os axiomas:

+ Para todo subconjunto A; € S, P(A;) > 0;

« Para subconjuntos disjuntos, e.g., A; N A, =0, P(A; U Ay) = P(A;) + P(Az);

« P(S)=1.
Além disso, introduzimos a probabilidade condicional de um subconjunto A ocorrer dado
que outro subconjunto B ocorreu, i.e., P(A|B), definida por

P(A,B)
P(B) ’

P(AIB) = (3.35)

onde P(A, B) = P(A N B) é a probabilidade conjunta de A e B. De forma similar, temos que
a probabilidade de B ocorrer dado A é

__P(B,A)
P(B|A) = PA) (3.36)
Como ANB=BnNA,entdo P(ANB) = P(BN A), e, portanto,
P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)
P(B|A)P(A) (3.37)

= P(A|B) = PB)

que ¢ o teorema de Bayes. Note que, para qualquer B e A; disjuntos, com i = 1,...,N, tal que
UjA; = S, teremos

B=(4NB)U(A,NB)U...U(Ay NB)

(3.38)
= P(B)=P([A1NB]JU[A;NB]U..U[AN N B]).
Usando o segundo axioma,
P(B)=P(A1NB)+P(A;NB)+..+P(ANNB) = ZP(B N A;j). (3.39)
i
Com a definicao de probabilidade condicional, obtemos
P(B) = Z P(BJA;)P(A;). (3.40)
i
Portanto, (3.37) é
P(B|A)P(A
P(A|B) = (BIA)P(4) (3.41)

i P(BIA)P(A)
onde vemos que o denominador, P(B), chamado de evidéncia, é apenas um fator que nor-
maliza a distribuicdo de probabilidade P(A|B), chamada de posterior. No caso continuo, a
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evidéncia € a integral (ou marginalizagdo) do numerador sobre todos os valores possiveis de
A,
P(B) = / P(B|A)P(A)dA. (3.42)

O termo P(A) no teorema de Bayes, é conhecido como a probabilidade anterior (ou prior) e
representa nossa‘“crenca prévia” em A. A funcdo P(B|A) é a verossimilhanga (ou likelihood),
que é uma distribuicao estatistica como, e.g., a distribuicdo gaussiana.

Podemos usar a posterior para encontrar o valor esperado de alguma quantidade
que estamos interessados. Por exemplo, suponha que temos um conjunto de parametros
0 = {61,0,,...}, e um modelo M, de forma que o teorema de Bayes é

P(M|6)P(6)

POIM) == 00

(3.43)

Entdo, o valor mais provavel de um parametro 6; especifico é definido por (Barlow, 1993)

6) E/@iP(6|M)d6. (3.44)

O erro associado a esses parametros ¢ dado pela matriz

Zij = /(ei —(6:))(8; - (9;))P(6|M)d6, (3.45)

que é a matriz covariancia (Barlow, 1993).

No caso das ondas gravitacionais®, a inferéncia dos parametros 6 que descrevem o sinal
da onda gravitacional h(¢; ) detectada no output s(t;6) = h(t;0) + n(t), a posterior é (Finn,
1992; Cutler et al., 1993)

P(B]s) = Ne 2Tuae'a8’, (3.46)

onde I';j é a matriz de Fisher (Fisher, 1935; Gair; Antonelli; Barbieri, 2023), dada por
_ ( oh

dh
= (% )

3;

ij (3.47)

lembrando que o simbolo (-|-) denota o produto interno (3.33). O fator N = +/det(T';j/27)
¢ a normalizacdo e A6 é o erro do parametro 6;. Para altos valores de SNR, i.e., para erros

pequenos, o valor esperado de A8' ¢ (Finn, 1992; Maggiore, 2007; Cutler et al., 1993)

(AG'AGTY = (T7HY, (3.48)

3 Nao iremos demonstrar as equacdes dadas nesta parte ji que fugiria do foco do trabalho e também néo

faremos uso desses elementos. O leitor interessado em uma discussdo mais completa sobre a inferéncia dos
parametros da onda gravitacional pode consultar, e.g., (Finn, 1992), (Cutler et al., 1993), (Cutler, 1998),
(Maggiore, 2007), (Abbott et al., 2016) e (Gair; Antonelli; Barbieri, 2023).
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3.5 Inferindo a constante de Hubble

O uso de ondas gravitacionais na Cosmologia foi proposto pela primeira vez por Schutz
em 1986 (Schutz, 1986). Nesta secdo, utilizamos o evento GW170817 e fazemos um simples
exemplo de aplicacdo da estatistica Bayesiana para inferir o valor da constante de Hubble.

As fontes de ondas que sdo usadas como sonda cosmoldgica sio chamada de sirene
padrdo (Holz; Hughes, 2005). As sirenes padrdo podem ser de dois tipos: sirenes claras e
sirenes escuras. As sirenes claras, como o nome sugere, sdo as fontes que emitem radiacdo
eletromagnética junto da gravitacional, como uma binéria de estrelas de néutrons, pos-
sibilitando uma medida de seu redshift de forma independente da onda gravitacional. J&
as sirenes escuras, como as binarias de buracos negros, sdo o tipo mais comum de sirene
detectada atualmente e emitem apenas o sinal gravitacional, impossibilitando acesso ao

redshift da fonte.

O evento GW170817 (Abbott et al., 2017), detectado no dia 17 de agosto de 2017 pela
colaboragdo LIGO-Virgo, foi o primeiro e unico evento, até 0 momento, que resultou da coa-
lescéncia de uma binaria de estrelas de néutrons. As estrelas possuiam massas de 1.46i%711%)M@
e 1.27*29 M, e estavam a uma distancia de 40*8,M pc. A fusdo da binaria também deu re-

9
sultado a uma explosao de raios gama (y-ray burst - GRB), detectado pelo Fermi-GBM 1.7
segundos apds as ondas gravitacionais, o que possibilitou a identificagdo da galdxia hospe-
deira da bindria, dando uma medida independente para o redshift de z = 0.0098 (Levan et
al., 2017).

A presenca de ambos os sinais, gravitacional e eletromagnético, faz GW170817 ser uma
sirene clara, 6tima sonda para inferir o valor da constante de Hubble. Para tal, seguimos o
método estatistico desenvolvido por (Chen; Fishbach; Holz, 2018) e reproduzimos a aplicacio
feita em linguagem Python no tutorial criado por Simone Mastrogiovanni no endereco
eletronico https://github.com/simone-mastrogiovanni.

Para um evento com dados independentes de ondas gravitacionais e uma contrapartida
eletromagnética, dog € denm, respectivamente, a distribui¢ao de probabilidade posterior de Hy
é, pelo teorema de Bayes,

P(H0|dogadem) = P(dog,dem|H0)P(H0)a (3.49)

onde P(Hy) é a prior em Hy € P(dog, dem|Ho) € a likelihood dos dados condicionados a Hy,

1
P(dog,demlHO) = m / P(dog»dem’ Dr.z|Hp)dDrdz, (3.50)

onde 3(Hp) é um fator que leva em conta efeitos de selecao (Chen; Fishbach; Holz, 2018;
Mandel; Farr; Gair, 2019), Dy, é a distancia luminosidade e z o redshift. Assumimos que os
dados da onda gravitacional, d,4, dependem apenas da distancia luminosidade; os dados
da contrapartida eletromagnética dependem do redshift. Dessa forma, a likelihood pode ser


https://github.com/simone-mastrogiovanni
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fatorada como

/ P(dog.dem D1z, QIHo)dDydz = / P(dog|D1)P(dem|2)P(DL|12.Ho)

X P(z)dDrdz,

(3.51)

Como sabemos a distancia luminosidade da fonte, que denotamos por Dy, a distribuicio
P(Dy|z,Ho) é dada por uma delta de Dirac centrada em Dy, resultando em

/ P(dog.doms D12, Q|Ho)dDydz = / P(dog|D1)P (dem2)
x 8(Dy, - Dy.(z,Hy))P(z)dDrdz (3.52)

_ / P(dog| D (2. Ho))P(dem|2) P (2)dz.

A likelihood P(d.n|z) € a probabilidade dos dados eletromagnéticos na presenca do
sinal de uma fonte com redshift z e seleciona um valor especifico caso haja a contrapartida
eletromagnética, portanto escrevemos como uma delta de Dirac centrada no valor medido

de z, que escolhemos ser o mesmo da galéxia hospedeira,
P(dem|z) = 6(z — 2)- (3.53)

Portanto, obtemos que a posterior em H é

P(H, N A
P(Holdag-om) < 22 P (dyy|Dy (2, Ho)P(2). (3.54)
B(Ho)
O fator B(Hy) que usamos é 3(Hy) « H?, dado por (Chen; Fishbach; Holz, 2018;
Fishbach et al., 2019)*, que € calculado para baixos redshifts, z < 1, onde a distancia

luminosidade assume a forma
cz

= 170
Adotamos a prior P(z) usada em (Chen; Fishbach; Holz, 2018), proporcional a distribuicao

Dy (3.55)

de objetos por redshift no volume comovel,

P(z) « d—N o dve

dz  dz’ (3.56)

com dV, = 4rr?dr, onde r é a distincia comével. Para baixos redshifts, temos r(z) = cz/Ho,
e, portanto, dV, « z2dz, entdo
P(z2) « z°. (3.57)

Como vimos no capitulo 2, o sinal de onda gravitacional nos d4 uma forma direta de me-

dir a distancia luminosidade da fonte. Essa informacéo esta na likelihood P(d,q |Dr.(z, Hp)),

4 Nao iremos entrar em detalhes de como encontrar 3. Para mais informagdes, ver, e.g., (Chen; Fishbach;

Holz, 2018), (Fishbach et al., 2019), (Mandel; Farr; Gair, 2019)
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que é a probabilidade dos dados de onda gravitacional na presencga de um sinal de uma fonte
com distancia luminosidade Dy . Podemos obté-la a partir de

P(Dleog) x P(dongL)P(DL)- (3.58)

Juntando todas essas partes, temos que a posterior em Hj se torna

P(H()) P (ﬁL (27H0) |dog) 22

= 3.59
H;  P(Dy(2,Hy)) (359

P(Holdog Jdem)

A distribui¢do P (D |dog) que iremos usar € a posterior da distancia luminosidade do evento
GW170817, gerada a partir do seu sinal detectado. O sinal foi modelado utilizando correcoes
pos-Newtonianas, sendo melhor descrito pelo template IMRPhenomPv2 (ver, e.g., (Husa
et al., 2016)) e esta disponivel publicamente no endereco https://dcc.ligo.org/public/0157/
P1800370/005/GW170817_GWTC-1.hdf5. Na figura 3.5 mostramos P(Dy |d,g).
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Figura 3.5 - Distribuicdo de probabilidade posterior do evento GW170817 para a distdncia luminosi-
dade.

A prior usada na construcio da posterior de GW170817 foi para uma distribuicdo
uniforme de fontes no volume comével (Abbott et al., 2017),

P(Dy) « Dj. (3.60)

Dessa forma, obtemos a distribuicdo P(d,g|Dr) em funcédo de Dy, como mostrado na figura
3.6.
Assumimos a prior em Hy como uniforme no intervalo [20,140]km/s/M pc, i.e., qual-

quer valor entre 20 e 140 € igualmente valido para Hy. Agora, o que temos que fazer é:


https://dcc.ligo.org/public/0157/P1800370/005/GW170817_GWTC-1.hdf5
https://dcc.ligo.org/public/0157/P1800370/005/GW170817_GWTC-1.hdf5
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Figura 3.6 — Funcdo likelihood da distancia luminosidade do evento GW170817.

calculamos (3.59) para cada valor de Hy , i.e., para cada Hy na prior n6s avaliamos a distancia

luminosidade, A
. cZ
D ==,

L Ho
a likelihood P (d,gq |D1.(2,Ho)) e o fator de normalizacio Hg. O redshift da galaxia NGC 4993
é de 2 = 0.0098. O grafico de P(Hy|dog,dem) € mostrado na figura 3.7, onde marcamos a

(3.61)

posi¢do de Hy em que a posterior tem valor maximo (maximum a posteriori value - MAP) e o
intervalo de confianca de 68% da distribuicdo. Temos que o resultado obtido para a constante
de Hubble foi de 67.3*}%> km/s/M pc.

Apesar de termos feito um exemplo simplificado e com um unico evento, vemos que
o resultado ¢ condizente com o valor de Hy medido através da CMB e supernova tipo Ia,
66.93 + 0.62 km/s/Mpc (Ade et al., 2016) e 73.48 + 1.66 km/s/M pc (Riess et al., 2016),
respectivamente, mostrando como as ondas gravitacionais sio uma ferramenta promissora e
independente para medir a constante de Hubble. Com o aumento no nimero de deteccoes e
melhorias na sensibilidade dos detectores, espera-se que essa abordagem contribua signi-
ficativamente para a astronomia de multimensageiros nos préximos anos. Como o evento
GW170817 foi o tinico de seu tipo até o momento de producio deste trabalho, 0o método mais
utilizado para inferir a constante de Hubble € o da sirene escura através de dados de bindarias
de buracos negros, onde ndo hé a contrapartida eletromagnética e nem conhecimento da
possivel galdxia que pode hospedar a fonte. Muitos trabalhos vém sendo desenvolvidos neste
segmento, o leitor pode ver, e.g., (Fishbach et al., 2019), (Soares-Santos et al., 2019), (Andreas
et al., 2021), (Palmese et al., 2020), (Palmese et al., 2023) e (Alfradique et al., 2024).
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Conclusao

Neste trabalho nds estudamos as ondas gravitacionais no contexto da Cosmologia,
vendo seu comportamento para o Universo em expansio e como podem servir como uma
excelente sonda cosmoldgica. Nossa andlise mostrou que a propagacao das ondas no espaco-
tempo descrito pela métrica plana de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker introduz um
amortecimento na equacdo de onda, resultando em uma amplitude que decai com o fator de
escala, h;j o a”l.

Encontramos com a producdo das ondas por uma fonte massiva que a radiacao gra-
vitacional carrega a informacao sobre a distancia luminosidade, Dy, do objeto, mostrando
como as ondas gravitacionais servem de sonda cosmolégica. Além disso, vimos também que
o sinal detectado aqui na Terra ndo nos dé acesso a verdadeira massa da fonte através da

chirp mass, M., mas sim da massa desviada para o vermelho M, = (1 + z) M.

No final, utilizando os dados de distancia luminosidade do evento GW170817 junto

de seu redshift, em um pequeno exemplo inferimos através do método Bayesiano um valor

+14.5
3—4,9 ’

sondas cosmoldgicas independentes, como as observacdes da radiagdo cosmica de fundo e

para a constante de Hubble de Hy = 67. que esta de acordo com resultados de outras
supernovas do tipo Ia. Este resultado, embora obtido a partir de um tnico evento, j4 ilustra
o potencial das ondas gravitacionais como ferramentas para a cosmologia de precisdo e
astronomia de multimensageiros. Espera-se que, com o aumento do numero de eventos
detectados, com a melhoria na precisdo dos detectores, o aprimoramento nos modelos
tedricos e nas técnicas de inferéncia estatistica, tais estimativas se tornem cada vez mais

precisas, contribuindo de forma significativa na compreensdo do Universo.
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Apéndice A — Simbolo de Christoffel

Neste apéndice listamos os simbolos de Christoffel referentes & métrica de fundo gy,

utilizados ao decorrer deste trabalho. As conexdes sdo calculados a partir de
P 1 ~00 ~ ~ ~
U = Eg (0uGvo + 9vGuc — O Guv)- (A1)

A métrica de fundo usada é a métrica de Friedmann espacialmente homogéanea e
isotropica.
1 - Coordenadas (t,x,y,z)
Métrica:

(A.2)

7lo o @ o
0 0 0 a*(t)
Simbolos de Christoffel ndo nulos:
fi = fwi. — 51 ,
0j Jjo J (A3)
2 - Coordenadas (7,x,y.,z)
Meétrica:
-a*(n) O 0 0
0 a’*(n) 0 0
g, = , A4
v 0 0 a%(p) O &4
0 0 0 ada’(n)
Simbolos de Christoffel nao nulos:
~0 a’
Loo = PR
=i =i a g
[y =Tjo=—0") (A.5)
= _ro _ @
Flj - 1_‘ji 51}
3 - Coordenadas (t,r,0,p)
Meétrica:
-1 0 0 0
0 a%(t) 0 0
g, = , A.6
=0 0 @ 0 (8.6)

0 0 0 a?(t)r?sin’6
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Simbolos de Christoffel nao nulos:

f‘% = aa, f22 = aar?, Fg3 = gar?sin?6

I}, =-r, I};=-rsin’6, 3 =—-sin6cosb,

<1 _ 2 w3 @ (A.7)
Top =To, =Tg3 = Py

. . 1 .

I},=T= e I3, = cot®.
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Apéndice B — Processo de média de

Isaacson

Neste apéndice justificamos as regras da operacdo de média usadas na se¢do 1.4. Se-
guimos (Isaacson, 1968b) e (Misner; Wheeler, 1973). O leitor interessado pode consultar as
referéncias para mais informacdes.

Em (Isaacson, 1968b), o autor define o processo de média de tensores, chamado por ele
de média de Brill-Hartle, em homenagem a Dieter Brill e James Hartle que usaram a técnica
pela primeira vez no trabalho (Brill; Hartle, 1964).

Integrar um campo tensorial ndo nos d4 um tensor num espaco curvo, ja que nao
podemos somar diretamente tensores em pontos diferentes do espago-tempo. Porém, pode-
mos somar tensores em um mesmo ponto! A ideia € construir uma média transportando
paralelamente todos os tensores para um tnico ponto e entdo soma-los. Portanto, para definir
o processo de média de um campo tensorial em uma regido é necessario o uso do bitensor
g,l“/(x,x’): funcao de dois pontos que transporta paralelamente um tensor de um ponto x
para outro ponto x’ (DeWitt; Brehme, 1960). O indice superior de g#“' (x,x’) se transforma
como um tensor no ponto x e o inferior como um tensor em x’. Consideramos que os pontos
x e x’ estdo perto o suficiente para que haja apenas uma geodésica de g, entre os dois
pontos, de forma que um tensor S, (x) seja o Unico tensor em x que € obtido ao transportar

paralelamente S,,,, de x’ para x. O bitensor € entdo usado como
Suv (%) = Gu (x.X)GF (x.X) S (B.1)

Dado que o tensor S, possui apenas componentes de alta frequéncia com comprimento
de onda 1, em uma regido com vdrias vezes o tamanho de 1 e geometria de fundo g, que
contém apenas componentes de baixa frequéncia com comprimento de onda L > 1, define-
se a média de S, como

(Suv(x)) = / V=) G (.x) G (x,X)Sewg (X)) f (,x)d*x’, (B.2)

onde §(x’) € o determinante de g, em x’ e f(x,x’) € uma funcio peso que decai suavemente
para zero quando x e x’ se diferem de uma distancia d, tal que 1 < d <« L, e obedece a

normalizacdo
/ V=3 (x") f(x,x)d*x = 1. (B.3)

Assumindo que as componentes de S, sdo de ordem O(¢), com ¢ < L, temos as seguintes
propriedades:
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« Sob o processo de média, derivadas covariantes comutam:
(VaVeSuv) = (VsVaSuy — RYjasSin — RYyapSua) (B.4)
= (VgVaSiw) + O(&%),
onde (R*,45) = O(?);

« Divergentes sdo zero sob a média:
(VoS,n%) = / V=865 (") Gr" (6,3 )VorSews® (X)) f (x,x")d*x’
= / V=3[08 65 S 1) = (V031G Swp” f - (BS)
— gﬂa/(ﬁo’gvﬁ,)swﬁ’o/f - g,ua/gvﬁlsa/ﬁ’a/ao’f d4x’
Na integral acima o primeiro termo € zero pelo teorema de Stokes. O segundo e terceiro
termos sdo muito menor que ©(1), pois, como gﬂ"" ¢ uma quantidade que depende
apenas do fundo, entdo dg,ﬁ‘/ ~ gﬂ“'/L = 0O901)e g#a’ = ©(1), sobrando apenas

S =0(¢) e f=0O(d). No ultimo termo temos que df ~ f/d = O(1), sobrando apenas
S = O(e). Portanto, o divergente de S, ¢ desprezivel no limite de altas frequéncias, i.e.

€ —0,

(VoSi®) = ¢ (B.6)
onde o simbolo “=” € introduzido por Isaacson e lé-se como “é reduzido por um fator
de”;

 Derivadas covariantes “pulam” de um termo para outro. Comecando com
(95,7 9e50) = [ V30,787 9757 TerSpp f (xx '
= / V=39 (9% 57 9 Su” S ) = (F:3u%)G,7 ¥ S S f
=G (Vg )V S Sy f = Gu™ §uP (Vo V'S™)Sprp f
~ G, G, VP S S 0o f|d¥x.
(B.7)

Separando o primeiro, segundo, terceiro e quinto termos do quarto termo, temos
(V8,7 V5 Spy) = / V=G| Vor (967 9 S0 Sy f) = (Vo315 V7 S S f
= Gu” (Vg YV Sa® S f = Gu™ G V'Sa” Sy O f | d*x
- [ V750595 (02950715, 10
) / V=33, 5 Vo (V2507 Spg) fd*x’
- [ V750595 (92950715, 10

= <€a(€ps,ugspv)> - <(vaﬁps,ug)spv>,
(B.8)
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onde usamos (B.5) para obter WUWPS#"SW)) Esse termo, como vimos, é a média do

divergente do tensor, e, portanto, podemos negligencia-lo. Isso justifica a propriedade
(6"75#0605"07,) = _<(€aﬁps,ug)spv>- (B.9)
« A ultima propriedade € o gradiente ser zero:

(63(5#0(605“1,)) = (655#066650“,) + <S/vtavﬁvasav>
= _<Sﬂa6ﬁngay> + <Sﬂa§ﬁngav> (B.lO)
=0.

Mais detalhes sobre o assunto podem ser encontrados em (Isaacson, 1968b), (Brill; Hartle,
1964) e (Zalaletdinov, 1992).
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Apéndice C — Equacoes para a cauda da

onda gravitacional

Neste apéndice derivamos as equagdes (2.100) e (2.101) que descrevem o termo B(x,x’),
responsavel pela cauda da onda gravitacional. A funcio B(x,x’) ¢ uma funcdo de dois pontos
suave (Burko; Harte; Poisson, 2002; Tolish; Wald, 2016; Hadamard, 1923) que surge como

parte da solucdo da equacdo diferencial (2.98),

(@ +V)g(x.x) = =6 (x7 - x), (C.1)
onde [J = 09, = -8%/dn* + V2 e V(1) = a”/a. A funcio de Green reduzida g(x,x’) ¢ dada
pelo ansatz de Hadamard (Hadamard, 1923; Friedlander, 1975),

) 1 )
g(x,x ) = m + E@(u)B(X,X ) (C2)

ondeu =7 -7’ —|X — X’| e © é a funcgdo de Heaviside, que faz com que a cauda viaje por
geodésicas tipo-tempo. Substituindo g(x,x") em (C.1),

5(u)

|x — X'

+VB(x,x)0u) = =6 (x° - x°)

D(ﬂ + D(%@(u)B(x,x’)) LV

4r|X — X'|

(C.3)

O primeira termo do lado esquerdo é —8® (x° — x’°) e cancela com o delta do lado direito

da igualdade. O segundo termo é

O(B(x,x")©(u)) = 049, (BO(u)) = ©(u)d*9,B + 0,B5*© + 0BJ, 0 + Bd*3,,0
= O(u)OB + 0,B8(u)0"u + "B (u)d,u + Bo* (6(u)d,u) (C4)
= ©(u)OB + 26 (u)0*Bd,u + Bo*(6(u))d,u + B (u)Ou,

onde usamos que a derivada da fungdo © é o delta de Dirac, §. Portanto, (C.3) se torna

d(u)

OBO(u) + 26(u)0”Bd,u + Bo*6(u)d,u + BS(w)u + V E
xX—-x

+VBO(u)=0. (C.5)

Agora usamos as duas condi¢cées parau =7 -7 - |X-X'|:Du>0=>n-n" > |X - X|;
ii)u=0= n-n =|X - X'|. Para a primeira condigdo, ®(u) = 1 e §(u) = 0, entdo obtemos
a equacdo de propagacdo para B(x,x’) (equacdo 2.100) dentro do cone de luz passado do
ponto x (ou, de forma equivalente, dentro do cone de luz futuro de x’),

(O+V)B(x,x')=0, n—7n">|X-X|. (C.6)
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A segunda condicdo nos da que ©(u) = 0e d(u) = 1, logo (C.5) torna-se

V - -
20"Bo,u + BOu + T =0, n—-n"=|x-X|. (C.7)
xX—-Xx

Escrevendo u = x° — x/® — 4/(x! — x'1)2 + (x2 — x’2)2 + (x3 — x’3)2, vemos que d,u é

xl—x1 x2—-x? x —x’3). C8)

1
T\ ORE-XOR-® F-%

1 2 2 3

axt | 3x0 ax1’ 8x2’ dx3

ou (du ou ou du)
Derivando com 0¥, obtemos
0#0,u = n""9,0,u = —0o(dou) + 01 (d1u) + 02(du) + 03(d3u)

_ 3 . 1 ((xl ~x1)? . (x? — x2)? . (x3 - x’3)2)

X-x] X=X\ IX-%* |[x-X]* |[X-%
3 1 (C.9)
= ——= = + = =
|x - x| |x-X
_ 2
Rl
Substituindo o resultado acima em (C.7),
2B %4
=X x =Xl (C.10)
- - V
|x - X'|0¥Bd,u - B+ — =0.
2
Utilizando (C.8),
- - V
|X — X'|(8°Bdou + 8'Bo,u + 3°Bo,u + 6°Bdsu) — B + 5 =0
IR %4
|X — X'|0°B — d'B(x! — x!) — 8’°B(x* — x"*) - 3*B(x* - x*) -B + 5 =0 (C.11)

%4
— (x% = x%)8yB — 8;B(x! — x!) — 3,B(x* — x?) — 3:B(x> —x*) - B + 3= 0

0

onde usamos a condicdo u = 0 que implica x° — x’° = |X — X’|. Finalmente, obtemos a

expressdo final para o comportamento de B(x,x’) no cone de luz (equacio 2.101),

V - -
(x —x")#0,B+B — 3= 0, n—-n"=|x-X|. (C.12)

Como consequéncia de (C.12) e de B(x,x’) ser suave, € estabelecido a coincidéncia no limite
(Burko; Harte; Poisson, 2002; Jokela; Kajantie; Sarkkinen, 2022)
1

x—Xx’

Para encontrar B, vamos considerar a solucido dada por (Burko; Harte; Poisson, 2002).
Considere que os pontos x” e x sdo pontos fixos no espaco-tempo e que uma linha reta entre
x" e x seja definida pela relacao

x"*=x""+ (" -n)n", (C.14)
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onde x”“ vai de x” a x quando 7n” vai de " a . O vetor n“ é
dx®
n® = W, (ClS)

normalizado de forma que n° = 1. Devido a essa normalizacio, temos que dz = dn”. Com
isso, podemos escrever (C.12) como

1
(x"” —x")%04B + B — EV =0

1 (C.16)
(n” -=n)n“6,B + B — EV =0.
Abrindo essa relacdo, temos
. 1
(" =1')n°3B + (" —')n'4;B + B — 5V =0
144 ’ ” ’ dxl 1
(" =7")0B + (0" = 1) 20iB + B — -V =0
n 2
3B . - 1 (Ca17)
(n —n)(%+n-VB)+B—EV:O
” ’ OB > 3 1 _
(n —n)(an” +n-VB)+B—§V—O.
Agora, com a derivada dB/dn, temos a relacao
7 i ”
db_ 0B dy 08 05 d 0 gy 19
dg 0n” dn Oxion” dn On”
Substituindo em (C.17), obtemos
dB 1
" ’ - B _ = —
(" =n)5 - SV =0
dB 1
"—n B--V=0 .
n" -7’ rT +B-3 (C.19)
d 1
"—n")B) - =V =0.
7 ((n" =n")B) >

Essa equacdo pode ser integrada facilmente, resultando na solucédo que satisfaz (C.13) (Burko;
Harte; Poisson, 2002),

1 7
B(x,x')= ——— / V(n")dn". (C.20)
2(n-7n) 0
Para um universo dominado por matéria, a(n) o« 12, portanto V é
144 2
a 7

Substituindo em (C.20) e realizando a integral, temos que B(x,x’) é

B(nn) = (C.22)

'
Para o leitor interessado, a solu¢do de B(x,x’) para o caso geral a « 7 pode ser
encontrada, e.g., em (Nariai, 1968), (Haas; Poisson, 2005) e (Chu, 2015).
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