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"Regulaj geometriaj formoj
kiel rektoj, egallateraj trian-
guloj, kvadratoj kaj cirkloj
estas konataj kaj Satataj de
la Homo ekde la prahistoriaj
tempoj, kiel dokumentas ili
apero en surrokaj pentrajxoj

kaj Cizajxoj."

(Jesper Lykke Jacobsen)



RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar a teoria quantica de campos dentro de um quadro
matematico mais rigoroso. De certa forma, segue a abordagem de Heisenberg, mas com a

estrutura matemadtica associada a teoria das dlgebras de operadores.

O foco deste estudo esta nos métodos algébricos, de andlise funcional e, especialmente, analiticos,
que tornam esse quadro mais prético e aplicavel. Destaca-se também a relacdo com o operador
de Tomita, que tem sido mal interpretado em estudos recentes, especialmente no caso de um
campo maci¢o localizado em um cone duplo. Nosso trabalho busca uma compreensiao mais
profunda da estrutura deste operador, o que pode, potencialmente, levar a sua construcao.

Palavras-chave: Teoria modular; Tomita-Takesaki; Funcdo G de Meijer; Teoria Algébrica de

Campos Quanticos.



ABSTRACT

This work aims to study quantum field theory within a more rigorous mathematical framework.
In a sense, it follows Heisenberg’s approach, but with the mathematical structure associated with

operator algebra theory.

The focus of this study is on algebraic, functional analysis, and especially analytical methods that
make this framework more practical and applicable. The relationship with the Tomita operator
is also emphasized, as it has been misinterpreted in recent studies, particularly in the case of a
massive field localized in a double cone. Our work seeks to gain a deeper understanding of the
structure of this operator, which could potentially lead to its construction.

Key-Words: Modular Theory; Tomita-Takesaki; Meijer G-function; Algebraic Quantum Field
Theory.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacdo

A mecanica quantica € um grande triunfo da ciéncia moderna, porém as necessidades
impostas pela realidade fisica nio estdo totalmente de acordo com o apuro matemético desta

teoria.

Um exemplo € a particula livre, cuja fun¢do de onda formalmente nio pertence ao espaco
de Hilbert tratado, pois ela ndo € dita de quadrado integravel. Outra situacdo € o operador
momento, trata-se de um operador ilimitado, extrapolando o escopo da teoria. Curiosamente,
tais casos sdo facilmente tratados nas esferas experimentais e aplicadas da fisica: basta limitar o
espaco em que sdo definidos, contudo isso ndo satisfaz as ambicdes tedricas, pois de certa forma

trata-se de um recurso ad hoc.

Outro elemento que deve ser levado em consideragdo € a teoria da relatividade restrita,
que exige a invariancia dos resultados fisicos sobre o grupo de Poincaré. Grandes resultados
ja foram obtidos com a intersec¢do dessas duas teorias, a saber teoria quantica e relatividade
(comumente alcunhada teoria quantica de campos), mas um formalismo mais abrangente ainda é

alvo de estudos.

Assim surge a teoria quantica de campos axiomadtica, como uma expansao natural da
anterior, se destinando a tratar tais inconsisténcias. Para entender esta nova teoria € preciso
se ater mais ao estudo de dlgebras do que de costume, por isso uma atencdo serd dada na

contextualizagdo matemadtica desse topico.

Historicamente, a origem dos estudos em dlgebra de operadores remonta a década de 20
em 1900, fortemente ligada a trés nomes: Hilbert, Heisenberg e Jhon von Neumann. Os estudos
de Heisenberg sao conhecidos como a fundacdo da mecanica quantica, ja os desenvolvimentos
de Hilbert e Jhon (von Neumann trabalhava como assistente de Hilbert nesse intersticio) esta-
vam relacionados a teoria espectral e formas quadréticas infinitas, além de equagdes integrais.
(LANDSMAN, 1998)

Uma antiga anedota do mundo académico conta sobre como a abordagem de Schodinger
foi mais acessivel no seu tempo devido ao desconhecimento de matrizes por parte da comunidade
de fisicos. Verdade ou ndo, o fato € que Bohr demonstrou certa familiaridade com o assunto e

acabou por levar a Hilbert o conhecimento dessa emergente érea.
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Hilbert e seus assistentes (Nordheim e von Neumann) acabaram por descrever a estrutura
matemadtica da mecanica quantica. No entanto os detalhes sé foram satisfatoriamente esclarecidos,
formando a base do entendimento moderno, com os desdobramentos do proprio von Neumann

em seu livro Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik (1932).

Uma atencao especial € devida ao fato de que a mecénica quintica tradicional esta
associada a uma categoria bem restrita de dlgebras (aquelas introduzidas por Heisenberg). Isso
ocorre porque o estudo mais abstrato dessa drea da matematica remonta ao conceito de anéis
(mais proximo a abordagem tratada por Von Neumann) e passa por desenvolvimentos conhecidos

como representagdes, para se adequar a necessidades muito particulares da fisica.

O resgate do estudo dessa dlgebra mais abstrata e suas caracteristicas serdo abordadas no
capitulo [2]. Os detalhes devem ser guardados para o momento adequado, mas algo pode ser
dito sobre o tipo de dlgebra que se deseja obter nesse resgate, que serd batizada em homenagem
a von Neumann. Basicamente a topologia e a estrutura dela sdo determinadas para que a nocao
de evolugdo temporal seja natural. Isso se obtém com a introdu¢do de um operador conhecido
como operador de Tomita, capaz de gerar automorfismos com propriedades adequadas para o

contexto quantico.

Um breve contexto se faz necessario. Em 1967 surgia uma forma nova de entender essas
algebras, conhecida hoje como teoria modular ou teoria de Tomita-Takesaki. Como mencionado
anteriormente, ha um operador responsdvel por introduzir automorfismos, que posteriormente
seriam interpretados como evolugdes temporais em certos parametros. Para compreender porque
interpretar esses automorfismos como evolugdes temporais € preciso recorrer a teoria fisica que

se tinha desenvolvido nesse ambiente, a j4 mencionada teoria quantica de campos axiomaética.

Mais detalhes sobre essa abordagem e como isso se comunica com a mecanica quantica
de campos tradicional serdo dadas no capitulo [3], mas a titulo de antecipacdo comenta-se

superficialmente.

Brevemente, como o nome ja sugere, € uma teoria alicercada sobre uma lista de axiomas
motivados na experiéncia da mecanica quantica. O inicio dessa proposta possivelmente se deu em
1957 com Haag observando a similaridade com certas operacdes em dlgebras de von Neumann e
regides do espacotempo. A busca por setores incapazes de compartilhar informagdo parecia estar

relacionada a acdo de achar elementos algébricos comutantes.

A conclusao de Haag € a associacdo dos dois conceitos: regides do espagotempo deveriam
estar conjugadas a subdlgebras de von Neumann, de modo que a comutacio de duas subdlgebras
leve necessariamente a zonas incomunicéveis. Esse ambiente recebe o nome de redes de Hagg-

Kastler e foi o impulsionador para a drea tomar corpo a partir de Araki em 1964.
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Com a chegada da teoria de Tomita-Takesaki, os resultados de Araki foram revisitados e
reinterpretados nessa linguagem mais moderna. Dai é que estados quanticos em equilibrio termal
descritos por Haag, Hugenholtz, e Winnink foram caracterizados em termos de uma condi¢ao
algébrica ja conhecida por Kubo, Martin e Schwinger. Essa condi¢do € satisfeita quando o
operador de Tomita é colocado como o responsavel pela evolucio desses estados, assim ele passa

a ser relacionado ao gerador de simetrias temporais.

Ap6s o que foi exposto, € bem natural de se imaginar que o operador de Tomita se tornou
um dos objetos mais investigados na drea. Assim surgiram alguns resultados explicitos de regides
especificas, como € o caso da cunha direita (a regido de fora do cone de luz) determinado por
Joseph J. Bisognano e Eyvind H. Wichmann por volta de 1975 (BISOGNANO, 1975)(BISOG-
NANO, 1976), o cone de luz frontal por D. Buchholz em 1978 (BUCHHOLZ, 1978) e uma
regido conhecida como duplo cone por Peter D. Hislop e Roberto Longo em 1982 (LONGO,
1982).

Um resultado obtido por Bisognano e Wichmann ndo se estendeu para os outros casos:
considerar a presenca de massa ou ndo ¢ indiferente para a descri¢do do operador. Na teoria isso
ndo seria um problema, pois em 1989 Franca Figliolini e Daniele Guido conseguiram descrever
um processo generalizado para qualquer regiao fechada (FIGLIOLINI, 1989). O problema € que
esse processo ndo parece ter tornando os operadores extraidos por meio deles acessiveis para

fins préticos.

Em verdade, o artigo de Figliolini e Guido ndo € sobre a determinagdo de operadores
de Tomita, e sim no fato de que eles sdo continuos com relagdo a massa. Mesmo assim, no
meio desse processo, uma forma geral dele € derivada e essa referéncia acabou por se tornar
ubiqua na drea. Com a popularidade desse trabalho, veio também a necessidade de conhecer
a abordagem que foi utilizada. trata-se de uma forma de entender a dlgebra conhecida como

Subespacos Padroes de Hilbert.

Existe um motivo muito mais abrangente para se interessar no estudo desses subespacos
que foi abordado no apendice [A]. Porém, nos moldes da narrativa que estd se desenrolando aqui,
aquilo encontrado no capitulo [4] € o suficiente para compreende-lo. O que se deve manter em

mente é que tratam-se de estruturas andlogas 4 abordagem dada por Tomita e Takesaky.

O fato € que, uma classe muito particular de fungdes (quando organizadas de determinada
forma) sdo os blocos fundamentais do cobicado operador de Tomita. Trata-se das func¢des
convergentes na atuacdo do operador y,,, que pode ser representado como uma transformada
de Fourrier: m (p) = \/]m f (p). No apendice [B] é possivel entender como espacos

semelhantes a esse contribuem para a fisica.
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Eis que em 2021 o operador massivo de Tomita para o duplo cone é determinado por
Roberto Longo e Gerardo Morsella (LONGO, 2021) por meios completamente particulares, isso
¢, sem usar as generalizagdes de Figliolini e Guido. Esse artigo seria relevante para poder usar o

operador em casos concretos, isso se ele ndo estivesse equivocado.

Em 2023 Henning Bostelmann, Daniela Cadamuro e Christoph Minz questionam esses
resultados com a publicacdo (BOSTELMANN, 2023) e o préprio Longo fez correcdes no ser
artigo mudando inclusive o titulo que passou a ser "The massless modular Hamiltonian". Assim
entende-se que mais elementos da teoria, para além do operador de Tomita, devem ser melhor

explorados antes de seguir a busca.

Essa é a motivacao para o presente trabalho, achar ferramentas que possam auxiliar a
drea em um nivel mais técnico. Como ja foi mencionado, apesar da determinagdo do operador
modular para qualquer regido, isso ndo tem apelo préatico, entdo estudemos aquilo que Figliolini

e Guido deixaram de mais palpdvel: o operador fi,,.

As ferramentas a que se fez referéncia podem ser conferidas no apéndice [C] e encontram
na Funcdo de Meijer seu maior representante. Para demonstrar como elas sdo utilizadas, o
operador /1,,, (ou suas poténcias mais interessantes) serd determinado no espago das configuracdes

no capitulo [5].

As ultimas consideragdes e conclusdes a se fazer estarao no capitulo [6].
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2 ANEIS, ALGEBRAS E OPERADORES

Na busca em ser o mais inclusivo possivel, tratar-se-4 a estrutura matematica desde o seu

objeto mais fundamental, os anéis.

2.1 Definicoes

Considera-se o tripleto (R, +, -) um anel quando o conjunto R é um grupo comutativo
com respeito a operacdo bindria + : R X R — R e um monoide com respeito a remanescente

nn

operacdo também bindria - : R x R — R. Se a operacdo € comutativa o anel € dito
comutativo.

O centro de um anel € o conjunto de todos os elementos que comutam com qualquer
um outro. Cen(R) = {reR:r-z=z-r, Vo € R}. O tripleto (R, ¢, K) composto de
um anel R, um homomorfismo ¢ : K — CenR e o anel comutativo K é chamado de K-
algebra(ANDERSON, 1973).

Para os nossos propdsitos podemos suprimir o homomorfismo ¢ e K serd sempre C, os
nimeros complexos, entdo denotaremos dlgebras apenas como R.

As élgebras podem ser abstratas ou concretas. Tal denominacio se refere a utilizagdo
mais frequente das dlgebras, que sdo encontradas como o conjunto de operadores atuando sobre
algum espaco vetorial.

E possivel definir um isomorfismo entre uma dlgebra qualquer e a dlgebra de operadores
de determinado espaco, tal mapeamento é chamado de representacdo. Algebras representadas
sobre algum espaco sdo as ditas dlgebras concretas, do contrdrio sdo abstratas.

Um espaco de Banach pode ser convertido em uma 4lgebra adicionando uma operacao
multiplicativa, se além disso, seus elementos satisfizerem: ||A - B|| = ||AB|| < ||A]| - || B|| esta
¢ dita uma algebras de Banach.

Em analogia a operagdo adjunto em espagos de produto interno, podemos definir a

involucao em dlgebras da seguinte forma:

+: R — R, 2.1

Com A € R e )\ € C satisfazendo:

A=A
(AB)" = B*A*
(AA)* = NA*. (2.2)

Algebras com esta operacdo sdo chamadas algebras-* (dlgebras estrela), se, além disso,

for Banach ela recebe a denominagao de Banach*-adlgebras, ou somente B*-algebras.
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A analogia com a 4lgebra de operadores limitados em um espaco de Hilbert pode
fornecer algumas estruturas interessantes, uma vez que (1, A*¢) = (A1), ¢), onde a involugdo
aqui representa a propria operacdo adjunta. A norma em tal dlgebra € definida como o supremo

sobre todos os vetores unitdrios da operagao:

|A]] = sup [[Av]]. (2.3)
[[#[l=1
Nessa dlgebra concreta podemos concluir que ||A*A|| = ||A||?. Inspirada nessa re-

lacdo, denomina-se assim uma B*-dlgebra com a supracitada propriedade como uma C*-
algebra(LANDSMAN, 1998).

O comutante de uma algebra R, que comumente € representado por R/, é o subconjunto
de R composto de todos os elementos que comutam com a propria dlgebra. Claramente pode-se
definir o comutante de um subconjunto da dlgebra A C R como todos os elementos da dlgebra
que comutam com este subconjunto inteiro: A’.

Naturalmente € possivel se questionar quanto ao comutante de um conjunto ou sub-
conjunto composto de elementos que ja sdo o comutante de outro conjunto ou subconjunto.
Considere um dado conjunto A temos seu comutante B = A’, mas o que nos interessa € o co-
mutante deste conjunto: B’. A este conjunto damos o nome de comutante duplo e representa-se
A,

Dado um subconjunto N C A onde A é uma C*-dlgebra, diz-se que IN € uma algebra
de Von Neumann se N = N”(ARAKI, 1999).

A dlgebra de Von Neumann € dita um fator se seu centro € trivial, ou seja, se ele é
composto apenas de multiplos da identidade. Aqui € importante ressaltar que um anel nem sempre
¢ munido de uma unidade, no entanto € facil adicionar uma unidade aos anéis explicitamente
(LANDSMAN, 1998)(ANDERSON, 1973)(TAKESAKI, 2000).

Seguindo os desenvolvimentos de Murray e Von Neumann na classificagdo de fato-
res(NEUMANN, 1936), pode-se discriminar trés tipos deles com respeito ds projecdes que neles
habitam.

Tipo I: Consiste em fatores que possuem uma projecao minima, isto € um P # 0 tal
que AV € N satisfazendo V' < P. Entende-se a relacio de ordem entre as projecdes como em
(BRATTELI, 2002) e (HAAG, 1996).

Tipo II: Fatores contendo projecdes com dimensao infinita(LANDSMAN, 1998).
Tipo III: Nenhuma projecdo ndo trivial tem dimensao finita.
Cada um dos tipos de fatores podem ser ainda mais especificados, mas o que € relevante

nesse contexto sdo apenas os refinamentos dos fatores de tipo III. Isso se deve ao fato de
observéaveis do nosso interesse serem todos do tipo IIICYNGVASON, 2005a),(ARAKI, 1968).
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2.2 Topologia dos espacos algébricos

Espacos normados s@o variedades lineares onde € possivel definir uma norma. Existem
também os espacos localmente convexos (ELC) que se tratam de variedades lineares onde sdo
definidos sistemas de seminormas, isto €, um conjunto de "quase normas"definidas suprimindo a
propriedade: ¢ (1)) = 0 < 1) = 0 com ¢ na variedade linear. ¢(-) é a seminorma.

Espagos de Banach sdo espagos normados completos, analogamente espacgos de Fréchet
sdo ELC completos e seu sistema de seminormas € contivel(BOGOLUBOV, 1987). Tais
estruturas sao responsaveis por fornecer topologias distintas para a dlgebra de operadores
definidas sobre elas.

A topologia normada € constituida pelos abertos definidos em um conjunto A munido

de norma da seguinte forma.

A ={AcA:||A|| <€ e € R*. (2.4)

Apesar da proxima topologia se chamar de topologia forte ela é mais fraca do que a

topologia normada. Dito isso podemos definir os abertos na topologia forte como sendo:

Ay ={Aec A ||(A-A)Y]| <&} e, ERT A € A. (2.5)

Com 1); qualquer conjunto contdvel de vetores. A proxima topologia é dita topologia
fraca e € necessario um conjunto de vetores 7/; € um conjunto de seminormas ¢;, assim seus

abertos sio:

A{Gz} = {A €A : ¢2 [(A - A/) 77[11] S Ei} € € R+, A/ € A. (26)

o-forte € a topologia descrita pelos abertos:

1

Agey = AeA:<Z||(A—A’)¢,-||2> < ¢ g €RT A €A (2.7)

Existe também a topologia o-fraca

Agey = {AEA:

i lA - A

S Ei} € € R+, A/ € A. (28)
o*-forte € a topologia descrita pelos abertos:

2

Agey = AeA:(ZH(A—A’)wiJr(A—A’)*wiH?) <€ g eRT A €A

(2.9)
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Aqui € importante mencionar algumas propriedades dessas topologias como a ordem
de forca delas. Isto é, sequéncias ou redes (nets) convergentes em topologias mais fortes
automaticamente convergem em topologias mais fracas.

A ordem crescente de forcas delas € a seguinte: fraca, o-fraca, o-forte,o*-forte, normada.
A topologia forte é mais forte do que a fraca e mais fraca do que a o-forte mas ndo tem relacdo
com a o-fraca(TAKESAKI, 2000).

f < o-f < o-forte < o*-fort
{raca o-Iraca o-10rte g orte (2.10)

fraca < forte < o-forte.

Relembrando que a dlgebra de Von Neumann foi definida como sendo aquela que satisfaz
N = N”, porém existe um teorema muito importante que pode melhorar a compreensdo sobre

as algebras de Von Neumann.

Teorema do duplo comutante

Suponha N uma *-4lgebra de operadores em um espago de Hilbert H, se N é fechada na
topologia o*-forte entao:

(i) Existe uma méxima proje¢do F em N, e é a proje¢do de H sobre [NH]. Para todo
A € N teremos

A=FA=AFE. (2.11)

Isto é, £/ é uma identidade para N e [NH] é o espaco de todos os vetores do tipo A para
AeNefeH
(ii) O comutante duplo N” de N € o conjunto {A + aFE} para A € N e a € C. Assim se
N for ndo degenerado, ele € uma édlgebra de Von Neumann.(TAKESAKI, 2000)
U
Em um curso tradicional, alguns resultados deveriam antevir este teorema, desse modo,
para preservar a estrutura e acessibilidade deste trabalho uma prova no formato de tépicos parece
mais razodvel para depois justificar cada um deles.
Primeiramente aqueles que levam ao primeiro passo do teorema com B representando a
bola unitdria em N:
)
1. N é o*-forte fechada = N € fechada na topologia o-fraca.
2. B tem um ponto de extremo.

3. N tem uma identidade: E.

4. aidentidade é a mdxima projecdo em IN.
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Denotando IN|z como o conjunto de todos os operadores em IN com alcance restrito por

E'. Segue para o segundo resultado:
(i1)
1. N|% = N|g.
2. (a—Al)|g € N|gparaa € N”.

3. a=b+ Al parab e N.

agora prova-se individualmente:

()1. N é o*-forte fechada = N ¢ fechada na topologia o-fraca.

Consequencia do fato de o-fraca < o*-forte onde redes ou sequéncias convergem devido

a relacdo de forga.
(1)2. B tem um ponto de extremo.

B € o-fraca compacta, assim o Teorema de Krein-Milman(KANTOROVICH, 1982), é
aplicavel:

"todo compacto e convexo subconjunto de ELC € o casco convexo e fechado de seus
pontos extremos"

Para abreviar a discussdo, ndo se deseja entender todos os conceitos envolvidos no
teorema, apenas adimitir que B tem um ponto de extremo, ou seja, um ponto maior em temos de

seminormas do que 0s outros.
(1)3. N tem uma identidade: F.

Se z € um ponto de extremo, entdo p = z*xr e ¢ = xx* sdo projecdes, assim para
we(l—q)S(1—p):

o £ ul]® = [ (z £ u)" (z £ u) ]
=|lptu'z £ x*u+ utull
=llp+ 1 =p)uu-p)l =1 (2.12)
Conclui-se que (1 —¢) S(1 —p) = {0} e igualmente u € (1 —¢)N (1 —p) = {0}.

Agora seja e; uma identidade aproximada, isto €, uma sequéncia de elementos em N que

convergem para uma identidade (ndo necessariamente em IN), ela satisfaz.

(1-q)e;(1—p)=0. (2.13)
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Note que o limite de e; — £ converge para um elemento em N da feita que p e ¢ estdo

dentro da élgebra

€; = €;p + qe; — qe;p. (2.14)

(i)4. a identidade € a maxima projecao em N, por ébvio.

Isso € o suficiente para provar a primeira parte do teorema, a saber "Existe uma maxima

projecdo F/ em IN". Agora parte-se para a segunda conclusio.

(i)]. N|% = N|p.

N|g NS é compacto na topologia o-fraca devido ao homeomorfismo = — x|g. Isso quer

dizer que N| g é o-fraco fechado, isso € o suficiente para afirma que N|7, = N|g.
(ii)2. (a — A1) |p € N|g paraa € N”.

Se considerar N|;1 como a restricdo de N ao complemento ortogonal do alcance de F,
conclui-se que N|z1 = {0}, assim o primeiro comutante desta sub-dlgebra serd a totalidade da
4lgebra restrito ao alcance do complemento ortogonal de E, o que quer dizer que (N|g.)" =
{A1}. Assim sendo a — A1 se anula neste alcance ortogonal para a € N” ou seja (a — A1) | €
N|g.

(i1)3. a = b+ Al parab € N.

Podemos dizer que existe um operador b € N tal que b|p = (@ — A1), em que ambos se

anulam no alcance ortogonal, isso quer dizer que: b = (a — A1) elogo a = b+ Al.

Essa é a conclusdo da segunda parte do teorema, mas ainda existe um adendo que
precisa ser considerado: para tratar do caso em que N é ndo degenerado, isto é: [NH] = H.
Considera-se H,, como replicas de H assim sendo &, € H,, talque Y [|&,[]?
£ =X, € dCH,.

A dalgebra de operadores N sobre ®°H,,, considerando N atuando em H, ¢ feita de

< oo diz-se que

elementos do tipo U;zU; com = € N e U; uma isometria de H em H,;. Nota-se que nessas
condigoes N” = N”. Tome a € N” e deseja-se provar um passo intermedidrio:
db e Ntalque || (a —b)¢|| <eVe>0,£ € Ha e N
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Seja p uma projecdo em [N¢|, logo p € N’, temos que [IN¢] € invariante para N” entdo
[IN”¢] C [N¢], Portanto pode-se aproximar a por b de forma forte.

Para o isomorfismo em questdo: 3b € N tal que I (d - E) £|| < € o que quer dizer que
a pertence ao fecho o-forte de N e isso conclui que N = IN”.

|

Um dos maiores louros deste teorema € a compreensao que as dlgebras de Von Neumann
podem também ser vistas como uma *-dlgebra fechada na topologia fraca. Isso facilitard muitos

teoremas doravante.

2.3  Constru¢ao GNS

A partir de agora todas as dlgebras tratadas aqui serdo consideradas como tendo unidade.
Chamamos de espectro de A, para A € A o conjunto de todos os A € C tal que o elemento
1\ — A ndo tem inverso na dlgebra A e denotamos como o (A) esse conjunto.

Quando A = A* sabe-se que seu espectro é real. Nessas condi¢gdes, considera-se o
conjunto A de elementos satisfazendo: o (A) > 0, isto é, todos os valores no espectro sao
positivos. Tais elementos sdo ditos positivos e A™* é o conjunto deles.

Define-se um estado como um mapeamento linear da C*-dlgebra sobre os nimeros

complexos ¢ : A — C sendo positivo e normalizado, ou seja:

@ (B+AA) =9 (B)+ Ap(A)
@ (P) >0
o(1)=1. (2.15)

Onde A,B € A, \ € Ce P € A*. Para que uma representaco 7 sobre um espago de
Hilbert H seja dita ciclica, deve existir um vetor {2 chamado de vetor ciclico de tal modo que
m = H. Isto é, o espaco feito de todos os elementos de A representados atuando no vetor
() é denso no espaco de Hilbert.

Um vetor separavel ¢é aquele que separa a dlgebra no seguinte sentido: seja 7 (A) com
A € A ocorre que 7 (A)Q = 0 & A = 0 (KADISON, 2000). Agora é possivel definir a
principal ferramenta desta seccao.

A construcao Gel’fand-Neumark-Segal (GNS) é um tripleto feito de um estado: ¢,
uma representagdo da dlgebra em um espago de Hilbert: 7, e um vetor ciclico e separavel: 2,

de modo que o produto interno é definido como:

(myp (A) Qp, 7y, (B) Q) == (A*B) . (2.16)
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A ideia € construir um espaco de Hilbert por meio da dlgebra, sua representacao e um

estado. Com frequéncia pode-se encontrar também a seguinte equivalente forma:

(Q, 7, (A*B) Q) = ¢ (A*B) . (2.17)

Obviamente o desejo de estudar essas estruturas se justifica na busca pela descri¢cao
da algebra de operadores da mecanica quantica. Um recurso para atender o entendimento da
relatividade sobre a causalidade relacionada a pontos do espago-tempo pode ser invocado na
forma das redes de Haag-Kastler(HAAG, 1996).

As redes de Haag-Kastler indexam regides do espago-tempo permitindo ou proibindo que
operadores sejam mensuraveis ao mesmos tempo. Seja O uma delas, a dlgebra de operadores
sobre ela serd N () contendo todos os operadores associados a essa regido. Em contraponto
com N (') para OO’ espacialmente separado de O ten-se N (O0’) = N (O)'.

Esse recurso faz com que operadores definidos para pontos espacialmente separados
comutem, e assim sendo permitem a mensurabilidade simultanea. Do contrario, dois operadores
na mesma regido do espaco-tempo pertencem a mesma algebra, assim ndo hd garantia de
comutatividade.

Sendo mais especifico ao espaco que interessa a mecanica quantica, existe um resultado

muito importante garantindo a existéncia deste vetor ciclico:

Teorema de Reeh-Schlieder

Considera-se aditividade fraca para um determinado estado ¢ invariante por transforma-
¢do de Poincaré. Entdo o vetor 2, como definido anteriormente, ¢ ciclico para 7, (N (O)) e é
separdvel para 7, (N (O))". Aqui O é uma regido limitada (ARAKI, 1999)

g

Para provar o teorema a estratégia é achar um vetor ¢ tal que v L7, (N (O)) €, e entdo
concluir que ¢ = 0. Chame L (x) o elemento do grupo de Poincaré referente ao deslocamento
por x.

Se zy,--- ,x, pertencerem a uma vizinhanga de 0 suficientemente pequena pode-se

identificar um subespaco O; C O tal que O; C O e ainda assim:

(W, mp (L (x1) Ar) -+ -y (L (2) Ay) Q) = 0. (2.18)

Onde A; € N (O). Existe uma operacdo unitdria que implementa a transformagao a

cima:

Ty (L (x;) Ai) = T () mp (A) T ()" (2.19)
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E possivel representar o operador 7 em temos de sua decomposigio espectra(NEUMANN,
1932):
T (z;) = / e“ToP) Bp. (2.20)

Onde E € a sua projecdo espectral. Por ser uma transformacgado de Poincaré o suporte de
E dever estar dentro do cone de luz frontal. Assim se definirmos y como um vetor complexo de
parte imagindria no cone de luz frontal podemos descrever um operador continuo na topologia

forte :

T (y;) := / Vi) Bdp (2.21)

e a fungado:

(0, T (y1) mp (A1) - - T (yn) 7 (An) Q) (2.22)

E holomoérfica em cada y, porém notemos que:

Onde aqui z; sdo todos reais e assim podemos dizer que para y; = -1,y = To — T+ -

teremos com base na equacgdo 2.18:

)
= (0, T (1) mp (A1) T (w2 = 1) -+ T (0 = Tn1) Ty (An) )
= (U, T (21) mp (A1) T (1)" -+ T () mp (An) Q)
= (0, T (1) 7 (A1) T (1)" -+ T () oy (An) T ()" Q)
= (¥, 7o (L(w1) A) - - - g (L) An) €)
= 0. (2.24)

Recorda-se que fungdes holomdrficas sé podem assumir o valor zero em infinitos pontos
se ela for identicamente nula, isso justifica a afirmagdo anterior.

Chamemos a dlgebra criada pelos elementos do tipo 7, (L (;) A1) - - -y, (L (2;) Ayn) ©
suas combinagdes lineares de A. O que acabamos de ver € que 1) L A(), mas pelas exigéncias
da aditividade fraca temos que: A = 7 (N)".

Aqui deve-se mencionar que na constru¢do GNS, 7 (N (O)) €2, é densa no espago de

Hilbert, entdo igualmente B serd, isto conclui a ciclicidade pois 1) L BQ, = ¢ = 0
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E importante ressaltar que o teorema se trata de uma situaco fisica e ndo mais puramente
matemadtica. Isso pode ser exemplificado no caso mais comum de quando adotamos a algebra
referente ao espacgo de fungdes de quadrado integravel com suporte em um dominio fechado O’

espacialmente separado de O. Isto é:

|z —y||> > O0Vx € D,y € D. (2.25)

Nessas condig¢des exigimos que N (O) C N (O’), como foi melhor explicado anterior-

mente.
A separabilidade do vetor decorre do fato que se A, = B, para A, B € N (0),
suponha um C' € N (O’) teremos

ACQ, = BCQ,. (2.26)

Nos ja sabemos que €2, € ciclico e por isso A = BR.

2.4 Teorema de Tomita-Takesaki

Todo operador linear limitado admite uma forma chamada de decomposic¢do polar, onde
dado A um operador limitado, definimos |A| = vV A*Ae (A) = vV AA* sua decomposi¢io é:

A=UlA (2.27)
A= (AU. '

Com U um operador com as seguintes propriedades:

U*A = |A|

AU* = (A)

(A) = U|AlU*

|A] = U(A)U. (2.28)

De fato o operador U € o que se conhece como uma isometria parcial, isto €, uma
isometria dentro de seu dominio e fora de seu kernel(GOHBERG, ).

Conforme o que foi mencionado na introdugao deste trabalho, ndo € interessante restringir-
se a um espago de operadores limitados. A estratégia serd sempre que possivel realizar a
decomposi¢do polar em operadores nao limitados mas restritos ao fechamento de seus dominios.

Esse é o caso do operador S definido como:
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SAQ, = A*Q, VA e N(0). (2.29)

Este ¢ um operador ndo limitado, fechavel e anti-linear de dominio 7, (N (O)) €2,,, assim

podemos determinar a sua decomposicao polar:

S = JAs. (2.30)

Aqui tais operadores .J e A sdo, com vasta abrangéncia na literatura, denotados frequen-
temente desta forma, de modo que J (a involugdo modular) € a isometria parcial e A (o operador
modular) pela prépria decomposi¢do: A = S*S. As propriedades desses operadores sdo de
grande relevancia para a dlgebra, temos Jm, (N (0)) J = 7, (N (0))' por exemplo, mas o
operador modular merece ainda mais atencio(BRUNETTI, 2015).

Antes de se aprofundar sobre o operador modular, devemos nos ater um pouco ao conceito
de um grupo monoparamétrico de automorfismos (conhecido na literatura angl6fona como one
parameter automorphism group).

O nome ji é bem explicativo, trata-se de um grupo feito de automorfismos parametri-
zados por um ndmero real, isto é, um mapeamento continuo dos reais nos automorfismos de
determinado espaco.

Valendo-se do teoremas de Stones(NEUMANN, 1932) construimos o seguinte operador:

A = /z"‘E(z) dz
= A, (2.31)
Onde a equagdo acima s6 faz sentido em termos da decomposi¢do espectral, com £ (z) a
sua projecao e a segunda equagdo trata-se de uma nota¢ao mais minimalista. Existem algumas

restricao impostas sobre a que ndo serdao abordadas aqui, pois 0 nosso interesse € quando « é

puramente imagindrio. De modo geral:

AY = ASA" st eR. (2.32)

Denotamos o dominio do operador da seguinte forma: D (A®), isto é o conjunto de todos

os vetores no espago de Hilbert nos quais a acdo do operador estd definida.

Teorema de Tomita-Takesaki

Sejat € R entdo A" é um grupo monoparamétrico de automorfismos para 7, (N (O))
tal que para o operador: R (A) produto esquerdo; definido como: R (A) B = AB para A, B €
7, (N (O)); Temos(TAKESAKI, 1970):
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R(A"A) = A"R(A)A™ Aen,(N(0). (2.33)

g
Antes de mais nada estabelencen-se algumas defini¢cdes e deixa-se registrado que a
dlgebra das representagdes 7, (N (O)) serd tratada como N (O) para desonerar a notagdo.

Seguem as definicoes:

* H: espacgo de Hilbert feito dos elementos da dlgebra cujo subespaco é N (O).

O produto interno em H terd a mesma notagdo aquele do espaco de representacgio: (-, -)

ficando clara a distin¢ao no contexto.

A (0, 00) € o conjunto de fungdes analiticas em uma vizinhanca de (0, co).
* proje¢do espectral de A: F(z).

* N(O)"={AeN(0)ND(A);AAe N(0)'}.

Resolvente de A: R (z) = (A —x) .

paray > 1 defina: E, := [| E(x)dx.

Sobre as definicdes apresentadas logo a cima, alguns fatos devem ser exclarecidos:

Para ¢ € N (O).
1. O produto interno em H € tal que ({1, &) = (£, &)

Paran € N (0)", £ € N (O) e I uma curva contornando o intervalo (%, fy) com y > 1.
2. E[f(A)] = 5 §p f (7' A) [R (2) Eyn) §da

Paraa € C
3.N(0)"ND (A% =N (0)" N D (A%) é denso em H

Denotando AT como o transposto de um operador A
T _
4. £, =E,

Considere a fungdo: f(z) = (f:ja

exceto em [—3, —d] e f(z) € A(0,00). Elejaum~ > 1 paran,n, € N(0) e & € N(0),

)a paraa € Ce 0 < 9 < 1. Assim ela é analitica

segue que:
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(f(A)m, (Ey8) n2) = (ELEf(A)m, m2)

" (f (27 A) R(x) By, o) e

:% d

" (R(@) By, f (27 A) ). (2.34)

No limite em que § — 0 a equagdo 2.34 se torna:
1

(A%, (EyE) m) = 7 jg(R@)wam, (27 *A%)" no)da

7 _
(R() ExEm, =A%) da

21 Jp
1

(@™ R(x) Ey&mi, Ap)da

:%F

= (ATYE,Em, A%np). (2.35)

Pela defini¢do de £, e o operador S como implementador de involugdo nota-se:

(Evé)* =S5 (E'yf)
— JAZE
— JE,A3¢
= EIS¢ = B¢ (2.36)

entdo (E.§)" — &* paray — oo portanto usando a combinagdo dos resultados em
2.34,2.35,2.36 chega-se em:

(AT, A%) = (A%, £71a)
= <§Aa7]1,7]2>. (237)

Sabendo que N (O)* N D (A%) é denso em H chegamos a conclusio que:

A (AT n =& (A). (2.38)

Para¢ € N(O)N D (A %) en € N (O) N D (A®). Claramente devemos ter (A~%¢) n €
D (A®).

Dito isso conclui-se que D (A") = D (A~") e assim sendo:

A"A(A™B) = (A"B)A AeN(0),BeN(0). (2.39)
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Isto € o suficiente para provar

R(A"A) = A"R(A) A" | (2.40)

Este teorema € importante do ponto de vista fisico porque nos proporciona um gerador
de simetrias para o espaco em questdo. Sem duvidas o mais interessante sobre este teorema € a
abrangéncia dele, isso quer dizer que poucas condi¢des sdo exigidas para a dlgebra dispor de tal

simetria.
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3 MECANICA QUANTICA DE CAMPOS AXIOMATICA

A matematica do capitulo anterior era, até certo ponto, abstrata, no sentido que nao
dependia de nenhuma motivacao na realidade fisica para ser relevante. Agora serdo retomados

os pontos que fazem da matemética pura uma abordagem aplicada a esse campo de interesse.

3.1 Invariancia relativistica

A intuicdo da experiéncia quotidiana nos leva a crer que a dindmica de uma trajetdria no
mundo em que vivemos é uma sucessao de pontos no espago parametrizados pelo tempo. Com o
advento da mecanica relativistica esse entendimento teve de ser alterado.

No bojo da dita teoria da relatividade restrita, deve-se considerar apenas movimentos
realizados no espaco-tempo M que respeitem uma certa simetria, qual seja, a transformacao de
Lorentz. Um quadrivetor é representado como: £ = (¢, x,y, z) e pertence a esse espago-tempo.
Transformacdes de Lorentz sdo aquelas que preservam o produto: t? — 2% — 2 — 22,

Defina o produto escalar para £ = (t1, z1,y1, 21) € ¢ = (t2, T2, Yo, 22):

(€,¢) = &'Cy = tity — 1122 — Y112 — 2120 (3.1)

Assim a transformagdo de Lorentz pode ser entendida como um operador L no espaco-
tempo tal que: (L&, L) = (£,(). O conjunto de todos esses operadores forma um grupo
matricial chamado de Grupo de Lorentz representado por O (3, 1).

O grupo de Lorentz ndo € o que se pode chamar de conexo, isso €, ndo € possivel transitar
continuamente por todos os elementos do grupo (HALL, ). Também néo € compacto, ou seja,
ndo € possivel encontrar um escalar positivo que seja maior do que todos os componentes de um
elemento arbitrario do grupo(HALL, ). Apesar de ter caracteristicas pouco interessantes existe
um subgrupo seu que acaba sendo mais {til, o grupo restrito de Lorentz O (3, 1) caracterizado
por elementos de O (3, 1) de determinante igual a 1 e componente temporal positiva(STREATER,
1964).

O subgrupo restrito de Lorentz entdo representard o que ha de fisico neste objeto mateméa-
tico abstrato, porém ndo ha garantia de que ele é o mais completo representante desta realidade.
Existe outro grupo que pode ser mapeado diretamente para O (3,1), e é, portanto, tdo bom
candidato quanto; este é o grupo especial das transformacdes lineares SL (2, C).

SL (2,C) formalmente é composto pelas matrizes complexas 2 x 2 de determinante igual
a 1. Defina:
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Isso é a base de SL (2, C) e qualquer quadrivetor pode ser escrito como:

1
§u = St (xou) - (3.3)

onde y € hermitiano. No sentido contrério determina-se:

X=>_ &uop (3.4)

Dito isso pode-se identificar o quadrivetor £ com a matriz herminitana x e se questionar

qual tipo de transformacdo preserva o produto em 3.1, que nesta representacdo assume a forma:

det y = £1¢,,. (3.5)

Ou se ¢, estiver relacionado com ¢ da mesma forma que &, estd com y conclui-se:

% (det(x + 6) — det x — det 0) = £X(,,. (3.6)

A resposta para a pergunta do pardgrafo anterior estd na seguinte simetria:

X — AxA™. (3.7

para A € SL(2,C).

Proposicdo: A € SL (2, C) preserva o produto no espago-tempo conforme descrito nos
paragrafos anteriores.

U

Antes de seguir a proposicao propriamente dita, destinar-se-a algumas linhas para provar

o que foi apenas apresentado, primeiramente a representagdo de §,:

1

§u = §tr (xou)

1
|| " Yo, mabeRr (3.8)
2 ut b

Percebaque paraa =t + 2, b=t — ze u =z + iy temos §, = (¢, z,y, 2). A préxima

afirmacao € a respeito do produto escalar:
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¢ :
detxzdet( +.Z :U—Hy)
T—1y t—=z
=1 - 22— -y =, (3.9)

Finalmente a proposi¢do em si é facil na medida em que A € SL (2,C) e portanto
det A =1, logo:

det AyA™ = det A det x det A*
= det x. (3.10)

Note que a representacdo adjunta € continua e portanto essa ndo pode ser uma identifica-
¢do com o grupo de Lorentz inteiro e sim com o subgupo restrito.

Agora a ideia é argumentar porque esse grupo € mais interessante do que as transforma-
c¢oes restritas de Lorentz. O motivo deriva de uma propriedade chamada de cobertura, em termos
de clasificacdo de grupos, diz-se que SL (2, C) é a cobertura universal de O (3,1) . Basicamente
o primeiro grupo tem o dobro da informac¢ao do segundo, pois cobre todos 0s casos presentes
nele e mais.

Formalmente pode-se identificar dois operadores distintos A e A’ = —A em SL (2,C)

representados pelo mesmo operador L em O (3, 1), (JOST, 1965). Segue a proposigio.

Proposicio: Se L e L' sdo elementos de O (3,1), advindos de A e A" em SL (2,C)
respectivamente, de modo que L = I/, entdo A = +A’ a0 mesmo tempo que A = +A' = L =
L.

0

A prova envolve muitas equagdes e componentes, entdo serd tratada apenas de forma

abreviada. Basicamente o que se afirma na sentenca:

AXA" =D Ligo, =) (L)€ o= Nx (A). (3.11)

Igualando as componentes e separando a dependéncia em ¢, x, y e z sdo geradas 16

equagoes. O resultado fornece que A = +A’. O caso contrdrio simplismente satisfaz:

AxA* = (=N x (=N)". (3.12)
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Diante do exposto, o presente trabalho refere-se a simetrias relativisticas como sindénimo

de invariancia sobre o grupo SL (2, C).

3.2 Relacdes candnicas de comutacao

Recentemente, a abordagem onde as simetrias (vista em um contexto abstrato como
grupos) sdo um objeto mais fundamental do que o espaco sobre o qual sdao representadas tem
progressivamente ganhado mais destaque(YNGVASON, 2005b), (TAKESAKI, 2000). Assim
sendo, uma representacdo dos grupos unitarios da mecanica quantica faz-se bem vindo, porém
uma particularidade da teoria deve ser levada em conta. Ao passo que na teoria tradicinal de

representacdes o que se tem:

U(s)U(t) = U(st). (3.13)

onde U (-) é um operador no espago de Hilbert e s, ¢ sdo elementos do grupo, para 0 nosso

caso teremos:

U(s)U(t) o Ulst). (3.14)

Isso porque sabidamente vetores no espaco de Hilbert ndo carregam a informacao con-
tida na teoria quantica, mas sim os raios por eles gerados(WEYL, 1927). A constante de

proporcionalidade pode depender dos elementos do grupo, entdo digamos:

U(s)U(t) = 6(s, t)U (st). (3.15)

Recordemos novamente o teorema de Stones(NEUMANN, 1932) e os geradores do grupo
sdo GG;,. Em termos de abrangéncia vamos substituir s — o e t — 7 para tratar de uma variedade

linear qualquer, assim podemos escrever:

U(r) =™ Cn, (3.16)

Posteriormente mostraremos que no caso mais simples; isto €, quando se trata de um
grupo comutativo; ja se observam resultados interessantes. Entdo buscaremos restringir-nos aos

geradores do tipo:

G, G, =0, (3.17)
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Porém novamente devemos relaxar essa condi¢c@o por causa do entendimento de que
os raios sao os elementos fundamentais da teoria e ndo vetores. Assim sendo as relagdes de

comutacdo devem adotar a forma(WEYL, 1927):

G, G =igul. (3.18)

Com g, um sistema anti-simétrico de nimeros reais. Agora considerando dois operado-
res arbitrdrios, que podem assumir a forma: A = i 0,G,e B = ZV 7,G,, nutrem a seguinte

relagdo:

[A, Bl =) guwouy. (3.19)

nv
Claramente o somatoério advindo desta relacdo de comutagdo pode motivar uma forma
anti-simétrica em um espaco de Hilbert criado sobre a variedade linear de 7 e o, mas aqui

preferimos definir um produto escalar: (-, -) para posteriormente identificar:

o, 1) = Z GO Ty (3.20)
uv

€ 0s motivos para isso ficardo claros quando chegarmos ao exemplo. Diante do exposto e

com o auxilio da férmula de Hausdorff-Campbel(REED, 1980) determinamos que:

Ulo + 1) = e 230Ny (0)U(7). (3.21)

Depois dessa construcdo podemos considerar, de forma abstrata, dlgebras que satisfazem
esse tipo de identidade e chama-las de algebra de Weyl. Formalmente existem algumas

condig¢des a mais, porém tratemos disso apos o exemplo

3.2.1 Mecanica quantica

Tomando como exemplo a teoria da mecanica quantica, a vantagem € a quantidade
de conhecimento sobre a abordagem tradicional, que ja € bem aceita em amplo espectro pela
comunidade cientifica. No caso unidimensional determina-se respectivamente o espaco de

Hilbert, o produto escalar e a norma:

2@ ={rr- [ Ik < |
() = [ Fa)gaids

|UH=(/Iﬂ@FM)5. (3.22)
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Sabidamente existe uma base ortonormal para L? (R) na forma das fung¢des de Hermite:
hy(z). Nao confunda com os polindmios normalizados de Hermite H,, (), pois a relagdo entre

os dois pode ser dada como:

ho(z) = e~ 7 Hy(z). (3.23)

Os operadores posicdo () e momento P nesse espaco sdo conhecidos pela literatura como

sendo:

(Qf) (z) = zf(x) (Pf) () = =i, f (x) fel*R). (3.24)

Em posse das relagdes de recorréncia das fungdes de Hermite:

1

V2

Sabemos como os operadores atuam nesta base:

tho () (ﬁhn_l(m) NIy 1hn+1(at)> . (3.25)

_ 1
V2
Ph(z) = % <\/ﬁhn_1(x) —Vnt 1hn+1(a:)) . (3.26)

De posse da atuacdo sobre os vetores da base, pode-se calcular o comutador dos dois

Qha(x) (Vithn-1(@) + Vit Thoa())

operadores e como era de se esperar,

Q, P] =1i. (3.27)

Utilizando calculo espectral é possivel determinar qual o resultado da exponenciagao
deles sobre um vetor qualquer f € L? (R)(PETZ, 1989):

eQf(z) = e f(x) P f(x) = f(x+1). (3.28)

Porém o objeto do nosso interesse, sobre o elemento do grupo comutativo z = z+iy € C

(€N

U(z) := e'@PtvQ), (3.29)

Agora use a féormula de Hausdorff-Campbel novamente para concluir que:



Capitulo 3. MECANICA QUANTICA DE CAMPOS AXIOMATICA 36

U(2)U(2') = U(z + )23, (3.30)

Recorda-se que no ocilador harmonico os polindmios de Hermite podem ser entendidos
como uma gradacao de estados, de modo que o polindmio de 6rdem zero € entendido como um
limite inferior chamado viacuo. Da mesma forma para as fun¢des de Hermite, entende-se h

como o vacuo e a atuacdo do dito operador unitario sobre ele pode ser calculada(PETZ, 1989):

2 hy. (3.31)

Uma propriedade interessante a ser conferida ao vacuo na teoria quantica de campos €
a ciclicidade, fazendo com que um operador seja bem definido sabendo apenas a sua a¢do no
vacuo e suas relagdes de comutacdo. Em posse de todas essas informagdes percebe-se que as
relagdes de comutacdo de P e () acabam por ser resumidas nas condi¢des impostas sobre as
unitariedaes de Weyl U(z).

Agora a estratégia € formalizar tais objetos de modo que possam emcapsular a contribui-

¢do das relagdes de comutacao nas teorias de campos.

3.2.2 Unitariedades de Weyl

Seja H Um espaco de Hilbert complexo, a dlgebra de weyl € uma C*-dlgebra de relagdes
candnicas de comutagdo sobre os operadores em outro espaco H gerados por {W(f)|f € H}

que satisfazem

{ W(=f) =W 532

W(f)W(g) = e 3309 W (f + g).

Alguns detalhes merecem nota. Primeiramente é uma dlgebra unital ja que W (0)W (f) =
W(f)W(0) = W(f)Vf € H. Tratan-se de unitariedades pois:

W W (f) =W(HW(=f)
= e SUAW(f— /)=W(0) V feH. (3.33)

A dlgebra de Weyl como descrita aqui associada com um espago H recebe a simbologia

CCR(H). Para que isso faca sentido o seguinte teorema segue

Teorema: CCR(H) € dnico a menos de isomorfismos.
Estritamente, deve-se provar a existéncia e unicidade, para isso refere-se a (PETZ, 1989)
pg 10, mas para efeito elucidativo as linhas gerais da prova de unicidade segue as seguintes

ideias:
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Defina:

(R(x)F) (y) = 3302 Bz + y), (3.34)

para F' € [>(H), o espago de sequéncias de quadrado somdvel, assim:

R(z)R(y) = e2" Y R(z + ) (3.35)

Considere a C*-dlgebra gerada por {>_ \;R(z;)|\; € C,x; € H}, entdo € possivel cons-
truir um isomorfismo tal que R(z) — W (x).
Note o isomorfismo de I (H, H) ~ ? (H) x H com H podendo ser um espago linear.

Uma representagdo de CCR sobre o espago [% (H, H) segue:

() (z@ f)=(r—y) @W(y)[. (3.36)

Essa representacdo é equivalente ao R (-). No mais, definindo uma unitariedade U como

segue conclui-se que

U f)=zeW(@)f=Ur(y) =(R(y)®1)U. (3.37)

Entalo a prova segue com o isomorfismo da C*-algebra gerada por {7 (y)|y € H} tal que

para qualquer combinagdo linear:

I AWl = 11D X (wa)]]. (3.38)

Falando sobre representagdes desta dlgebra, considere 7w uma delas e seja f € S (H) uma

fungdo de teste, entdo definimos um operador de campo com sendo B(t) se:

7 (W (tf)) = e*BU), (3.39)

Nesses casos a representagdo 7 € dita regular, pois operadores de campo B( f) existem
para toda funcdo f no espaco de funcgdes teste. Recorda-se a representacdo GNS discutida
no capitulo anterior, se ¢ € o estado associado a esse procedimento e isso resulta em uma

representacio regular, entdo o estado ¢ € dito um estado regular. Considere

e(W(f)) = e 23509, (3.40)
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Este é um estado regular (PETZ, 1989) chamado de estado de Fock. No mais, uma
representagdo correspondente a um estado de Fock € dita uma representacao de Fock e o vetor
ciclico €2 € o vacuo.

O motivo para se afirmar que as simetrias tem se tornado mais fundamentais do que o
préprio espago em que atuam (como dito no inicio desta sec¢do) € devido ao desenvolvimento da
teoria de representacdes. Com esse aporte € possivel identificar todos os espacos representaveis
por certos grupos, no entanto existem representacdes mais interessantes do que outras do ponto
de vista da sua escolha, estamos falando de representacoes irredutiveis.

Uma representacgdo € dita irredutivel quando o subespaco criado por suas atuacdes nao
pode ser menor do que o espago em que ele esta imerso (exceto o subespaco nulo quando se atua

sobre o vetor nulo). Isso ajuda a entender a importancia do que segue:

Teorema: A representacdo de Fock € irredutivel

O

Defina o subespago H, = {W(f)n|f € H} onde n € H é ndo nulo. Uma base para H
pode ser(PETZ, 1989):

1
T ) AT ) (3.41)

Onde AT representa o operador de criacdo (tal qual na solu¢do do oscilador harmonico).

|fi71L1 . f;;k >i=

O opereador:

AT(f)A(f) - AT(fr) A(fr)- (3.42)

Pertence a dlgebra em questao e ele tem como autovetor:

it il > (3.43)

Agora basta notar que para qualquer f:

AT(f)H1 C Hy A(f)H1 C Ha. (3.44)

Isso € o suficiente para concluir que o subespago H; € na verdade o proprio espaco H
inteiro.
[ |
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3.3 Axiomas

Em geral, as maiores ambicdes tedricas se satisfazem na existéncia de um conjunto de
axiomas que combinados geram teoremas, lemas e proposicoes capazes de explicar tudo o que
determinada teoria se propde a abranger.

Por isso um conjunto de axiomas deve ser estabelecido visando nio sé abranger toda a
teoria quantica tradicional, como também corrigir os percalcos mencionados posteriormente. No
entanto esse conjunto nao € unanimidade entre a comunidade cientifica.

Apesar desta inseguranga existe um conjunto de axiomas bem aceito que pode servir
como ponto de partida, sdo os chamados: Axiomas de Wightmann. Note como os resultados

obtidos no capitulo anterior justificam a relevancia de tais axiomas(HAAG, 1962).

1. Condicao espectral

Seja H um espaco de Hilbert separdvel e (a, A) € SL (2, C) inomogéneo além de 7 ser

uma representacdo continua e unitdria de SL (2, C) nos operadores de H,

m:(a,\) = Ula,A). (3.45)

Porque U (a, I') é unitério existe um operador p/ hermitiano guardando a seguinte relagdo
U(a,I) = e?"%, onde a igualdade deve ser entendida sob a luz to teorema espec-
tral(NEUMANN, 1932). Dito isso, impde-se que: o (p*) € VT ouo (p*) € V™~ onde VT

e V'~ s@o os cones de luz dianteiro e traseiro respectivamente.

2. Unicidade do vacuo

3Q € H tdnico a menos da fase tal que U (a, A) Q2 =Q V (a,A) € SL(2,C).

3. Continuidade dos campos

Para cada fungdo f em € S (M), o espago de fungdes testes definidas no espago-tempo
M, existe um conjunto de operadores ¢y [f]--- ¢, [f] e seus adjuntos 7 [f] - - ¢ [f]
definidos em um dominio denso em H e invariante por Poincaré D C H, de modo que

(&, @i [f]m) é uma distribui¢do temperada em termos de um funcional para f e {,n € D.

4. Lei de transformacao dos campos

Os campos se transformardo seguindo a lei
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Ul(a,\) @i [f]U (a,A) " = Z S (A1) ¢ [(a,A) £]. (3.46)

Com a agdo do grupo de Poincaré nas funcdes dada por:

(a,A) f(z) = f (A" (z —a)). (3.47)

5. Causalidade microscopica

Se supp( f1) € supp( f>) sdo separados espacialmente, isto € ||z1—5||> < 0 V 1 Esupp(fi)
e xo Esupp(f2). Entdo:

©i Lf1] or [fo] & @n [f2] @i [f1] = 0. (3.48)

Com o sinal definido pela estatistica do sistema.

6. Completude assintotica

Se houver um fend6meno de espalhamento e nomearmos .. o espaco de Hilbert antes e

‘H. o espaco de Hilbert depois do espalhamento. Impde-se que.

HT =H= He- (349)

E interessante comentar algo sobre tais condi¢des para se ter uma maior motivagio fisica.
Claramente o primeiro axioma, a condicao espectral, se encarrega de adaptar a teoria a realidade
relativistica da natureza.

Sobre a unicidade do vacuo deve ser ressaltado o paralelo com o teorema de Reeh-
Schlieder que garante a existéncia de tal vetor, pois ele € ciclico e separavel. A continuidade
dos campos se trata de uma exigéncia para o tradicional processo de quantizagao dos campos ou
segunda quantizacao.

A lei de transformagdes € o paralelo com os resultados referentes ao calibre na mecanica
quantica tradicional e a casualidade microscépica € o axioma que fornece a estatistica de férmions
e bdsons.

Por fim consideremos a completude assintdtica, que € uma consisténcia experimental,
uma vez que processos de espalhamento podem ser realizados sem causar grandes transtornos ao

aparato teorico.
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4 SUBESPACO PADRAO

A dinamica do mundo (ndo sé) gantico esta descrita por meio de equagdes diferenciais
parciais (E.D.P.). Um resultado muito conhecido da teoria das solucdes de E.D.P. é o fato que as
condi¢cOes de contorno ou iniciais definen unicamente a solugdo.

Eis que surge o questionamento: por que, em detrimento da busca da solucdo geral de
uma dada equagdo parcial, ndo se usar apenas as condi¢oes de Cauchy para identificar a teoria
em uso? A sugestdo aqui € a de evitar trabalhar no espaco completo da teoria e passar a analizar
apenas a sua fronteira.

Essa ¢é a ideia bésica deste capitulo e para isso novas estruturas serao definidas ao longo

desse caminho.

4.1 Teoria geral

Seja H um espago de Hilbert complexo e separdavel. Introduza: H o seu n-produto

simetrizado, essa defini¢do serve para tornar o dito espago de fock simétrico:

e =@ (H. 4.1)

Trata-se aqui do mesmo espaco de Fock encontrado em 3.41 onde os vetores do tipo

h ._ h™ n n
e := @52/~ recebem o nome de coerentes, para h" € H.

Teorema: {c"}, . ¢&total em e”, isto &, qualquer elemento em ¢’ pode ser escrito como
um limite indutivo do conjunto de vetores coerentes.
|

Seja f(t) = e'* para x € H, isto é,

2,..2
F(t) = (1,m~, % - ) " e H. 4.2)

porém: f((0) = v/nlz" e agora note:

2 tnfl

linlt ™ | (1) = F(0) = £7'(0) = S (0) =+ = ——= " D(0) | = 7 (0

t—0 2
—Vnla".  (4.3)

Contudo, o conjunto {z"}, _ é completo em e

em H O

assim conclui-se que {eh} ey © total
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Alguns objetos podem se assemelhar bastante com outros definidos anteriormente no
presente trabalho. Isso é proposital pois dessa forma nao demoraremos muito nesta sessao.

4 como um operador de segunda quantizagio, Onde A é um operador

Assim sendo, defini-se e
fechado e denso em H.
Operadores de segunda quantizacdo atuam sobre vetores coerentes, mas pelo ultimo

teorema sabemos que isso representa a sua atuacio em e’*. Entdo para h € H e A, B operadores:

A_h _ _Ah
{66_6 (4.4)

edel = eAB,

Também temos as unitariedades de Weyl para h, k € H:

0 _ R Lp
W(h)e _i\ eva 4.5)
W(R)W (k) = e 23PRW (b + k)

Depois do que ja foi discutido sobre dlgebras de Weyl, o interesse flagrante aqui é
identificar o conjunto de operadores {W (k)}, ., para algum /C C H, com uma dlgebra de Von
Neumann. Igualmente interessante seria o reconecimento de ¢’ como sendo o vetor ciclico e
separdvel ().

A primeira questio & f4cil de resolver, defina R () = {W (k)|k € K}". Isso faz com
que R (K) seja Von Neumann pois A” = A"” para qualquer dlgebra A.

O segundo ponto é mais complicado, a saber e ciclico e separdvel. Quando isso acontece

dizemos que R, (K) estd em formato padrio com respeito a e’. Para isso temos um teorema:

Teorema: R () estd em formato padrdio com respeito a e” se, e somente se

1. K é subespaco real e fechado de H
2. K+ iK édensoem H
3. Knik = {0}.

[ |

No caso em que as trés condicOes sdo satisfeitas, o teorema de Reeh-Schlieder 2.3 asegura
o formato padrao da dlgebra (ECKMANN, 1973)(ARAKI, 1963).

Resta provar que se R (K) estd em formato padrdo com respeito a €, entdo as trés
assertivas sao verdadeiras. nota-se que a adoc¢do de K como um subespaco real ndo desmerece a

generalidade da prova. Outro ponto a notar € que
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R (K) =R (K), (4.6)

e assim a ado¢@o de um subespaco fechado também nao restringird essa prova. Portanto

coloca-se em duvida a questdo sobre se K + i/ € realmente denso em H. Se ndo for, entdo

R (K) €. 4.7)

Nao pode ser denso também e a ciclicidade nao se mantém (NEEB, 2017).

Por outro lado, se K NiK # (), entdo existe um v # 0, porém isso significa que em
R (Cy) € R (K) o vetor €° ndo seria separdvel.

O

Por causa desta propriedade distinta, subespacos satisfazendo as condic¢des 1 a 3 do
ultimo teorema recebem o nome de subespacos padroes. Agora a estratégia serd manipular
subespacos padrdes para obter resultados de interesse nos espagos de Fock.

Um bom exemplo disso € o operador definido como:

s (K+iIK—K+iK

(4.8)
ck 4 ik =k — ik

que se relaciona com o conhecido operador de Tomita-Takesaki 2.29 no espaco de Fock

S por meio do seguinte teorema:

Teorema: S = ¢°
[ |

Vamos inverstigar a atuacdo de e* em et

e na algebra de Von Neumann.

1 2 i
W (k)e® = e*eillMlevz"
1 .
Ik, sk

1 o —ik

W* (k)e. (4.9)
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Tal qual feito no capitulo anterior podemos identificar o operador modular A e a isometria
parcial J na decomposicdo polar de S. Agora introduzimos os operadores J e j na decomposi¢do

polar de s e logo concluimos:

— j62 J=¢
A c (4.10)
S =JAz A=e
Como dito anteriormente, o objetivo serd investigar ¢ para entender melhor A. Na

formulacdo independente do tempo da mecanica quantica, o espaco de Hilbert adotado se

configura como: H = L? (R3), seja um aberto O C R?, o importante fato segue:

Proposicdo: A cobertura do subespaco { u;ﬁ f—- iuigl figeXR [D (urirﬁ) N L? (O)} }
é padriio para L? (R?), onde L f (p) := \/p® + m2f(p) com o circunflexo identificando uma
transformada de Fourrier.

O

O conhecimento do resultado do trabalho de Segal e Goodman(SEGAL, 1965) € funda-
mental aqui, pois segundo os autores o operador 12, é anti-local.

Um operador € dito anti-local se, dado f € C*, entdo f e p2, f zeram conjuntamente em
uma regido qualquer somente se f € identicamente nulo.

Se: K, (0) = {,u;l%f — i,u%lg|supp(Re(f)), supp(Re(g)) € O} podemos derivar a
relagdo com M (O) := {f € C>=,supp(f) C O}

K (O) 4K (0) = {jtn fi = itingn + i’ fo + phgalsupp(Re( ). supp(Re(gr)) € O
= {in (fi+if2) + i (92— igy) [supp(Re(£)), supp(Re(9,)) € O}
{1n’ £ + glsupp(£). supp(g) € O}

(12,) " M (O) + (42,) M (0). (@.11)

Ocorre que a soma desses espacos € densa em L? (R?). Para notar isso basta considerar
f € L2 (R3) e perceber que se f L (12,)* M (O) a0 mesmo tempo que f L (42,)° M (O) para
a — [ ¢ Zentdo f = 0. Trata-se de mais um resutado de Segal e Goodman(SEGAL, 1965).

Para provar que K, (O) N ik, (O) = {0}, note que tomando f;,g; com i = 1,2

pertencentes aos pedacos de IC,,, (O):

_1 1 _1 1
pm® f1 — iptings =1 (sz - iu?ngg) =

pim® (f1 — ifa) = pin(g2 +ig1) = £ = pimg. (4.12)
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Onde agora f e g sdo quaisquer fungdes complexas com o suporte em (), mas pela
anti-localidade, isso s6 € possiel se f = g = 0.
]

O operador definido anteriormente (/,,) terd grande importincia e por isso considera-se o
espago HY := D (u2) C L? (R?) onde o fecho € tomado com respeito a norma || f||o = || f]|.
Trata-se de um espaco de Sobolev recorrente na literatura desta drea, para mais detalhes conferir

apéndice A. Assim sendo, segue que:

Proposicdo: (H2)" = H,“.

O

Use o teorema S.4 em (REED, 1980) € o teorema de Plancherel para acharum g € Lo (R?)
tal que para & € (H®) e f € HY:

(p) (m? +p*) " §(p)dp

I
—
3

o
+
3
N
Q
<
3
~»

—

- / i (0) (m? + %)~ §(p)dp. +13)

—

Aqui vamos introduzir uma notagdo bem sugestiva g := (m? + p?)~*/* § para depois

notar que ela se reduz ao caso familiar, pois:

&ﬁ=/£ﬁ®0ﬁ+ﬁYWamw

— [ty ala)de. @.14)

deve convergir para ser parte do dual. Como 2 f(z) € L? (R?) entdo também 1, g(z) €

L? (R3) assim podemos adotar uma sequéncia g,, € D (j1,,*) convergindo na norma || - ||, para
g € teremos:

[ stz =tim [ i (e)da @.15)

e recuperamos o sentido original dessa notacao junto com a desigualdade:

anz/%ﬂmwwwmswmmwr (4.16)
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Para ¢ = +1 considera-se o espaco: HZ, (O) = D (ug,) N L?(O), com o fecho de
mesmo sentido ao anterior. agora veja que H7, (O) + HZ, (O°) é denso em HZ (R?). Na verdade
isso ocorre em fronteiras do tipo C'! (com vetores normais suaves em qualquer vizinhanga de
qualquer ponto na fronteira)(FIGLIOLINI, 1989).

Adote a notagdo (/° para identificar o conjunto polar de /. Isso seria um subconjunto
de U™ (os duais a {f), que para nossos propositos consiste em todos os funcionais que zeram o
espaco em questao.

Em verdade o conjunto polar € alvo de muitos desencontros formais. Ha autores se
referindo a ele como um subconjunto de I/ para o qual uma certa quantidade de funcionais
restringen-se a um determinado resultado(BONNESEN, 1974), mas aqui adota-se o ponto de
vista sobre os funcionais. Registra-se que O ao qual nos referimos serd sempre um subconjunto

com frointeira C'!.

Proposicao: [HZ, (0)]° = H,,7 (O°).

U

Seja f € [HZ (O)]°, entdo: f(g9) = 0V g € HZ (O). Mas isso s6 é possivel se
supp(f) € O, e como foi observado anteriormente f € H,.° (R). Juntando as duas condi¢des
temos f € H,7 (O°) isso prova que [HZ, (0)]° C H,,7 (0°).

A situagdo inversa se justifica na medida em que f € H, .7 (O°) satisfaz (f,g) =0V g €
H? (O) por uma questdo do suporte dos dois elementos.

|

Vale notar que h facilidade em confundir o conjunto polar: [HZ, (O)]° com o subconjunto
ortogonal: [HZ, ((’))}L, contudo os dois, a principio, ndo sdo os mesmos. Ocorre que formalmente
os ortogonais sdo um subconjunto de algum espaco de Hilbert (o que néo € o caso de H?, (O))
a0 passo que polares pertencem a [HZ, (O)]".

Os resultados anteriores possibilitam a defini¢cdo de um operador denso similar a uma
projecdo em seu dominio de validade, P, : HS (O) + HZ (0°) — HZ (R?)

PU|H51(@) =1 PU|H$1(@¢) = 0. (417)

Para ser preciso nas notagdes, se A é um operador em determinado espago linear A,
denomina-se o transposto do operador: A* um operador em A*, tal que £ (Af) = [A%€] (f) V [ €

A, & € A*. Dessa forma a seguinte relagéo pode ser estabelecida: P: = P_,,.
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Lema: P! = P_,.
U
Sejam & € D (PL), f € HZ (O) e f. € HZ, (0O°). Segue que:

o (4.18)
(1=PHE(f)=E((1=F,) f)=0 (1 =Py &€ [Hy(0) =H, (0°).

Isso significa: £ € H,,° (O) + H,.° (O°). Assim sendo, se ( + (. =& € H,.7 (O) +
H, 7 (0°) damesma forma que f + f. =f € HJ (O) + HZ, (O°):

{ [PLE) (f.) = € (Pofe) = 0 :,{ Pi& € [H7, (09)° = H, (0)

(F) = P_,&(F). (4.19)

Como dito anteriormente H7 (R?) € um espago de Banach munido com a norma:

112 = e f1]Z,- (4.20)

No entanto, como L? (R?) é também um espago de Hilbert munido de produto escalar

(, )12 advindo de sua norma, define-se o produto escalar em H? (R?):

(f,9)o = (WS fr 15,9) 12, fr 9 € HL(R?). (4.21)

Um operador no espago de Hilbert: 7' pode ter uma relagdo dual com operador dito
adjunto: 7. Esses sdo aqueles que satisfazem: (f,T'g) = (T™* f, g). O motivo para se recorrer a
notacdes como transposto e conjuntos polares pode parecer uma erudi¢io vazia, no entanto a

diferenca entre adjunto de operadores deve ser enfatizada para o entendimento do seguinte lema:

Lema: Se T : H?(R3) — H(R?) denso e fechado entdo: D (T*) = p 2D (T?) e
T* — /.L;lUTt,U/U.

O

Antes de mais nada nota-se que a relagdo de dualidade funcional entre os espagos H? (R?)

pode ser lida como:
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£(9) = (& 9), &€ [HLRY] = H (R, g € Hy,(R?). (4.22)

Assim sendo, sejam f,g € H%(R3) e f € D (T*):

(f;Tg)e = W f, Tg)r2
= [ ]( )

= [T ]
= (T >
=

met s 9)e- (4.23)
Logo: f € p=?D (T").
|
O fato de saber o conjunto polar de [HZ (O)]° = H,° (O°) nos revela a relagio:

o Hy? (O°) Lopg H, (O). Agora define-se o seguinte operador, A, = P_, 77|, -~ de

modo que o teorema a seguir determina o seu dominio e adjunto:

Teorema: A, é um operador denso e fechado em H7, (O) com imagem em H,.? (O), no

mais:

AS = A, (4.24)

g

A propriedade 4.24 decorre do lema passado da seguinte forma:

(Peopiy,)” = (k)™ P,
- /J“m :umpt o:um
= Pu°. (4.25)

Sobre o fechamento, registra-se que o operador denso P, em [H,, ?| também o &, além
de que 2% é um operador unitério na restrigio de imagem e dominio em [H°], ja4 que nessas

condigdes:

(W foug)—o = (fr12%g)s f.g€ HE. (4.26)
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O fato de ser denso decorre de o dominio: D (P_, ,ufn ) 2D (P_,) restrito a H? o
ser. Para notar isso recorda-se a proposicao passada: . H, 7 (0O°) L u? HZ (O). Isso quer
dizer que ug, H? (O) é denso em p,,° H,. (O) na restri¢ao de pe He (O). Agora basta notar
que as duas afirmacdes sdo equivalentes e iSso prova o proposto.

|

Para o préximo teorema seréd necessério o entendimento do espaco de Hilbert do grafico
de determinado operador. Seja A um operador atuando no espago de Hilbert 4 com o produto
interno (, ), é possivel construir um novo espaco de Hilbert formado pelo mesmo conjunto de

elementos presentes em # mas com outro produto interno: (, )g(a).

(fs @) gy = (fr9) + (Ag, Af), figeH. (4.27)

Esse novo espaco de Hilbert € dito o espago dos graficos de A. Incorpore essa notagdo a

constru¢do que estivemos fazendo até entdo para afirmar que:

Teorema:
1 1
T: Hp? (0) & H (0) = (D(s), | llg))
1 _1 1
@Rt o — (i h = ikt 4.28
7 K 1 (4.28)
Um isomorfismo isométrico, onde || - ||4() representa o médulo no espago dos gréficos
de "S”.
U

Primeiramente recobra-se que o operador ja foi mencionado em 4.8 e assim nota-se
n.n

que D( ) K (O) 4 ik, (O) pela defini¢do de "s". Agora considere a atuac@o de "s"em
1
ke € 1 HE? (O):

S k’+ = §Rk7+ + 2%]64_ — —%k+ + Z%k’+
_=REk_ +iSk_ — REk_ —iSk_. (4.29)

1 1 11

Assim sendo, prova-se que (k. , k_)y(s) = 0, ou seja a separagdo pz Hyz (O)+pim? Hn? (O)

€ ortogonal nesta norma:

<k+7 —> <k+7 >L2 + <Sk—7 8k+>L2
Rk, + iShe, R4Sk ) + Rk — ik, —Rhks + Sk, ) 12
= 0. (4.30)
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Agora prova-se a isometria com h, € H? (O):

g, ho ey = (iiha, 15, he) + (s (1, ho) 5 5 (15, ho))
= 2[| o |[3. (4.31)

Entéo para hy + h_ € H3 (0) + Hy? (O) ten-se:

1T (s + h-) Ilgce) i h| 3,

= l|—=pdh o) + I 1m
vz f
= [1ha|3 + [lh-]Z;. (4.32)

Recorda-se que D(s) = K,, (O) + iKC,, (O) é denso em L? (R?), assim um ajuste no

produto escalar pode fornecer outro isomorfismo. Isso € o alvo da seguinte afirmacao:

1

Proposicio: T : (H—% (0) @ H3 (0), <-,N->) L% (R?).

) . . 1 —1
Uma isometria densa com a forma quadratica N = % ( . ium> .
Ly,

0
1 . 1 .1
(ho®hy,N(h_®hy)) = <f f}”’ \/5 (h —ipmhy) ® 7 (ipp) he + )
_ (%h_, WAT (h- @ ha))_y + <%.h+, i T (h- & hy)) s
= (ot T (b ® ha)y + (= b T (b @ )y
— (T (h_ ®hy), T (h- @ hy)) e (4.33)
n

Defina o seguinte operador atuando de forma densa em H?, (O) @ H,.” (O).

B::( 9 iA*). (4.34)
—3A_ 0

Perceba a semelhanca entre B e o operador definido no produto interno: /NV. Naturalmente
B — 1 se parece um pouco com — /N e a pergunta que se deseja responder agora € se ele tem

inverso.



Capitulo 4. SUBESPACO PADRAO 51

Proposicao: 1 ndo pertence ao espectro de 5.
O
Suponha o contrério, isto é, B (h_ ® hy) —h_® hy =0 .

= A A h_=h_ . P opmPop,th=h_. (4.35)

iAihy =h_
—iA_h_ - h+

Dito de outra forma tem-se: P_, i, (1 — P,) - th. = 0ou h_ € ker [(1 — P,) pu1].
Perceba que aqui chegamos a uma contradicdo, pois pela defini¢do: suph_ C O, mas os
resultados que obtivemos nos levam a crer que supy,'h_ C O e ambos ocorrem somente se

h_ = 0 devido a antilocalidade do operador ,.!. O mesmo vale para
|

Vamos adotar a notagdo (), para a projecdo sobre o espaco H? (O). Cabe mencionar
aqui que o operador P, ndo se confunde com o operador (), isso porque recorda-se que P, é
apenas denso em cujo dominio coincide com @),,.

Vale lembrar que tratamos da decomposic¢do polar: s = ¢ 3 jcomd = s*s. Agora pode-se

tecer algumas consideragdes a respeito do operador §:

Teorema: § = S+
g
A estratégia € a de usar a isometria densa definida em algumas proposicdes anteriores
para caracterizar 0, mas antes é necessario projetar /N para o dominio do operador.

Por isso ao invés de utilizar o produto escalar:

(-,N-) (4.36)

serd utilizado o seguinte:

(QNQ-). (4.37)

Aqui definimos o operador para o dominio de ¢ da seguinte forma:

_(@- o 11 Qs
Q= ( ) Q+) = QNQ = (iQ+um1Q_ X ) . (4.38)
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_1 1 _1 1
Agora defina x = 2 f —iushg com f € Hyp? (O)eg € Hp (O)

IR + gl = Nzl
= (x,(1+ s"s)x) 2

= <I', (]_ + 5) ZE>L2
={f©g9,@NQ(1+9)f®g)r (4.39)
Somos levados a concluir que QNQ (1 + 0) = 1. Contudo note:
—ALQyp,' Q- 0
B(2QNQ —1) = . (4.40
peNe =1 ( 0 —A—Q—MmQ+> :
mas se f1 e f € Hy? (0):
<f1,A+Q+Mr_n1Q—f2>—% = <A—f1;,u;11f2>%
= (Pisin, fis fo) o
=Ly 5 AQe Q- =1y 44D
(4.42)

1
igualmente para g; e g» € Hy3, (O)
= (91,92>% = A_Q_pnQ+ = 1'}@%(@)

(91, A-Q-ptmQ+.92) 1
Portanto B (2QN@ — 1) = —1, assim como (2QNQ — 1) B = —1. Avalie o sistema de

@NQ =1-0NQd (4.43)

2BONQ =B — 1

equacoes:
QNQ(1+6) =1 {

{B (2QNQ —1) = -1
Perceba que isso desemboca na seguinte equagdo: B — 1 = 2B — (B — 1) 4, ou nos

termos do teorema:
(4.44)

A busca pelo operador ¢ € justificada na medida em que se deseja fazer dele o mapeador de

simetrias do espago em estudo. Assim sendo, o seu gerador infinitesimal: In ¢, serd identificado
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com o Hamiltoniano do sistema e isso seria 0 necessdrio para descrever a teoria de campos
escalares localizada nesse determinado subespago O.

Apesar desses resultados serem muito bem conhecidos desde 1989, o carater abstrato
dos elementos tratados tornou a sua implementacao dificultosa. A dificuldade referida pode ser
avaliada pelos trés casos emblemadticos de O em teoria axiomdtica de campos quénticos: a cunha,
o cone de luz dianteiro e o cone duplo.

Sera reservado um espaco adiante para tratar desses casos, mas o que se deseja destacar
agora € que os trés operadores advindos deles foram descritos por métodos muitos particulares,
sem se referir a essa teoria geral. Outro ponto que merece atengdo € o da recente busca pelo caso

massivo do cone duplo, o qual nos ateremos em sec¢des posteriores.

4.2 Cone duplo sem massa

Esta secc¢do serd dedicada ao entendimento do operador 6 com m = 0 para o caso em
que O ¢ a regido do espago-tempo conhecido como cone duplo, a ser definido brevemente.
No caminho as regides conhecidas como cunha e cone de luz dianteiros dianteiro terdo a
oportunidade de ser mencionados.

Comecemos por definir a fun¢do de inversdo radial: p que atua em R* da seguinte forma:

p:x— —x|r|? z|* =af — (z] + 25 +23) ,z = (20,21,22,23) € R
= x5 — |7? T = (11, 79,73) ER?  (4.45)

Podemos também definir a fungfio dada pela restri¢io da inversdo radial a R2 = R3/ {0}

como py = p|gs. Assim

po 1 T — T|T| 2 (4.46)

Ainda € possivel definir a atuagdo de tais mapas em funcdes no espaco de Schwartz
feS(RY ou f e S(R?) daseguinte forma:

folal = =[z]7°f [p(z)]
foo [Z) = 1274 [p(2)]

Para que essas defini¢des ndo fiquem arbitrdrias, consideramos o mapeamento: f, [z] :=

(4.47)

J (z)|z)?f [p (x)] onde J (z) é o jacobiano da transformagdo de coordenadas. Usando este mapa
como ponto de partida, as duas defini¢des anteriores sao mais coerentes.

Agora podemos tirar proveito de tais construgdes para se chegar em uma relagio entre
campos ¢. Para isso definimos os conjuntos T = {z, |z|?> > 0} dos vetores estritamente tempo-

rais e E = {z, |z|? < 0} estritamente espaciais, bem como o conjunto de fungdes de Schwartz
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com suporte compacto em determinado conjunto L por exemplo: S (T U E) e assim o operador
U,:
Up[f1Q:=9¢[f]Q feS(TUE). (4.48)

Reconhecemos os campos ¢y, ¢, respectivamente como o campo de tempo zero e o
campo da derivada no tempo em zero. Dai podemos ter um U, tal qual definido anteriormente,

mas atuando em ¢:

Upo®o [f1Q 1= ¢ [fo] @ f €S (RY). (4.49)

Lema: U, estende-se para um operador unitario(LONGO, 1982).

]

U,, ¢ densamente definido pela defini¢do da transformada de Fourier em L?. No mais as
funcdes de dois-pontos (two-point function) para o caso nao massivo livre podem ser conferidas
em:(VLADIMIROV, 1967). O que nos leva a:

U 1] 2112 = 160 ] 21
. .
— 3 [ T @) = ol b, () doy?

= [|¢o [h] |- (4.50)

Logo U, € isométrico, o que significa que ha uma extensdo tinica a um operador unitério
que serd chamado de U, .
(|

O subespaco linear [¢g, ¢,] gerado por ¢ [g] Q2 € ¢, [g] 2 com g € S (O) é denso em
Hy (B) para O C R2 um conjunto aberto ndo vazio, segundo (ARAKI, 1964)(RIEFFEL, 1974)

Lema: U,, = U, é unitdrio(LONGO, 1982).

|

supf C Dy onde Dy C TUE. seja O C R? um conjunto aberto ndo vazio tal
que Dy — O C E. Note que p(Dy — O) C E assim conferindo as fun¢des de dois pontos
novamente(VLADIMIROV, 1967):
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G112l = — 5 [ T(@) 0= 1) g ) do'dy’ = (U0 1112 U 9] )
G112 g / F ()20 (2 — 4)™* g (v) da*dy? = (U0 [£]Q, Uyoro [9] ).
(4.51)
Isso significa que: Uy, |i¢0,6,) C Uy, logo U, = U3*.
O

Vamos tentar contextualizar melhor os objetivos desta sec¢cdo. As algebras locais sio
algebras de Von Neumann atuando no espago de fungdes de suporte compacto em um determinado
subconjunto do espago-tempo: O. As regides de interesse para esse trabalho, ja antecipadas,

podem ser definidas como se segue:

e Cunha direita; W

Trata-se de todos os pontos do espago-tempo onde uma componente espacial € maior em

moédulo a componente temporal. Fagcamos uma escolha bem objetiva:

Wt ={x: 23> |2} (4.52)

» Cone dianteiro: V'

Sao todos os pontos localizados no futuro dada a origem (0,0, 0,0):

VT ={z:20>|7|} (4.53)

Ha também o cone traseiro que sao os pontos localizados no passado da origem:

VT ={z:—xy > |7|} (4.54)

e Cone duplo: X

Esta regidao se forma pelos pontos comuns aos outros dois cones apds uma translagao

temporal.Digamos que e, representa o vetor unitdrio na dire¢do do futuro, entao:

X =V —e)N (V™ +e) (4.55)
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Tendo essas regides delimitadas, o que nos interessa € a dlgebra local associada a elas. De
forma geral escreve-se N (O) como a dlgebra local associada a uma determinada regido O C R*.
Parece salutar diferenciar a dlgebra N (O) e aquela anteriormente definida como R (K).

A diferenca reside no fato que, como dito anteriormente, o desenvolvimento que leva a
R (K) € de dificil aplicagdo no caso concreto, assim o espaco de Hilbert real /C ndo é facilmente
determinado, ao passo que a regido O € essencial para a caracterizacdo da notagdo. Em tese
pode-se dizer N (O) = R (Kp) se o espago de Hilbert associado 4 regido O for descoberta
como sendo K nos moldes da se¢do anterior.

Assim temos a dlgebra local da cunha direita: N (W), a dlgebra local do cone dianteiro
N (V) e a dlgebra local do cone duplo: IN (X))

Os lemas anteriores sdo os responsaveis por unir os operadores definidos sobre a funcio

de inversdo radial e as dlgebras locais na foma do teorema a seguir:

Teorema: U, estende para um operador unitario em Hy(LONGO, 1982).

|

Como discutido anteriormente, basta combinar os Lemas 1 e 2

O

Corolario: N (X), N (V*) e N (W) sdo isomérficos com 7' (—1/2) U, T (—1) imple-
mentando o isomorfismo de N (X) para N (V") onde T (¢) é o uniparamétrico grupo unitério

das translagdes temporais.

Em termos de fisica, interpreta-se este grupo uni-modular como uma translagao finita em

determinada simetria. Na decomposi¢do espectral representamos:

A" = et (4.56)

Porém para a dindmica da mecénica quantica o que € realmente relevante € a translacdo
infinitesimal, o Hamiltoniano. Assim definimos o que se chama de Hamiltoniano modular como
o gerador infinitesimal dessas simetrias, e acaba sendo representado como log A.

O objetivo é descrever a dlgebra N (X), isso é, determinar seu operador modular que
denotaremos como A" em referéncia a regidio X. As outras duas regides sdo extremamente
importantes nesse trabalho pois seus operadores modulares ja sdo conhecidos na literatura
cientifica.

No caso de Aa}t é possivel conferir os resultados dos estudos de Bisognano e Wich-
mann (BISOGNANO, 1976). Para esse trabalho o que usaremos ¢ a referéncia de Buchholz
(BUCHHOLZ, 1978) onde ele conclui que:



Capitulo 4. SUBESPACO PADRAO 57

Ayt =D (2rt) . (4.57)

Onde D € conhecido como o grupo de dilatacdo global atuando da seguinte forma:

D(t)o[fIQ2=0o[fi] 2
fela] = e f [e 'a] . (4.58)

Para operadores de campo ¢ [f]. A seguinte transformagdo nos sera util doravante

C(+ntet(-2)
D= merasa)

O mapeamento a cima trata-se do grupo uniparamétrico de transformagdes conformes

(4.59)

conjugado a e’ por 7 (1) p7 (1/2), onde a translagio temporal em R* é designada por 7 (t).

Chamando u = zo + |Z|, v = x¢ — |Z| definimos também:

3

Y (u,0,t) =2°[(1+u)+e " (1 - u)]f3 [(1—v)+e' (1+v)] . (4.60)

Por fim note o seguinte operador, onde estamos considerando ¢ como uma solucdo da

equacao de Klein-Gordon:

V()@ (u,v) =7 (u,v,t) @[ (u,t),( (v,t)]. 4.61)

O nosso interesse nessas formulas € o fato de que na situagdo em que ¢t = im, chegamos

em um resultado familiar:

= |2|75. (4.62)

G (u, i) =%  (v,im) = —

¢ (u,im) = #% ¢ (v,im) = #@

i =G si coin =i

¢ (u,ir) = |;|2%— 7)) (i) = |;|2(m0 +W

¢ (u,im) = 1 ¢ (v,im) = 1 (4.63)
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Ou seja temos:

V (im) © (u,v) = &, [u,v]. (4.64)

A bola unitiria em R*: B € a base do cone duplo e por isso os operadores podem ser
identificados(LONGO, 2021). Nessa perspectiva é que abordamos o proximo teorema. Antes de

dar prosseguimento faremos uma dltima definicdo para descarregar nossa notagao:

KO ==V (t) |t:0~ (465)

Teorema: O Hamiltoniano modular sem massa é dado por(LONGO, 1982):

log Ap = —27 Ay. (4.66)

Onde Ao = —iDKo.
]

Primeiramente determina-se o operador modular e depois teremos o seu gerador infini-
tesimal. Para isso usa-se a invaridncia do vdcuo pelo operador 7' (—1/2) U,T (—1) de modo

que:

AY =T )U,T(1/2) ALT (-1/2) U, T (—1). (4.67)

Como: A;it = D (2wt) basta utilizar os artificios discutidos nos dltimos pardgrafos para
concluir que:

Vi)y=T1)U,T(1/2)D(t)T (-1/2)U,T (-1). (4.68)

Por isso temos o operador modular de fun¢des com suporte em B e assim para achar seu

gerador basta determinar sua derivada:

log AB = 2i07TKO = —27TAO. (469)
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Retomando as defini¢des da ultima sec¢do aqui, temos a oportunidade de entender como
elas se apresentam no caso concreto. H% = D (u2) C L? (R*) mais especificamente como o

espaco dos f € L? (R?) que satisfazem:

1A = [ (5 ) 1F ) P < oc. (4.70)

Nesta seccdo m é sempre 0 e notavelmente vamos nos ater ao caso « = +1/2. Também
conhecemos o espago de fungdes f € H com suporte em certa regido suppf C O que € tratado
como H¢ (O). Por fim o subespago padrio é K (O) = ,u*%H,;% - z',u%H,%

Ocorre que o espaco de solucdes de KG € identificado com Sg4 ao passo que tudo o que
foi construido até entio estd sobre R3. Por isso se identifica o conjunto dessas solu¢des com o
espaco de suas condigdes de contorno (®|,,—g, JP|.y=0) € S? (R?).

Assim definimos o espaco de Hilbert de uma particula (one particle hilbert space em
traduc@o livre) H,, como sendo a complexificagdo de K (O), onde i,, serd a estrutura complexa
em questdo. Para facilitar a manipulag@o iremos tratar (®|,,—o, o P|.,=0) = (f, g) e assim uma
solugdo ¢ pode ser identificada com suas condi¢des de Cauchy (f, ¢), e um operador atuando
nele com uma matriz 2 x 2 de operadores atuando em .

Sobre essa representacdo do operador modular no conjunto de condicdes de Cauchy é

que se refere o seguinte teorema:

Teorema: A representacdo do operador K no espago de Hilbert de uma particula sera:

0 1 (1—-1?)
Ky = 2 ) 471
0 (%(1—7"2)V2—r8,,—1 0 > “.71)

(LONGO, 2021)

[ ]

O desenvolvimento aqui € claro, atuar o operador K, como descrito no teorema anterior,
em uma solu¢do ¢ ~ (f, g) e identificar a evolugdo de f — f' e g — ¢’ quando K,® ~ (f',¢).

Uma aplicacao da regrada cadeia e calculos diretos levam a:

d 1 1 1
pr [V (t)®] (u,v)]i=0 = —5 (u+v)+ 3 (Ou + 0y) — 5 (u*0, + UQ&,) O (u,v). (4.72)
Sabemos que recordando que: 0, = % (0o + 0,) 0y = %(60 — 0,), onde adotamos

r = |Z| para simplificar, entdo o operador aplicado em coordenadas cartesianas assume a forma:

[Ko®] (z) = % [1— (25 + )] 0@ — 20 (rd, + 1) P. (4.73)
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Agora basta tomar-lhe os valores iniciais no tempo e sua derivada, isso é:

1
[Ko®] (0,7) = 5 (1 —1?) 9®|oo0- (4.74)
Note que isso ¢ um mapeamento de g = Jy®|,,=0 em f' = [K¢®P], _,, 0 mesmo vale
para a derivada, que vamos abreviar os cdlculos:
1
Do [Ko®] (0, 7) = 3 (1= 7%) 05 P|sgo — (10 + 1) D40 (4.75)

O termo com a dupla derivada no tempo pode ser suprimido pela equacdo de Klein-

Gordon como segue:

do [Ko®] (0, %) = % (1—7%) V=710, — 1| |40 (4.76)

Novamente nota-se um mapeamento, dessa vez de f = ®|,,— em g’ = 0y [Ko®], _,.

Isso € o suficiente para provar o teorema.
O

Um comentdrio feito anteriormente encontra aqui uma boa oportunidade para ser re-
memorado. Esse desenvolvimento ndo se valeu dos métodos desenvolvidos na se¢do anterior,
apenas se restringiu em representar um resultado em outro espaco.

Isso é importante mencionar pois hd uma diferenca entre o caso m = 0 e m # 0 que
impede de estender esse resultado. Algumas particularidades do caso massivo serdo tratadas na

proxima secao.

4.3 Cone duplo massivo

Um resultado pouco enfatizado aqui dos trabalhos de Figliolini e Guido d4 conta que
o operador 9 € continuo com respeito a massa, mesmo para m=0. Alguns detalhes devem ser
esclarecidos a respeito dessa tal continuidade e como ela deve ser compreendida. Referindo-
se os tipos de topologias tratados anteriormente, continuidade é justamente a propriedade do
mapeamento que preserva a topologia dentro de sua imagem inversa.

Dito isso, a continuidade a que se referem os autores é tomada como continuidade forte,

aquela que preserva a topologia forte. Para atestar essa conclusdo segue o teorema:

Teorema: O operador ¢ é fortemente continuo.(FIGLIOLINI, 1989)
[ |
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1 1
Primeiramente prova-se que, como um operador de H;2 (O) em H2 (R?), o limite existe

lim /‘;—A — 1 e para isso segue a desigualdade:

A—m
H< )f\|2 = (1t — i) Flle
Mm
< (Vi - Va) 713, @77)

1 1

Onde f € Hj (O) e altima norma é tomada com respeito ao espaco H? (O). Agora
conscientizemo-nos que o operador B~! é continuo em L? (R?) pois aplicando o que acabou de
se verificar em 4.40:

0 ()
5= (—z’Q+M1Q- e Q+>' @

Isso nos assegura que o mapeamento de um real positivo m em B! € fortemente continuo.

Pode-se escrever tal operador de outra forma, basta notar:

o —1 Bm+1 . BmHH*1
o+ 1 1 B,, — 1

( =) ()

= B! 4.79)

Acresce a isso o fato que, por célculos diretos, temos a mesma igualdade: 1 — 2R(—1).
Entenda R(—1) o resolvente de § em —1, mas acontece que devido a continuidade ja explicada
R(—1) e § devem ser também continuos (KATO, 1984).

g

Aqui, como € importante enfatizar a diferenca do caso sem massa e do caso massivo,
vamos indexar os operadores como: 9,,, B,, etc. O teorema logo acima € uma motivag¢do para
pressupor um ansatz do caso massivo como: 8, = dg + m?¢’ de modo que J%Lno m?2d" — 0. Em
certo nivel, foi o caminho seguido por Longo e Morsella em (LONGO, 2021) para descreverem
o caso massivo do duplo cone.

Contudo o operador descrito por eles falhou em ser auto-adjunto em relagdo ao pro-
duto escalar do espago proposto. Isso foi observado por Bostelamann, Cadamuro e Minz em
(BOSTELMANN, 2023) onde algumas estimativas foram tecidas a respeito do presente desafio.

No supracitado artigo, uma analise numérica € realizada sobre a qual devemos entrar em
mais detalhes. Devido a resultados obtidos em (LONGO, 2020) podemos definir o dito projetor

de corte atuando em #,, € com imagem em K,,, como:
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Ly = (1 +jm5%> (1—6,)". (4.80)
Isso nos leva a constatagdo que dentro do dominio relevante podemos definir um operador
X, tal que:

140
X = Ly — i Lty — 1 = + : (4.81)

1—0pm,

Mas isso no ambito do célculo espectral quer dizer:

In é,, = —2arcotgh (X,,) . (4.82)

Adotando um posicionamento semelhante ao caso do duplo cone sem massa, quando
descreveu-se o operador em termos da sua atuacdo nas condi¢des de Cauchy, deseja-se projetar
esse resultado para o mesmo espaco. Para atingir tal fim, decompde-se a projecdo de corte
como: L,, = P% ¢ P 1 € usa-se 0 mapeamento linear e unitario: U = ,un%1 D ,u;@% de ‘H em

L? (R3?) @ L? (R3) no dominio, além de adotar a estrutura complexa:

0 -1
i = ( Him ) . (4.83)

e o produto escalar:

(€)= (& (m ® 1)) O 1t +(E, (_01 é) Qe (4.84)

Assim sendo a expressao 4.82 pode ser reescrita mais convenientemente para nossos

interesses sob a forma:

1 1
0 m2arcotgh (X,,) fm?
o =2 | 4 | parcotgh (Xon) i) (4.85)
—pharcotgh (X)) i 0
Onde foi definido um novo operador dado como:
Xy 1= M%P%ﬂ_% + MPP_%;L% -1 (4.86)

Uma importante questdo levantada por Longo em sua investigacdo malfadada foi a
respeito da componente superior na diagonal secundaria. Na ocasido havia bons argumentos para

crer que ela ndo dependia da massa para o duplo cone e assim a exigéncia de ser auto-adjunto
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fixaria a componente remanescente. Segundo os dados de (BOSTELMANN, 2023) isso seria
uma hipétese descartada na andlise numérica. Alids suas investigacdes recairam especificamente
sobre essa componente, o argumento de que a Unica diferencga entre as duas é o operador fi,,.

Para extrair valores numéricos dessa situacao foi preciso discretizar o espago, de modo
que a regido fosse subdividida em n caixas de uma certa espessura. Poupemos muitos detalhes
pois a discussdo serd comedida, mas a ideia € realizar essas subdivisdes por meio de bases
ortonormais localizadas de modo que a atuacdo de P, fosse trivial dentro das caixas.

Nao basta aqui empregar a localizacao e comparar os resultados. Pontuemos que a
convergéncia estd sendo empregada no sentido de topologias fracas, portanto € preciso calcular o
produto deste operador com fungdes teste. Gaussianas foram empregadas para esse fim.

Para efeito de elucidacio do descrito, imagine que e; sdo n bases ortonormais referentes a
cada discretizagdo e g(x) uma Gaussiana localizada em z. Esquematicamente o que foi calculado

por Bostelmann, Cadamuro e Minz foi:

(g(1), Z le: ) (ei| ndm |e; ) (e;] | glx)), (4.87)

Entenda aqui por Ind,,, como a supracitada componente. O que os dados obtidos mostra-
ram foram restritos ao caso do cone duplo com massa (mesmo porque o cone sem massa tem
forma analitica).

Como um operador denso no espago de L? (R?), termos na diagonal principal devem ser
entendidos como contribui¢des multiplicativas, ao passo que a diagonal secundéria corresponde
a contribui¢des diferenciais. Com isso em mente, pode-se destacar algo que é digno de nota:

tudo indica que estamos falando de um operador puramente diagonal.
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Ap6s tudo o que foi explicado nas oportunidades anteriores, o leitor j estd bem informado
sobre a drea de interesse deste trabalho. O presente capitulo se destina a apresentar os resultados

originais obtidos durante a atuacdo no instituto.

Para entender a intencionalidade deste trabalho, hd de se notar que poucas sdo as abor-
dagens algébricas ao problema em questdo. Como desenvolvido ao longo da dissertacdo, a
literatura é bem vasta em termos analiticos, porém esta outra faceta da situacdo parece ndo gozar
da mesma abundancia. Portanto almeja-se enriquecer os métodos disponiveis apresentando um

ferramental, pelo conhecimento do autor, inédito na area.

A classe de fun¢Oes transcendentais conhecidas como fungdes de Meijer ou fungdes G-
Meijer aparentemente sdo pouco conhecidas mesmo entre a comunidade de matematicos(BEALS,
2013). Usando convolugdes e transformadas de Mellin as fun¢des de Meijer se tornam poderosas
aliadas na solucdo de integrais e, no caso deste trabalho, a determinag@o de nucleos integrais
de operadores. Para saber os detalhes necessdrios sobre os supracitados elementos confira o

apéndice C.

Esses instrumentos foram cruciais para poder identificar propriedades do operador i,
que foram divididas entre os casos de dimensdo 1 + 1 e 3 + 1. Ao fim, alguns comentarios
podem ser tecidos e, auxiliado com programac¢do numérica em Python, levantar hipdteses sobre

os operadores importantes mencionados ao longo deste trabalho.

5.1 O operador u,, em dimensao 1+1

Servindo ndo s6 como titulo de exemplo, mas também para compreender suas proprieda-

des, pode-se identificar o niicleo integral do operador ! ao recordar-se da defini¢o:

2 J_
5 m(/ Y () 5dp> f(a')da’
[l

= (tm © f) (2). (5.1)
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Aqui, uma certa licenga € aplicada no momento em que se identifica o operador y.' como
0 mesmo signo para o seu nicleo integral p 1. Para evitar carregar o termo normalizador da
transformada podemos omiti-lo, considerando-o como parte da definicao da convolugao. Assim

€ possivel calcular o nicleo integral desse operador como:

ol :/ eire (p? +m2)*% dp

=2 /00 cos(pz) (p* + mQ)fé dp. (5.2)
0

Aplica-se entdo os métodos discutidos no apéndice C onde cada uma dessa funcoes a

serem integradas sdo identificadas com uma funcio de Meijer.

00 2,.2 -1 2 1
1 1,0 |[PPX7|—— m | P71 =3
=2 Gy | —— Gy | — d
Hoy /0 <\/_ 0,2 4 07%]) <F (%) 1,1 m?2 0 ]) p
_ 2 [T o [P =] | P (PR 4 L
m Jo 0211 4 0,% LI m2lo 4 x22p
2 (< ol =] a4 |3
= — ' Gy 2l d
mx/o' 0,2 p‘—%70 1,1 $2m2p 0 p
-1 7
_ lGIQ m2x2 %7 %70
mx ! 4 0
2 o1 m2z?] 1
BT P
L 2029
2 o0 m2a? | ——
= Gy Tl (5.3)
L 272

Nao surpreendentemente esse resultado pode ser posto em termo da fungdo modificada
de Bessel de segunda espécie K, (x) (PINZUL, a ser publicado).

= 2K (mx). (5.4)

Apesar desse ser um resultado interessante, recorda-se que ao longo da dissertacdo o
1 1
operador g ! ndo é aquele que define 0 espago H,,,2, mas sim pi,,,°. Para obter 0 mesmo para

esse caso, os cdlculos seguem muito similares.

1

pm? = 2/ cos(pz) (p* +m?) *dp
0

00 -1 213
_ —GL0 pr|\—— m 2 ah! P d
/0 (\/_ 0.2 _4 07% F(zll) L1 |2 0 p
2m7; ™ 20 m2 2 _—]
2l (3) 4 151
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Ainda € possivel representar esse resultado em termos de funcdes mais conhecidas dos

métodos matematicos mais tradicionais. Novamente, em termos das fungdes K, (z):

(max)™ 1 Ky (mx) . (5.6)

Os métodos aqui empregados também podem ser usados para determinar um suposto

operador derivado, isso €, se existe algum operador y/(m) tal que:

p(m) = p(me) + my'(me) + O (m?). (5.7)
Continuaremos a utilizar a notag¢do de subindices por conveniéncia, mas o interesse dessa

busca € pela derivada do operador:

Hm
Ho

(5.8)

Isso porque no trabalho de Figliolini e Guido esse operador foi descoberto como sendo
continuo, deseja-se provar que ele seria derivavel agora. Os motivos por qué isso € tdo relevante

ficarao mais claros adiante. Conseguir-se-4 o que deseja se o nucleo integral de

Bm _ (5.9)

Ho
for bem definido, no caso estamos tratando m, = 0. Note que a conclusao da diferen-
1
s ~ . - <~ uZ
ciabilidade do operador ndo estaria prejudicada se for adotada a funcio “—%” no seu lugar. A

Ho
decisdo ndo s6 simplifica os calculos, como também se alinha com o artigo de Figliolini e Guido.

Aplicam-se novamente as mesmas técnicas desenvolvidas até agora:



Capitulo 5. RESULTADOS ORIGINAIS 67

— K@ - 1) of] (z). (5.10)
16

1

Lembrando que decidiu-se nomear (“—T — 1> como o nucleo integral igualmente como o
2
Ho
. . . ~ 1 .~ ~
operador formado por esse nticleo assim como a incorporagd@o de - na defini¢do da convolugdo.

Agora seguem os cdlculos dele como ja feito para os outros:

1 1
2 oo 2 2\ 71
M_T . :/ etpT (p +2m ) B 1] dp
2 —oo p
= / ( 5 > — 1| cos(px)dp

0
_1 /00 <Z i 1>4 - 1] 2 cos(mzy/z)dz. (5.11)
m Jo

z
Recorre-se aos métodos anteriores(PINZUL, a ser publicado):

1 — -
2 o) 1 1 1 1 1 1 2.2
pm 1 L eil,mita-mmatatal) (oo maz
1 m 1"<_l) 2,2 _l_ 11411 0.2 4

I 0 4 4 22T 2
0 _
0o 11 2,2
_ ﬁ G21 - 279 Gl,O m-xrTz dz
ml (= 1) S - T e VR [
1) 70 40" 2 12
’ITLZZL'2

(5.12)
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5.2 O operador j,, em dimensao 3+1

A ideia dessa secg¢do € reproduzir os resultados andlogos aqueles encontrados no caso
1+ 1 dimensional. Novamente o niicleo integral de 1! pode ser determinado usando as mesmas
técnicas, mas um pequeno adendo sobre notacdo. Aqui as varidveis em R? serdo denotados como
0s vetores p e & e as componentes radiais em coordenadas esféricas serdo respectivamente p e x.

Assim sendo:

ot = / €7 (p? +m2)7% &p
= / Pz eos(f) (p* + mZ)_% p*dpd (cos 0) d¢
R3

00 iprul 1
_ Qﬂ/ (p? +m2)7%p2 [ep } i
0

ipr |, _,
4 [ 1

- (p* +m?) 2 psin(px)dp. (5.13)
0

Novamente recorre-se as funcdes de Meijer para poder efetuar a integracdo como no
apéndice C. Antes de prosseguir, deve-se lembrar de que o simbolo /! estd representando, ao

mesmo tempo, o operador e seu nicleo integral, como se convencionou na sec¢ao passada.

A [ [ m'! p? __

-1 1,1

- — Gy | — d
Mo, T /0 (F (%) 1,1 [mg 70]> p

N |+

_ _4_7T Gl p_2 Ll 1o p*a?|—— D
T 0 1,1 _mz % 0,2 4 %70
_ Am [P 4 L o | P (P2 4 1
z Jo M 4 ) x*m?|1 021 4 1,0 4 ) x?2p
Ar a4 1] r [ . ] ;
=" 11 [P35 5| 02 |P 1] ap
x 0 r=m 5 0,—5
_ e
)

N | =

_ AT, . (5.14)
X

Agora, para reconhecer essa como uma funcdo de Bessel modificada novamente basta

ajustar os indices:
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4 ?m?|——
1_ 2 2,0
o = — WWGO,Q 4 1,0]
2,2
2_~20 (LT T
= —m*nGy
HEC
_ m27r4K1 (max)
max
4
= "I, (ma). (5.15)
x

_1
Passamos para a determinacao do nucleo integral de ji,,”>.

_1 4 > _1
fm® = —% / p (p° +m*) " sin(px)dp
0

Ar [ [(ml-3 TR pPa?|——

— Lot A 4 T2 a0 d
T /0 (F(i) 1,1 m2 % ﬁ 0,2 4 %,0 p
Amime 90 | 22m? ——]

ORI IR

Ainda podemos identificar uma fun¢do modificada de Bessel para tornar o resultado mais
familiar:

—— K5 (mx). (5.17)

Agora deseja-se provar novamente a existéncia de um operador derivada como na sec¢ao

passada. Para isso, pequenas mudangas devem ser implementadas na determinacdo de seu nticleo
integral.
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Ou seja:

3 2 .2\ i
m + 4 )
M_; 1= TPy ePrPp
1e RS P’
1
[e%¢) m2+ 2\ 21 eipzu -1
0 p pr |4

T Jo
2rm? [
T 0
2rm? [
= — z
z 0

O motivo pelo qual se opta pela ultima equacdo da lista de igualdades fica claro na hora

i
e ) —1] psin(pz)dp

z

(1 i Z)i - 1] sin(mav/z)dz

N|=

z

(1 i Z) o 1] 2a sin(mxy/z)dz. (5.19)

de apresentar as Funcdes de Meijer. Nao ha necessidade de introduzir nada além do que ja foi

utilizado anteriormente(PINZUL, a ser publicado):

x F<_l) 2,2 11 1.1 1 021 4 19
0 4 4 20 4 " 4 2 27
2 2m2 o0 _l’_i_l_ m2z? |——
— - / 222Gy | 2 2 Goly zl, |dz
2l (=3) Jo —1 "3 4 13,0
2mem? [ 0,1 | 10|m?z? |——
= F(—l)/ Gao |2 0 Gola 1 21 0 dz
x 4 0 e 9
B 213 m? 22 m?z*| 1,0
xl (_i) o 4 07 %7 Oa —1
27T%m2 2.1 _m2x2 1
= Gy e 5.20
EEyIE] 520)

5.3 Analise numérica

Falou-se muito sobre os operadores p e suas possiveis derivadas nas sec¢des anteriores,
porém algumas caracteristicas sobre os operadores ¢,,, podem ser inferidas. Decidiu-se por tragar
alguns graficos da diferenga entre os elementos de matriz: In é,, — In dy e o quadrado da massa.
A intencdo € vislumbrar como a derivada do operador, na forma de uma linha tangente a curva
(mais especificamente o indice de sua inclina¢do), diverge com m indo para zero.

Mais algumas palavras serdo necessarias aqui para entender como se fez para extrair os
dados numéricos do operador apresentado. A ideia principal € devida aos desenvolvimentos de

Bostelmann-Cadamuro-Minz e permita-se uma breve recapitulacdo do seu método.
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Discretiza-se o espago em termos de bases ortonormais como fungdes-caixas e; onde se
calculam os elementos de matriz. Para garantir a convergéncia fraca integramos sobre Gaussianas

g(x) e entdo pode-se comparar os resultados.

Esses dados sdo formalmente solucdes de uma equacdo diferencial parcial na forma
de funcdes modificadas de Bessel, isto €, na componente radial e decomposta em termos de

harmonicos esféricos. O que de fato estd sendo calculado é:

(9(x1), Z lei) (€| (Indn —Indo) [e;) (€5 | glx2)). (5.21)

Esses gréficos serdo avaliados na diagonal: x; = x5 = 0. Para o cdlculo explicito dessas
quantidades em todos os seus detalhes, devemos consultar o artigo original (BOSTELMANN,
2023). Entre as poucas mudancas que foram feitas no cédigo original (em Python), vale
mencionar o acréscimos no nimero de parametros de massa que foram incluidos com o intuito

de deixar a curva mais suave(PINZUL, a ser publicado).

=== r=0.05 -

i

o

o
i
o
N

-
L
s

1!
I}
n
\

"
w
"

o)
1\
W

\

-
Element < M_ >,, — < M_ >,.4¢

Element < M_ >,, — < M_ >,.4¢

n
—
=,

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
Mass m? Mass m?

(a) 1=0 (b) I=1

Figura 1 — ndo diferenciabilidade para m? indo a zero

Os subtitulos [ = 0 e [ = 1 sdo referentes a expansd@o harmonica em seus primeiro
e segundo termos. (M_),, e (M_). sdo os componentes da matriz discretizada referidas na

equagdo 5.21 onde a primeira € uma aproximacao e a segunda para m = 0 (que € analitica).

O nosso objetivo em tracar esses graficos foi proficuo na medida em que a reta tangente
a curva, quando conduzida para valores de m — 0 se aproxima da linha vertical. Essa é uma
indicacdo que derivadas ndo convergem neste limite. O que este trabalho levanta € a possibilidade

desse operador nao ter derivada bem definida em m = 0.



Capitulo 5. RESULTADOS ORIGINAIS 72

Essa desconfianca tem raizes na forma de d,,, ja que se adotar h,, := gm—ﬁ, entdo pode-se
m

argumentar que:

=B (5.22)
Seguindo 0s mesmos passos:
| 2 (0pt+1)—2
o.+1  §,+1
Om — 1
= , 5.23
5 1 (5.23)

O ponto que se deseja levantar € o fato de que se h,, ndo for derivavel, tdo pouco J,, serd.
Agora apresenta-se os motivos para suspeitar da ndo diferenciabilidade de h,,.

Recorda-se de )+ como a projegao sobre Hy? (O) em Hy? (R3). Sabe-se que (FIGLI-
OLINI, 1989):

0 Q) — Lo,

Sobre essa 6tica, julguemos entio o operador h,,, — hg

_ ( 0 Q- (M) Q4 (m) - Q(O)M0Q+(0)>> |
=i (Q+(m)i'Q-(m) = Q4 (05" Q-(0) 0

Uma breve discusséo sobre os operadores ()1 (m) se faz necessdria, pois como os espagos
1
Hnif (O) sdo equivalentes para qualquer valor de massa (inclusive zero)(FIGLIOLINI, 1989)
1
essas projecdes devem projetar para os mesmos subespacos em Hrj,cﬁ (R3). Porém, em geral,
1 1

Hy? (R3) H(;: 2 (R3) para valores ndo nulos de m

Esse descompasso gera um cendrio curioso em que ()1 (m) = cte. para qualquer outro
valor de m que ndo seja zero. A diferenciabilidade desse operador para qualquer outro valor de
m # 0 se torna 6bvia, mas o detalhe é que essa fonte de descontinuidade s6 poderia ser corrigido
pelo comportamento de 1,,,, como pode se ver, ele restou como o tnico elemento que depende
de m. Porém ele ja se mostrou nao tendo o formato necessario, portanto nao hd nada mais capaz

de suavizar a descontinuidade na passagem de m — 0.
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Um fato, pouco provavel mas que merece ser citado, € a possibilidade da descontinuidade
ser negligenciavel, isso €, esse operador ainda ser definido em um subespaco denso. O motivo
que leva essa possibilidade a ser pouco provavel € que para o regime de energias infravermelhas,
o conjunto de func¢des convergentes para m = 0 tem que ser menor do que para qualquer m

finito na escala de pelo menos uma poténcia.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Com o objetivo de enriquecer os métodos praticos de obtencdo de resultados na area da

mecanica quantica de campos axiomatica € que esse trabalho foi proposto.

Tendo em mente a abordagem introduzida pela teoria de Tomita-Takesaki explanada no
capitulo [2] e sua relacdo com a mecanica quantica de campos axiomadtica descrita no capitulo
[3], esse método consiste em facilitar certas integragdes. Os resultados do capitulo [4] ajudam a
entender como essas integrais surgem e porque sao tao importantes dentro do ambiente conhecido

como subespaco padrao de Hilbert.

O capitulo [5] € o responsavel por apresentar as transformadas de Mellin e a principal
ferramenta da dissertacdo, a funcdo G de Meijer. A utilizacdo do homomorfismo grupal da
transformada com as propriedades da fun¢do G proporcionaram resultados na integracao de
termos associados ao operador f,,,. Os dados obtidos serdo apresentados aqui, seguidos de um

progndstico.

6.1 Conclusoes

Sem dividas, os maiores louros desse trabalho foram os métodos algébricos encontrados
para enriquecer o campo da Mecanica Quantica Axiomadtica, mais especificamente, na abordagem
dos operadores de Tomita e Subespacos Padroes. A determinagdo da representacdo em termos

das funcdes de Meijer dos operadores 1 sdo uma espécie de demonstragcdo de sua praticidade.

Em linhas gerais, trata-se da representacdo dos nucleos integrais de um operador como
funcdes de Meijer. A integracio nessas condi¢des se torna simples na medida em que ndo € nada
mais do que uma convolucdo de duas transformadas de Mellin, pela prépria defini¢do da funcdo
de Meijer. Em um primeiro momento, dividiu-se os resultados em 1+1, e 3+1 dimensdes, isto &,

uma ou trés dimensdes espaciais € uma dimensdo temporal.

Sobre os resultados para 1+1 dimensdes, foram calculados os niucleos integrais dos
1

operadores ji.!, 11,,° € conclui-se que(PINZUL, a ser publicado):

2 m2x?|——
-1 _ 2,0 _
o = %GO,Z et 2Ky (mx)
272
_12ymm o | mPa?|—— 5 /mm 1
fim? = . = 21 (mx)”1 K1 (mzx) . (6.1)
2T (5) [ ol r'(s) '
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K, (x) trata-se da fun¢do modificada de Bessel de segunda espécie. Importante mencio-
~1
nar que os simbolos ! € 1m? no célculo acima, ndo estdo representando os operadores, um

pequeno abuso de notacao foi utilizado para simplificar a representacao deses nticleos integrais.

Sabendo que o operador é continuo em m = 0 pelo artigo de Figliolini e Guido (FIGLI-
OLINI, 1989) a fracdo ’;—’g = 1em m = 0. Assim sendo, um operador derivada em m = 0 dessa

fragdo seria proporcional a massa do seguinte célculo:

My VT e |mi) g 6.2)
3 Coml(=3) 4 Lo, LT '
ILLO 4 27 Y 2

Esse resultado € importante pois indica a existéncia do operador derivada em m = 0, as

repercussoes disso serdo consideradas mais adiante.

Indo para o caso 143 dimensional, os mesmos célculos podem ser realizados chegando a

conclusdo que:

47 x’m?|—— dmm
-1 _  F~20 —
Hpy = L2 0.2 4 |10 . Ky (mx)
3 1 3
-1 4dr2ms o, | 2*m? '—— 7 T2
e =——Gh | —— = 2m)* — Ks (mx). (6.3)
/’L .T2F (}l) 0,2 4 1)% ( ) Qj%]_—‘ (Z—ll) 1 ( )

L 3

2 2m2m? m2x? 1
M_; —1= 1 G?il’r 14 64)
uZ ol (—1) 4 10,4,-1

Em um segundo momento, alguns comentarios e suspeicdes foram feitos a respeito da
derivada do operador ¢,,. Relembra que trata-se de um operador continuo e por isso a pergunta
quanto a sua diferenciabilidade parece natural. Uma breve noc¢ao pode ser dada a partir dos

grificos gerados por Python advindos da figura 2.
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Figura 2 — ndo diferenciabilidade para m? indo a zero

Os subtitulos [ = 0 e [ = 1 sdo referentes a expansao harmonica em seus primeiro e
segundo termos. (M_),, e (M_).s sdo os componentes da matriz discretizada presente em
(BOSTELMANN, 2023).

A andlise da reta tangente a curva leva a crer que em m = 0 ela seria vertical, o que
significaria uma derivada inexistente. Outra forma de encarar isso é como a diferenciabilidade
1

2 .. . . . ., .

do operador £ torna muito improvavel que 4, seja, pelos motivos ja explanados anteriormente.
2
Ho

6.2 Perspectivas futuras

O conhecimento e a divulgacdo maior sobre as fun¢des de Meijer podem figurar como
uma importante pega sobre o quebra-cabecas a respeito da dificuldade em traduzir os resultados
de Figliolini e Guido para o campo pratico. De certa forma, o tnico elemento que falta para

tornar esse trabalho completamente aplicdvel estd na projecdo (),,,,especificamente na projecao

Qo-

_1
Por mais que os resultados a respeito de y' € 11,,,° sejam interessantes, o niicleo integral
1

de i, € 2, ndo pode ser determinado unicamente pelo desconhecimento de uma representa¢io
o

em fungdes de Meijer para (p? + m?)2 com « > 0. Sobre isso, mais investigagdes merecem ser

dedicadas.

Outro ponto desagraddvel nas conclusdes do projeto € a incognita a respeito de uma
1

~ 2 ~ o~ , .
representacdo de £2 — 1 em termos de funcgdes de Bessel. A suspei¢do é natural, pois os outros
2
Ho
termos puderam ser assim descrito, mas também devido ao seguinte resultado:
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* dp 1 /oo 1,0 PzIQ - 1,1 p2 3
Jo — = GyS |7 G| =12 d
/(; ( p) p2+m2 mr(%) 0 0,2 4 %7_% 1,1 m2 0 p
1 9.1 x2m? 1
= Gis o (6.5)
2T (%) 4 07 99 o

Isso € o desenvolvimento de uma identidade sobre as fun¢des de Bessel ja bem conhe-
cida(GRADSHTEYN, 2007), podendo entdo fazer a seguinte associagao:

% =1 (lmx> K <1m:17) (6.6)
07 %7 _% - 2 2 2 .

a diferenca nos indices € bem sutil com respeito aos casos 1+1 e 1+3 dimensional:

x>m?
4

1

0 14 . 6.7)

)20

m2a?

4

o

2,1
0 11 G1,3
720 2

Apo6s a determinacao da forma explicita do operador de Tomita sem massa para o caso
localizado em um duplo cone, hd também a informacao de que ele seria continuo com respeito a
esse parametro. Mas a possivel falta de diferenciabilidade pode restringir ainda mais a busca

desse operador.

Talvez haveria a tenta¢do de se questionar a respeito da forma do operador de massa

infinitesimal e acabar por se deparar com a proposta:

Ay = Ng+mPA + - (6.8)

A investigacdo do comportamento da derivada de 9,, indica que essa aproximacao estaria
sob forte divida, uma vez que se a derivada em m = 0 realmente ndo existir, esse tipo de
argumento estd descartado. Para efeitos préticos, se as suspeicdes levantadas aqui estiverem

corretas uma aproximacao perturbativa em m = 0 ndo estaria formalmente definida.
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APENDICE A - Subespacos padroes de Hilbert e teoria de

Tomita-Takesaki

O presente apéndice se destina a estabelecer as relagdes entre essas duas abordagens de
forma mais clara. Além disso, hd também rasdes mais contundentes para se enveredar por essas
préticas no tratamento da Teoria Quantica de Campos.

O fato € que a Teoria Quantica de campos se fundamenta ndo sobre vetores em um
determinado espacgo de Hilbert, mas sobre seus raios. Isso quer dizer que a tnica coisa relevante
no tratamento quantico € a dire¢do e sentido desses vetores, e € assim que se definem os estados
quanticos: como classes de equivaléncia sobre todos os vetores que se diferenciam por um
escalar.

Estados como os descritos anteriormente sdo elementos dentro de um espaco denominado
de Espago projetivo de Hilbert e se H é o espaco de Hilbert original, denota-se P (#) esse espago.
Entdo se dois vetores v, w € ‘H dizemos que [v], [w] € P (H) para representar suas classes de

equivaléncia e assim pode-se definir a transi¢ao de probabilidade entre dois estados como:

[{v, w)?

7 ([v], [w]) ==~ (A.1)
|v]*[w]?

A transi¢do de probabilidades entre dois estados € uma quantidade muito ligada aos

interesses da fisica, mas ela pode ser usada para fornecer uma métrica ao espago projetivo na

forma da métrica de estudo de Fubin

d ([v], [w]) = arccos v/7 ([v], [w]). (A.2)

Essa, na verdade, ¢ uma métrica riemaniana e isso dd ao espaco projetivo o que é
necessdrio para se tornar uma variedade de Riemann-Hilbert. Isso quer dizer que a Teoria
Quantica deve satisfazer simetrias visando preservar essa estrutura. O teorema de Wigner
responde a pergunta sobre quais sdo os automorfismos de (P (H),d) e conclui que sdo as
bijecdes induzidas no espaco projetivo por operadores antiunitarios em H(NEEB, 2017). Esse

resultado pode ser representado como:

Aut (P (H) ,d) ~ AU (H) /T. (A.3)

Leia Aut (P (H) , d) como o grupo de automorfismos, AU (H) é o grupo de operadores
antiunitarios e T o grupo circular, identificando os vetores em H com suas respectivas classes
de equivaléncia. PAU (H) = AU (H) /T é o grupo das projecdes anti-unitdrias, entdo um

homomorfismo com esse grupo encerra as possibilidades de simetrias quanticas.
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O interessante € saber qual é o correspondente no nivel do espaco de Hilbert e ndo
das projecdes. Para isso considera-se G um grupo topolégico com duas componentes conexas.
Denominamos representa¢éo antiunitdria de G, um homomorfismo continuo 7 : G — AU (H),
se uma das suas componentes € igual a ker 7.

Seja (G; uma das componentes conexas do grupo topoldgico G (isto é G /Gy ~ Zs) e U
uma representacdo unitdria no espago dos operadores limitados de H, ou seja, U : G; — B (H).
Pode-se construir sua contraparte funcional U* : G; — B (H*) atuando de acordo com a

representacio de Riez.

Aqui € importante mencionar o mapa de GG; para (G; apresentado como 7

T:g+— 'r’gr’1 reG—G>G,. (A.4)

Ele atua sobre um subgrupo normal que é GG1. Mas se (G, G1) sdo tais que r é um emento
satisfazendo r? € Cen(G)), entdo sdo denominados um par de grupos involutivos € aplica-se o

lema a baixo:

Lema: U tem uma extensdo para uma representacdo antiunitaria de G (NEEB, 2017)
0
Basta notar que V := U @ U* o 7 € a extensdo que se procura, com 7(g) := rgr=' e

r € G — (7;. Isso porque se:

oH—>H"
v (v,-) (A.5)

Entdo U, o ¢ = ¢ o U, com g € G;. Assim, considerando:

JHOH —HeH
(v, A) = (67N, @U,2v), (A.6)

Conclui-se que J*(v,\) = (U,20,U%\) e JVyJ ! = V(). Dai V, := V,J é uma

representacio antiunitiria. ll

O resultado a baixo € bem abrangente, mas para ndo perder o foco do que se estd

disposto a investigar usaremos as notacoes ja introduzidas. Denotaremos U, uma representacao
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antiunitdria de G criada como a extensdo descrita no lema anterior. Representacdes e seus
espagos de atuacdo serdo descritos como (Ug, H).

Aqui vale recordar e reiterar a adogéo da notagio U/, como o comutante, se referindo aos
elementos dentro do espago de representagdo que comutam com todos os elementos em Ug (G).

Assim chega-se ao resultado do teorema a seguir.

Teorema: (Ug, H) é uma representacio irredutivel se, e somente se U/, ~ R, C, H

O

Um subespaco real, tomado como Hg, tem um subespaco invariante pela acdo de T - Ug.
Esse é o mesmo subespago complexo invariante por Ug, assim sendo (Ug, H) é irredutivel se, e
somente se, (T - Ug, Hg) também for.

Um resultado em (STALDER, 2002) garante que isso s6 é possivel se (T - Ug)' ~ R, C
ou H, dito em outras palavras: U/, ~ R, C,HH

Outro detalhe sobre essas representacdes envolve o lema a seguir:

Lema: Se U o7 ~ U* entdo 3J € AU (H) tal que J* =1e JU,J ' = Uy,

OJ

O fato de U o 7 ~ U* acarreta na existéncia de algum J tal que JU,J ' = Ur(y) para
g € G1. Como um mapa de G; em G o seguinte operador pode ser entendido como uma
identidade: 72. Ou seja J? € U".

Chame entdo H_ := ker (J? + 1) e entdo H = H_ + H*, assim existe um A € U’ tal
que:

JAJ = A

P (A7)

Assim sendo (A~2J)* = 1M

Quando (G, 1) sdo grupos de Lie, chamam-se de par de grupos de Lie involutivos e suas

representacdes sdo continuas. Devido aos resultados do dltimo teorema, em uma dimensao, exis-
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tem apenas trés possibilidades relacionadas com as trés possiveis comutantes das representacdes
irredutiveis continuas.

A mais simples dessas possibilidades estd relacionada com grupos isomorficos a (RX , ]Ri) ,
o grupo dos niimeros reais sem o zero. Nesse contexto a representa¢do unitaria em R pode ser
estendida para uma representacio antiunitaria em R* como descrito no primeiro lema.

O fato € que essa representacdo acaba obedecendo os critério do lema provado a cima e

por isso com a defini¢do de quem seria U_; pode-se chegar no resultado seguinte:

Lema: Define-se U_; = J e U, = ™! para H um gerador infinitesimal do operador A,

entdo JAJ = A~! e essa é conhecida como a relagdo modular.
U

Por ser antiunitario:

JUeJ = Us (A.8)

Mas isso € o mesmo que:

JH]=—-H = JAJ=A""'N1H (A.9)

Até agora tratou-se muito enfaticamente das representacdes desse tipo de simetria que
deriva diretamente do teorema de Wigner. Vamos transferir a aten¢ao para espacos de Hilbert
reais denotados como Hp.

Essa notacgdo ja foi usada anteriormente, mas € interessante desvencilhar, por um mo-
mento, o entendimento anterior e considera-la apenas um espago de Hilbert real, o motivo para
reciclar esse simbolo ficard mais claro futuramente.

Defina em Hy um operador anti-simétrico C'.

(v,Cw) = —(Cv,w) v,w € Hg (A.10)

Defina também o subespago dentro de H¢ := Hgr+iHg como sendo: V¢ := (1 + iC') Hp.
Algumas afirmacdes serdo tecidas sobre esses espacos até que se possa entender como isso se

relaciona com o inicio do apéndice.
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Proposicao: Se C' € anti-simétrico em Hpg, sdo equivalentes os pontos(NEEB, 2019):

(C? + 1) é injetivo

[|Cvl|| < ||v]| para v € Hc

(Cv,w) < o] - [Jw]] para v, w € He

Ve NiVe = {0}

(1 £4C) € injetivo em Hc

Ve + Ve = He

4
Injetividade significa dizer que se (C?+1)v = 0 entdo v = 0. Junte-se a isso a

positividade do operador e o fato de que:

((C*+ 1) v,0) = ||v||” = ||Cv||*. (A.11)

Ainda pode-se considerar um w tal que ||w|| < 1 e entdo Max(Cw,v) = ||Cv||. Esses
argumentos justificam a equivaléncia dos trés primeiros pontos. Sobre o quarto ponto, imagine

que:

(1+iCv =1i(14+iC)w ou (14 iC)(v+iw) =0 .
v=—Cw Cv =w, (A.12)

mas isso € 0 mesmo que dizer:(1 + C?) v = ( e isso prova o quarto ponto. Para o quinto
ponto basta notar que injetividade de (1+:C) jé foi provada e como (1+C?) = (1+iC)(1—:C)

entdo (1 — iC') também tem que ser injetivo.

O 1ltimo ponto é uma exigéncia a respeito de Ve + iVe = (1 + iC)Hg. Portanto a
injetividade de (1 + ¢C') garante a densidade desse subespaco.
|
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O que mais interessa nessa proposi¢ao € que os pontos 4 e 6 estdo determinando um
subespago padrdo para Hc, da forma que foi definida no capitulo 4. Entdo essas outras afirmagdes
podem ser vistas como propriedades de um subespaco padrdo de Hilbert, além de apresentar
uma defini¢do alternativa. Nessa nova perspectiva, vetores em V¢ s@o simplesmente aqueles que

podem ser escritos como (1 4 iC')v com v € H¢ e C' um operador anti-simétrico.

Recorda-se que operadores modulares sdo aqueles advindos da decomposi¢do polar de .S
definido como o operador responsavel por induzir a conjugacdo em dlgebras de Von Neumann

sobre vetores ciclicos e separaveis.

SAQ = A*Q. (A.13)

No entanto ndo ha qualquer referéncia a dlgebras de Von Neumann nesta parte do trabalho
e a ideia € evitar utilizar a linguagem ja usada no corpo do texto. Mas o conceito de objetos
modulares pode ser definido sem apelar para as dlgebras abstratas, apenas definindo pares de

operadores respeitando a relacio modular:

JAJ = AL (A.14)

Para J um operador anti-linear, A auto-adjunto e positivo definido. Se A for um operador
em algum espaco de Hilbert, denotemos FIX(A), o subconjunto de todos os vetores v tal que

Av = v, ou seja, o espaco dos vetores fixos com respeito a A.

Mais uma vez, algumas notacdes serdo recicladas aqui, o mesmo aviso se aplica: essa

ambiguidade serd explicada a posteriori. Assim segue que:

1—iC

.~ . . 1
Proposicao: Defina J : a +ib — a —ibonde a,b € Hg e Az := 177,

modulares de Vg := (1 +iC) FIX(J) (NEEB, 2019)
]

Para todos os efeitos, A € positivo definido pelas dltimas propriedades e sobre seu

eles sdo objetos

adjunto:

1—iC\* 1-—iC
(1+¢C> 1440 (A.15)

Devido a anti-simetria de C'. J € anti-linear por 6bvio e avaliando a relacdo modular,

conclui-se que:
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1—iC  1+iC
1+iC  1—4iC"

(A.16)

Tome £ = (1 +iC) v, onde v € Hc. Pelos argumentos da dltima proposigdo, estamos
simplesmente falando de um elemento em um subespago denso de Hc. Agora, para provar que

esse subespaco € fechado nota-se que:

L J1—ic)

J
1+4+:iC

= (1+4C) J(v). (A.17)

O que significa que £ € FIX(J{=5) & J(v) =v . £ € Vi M

1

A analogia com o tratamento baseado nas dlgebras de Von Neumann nao vem da identifi-

cacdo de J ;;g = S, mas sim com .J ;—;g = s um operador definido como e® = S no contexto

de segunda quantizacdo como em 4.9. Agora comecemos a correlacionar os lemas e teoremas

iniciais com essas proposi¢des finais do apéndice.

Em um ponto de vista fisicamente motivado, a satisfacdo do teorema de Wigner leva
naturalmente aos operadores modulares sobre um determinado espago de representacdes. Para
interesses puramente matemdticos € mais razoavel partir do estudo de operadores anti-simétricos
sobre espacgos de Hilbert e achar estruturas que, por acaso, acabam resolvendo os problemas

levantados diante do teorema de wigner.

O ponto de interesse dessa divagagdo € que o espagco H, descrito como o espaco de
representacao subjacente ao espago projetivo de Hilbert dos primeiros pardgrafos, é entendido
como o espago de Fock, ou a0 menso para uma particula. Aquele posteriormente denotado como
‘Hc s6 estabelece uma relacdo com este a partir do momento em que a segunda quantizag@o entra

em cena S = e°.

No corpo do texto, o subespago padrdo € descrito apenas vagamente, obedecendo os
critérios de formato padrio do vdcuo e”. Apés essas tltimas proposicdes pode-se entender que
ele tem uma forma bem clara: Vg = (1 +iC) FIX(J) para C' um operador anti-simétrico,
inclusive podendo ser representado como um subespag¢o do dominio do operador J ou como
(1+iC)Hgr (note que da forma que foram definidos Vi = Vg, mas essa € uma conclusdo

posterior as proposi¢oes).
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Entdo considere esse espago Vg = (1 +iC) F'1X(J) com todas as suas propriedade, por

que seria interessante dar-lhe um nome especial como o de "subespago padrao"?

Alguém pouco familiarizado com a teoria de Tomita-Takesaki pode estar ciente do
primeiro teorema presente no capitulo 4, em que vetores coerentes sdo descobertos um conjunto
total no espaco de Fock. Esse alguém entendera que operadores de segunda quantizagdo sao

fundamentais para o entendimento da mecanica quantica:

edel = eAheAel = AP (A.18)

Para obedecer o teorema de Wigner serd preciso percorres os teoremas € lemas que
desencadeiam a definicdo do operador modular e recaem sobre a teoria de Tomita-Takesaki, como
na equagdo A.9. No entanto, o interesse deste alguém estd voltado sobre os vetores coerentes,
e na busca por traduzir todos esses resultados na linguagem desejada acaba-se chegando no

conceito de subespacgos padrdes por meio das proposicoes e da identificacdo:

e?=S9 (A.19)

Assim, a abordagem baseada em subespacgos padrdes nao se trata de um mero rebusca-
mento matemadtico vazio, e sim uma forma de trazer as consequéncias do teorema de Wigner

para o ambito dos vetores coerentes
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APENDICE B - Espacos de Sobolev

A intenc¢do deste apéndice € apresentar o conceito formal de espagos de Sobolev, que
comumente sdo utilizados na fisica de forma muito particular. Deixa-se aqui registrado que as
notagdes utilizadas neste segmento serdo empregadas neste restrito contexto.

Entender-se-a doravante o conceito de funcdes mensurdveis como sendo sindnimo de
Lebesgue-mensurdveis. Para ndo demorar-se muto nesse ponto, entende-se vagamente fungdes
mensuraveis f : R — R com n € N, como sendo um mapeamento passivel de integracdo pela
medida p(x). Para um conceito mais rigoroso conferir: (KOLMOGOROV, 1960), (ROGERS,
1970) ou uma referécia mais recente (SALAMON, 2020).

O conjunto das fun¢des mensuraveis de R™ para R serd denotada como: M"™ e um
subconjunto aberto como {2 C R". O conjunto das Distribui¢cdes sobre €2 serd representado por
S (Q).

Por questdes de conveniéncia introduza a defini¢do:

oM oo
Dof=" ... . B.1
F= g @) ®.1)
Onde entende-se © = (z1, -+ ,2,) € R"e a = (o, -+ ,,,) € N" com a norma:

|| := )", o;. Atitulo de lembrete:

£r(Q) = {f e M [ / n |f\pdu<x>] "= Ifll, < oo supp(f) © Q} (B.2)

Um detalhe importante de mencionar diz respeito a propriedade de ndo-degeneracdo do
espago LP (1), pois formalmente esse espagco, com relacdo a sua norma || - ||,, ndo a satisfaz.
Porém € comum adotar essa mesma notacdo para o espaco de suas classes de equivaléncia,
tornando-o ndo-degenerado, e essa pratica serd seguida aqui.

Assim, definie-se:

Ep

loc

(Q) :={f e M": xg(x)f(zx) € LV (2),VQ € Q} (B.3)

Onde x(z) trata-se da fungdo caracteristica de () € R"

0,z¢Q’

e () € (2 significa um subconjunto pré-compacto, ou seja, um aberto em {2 tal que o

Xolz) = {m €Q (B.4)

fecho Q C  é compacto.
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Um importante conceito para espagos de Sobolev € o de derivadas fracas (tradugao livre

do termo em inglés "weak derivatives"). Seja f € L}

loe (£2), ela admite uma derivada fraca de

6rdem o € N" se existir f,, € £}, () tal que:

/ F(#) D () du(x) = (—1) / ful ()6 € C(Q) (B.5)

Aqui reconheca C5°(€2) o conjunto de fungdes infinitamente diferencidveis com suporte
compacto em €2. Nesse contexto f,, recebe o nome de derivada fraca de f (WEBER, 2018).

Um bom exemplo de derivada fraca ndo trivial; isso €, uma derivada fraca que néo se
confunde com uma derivada tradicional; f(z) = |z| no caso x € R(KINNUNEN, 2023). Essa
funcdo sabidamente nao € diferencidvel em todo R, porém tem derivada fraca para todo x, pois
note:

| bl ota)auta) -
-/ OO oL o)) + / "o ofa)d(a)
- / 0 Lli <—m<x>>—%<—x>¢< >} du(z) + / ) [%(m@»—j—jqa(x) du(z)

oo

{/ Sz /cb Jn(a ] (1 / sig()6(x)du(x) Y6 € CF () (B.6)

Na notagdo introduzida anteriormente isso significa: (|z|),_, = sig(z). Segue um

importante lema:

Lema: derivadas fracas s@o tnicas quase em todo lugar.(MAZ’JA, 1980)

O

Aqui € importante enfatizar que o termo "quase em todo lugar”, ao contrdrio do que
possa parecer, estd bem definido matematicamente (traducio livre da expressdo inglesa "almoust
everywhere"). Ele significa que os intermalos no dominio da fun¢do correspondente a medida (de
Lebesgue) igual a zero sdo os unicos possiveis de se encontrar diferengas nas derivadas fracas.

A prova segue com o a suposi¢éo de haver duas derivadas fracas de alguma 6rdem: g(z)

e g(x) para algum f(x), logo:

/Q f(#) D¢ (x)dpu(z) = (—1) / 9(2)$(x)du(z) = (~1)° / §(0)é()du(z)  B.)

Chega-se a conclusdo que 3 {p;(z)} € C°(Q) com @ €  tal que limy;(z) —
sig (g(z) — g(x)) quase em todo lugar. Ou seja:
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/ (9() — §x)) lim () dp(x) = / sig (9(2) — §(2) (9(x) — §(2)) dp(a)
Q Q
- /Q siglg ) — gx)|dpu() = 0 (B.5)

Temos entdo g(z) = §(x) quase em todo lugar em (), mas isso vale para qualquer () € 2
entdo dizemos que g(x) = §(x) quase em todo lugar em ().

Parte da confusdo referente a esse tema vem do fato de que existem 3 diferentes espacos
que recebem o nome de Sobolev. Primeiramente definimos o Espaco de Sobolev propriamente
dito:

WP (Q) = {f €L, () : fa € LP(Q),|a] <k} (B.9)

Esse espaco pode estar munido de uma norma construida da seguinte forma:

D=

[ fllkp = /Z|fa\pdu )| . (B.10)

|a| <k

Em termos dessa norma, faz sentido falar em convergéncia de sequéncias e também

. —k.p . . ~
do fecho com respeito a ela, denotado como C ™ para um determinado conjunto de fung¢des C.
Assim, nomeia-se o segundo espaco daqueles 3 a que se referia anteriormente como: Espaco de

Sobolev de suporte compacto

k7 —kyp
WP () :=C5(Q) ™. (B.11)
Por fim, recorda-se que todos esses objetos sdo definidos na classe de equivaléncia em
L (2) que torna esse espago nao degenerado. Denotamos a classe de equivaléncia referente
ao representativo f como sendo [f] e assim o terceiro espago a que nos referiamos mais cedo

recebe o nome de: Espacos de Sobolev locais

Wi () = {[f] € L}, () :VQ € s [flg] € W*(Q)} . (B.12)

loc

Um entendimento melhor sobre o que sdo esses Espacos de Sobolev pode ser adquirido
com o exemplo anterior explorado anteriormente. No caso da fun¢do médulo em R sabe-se que
|z| € WP (Q) para algum aberto € € R, mas agora a pergunta € |z| € WP (Q2)?
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fg € L), () = / sig() - p(a)dp(x) = / o(@)b)dulx) Vo € CP(Q).  (B.I3)

Por isso diz-se |z| € WP (Q), mas |z| ¢ W?P (2). Entende-se por um espago reflexivo:
G** ~ G onde os asteriscos representam seu dual.
O teorema a baixo pode ser provado basicamente pelo fato de Espacos de Sobolev serem

subespacos fechados de um espago de banach. Segue assim:

Teorema: seja k > 0 entdo

1. WkP (Q) é um Espago de Banach
2. WkP(Q) é separével

3. WkP(Q) é reflexivo (p # 1)

4. C> (V) C Wk (Q)

U
A norma || - ||, torna W*? (Q) um subespago fechado em £P (2 x --- x Q). W

O dltimo item do teorema em realidade é mais restrito, onde €)' quer dizer que fungdes
diferencidveis em () se extendem para Q que deve ser um dominio de Lipschitz, conceito
muito mais sutil do que as pretencdes desse pequeno resumo. Para mais detalhes(WEBER,
2018),(KINNUNEN, 2023) e (MAZ’JA, 1980).

O que pode ser interessante notar € a sequéncia de inclusdes C* (') C Wkr (Q) C
L7 (£2). Tais subespagos sdo densos em seus respectivos superespaco. De modo resumido, € inte-
ressante levar consigo a ideia informal de que Espagos de Sobolev s@o estruturas intermedidrias
entre o espaco de funcdes infintamente diferencidveis e p-integraveis.

Essa posi¢do € particularmente vantajosa no tratamento de equacdes diferenciais pois ndo
¢ tao restrita pela co—diferenciabilidade ao passo que ndo abandona as propriedades diferenciais

como as fungdes p-integraveis.
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APENDICE C - Funciio de Meijer

Uma ferramenta muito utilizada no corpo do texto € uma classe de funcdes conhecidas
como Funcdes de Meijer(ERDELYT, 1974)(GRADSHTEYN, 2007). Elas podem ser definidas

como:

n,m
th T

ay - 1 [HLOF(bz—S)] [Hgor(l_az+3)] 5
= z°ds (C.1H
by - bk] 2mi [r [Hf:n+1 I'(1—0b+ s)] [H§:m+1 I'(a; —s)

Uma atengdo especial deve ser dada a curva de integragdo . Como a fungdo I'(s) tem
polos em s = —n paran € N o grupo de fun¢des gamma no numerador do tipo I'(b; — s) e
aquelas do tipo I'(1 — a; + s) devem ter um conjunto de polos delimitando duas regides que ndo
se intersectam.

A curva vy pode entdo ser definida de trés formas diferentes ndo interferindo no resultado

da integracao:
1. v € uma reta vertical no plano complexo indo de —ico a 100

2. 7y é um circuito fechado no infinito real do plano complexo, envolvendo todos os polos
do grupo de fungdes I' (b; — s) e deixando aqueles do grupo de fungdes I' (1 — a; + s) de

fora

3. ~v é um circuito fechado no infinito negativo real do plano complexo, envolvendo todos
os polos do grupo de fungdes I' (1 — a; + s) e deixando aqueles do grupo de funcdes
[ (b; — s) de fora

A importancia dessa classe de func¢des fica evidente quando se entende que um uni-
verso bem abrangente de fungdes especiais e seus produtos podem ser representadas nesse
formato(BEALS, 2013). Isso € particularmente ttil no contexto de mapeamentos que preservam

a convolu¢do em um grupo multiplicativo:

(F+9) (@)= [ 1)y dy €2
Em outras palavras:
fra=F-3 (C3)

Naturalmente a transformada de Fourier € o mapeamento mais conhecido para o grupo
(R, +), mas para o grupo (R, -), esse isomorfismo é garantido pela chamada transformada de
Mellin:



APENDICE C. Fungdo de Meijer 95

. o0 d
fo) = [ st (C4)

Neste apéndice, e somente neste apéndice, o sinal f serd usado para representar a
transformada de Mellin. O inverso desta transformacao serd denotado pelo mesmo sinal, onde o

contexto serd suficiente para eliminar qualquer ambiguidade:

fo) =1 [ f)avdy = f(a). (C.5)

210 o

Ainda falando sobre as fun¢gdes de Meijer, nota-se que ela é dada explicitamente por uma

transformada de Mellin (uma transformada inversa, no caso), o que significa:

a - [T T (b = ) T2 U (1 — s + 5)]
bt [T, D= b+ 9)] [T T (e = 9)] o

Ou seja, se f(x) e g(z) forem representadas por fungdes de Meijer, sua convolugio

também serd, a menos das condi¢des sobre os polos dos I'’s, pois:

Fxg=1-3 (C.7)

Para aprofundar o entendimento da importancia desse tipo de resultado, pode-se provar
que a integracdo de duas fun¢des como essas € facilmente determinada apenas arranjando seus
indices. Essa € a principal estratégia usada nesse trabalho, mas, até 14, uma série de propriedades
serdo derivadas e usadas para habituar-se a manipulacao tipica desses objetos. Convenciona-se
que Ay q1,; = Gm+1 - - - @ Serd representado como uma sequéncia de comprimento [ —m e quando

m = ( denota-se apenas ;.

Proposicao: Quando as funcdes de Meijer estdo bem definidas

a; + «

_ (C.8)
bk + «

O
Pela simples uso da defini¢ao da Funcdo de Meijer e algumas poucas manipulagdes

integrais.
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maz]_ L ML T = NI T O =it )]y
7 T a T = by 8] [T T (= 9)]

SR 1 RS 1 R R TR
210 ([T D= b= @ 0)] [T T (ai + 0 = o)
n,m a + o
=Gm _ C.
th b, + « €9
n

Entao funcdes de Meijer sdo mais abrangentes do que polindmios, ja que qualquer
polindmio também pertence a essa categoria. Também € possivel inverter o argumento da funcio

coOmo segue.

Proposicao: Quando as fungdes de Meijer estao bem definidas

a 1—b
g’] —ame H ’“] . (C.10)

k 1—-a

mn,m —1
th T

g

Pela definicdo novamente

Gz}fm l’_l _al — L / [H?:[] I (bl — S)] [HZO I (]‘ —a; + S)] 2%ds
be] 278 (T D1 = b+ )| [T T (i = 5)]
B O O 1 00 e (Va1 VS N ) R
270 ([T D= b= )] [T T (L= (a4 1) + 0)]

1-b

=G g;‘ ‘“] (C.11)
’ 1—aq

Um detalhe importe de mencionar na substitui¢cdo o = —s € de que ela inverte a orientagao

de 7. Pelo teorema dos residuos isso significa que a integracdo ganha um sinal de menos, mas

pela diferenciacdo ds = —do esse sinal some.
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O resultado que torna sua aplicacdo tao interessante segue agora como j4d fora citado

anteriormente:

Proposicao: Quando as fungdes de Meijer estdo bem definidas

/ G [ax ¢ Bx (C.12)
0
Il

_bn7 ET‘J _bn—i-l,k ]

l
prq —

T r,8 k+r,l+s —_ _
bk a A —ap, dsa —Am+1,

S

o
d

Comeca-se notando que o produto de duas fun¢des de Meijer podem ser escritos como

uma convolucdo (ou quase):

_ e B e
Lol 2 6ra | ge|< | = aeGr ax| | Gra (_) al L
7 S d; ’ be| | \Px d,| az
n,m al + 1 ~1 1-— Es 1
=G" |ax|- G | (Bx —. C.13
Lk bk + 1 s,r [(B ) 1— Er ax ( )

O que falta aqui € integra-lo, isso significa reescrever uma convolucaoC.3. Entdo usufrui-

se das propriedades que um homomorfismo entres os grupos de funcdes e R, proporciona:

o a; Cr
GV lax|Z |GPY | Bz|— | do =
/0 Lk bk T,8 B ds
1 [ 1 1—ds| d
o AT (O R R (o)
(8% 0 ’ bk; + 1 ’ /8 1-— ET’ (OCCE)
a; + 1

1—35 Q
@ | — —). 14
GSJ“ [ ’1 _ET‘]> (ﬁ) (C )

Eis aqui a vantagem das transformacdes de Mellin, pois pela observacdao em C.7, a

integral pode ser reduzida a:

[o¢]
n,m
/ Gl,k
0

a;

b,

Bx dx

ax

GPa Cr
7,8 3
ds

L ~nm _1—33 a
= E<Gl’k [ '1 —EJ) (ﬁ) (C.15)

Como ja foi mencionado em C.6, as fungdes de Meijer ja sdo explicitamente transforma-

das de Mellin, o que simplifica os desenvolvimentos
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a:E Gp a

bk

oo

n,m
/ le:
0

ol 1—|—b —o)[[2, T (—a; + o)
H’L n+1F b+0)Hz m+1r(1+ai_a>
q oIl —¢— ol 7
o L Mol = - o) [[, [ (di+0) (9) do. (C.16)
27” Hi:qul (ci+o0) Hi:p+1 F (1—di—o0)

B

Agora basta conferir corretamente os indices e comparar com a defini¢do da funcao para

concluir que:

00 a z, 1o al@m + 1,1 — ds, Gmprs + 1
/ G lax| | Gra | pe| | de =~y | e
0 ’ bk: 7 ds o 7 5 b + 1 1- CT? bn+1,k +1
1 6 bn Cr _anrlk
= —Gm“”’”q e a (C.17)
k+rl+s o am,d ., am—‘,—l,l

A ultima proposi¢do foi usada para inverter o argumento e deixar no formato apresentado

no enunciado.l

As proposicdes a cima sdo muito importantes para integracdo das funcdes de Meijer,

resta mostrar como vérias fungdes conhecidas podem ser representadas nessa forma.

Proposicao: Para o < 0 tem-se

(C.18)

g
A estratégia € expandir a poténcia em termos do teorema binomial e encontrar a integragcao
que resultard na série desejada. Para isso € preciso considerar dois regimes, aquele em que

p > m e aquele em que p < m. Comecemos pela situacdo em que p € menor do que m:

(C.19)
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Destaca-se aqui a presenga do simbolo de Pochhammer que pode ser definido como:

(a)n:a-(a—l)---(a—n—l—l):<z>n! (C.20)

. . ~ 2 ..
Para simplificar as nota¢des adotemos 25 = x e substitui-se ao final.

= —1)" 2"
n!
_Z(—l)"(n—%—l) (n—5-2)- 'mn_z(—l)nF(_%+”)xn
! _a —a _9)... ! (-2
nb (=5-1)- (-5 -2) n (=3)
(C.21)
Sabendo que (71—1,)n sdo os residuos de I'(s) para os polos s = —n entdo é possivel
reescrever o teorema binomial como uma soma de residuos de I'(s).
= (3 11
Z (2)"x"— —/ (5)F(———3> x°ds
~ n! r (—%) 271/,
1 IRE
= —~G1) [az NE (C.22)
['(=3%) —3
Por fim, ajustam-se os indices com as proposi¢des passadas.
«a 1 « 1 &
e P Hill NS’ B P (C.23)
r(-$) -5 T(=%) 0

Naturalmente € preciso fazer a mesma expansao para valores de p > m que terd calculos
muito similares. Ao em vez disso, far-se-a a avaliacdo da fun¢do de Meijer considerando os
polos da func¢do gama que ficam a esquerda, assim aplicando o teorema do residuo a eles teremos

0 outro regime.
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Agrupando os produtos, cada um para um sinal negativo, os simbolos de Pochhammer

podem ser identificados e o teorema binomial aplicado.

14 ¢
0

(C.25)

Um detalhe deve ser ressaltado, como esperado o teorema binomial deve ser aplicado

1

2
apenas no caso em que r~ - = 7;% < 1 e portanto p > m:

—m*(1+2)% = (m>+p*) . (C.26)

Sobre a exigéncia « < 0, nota-se que as duas fun¢des gama na integral teriam curvas que

fecham seus polos intersectantes se « > 0 W

Esse resultado deve ser entendido em um espectro mais amplo, pois € possivel representar

outras fungdes usando as proposi¢des passadas como:

(C.27)

Um dos principais resultados desse trabalho esté relacionado com a determinac¢do da
representacdo em termos de uma fungdo de Meijer de uma func¢ao especifica. Um pouco mais

sobre isso serd dito apds a proposicao:

Proposicao: Se |arg z| < me o > —1 entdo:

e 1 —a—30-a+t;
S0 = = 335“55221212 (C.28)
27 2
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Pelos indices superiores, sabe-se que ha dois conjuntos de polos a direita e um a esquerda.

Faca-se o seguinte: integre primeiro os polos da esquerda e depois os da direita.

2°%ds

L/I‘(ﬁ_%_S)I‘(ﬁ—a—%—S)F(l—/@+a+%+8)
2mi ), F(B—a+i-s)
() T (o (34 fa)T(Fa—f—(n=§+6-0)) (.3

= Ff-at+i—(-n-3+p-q))
— (p-4) f; SURNLLN P (), e
_ (34 i LN (atn). mﬂi —D)al @) oy
— (1)1 (a i a;i)l). (~0 =)

_ Z n+1 ,—(n+1)
= n + 1

(C.29)

Um comentdrio que deve ser feito sobre esse desenvolvimento € que o teorema binomial
s6 pode ser aplicado para o caso z~! < 1. Isso ndo é um problema, pois integrando sobre os

outros pOlOS encontramos o caso oposto:

B_%aﬁ_a_%

L/F(ﬁ—%—s)f’(ﬂ—a—%—S)F(1—5+(x+%+s)25d8

211

(C.30)

Como a integragdo envolve os polos a direita, que constituem dois conjuntos, separemos

a soma dos residuos.
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i(—l)”F(ﬁ—a—%—(n—%+5))F(1—5+a+%+(”—%+5))Z(n;+a)+

mr S F(B-—a+z—(n—3+5))
i(—l)”l“(ﬁ—%—(n+6—a—%))F(1—5+@+%+(n+5—@—%))z(n+ﬂ—a—;)
mer SR FB-—a+z—(n+p-a—3)

(C.31)

Cada somatorio € referente aos residuos de uma das duas fungdes gama em questdo.

Juntando os termos, a funcido de Meijer em questdo sera:

= (=D)"T(~a—n)T(1+a+n) , s~=)"T(-n+a)l(1+n) .
ot [SEU TCaonTbatn,  $ I Tnt ol en) >]

= (=D)"T(A4+a+n) , ~=D'"T(-n+a)T(1+n) _,
1[50 I B = ACEIEDN >]

ot [$SCV @k fatn—)- ol a)

2"+ (a)z™ (C.32)

Aqui usou-se o fato de que os polos da fun¢do gama estdo localizados nos inteiros
negativos, assim sendo, o inverso gama se anula nesses pontos. No caso do segundo somatdrio, a
fun¢do gama no denominador gerard valores nulos para todos os indices de n, exceton = 0 e

1SS0 trunca a série.

— n! (—a—n)
(s [T o o,
=I" () B3 —i (_nO;)"Z"—l—z o

(C.33)

Observa-se novamente a aplicagdo do teorema binomial, mas desta vez com z < 1

cobrindo os casos faltantes.ll

A relevancia desta representacdo em especifico se revela, ao menos para esse trabalho, na
medida em que se trata de um caso geral para os calculos do operador investigado no corpo do

texto. Mais especificamente refere-se a:
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2 2\ 1
(p +2m> —1] p (C.34)

quando Re(z) = 7};_22 ef=a=—

As fungdes trigonométricas também sdo muito importantes para os desenvolvimentos
dos calculos feitos ao longo do estudo. Por isso serd explanado também a forma de obter suas

representacoes em termos de fungdes de Meijer:

Proposicao:

- o | 7%=
cos(x) = VG | 7|

L0 i

1,0 z?
sin(z) = VG | -

] : (C.35)

1
2
U

A simples expansdo em série de poténcias de Taylor das fun¢des pode revelar o que se

deseja, a comecar pelo seno:

sin(z) = Z (<_—1)n:v2”“

2n+1)!
_ i (_1)” x2n+1
— I'(2n +2)

(_1)"1 2n+1

- Zn: 220 /m T (n+ DT (n+ 3)

(C.36)

A férmula de duplicacdo de Legendre foi utilizada nessa ultima linha, uma forma particu-
lar do teorema da multiplicagdo: I' (2n + 2) = 22" v/7—1T' (n + 1) T’ (n + 3)(GRADSHTEYN,
2007)

sin(x) = \/}i:: (7_1'1) = (n1+ %) <g>2n+1
VT (=) /a\2s+]
e G

LG

2w ), T(1+s) \ 4
10 | 22| ——

= /7G| = . (C.37)
) 4 %70

O mesmo processo € feito para o cosseno.
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cos(x)

(_1) x2n

(2n)
(_1) :L,Qn

I'(2n+1)

>
>

- (_1) 2n
= E . C.38
— 220/~ 1T (n + %) I'(n+ 1):6 ( )

A férmula de Legendre assumiu a forma: I' (2n + 1) = 22"V~ (n + 1) I' (n + 1).

Segue-se que:

B S
e

- omi 7I‘(s—l—%) 4
1,0 z?|——
:\/%GOZQ 107% . (C.39)
[ |

Algumas outras fungdes transcendentais podem ser representadas como funcdes de
Meijer, entre as mais tradicionais estdo as Funcdes de Bessel. Uma breve recordagdo: elas sao

solucdes das equagdes diferenciais de segunda ordem conhecidas como equacdes de Bessel

2 2
[d— c1d (1 - O‘-)} Fo(z) = 0. (C.40)

Como uma equacao de segunda ordem, existem duas solu¢cdes ortogonais, essas sao as
funcdes de Bessel de primeira espécie, J,, () e as fungdes de Bessel de segunda espécie, Y, ().

A sua representacdo em termos de fungdes de Meijer vem na forma da proposi¢ao:

Proposicao:

.Z'Q

1
Oé,—i

N[

g

A avaliacdo direta dessas fungdes leva ao resultado:
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2] —— 1 [ (ia— 2\
Ty | o) (%) @
4 50, —5a 2me 7F(1+§a+s) 4
>, (—1)" 1 22\
= ) C.42
zn: n! T'(l+a+n)\ 4 (C42)

Mas essa € exatamente a defini¢do da funcdo de Bessel de primeira espécie em termos de
séries de poténcia. O mesmo processo € usado para a funcdo de segunda espécie:

204—% L/ F(%a—s)F(—%a—s
%Oé,%Od,—%Oé—% 2mi VF(_%_%&_S)F(l_(_

:Z(—m I'(a—n) <x2>"

ol E(E-m)T (5 n)

S (=1)m I'(—a—n) (ﬁ)"*?

SN—"
N =
DR N—
+
w
SN—"
N\
N
~
vy
Q.
wn

n! T'(—a—3-n)T(E+a+n) n

Avalia-se somente o primeiro somatério no momento. Com o auxilios das propriedades
da funcdo gama como(GRADSHTEYN, 2007):

1
' =—a|l 1—|—oz T
2 2 cos(ma)

T'(a)0(1—a) szrm), (C.43)
nota-se que:
Fla-mT(-a+n) = 1)F.(_‘_“ia_n)r(1—a) (—at1)-(—a+n)
CT()T(1-a)
(=1)"
T -1

" sin(ra) cos (7 (1+n))
(- —-—n)T(32+
sin(ma)
Usando no somatdrio supracitado chega-se em:

[e.o]

IS NG (_)

nl T(—3—-n)T(3+n) \4

> [ (=1)m 1 2\" 2| Da—n)T(1—a+n)
zn:[ n! F(l—a+n)(4> ]

(C.45)
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Algo muito semelhante € feito com o somatodrio restante:

I'(—a—n)

(="
; n! F(—a—%—n)F(%+a+n) (

(=n" 1

nl I'(l+a+n)

>
>

$2

4

2

)n—’—g_

X

Q)n—i-';

4

F(—a—n)T'(1+a+n)

F(ma—f—n) T (+atn)

_ <_n1l)n I'(1 —|—1a +n) %) 2_ e (1: ") (-1)""' T (a)T (1 - @)
_ cos(am) .
~ sin(ar) a(@) o

Agora basta unir os dois somatdrios que compdem essa proposi¢ao para finalmente:

2 — 1
G*? r = — cos(ma)J, () — J_o(2)] . C.47
1,3 _%04,506 ——Oé—% Sln(ﬂ'O&) [ ( ) ( ) ( )] ( )
Chegou-se entdo na defini¢dao da fungao de Bessel de segunda espécic
Em se tratando das fun¢des modificadas de Bessel, pela defini¢ao:
L(z) = e 2], (e2'z)
I () —1,
Ko (z) = Tize®) = Ta(@) (C.48)

2 sin(an)

Talvez a forma mais conveniente de representar a fun¢do modificada de Bessel de primeira

espécie seria usando sua representacao em série de poténcias.

.232 n+%a
)

Assim, um célculo muto semelhante aos anteriores pode ser desenvolvido na tentativa de

[e.9]

P —
n!T'(1+a+n)

n

Io(z) = (C.49)

representa-lo em termos de fungdes de Meijer:
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«

[NIES

> ararer (1)
T (a1+ 1) i (_nl!)n (o + ng_l)za 1) (%)WQ

| (—1) x
:F(a+1)F(—a)Z nl F(_O‘_")(Z)

sin(;om) i D o (x_)wéa _ (C.50)

n!

n

Naturalmente a forma sugerida para essa funcio seria como:

. 2\ ¢
_sinom) 1 /r (la _ S) r (_la _ S) (f_) ds (C.51)
T 2mi ), 2 2 4

Porém o caminho v capaz de gerar I, () na integragdo nio caracteriza uma funcio de

Meijer, isso porque ele ndo inclui todos os polos a direita para os gamas. No entanto, ao olhar a

definicao das fungdes modificadas é possivel concluir algo sobre a funcdo de segunda espécie:

Proposicao:

L ] (C.52)

U

A primeira coisa a se notar € que a proposicdo versa sobre a integragao de C.51 adotando
o caminho 7y da forma definida para estabelecer uma fun¢do de Meijer (envolvendo todos os
polos do integrando). A segunda é que se a defini¢do de I, () envolve a metade dos polos desse

~ entdo I_,(z) envolve os outros, devido a assimetria nos argumentos dos gamas.

Resta acertar o sinal de a no seno, assim sendo, € possivel escrever K, (z) usando a

paridade de sin(7a) e trocando o sinal de alfa.

_sm(cwr)_./ r (—a . S) T (——a _ 5) 5ds
T 2mi ), \2 2
in(—ar) 1 1 1
_ MQ_M [{2 r (§a — s) r (—504 - 8) vids = I_o(7) — Io(7)

Aqui 7y, representa os polos do primeiro gama e vy, os polos do segundo. Como observado,

a diferenca entre os dois termos € o sinal de «, ou seja:
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2K, (z) = L/ r <1a - s> r <—1a - s) xr°ds
2 ), 2 2
1 1 1
— [ T|(za—s|T|{—=a— *ds. .
+ omi |, (2a s) ( 2a s) x°ds (C.53)

Mas essa é exatamente o que diz a proposicao.ll

Mais alguns fatos sobre as Fun¢des de Meijer parecem relevantes de serem mencionados.
A comecar sobre um 6bvio, mas deve ser pontuado. Os indices referentes ao mesmo grupo de

fungdes gama sdo comutativos, gerando a mesma representacao.

Para além disso, elas ndo sdo unicamente determinadas, isso €, pode existir mais de uma
representacao para a mesma fungdo. Isso acontece, dentre outros motivos, porque sempre €

possivel acrescentar uma funcao gama a integracdo se sua inversa for igualmente considerada.

Esse fendmeno leva a uma forma de otimizacao de indices, anulando gamas em excesso

desnecessariamente. Tomando um exemplo:

a2 |, l+5a 1 / [(—s)I'(a —s)I'(5 + s)deS
22 0,a 2mi J., ['(a —s)
1 1+ 5
=— F(—S)F(g + s)z’ds = Gy $‘ e (C.54)
2mi ), 2 ’

Uma forma de produzir outras representacdes de uma ja conhecida € usando a propriedade
fatorial das fungdes gama. Ao multiplicar uma Fungdo de Meijer por um termo: (b — a) ele
pode ser entendido também como (b + s — a — s) ou afins, em que "s"é a varidvel de integracgéo.
Assim algumas funcdes gama podem ser simplificadas se os termos escolhidos forem compativeis.

A titulo de exemplo tem-se:

a,b
c,d
_ 1 [(1_a+s>+<b_s_1>}F(C_Smff(;f);“_““)

271 .

T

(b—a)Gas

x°ds (C.55)

Separando-se os termos em dois casos convenientes para a aplicacdo das propriedades

das funcdes gama:



APENDICE C. Fungdo de Meijer 109

b _ _ _ _
(b— G2 |2 a,b| _ L./F(c sI(d—s)[1—a+s)T(1—a+ s)]deS
: ¢, d 2mi J., ['(b—s)
1 ['(e—s)I'(d—s)T'(1 —a+s)
— b—s—1 °d
T L T T S T —s ) %
1 ['(c—s)'(d—s)I'(—
_ L [Dle—9(d-s)(—ats) ;.
2mi J., ['(b—s)
1 Tc—s)I'(d—s)I'(1—a+s)
= sd
T omi ), T(h—s—1) v
—1,0 b—1
SR E R F 7S R (C.56)
’ c,d ’ c,d
Ou ainda:

(c—a-+ 1)G§é [x

mb] —L/[(l—a—i—s)—i—(c—s)] F(c—s)F(d—s)F(l—a+s)des

o,d|  2mi ), I'(b—s)
1 Fle=s)Nd=s)[1—a+s)T(1—a+s)] ,
= xds
2mi /., ['(b—s)
N L [(c—=s)T(c—9)|T(d—s)T(1—a+ s)deS
2mi J., b—s—1)Tb—-s—1)
_ L / I'(c—s)I'(d—s)I'(—a+ s)deS
2mi J., L' -—s)
_'_L' F(c+1—s)F(d—s)T(l—a+s)x3dS
2mi J., ro—s—1)
- 1,0 a,b
< AT R ey ‘ S C.57
22 [T 7 22 [T c+1.d ( )

Em termos praticos, esses desenvolvimentos sdo bastante relevantes no cdlculo de opera-
dores em espacos de fungdes. Isso porque para f € L (R™), um operador "A"atua sobre " f"de

diversos modos, mas sempre pode ser posto na forma:

Af] (z) = / A — ) f(2)d" = (Ao f) (z). (C.58)

A diferenga deve ser pontuada, "A"no lado direito da equacgdo é um operador em L (R™)
ao passo que os outros "A(z)"sdo fungdes. Fungdes "A(x)"sdo conhecidas como o nicleo
integral do operador "A"e sua determinacdo implica o conhecimento total do operador.

Essa € a principal aplicacdo das Fun¢des de Meijer neste trabalho, pois usando as regras
de integracdo juntamente com propriedades descritas nesse apéndice constrdi-se um poderoso

ferramental para lidar com esses ntcleos.
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