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RESUMO 

 

DETECÇÃO DE VAZAMENTOS EM CONDUTOS FORÇADOS POR MEIO DE 

FILTROS DIGITAIS E MÉTODO TRANSIENTE INVERSO CONSIDERANDO 

VISCOELASTICIDADE 

 

 Vazamentos em redes hidráulicas podem impactar fortemente a eficiência de um 

sistema. Métodos tradicionais muitas vezes se mostram ineficientes, caros ou pouco 

confiáveis, especialmente para detecção e localização de vazamentos, por exigirem 

operações complexas. Assim, em busca de métodos mais eficientes, precisos, econômicos 

e rápidos de detecção de vazamentos, a análise de transientes hidráulicos tem 

demonstrado grande potencial. Essa técnica pode ser utilizada para detectar distúrbios 

causados por singularidades, como vazamentos, por meio do comportamento de ondas de 

pressão, oferecendo uma alternativa promissora para o problema. O presente trabalho, 

portanto, investigou novas ferramentas de detecção e localização de vazamentos em redes 

hidráulicas. Foram utilizadas três técnicas distintas: a transformada wavelet discreta 

(TWD), a transformada wavelet discreta redundante (TWDR) e, como novidade do 

estudo, o filtro differentiator-smoother (DS). Suas aplicações envolveram tanto o 

processamento direto de sinais de pressão experimentais com vazamento quanto 

acoplamento com o método transiente inverso (MTI). O MTI contempla um simulador 

hidráulico considerando fator de atrito variável, viscoelasticidade da tubulação e 

formulação de vazamentos não nodais e também métodos de otimização global 

(algoritmo genético) e local (método de Levenberg-Marquardt). Foram fornecidos dados 

experimentais secundários de duas redes hidráulicas no modelo reservatório-tubo-válvula 

(RTV), uma com tubulação de cobre e outra de polietileno de alta densidade (PEAD), em 

que, na última, havia testes com vazamentos de diferentes magnitudes e em diferentes 

posições. Enquanto a TWD e a TWDR identificaram com sucesso as reflexões de ondas 

causadas por vazamentos em simulações teóricas, seu desempenho em cenários reais foi 

insatisfatório. Em contraste, o filtro DS mostrou-se altamente eficaz, oferecendo 

resultados precisos e de fácil visualização, com uma precisão de localização do 

vazamento entre 2% e 3% em relação ao comprimento total da tubulação, para 

vazamentos entre 25% e 54% do fluxo inicial, além de promover melhora da 

convergência do resultado do MTI quando utilizados em conjunto. O filtro DS oferece, 

portanto, uma solução simples, porém eficiente, para a detecção de vazamentos em 

condutos forçados, demonstrando potencial para estudos futuros.  
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ABSTRACT 

 

LEAK DETECTION IN PRESSURIZED PIPELINES BY MEANS OF DIGITAL 

FILTERS AND INVERSE TRANSIENT METHOD CONSIDERING 

VISCOELASTICITY  

 

 Leaks in hydraulic networks can significantly impact system efficiency. 

Traditional methods often prove inefficient, costly, or unreliable, particularly for leak 

detection and localization, as they typically require complex operations. Therefore, in the 

search for more efficient, accurate, cost-effective, and faster leak detection techniques, 

hydraulic transient analysis has shown great potential. This technique can be used to 

detect disturbances caused by singularities, such as leaks, through the behavior of 

pressure waves, offering a promising alternative to address the problem. This study thus 

investigated novel tools for leak detection and localization in hydraulic networks. Three 

distinct techniques were employed: the discrete wavelet transform (DWT), the maximal 

overlap discrete wavelet transform (MODWT), and, as an innovation of this work, the 

differentiator-smoother (DS) filter. Their applications involved both direct processing of 

experimental pressure signals with leaks and coupling with the inverse transient analysis 

method (ITA), implemented via a hydraulic simulator that considers unsteady friction 

factor, pipe viscoelasticity and non-nodal leak formulation, and both global (genetic 

algorithm) and local (Levenberg-Marquardt method) optimization methods. Secondary 

experimental data from two reservoir-pipe-valve (RPV) systems were used: one with 

copper pipes and another with high-density polyethylene (HDPE) pipes, the latter 

involving leak tests with varying magnitudes and locations. While the DWT and 

MODWT successfully identified wave reflections from leaks in theoretical simulations, 

their performance in laboratory conditions was unsatisfactory. In contrast, the DS filter 

proved highly effective, providing accurate and easily interpretable results, with leak 

localization precision ranging from 2% to 3% of the total pipe length for leaks 

representing 25% to 54% of the initial flow. Additionally, the DS filter enhanced the 

convergence of ITA results when used in combination. Thus, the DS filter presents a 

simple yet efficient solution for leak detection in pressurizes conduits and shows strong 

potential for future research.  
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1. INTRODUÇÃO 

 

A detecção de vazamentos em redes hidráulicas tem sido um foco crítico para as 

autoridades responsáveis pelo abastecimento de água em razão de seu impacto na 

eficiência do sistema, na gestão de recursos, na preservação e proteção ambiental e na 

saúde pública. Vazamentos frequentemente indicam manutenção inadequada e, em 

regiões onde a água é escassa, representam um ônus social e econômico significativo 

devido à perda de água, a qual não é faturada, ao aumento do consumo de energia para 

bombeamento e tratamento e ao desperdício de produtos químicos utilizados no 

tratamento. Em adição a isso, vazamentos em redes hidráulicas podem representar riscos 

à saúde humana como consequência da possível intrusão de contaminantes, além de 

causar danos a infraestruturas e edifícios próximos. No caso de tubulações que 

transportam fluidos perigosos, os vazamentos podem resultar em danos ambientais 

severos. 

Os métodos tradicionais de detecção de vazamentos incluem diversas técnicas, 

cada uma com suas próprias limitações. Um dos métodos mais simples envolve a inspeção 

visual de toda a rede, na qual uma equipe de funcionários se dedica a identificar sinais de 

vazamento. Essa técnica é relativamente ineficiente em virtude do alto custo de pessoal, 

às dificuldades de percorrer toda a rede e à incerteza na obtenção de observações 

confiáveis. Uma abordagem semelhante utiliza equipamentos acústicos para detectar 

vibrações propagadas pelo solo a partir do ponto de vazamento. No entanto, esse método 

também é financeiramente ineficiente e apresenta limitações, como interferências de 

outras vibrações, dependência das características do vazamento e possíveis erros em casos 

de múltiplos vazamentos (Seaford 1994). Entre os métodos baseados em análise 

hidráulica, alguns são amplamente reconhecidos. O teste hidrostático envolve a 

pressurização de uma rede fechada e a análise do comportamento da pressão. Contudo, 

esse método não é particularmente promissor devido à dificuldade de vedar o sistema e à 

sua incapacidade de localizar o vazamento (Schwendeman 1987). O teste de balanço de 

volume baseia-se em medições de fluxo em vários pontos para determinar se há perdas 

indesejadas, mas é limitado a sistemas mais simples e não fornece informações sobre a 

localização do vazamento (Smith et al. 2000). Nesse contexto, visto as limitações de 

elevado custo, necessidade de equipes treinadas e possibilidade de falsas detecções (Farah 

e Shahrour 2024), há a necessidade de métodos de detecção de vazamentos mais 
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eficientes, precisos, econômicos, rápidos, que não exijam a interrupção das operações 

para inspeção e que façam uso da tecnologia de medição disponível (Romero-Ben et al. 

2023). Assim, a análise de transientes hidráulicos surge como uma alternativa promissora. 

Os métodos de detecção de vazamentos baseados em transientes hidráulicos 

aproveitam as características únicas das ondas de pressão instáveis para identificar e 

localizar vazamentos em redes hidráulicas (Chaudhry 2014). Um vazamento, por ser um 

fenômeno hidráulico, provoca uma perturbação nos padrões de fluxo e pressão do sistema 

de tubulação, que pode ser detectada por meio da análise do escoamento transiente (Ayati 

et al. 2019). Quando ocorre um evento transiente, geralmente produzido pelo fechamento 

rápido de válvula ou falha no bombeamento, ondas de pressão se propagam pela 

tubulação, incidindo sobre singularidades como vazamentos, obstruções, junções ou 

mudanças no diâmetro da rede. Essas interações resultam em reflexões e atenuações das 

ondas, que carregam informações valiosas sobre a estrutura do sistema e a presença de 

falhas. Ao analisar essas influências nas ondas de pressão, é possível detectar mudanças 

no comportamento do sistema. Além disso, os métodos baseados em transientes 

apresentam vantagens como custos mais baixos em comparação com técnicas tradicionais 

de investigação em campo e fornecem uma visão mais abrangente sobre a condição do 

sistema ao capturar uma ampla gama de fenômenos hidráulicos (Wylie e Streeter 1993; 

Chaudhry 2014).  

Dentre os vários métodos baseados em transientes hidráulicos, Che et al. (2021) 

os classificam em dois grandes grupos: métodos baseados em modelagem hidráulica e 

métodos baseados em análise de sinais. O primeiro apresenta a desvantagem da 

complexidade, uma vez que o equacionamento clássico dos transientes hidráulicos é 

capaz de fornecer, com certo nível de precisão, apenas a máxima pressão, sendo 

ineficiente para ser considerado representativo devido às suas simplificações. Para isso, 

foram desenvolvidos na literatura modelos que consideram o fator de atrito variável na 

modelagem (Daily et al. 1956; Carstens e Roller 1959; Zielke 1968; Trikha 1975; Vardy 

et al. 1993; Vítkovský et al. 2000), responsável por maior atenuação dos sinais de pressão, 

modelos que consideram o comportamento viscoelástico da tubulação (Covas 2003; 

Covas et al. 2004, 2005b) para abrangência de simulações em tubulações plásticas, e 

também outros ajustes para sistemas mais complexos, como mudanças de diâmetro, 

junções, entre outros. Já o segundo grupo, por sua vez, oferece aplicações mais simples, 

mas com limitações dependendo da complexidade do caso. Não há consenso sobre o 

melhor método, e a discussão permanece aberta. 
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Portanto, o presente estudo tem por objetivo a investigação de técnicas de 

processamento de sinal para a detecção de vazamentos durante transientes hidráulicos. 

Essas técnicas são: transformada wavelet discreta (TWD), transformada wavelet discreta 

redundante (TWDR) e filtro differentiator-smoother (DS), em que a TWDR, sendo uma 

variação da TWD, ainda não foi explorada nesse âmbito, e o filtro DS é uma técnica de 

recente aplicação para a detecção de faltas em linhas de transmissão de energia 

(Schweitzer et al. 2014, 2016, 2018; Ribeiro et al. 2018; Lopes et al. 2019). Para isso, o 

estudo dispõe de sinais de pressão experimentais secundários de duas redes distintas, 

sendo essas de cobre e polietileno de alta densidade (PEAD). A investigação é realizada 

de duas maneiras: primeiro, é analisada a capacidade dos três filtros digitais para detecção 

e localização utilizando sinais experimentais de pressão e, em seguida, aplica-se o método 

transiente inverso (MTI) para detecção, localização e quantificação do vazamento. O MTI 

pressupõe o desenvolvimento de um simulador hidráulico representativo do sistema em 

questão e a utilização de métodos de otimização, em que, para o presente estudo, aplica-

se o método de busca global do algoritmo genético (AG) e o método de busca local de 

Levenberg-Marquardt (LM), visando compreender o efeito do acoplamento dos filtros 

digitais ao MTI. 

A estrutura da dissertação é composta pelas seguintes seções: os objetivos geral e 

específicos são apresentados na seção 2, enquanto, na seção 3, é abordada a 

fundamentação teórica e revisão bibliográfica de escoamento e modelagem em regime 

transiente, métodos de otimização, transformadas wavelet, filtro differentiator-smoother 

e métodos para detecção de vazamentos com base na análise de transientes hidráulicos. 

Em seguida, na seção 4, é exposto, em detalhes, o método científico do estudo, 

descrevendo os procedimentos a serem seguidos em busca de cumprir com os objetivos 

propostos. Já na seção 5, são apresentados os resultados dos procedimentos descritos 

anteriormente, assim como discussões pertinentes a serem feitas. Por fim, na seção 6, faz-

se uma abordagem geral do que foi realizado no estudo, assim como as considerações 

finais e recomendações para futuros estudos acerca do tema. 
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2. OBJETIVOS 

 

2.1. OBJETIVO GERAL 

 

O objetivo geral do trabalho é investigar a capacidade de detecção, localização e 

quantificação de vazamentos em sistemas hidráulicos com condutos forçados por meio 

dos filtros digitais transformada wavelet discreta, transformada wavelet discreta 

redundante e filtro differentiator-smoother, a partir de dados experimentais, em regime 

transiente, de perfis de pressão com vazamento e posterior acoplamento com o método 

transiente inverso. 

 

2.2. OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

 

➢ Implementar uma rotina computacional para simulação hidráulica em regime 

transiente e avaliá-la em termos da representação dos efeitos do fator de atrito 

variável, da viscoelasticidade e de vazamentos; 

➢ Validar os modelos hidráulicos por meio de perfis de pressão secundários de 

regime transiente de redes experimentais; 

➢ Analisar a capacidade de detecção e localização de vazamentos dos três filtros 

digitais por meio da filtragem e extração de informação de sinais de pressão 

experimentais; 

➢ Investigar a influência da informação da localização do vazamento, fornecida pela 

utilização dos filtros digitais, na aplicação do método transiente inverso utilizando 

métodos de busca global, por algoritmo genético, e de busca local, por método de 

Levenberg-Marquardt. 
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3. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA E REVISÃO DA LITERATURA 

 

Os fundamentos da simulação hidráulica em regime transiente são abordados 

inicialmente, seguidos pela revisão da literatura de modelos desenvolvidos para esse 

problema, como o fator de atrito variável e viscoelasticidade. São referidos alguns 

métodos de otimização para busca local (método do gradiente, de Newton-Raphson e de 

Levenberg-Marquardt) e global (algoritmos genéticos), e, posteriormente, adentrado na 

teoria dos filtros digitais transformada wavelet discreta, transformada wavelet discreta 

redundante e filtro differentiator-smoother. Por fim, é feita uma revisão da literatura dos 

diferentes métodos para detecção de vazamentos com base em análise do escoamento 

transiente em condutos forçados. 

 

3.1. ESCOAMENTO EM REGIME TRANSIENTE 

 

3.1.1. Análise do escoamento em regime transiente 

 

O fluxo hidráulico em regime permanente pressupõe um estado de equilíbrio, 

sendo suas variáveis de análise independentes em relação à variável tempo. Alterações de 

operação no sistema, como os clássicos exemplos de fechamento brusco de válvula ou 

mau funcionamento do sistema de bombeamento, são capazes de perturbar o estabelecido 

equilíbrio, provocando grandes alterações no escoamento, como sobrepressões elevadas 

e inversão do fluxo. Esse novo regime é denominado regime transiente e seu tempo de 

duração está diretamente relacionado ao tempo de dissipação da energia injetada pela 

perturbação no sistema, tendendo a atingir, novamente, o estado de equilíbrio. Portanto, 

o regime transiente é entendido como um regime temporário entre dois permanentes. 

O regime transiente pode ser modelado por dois modelos clássicos: o modelo da 

coluna rígida e o modelo da coluna elástica. O modelo da coluna rígida é adequado para 

representar variações lentas no escoamento, em que as compressibilidades da tubulação 

e da água podem ser desconsideradas, e incapaz de representar variações rápidas. Já o 

modelo da coluna elástica atende à essa demanda, negligenciando as simplificações 

anteriores. As equações governantes do modelo elástico clássico, as quais descrevem o 

escoamento em regime transiente por meio da física Newtoniana, formam um par de 

equações diferenciais parciais não-lineares hiperbólicas de primeira ordem (Wylie e 
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Streeter 1993; Chaudhry 2014). A partir da aplicação do teorema de transporte de 

Reynolds e da segunda lei de Newton ao volume de controle, a qual estabelece que a taxa 

de variação da quantidade de movimento é igual ao somatório de forças externas, é 

possível deduzir a equação da quantidade de movimento: 

 
1

𝘨𝐴

𝜕𝒬

𝜕𝑡
+

𝜕𝐻

𝜕𝑥
+

𝑓𝒬|𝒬|

2𝘨𝐷𝐴2
= 0 3.1 

Também a partir do teorema de transporte de Reynolds, analisando um volume de 

controle e aplicando a lei da conservação de massa, obtém-se a equação da continuidade: 

 
𝑎2

𝘨𝐴

𝜕𝒬

𝜕𝑥
+

𝜕𝐻

𝜕𝑡
= 0 3.2 

em que 𝐻 = 𝐻(𝑥, 𝑡) e 𝒬 = 𝒬(𝑥, 𝑡) são as variáveis de interesse, sendo pressão e vazão, 

respectivamente, 𝑡 e 𝑥 as variáveis independentes tempo e espaço, respectivamente, 𝑎 a 

velocidade de propagação da onda, 𝘨 a aceleração da gravidade e 𝐴 a área da seção 

transversal do conduto, 𝑓 o fator de atrito de Darcy-Weisbach e 𝐷 o diâmetro interno da 

tubulação. 

Para dedução das equações, são feitas algumas considerações e simplificações. 

Foi considerado um fluido homogêneo, monofásico e compressível; a variação de 

temperatura e massa específica do fluido são desprezíveis frente às variações de pressão 

e vazão; o conduto apresenta comportamento reológico elástico linear; o escoamento é 

unidimensional; a resistência ao escoamento em regime transiente é a mesma que em 

regime permanente; não há interação fluido-estrutura; e o conduto é uniforme e retilíneo 

(Covas 2003). A velocidade radial devida à expansão e contração da tubulação foi 

desconsiderada em razão de sua pequena magnitude, apesar de que essa alteração da seção 

interior da tubulação é importante ser levada em consideração. Os termos convectivos são 

desprezados, uma vez que a velocidade de escoamento é desprezível quando comparada 

com a velocidade de propagação da onda. Essa depende das características mecânicas do 

conduto e das propriedades do fluido, sendo calculada por: 

  𝑎 = √
𝐾

𝜌 (1 +
𝛼𝐷
𝑒

𝐾
𝐸0

)
 

  3.3 

sendo 𝐾 o módulo de compressibilidade do fluido, 𝜌 a densidade do fluido, 𝛼 um 

parâmetro adimensional que depende da seção transversal e juntas axiais, 𝑒 a espessura 

da parede da tubulação e 𝐸0 o módulo de elasticidade da tubulação. 
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Para solucionar as equações governantes, há diversos métodos para cálculos 

computacionais, como: método das características, método implícito, método das 

diferenças finitas, entre outros.  

 

3.1.1.1. Método das características (MOC) 

 

Com o objetivo de simular transientes hidráulicos em condutos forçados por 

meio do modelo da coluna elástica, é amplamente utilizado o método das características 

(MOC, do inglês method of carachteristics), o qual transforma o par de equações 3.1 e 

3.2 nas equações diferenciais ordinárias 3.4 e 3.5 de simples resolução considerando uma 

malha discretizada espacial e temporalmente. Essas novas equações são válidas sob 

condições denominadas linhas características, como mostra Figura 3.1. As linhas 

características representam linhas com inclinação ±𝑎 e permitem que, conhecendo as 

variáveis nos pontos A e B (instante 𝑡0), seja possível determiná-las no ponto P, após um 

intervalo de tempo 𝛥𝑡. 

 
𝐶+:

𝑑𝒬

𝑑𝑡
+

𝘨𝐴

𝑎

𝑑𝐻

𝑑𝑡
+

𝑓𝒬|𝒬|

2𝐷𝐴
= 0, 𝑠𝑒 

𝛥𝑥

𝛥𝑡
= 𝑎 3.4 

 
𝐶−:

𝑑𝒬

𝑑𝑡
−

𝘨𝐴

𝑎

𝑑𝐻

𝑑𝑡
+

𝑓𝒬|𝒬|

2𝐷𝐴
= 0, 𝑠𝑒 

𝛥𝑥

𝛥𝑡
= −𝑎 3.5 

 
Figura 3.1 - Linhas características (Chaudhry 2014, adaptado) 

 É necessário explicitar a notação a ser utilizada daqui em diante. As seções da 

tubulação são identificadas pelo subscrito 𝑖, sendo 𝑖 = 1,2, … , 𝑛𝑥, em que 𝑛𝑥 é o número 

total de intervalos, todos igualmente espaçados por 𝛥𝑥. Similarmente, o passo de tempo 

é identificado por 𝑗, com 𝑗 = 1,2, … , 𝑛𝑡, sendo 𝑛𝑡 o número total de intervalos de tempo 

𝛥𝑡. Nota-se, portanto, as relações 𝑛𝑥𝛥𝑥 = 𝐿 e 𝑛𝑡𝛥𝑡 = 𝑇, em que 𝐿 é o comprimento total 

da tubulação e 𝑇 o tempo total da simulação. O subscrito 0 indica as condições em regime 

permanente. Essa notação está ilustrada na Figura 3.2. 
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Figura 3.2 - Linhas características com nova notação (Covas 2003) 

Assim, considerando uma aproximação de primeira ordem para cálculo termo 

respectivo a resistência do escoamento em regime permanente, são válidas as seguintes 

relações para a resolução do MOC, as quais duas deduções estão conforme Apêndice A: 

 𝒬𝑖,𝑗 = 𝐶𝑝 − 𝐶𝑎𝐻𝑖,𝑗 3.6 

 𝒬𝑖,𝑗 = 𝐶𝑛 + 𝐶𝑎𝐻𝑖,𝑗 3.7 

 
𝐶𝑝 = 𝒬𝑖−1,𝑗−1 +

𝘨𝐴

𝑎
𝐻𝑖−1,𝑗−1 − 𝑅𝒬𝑖−1,𝑗−1|𝒬𝑖−1,𝑗−1|𝛥𝑡 3.8 

 
𝐶𝑛 = 𝒬𝑖+1,𝑗−1 −

𝘨𝐴

𝑎
𝐻𝑖+1,𝑗−1 − 𝑅𝒬𝑖+1,𝑗−1|𝒬𝑖+1,𝑗−1|𝛥𝑡 3.9 

 
𝐶𝑎 =

𝘨𝐴

𝑎
 3.10 

 Portanto, as variáveis 𝒬𝑃 e 𝐻𝑃 podem ser obtidas resolvendo 3.6 e 3.7 de forma 

simultânea. É importante explicitar que essa relação é válida para pontos internos da rede, 

enfatizando, então, a importância das condições de contorno, representadas na Figura 3.3 

pelos limites, as quais são essenciais para a aplicação do MOC. 

 
Figura 3.3 - Malha característica (Chaudhry 2014, adaptado) 
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 Com isso, torna-se visual o funcionamento do método, em que um conduto é 

dividido em diversas seções de tamanho 𝛥𝑥 para todos os instantes de tempo separados 

por 𝛥𝑡, sendo possível, a partir de uma condição inicial, propagar os cálculos para cada 

passo de tempo a fim de obter a solução final. 

 

3.1.1.2. Condições de contorno 

 

 Sobre as condições de contorno mencionadas anteriormente, as seguintes serão 

abordadas: reservatório de nível fixo a montante, válvula a jusante com descarga livre e 

vazamentos com formulação para orifício. 

• Reservatório de nível fixo a montante 

Para o reservatório de nível fixo, a consideração de que esse permanece constante 

geralmente é válida para grandes volumes. A formulação varia conforme é considerada a 

perda de carga na saída ou não. Caso seja desprezada, segue: 

 𝐻1,𝑗 = 𝐻𝑟𝑒𝑠 3.11 

• Válvula a jusante com descarga livre para a atmosfera 

 A válvula a jusante com descarga livre segue a formulação de orifícios, sendo essa 

para o regime permanente:  

 𝒬1,0 = 𝐶𝑑𝐴𝐿0√2𝘨𝐻1,0 3.12 

em que 𝐶𝑑 é o coeficiente de descarga e 𝐶𝑑𝐴𝐿0 o coeficiente de vazamento, ambos para 

regime permanente. Para um instante qualquer: 

 
𝒬𝑖,𝑗 = 𝐶𝑑𝐴𝐿√2𝘨𝐻𝑖,𝑗 3.13 

 Manipulando as equações 3.12 e 3.13: 

 
𝐻𝑖,𝑗 =

𝐻1,0

𝒬1,0
2 𝜏2

𝒬𝑖,𝑗 3.14 

com 𝜏 definido como o coeficiente de abertura e fechamento da válvula, calculado pela 

equação 3.15, em que 𝜏 = 0 representa a válvula totalmente fechada e 𝜏 = 1 totalmente 

aberta. 

 
𝜏 =

𝐶𝑑𝐴𝐿

𝐶𝑑𝐴𝐿0
 3.15 

 Assim, a partir da característica positiva, descrita pela equação 3.6, e a equação 

da válvula (3.14), é possível concluir que: 
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𝒬𝑖,𝑗 = 0,5 (−𝐶𝑣 + √𝐶𝑣

2 + 4𝐶𝑝𝐶𝑣) 3.16 

 
𝐶𝑣 =

𝜏𝒬1,0

𝐶𝑎𝐻1,0
 3.17 

• Vazamentos (formulação de orifícios) 

Finalmente, para os vazamentos, é tomado como base a formulação de orifícios, 

sendo seguido o mesmo equacionamento proposto para válvulas a jusante com descarga 

livre, porém com abertura completa 𝜏 = 1. 

 

3.1.1.3. Condição de estabilidade 

 

 Para a convergência do método, deve ser respeitada a condição de Courant-

Friedrich-Lewy, ou simplesmente condição de Courant, a qual estabelece a seguinte 

relação para garantir a estabilidade e convergência: 

 𝛥𝑥 ≥ 𝑎𝛥𝑡 3.18 

 O número de Courant, portanto, é definido pela equação 3.19. 

 
𝐶𝑁 =

𝑎𝛥𝑡

𝛥𝑥
 3.19 

 Então, 𝛥𝑥 e 𝛥𝑡 devem ser escolhidos de tal forma que 𝐶𝑁 ≤ 1. 

 

3.1.2. Resistência ao escoamento em regime transiente 

 

Na dedução das equações clássicas que descrevem o comportamento do 

escoamento em regime transiente em condutos forçados, uma das simplificações feitas 

foi assumir que a resistência ao escoamento, em qualquer instante da simulação, é 

calculada da mesma maneira que é em regime permanente, caracterizando, assim, um 

modelo semipermanente, uma vez que essa resistência varia conforme a variação da 

velocidade em cada instante de tempo. Dessa forma, ao investigar a imprecisão dos 

simuladores hidráulicos no que tange ao comportamento dos picos de pressão frente ao 

fenômeno, sendo agravada com a evolução do escoamento no tempo, um dos motivos 

evidenciados foi essa aproximação em relação ao fator de atrito. 

Vardy e Brown (2003) explicam que a resistência ao escoamento considerando 

contribuições do regime transiente influencia, principalmente, na velocidade de 

propagação da onda de pressão e, portanto, em seu formato, diminuindo e atrasando os 
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picos, como é possível observar na Figura 3.4. Os autores dividem os modelos 

desenvolvidos para uma simulação unidimensional em três grupos: (i) baseados na 

aceleração instantânea; (ii) baseados no histórico de velocidades/acelerações; e (iii) 

baseados em termodinâmica irreversível. 

 
Figura 3.4 - Efeito da resistência ao escoamento em regime transiente (Elaboração do 

autor) 

Trazendo à luz a segunda classe de métodos, esses foram desenvolvidos com base 

na teoria proposta por Zielke (1968), o qual considerou, para um regime transiente 

laminar, uma função peso relacionada à velocidade quando deduzida a resistência ao 

escoamento local. Em termos de resultados, seu modelo era acurado, porém a necessidade 

de armazenar informação dos tempos anteriores tornava-o inviável em simulações de 

grande porte.  

Dessa forma, é considerado que a resistência ao escoamento total equivale ao 

somatório da parcela da resistência em regime permanente com a parcela da resistência 

em regime transiente. 

 𝜏𝑤 = 𝜏𝑤𝑠 + 𝜏𝑤𝑢 3.20 

A ideia de que 𝜏𝑤𝑢 estava relacionado com as propriedades do fluido, com a 

geometria local, com a velocidade média e com a aceleração e suas taxas de variação de 

ordem maior já havia sido desenvolvida por autores anteriormente (Daily et al. 1956; 
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Carstens e Roller 1959). A partir dessa linha, o método proposto da função peso de Zielke 

(1968) tornava a formulação explícita: 

  𝜏𝑤𝑢𝑖,𝑗
=

16𝜐

𝘨𝐷2
∑ (𝑈𝑖,𝑗+1 − 𝑈𝑖,𝑗−1)

𝑁

𝑗=1,3,…

𝑊(𝑘 − 𝑗)𝛥𝑡 3.21 

em que 𝑊 é a função peso, 𝜐 a viscosidade cinemática, 𝑈 a velocidade e 𝑁 =
𝑇

𝛥𝑡
, em que 

𝑇 é o tempo total de simulação. Trikha (1975) explica que, conforme menor 𝛥𝑡, maior o 

número de valores a serem armazenados, comprometendo, então, a eficiência 

computacional. Com isso, o autor desenvolveu o modelo para que seu tempo 

computacional fosse reduzido drasticamente, aproximando a função peso por uma série 

exponencial, conforme mostra 3.22. 

 𝜏𝑤𝑢𝑖,𝑗
=

16𝜐

𝘨𝐷2
(𝑌1𝑖,𝑗

+ 𝑌2𝑖,𝑗
+ 𝑌3𝑖,𝑗

) 3.22 

As funções 𝑌1, 𝑌2, 𝑌3 são dependentes do tempo, assumindo valor inicial zero, e 

permitem que apenas a informação do último passo de tempo seja armazenada. Assim, o 

método de Trikha (1975) busca aproximar a função peso 𝑊, proposta por Zielke (1968) 

por meio de uma função aproximada 𝑊𝑎𝑝, ambas calculadas conforme: 

 𝑊 =
1

4
𝑓𝑅𝑒 ∑ exp (−(𝑘𝜋𝑓𝑅𝑒)2 𝛹 16⁄

∞

𝑘=1

) 3.23 

 𝑊𝑎𝑝 ≃ 𝑚1𝑒
−𝑛1𝛹 + 𝑚2𝑒

−𝑛2𝛹 + ⋯ 3.24 

em que 𝛹 = 𝜐𝑡∗ 𝑅2⁄  e 𝜐 é a viscosidade cinemática. Assim, os coeficientes 

𝑚1, 𝑛1, 𝑚2, 𝑛2, … são obtidos pela minimização da função erro definida por: 

 𝐸𝑟 = ∑(𝑊 − 𝑊𝑎𝑝)
2
 3.25 

a qual é calculada para vários 𝛹. Dessa forma, 𝑌1, 𝑌2, … são calculados a seguir: 

 𝑡 = 0: 𝑌𝑘𝑖,𝑗
= 0 3.26 

 𝑡 > 0: 𝑌𝑘𝑖,𝑗
= 𝑌𝑘𝑖,𝑗−1

𝑒−𝑛𝑘𝛹∗
+ 𝑚𝑘(𝑈𝑖,𝑗 − 𝑈𝑖,𝑗−1) 3.27 

onde 𝛹∗ = 𝜐𝛥𝑡 𝑅2⁄  e 𝑘 = 1,2,3. Dessa forma, o fator 𝛹∗ permite que 𝑌𝑘 decaia 

exponencialmente para passos de tempo anteriores, descartando a necessidade de 

armazenar esses valores. 

 Vardy et al. (1993) explicam que não há necessidade de diversos termos para uma 

boa aproximação em 3.24, sendo dois suficientes para um bom resultado, havendo então 

4 coeficientes a serem calculados.  
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 𝜏𝑤𝑢𝑖,𝑗
=

16𝜐

𝘨𝐷2
(𝑌1𝑖,𝑗

+ 𝑌2𝑖,𝑗
) 3.28 

Assim, em primeira instância, para o caso 1 4⁄ 𝑓𝑅𝑒 = 69,5 e 5 ⨯ 10−7 ≤ 𝛹 ≤

5 ⨯ 10−5, foi obtido 𝑚1 = 365, 𝑛1 = 120.000,𝑚2 = 35, 𝑛2 = 5.000. Posteriormente, 

os autores sugeriram a seguinte tabela para valores dos coeficientes: 

Tabela 3.1 - Valores sugeridos para os coeficientes da equação 3.27 (Vardy et al. 1993) 
 Alcance de validade 

1

4
𝑓𝑅𝑒 𝛹𝑚í𝑛 𝛹𝑚á𝑥 𝑊𝑚í𝑛 𝑊𝑚á𝑥 𝑚1 𝑛1 𝑚2 𝑛2 

250 6 ⨯ 10−7 5 ⨯ 10−5 30 330 250 4,4 ⨯ 105 74 4,2 ⨯ 104 

500 5 ⨯ 10−7 5 ⨯ 10−5 8,8 330 260 5,6 ⨯ 105 65 1,15 ⨯ 105 

1000 4 ⨯ 10−7 ∞ 0 330 350 9,8 ⨯ 105 65 4,12 ⨯ 105 

2000 3 ⨯ 10−7 ∞ 0 330 470 2,8 ⨯ 106 65 1,62 ⨯ 106 

Dessa forma, a resistência ao escoamento em regime transiente é considerada na 

equação da quantidade de movimento (3.1) da seguinte forma: 

 
1

𝘨𝐴

𝜕𝒬

𝜕𝑡
+

𝜕𝐻

𝜕𝑥
+

𝑓𝒬|𝒬|

2𝘨𝐷𝐴2
+ 𝜏𝑤𝑢 = 0 3.29 

 

3.1.3. Viscoelasticidade 

 

Tubulações metálicas ou de concreto armado eram de uso predominante em redes 

para escoamento hidráulico, porém, houve um crescimento no uso de tubulações 

plásticas, como policloreto de vinila (PVC), polietileno (PE) e polietileno de alta 

densidade (PEAD). Isso se deve a alguns fatores, sendo os principais seu custo, sendo 

competitivo com os materiais já vigentes, fácil fabricação, eficiente execução e boas 

propriedades mecânicas e químicas, de forma que apresenta boa resposta a alterações de 

pressão na rede e boa resistência aos aspectos químicos da água. Dessa forma, tubulações 

plásticas, sendo compostas por polímeros, possuem um comportamento reológico 

diferente do elástico, denominado viscoelástico, o qual é um estágio intermediário entre 

um sólido elástico e um líquido viscoso, em que apresenta uma diferente relação entre 

tensão e deformação (Shaw e MacKnight 2005).  

Os polímeros não respondem imediatamente à tensão aplicada, ou seja, a 

deformação é atrasada na presença de uma força externa, fenômeno esse denominado 

histerese. Esse comportamento se mostrou evidente nos experimentos ao observar que, 

durante a primeira sobrepressão, a tubulação se comportou de forma elástica, porém, 
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enquanto havia aplicação constante de tensão durante essa primeira onda de pressão, 

havia aumento na deformação, e, ao inverter a onda de pressão, o perfil de deformação 

no retorno era diferente, algo que se mostrou divergente ao comportamento elástico 

observado em tubulações metálicas e de concreto armado, como mostrado na Figura 3.5. 

Nota-se que a carga de pressão relativa é calculada por 𝐻(𝑡) − 𝐻0. 

Essa diferença entre a curva de deformação nas fases de carregamento e 

relaxamento, a qual tende a formar um laço no perfil de pressão por deformação, é 

responsável pela dissipação de energia, promovendo maior atenuação das ondas de 

pressão, além de diminuir consideravelmente sua velocidade, alongando o efeito no 

tempo, representado na Figura 3.6. 

É interessante citar também que o laço formado pela histerese se forma em torno 

do que seria uma reta, essa sendo o módulo de elasticidade médio do material, conforme 

é possível observar na Figura 3.7 (Covas et al. 2004; Duan et al. 2010). 

 
Figura 3.5 - Evolução das curvas tensão-deformação (Elaboração do autor)  
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Figura 3.6 - Consequência da viscoelasticidade na atenuação do transiente hidráulico 

(Elaboração do autor) 

 
Figura 3.7 - Efeito histerético da viscoleaticidade (Elaboração do autor) 



16 

 

Portanto, no modelo elástico clássico para o desenvolvimento das equações 

governantes do regime transiente, é considerado o comportamento elástico da tubulação, 

sendo esse inadequado para prever a resposta de tubulações plásticas, havendo então a 

necessidade de um ajuste na formulação que considere esse diferente comportamento 

reológico do material. Covas et al. (2004, 2005b) desenvolveram um modelo matemático 

com esse objetivo, em que, de forma inicial, foi considerado, com base no Princípio da 

Superposição de Boltzmann, que poderia haver uma adição linear entre as parcelas de 

deformações independentes, cada uma gerada a partir de uma fase do carregamento de 

tensão. Com isso, a deformação total seria a soma entre a deformação instantânea elástica, 

𝜀𝑒, e a deformação retardada, 𝜀𝑟. 

  𝜀(𝑡) = 𝜀𝑒 + 𝜀𝑟(𝑡) 3.30 

É importante inserir na discussão o termo fluência, o qual sua definição já foi 

abordada anteriormente, sendo utilizado para se referir ao comportamento da deformação 

dependente do tempo e da tensão aplicada. Assim, para uma tensão contínua 𝜎(𝑡), 

fluência instantânea 𝐽0 (o qual é o inverso do módulo de elasticidade, 𝐽0 = 1 𝐸0⁄ ) e 

fluência variável no tempo 𝑡′: 

  𝜀(𝑡) = 𝐽0𝜎(𝑡) + ∫ 𝜎(𝑡 − 𝑡′)
𝑡

0

𝜕𝐽(𝑡′)

𝜕𝑡′
𝑑𝑡′ 3.31 

 Conforme explicam Covas et al. (2005b), faz-se as seguintes considerações acerca 

do material da tubulação: (i) é homogêneo e isotrópico; (ii) para pequenas deformações, 

apresenta comportamento viscoelástico linear; (iii) o coeficiente de Poisson ν é constante, 

logo o comportamento mecânico depende apenas da função fluência; e (iv) a tensão 

circunferencial é dada por 𝜎 = 𝛼𝛥𝐻𝐷 2𝑒⁄ , e, então, a deformação circunferencial total, 

𝜀 = (𝐷 − 𝐷0) 𝐷0⁄ , é calculada por: 

 

𝜀(𝑡) =
𝛼0𝐷0

2𝑒0

[𝐻(𝑡) − 𝐻0]𝐽0

+ ∫
𝛼(𝑡 − 𝑡′)𝐷(𝑡 − 𝑡′)

2𝑒(𝑡 − 𝑡′)

𝑡

0

[𝐻(𝑡 − 𝑡′) − 𝐻0]
𝜕𝐽(𝑡′)

𝜕𝑡′
𝑑𝑡′ 

3.32 

em que 𝑃(𝑡) é a pressão no tempo 𝑡, 𝑃0 é a pressão no regime permanente, 𝐷(𝑡) e 𝐷0 são 

os diâmetros da tubulação no tempo 𝑡 e inicial, respectivamente, 𝑒(𝑡) e 𝑒0 são a espessura 

da parede da tubulação no tempo 𝑡 e inicial, respectivamente, 𝛼(𝑡) e 𝛼0 são os 

coeficientes relacionados à ancoragem do tubo no tempo 𝑡 e inicial, respectivamente, 

sendo o último obtido conforme 3.33: 
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 𝛼 =
2𝑒

𝐷
(1 + 𝜈) +

𝐷

𝐷 + 𝑒
(1 − 𝜈2) 3.33 

 Ainda de acordo com Covas et al. (2005b), dessa forma, para incluir o efeito da 

viscoelasticidade no cálculo dos transientes hidráulicos, a equação da continuidade (3.2) 

deve ser deduzida novamente por meio do teorema de transporte de Reynolds. Nota-se 

que a deformação elástica 𝜀𝑒 já está considerada no termo da carga piezométrica e no 

cálculo da velocidade da onda elástica, sendo necessário então incluir apenas a 

deformação retardada 𝜀𝑟. Nota-se que, na dedução, os termos convectivos foram 

desprezados, permitindo a notação em termos da derivada parcial ou total sem perda de 

informação. 

 
𝑎2

𝘨𝐴

𝜕𝒬

𝜕𝑥
+

𝜕𝐻

𝜕𝑡
+

2𝑎2

𝘨

𝜕𝜀𝑟

𝜕𝑡
= 0 3.34 

 A derivada de 𝜀𝑟, em relação ao tempo, pode ser obtida derivando o segundo termo 

da equação 3.32. Para isso, a função fluência 𝐽(𝑡) deve ser representada por uma 

expressão matemática, sendo utilizado o modelo generalizado de Kelvin-Voigt para um 

sólido viscoelástico, conforme Figura 3.8. 

 
Figura 3.8 - Modelo generalizado de Kelvin-Voigt para um sólido viscoelástico (Shaw e 

MacKnight 2005) 

 Então, a expressão matemática para a função fluência é dada por: 

 𝐽(𝑡) = 𝐽0 + ∑ 𝐽𝑘(1 − 𝑒−𝑡 𝜏𝑘⁄ )

𝑁𝑘𝑣

𝑘=1

 3.35 

em que 𝐽0 é a fluência da primeira mola e 𝐽𝑘 é a fluência da mola do k-ésimo elemento, 

sendo ambas calculadas por 𝐽0 = 1 𝐸0⁄  e 𝐽𝑘 = 1 𝐸𝑘⁄ , respectivamente. Além disso, 𝜏𝑘 é 

o tempo de relaxação do k-ésimo elemento, valendo a relação 𝜏𝑘 = 𝜇𝑘 𝐸𝑘⁄ , sendo 𝜇𝑘 a 

viscosidade cinemática do k-ésimo elemento e 𝑁𝑘𝑣 o número de elementos Kelvin-Voigt. 

A função fluência é calibrada por meio dos parâmetros 𝐽𝑘 e 𝜏𝑘 conforme dados 

experimentais da rede. Assim, a deformação retardada, ou lenta, e sua derivada são 

calculadas conforme: 
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 𝜀𝑟(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝜀𝑟𝑘
(𝑥, 𝑡)

𝑁𝑘𝑣

𝑘=1

 3.36 

 𝜀𝑟(𝑥, 𝑡) = ∑ {
𝛼𝐷

2𝑒
𝛾 ∫ [𝐻(𝑥, 𝑡 − 𝑡′) − 𝐻0(𝑥)]

𝐽𝑘
𝜏𝑘

𝑒−𝑡′ 𝜏𝑘⁄ 𝑑𝑡′
𝑡

0

}

𝑁𝑘𝑣

𝑘=1

 3.37 

 
𝜕𝜀𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= ∑

𝜕𝜀𝑟𝑘
(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

𝑁𝑘𝑣

𝑘=1

   

3.38 

 
𝜕𝜀𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= ∑ {

𝛼𝐷

2𝑒

𝐽𝑘
𝜏𝑘

𝛾[𝐻(𝑥, 𝑡 − 𝑡′) − 𝐻0(𝑥)] −
𝜀𝑟𝑘

(𝑥, 𝑡)

𝜏𝑘
}

𝑁𝑘𝑣

𝑘=1

 3.39 

Ademais, tem-se, para cada elemento Kelvin-Voigt, o seguinte equacionamento: 

 𝜀𝑟𝑘(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝐹(𝑥, 𝑡 − 𝑡′)
𝐽𝑘
𝜏𝑘

𝑒−𝑡′ 𝜏𝑘⁄ 𝑑𝑡′
𝑡

0

 3.40 

 
𝐹(𝑥, 𝑡) =

𝛼𝐷

2𝑒
𝛾[𝐻(𝑥, 𝑡) − 𝐻0(𝑥)] 3.41 

 Por fim, após manipulações matemáticas, cada k-ésimo elemento pode ser 

calculado pela aproximação numérica: 

 
𝜕𝜀𝑟𝑘

(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝐽𝑘
𝜏𝑘

𝐹(𝑥, 𝑡) −
𝜀𝑟̃𝑘

(𝑥, 𝑡)

𝜏𝑘
 3.42 

 𝜀𝑟̃𝑘
(𝑥, 𝑡) = 𝐽𝑘𝐹(𝑥, 𝑡) − 𝐽𝑘𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ 𝐹(𝑥, 𝑡 − 𝛥𝑡)

− 𝐽𝑘𝜏𝑘(1 − 𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ )
𝐹(𝑥, 𝑡) − 𝐹(𝑥, 𝑡 − 𝛥𝑡)

𝛥𝑡

+ 𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ 𝜀𝑟̃𝑘
(𝑥, 𝑡 − 𝛥𝑡) 

3.43 

 É interessante ressaltar que, como mencionado anteriormente, o modelo 

viscoelástico é adequado para simular transientes hidráulicos em tubulações plásticas, 

substituindo o modelo elástico nessa circunstância. No entanto, sua adequabilidade não 

se traduz igualmente para todos os tipos de tubulações plásticas. Diniz et al. (2019) 

mostram que a aplicabilidade varia entre condutos de PVC e PEAD. Na Figura 3.9, é 

visível que o modelo elástico representa bem a magnitude dos picos de pressão dos 

condutos de PVC, apesar de falhar em simular, de forma adequada, o formato da curva. 

Já para PEAD, o modelo viscoelástico mostra-se necessário para ambos os casos, PVC e 

PEAD. Os autores explicam que a deformação apresentada nos condutos de PEAD foi 

significativamente superior aos de PVC, provocando essa diferença entre as simulações. 

No entanto, enfatiza-se que, apesar do modelo elástico ser capaz de prever as envoltórias 

de pressão para PVC, ele não reproduz bem o sinal dessa grandeza, ou seja, caso a 
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finalidade seja calibração do modelo para detecção de falhas, é necessária a 

implementação da viscoelasticidade. 

 
Figura 3.9 - Modelos elástico e viscoelástico para tubos de PVC e PEAD (Diniz et al. 

2019) 

 

3.1.4. MOC considerando fator de atrito variável e viscoelasticidade 

 

Como mencionado anteriormente, a formulação clássica das equações 

governantes do escoamento transiente foi deduzida sobre diversas considerações e 

simplificações, e as equações 3.29 e 3.34 implementam a influência do fator de atrito em 

regime transiente e do efeito viscoelástico das tubulações plásticas, respectivamente. 

Dessa forma, surge a necessidade de implementá-las no MOC, havendo então novas 

formas para as equações 3.6 a 3.10. Soares et al. (2008) propuseram esse novo modelo, 

e, com base no que foi apresentado no artigo, a partir de algumas correções e reduções, é 

possível obter a Tabela 3.2, a qual seve de base para as equações 3.44 a 3.51. A dedução 

está conforme demonstrada no Apêndice B. 
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Tabela 3.2 - Coeficientes do MOC (Soares et al. 2008, adaptado) 
Fator de atrito em regime permanente [′] 

Sem fator 𝐶𝑃1
′ = 𝐶𝑃2

′ = 0 𝐶𝑁1
′ = 𝐶𝑁2

′ = 0 

Acurácia de primeira 

ordem 

𝐶𝑃1
′ = −𝑅𝛥𝑡𝒬𝑖−1,𝑗−1|𝒬𝑖−1,𝑗−1| 𝐶𝑁1

′ = −𝑅𝛥𝑡𝒬𝑖+1,𝑗−1|𝒬𝑖+1,𝑗−1| 

𝐶𝑃2
′ = 0 𝐶𝑁2

′ = 0 

Acurácia de segunda 

ordem 

𝐶𝑃1
′ = 0 𝐶𝑁1

′ = 0 

𝐶𝑃2
′ = 𝑅𝛥𝑡|𝒬𝑖−1,𝑗−1| 𝐶𝑁2

′ = 𝑅𝛥𝑡|𝒬𝑖+1,𝑗−1| 

Fator de atrito variável [′′] 

Sem fator 𝐶𝑃1
′′ = 𝐶𝑃2

′′ = 0 𝐶𝑁1
′′ = 𝐶𝑁2

′′ = 0 

Vardy et al. (1993) 
𝐶𝑃1

′′ = 𝐶𝑁1
′′ = −

16𝜈𝐴

𝐷2
𝛥𝑡 ∑ {𝑒

−𝑛𝑘
4𝜈
𝐷2𝛥𝑡

𝑌𝑘,𝑗−1 −
𝑚𝑘

𝐴
𝒬𝑖,𝑗−1}

𝑘=1,2
 

 
𝐶𝑃2

′′ = 𝐶𝑁2
′′ =

16𝜈

𝐷2
𝛥𝑡 ∑ 𝑚𝑘

𝑘=1,2
 

Comportamento reológico da parede da tubulação [′′′] 

Linear elástico 𝐶𝑃1
′′′ = 𝐶𝑃2

′′′ = 0 𝐶𝑁1
′′′ = 𝐶𝑁2

′′′ = 0 

Linear viscoelástico 
𝐶𝑃1

′′′ = −𝐶𝑁1
′′′ = −2𝑎𝐴𝛥𝑡 ∑ {

𝐽𝑘
𝜏𝑘

𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ 𝐹𝑖,𝑗−1 +
𝐽𝑘𝐶0

𝛥𝑡
(𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ − 1)𝐻𝑖,𝑗−1

𝑁𝑘𝑣

𝑘=1

−
𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄

𝜏𝑘

𝜀𝑟̃𝑘𝑖,𝑗−1
} 

 
𝐶𝑃2

′′′ = 𝐶𝑁2
′′′ = 2𝑎𝐴𝐶0 ∑ 𝐽𝑘(1 − 𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ )

𝑁𝑘𝑣

𝑘=1
 

 

 𝐶+: 𝑄𝑖,𝑗 = 𝐶𝑃 − 𝐶𝑎+𝐻𝑖,𝑗 3.44 

 𝐶−: 𝑄𝑖,𝑗 = 𝐶𝑁 + 𝐶𝑎−𝐻𝑖,𝑗 3.45 

 𝐶𝑃 =
𝑄𝑖−1,𝑗−1 + 𝐵𝐻𝑖−1,𝑗−1 + 𝐶𝑃1

′ + 𝐶𝑃1
′′ + 𝐶𝑃1

′′′

1 + 𝐶𝑃2
′ + 𝐶𝑃2

′′
 3.46 

 𝐶𝑁 =
𝑄𝑖+1,𝑗−1 − 𝐵𝐻𝑖+1,𝑗−1 + 𝐶𝑁1

′ + 𝐶𝑁1
′′ + 𝐶𝑁1

′′′

1 + 𝐶𝑁2
′ + 𝐶𝑁2

′′
 3.47 

 𝐶𝑎+ =
𝐵 + 𝐶𝑃2

′′′

1 + 𝐶𝑃2
′ + 𝐶𝑃2

′′
 3.48 

 𝐶𝑎− =
𝐵 + 𝐶𝑁2

′′′

1 + 𝐶𝑁2
′ + 𝐶𝑁2

′′
 3.49 

 
𝐵 =

𝘨𝐴

𝑎
 3.50 

 
𝐶0 =

𝛼0𝐷0

2𝑒0
𝛾 3.51 
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3.1.5. Simulação de vazamentos não nodais para o MOC 

 

Os vazamentos podem ser simulados como condição de contorno no MOC, sendo 

aplicado em determinados nós da malha, seguindo o conceito apresentado no item 3.1.1.2. 

No entanto, esse método tem a grande desvantagem de necessitar que o vazamento na 

rede hidráulica real esteja localizado numa posição que seja compatível com o nó do 

modelo hidráulico computacional. Para contornar esse problema, seria necessário 

aumentar a discretização até que as posições fossem coincidentes, ação que incrementaria 

substancialmente o tempo computacional. Nesse contexto, Vítkovský (2001) 

desenvolveu uma formulação para vazamentos não nodais, permitindo maior liberdade 

de discretização da malha do MOC, porém com uma formulação mais complexa do 

problema. 

A formulação de vazamentos não nodais é feita de forma explícita, considerando 

um passo intermediário na malha do MOC, conforme mostra Figura 3.10 e Figura 3.11. 

 
Figura 3.10 - Vazamento em ponto não nodal para característica positiva (Vítkovský 

2001) 

 
Figura 3.11 - Vazamento em ponto não nodal para característica negativa (Vítkovský 

2001) 

Para a característica positiva, o equacionamento torna-se: 

 𝒬𝑃 + 𝒬L − 𝒬A + 𝐵(𝐻𝑃 − 𝐻𝐴) +
𝑅

𝑎
[𝒬𝐴|𝒬𝐴|𝑥𝐿 + 𝒬𝐿𝐵|𝒬𝐿𝐵|(𝛥𝑥 − 𝑥𝐿)] 3.52 
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Já para a negativa: 

 

𝒬𝑃 − 𝒬𝐿 − 𝒬𝐵 + 𝐵(𝐻𝑃 − 𝐻𝐵)

−
𝑅

𝑎
[𝒬𝐵|𝒬𝐵|(2𝛥𝑥 − 𝑥𝐿) − 𝒬𝐿𝐴|𝒬𝐿𝐴|(𝑥𝐿 − 𝛥𝑥)] 

3.53 

A dedução da formulação de vazamento não nodal proposta por Vítkovský 

(2001) está conforme Apêndice C. 

 

3.2. MÉTODOS DE OTIMIZAÇÃO 

 

A modelagem ótima de sistemas, prevenção de riscos e detecção de falhas estão 

intimamente relacionados com a estimativa das características desconhecidas do sistema. 

Para isso, busca-se um modelo representativo, ou seja, um modelo que seja capaz de 

simular, com precisão, os dados coletados em campo. Em um modelo qualquer, existem 

os parâmetros, os quais são dados previamente conhecidos, e as variáveis de decisão, as 

quais deverão ser estimadas para que o modelo seja adequado. 

Dessa forma, no contexto de análise de transientes hidráulicos, a estimativa das 

variáveis de decisão baseia-se no conceito de ajuste de curva, o qual é sistematizado pela 

minimização do erro entre os perfis de pressão coletados em campo e os obtidos por meio 

de simulação computacional. Esse erro pode ser quantificado por uma função matemática, 

estabelecida pelo usuário, denominada de função objetivo (𝐹𝑂). Assim, métodos de 

otimização são aplicados para a minimização dessa função objetivo. 

 Para entender a classificação dos métodos de otimização, é necessário, 

primeiramente, compreender o conceito de extremos da função. Extremos são candidatos 

a pontos ótimos, onde a função tem sua primeira derivada (𝑓′(𝑥), caso exista) nula, sendo 

esses extremos máximos ou mínimos, em que são caracterizados pelo sinal da segunda 

derivada da função (𝑓′′(𝑥), caso exista), assumindo valores negativos para máximo e 

positivos para mínimo, em que 𝑥 representa um conjunto de variáveis a serem 

determinadas. 

Assim, os métodos de otimização podem ser divididos em duas grandes classes: 

busca local e busca global. Os de busca local podem ser classificados em métodos 

baseados em derivadas, métodos de busca direta e métodos para casos especiais. Com 

isso, são aqueles que irão atingir o extremo em uma determinada região do domínio, 

estando sujeitos aos extremos locais a depender do valor inicial admitido (Schütze et al. 

2002). 
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Figura 3.12 - Função com mais de um extremo (Goldberg 1989) 

Dentre os métodos de busca local baseados em derivadas, enfatiza-se os seguintes: 

método do gradiente, Newton-Raphson e Levenberg-Marquardt, os quais avaliam as 

derivadas de primeira e/ou segunda ordem para encontrar o valor ótimo a partir de um 

ponto de partida. Nota-se que extremos podem ser locais ou globais, e, quando um 

processo de otimização local atinge um valor ótimo, ele permanecerá nesse ponto, não 

havendo certeza, a princípio, de que esse ponto é o extremo global de todo o domínio. É 

importante elucidar sobre os pontos de inflexão, os quais podem comprometer a busca 

por também possuírem a primeira derivada nula, porém não representando extremos 

(Chapra e Canale 2010). Outra limitação dos métodos de busca local baseados em 

derivada é a necessidade de uma superfície em que se aplique os conceitos de 

continuidade e diferenciabilidade, algo não aplicável em diversas situações. Assim, 

mesmo se for considerado aproximações numéricas para a derivada na ausência de uma 

função explícita, o método pode ser inadequado.  

 
Figura 3.13 - Função não diferenciável (Goldberg 1989) 
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 Já os métodos de busca global permitem um alcance de todo o domínio da função 

objetivo a ser minimizada por meio de um elevado número de estimativas iniciais, sendo 

um de seus representantes o algoritmo genético. 

 

3.2.1. Métodos de busca local baseados em derivadas 

 

A seguir são apresentados o método do Gradiente, Newton-Raphson e Levenberg-

Marquardt, como estão interligados e suas vantagens e desvantagens. 

 

3.2.1.1. Método do Gradiente 

 

Esse método consiste em, a partir de um valor inicial, determinar a direção do 

gradiente (direção de maior crescimento da função) e deslocar, nessa direção, 

proporcionalmente ao passo 𝜆. Essa ideia é representada matematicamente por: 

 𝑥(𝑖+1) = 𝑥(𝑖) − 𝜆𝛻𝑓(𝑥(𝑖)) 3.54 

em que 𝑥(𝑖) representa a posição atual, 𝑥(𝑖+1) a posição do passo seguinte a ser calculada, 

𝜆 o quanto será deslocado e 𝛻𝑓(𝑥(𝑖)) o gradiente da função sob análise. Nota-se o sinal 

negativo devido a ser um problema de minimização, logo, deve-se ir contrário à direção 

do gradiente. É um método que apresenta boa estabilidade, porém convergência lenta, 

sendo essa acelerada pelo cálculo do passo de tempo ideal. 

 

3.2.1.2. Método de Newton-Raphson 

 

O método de Newton Raphson possui uma lógica similar ao anterior, porém leva 

em consideração, além do gradiente, a curvatura da superfície. Possui uma boa velocidade 

de convergência, porém é um método instável e altamente dependente do valor inicial, 

uma vez que, ao envolver a matriz hessiana (3.56), e, principalmente, sua inversão, torna-

se sujeito a erros de cálculo e divergência.  

 
𝑥(𝑖+1) = 𝑥(𝑖) − (𝛻2𝑓(𝑥(𝑖)))

−1

𝛻𝑓(𝑥(𝑖))   3.55 
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∇2𝑓(𝑥) =

[
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 3.56 

 

3.2.1.3. Método de Levenberg-Marquardt 

 

Frente aos problemas apresentados dos dois métodos anteriores, o método de 

Levenberg-Marquardt, ou simplesmente Levenberg-Marquardt, combina o método do 

Gradiente com Newton-Raphson, propondo um modelo estável e de convergência rápida. 

Press et al. (1992) explicam que, devido ao seu sucesso nos cálculos de otimização, 

Levenberg-Marquardt passou a ser frequentemente utilizado em problemas de 

minimização, sobretudo em problemas de mínimos quadrados. Dessa forma, apresenta a 

seguinte formulação: 

 𝑥(𝑖+1) = 𝑥(𝑖) − (𝛻2𝑓(𝑥(𝑖)) + 𝜆𝐼)
−1

𝛻𝑓(𝑥(𝑖))   3.57 

sendo 𝐼 a matriz identidade com a mesma dimensão da matriz hessiana, a qual, por sua 

vez, possui 𝑛 dimensões para um vetor 𝑥 de 𝑛 variáveis de decisão. A lógica desse método 

é uma flutuação entre o método do Gradiente e Newton-Raphson, sendo isso determinado 

pelo multiplicador 𝜆. Esse multiplicador, ao assumir valores expressivos, torna a hessiana 

desprezível, e, portanto, o método atua como o método do Gradiente. Caso assuma valores 

pequenos, a hessiana dominará o termo e então o comportamento será como o de Newton-

Raphson.  

Para que isso aconteça, a partir de um ponto de partida 𝑥(0) e um multiplicador 

inicial 𝜆 = 0,001, é calculado 𝑓(𝑥(0)), 𝛻𝑓(𝑥(0)) e 𝛻2𝑓(𝑥(0)) para obter o próximo valor 

de 𝑥. A cada interação é avaliada o novo valor 𝑓(𝑥(𝑖+1)) obtido, algo que não era presente 

nos outros métodos. Se o novo valor for inferior a 𝑓(𝑥(𝑖)), ou seja, houve um decréscimo 

no valor da função, 𝜆 assumirá valores cada vez menores, dividindo-o por 100, acelerando 

a convergência. Caso contrário, 𝑓(𝑥(𝑖+1)) será negado e 𝜆 assumirá valores maiores, 

multiplicando-o por 10, e será recalculado 𝑓(𝑥(𝑖+1)), garantindo a estabilidade do 

método. 
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3.2.2. Algoritmos genéticos 

 

Com a evolução dos problemas a serem otimizados, métodos convencionais têm-

se mostrado ineficientes em sua capacidade de encontrar a melhor solução para problemas 

complexos, e, nesse contexto, os algoritmos genéticos (AG) prevalecem. Por meio de 

múltiplos pontos iniciais de busca e mecanismos os quais simulam a natureza, como 

sobrevivência do mais adaptado, reprodução, recombinação e mutação, são capazes de 

solucionar tais problemas complexos. Mesmo sendo considerado um método 

probabilístico, o AG combina elementos de busca direcionada e busca estocástica 

(Michalewicz 1996). 

Dentre as vantagens desse método, Goldberg (1989) cita quatro principais: 

trabalha a partir do código dos parâmetros e não com os parâmetros em si; a busca é feita 

por meio de uma população de pontos e não um ponto apenas; é avaliada uma função 

objetivo somente, então não necessita de derivadas ou outros mecanismos direcionais; 

usa regras probabilísticas, e não determinísticas. Além dessas, Soares et al. (2007) citam 

também que o AG permite a otimização de diversas variáveis em superfícies complexas, 

reduzindo a incidência de extremos locais; não necessita de conhecimento matemático 

aprofundado; fornece uma gama de soluções ótimas a partir da varredura do espaço de 

busca; e pode ser facilmente hibridizado com outras técnicas. 

Conforme a terminologia do método, cada parâmetro a ser avaliado é denominado 

gene, cada indivíduo, representando uma possível solução, é denominado cromossomo e 

o conjunto dos indivíduos é denominado população. Cada cromossomo em cada interação 

é avaliado por meio de um valor numérico, denominado aptidão, o qual é em relação à 

função objetivo. Assim, um AG simples envolve três operações: reprodução, 

recombinação e mutação. A reprodução é simplesmente a cópia exata de um cromossomo 

para a próxima interação, sendo determinada por sua aptidão, ou seja, os que possuem 

maior aptidão, possuem maior probabilidade de serem reproduzidos. Já a recombinação 

é o processo em que dois cromossomos trocam uma de suas soluções dentre o conjunto 

de soluções, logo, dois cromossomos “pais” geram dois novos cromossomos “filhos”. Por 

fim, a mutação é o descarte de uma solução no conjunto de soluções, sendo substituída 

por uma nova, representando uma movimentação randomizada pelo espaço de soluções. 

É interessante mencionar que a mutação é um processo secundário na otimização, 

assumindo uma função de recuperar uma possível solução perdida. 
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No presente estudo, foi utilizada a biblioteca PyGAD do Pyhton, descrita em Gad 

(2021). Para isso, serão abordados aqui alguns dos parâmetros customizáveis fornecidos 

pela biblioteca em questão. Primeiramente, são exigidos 5 parâmetros obrigatórios: o 

número de gerações, quantos indivíduos irão compor a população, o número de pais a 

serem selecionados para reprodução, o número de genes e qual será a função aptidão. 

As opções de método para seleção de pais são: 

• “sss” (steady-state selection): os indivíduos com melhor aptidão serão escolhidos 

para reprodução; 

• “rws” (roulette wheel selection): os pais são selecionados de maneira 

probabilística, em que a probabilidade é diretamente proporcional à aptidão do 

indivíduo; 

• “sus” (stochastic universal sampling): variação do “rws”, garantindo uma 

distribuição mais uniforme da seleção; 

• “rank” (rank selection): os indivíduos são classificados com base na aptidão, e a 

eles é atribuído um ranking, o qual é utilizado como base para a escolha; 

• “random” (random selection): indivíduos são escolhidos de forma aleatória; 

• “tournament” (tournament selection): é selecionado um grupo aleatório de K 

indivíduos, em que o melhor é escolhido. 

Já para os métodos de recombinação, as opções são: 

• “single_point”: os genes dos pais são divididos em duas regiões, em que cada um 

fornece uma região para o filho; 

• “two_points”: similar ao anterior, porém com dois pontos aleatórios, alternando 

os genes que serão passados para o filho; 

• “uniform”: para cada gene, a chance de vir de um pai ou de outro é igual; 

• “scattered”: similar ao anterior, porém com base binária para a escolha. 

Por fim, sobre os métodos de mutação: 

• “random": o valor do gene é mudado aleatoriamente para outro dentro do limite 

imposto; 

• “swap”: 2 genes são trocados aleatoriamente; 

• “inversion”: seleciona um intervalo de genes e inverte a sequência deles; 

• “scramble”: seleciona um intervalo de genes e os embaralha; 

• “adaptative”: funciona de maneira similar ao “random”, porém é atribuída uma 

probabilidade para indivíduos de baixa aptidão e outra para os de alta. 
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3.3. TRANSFORMADA WAVELET 

 

3.3.1. Princípio da incerteza de Heisenberg em processamento de sinais 

 

Criado no âmbito da mecânica quântica, o princípio da incerteza de Heisenberg 

estabelece que, para uma partícula em movimento, não é possível determinar sua posição 

e momento com alta precisão simultaneamente. Na esfera de análise de sinais, esse 

princípio impõe que não é possível obter uma resolução perfeita no tempo e na frequência 

de maneira concomitante. Em outras palavras, a alta resolução de tempo e frequência são 

excludentes entre si (Kaiser 2011).  

De maneira mais prática, ao aplicar a transformada de Fourier em uma série 

temporal, todo o conteúdo é descrito no domínio da frequência, perdendo a informação 

de quando ocorreram os componentes de frequência. Por outro lado, ao analisar no 

domínio do tempo, não há nenhuma informação do espectro de frequência da série. Essa 

relação está representada na Figura 3.14. 

 
Figura 3.14 - Princípio da incerteza de Heisenberg para o domínio da frequência e do 

tempo (Elaboração do autor) 

Portanto, na prática acerca do princípio da incerteza, um aumento na precisão 

temporal (diminuição do ∆𝑡) resulta na diminuição da resolução de frequência (aumento 

do ∆𝑓), e a mesma relação valendo para a análise contrária. 

 Assim, Vetterli e Herley (1992) explicam que, visando solucionar esse problema, 

foram criadas as transformadas de Fourier janeladas, as quais apresentam uma versão 

modulada de senoides que podem ser transladas no tempo. No entanto, essa janela é fixa 

para todas as frequências, mantendo a resolução no plano tempo-frequência também fixa, 

conforme Figura 3.15. 
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Figura 3.15 - Plano tempo-frequência e funções base da transformada de Fourier 

janelada (Graps 1995, adaptado) 

É criada então a ideia de variar a janela a ser utilizada, renunciando resolução de 

tempo em troca de resolução de frequência para diferentes resoluções (Figura 3.16), 

surgindo, assim, as wavelets, capazes de contornar as incertezas do plano tempo-

frequência por meio da adaptabilidade da onda utilizada no processamento do sinal. 

 
Figura 3.16 - Plano tempo-frequência da transformada wavelet e uma de suas wavelets 

mães em diferentes escalas (Fonte: Graps 1995, adaptado) 

As wavelets, portanto, são funções locais capazes de processar um sinal por meio 

do translado e contração/dilatação de uma wavelet mãe. Em outras palavras, para uma 

detalhada análise temporal, em que há prevalência de altas frequências, são utilizadas as 

versões contraídas das wavelets. Para uma análise temporal mais geral, em que há 

prevalência de baixas frequências, utiliza-se as versões dilatadas (Combes et al. 1990; 

Daubechies 1992). Mallat e Hwang (1992) reforçam essa ideia, acrescentando que essas 

singularidades (componentes captados pela resolução de alta frequência), muitas vezes, 

armazenam as informações mais importantes do sinal coletado, variando de contorno de 

imagens até picos em eventos transientes. 

Alguns exemplos de wavelets mães estão conforme Figura 3.17. 
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Figura 3.17 - Exemplos de wavelets mães (Elaboração do autor) 

É possível notar que cada família apresenta um formato distinto, o qual influencia 

em sua escolha para analisar determinado sinal. É interessante citar que certas famílias 

possuem, inclusive, padrão fractal, como é o caso das wavelets Daubechies (Figura 3.18). 

 
Figura 3.18 - Padrão fractal da wavelet Daubechies (Graps 1995) 

 

 

 



31 

 

3.3.2. Fundamentos matemáticos da transformada wavelet  

 

O termo wavelet pode, então, ser traduzido como “ondaleta”, assumindo a ideia 

de “pequena onda”, ou seja, é definida em um intervalo limitado, sendo caracterizada 

como uma função local. Dessa forma, conforme Percival e Walden (2000), considerando 

uma função wavelet 𝜓(·), há duas principais condições de existência: 

 ∫ 𝜓(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞

= 0 3.58 

 ∫ 𝜓2(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞

= 1 3.59 

A equação 3.58 diz que todos os valores que a função assume maiores que zero 

devem ser contrabalanceados por valores negativos, caracterizando a função como 

oscilatória e, portanto, de fato uma onda, enquanto a 3.59 impõe que a função 𝜓(·) deve 

possuir energia unitária. Uma consequência da equação 3.59 é que 𝜓(·) deve desviar de 

maneira insignificante de zero fora do intervalo [𝑇, −𝑇], logo, 𝜓(·) essencialmente 

assume valores não nulos apenas no intervalo [𝑇, −𝑇], relação essa representada por: 

 ∫ 𝜓2(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

−𝑇

⋍ 1 3.60 

A transformada wavelet (TW) possui duas técnicas de análise de sinais: a 

transformada wavelet contínua (TWC) e transformada wavelet discreta (TWD). A TWC 

é aplicada para dados contínuos e é de elevada resolução, porém com grande custo 

computacional, enquanto a TWD é mais compacta, eficiente e prática para análise de 

sinais discretos, promovendo análise em múltiplas resoluções e em tempo real. Devido 

ao caráter de aplicação, será abordado apenas a segunda técnica neste capítulo. 

 

3.3.2.1. Transformada wavelet discreta (TWD) 

 

No contexto de processamento de sinais, a TWD permite a análise de um sinal em 

diversos níveis de resolução, capturando tanto componentes de baixa frequência 

(informações gerais) quanto componentes de alta frequência (detalhes finos), 

característica essencial para a detecção de singularidades em séries temporais. Essa 

técnica de visualização em níveis de resolução é denominada de análise multiresolucional 

(MRA, do inglês multiresolution analysis) (Mallat 1989). 
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Para continuar com a definição, é importante mencionar uma das principais 

características da MRA da TWD: é uma transformada que utiliza do processo de 

decimação, ou seja, a amostragem é reduzida pela metade a cada decomposição feita, 

removendo a redundância de informação e acelerando o tempo de processamento. Com 

isso, surge a condição de que o sinal analisado 𝑋 deve ser de dimensão 𝑁 = 2𝙹. Definindo 

𝐿 como o número de coeficientes da wavelet mãe escolhida (mais detalhes adiante), o 

nível máximo de resolução 𝙹 é calculado por: 

 
𝙹 = 𝑖𝑛𝑡 [𝑙𝑜𝑔2 (

𝑁

𝐿
) + 1] 3.61 

Assim, para 𝑗 níveis de resolução, em que 𝑗 ≤ 𝙹, a MRA suporta que a série 

𝑋 pode ser fracionada em: 

 𝑋 = ∑ 𝒟𝑘

𝑗

𝑘=1

+ 𝒮𝑗  3.62 

em que 𝒟𝑘 representa a versão detalhada do sinal a cada nível de resolução 𝑘 ≤ 𝑗 e 𝒮𝑗  a 

versão aproximada no último nível de resolução. Para que isso seja possível, a MRA 

possui duas etapas de aplicação: a decomposição e a síntese. A decomposição utiliza o 

processo de downsampling, como mencionado anteriormente, para aplicação das matrizes 

referentes aos filtros passa alta (ℬ) e passa baixa (𝒜) e posterior obtenção das matrizes 

de coeficientes da transformada (𝑊 e 𝑉), agora representados no domínio wavelet. É 

importante explicar que esses coeficientes não possuem relação direta com o sinal 

observado. Esse processo está conforme Figura 3.19.  

 
Figura 3.19 - Etapa da decomposição da MRA da TWD (Elaboração do autor) 

A síntese consiste no inverso da transformada, em que as matrizes de coeficientes 

retornam ao domínio inicial, dando origem às versões detalhadas e aproximada, 

possibilitando a comparação com o sinal original 𝑋. Para isso, é empregado o upsampling 

para que a amostragem das versões nos diferentes níveis de resolução seja igual à do sinal 

𝑋. Assim, a síntese e a reconstrução do sinal são realizadas conforme Figura 3.20. 
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Figura 3.20 - Etapa da síntese da MRA da TWD (Elaboração do autor) 

Dessa forma, de maneira mais prática, o fracionamento do sinal 𝑋 pela MRA da 

TWD é feita por um algoritmo piramidal de cálculo, como mostra a Figura 3.21. A 

formulação dos procedimentos descritos está conforme Apêndice D. 

 
Figura 3.21 - Algoritmo piramidal da MRA da TWD (Elaboração do autor) 

 

3.3.2.2. Transformada wavelet discreta redundante (TWDR) 

 

A TWDR opera de maneira semelhante à TWD para a MRA de uma série 𝑋 de 

dimensão 𝑁, em que a principal diferença reside na construção das matrizes dos 

coeficientes, uma vez que é uma transformada redundante, ou seja, não utiliza da 

decimação no processo de aplicação dos filtros. Para 𝑗 níveis de resolução, em que 𝑗 ≤ 𝙹, 

o fracionamento do sinal 𝑋 e o número máximo de níveis de resolução pela MRA da 

TWDR estão conforme equação 3.63 e equação 3.64.  

 

𝑋 = ∑ 𝒟̃𝑘

𝑗

𝑘=1

+ 𝒮̃𝑗 3.63 

 
𝙹 = 𝑖𝑛𝑡 [𝑙𝑜𝑔2 (

𝑁 − 1

𝐿 − 1
) + 1] 3.64 

 

A decomposição, a síntese e o algoritmo piramidal de cálculo estão conforme 

Figura 3.22, Figura 3.23 e Figura 3.24, respectivamente. A formulação da MRA da 

TWDR é desenvolvida conforme Apêndice E. 
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Figura 3.22 - Etapa da decomposição da MRA da TWDR (Elaboração do autor) 

 
Figura 3.23 - Etapa da síntese da MRA da TWDR (Elaboração do autor) 

 
Figura 3.24 - Algoritmo piramidal da MRA da TWDR (Elaboração do autor) 

 

3.3.3. Diferenças entre TWD e TWDR 

 

A transformada wavelet discreta redundante (TWDR), também chamada de não 

decimada, é uma versão modificada da TWD. A principal diferença, como sugere sua 

nomenclatura, é que não há decimação da série sob análise, característica que tira a 

restrição da série 𝑋 possuir dimensão de potência de 2. É importante frisar que há um 

preço pela não decimação, sendo esse o aumento do tempo computacional. Enquanto a 

TWD mostra-se mais rápida que as transformadas rápidas de Fourier (FFT, do inglês fast 

Fourier transform), a TWDR possui tempo computacional similar, não sendo então um 

fator agravante de seu uso.  Além disso, enquanto a TWD é uma transformada ortonormal, 

a TWDR é não ortogonal redundante e invariante no tempo. Outro ponto a ser abordado 

sobre a não redundância da TWD é que, o fato de ser necessário determinar um ponto de 
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partida para a série de dados 𝑋 para que a decimação ocorra, pode ocasionar distorções 

do sinal gerado pela transformada, estando a TWDR isenta desse problema (Percival e 

Walden 2000). 

Silva (2009) exemplifica a questão sobre a TWDR ser invariante no tempo. A 

partir de um sinal senoidal, foram consideradas duas janelas de dados, a primeira 

contendo amostras de 1 a 16 e a segunda contendo amostras de 2 a 17. Com isso, o autor 

ilustrou a aproximação 𝒮2 e 𝒮̃2, calculadas com a db8 e 2 níveis de resolução, na Figura 

3.25. Nela, nota-se que a TWD apresenta distorções em relação ao sinal original, além 

das janelas divergirem entre si, mostrando o efeito da variação no tempo da transformada. 

Já a TWDR, por ser invariante, apresentou aproximações perfeitas para ambos os casos, 

sendo mais adequada para aproximação de sinais. 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 3.25 - Efeito da variação no tempo para: (a) TWD e (b) TWDR (Silva 2009) 

 A qualidade de filtragem também é um fator de grande influência na escolha entre 

a TWD e a TWDR. Como explicado anteriormente, a análise multiresolucional consiste 

em decompor um sinal em vários níveis de resolução, sendo reconstruído pela soma do 

aproximado com os detalhados. O aproximado, representado por ℳ e ℳ̃, 

respectivamente, detecta as lentas variações do sinal, enquanto o detalhado, 𝒩 e 𝒩̃, capta 
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as rápidas variações, sendo esses conceitos diretamente relacionados à frequência. Logo, 

as matrizes da TWD, ℳ e 𝒩, e da TWDR, ℳ̃ e 𝒩̃, podem ser interpretadas como filtros, 

sendo os de lenta variação filtros passa baixa e os de rápida variação filtros passa alta. Na 

Figura 3.26, demonstrando três níveis de resolução, observa-se a resposta em frequência 

dos filtros da TWD e da TWDR, em que é possível observar uma qualidade superior de 

filtragem da TWDR, sendo isso devido à decimação da primeira transformada. 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 3.26 - Respostas em frequência dos filtros da (a) TWDR e (b) TWD (Silva 2009) 

 

3.3.4. Escolha da wavelet mãe 

 

Conforme explicam Rafiee et al. (2009), um dos grandes desafios da MRA é 

determinar qual a melhor wavelet mãe para o sinal a ser analisado, sendo essa uma questão 

em aberto, uma vez que não é verídica a ideia de que qualquer família pode ser utilizada 

para qualquer problema. 

É necessário explicar que a natureza da wavelet mãe influencia diretamente na 

forma em que o sinal o detectado, uma vez que a singularidade tende a ter o mesmo 

formato da wavelet correspondente ao nível de resolução vigente. Essa propriedade 
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apresenta um desafio ao determinar o instante em que a falha foi realmente detectada, 

uma vez a forma do sinal varia dependendo da aplicação. 

Para análise de sistemas transientes, principalmente com foco em detecção de 

falhas, a família Daubechies (db) é a mais indicada pela literatura. As famílias db4 e db6 

mostraram-se eficientes para transientes rápidos e curtos, enquanto, para mais lentos, db8 

e db10 são mais adequados (Megahed et al. 2008; Ngui et al. 2013). Em contrapartida, 

há uma discussão sobre a db8 ser mais eficiente que a db4 para eventos transientes por 

ser mais suave e oscilatória em sua natureza (Megahed et al. 2008). 

 

3.4. FILTRO DIFFERENTIATOR-SMOOTHER 

 

Originalmente proposto por Nathanson et al. (1969) e posteriormente aplicado à 

detecção de falhas em linhas de transmissão de energia por Ando et al. (1985), o filtro 

differentiator-smoother (DS) é uma técnica moderna e promissora para a detecção de 

singularidades em sinais. No entanto, há uma escassez de estudos sobre esse assunto 

dentro do ramo da engenharia elétrica e faltam aplicações em transientes hidráulicos. 

O filtro DS é discreto, janelado e tem um formato semelhante a uma função 

degrau, sendo caracterizado por dois parâmetros: o número de coeficientes 𝑁𝐷𝑆  e o ganho 

𝐺. Para sua implementação, 𝑁𝐷𝑆 deve ser ímpar, de modo que os primeiros (𝑁𝐷𝑆 − 1) 2⁄  

coeficientes possuem um ganho de −𝐺, um coeficiente central com ganho zero e os 

(𝑁𝐷𝑆 − 1) 2⁄  coeficientes subsequentes com ganho 𝐺. Schweitzer et al. (2014) explicam 

que essa construção do filtro permite uma fase de suavização seguida por uma fase de 

diferenciação durante o processo de filtragem. Os autores também demonstram que, para 

sinais em rampa, o sinal de saída é uma parábola, e o tempo de reflexão da singularidade 

é obtido pelo tempo do vértice da parábola. Ribeiro et al. (2018) demonstram que, para 

uma entrada em degrau, a saída apresenta um formato triangular, e a amplitude desse 

triângulo, ao seguir a relação 𝐺 = 2 𝑁𝐷𝑆⁄  , é igual à da entrada, como é visto na Figura 

3.27. 
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(a) 

 
(b) 

Figura 3.27 - (a) Janela de coeficientes do filtro DS; (b) Saída para função degrau 

(Lopes et al. 2019, adaptado) 

Lopes et al. (2019) também mencionam que a janela do filtro DS é tipicamente 

definida em 20 μs para aplicações em campo na detecção de falhas em linhas de 

transmissão. Lopes et al. (2019) esclarecem que 𝑁𝐷𝑆 deve ser determinado dividindo o 

tempo de janela desejado 𝑇𝐷𝑆 pelo período de amostragem ∆𝑡. Além disso, enfatizam que 

𝑇𝐷𝑆 deve ser selecionado de forma a evitar a sobreposição de variações do sinal, pois tal 

sobreposição seria prejudicial ao desempenho do filtro (Figura 3.28). Os autores também 

demonstram que, conforme mencionado anteriormente, quando a entrada consiste em 

sinais em rampa, a saída assumirá a forma de uma parábola e, à medida que a inclinação 

da rampa diminui, a parábola se torna mais dispersa, invalidando assim a equivalência da 

amplitude e comprometendo a detecção de singularidades. Por fim, destaca-se que as 

principais vantagens do filtro DS incluem sua facilidade de aplicação e saídas de limpa 

visualização. Mais informações sobre o filtro DS e suas aplicações podem ser encontradas 

em Schweitzer et al. (2016, 2018) e Lopes et al. (2022). 
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Figura 3.28 - Influência da escolha do 𝑁𝐷𝑆 (Lopes et al. 2019) 

 

3.5. MÉTODOS BASEADOS NO TRANSIENTE HIDRÁULICO PARA 

DETECÇÃO DE VAZAMENTOS 

 

Colombo et al. (2009) explicam que, por vazamentos serem um fenômeno 

hidráulico, é esperado que sejam detectados por meio de sua influência no comportamento 

do sistema no qual estão inseridos. Essa ideia não se aplica apenas a vazamentos, sendo 

estendida também, por exemplo, para bloqueios de seção, os quais provocam variações 

no sinal de pressão do transiente hidráulico devido ao efeito da reflexão da onda na 

singularidade. Outro efeito a ser considerado também é a maior atenuação, ou seja, 

decaimento, da onda de pressão na rede. Os efeitos estão representados pela Figura 3.29. 

 
Figura 3.29 - Efeito dos vazamentos no sinal de pressão (Colombo et al. 2009, 

adaptada) 

Dessa forma, diversos métodos foram desenvolvidos para aprimorar a detecção de 

vazamentos em redes hidráulicas por meio da análise de transientes. De modo geral, esses 

métodos podem ser classificados em duas categorias (Che et al. 2021): métodos baseados 

em modelagem hidráulica e métodos baseados em processamento de sinais. 



40 

 

Os métodos de modelagem hidráulica são baseados no método transiente inverso 

(MTI) para detecção de vazamentos e, geralmente, utilizam duas informações geradas por 

anomalias para a detecção: a reflexão e o amortecimento das ondas. O MTI envolve a 

modelagem numérica e representativa, geralmente pelo método das características 

(MOC), de um sistema real, onde variáveis de estado, como pressão e vazão, são 

conhecidas, e um algoritmo de otimização é aplicado para minimizar a diferença entre os 

dados calculados e experimentais a fim de determinar as incógnitas do sistema, como os 

vazamentos. Pudar e Ligget (1992) propuseram o MTI sob condições de fluxo em regime 

permanente e Ligget e Chen (1994) o aplicaram a regimes de fluxo transiente. Devido ao 

desafio de encontrar o mínimo global da função objetivo, com frequente convergência 

para mínimos locais, Vítkovský et al. (2000) aprimoraram o método incorporando um 

modelo de fricção não estacionária e algoritmos genéticos (AG) para solucionar o 

problema. Kapelan et al. (2003) melhoraram a técnica por meio da otimização híbrida, 

acoplando o AG ao principal algoritmo de otimização nesses estudos, o método de 

Levenberg-Marquardt (LM). Soares et al. (2007) aplicaram um modelo de 

viscoelasticidade ao modelo inverso para redes de tubulações plásticas. Referências 

adicionais podem ser encontradas em Covas e Ramos (2001, 2010), Vítkovský et al. 

(2001, 2002, 2007), Stephens et al. (2004, 2007), Taïeb e Taïeb (2009), Soares et al. 

(2011) e Meniconi et al. (2013). 

A principal vantagem do MTI é sua aplicabilidade geral, pois depende apenas de 

um simulador hidráulico robusto. No entanto, esse fator também representa sua principal 

desvantagem, uma vez que modelar sistemas reais com exatidão apresenta desafios 

significativos, em que a dificuldade acresce conforme maior complexidade do sistema. É 

necessário um entendimento profundo de suas singularidades e condições de contorno, o 

que dificulta o desenvolvimento de um modelo preciso e representativo. Todos os casos 

mencionados acima são baseados no domínio do tempo. Lee et al. (2002) aplicaram o 

MTI no domínio da frequência analisando picos ressonantes por meio da função de 

resposta em frequência (FRF) (Mpesha et al. 2001, 2002), desenvolvendo assim o método 

da ressonância inversa. Considerando que o domínio da frequência é mais eficiente 

computacionalmente, Kim et al. (2014) introduziram o método da impedância, no qual o 

transiente é calculado no domínio da frequência e depois convertido para o domínio do 

tempo para posterior aplicação do MTI. Desenvolvimentos adicionais desse método 

podem ser encontrados em Kim (2014, 2017, 2018, 2020). Enquanto isso, Wang e 

Ghidaoui (2018a) desenvolveram o método do processamento de campo coincidente para 
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aplicação do MTI em todo o domínio da frequência. Esse método provou ser robusto e 

eficiente, embora tenha alta complexidade. Mais informações podem ser encontradas em 

Wang e Ghidaoui (2018b, 2019) e em Wang et al. (2019a; b). 

Os métodos baseados em processamento de sinais são divididos em três 

subcategorias (Che et al. 2021): método da reflexão de onda transiente (MROT), método 

do amortecimento de onda transiente (MAOT) e método do padrão do pico de frequência 

(MPPF). A principal vantagem desses métodos é que não requerem modelagem 

hidráulica, tornando sua aplicação mais simples. No entanto, eles dependem da 

complexidade do sistema, pois as ondas refletidas por singularidades previstas ou a 

dissipação de energia em componentes da rede podem obscurecer ou impedir a 

identificação dos efeitos de reflexão e amortecimento gerados por vazamentos. 

O MROT detecta anomalias com base nas ondas refletidas geradas por essas 

singularidades. Conhecendo a velocidade da onda e o tempo necessário para sua 

propagação, é possível determinar a localização da singularidade. Jönsson e Larson 

(1992) foram pioneiros na aplicação dessa técnica, seguidos por Jönsson (1995), Silva et 

al. (1996) e Brunone (1999). Vale ressaltar que o MROT pode atuar separadamente com 

outras técnicas, como MROT para localização de vazamentos e MTI para quantificação 

de vazamentos (Brunone e Ferrante 2001), ou ser acoplado para aprimorar sua aplicação, 

como na função de resposta ao impulso (FRI) (Liou 1998; Vítkovský et al. 2003; Kim 

2005; Lee et al. 2007a), correlação cruzada (Beck et al. 2005; Tang et al. 2009), 

transformada wavelet (TW), a qual será abordada em mais detalhes (Stoianov et al. 2000, 

2001, 2002; Al-Shidhani et al. 2003; Ferrante e Brunone 2003; Ferrante et al. 2007, 

2009a; b; Meniconi et al. 2011; Srirangarajan et al. 2013; Amin et al. 2014; Rashid et al. 

2014; Butterfield et al. 2015; Hamat et al. 2017; Hanafi et al. 2021; Lee et al. 2021; Rad 

et al. 2024), análise de cepstrum (Beck et al. 2004; Taghvaei et al. 2006; Hanafi et al. 

2017), transformada de Hilbert (Ghazali et al. 2010), somas cumulativas (Lee et al. 

2007b) e coeficientes de reflexão de onda (Zhang et al. 2023). 

O MAOT, por sua vez, baseia-se na análise do amortecimento da pressão, pois as 

singularidades modificam seu padrão. Inicialmente proposto por Wang et al. (2002), foi 

posteriormente estudado por Nixon et al. (2006), Brunone et al. (2018) e Capponi et al. 

(2020). 

Por fim, o MPPF analisa os padrões gerados pelos picos ressonantes da FRF do 

sistema, que diferem dos casos sem vazamento. O primeiro estudo sobre esse método foi 

realizado por Lee et al. (2005a), sendo aprofundado por Lee et al. (2005b), Lee et al. 
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(2006), Sattar e Chaudhry (2008), Duan et al. (2011, 2012), Gong et al. (2013, 2014), 

Duan (2017) e Pan et al. (2021). 

Outros diversos estudos também devem ser reconhecidos. Em relação a métodos 

menos abordados, destacam-se o método da diferença de onda estacionária (Covas et al. 

2005a), a detecção de vazamentos usando recozimento simulado (Huang et al. 2015), a 

transformação adimensional para o esquema do método das características (MOC) 

(Bohorquez et al. 2019), o FRI emparelhado (Zeng et al. 2020, 2025), o MOC direto e 

reverso (Pan et al. 2022), a energia do transiente (Pan et al. 2023), a fusão de dados (Li e 

Zhang 2024) e o uso da desaceleração repentina durante pigging para geração de 

transientes (Zhang et al. 2025). 

É importante mencionar também que, nos últimos anos, a área de inteligência 

artificial (IA) tem recebido atenção crescente para aplicação na detecção de vazamentos, 

como demonstrado em Bohorquez et al. (2020, 2022), Liao et al. (2021), Ayati et al. 

(2022), Ayati e Haghighi (2023), Capponi et al. (2024), Siddique et al. (2024), Tajalli et 

al. (2024) e Waqar et al. (2025). 

Agora, mais especificamente sobre a TW, a implementação da TWD em artigos 

da área da engenharia hidráulica, no âmbito da detecção de vazamentos em sistemas 

hidráulicos, foi inicialmente proposta por Stoianov et al. (2000). No experimento, por 

meio da utilização da TWD, mais especificamente das famílias db4 e biortogonal BIOR 

1.5 com 3 níveis de resolução, acopladas com redes neurais e lógica fuzzy, verificou-se, 

em uma rede hidráulica urbana de menor porte na Inglaterra, é possível detectar falhas no 

sistema por meio de seu sinal de pressão gerado por um transiente hidráulico e coletado 

por telemetria, comparando o sinal de um cenário ideal com outro apresentando falhas na 

rede. Os autores reforçam que as wavelet são uma boa ferramenta para detectar tanto 

tendências no sinal quanto mudanças abruptas, essas geradas por falhas. Stoianov et al. 

(2001) continuaram a linha de pesquisa em uma rede hidráulica de laboratório localizada 

na Imperial College. Os autores explicam que, no período da pesquisa, modelos 

numéricos representativos ainda estavam em desenvolvimento, principalmente acerca da 

viscoelasticidade, sendo então o MTI uma técnica de difícil aplicação, havendo 

necessidade de recorrer a outras formas de análise do evento. Assim, aplicando a TWD 

por meio da db8 e 8 níveis de resolução em conjunto com redes neurais artificiais, é 

mostrado que, além da detecção, foi possível realizar a localização e quantificação com 

erros dentro do aceitável. Nota-se, porém, que para baixas vazões de fuga, o modelo não 

apresentou bons resultados. 
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Ferrante e Brunone (2003) e Brunone e Ferrante (2004) utilizaram a TWC como 

forma de localização de vazamentos. Para isso, foram utilizados coeficientes em sua 

formulação contínua e uma aproximação que torna o sinal discreto em um sinal contínuo. 

A saída da TWC se dá na forma de um mapa de calor, no qual é possível observar os 

pontos em que foi detectado o vazamento e, assim, a partir do tempo de viagem da onda 

refletida pela falha, estimar a localização de onde a onda foi gerada.  

Ferrante et al. (2007) deram prosseguimento à linha de pesquisa, aplicando, ambas 

TWC e TWD, com as famílias db, em um sinal gerado numericamente pelo MOC baseado 

em uma rede hidráulica experimental com vazamento. Para o sinal sem ruído, observaram 

que a TWC apresentou performance melhor que a TWD por ter o espectro mais regular, 

ainda que com elevado tempo computacional. Além disso, notaram que, como o sinal não 

possuía ruídos, ou seja, as descontinuidades eram bem delimitadas, as famílias db com 

menor número de coeficientes apresentaram melhor resultado, sendo a db1 (Haar) mais 

eficiente em detectar vazamentos sem falsos positivos. Em seguida, os mesmos testes 

foram realizados para um sinal com ruído induzido, em que os autores explicaram que, 

geralmente, se originam em erros de medição randômicos e turbulência. A partir de um 

processo de filtragem do ruído, foi possível obter um sinal com mais claras indicações de 

descontinuidades, obtendo resultados similares ao caso anterior. Por fim, de maneira 

similar, foi aplicada a CWT no sinal experimental coletado na rede e registrado resultados 

satisfatórios para sua capacidade de localização.  

Visto isso, Ferrante et al. (2009a) aplicaram a TWMZ (transformada wavelet de 

Mallat e Zhong), sendo uma variação da TWC em que possui uma característica de 

filtragem de ruído antes de ser aplicada. Acoplando a TWMZ com o modelo Lagrangiano 

de simulação hidráulica para uma rede laboratorial e outra real ramificada, ambas com 

vazamento, foi verificado o potencial do método para detecção de falhas. Mais aplicações 

da TWMZ podem ser encontradas em Ferrante et al. (2009b). Meniconi et al. (2011b) 

reforçam a questão da importância de o sinal possuir descontinuidades bruscas, por 

exemplo geradas por fechamento instantâneo de válvula, as quais são mais facilmente 

detectáveis quando comparadas a descontinuidades suavizadas, essas geradas por 

fechamentos com maior duração de tempo. Visto isso, com o objetivo de diagnosticar 

falhas em sistemas hidráulicos por meio de ondas de pressão com baixa amplitude e com 

descontinuidades bem delimitadas, foi utilizado um equipamento gerador de ondas de 

pressão portátil (PPWM, do inglês portable pressure wave maker). Utilizando a TWMZ, 

é corroborado que, por meio da detecção dos tempos de chegada das ondas refletidas, essa 
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transformada mostrou-se adequada. Outros estudos de caso, seguindo essa linha de 

pesquisa, são encontrados em Meniconi et al. (2011a). 

Já no âmbito da engenharia mecânica e elétrica, Al-Shidhani et al. (2003) também 

apresentam um estudo de detecção de vazamentos em redes hidráulicas. Por meio da 

aplicação da db4 com 12 níveis de resolução e variando a resistência de uma junção 

localizada na tubulação, foi mostrado que, além da detecção mais clara a partir da TWD 

em comparação com a análise temporal do sinal de pressão, a resistência aplicada na 

junção assume importante papel, em que resistências mais fracas, liberando mais a 

vibração da tubulação, promovem picos menores na análise do sinal, e, portanto, 

diminuem a capacidade de detecção. Foi explicado também que os maiores níveis de 

resolução da TWD estão interligados com as singularidades de falhas, como vazamentos. 

Tang et al. (2009) propuseram o uso da TWD, mais especificamente a db4 com 5 

níveis de resolução para retirar o ruído de dois sensores para analisar seus sinais de 

pressão com vazamentos, e, a partir do uso da função máxima verossimilhança, obter a 

localização precisa da falha por meio da correlação cruzada dos sinais. Djeziri et al. 

(2012) explicam que métodos de processamento de sinais possuem a vantagem de serem 

de fácil aplicação e de não necessitarem grande quantidade de sensores de pressão. Dessa 

forma, similarmente ao experimento de Tang et al. (2009), foi utilizada uma rede 

laboratorial com dois sensores de pressão. A TWD foi aplicada para retirar o ruído do 

sinal, mas mantendo sua informação acerca do vazamento, sendo então acoplada a 

transformada de Fourier e correlação cruzada para localizar a posição da falha.  

De maneira similar, Srirangarajan et al. (2013) também utilizaram a TWD com 

essa finalidade, aplicando a db1 com 4 níveis de resolução e utilizando os últimos 2 níveis 

do detalhe para extrair as mudanças bruscas no sinal em uma rede de distribuição de água. 

Reiterando, Rashid et al. (2014) mostraram que a família de wavelets Daubechies se 

mostrou a melhor para decompor um sinal, retirando seu ruído no processo de MRA, fator 

decisivo para melhorar velocidade e acurácia dos algoritmos de detecção em redes 

complexas. 

Finalmente em relação às TW, mais recentemente, Hanafi et al. (2021), aplicando 

a TWC com a família Morlet, reafirmaram sua capacidade de detecção de vazamentos de 

baixa intensidade, além de bons resultados em retirada do ruído do sinal. Já Park et al. 

(2021), ao analisarem redes enterradas com grande presença de vibração, pontuaram que 

a TWC não é eficiente para monitoramento em tempo real, mas, por outro lado, seria mais 

eficiente que métodos de correlação cruzada. Outros exemplos de aplicação da TWC e 
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suas variações, como harmônica, synchrosqueeze e padrão, podem ser encontrados em 

Hu et al. (2011), Amin et al. (2014) e Hamat et al. (2017), respectivamente. 

Além disso, várias discussões têm sido exploradas na literatura. Brunone e 

Ferrante (2004) apresentaram uma discussão sobre o uso de métodos baseados no 

domínio do tempo, domínio da frequência e wavelets, destacando suas respectivas 

vantagens e desvantagens. Duan et al. (2010) explicaram os efeitos da reflexão e do 

amortecimento causados por singularidades e sua relevância para os métodos de detecção. 

Lee et al. (2013) elucidaram a análise de falhas nos domínios do tempo e da frequência, 

oferecendo detalhes sobre a formulação de equações, desenvolvimento e interpretação de 

resultados. Wang et al. (2020) investigaram o uso de múltiplas simulações em regime 

transiente para minimizar detecções falsas. Zhang et al. (2022) focaram na análise da 

dominância de vários parâmetros relacionados à aplicação do método de reflexão de 

ondas transientes. Revisões mais aprofundadas podem ser encontradas em Wang et al. 

(2001), Colombo et al. (2009), Puust et al. (2010), Xu e Karney (2017), Ayati et al. (2019) 

e Che et al. (2021). 

 

3.6. SÍNTESE 

 

Diversas áreas do conhecimento foram abordadas neste capítulo de 

fundamentação teórica e revisão bibliográfica, iniciando na área de hidráulica, com os 

conceitos iniciais de escoamento em regime transiente e como podem ser simulados 

computacionalmente por meio do MOC, assim como os novos modelos que incorporam 

esse método com o intuito de torná-lo mais representativo. Em seguida, métodos de 

otimização foram explicados a fim de mapear uma de suas diferentes formas de 

classificação e de forma a apresentar os conceitos de busca local e global de soluções 

ótimas, assim como seus principais representantes que são de interesse desta pesquisa. 

Em seguida, a transformada wavelet e o filtro DS foram introduzidos como 

ferramentas de grande aplicabilidade para processamento de sinais. Por fim, foi feito um 

apanhado geral de uma grande gama de métodos de detecção de vazamentos com base 

em análise do escoamento em regime transiente. 

Dessa forma, este capítulo serve como uma base conceitual para a pesquisa, 

apresentando os fundamentos, aplicações e inovações da literatura, permitindo melhor 

compreensão do método científico apresentado a seguir.  
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4. MÉTODO CIENTÍFICO 

 

O objetivo principal do estudo é avaliar a utilização de filtros digitais no âmbito 

da detecção, localização e quantificação de vazamentos. Essa aplicação foi feita de duas 

maneiras: (i) filtragem dos sinais de pressão experimentais e extração de informações por 

meio dos filtros digitais TWD, TWDR e filtro DS, possibilitando apenas a detecção e 

localização dos vazamentos; e (ii) a união dessas ferramentas com o MTI com o resultado 

da filtragem, tornando possível também a quantificação dos vazamentos. Os sinais de 

pressão experimentais são secundários, ou seja, foram fornecidos de experimentos 

anteriores em redes metálica e plástica, os quais são abordados na próxima seção. 

Assim, primeiramente foi desenvolvido o simulador hidráulico para posterior 

aplicação do MTI. Para que seja uma rotina computacional capaz de representar 

vazamentos em regime transiente, foram implementados o fator de atrito variável, a 

viscoelasticidade da tubulação e a formulação de vazamentos não nodais. Suas 

respectivas verificações foram realizadas utilizando os perfis de pressão de dados 

experimentais secundários de redes metálica e plástica, como mostra a Figura 4.1. 

 
Figura 4.1 - Desenvolvimento do simulador hidráulico 
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Em seguida, conforme Figura 4.2, foram utilizados os filtros digitais TWD, sua 

variante TWDR e filtro DS para filtragem dos sinais experimentais. Dessa forma, caso 

apresentem bons resultados, é obtida a informação referente à posição do vazamento por 

meio da estimativa do tempo de viagem da onda refletida baseada no resultado da 

extração de singularidades de cada filtro. 

 
Figura 4.2 - Aplicação dos filtros digitais 

Por fim, para a aplicação do MTI, foram realizados três diferentes cenários: 

atuação apenas do AG para localização e quantificação do vazamento; utilização da 

localização do vazamento pelos filtros digitais (FD) como informação prévia para 

estimativa inicial do AG; e em esquema híbrido, também utilizando a informação prévia 

da filtragem do sinal, em que foi iniciada a busca com AG, com a finalidade de aproximar 

a melhor solução, e posterior implementação do algoritmo LM para convergência final. 

O fluxograma dessa etapa está conforme Figura 4.3. 

 
Figura 4.3 - Aplicação do MTI 
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Portanto, no presente capítulo, são apresentados os procedimentos, parâmetros e 

variáveis empregados para a geração dos resultados. Primeiramente, são descritas as redes 

experimentais, fontes dos dados experimentais secundários, que foram utilizadas como 

referência para avaliação das soluções. Em seguida, é descrito o desenvolvimento do 

modelo hidráulico responsável pela simulação do escoamento em regime transiente, 

incluindo suas condições de contorno, implementação dos efeitos dinâmicos e etapas para 

verificação da representatividade do modelo. São dispostos também os parâmetros 

utilizados nos filtros digitais e a operação dos métodos de otimização. Por fim, são 

descritos detalhes acerca do código utilizado. 

 

4.1. REDES EXPERIMENTAIS 

 

4.1.1. Rede hidráulica com condutos metálicos 

 

Localizada no Laboratório de Hidráulica do Instituto Superior Técnico, em 

Lisboa, Portugal, essa rede segue o modelo RTV. Consiste em uma tubulação reta de 

cobre, comprimento total de 15,22 m, diâmetro interno de 20 mm e espessura de 1 mm. 

Também possui duas válvulas a jusante, uma responsável por gerar o transiente, outra por 

controlar a vazão. A rede é abastecida por um tanque hidropneumático de 60 L a 

montante. A rede descrita acima é demonstrada na Figura 4.4. 

  

 

(a) (b) (c) 

Figura 4.4 - (a) Conduto de cobre; (b) tanque hidropneumático à montante; e (c) 

válvulas a jusante (Soares et al. 2015) 

O sinal de pressão foi adquirido por um sistema composto por dois transdutores 

de pressão do tipo strain-gauge, localizados na extremidade a jusante e no ponto médio 

da tubulação, um osciloscópio para leitura dos transdutores e um sincronizador de 

disparo, para que a coleta de dados inicie exatamente quando o evento passa a ocorrer. 

Mais detalhes podem ser encontrados em Soares et al. 2015 e Martins et al. (2016). 
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A rede em questão foi utilizada para a verificação da implementação do fator de 

atrito variável a partir de dados de pressão coletados, pelo transdutor a jusante, durante 

um transiente hidráulico, uma vez que, na ausência da viscoelasticidade, é possível a 

análise isolada do efeito dissipador. Foram disponibilizadas três simulações em regime 

transiente para a rede de cobre. Todas as simulações possuem velocidade da onda 𝑎 =

1255 m/s, rugosidade da tubulação 𝜀̈ = 1e-6 m, massa específica da água 𝜌 = 1000 

kg/m³ e viscosidade cinemática da água 𝜐 = 1e-6 m²/s. O valor da vazão em regime 

permanente (𝑄0) e a carga de pressão em regime permanente (𝐻0) estão conforme Tabela 

4.1, enquanto os respectivos perfis de pressão estão conforme Figura 4.5, Figura 4.6 e 

Figura 4.7. 

Tabela 4.1 - Vazões e pressões das simulações experimentais em rede metálica 

Simulação Experimental - 𝑄0 𝐻0 

Casos (10−3 L/s) (m²) 

I 85,005 45,596 

II 109,105 45,606 

III 133,004 44,605 

 
Figura 4.5 - Simulação experimental da rede de cobre: Caso I (Elaboração do autor) 
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Figura 4.6 - Simulação experimental da rede de cobre: Caso II (Elaboração do autor) 

 
Figura 4.7 - Simulação experimental da rede de cobre: Caso III (Elaboração do autor) 
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4.1.2. Rede hidráulica com condutos plásticos 

 

A rede com condutos plásticos, localizada no Imperial College, Londres, 

Inglaterra, é construída em polietileno de alta densidade (PEAD) no modelo RTV. 

Consiste em sete loops, um acima do outro, utilizando curvas longas de 90°, com diâmetro 

nominal de 63 mm e espessura de 6,25 mm, resultando em um diâmetro interno de 50,6 

mm. Possui comprimento total de 277 m, sendo o efetivo de 271,8 m. A tubulação é fixada 

em uma estrutura de concreto com abraçadeiras de plástico a cada 1 m e com estruturas 

metálicas nas curvas para prevenir movimento axial. No fim da rede, há duas válvulas, 

uma para gerar o transiente, outra para controlar a vazão, e é abastecida por um tanque 

hidropneumático de 750 L de volume a montante. A visão esquemática da rede está 

disposta na Figura 4.8. 

 
Figura 4.8 - Desenho esquemático da rede de PEAD (Covas 2003, adaptado) 

Por ser uma rede mais complexa, com diversos dispositivos instalados e utilizada 

para outras análises além do abordado no vigente estudo, serão pontuados apenas os 

detalhes mais relevantes. Assim, na Figura 4.8, a nomenclatura “T” corresponde a 

transdutor de pressão, “SG” a transdutor do tipo strain-gauge, “L” a locais em que foram 

simulados vazamentos e o círculo vermelho no canto superior direito indica duas válvulas 

globo, GV e GV2, a jusante da rede. Esses componentes e outros citados anteriormente 

estão dispostos na Figura 4.9. 

Para o presente estudo, foram utilizados os sinais de pressão coletados ao fim da 

rede pelo transdutor T1. Além disso, os vazamentos simulados ocorreram nas posições 

L2 (162,48 m), L3 (82,86 m) e L4 (227,38 m).  
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(a) (b) 

  
(c) (d) 

  
(e) (f) 

Figura 4.9 - (a) Tanque hidropneumático; (b) Válvulas globo a jusante da rede; (c) 

Transdutores de pressão a jusante da rede; (d) curvas longas; (e) e (f) locais de 

simulação dos vazamentos (Covas 2003, adaptado) 

Mais detalhes acerca da construção, desafios e operação da rede podem ser 

encontrados em Covas (2003). 

A verificação do modelo viscoelástico foi feita utilizando o sinal de pressão da 

rede hidráulica descrita acima, obtido durante a ocorrência de transiente hidráulico, 

conforme Figura 4.10. É importante explicar que o tanque hidropneumático não é capaz 

de simular perfeitamente um reservatório de nível fixo. Dessa forma, foi percebido um 

leve aumento da carga de pressão fornecida durante o decorrer do experimento, essa curva 

que foi medida pelo ponto T3 e está presente também na Figura 4.10 pela curva tracejada. 
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Figura 4.10 - Simulação experimental da rede de PEAD: Caso sem vazamento para 

𝑄0 = 1 L/s (Elaboração do autor) 

Além disso, também em regime transiente, foram simulados experimentalmente 

vazamentos em diferentes posições e magnitudes, os quais seus respectivos dados de 

pressão foram utilizados para as simulações numéricas de detecção e localização de 

vazamentos. As simulações disponibilizadas estão dispostas na Tabela 4.2, em que 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑟𝑒𝑎𝑙 

indica a posição do vazamento real, 𝑄𝐿0 a vazão inicial do vazamento e 𝐶𝑑𝐴𝐿
𝑟𝑒𝑎𝑙 o 

coeficiente do vazamento real. Covas (2003) estimou, por meio de medições de tempo de 

viagem entre transdutores localizados na rede experimental, os limites inferiores e 

superiores para o valor da velocidade de propagação da onda, sendo esses 𝑎𝑖𝑛𝑓 e 𝑎𝑠𝑢𝑝, 

respectivamente. 

Para os outros valores, tem-se: vazão em regime permanente 𝑄0 = 1 L/s, 

rugosidade da tubulação 𝜀̈ = 0,1 mm, massa específica da água 𝜌 = 1000 kg/m³, 

viscosidade cinemática da água 𝜐 = 1 ∙ 10−6 m²/s e coeficiente de Poisson da tubulação 

𝜈 = 0,4. 

Os perfis de pressão dos casos 1, 4 e 7 e dos casos 2 ao 6 estão conforme Figura 

4.11 e Figura 4.12, respectivamente. Os gráficos estão normalizados para melhor 

visualização. 

 



54 

 

Tabela 4.2 - Parâmetros das simulações experimentais da rede de PEAD com 

vazamento 

Simulação 

Experimental - 
𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑄𝐿0 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑎𝑖𝑛𝑓 𝑎𝑠𝑢𝑝 

Casos (m) (L/s) (10−5 m²) (m/s) (m/s) 

1 82,86 0,34 1,210 374 407 

2  0,12 0,424 375 408 

3  0,25 - - - 

4 162,48 0,34 1,210 373 394 

5  0,45 - - - 

6  0,54 1,890 370 408 

7 227,38 0,34 1,210 364 394 

 
Figura 4.11 - Perfis de pressão dos casos 1, 4 e 7 (Elaboração do autor) 

 
Figura 4.12 - Perfis de pressão dos casos 2 ao 6 (Elaboração do autor) 
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4.2. SIMULADOR HIDRÁULICO 

 

O simulador hidráulico foi desenvolvido utilizando o MOC para o cálculo do 

transiente. Primeiramente foi implementado o modelo da coluna elástica clássico, para 

então serem acoplados os modelos de fator de atrito variável de Vardy et al. (1993) e 

modelo viscoelástico. Dessa forma, foram utilizadas as condições de contorno de 

reservatório de nível fixo a montante (3.11) e válvula com descarga livre a jusante (3.17), 

sendo o equacionamento dos pontos internos da malha conforme seção 3.1.4. 

Como explicado anteriormente, o modelo do fator de atrito variável foi verificado 

bom base nos gráficos das Figura 4.5, Figura 4.6 e Figura 4.7. Enfatiza-se que o modelo 

não necessita de calibração. O modelo viscoelástico, por sua vez, foi verificado com base 

no perfil de pressão da Figura 4.10. O fator de atrito variável e o modelo viscoelástico 

alteram a forma de onda do transiente de maneira similar, gerando a atenuação dos picos 

de pressão e atraso na propagação da onda. Assim, o modelo viscoelástico pode ser 

calibrado sem considerar o fator de atrito variável, em que, durante o processo de 

calibração, os parâmetros do modelo são ajustados para compensar essa ausência, ou 

então considerando o fator de atrito variável, e, por consequência, obtendo valores 

diferentes para os parâmetros do modelo viscoelástico, os quais resultariam em menor 

atenuação e atraso da onda. Admitindo 3 elementos Kelvin-Voigt, conforme Covas 

(2003), com fluência elástica 𝐽0 = 0,7 GPa-1, os valores dos parâmetros do modelo 

viscoelástico para os dois casos, obtidos também de Covas (2003), são: 

Tabela 4.3 - Valores dos parâmetros 𝜏𝑘 e 𝐽𝑘 

Modelo 

𝐽𝑘 (10-9 Pa-1) 

𝜏1 = 0,05 s 

(10−10) 

𝜏2 = 0,5 s 

(10−10) 

𝜏3 = 10s 

(10−10) 

Viscoelástico 1,040 1,240 4,100 

Fator de atrito variável + Viscoelástico 0,801 1,100 5,660 

 Por último, foi implementada a formulação de vazamentos não nodais descrita na 

seção 3.1.5, válida para qualquer local contido na malha interna de cálculo. A verificação 

desse modelo foi feita com base nos perfis da Figura 4.11 e da Figura 4.12. 
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4.3. FILTROS DIGITAIS 

 

Para processamento do sinal de pressão e extração de singularidades (vazamento), 

foram utilizados a TWD, a sua variante TWDR e o filtro DS. Primeiramente os métodos 

foram testados no cenário de vazamento teórico da rede de cobre, visando um 

entendimento prévio enquanto em um cenário ideal. Em seguida, foram empregados para 

as simulações experimentais da rede de PEAD, representadas na Figura 4.11 e Figura 

4.12. 

A localização do vazamento se deu pelo tempo de viagem da onda de reflexão 

gerada pela singularidade. Uma vez que a velocidade da onda pode ser considerada 

constante para uma boa aproximação, é possível aplicar o conceito de movimento 

uniforme para a estimativa da posição. Sabendo o tempo de início do transiente (𝑡1) e o 

tempo de detecção da onda refletida pelo vazamento (𝑡2), a equação 4.1 fornece a posição 

do vazamento: 

 
𝐿𝑣𝑎𝑧 = 𝑎

𝑡2 − 𝑡1
2

 4.1 

Ambas TWD e TWDR dependem do nível de resolução e da família wavelet 

escolhida. Assim, para o vazamento teórico, foram utilizados 3 níveis de resolução, 

enquanto para as simulações experimentais de vazamento, foram utilizados 8 níveis de 

resolução. Todas as filtragens utilizando a TW foram realizadas com a família db4. O 

filtro DS, por sua vez, depende do tamanho da janela deslizante do filtro e do ganho dos 

coeficientes. A janela adotada foi de 𝑁𝐷𝑆 = 25 amostras, para uma taxa de amostragem 

de ∆𝑡 = 1 600⁄  segundo. O ganho dos coeficientes utilizado foi de 𝐺 = 0,35. 

 

4.4. ALGORITMO DE OTIMIZAÇÃO 

 

Como demonstrado na Figura 4.3, os métodos de otimização foram aplicados de 

três maneiras distintas. Em um primeiro instante, foi utilizado apenas o AG para analisar 

a velocidade de convergência e precisão das soluções encontradas. Foram consideradas 

apenas duas variáveis de decisão: a posição (𝐿𝑣𝑎𝑧) e o coeficiente (𝐶𝑑𝐴𝐿) do vazamento, 

em que o espaço de busca para a posição é todo o comprimento da tubulação. Para o 

coeficiente de vazamento, o limite inferior é o correspondente à 𝑄𝐿0 = 0 e o superior à 

𝑄𝐿0 = 𝑄0. Em seguida, a localização indicada pelo uso dos filtros digitais foi acoplada 
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como uma informação prévia para o espaço de busca do AG. Para esses cenários, foram 

utilizadas 500 gerações. Para os outros parâmetros, tem-se: 

Tabela 4.4 - Parâmetros do AG 

População das soluções 100 

Número de pais reproduzindo 50 

Método de seleção dos pais Torneio (K=5) 

Recombinação 

Probabilidade de recombinação 

Simples 

0,8 

Mutação Adaptativa 

Probabilidade de mutação 0,1 – 0,01 

 Por último, foi acoplado ao AG (com informação prévia da localização do 

vazamento) o método de busca local LM, o qual utiliza a melhor solução do AG para um 

resultado mais preciso. Foi admitida uma tolerância de 1e-6 como critério de parada do 

método LM. Com isso, foram avaliadas mudanças no número de gerações, em que o 

método híbrido foi aplicado para 50, 25 e 1 geração do GA. Além disso, foi considerado 

apenas o primeiro pico de pressão para o ajuste de curva, devido a ser o instante em que 

a reflexão da onda se apresenta de maneira pura. 

Para a função objetivo 𝐹𝑂, foi utilizada a seguinte equação: 

 
𝐹𝑂(𝐿𝑣𝑎𝑧 , 𝐶𝑑𝐴𝐿) = ∑ [(𝑃𝑡(𝐿𝑣𝑎𝑧 , 𝐶𝑑𝐴𝐿) − 𝑃𝑡

∗) ∑ 𝑃𝑡
∗ 𝑛𝑡⁄

𝑛𝑡

𝑡=1
⁄ ]

2𝑛𝑡

𝑡=1
 4.2 

em que 𝑃𝑡 é o vetor de pressão calculado na válvula, o qual é função da posição e 

coeficiente do vazamento, 𝑃𝑡
∗ é o vetor de pressão experimental na válvula e 𝑛𝑡 é o 

tamanho dos vetores 𝑃𝑡 e 𝑃𝑡
∗. 

 

4.5. DESCRIÇÃO DO CÓDIGO IMPLEMENTADO 

 

Esta seção é reservada para a descrição dos principais aspectos relacionados ao 

código implementado, como linguagem de programação escolhida, bibliotecas utilizadas 

e desafios encontrados. Assim, foi utilizada a linguagem Python pelo ambiente de 

desenvolvimento integrado (IDE, do inglês integrated development environment) Spyder, 

fornecido nativamente pela distribuição Anaconda. Essa IDE foi escolhida devido a sua 

interface voltada para programação científica, fornecendo acesso a um console interativo, 
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possibilidade de visualização das variáveis, depurador de código em tempo real e 

integração com bibliotecas científicas (NumPy, SciPy, Pandas e Matplotlib). 

O simulador hidráulico, como comentado anteriormente, foi desenvolvido 

utilizando o MOC como base. Assim, o código foi estruturado da seguinte forma: (i) 

importação de arquivos .csv contendo os perfis de pressão e razões de fechamento de 

válvulas por meio da biblioteca Pandas; (ii) definição dos dados da rede experimental 

(comprimento, diâmetro, velocidade da onda de pressão, espessura da tubulação e 

rugosidade); (iii) definição da malha de cálculo; (iv) definição das condições de operação 

(vazão e pressão em regime permanente, criação do vetor de pressão variável do tanque 

hidropneumático e criação do vetor de fechamento da válvula); (v) definição de outros 

parâmetros (viscosidade cinemática, densidade da água, coeficiente de Poisson, 

parâmetros do fator de atrito variável e da viscoelasticidade); e (vi) implementação da 

rotina do MOC. 

Para a resolução do MOC, foi definido inicialmente os valores de vazão e pressão 

nos nós no tempo 𝑡 = 0. Assim, por meio de um loop “for” para os intervalos de tempo 

agregando um loop “for” para os nós no comprimento da tubulação, foram 

implementados os cálculos referentes aos coeficientes da Tabela 3.2 para o fator de atrito 

em regime permanente com acurácia de primeira ordem, o fator de atrito variável de 

Vardy et al. (1993) e a viscoelasticidade. Nota-se que esses coeficientes são apenas para 

os pontos internos da malha, em que, para as condições de contorno, foi implementada 

formulação de reservatório de nível fixo (ou quasi-fixo, no caso de disponibilidade do 

vetor de pressão do tanque hidropneumático em que a pressão do reservatório é atualizada 

a cada instante de tempo) a montante e válvula com descarga livre para a atmosfera a 

jusante. Além disso, a formulação de vazamentos não nodais foi implementada de tal 

forma que o 𝐶𝑑𝐴𝐿 e o 𝐿𝑣𝑎𝑧 são dados de entrada antes da execução da simulação, sendo 

calculado, então, o vazamento apenas para aquele ponto. Portanto, o regime transiente é 

estabelecido por meio do vetor de fechamento da válvula, em que assume valores 

unitários por um determinado período de tempo para convergência inicial e inicia seu 

decréscimo até zero a partir de um tempo estabelecido previamente. Comenta-se também 

que foram utilizadas as técnicas de vetorização do Numpy para mais agilidade em termos 

de tempo computacional. 

Uma questão fundamental a ser abordada é a utilização da biblioteca Numba. 

Python é uma linguagem de programação interpretada, ou seja, o computador é 

responsável por traduzir e executar simultaneamente o código, enquanto algumas outras 
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linguagens de programação, como C++, são linguagens compiladas, ou seja, o código é 

compilado previamente à execução, agilizando o tempo computacional. Frente a esse 

problema, o Numba é um compilador do Python desenvolvido para cálculos numéricos 

extensivos. Mais detalhes estão descritos em Lam et al. (2015). Para que seja possível sua 

implementação, é necessário que a rotina do MOC esteja definida como uma função no 

Python e que apenas ferramentas do Numpy sejam utilizadas nessa rotina. Como 

exemplo, qualquer procedimento utilizando Scipy ou Pandas deve ser realizado 

anteriormente à rotina contida na função. Assim, com a função para cálculo do MOC 

implementada, foi aplicado o decorador @njit na linha de código anterior, indicando ao 

Python que ocorrerá a compilação da função em tempo real. Para demonstração de efeito 

do Numba, foram realizadas dez simulações numéricas da rede hidráulica de PEAD 

considerando fator de atrito variável, viscoelasticidade e um vazamento não nodal. Os 

resultados dos respectivos tempos computacionais foram: 

Tabela 4.5 - Efeito do Numba em relação ao tempo computacional 

Simulação 
Tempo computacional (s) 

Sem Numba Com Numba 

1 1062,64 11,77 

2 1060,69 6,02 

3 1064,70 6,09 

4 1059,39 6,06 

5 1062,38 6,14 

6 1063,84 5,94 

7 1063,53 5,92 

8 1059,75 6,19 

9 1063,36 6,03 

10 1062,50 6,17 

Dessa forma, alguns pontos devem ser abordados. Primeiramente, nota-se que, 

para as simulações sem a utilização do Numba, o tempo médio foi de 1062,28 s. Já para 

as simulações com a utilização do Numba, a compilação em tempo real para posterior 

execução do código, como foi o caso da simulação 1, custou 11,77 s. Para os demais casos 

(2 ao 10), a média do tempo computacional foi de 6,06 s. Assim, são enfatizados dois 

aspectos de sua aplicação: (i) o Numba, em uma simulação única, apresenta um custo 

computacional composto pela soma do custo da compilação com o custo da execução da 
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rotina e (ii) para simulações sequenciais, como o código já foi compilado, o custo 

computacional das demais simulações é referente apenas ao custo de execução, como é 

possível perceber visualmente na Figura 4.13. 

 
Figura 4.13 - Comparação visual do tempo computacional das simulações numéricas 

sem e com Numba 

Portanto, considerando a rotina computacional descrita anteriormente e 

simulações sequenciais, quando comparados o custo computacional de execução do 

código sem e com a implementação do Numba, percebe-se uma diminuição por um fator 

de 175 vezes, fator determinante para as simulações envolvendo AG. 

Sobre os filtros digitais, ambas TWD e TWDR, por serem de construção mais 

complexa, o autor decidiu primeiramente pela implementação manual destas para 

posterior comparação com os resultados da biblioteca PyWavelets. Assim, verificada a 

igualdade das saídas dos filtros obtidas por implementação própria e pela implementação 

da biblioteca citada acima, optou-se prosseguir com o uso da biblioteca por ser mais 

automatizada e com menos custo computacional para cálculo das matrizes. Para o filtro 

DS, não há bibliotecas disponíveis, mas é um filtro janelado em forma de degrau de fácil 

implementação, então foi utilizada uma rotina desenvolvida pelo próprio autor. 

Por fim, em relação aos métodos de otimização, foi utilizada a biblioteca PyGAD 

para implementação do AG. A escolha dessa biblioteca ocorreu pela simples 

implementação dos parâmetros, sendo necessária pouca programação e possibilidade de 

elevada customização e flexibilidade do problema. Mais detalhes podem ser encontrados 

em Gad (2021). É necessário comentar que essa biblioteca possui uma função 
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denominada “save_solutions”, a qual é responsável por armazenar as soluções já 

calculadas para que não haja cálculo redundante. No entanto, durante a implementação 

dessa biblioteca, o autor notou que a função “save_solutions”, quando configurada para 

“True”, não estava operando como deveria. Assim, o desenvolvedor do PyGAD foi 

contactado acerca do problema, e foi então constatado que haveria um bug no 

funcionamento da biblioteca, em que, quando a mutação era configurada para ser 

adaptativa, o parâmetro “save_solutions” não apresentava efeito. Com isso, para manter 

o uso da mutação adaptativa, o autor do presente trabalho implementou um dicionário de 

soluções, em que, para cada dupla de 𝐶𝑑𝐴𝐿 e 𝐿𝑣𝑎𝑧 testados, era armazenado o respectivo 

valor da 𝐹𝑂, evitando então cálculos repetitivos. Para o método LM, foi utilizada a 

biblioteca LMFIT, em que a proposta dessa é ser uma versão melhorada da biblioteca 

SciPy.optimize. De fácil e direta implementação, foi necessário apenas a determinação 

da função residual, resultante da subtração ponto a ponto do perfil de pressão 

experimental pelo perfil de pressão numérico, definição do ponto de partida e dos critérios 

de parada, fornecendo também acesso ao estado de convergência durante a otimização. 

Portanto, após expostos o passo a passo da metodologia, esclarecido o 

planejamento para execução dos objetivos e descrito o código utilizado, é possível seguir 

para os resultados e discussões. 
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5. RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 

5.1. VERIFICAÇÃO DO MODELO HIDRÁULICO 

 

5.1.1. Verificação do fator de atrito variável 

 

A partir da inclusão da formulação do fator de atrito variável proposta por Vardy 

et al. (1993) ao modelo da coluna elástica clássico, foram utilizados os perfis de pressão 

da tubulação de cobre, demonstrados nas Figura 4.5, Figura 4.6 e Figura 4.7 para 

verificação do modelo. Foi calculada também a raiz do erro quadrático médio (RSME) 

de cada solução para quantificar a representatividade das simulações numéricas. 

 

𝑅𝑆𝑀𝐸 = √
1

𝑛𝑡
∑ (𝑃𝑡 − 𝑃𝑡

∗)2
𝑛𝑡

𝑖=1
 5.1 

Com a celeridade 𝑎 = 1255 m/s, a malha de cálculo foi construída por uma 

discretização espacial de 𝛥𝑥 = 0,5 m e temporal de 𝛥𝑡 = 0,5 1255⁄  s. Para as simulações 

numéricas da rede de cobre, o primeiro 0,5 segundo de simulação para os perfis de pressão 

está conforme: 

 
Figura 5.1 - Solução numérica para simulação experimental de cobre: Caso I (0,5 s) 
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Figura 5.2 - Solução numérica para simulação experimental de cobre: Caso II (0,5 s) 

 
Figura 5.3 - Solução numérica para simulação experimental de cobre: Caso III (0,5 s) 
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Assim, é possível notar que o modelo clássico demonstra boa representatividade 

apenas na primeira onda de pressão, sendo bem similar ao resultado considerando também 

o fator de atrito variável. Isso deve-se principalmente ao fato de que é um transiente de 

alta velocidade de propagação da onda de pressão, influenciando no tempo de 

desenvolvimento e acúmulo do efeito de dissipação. Por outro lado, o modelo com o fator 

de atrito variável apresenta mais precisão no cálculo dos extremos de pressão e atraso da 

propagação da onda. O tempo completo de simulação das soluções numéricas para os três 

perfis de pressão do cobre está disposto nas Figura 5.4, Figura 5.5 e Figura 5.6. 

O modelo proposto por Vardy et al. (1993) apresenta a grande vantagem de não 

ser um modelo que necessita de calibração, indicando maior facilidade de aplicação. Por 

outro lado, durante a evolução do transiente, a discordância do perfil de pressão 

experimental e numérico é acumulativa, o que explica a diferença nos picos de pressão e 

de período da onda. Sobre a diferença acerca da pressão média, acredita-se que se deve 

ao fato de que o tanque hidropneumático não é capaz de fornecer uma pressão constante 

durante o evento, havendo leve aumento do nível. Para compensar isso, seria necessária 

a obtenção da curva de pressão na saída do tanque hidropneumático. 

 
Figura 5.4 - Solução numérica para simulação experimental de cobre: Caso I (5 s) 
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Figura 5.5 - Solução numérica para simulação experimental de cobre: Caso II (5 s) 

 
Figura 5.6 - Solução numérica para simulação experimental de cobre: Caso III (5 s) 
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5.1.2.  Verificação da viscoelasticidade 

 

Como mencionado anteriormente, foi utilizado o perfil de pressão da Figura 4.10 

para verificação do modelo viscoelástico. Para isso, foram considerados dois cenários: 

sem e com o fator de atrito variável, em que os parâmetros da viscoelasticidade da 

tubulação eram previamente conhecidos, conforme exposto na Tabela 4.3. Com a 

celeridade 𝑎 = 402 m/s, discretização espacial 𝛥𝑥 = 0,4 m e temporal 𝛥𝑡 = 0,4 402⁄  s, 

foram obtidos os perfis da Figura 5.7 e Figura 5.8, em que também foi utilizado o 

parâmetro RMSE para quantificação da representatividade da solução numérica. 

Primeiramente, evidencia-se a magnitude do efeito da viscoelasticidade da 

tubulação, em que a atenuação dos picos de pressão e atraso dos períodos da onda foram 

muito além do previsto pelo fator de atrito variável. A simulação da Figura 5.8 apresentou 

melhores resultados quanto à representatividade do transiente hidráulico quando 

comparada com o perfil de pressão numérico da Figura 5.7. Como citado na seção 4.1.2, 

foi fornecida a curva de variação de pressão no tanque hidropneumático durante o evento, 

sendo utilizada como dado de entrada para a condição de contorno de reservatório de 

nível fixo, tornando-se variável em cada passo de tempo. 

 
Figura 5.7 - Solução numérica para simulação experimental de PEAD: Implementação 

da viscoelasticidade 
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Figura 5.8 - Solução numérica para simulação experimental de PEAD: Implementação 

do atrito variável e viscoelasticidade 

Dessa forma, a partir da demonstração da diferença entre as possibilidades de 

calibração do modelo viscoelástico e das vantagens descritas anteriormente, o modelo 

admitido para prosseguimento das simulações numéricas da rede em PEAD foi conforme 

o modelo da Figura 5.8. 

 

5.1.3. Verificação do vazamento não nodal 

 

Foram utilizados os perfis de pressão com vazamento descritos na Tabela 4.2 e 

representados na Figura 4.11 e Figura 4.12, considerando 𝐿𝑣𝑎𝑧 = 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑟𝑒𝑎𝑙 e 𝐶𝑑𝐴𝐿 =

𝐶𝑑𝐴𝐿
𝑟𝑒𝑎𝑙. Nota-se que não foram fornecidos os valores do coeficiente de vazamento para 

o caso 3 e caso 5 da Tabela 4.2, portanto não foram considerados para essa etapa de 

verificação. Assim, a fim de atingir melhor precisão com o simulador hidráulico, dois 

parâmetros foram ajustados: a carga de pressão na saída do tanque hidropneumático e a 

velocidade da onda para cada simulação. Sobre a pressão do tanque hidropneumático 

(𝐻𝑇), foi fornecido apenas o vetor de pressão para a simulação sem vazamento 

(denominado aqui de 𝐻𝑇
0) observado na Figura 4.10. Foi observado que a pressão do 
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tanque havia um comportamento similar para as simulações com vazamento, sendo 

necessário apenas um ajuste devido às diferentes pressões em regime permanente.  

As velocidades de propagação da onda de pressão foram ajustadas caso a caso em 

busca de igualar a fase e período das ondas. O resultado dos ajustes estão conforme Tabela 

5.1. 

Tabela 5.1 - Definição dos parâmetros 𝐻𝑇 e 𝑎 

Caso 𝐻𝑇 𝑎𝑠𝑖𝑚 

 (𝑚) (m/s) 

1 𝐻𝑇
0 − 0,975 400 

2 𝐻𝑇
0 − 0,3 401 

4 𝐻𝑇
0 − 0,95 398 

6 𝐻𝑇
0 − 1,35 399 

7 𝐻𝑇
0 − 0,8 399 

Dessa forma, as soluções numéricas para verificação da formulação de vazamento 

não nodal, com a inclusão do fator de atrito variável e viscoelasticidade, foram: 

 
Figura 5.9 - Solução numérica para simulação experimental de PEAD com vazamento: 

Caso 1 (𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑟𝑒𝑎𝑙 = 82,86 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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Figura 5.10 - Solução numérica para simulação experimental de PEAD com vazamento: 

Caso 2 (𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,12 L/s) 

 
Figura 5.11 - Solução numérica para simulação experimental de PEAD com vazamento: 

Caso 4 (𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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Figura 5.12 - Solução numérica para simulação experimental de PEAD com vazamento: 

Caso 6 (𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,54 L/s) 

 
Figura 5.13 - Solução numérica para simulação experimental de PEAD com vazamento: 

Caso 7 (𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑟𝑒𝑎𝑙 = 227,38 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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5.2. APLICAÇÃO DOS FILTROS DIGITAIS 

 

5.2.1. Transformada wavelet discreta e transformada wavelet discreta redundante 

 

A detecção de singularidades com base na MRA da TWD e TWDR depende de 

como a onda é refletida. Mudanças abruptas são detectadas mais facilmente, enquanto 

aquelas com maior dispersão do efeito se tornam um desafio. Essa dispersão pode ser 

gerada por diversos fatores, como a forma de fechamento da válvula e efeitos de 

dissipação de energia – fator de atrito variável e viscoelasticidade. 

A filtragem por meio da TWD e TWDR foi feita empregando a MRA para a rede 

de cobre e para a rede de PEAD, ambas considerando fechamento instantâneo e real da 

válvula dos respectivos experimentos. Esse procedimento teve como objetivo a 

comparação da TWD com a TWDR e a avaliação da influência do fechamento da válvula 

na capacidade de detecção de singularidades das wavelets, considerando a presença de 

diferentes efeitos de dissipação de energia em razão da natureza do material da tubulação. 

Como não havia simulação experimental com vazamento para a rede de cobre, foi 

admitido um vazamento fictício considerando 𝐿𝑣𝑎𝑧 = 10,47 m e 𝐶𝑑𝐴𝐿 = 0,5 ∙ 10−6 m² 

(correspondente a 14% da vazão total). Foram obtidas duas simulações numéricas 

baseadas no perfil de pressão da Figura 5.2, ambas com a inclusão do fator de atrito 

variável, em que para a primeira foi considerado o fechamento instantâneo da válvula e 

para a segunda o fechamento real da válvula. Os resultados estão demonstrados na Figura 

5.14 e Figura 5.15, respectivamente. 

A rede de PEAD, por sua vez, disponibilizava de diversas simulações com 

vazamentos, conforme Tabela 4.2. Dessa forma, foi escolhido o caso 6 devido à maior 

magnitude do vazamento, correspondendo a 54% da vazão total, sendo, assim, o caso 

mais favorável disponível para análise. Para a simulação do fechamento instantâneo da 

válvula, foi utilizada a solução numérica da Figura 5.12, alterando apenas a lei de 

fechamento da válvula. Os resultados estão apresentados na Figura 5.16 e Figura 5.17. 

A partir então dos quatro perfis de pressão descritos acima, foram aplicadas a 

TWD e TWDR, totalizando 8 filtragens distintas, dispostas da Figura 5.18 à Figura 5.25. 
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Em um primeiro instante, nota-se a diferença dos níveis de resolução entre as redes 

de cobre e PEAD. A MRA da TW tem, por característica, a capacidade de extração de 

componentes de alta frequência do sinal original a cada nível de resolução, gerando um 

sinal detalhado, resultado desses componentes de alta frequência, e um sinal mais 

suavizado, resultado dessa extração. Assim, por meio da dilatação da wavelet mãe, a 

frequência dos componentes extraídos diminui gradativamente a cada nível, e a forma do 

sinal aproximado vai ao encontro da tendência do sinal. Para a rede de cobre, três níveis 

de detalhamento foram suficientes para o início da captação de tendências, enquanto, para 

a de PEAD, oito níveis foram necessários para o mesmo efeito, enfatizando o aspecto 

individual de aplicação da TW. É evidente também a diferença de filtragem entre a TWD 

e a TWDR, em que a qualidade dos resultados dos filtros da TWDR são perceptivelmente 

superiores, apresentando mais homogeneidade nos sinais detalhados e suavidade nos 

sinais aproximados. 

Além do explicado acima, a diferença do tipo de fechamento da válvula foi 

determinante para rejeitar a TWD e TWDR como filtros capazes de detectar vazamentos. 

É importante lembrar que, como mencionado anteriormente, Stoianov et al. (2001) 

realizaram uma aplicação similar da TWD, porém foram utilizadas redes neurais com 

treinamento prévio para localização dos vazamentos, e a proposta do presente estudo é 

buscar um filtro de simples e rápida aplicação, sem necessitar de acoplamento de 

métodos. A forma do fechamento da válvula influencia diretamente em como se dá a 

reflexão das ondas em um transiente hidráulico, em que, para um fechamento instantâneo, 

as alterações são bruscas, pelo menos enquanto os efeitos de dissipação ainda não 

predominam sobre o escoamento. Já para um fechamento real, o qual, mesmo que rápido, 

ocorre de maneira gradual, as reflexões das ondas também seguem esse estímulo inicial. 

A TW mostrou-se eficiente em detectar variações bruscas em condições de fechamento 

instantâneo de válvula, como é possível observas nos pulsos demarcado por círculos 

vermelhos nas Figura 5.18, Figura 5.19, Figura 5.22 e Figura 5.23. No entanto, ao 

introduzir o fechamento real da válvula, a dispersão da variação de pressão impactou de 

forma negativa a extração de informações por meio do filtro, não sendo possível notar as 

saídas proeminentes do sinal no instante do vazamento. 
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Figura 5.14 - Simulação numérica para vazamento fictício em rede de cobre com 

fechamento instantâneo da válvula 

 
Figura 5.15 - Simulação numérica para vazamento fictício em rede de cobre com 

fechamento real da válvula 
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Figura 5.16 - Simulação numérica para vazamento fictício em rede de PEAD com 

fechamento instantâneo da válvula 

 
Figura 5.17 - Simulação experimental com vazamento da rede de cobre 
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Figura 5.18 - MRA da TWD para rede de cobre com fechamento instantâneo da válvula. 

Eixo Y: Carga de pressão (mca) 
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Figura 5.19 - MRA da TWDR para rede de cobre com fechamento instantâneo da 

válvula. Eixo Y: Carga de pressão (mca) 
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Figura 5.20 - MRA da TWD para rede de cobre com fechamento real da válvula. Eixo 

Y: Carga de pressão (mca) 
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Figura 5.21 - MRA da TWDR para rede de cobre com fechamento real da válvula. Eixo 

Y: Carga de pressão (mca) 
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Figura 5.22 - MRA da TWD para rede de PEAD com fechamento instantâneo da 

válvula. Eixo Y: Carga de pressão (mca) 
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Figura 5.23 - MRA da TWDR para rede de PEAD com fechamento instantâneo da 

válvula. Eixo Y: Carga de pressão (mca) 
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Figura 5.24 - MRA da TWD para rede de PEAD com fechamento real da válvula. Eixo 

Y: Carga de pressão (mca) 
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Figura 5.25 - MRA da TWDR para rede de PEAD com fechamento real da válvula. 

Eixo Y: Carga de pressão (mca) 
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5.2.2. Filtro differentiator-smoother 

 

Ao contrário da situação exposta na seção 5.1.3 (verificação da implementação 

dos vazamentos não nodais), em que não foi possível considerar alguns casos da Tabela 

4.2 por falta de dados experimentais, o procedimento nesta seção necessita apenas de duas 

entradas: o perfil de pressão experimental para aplicação do filtro DS e a velocidade de 

propagação da onda de pressão para estimar a posição do vazamento por meio do tempo 

de reflexão da onda (equação 4.1). Os perfis de pressão utilizados são os dispostos na 

Figura 4.11 e Figura 4.12. Já para a velocidade de propagação da onda de pressão, foi 

considerado o valor ajustado presente na Tabela 5.1, uma vez que um dos objetivos do 

presente estudo é investigar a capacidade teórica do filtro DS na aplicação de transientes 

hidráulicos. Nota-se que os valores de 𝑎 para os casos 3 e 5 não foram ajustados devido 

à ausência da verificação do simulador hidráulico. Nesse caso, foi considerado o valor 

médio das velocidades de onda, resultando na estimativa 𝑎 = 399 m/s. 

Com base em testes preliminares, o parâmetro referente ao ganho do filtro (𝐺) é 

responsável pela magnitude do vetor resultante do processo de filtragem, atuando como 

um multiplicador. Assim, buscou-se a escolha de um valor para 𝐺 no qual a saída do filtro 

apresentasse magnitude similar ao sinal normalizado. O parâmetro 𝑁𝐷𝑆, por sua vez, é 

referente à quantidade de coeficientes do filtro, e, intuitivamente, quanto maior 𝑁𝐷𝑆, 

menos ruídos e mais dispersão das variações de pressão, por estar realizando o 

procedimento de média ponderada em uma janela de valores maior. Dessa forma, 𝑁𝐷𝑆 foi 

escolhido de forma que os ruídos fossem reduzidos, mas também que a detecção das 

singularidades se mantivesse pronunciada. Do mesmo modo, é importante elucidar que o 

filtro DS preserva a polaridade da alteração, ou seja, caso a mudança de pressão seja 

positiva (negativa), a saída do filtro também será positiva (negativa). 

Dessa forma, com 𝐺 = 0,35 e 𝑁𝐷𝑆 = 25, a aplicação do filtro nas redes 

experimentais de PEAD está conforme Figura 5.26 à Figura 5.32. 
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Figura 5.26 - Filtro DS: Caso 2 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,12 L/s) 

 
Figura 5.27 - Filtro DS: Caso 1 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 82,86 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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Figura 5.28 - Filtro DS: Caso 3 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,25 L/s) 

 
Figura 5.29 - Filtro DS: Caso 4 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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Figura 5.30 - Filtro DS: Caso 5 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,45 L/s) 

 
Figura 5.31 - Filtro DS: Caso 6 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,54 L/s) 
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Figura 5.32 - Filtro DS: Caso 7 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 227,38 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 

Primeiramente, pela Figura 5.26 foi observado que o filtro DS não foi capaz de 

detectar, de maneira clara, o caso mais crítico, correspondente ao vazamento de menor 

magnitude (12% da vazão inicial do sistema), o qual gera menor variação no sinal de 

pressão devido à reflexão de onda. No entanto, o filtro apresentou bons resultados para 

os outros casos, com a vazão do vazamento variando entre 25% e 54% da vazão inicial 

do sistema e em diferentes posições. Foram apresentados evidentes vales, referentes à 

queda de pressão, após o primeiro pico em razão do início do transiente. Aqui, a 

preservação da polaridade da mudança de pressão é essencial para essa identificação. É 

importante enfatizar que é considerada apenas a primeira metade do primeiro período da 

onda do transiente hidráulico, uma vez que apresenta reflexões puras do efeito do 

vazamento. 

Dessa forma, para cada caso, foram estabelecidas três regiões de busca, as quais 

fornecem, em conjunto, quatro instantes temporais de análise. A primeira é referente ao 

vale logo antes do maior pico do filtro, relativo ao intervalo de tempo em que houve o 

fechamento da válvula e, por consequência, início do transiente. Foi considerado que o 

ponto de mínimo desse vale (𝑡1) corresponde ao instante de início do fechamento da 

válvula. A segunda região de busca abrange o extremo do primeiro pico do filtro, em que 
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o ponto de máximo (𝑡2) foi considerado como o instante de finalização do fechamento da 

válvula. Por último, a terceira região é o vale referente ao momento de detecção da onda 

refletida pelo vazamento. Para cálculo do tempo de viagem da onda, foi admitido o ponto 

de máximo da região de busca como 𝑡3 e o ponto de mínimo como 𝑡4. 

Com os instantes demarcados, resultantes da saída do filtro DS, foram realizadas 

duas análises em paralelo. Considerou-se o tempo de viagem 𝑡3 − 𝑡1, relativo ao início 

do fechamento da válvula e ao início da detecção do vazamento, e o tempo de viagem 

𝑡4 − 𝑡2, relativo ao término do fechamento da válvula e instante de detecção do 

vazamento. Assim, a equação 4.1, para cálculo da localização do vazamento, foi ajustada 

resultando na equação 5.2, uma vez que a distância calculada seria a partir do ponto de 

medição, no caso localizado na válvula, no entanto, comumente, o ponto de referência é 

o ponto mais a montante, lembrando que o comprimento efetivo da tubulação é 𝐿 = 271,8 

m. Foi calculado também o erro absoluto pela equação 5.3.  

 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑖,𝑗

= 𝐿 − 𝑎
𝑡𝑖 − 𝑡𝑗

2
 5.2 

 𝐸𝑟
𝑖,𝑗

= 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑟𝑒𝑎𝑙 − 𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑖,𝑗
 5.3 

Para a velocidade de propagação da onda de pressão, foram considerados três 

valores para cada caso: a ajustada por meio de simulação hidráulica (𝑎𝑠𝑖𝑚) e os limites 

inferiores (𝑎𝑖𝑛𝑓) e superiores (𝑎𝑠𝑢𝑝) estimados experimentalmente por Covas (2003). A 

tabela de resultados considerando 𝑎 = 𝑎𝑠𝑖𝑚 está conforme Tabela 5.2. Os resultados 

considerando 𝑎 = 𝑎𝑖𝑛𝑓 e 𝑎 = 𝑎𝑠𝑢𝑝 de Covas (2003), por sua vez, estão conforme Tabela 

5.3 e Tabela 5.4. É importante pontuar que, como não havia o conhecimento dos limites 

das velocidades da propagação da onda dos casos 3 e 5, esses não constaram para o 

cálculo da localização do vazamento. 

Tabela 5.2 - Localização do vazamento pelo filtro DS com 𝑎 = 𝑎𝑠𝑖𝑚 

Caso 
𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑎𝑠𝑖𝑚 𝑡3 − 𝑡1 𝐿𝑣𝑎𝑧

3,1
 𝐸𝑟

3,1
 𝑡4 − 𝑡2 𝐿𝑣𝑎𝑧

4,2
 𝐸𝑟

4,2
 

(m) (m/s) (s) (m) (m) (s) (m) (m) 

1 82,86 400 0,965 78,80 4,06 0,967 78,40 4,46 

3 

162,48 

399 0,554 161,28 1,20 0,568 158,48 4,00 

4 398 0,543 163,74 -1,26 0,564 159,56 2,92 

5 399 0,567 158,68 3,80 0,559 160,28 2,20 

6 399 0,572 157,69 4,79 0,554 161,28 1,20 

7 227,38 399 0,220 227,91 -0,53 0,222 227,51 -0,13 
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Tabela 5.3 - Localização do vazamento pelo filtro DS com 𝑎 = 𝑎𝑖𝑛𝑓 

Caso 
𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑎𝑖𝑛𝑓 𝑡3 − 𝑡1 𝐿𝑣𝑎𝑧

3,1
 𝐸𝑟

3,1
 𝑡4 − 𝑡2 𝐿𝑣𝑎𝑧

4,2
 𝐸𝑟

4,2
 

(m) (m/s) (s) (m) (m) (s) (m) (m) 

1 82,86 374 0,965 91,35 -8,49 0,967 90,97 -8,11 

4 
162,48 

373 0,543 170,53 -8,05 0,564 166,61 -4,13 

6 370 0,572 165,98 -3,50 0,554 169,31 -6,83 

7 227,38 364 0,220 231,76 -4,38 0,222 231,40 -4,02 

 

Tabela 5.4 - Localização do vazamento pelo filtro DS com 𝑎 = 𝑎𝑠𝑢𝑝 

Caso 
𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑎𝑠𝑢𝑝 𝑡3 − 𝑡1 𝐿𝑣𝑎𝑧

3,1
 𝐸𝑟

3,1
 𝑡4 − 𝑡2 𝐿𝑣𝑎𝑧

4,2
 𝐸𝑟

4,2
 

(m) (m/s) (s) (m) (m) (s) (m) (m) 

1 82,86 407 0,965 75,42 7,44 0,967 75,02 7,84 

4 
162,48 

394 0,543 164,83 -2,35 0,564 160,69 1,79 

6 408 0,572 155,11 -7,37 0,554 158,78 3,70 

7 227,38 394 0,220 228,46 -1,08 0,222 228,07 -0,69 

Para a Tabela 5.2, em ambas as análises, os erros 𝐸𝑟
3,1

 e 𝐸𝑟
4,2

 não passaram de 2% 

do comprimento total da tubulação 𝐿 (equivalente a 5,44 m) e mostraram resultados 

bastante similares quanto à precisão da localização. Já para a Tabela 5.3 e Tabela 5.4, em 

que foram considerados valores estimados experimentalmente, apenas um resultado 

ultrapassou ligeiramente o erro de 3% do comprimento total da tubulação, sendo o  

𝐸𝑟
3,1 do caso 1 da Tabela 5.3. 

Diante do exposto, como a verificação da eficiência do filtro DS para detecção e 

localização de vazamentos foi um sucesso, optou-se, para prosseguimento do estudo, 

utilizar os valores obtidos na Tabela 5.2. Além disso, foram escolhidos os resultados 𝐿𝑣𝑎𝑧
3,1

 

pela justificativa de que, geralmente, as análises se baseiam no instante de início do 

fechamento da válvula. 

 

5.3. MÉTODO TRANSIENTE INVERSO 

 

A utilização do MTI foi feita com o objetivo de avaliar a influência da informação 

prévia da localização do vazamento, fornecida pelo filtro DS, no processo de otimização. 

As simulações foram efetuadas para os casos da Tabela 4.2, com exceção do caso 2, por 

não ter sido detectado pelo filtro DS, e dos casos 3 e 5, pela ausência de dados 

experimentais de referência. 
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Dessa forma, para efeitos de comparação, primeiro foi aplicado apenas o método 

de busca global AG, para então ser acoplado como dado de entrada a saída do filtro DS. 

Por fim, acoplou-se também o método de busca local LM, caracterizando-se assim como 

um método híbrido. Foram plotados, após finalização das soluções, os perfis de pressão 

resultantes de cada método, assim como a comparação de seus respectivos tempos 

computacionais. 

 

5.3.1. Algoritmo genético 

 

A partir da configuração do AG descrita na Tabela 4.4 e com 500 gerações como 

critério de parada, foi utilizado como base de cálculo o simulador hidráulico com fator de 

atrito variável, viscoelasticidade e formulação de vazamentos não nodais. A função 

objetivo (𝐹𝑂), obtida na equação 4.2, é utilizada para calcular a aptidão, uma vez que o 

algoritmo utilizado busca a maximização desse parâmetro. O cálculo foi feito conforme 

a equação 5.4, em que é adicionado um termo irrisório no denominador a fim de evitar 

indeterminações matemáticas. 

 𝐴𝑝𝑡𝑖𝑑ã𝑜 =
1

𝐹𝑂 + 0,00000001
 5.4 

Assim, sendo as variáveis de decisão 𝐿𝑣𝑎𝑧 e 𝐶𝑑𝐴𝐿, os limites de busca do 𝐿𝑣𝑎𝑧 

correspondem ao comprimento da tubulação. Para 𝐶𝑑𝐴𝐿, considerando 𝑄𝐿0 conforme 

equação 3.12, o limite inferior é referente à 𝑄𝐿0 = 0, portanto 𝐶𝑑𝐴𝐿
𝑖𝑛𝑓 = 0, e o limite 

superior à 𝑄𝐿0 = 𝑄0. Nesse caso, a formulação depende de 𝐻0, o qual é obtido como 

sendo a parte permanente de 𝐻𝑇 (Tabela 5.1). Porém, a diferença da pressão em regime 

permanente é pequena para os casos considerados, então é possível admitir o mesmo valor 

para todos, sendo esse a parte permanente de 𝐻𝑇
0. Dessa forma, é obtido o valor 

𝐶𝑑𝐴𝐿
𝑠𝑢𝑝 = 3,3 ∙ 10−5. 

Foram feitas 10 simulações com soluções iniciais diferentes para cada caso devido 

ao caráter não determinístico do AG. Os resultados estão dispostos da Figura 5.33 à 

Figura 5.36. Os resultados numéricos obtidos ao fim de todas as simulações estão 

presentes na Tabela 5.5. 

 



91 

 

 
Figura 5.33 - Simulações do AG: Caso 1 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 82,86 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 

 
Figura 5.34 - Simulações do AG: Caso 4 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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Figura 5.35 - Simulações do AG: Caso 6 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,54 L/s) 

 
Figura 5.36 - Simulações do AG: Caso 7 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 227,38 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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Tabela 5.5 - Resultados das simulações com AG 

AG 

Caso 1 Caso 4 Caso 6 Caso 7 

𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

1 90,46 1,06 163,08 1,23 164,82 1,85 228,69 1,21 

2 88,89 1,09 163,64 1,21 164,15 1,87 227,95 1,22 

3 88,47 1,09 162,41 1,21 164,84 1,86 228,34 1,21 

4 90,01 1,06 162,41 1,21 165,01 1,89 227,52 1,22 

5 88,19 1,10 163,64 1,22 164,90 1,87 226,71 1,22 

6 88,73 1,11 163,22 1,20 164,94 1,87 228,35 1,22 

7 87,86 1,10 163,03 1,21 165,26 1,86 228,58 1,20 

8 89,27 1,08 162,33 1,22 164,92 1,87 227,34 1,21 

9 89,65 1,07 162,30 1,23 165,05 1,90 228,37 1,22 

10 88,39 1,11 162,87 1,23 164,80 1,85 228,29 1,22 

Média 88,99 1,09 162,87 1,22 164,87 1,87 228,01 1,22 

Real 82,86 1,21 162,48 1,21 162,48 1,89 227,38 1,21 

É possível observar que foram obtidos bons resultados para os casos 4, 6 e 7, 

porém divergência para o caso 1 quando comparada a média dos resultados com o real 

esperado. Isso pode ser explicado por imprecisão do simulador hidráulico, em que, por 

não ser 100% representativo, houve a possibilidade de parâmetros distantes do ideal 

gerarem uma solução interpretada como melhor pela 𝐹𝑂. 
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5.3.2. Algoritmo genético com filtro DS 

 

Essa simulação diferencia-se da anterior pela alteração dos limites de busca do 

gene referente ao 𝐿𝑣𝑎𝑧 por meio da incorporação da localização obtida pelo Filtro DS, 

resultando no que foi denominado de AG+DS. Como notado anteriormente, o erro 

absoluto não ultrapassou o limite de 2% do comprimento total da tubulação. A 

consideração do erro absoluto em detrimento do erro relativo foi feita para possibilitar 

melhor comparativo em diferentes redes para possíveis análises futuras, uma vez que 

haveria uma diferença de magnitude expressiva quando comparadas redes com 

comprimentos distintos. 

Fazendo 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑖𝑛𝑓

= 𝐿𝑣𝑎𝑧
3,1 − 2%𝐿 e 𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑠𝑢𝑝 = 𝐿𝑣𝑎𝑧
3,1 + 2%𝐿 para cada caso, os resultados 

foram: 

Tabela 5.6 - Novo espaço de busca para 𝐿𝑣𝑎𝑧 

Caso 
𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑖𝑛𝑓

 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑠𝑢𝑝

 

(m) (m) 

1 73,36 84,24 

4 158,31 169,18 

6 152,25 163,12 

7 222,47 233,35 

 Assim, com o novo espaço de busca 𝐿𝑣𝑎𝑧 = [𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑖𝑛𝑓

, 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑠𝑢𝑝], o mesmo procedimento 

anterior é repetido, em que são utilizados os parâmetros de AG da Tabela 4.4 com critério 

de parada de 500 gerações. Também foram realizadas 10 simulações para cada caso com 

vazamento considerado. A convergência do AG+DS está representada da Figura 5.37 à 

Figura 5.40. 
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Figura 5.37 - Simulações do AG+DS: Caso 1 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 82,86 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 

 
Figura 5.38 - Simulações do AG+DS: Caso 4 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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Figura 5.39 - Simulações do AG+DS: Caso 6 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,54 L/s) 

 
Figura 5.40 - Simulações do AG+DS: Caso 7 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 227,38 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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Os resultados numéricos obtidos ao fim de todas as simulações estão presentes na 

Tabela 5.7. 

Tabela 5.7 - Resultados das simulações com AG+DS 

AG+DS 

Caso 1 Caso 4 Caso 6 Caso 7 

𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

1 84,09 1,13 162,72 1,23 162,86 1,88 228,28 1,21 

2 84,06 1,14 162,50 1,21 162,80 1,87 228,01 1,19 

3 84,03 1,14 162,69 1,23 162,80 1,87 228,31 1,22 

4 84,01 1,14 162,62 1,22 162,94 1,89 228,30 1,21 

5 84,01 1,14 162,79 1,24 162,82 1,87 228,34 1,22 

6 84,03 1,13 162,65 1,22 162,85 1,88 228,40 1,22 

7 84,01 1,14 162,59 1,22 162,83 1,88 228,28 1,21 

8 84,03 1,13 162,68 1,23 162,87 1,88 228,33 1,22 

9 84,05 1,15 162,59 1,22 162,88 1,88 228,36 1,22 

10 84,02 1,14 162,55 1,22 162,89 1,89 228,03 1,19 

Média 84,03 1,14 162,64 1,22 162,85 1,88 228,26 1,21 

Real 82,86 1,21 162,48 1,21 162,48 1,89 227,38 1,21 

Primeiramente, foi observado que a convergência se deu de maneira mais rápida 

e uniforme entre as simulações, o que era de se esperar devido à estimativa inicial muito 

próxima de uma das duas variáveis que estavam sendo calculadas. Para uma análise 

complementar e mais visual do comparativo, as soluções calculadas pelo AG e pelo 

AG+DS foram plotadas em conjunto, como demonstrado da Figura 5.41 à Figura 5.44. 

Nessas figuras, foi plotada a razão entre o 𝐶𝑑𝐴𝐿 calculado e o 𝐶𝑑𝐴𝐿 de referência, o mesmo 

para o parâmetro 𝐿𝑣𝑎𝑧. Assim, conforme a razão se aproxima de 100%, como indica a linha 

horizontal tracejada, mais próximo o valor calculado está do real. Nota-se, então, a maior 

precisão obtida para o caso 1 quando utilizada a informação prévia do filtro DS, mesmo 

que tenha apresentado uma convergência para um menor valor de aptidão, sendo resultado 

de imprecisões inerentes do simulador hidráulico. 

Dessa forma, o filtro DS proporcionou dois ganhos significativos para o método: 

possibilidade de menor número de gerações para uma convergência satisfatória e auxílio 

para casos de imprecisão do simulador hidráulico. O próximo passo foi acoplar esse 

método com o método de busca local LM, implementando também a ideia de necessidade 

de menos gerações para convergência do resultado. 
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Figura 5.41 - Comparativo das soluções AG e AG+DS: Caso 1 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 82,86 m e 

𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 

 
Figura 5.42 - Comparativo das soluções AG e AG+DS: Caso 4 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 

𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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Figura 5.43 - Comparativo das soluções AG e AG+DS: Caso 6 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 

𝑄𝐿0 = 0,54 L/s) 

 
Figura 5.44 - Comparativo das soluções AG e AG+DS: Caso 7 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 227,38 m e 

𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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5.3.3. Método híbrido 

 

Como explicado anteriormente, nesta parte final do estudo, foi utilizado um 

método híbrido baseado em duas etapas. A primeira consiste em uma busca global por 

meio do AG com os parâmetros da Tabela 4.4 e com inclusão da informação prévia 

fornecida pelo filtro DS, enquanto, a segunda, na implementação do método de busca 

local LM, partindo da solução calculada pela etapa anterior, para uma convergência final 

do resultado. Para isso, foram testados três cenários diferentes variando as gerações do 

AG, sendo eles: (i) 50 gerações do AG, denominado (AG+DS)(50)+LM; (ii) 25 gerações 

do AG, denominado (AG+DS)(25)+LM; e (iii) 1 geração do AG, denominado 

(AG+DS)(1)+LM. 

Os resultados das simulações estão dispostos da Figura 5.45 à Figura 5.56. O 

tracejado vertical demarca o fim da busca global e início da busca local. Ao observar os 

gráficos de aptidão, são notórios os diversos vales. Isso é explicado pelo funcionamento 

do método LM, em que, como explicado na seção 3.2.1.3, ao detectar uma piora na 

solução, essa é descartada e a anterior volta a ser vigente, trocando de Newton-Raphson 

para o método do Gradiente. Percebe-se também que os padrões dos vales se repetiram 

para cada caso analisado quando observado suas frequências e magnitudes, certamente 

influenciados pelo perfil de pressão em análise e sua relação com a 𝐹𝑂 e a sensibilidade 

dos parâmetros. Além disso, intuitivamente, foi esperado que, quanto menor o número de 

gerações do AG, mais heterogêneas seriam as soluções encontradas, uma vez que o 

método LM é altamente dependente de seu ponto de partida. No entanto, isso foi 

observado em maior escala apenas na Figura 5.55 e em menor escala na Figura 5.53. 

Como dito anteriormente, foram considerados três cenários variando o número de 

gerações do AG. Para cada cenário, há quatro casos experimentais da rede de PEAD com 

vazamento, e, para cada caso, foram realizadas dez simulações, totalizando assim 120 

simulações distintas para o método híbrido. Todas essas soluções numéricas estão 

dispostas na Tabela 5.8, Tabela 5.9 e Tabela 5.10. Por terem sido realizadas dez 

simulações para cada caso, a média dessas simulações, quando observados os diferentes 

cenários e comparados os respectivos resultados, foi possível perceber que as médias 

apresentaram valores próximos do idêntico. 
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Figura 5.45 - Simulações do (AG+DS)(50)+LM: Caso 1 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 82,86 m e 𝑄𝐿0 =
0,34 L/s) 

 
Figura 5.46 - Simulações do (AG+DS)(50)+LM: Caso 4 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 =
0,34 L/s) 
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Figura 5.47 - Simulações do (AG+DS)(50)+LM: Caso 6 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 =
0,54 L/s) 

 
Figura 5.48 - Simulações do (AG+DS)(50)+LM: Caso 7 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 227,38 m e 𝑄𝐿0 =
0,34 L/s) 
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Figura 5.49 - Simulações do (AG+DS)(25)+LM: Caso 1 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 82,86 m e 𝑄𝐿0 =
0,34 L/s) 

 
Figura 5.50 - Simulações do (AG+DS)(25)+LM: Caso 4 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 =
0,34 L/s) 
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Figura 5.51 - Simulações do (AG+DS)(25)+LM: Caso 6 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 =
0,54 L/s) 

 
Figura 5.52 - Simulações do (AG+DS)(25)+LM: Caso 7 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 227,38 m e 𝑄𝐿0 =
0,34 L/s) 
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Figura 5.53 - Simulações do (AG+DS)(1)+LM: Caso 1 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 82,86 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 

L/s) 

 
Figura 5.54 - Simulações do (AG+DS)(1)+LM: Caso 4 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 =
0,34 L/s) 
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Figura 5.55 - Simulações do (AG+DS)(1)+LM: Caso 6 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 162,48 m e 𝑄𝐿0 =
0,54 L/s) 

 
Figura 5.56 - Simulações do (AG+DS)(1)+LM: Caso 7 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 227,38 m e 𝑄𝐿0 =
0,34 L/s) 
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Tabela 5.8 - Resultados das simulações com (AG+DS)(50)+LM 

(AG+DS) 

(50) 

+LM 

Caso 1 Caso 4 Caso 6 Caso 7 

𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

1 84,00 1,14 162,67 1,23 162,80 1,87 228,28 1,21 

2 84,00 1,14 162,70 1,23 162,80 1,87 228,33 1,22 

3 84,03 1,14 162,23 1,23 162,80 1,87 228,10 1,20 

4 84,01 1,14 162,47 1,21 162,81 1,87 228,63 1,21 

5 84,00 1,14 162,69 1,23 162,83 1,88 227,76 1,21 

6 84,00 1,13 162,62 1,22 162,81 1,87 228,32 1,22 

7 84,00 1,14 162,75 1,23 162,80 1,87 227,88 1,22 

8 84,00 1,14 162,68 1,23 162,80 1,87 227,91 1,22 

9 84,09 1,14 162,62 1,22 162,40 1,88 228,30 1,21 

10 84,00 1,14 163,12 1,23 162,80 1,87 228,30 1,22 

Média 84,01 1,14 162,65 1,23 162,77 1,87 228,18 1,21 

Real 82,86 1,21 162,48 1,21 162,48 1,89 227,38 1,21 

Tabela 5.9 - Resultados das simulações com (AG+DS)(25)+LM 

(AG+DS) 

(25) 

+LM 

Caso 1 Caso 4 Caso 6 Caso 7 

𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

1 83,60 1,14 162,67 1,23 162,80 1,87 228,72 1,22 

2 83,65 1,15 163,16 1,23 162,80 1,87 227,83 1,21 

3 84,00 1,14 162,71 1,23 162,83 1,88 227,46 1,22 

4 84,40 1,14 162,29 1,23 162,81 1,87 227,78 1,21 

5 84,00 1,12 162,65 1,23 162,80 1,87 227,79 1,21 

6 84,07 1,14 162,27 1,23 162,81 1,87 228,30 1,22 

7 84,00 1,14 162,99 1,22 162,41 1,88 228,31 1,22 

8 84,01 1,14 163,06 1,22 162,84 1,88 228,29 1,21 

9 84,00 1,12 163,11 1,23 162,80 1,87 228,70 1,21 

10 84,04 1,13 163,06 1,22 162,80 1,87 228,33 1,22 

Média 83,98 1,14 162,80 1,23 162,77 1,87 228,15 1,22 

Real 82,86 1,21 162,48 1,21 162,48 1,89 227,38 1,21 
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Tabela 5.10 - Resultados das simulações com (AG+DS)(1)+LM 

(AG+DS) 

(1) 

+LM 

Caso 1 Caso 4 Caso 6 Caso 7 

𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

(m) (m²) 

(10−5) 

1 83,61 1,15 163,98 1,23 162,81 1,87 228,74 1,22 

2 83,24 1,15 162,71 1,23 162,41 1,88 228,30 1,21 

3 83,21 1,15 161,79 1,23 162,40 1,87 227,38 1,21 

4 84,00 1,14 163,59 1,23 160,80 1,88 228,37 1,22 

5 84,00 1,14 162,33 1,23 162,80 1,87 228,75 1,22 

6 82,43 1,15 163,02 1,22 162,00 1,88 227,92 1,22 

7 83,65 1,15 162,70 1,23 162,80 1,87 229,12 1,21 

8 83,60 1,14 163,15 1,23 162,80 1,87 228,28 1,21 

9 84,06 1,13 163,97 1,23 161,20 1,89 228,74 1,22 

10 83,20 1,14 162,71 1,23 162,81 1,87 228,75 1,22 

Média 83,50 1,14 163,00 1,23 162,28 1,88 228,44 1,22 

Real 82,86 1,21 162,48 1,21 162,48 1,89 227,38 1,21 

 

5.3.4. Comparativo das melhores soluções e do tempo computacional 

 

As médias dos resultados das simulações dos casos em análise (1, 4, 6 e 7) 

apresentadas na Tabela 5.5, referente ao AG, Tabela 5.7, referente ao AG+DS, e Tabela 

5.8, Tabela 5.9 e Tabela 5.10, referentes à (AG+DS)(50)+LM, (AG+DS)(25)+LM e 

(AG+DS)(1)+LM, respectivamente, foram plotadas juntamente com o perfil de pressão 

experimental, apresentadas da Figura 5.57 à Figura 5.60. Aqui, é necessário retomar que, 

como mencionado anteriormente, foi utilizado apenas o primeiro pico de pressão. É 

reforçado também pelo argumento de que, para essa utilização do MTI, é um problema 

de solução única, uma vez que a magnitude do vazamento influencia na queda de pressão, 

e, a localização, no momento em que essa queda ocorre, sendo independentes entre si. 

Foi também medido o tempo computacional das simulações, disposto da Figura 

5.61 à Figura 5.64. Como esperado, a inclusão do filtro DS no AG não alterou o tempo 

computacional, uma vez que o critério de parada foi o número de gerações. Por outro 

lado, ao implementar o método híbrido, em que, no gráfico, a barra horizontal preta 

demarca o fim do AG e início do LM, foi observado, intuitivamente, considerável redução 

no tempo computacional, sendo proporcional ao número de gerações do AG. 
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Figura 5.57 - Perfil de pressão do resultado médio das otimizações: Caso 1 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 =
82,86 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 

 
Figura 5.58 - Perfil de pressão do resultado médio das otimizações: Caso 4 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 =
162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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Figura 5.59 - Perfil de pressão do resultado médio das otimizações: Caso 6 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 =
162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,54 L/s) 

 
Figura 5.60 - Perfil de pressão do resultado médio das otimizações: Caso 7 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 =
227,38 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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Figura 5.61 - Tempo computacional dos métodos de otimização: Caso 1 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 = 82,86 

m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 

 
Figura 5.62 - Tempo computacional dos métodos de otimização: Caso 4 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 =
162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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Figura 5.63 - Tempo computacional dos métodos de otimização: Caso 6 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 =
162,48 m e 𝑄𝐿0 = 0,54 L/s) 

 
Figura 5.64 - Tempo computacional dos métodos de otimização: Caso 7 (𝐿𝑣𝑎𝑧

𝑟𝑒𝑎𝑙 =
227,38 m e 𝑄𝐿0 = 0,34 L/s) 
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Algumas observações em relação às figuras acima devem ser feitas. Na Figura 

5.41, ficou evidente a divergência de resultados quando comparado a simulação do AG 

com a do AG+DS. Foi justificado como erro do simulador hidráulico juntamente com a 

𝐹𝑂. Na Figura 5.57, foi possível notar que, de fato, a solução obtida pelo uso somente do 

AG se diferenciou das outras, porém de maneira quase imperceptível, indo de encontro 

ao esperado pelos autores ao observar as diferenças do resultado do 𝐿𝑣𝑎𝑧
𝑛𝑢𝑚 e 𝐶𝑑𝐴𝐿

𝑛𝑢𝑚 

quando comparados com as outras otimizações. Já na Figura 5.59, foi reforçada a questão 

da precisão do simulador hidráulico, em que as três aplicações do método híbrido 

convergiram para um resultado de maior aptidão, enquanto as soluções propostas pelos 

métodos do AG e do AG+DS se mostraram visualmente mais concordantes com o perfil 

de pressão. Finalmente, ao analisar os comparativos referentes ao tempo computacional, 

notou-se que ocorreram simulações pelo método (AG+DS)(25) as quais, ainda que com 

menor número de gerações do AG, apresentaram maior custo computacional em relação 

à respectiva solução pelo método (AG+DS)(50). Tal comportamento decorre da natureza 

não determinística do AG, em que a velocidade do método depende também da 

convergência das soluções, algo diretamente influenciado pelo número de indivíduos, 

pelas probabilidades admitidas e pelo armazenamento de soluções idênticas passadas. 

Para o fechamento dessa seção, alguns pontos chaves necessitam de ser 

abordados. A utilização de métodos baseados em análise de sinais, como foi aplicado o 

filtro DS em um primeiro instante, teve como função a detecção e localização do 

vazamento por meio do tempo de reflexão da onda de pressão. Assim, obtido esse 

resultado, ainda permanece em aberto a questão sobre a magnitude do vazamento. Nesse 

contexto, foi implemento do MTI, o qual possibilita um resultado mais certeiro sobre a 

localização e fornece a informação sobre o quanto está vazando no ponto. Foi então 

analisado de que forma o filtro DS poderia melhorar a aplicação do MTI por meio do 

acoplamento da informação prévia do local do vazamento, restringindo o espaço de busca. 

Foi observado, dessa forma, que o filtro DS agiliza a convergência do AG e possui a 

capacidade de corrigir imprecisões do simulador hidráulico. Resultados até para 1 geração 

do AG+DS hibridizado com LM demonstraram eficiência na estimativa dos parâmetros 

𝐶𝑑𝐴𝐿 e 𝐿𝑣𝑎𝑧.  
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6. CONCLUSÃO 

 

O presente trabalho desenvolveu uma investigação acerca da aplicação de filtros 

digitais para a detecção, localização e quantificação de vazamentos em um sistema 

hidráulico baseada em reflexões da onda de pressão. Os filtros digitais utilizados foram a 

transformada wavelet discreta (TWD), já explorada anteriormente na literatura do 

assunto, sua variante, a transformada wavelet discreta redundante (TWDR), ainda não 

abordada na literatura ao conhecimento do autor, e o filtro differentiator-smoother (DS), 

desenvolvido na última década e não explorado anteriormente em redes hidráulicas. A 

investigação ocorreu em dois cenários: aplicação da filtragem digital diretamente no sinal 

de pressão experimental e utilização do resultado como dado de entrada para o método 

transiente inverso (MTI), o qual necessitou de um simulador hidráulico representativo 

para implementação do método. 

O sistema hidráulico em questão era do modelo reservatório-tubo-válvula (RTV), 

e foram disponibilizados sinais de pressão experimentais de duas redes distintas nesse 

modelo. A primeira rede é de posse do Instituto Superior Técnico, em Lisboa, Portugal, 

construída utilizando tubulação de cobre. A segunda, por sua vez, é de posse do Imperial 

College, Londres, Inglaterra, construída utilizando tubulação de polietileno de alta 

densidade (PEAD). Ambas as redes dispunham de um tanque hidropneumático a 

montante, simulando um reservatório de nível fixo, e válvulas de controle a jusante. 

Os dados fornecidos foram coletados durante a ocorrência de transientes 

hidráulicos provocados pelo fechamento da válvula de controle no final da linha. Sobre a 

rede hidráulica de cobre, foram disponibilizados três sinais de pressão coletados em 

simulações variando a vazão inicial. Já para a rede hidráulica de PEAD, além de um perfil 

de pressão coletado durante um transiente hidráulico, também foram fornecidos sete 

sinais de pressão, distintos, provenientes de simulações experimentais com vazamentos 

na rede, também coletados durante transientes hidráulicos. 

O simulador hidráulico foi desenvolvido com base no método das características 

(MOC), em que o par de equações diferenciais parciais hiperbólicas é resolvido na malha 

característica por meio da condição de Courant. As condições de contorno utilizadas 

foram de reservatório de nível fixo a montante e válvula com descarga para atmosfera a 

jusante. O modelo elástico clássico se mostra ineficiente para obtenção de perfis de 

pressão numéricos representativos quando comparados com os experimentais. Portanto, 
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foi empregado o fator de atrito variável e a viscoelasticidade da tubulação, além da 

formulação de vazamentos não nodais. 

Ainda não há um consenso em relação à escolha do melhor modelo para inclusão 

do fator de atrito variável em simulação de transientes hidráulicos. Foi escolhido o 

modelo de Vardy et al. (1993) por não necessitar de calibração, porém ainda mantendo 

bons resultados, principalmente para as primeiras ondas de pressão. A verificação do 

modelo foi feita utilizando os perfis de pressão da simulação experimental de cobre. 

Notou-se divergências acumulativas em relação à magnitude dos picos e vales, assim 

como para o período da onda, e foi observado uma discordância com a evolução da 

pressão média durante o transiente hidráulico. O primeiro é explicado pelo modelo 

escolhido não ser calibrável, então a pequena diferença torna-se relevante conforme 

aumento do tempo de simulação, e o segundo é devido à ausência da medição do vetor 

de pressão na saída do tanque hidropneumático, o qual não é capaz de simular 

perfeitamente um reservatório de nível fixo, apresentando leves variações de pressão 

durante o experimento. 

A viscoelasticidade da tubulação foi implementada para adequar o simulador 

hidráulico aos transientes em redes plásticas. É um modelo que necessita de calibração, 

porém os parâmetros calibrados foram obtidos de Covas (2003), tanto o caso 

considerando somente a viscoelasticidade, compensando a ausência do fator de atrito 

variável na calibração, quanto considerando a superposição dos dois efeitos. A 

verificação de ambos foi feita utilizando como referência a simulação da rede de PEAD 

do transiente hidráulico sem vazamento. Ao contrário da simulação de cobre, foi 

fornecida a pressão na saída do tanque hidropneumático para o caso sem vazamento, 

servindo como dado de entrada para a condição de contorno a montante. Dessa forma, o 

modelo demonstrou alta precisão, não apresentando discordâncias relevantes. 

Por fim em relação ao simulador hidráulico, foi implementada também a 

formulação de vazamento não nodal, em que, apesar de ser mais complexa quando 

comparada à formulação de orifícios padrão, detém a grande vantagem de poder 

considerar o ponto de vazamento em qualquer local do comprimento da tubulação, 

enquanto a formulação padrão se restringe ao cálculo nos nós, estando limitada pela 

discretização espacial da malha. A verificação do modelo foi feita com base nos perfis de 

pressão da rede de PEAD com vazamento, em que, visando a futura aplicação do MTI, 

foram ajustados o vetor de pressão na saída do tanque hidropneumático e as velocidades 

de propagação da onda de pressão caso a caso. 
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A investigação dos filtros digitais foi realizada em duas etapas. A primeira, e 

principal, foi iniciada com a aplicação da TWD e da TWDR em simulações hipotéticas e 

reais da rede de cobre e PEAD com o objetivo de avaliar suas respectivas capacidades de 

detecção e localização de singularidades por meio do processamento do sinal de pressão. 

Dessa forma, ambos os filtros, utilizando a família wavelet Daubechies 4 (db4), 

mostraram resultados satisfatórios de detecção apenas para o cenário ideal considerando 

o fechamento da válvula como sendo instantâneo, e, quando considerado o fechamento 

como sendo modelado conforme uma simulação real, ambos se mostraram ineficientes 

em termos de aplicação simples e direta, ou seja, sem a necessidade de acoplar outros 

métodos. Essa observação constatou que as wavelets são apropriadas para extração de 

informações quando as variações são abruptas. A introdução de um fechamento gradual, 

mesmo que ainda rápido, da válvula determinou a forma como ocorreram as reflexões de 

onda, em que apresentaram um aspecto disperso no tempo, ou, em outras palavras, 

suavizado. Essa etapa foi prosseguida com a utilização do filtro DS nos sinais de pressão 

das simulações com vazamento da rede de PEAD, o qual falhou em detectar o vazamento 

referente a 12% da vazão inicial, porém apresentando sucesso para os outros casos. A 

localização do vazamento dependeu do conhecimento do tempo de viagem da onda 

refletida pelo vazamento, informação obtida através do filtro DS, e da velocidade de 

propagação da onda de pressão, para a qual foram considerados três testes diferentes: com 

as ajustadas na verificação do simulador hidráulico e com as estimadas 

experimentalmente em Covas (2003), por meio da medição do tempo de viagem da onda 

de pressão entre transdutores. Para a velocidade da onda ajustada experimentalmente, o 

filtro DS apresentou um erro absoluto referente à localização do vazamento 

consistentemente menor que 2% do comprimento total da tubulação. Para os outros dois 

testes, o limite foi de 3%, em que apenas um caso passou ligeiramente do valor. Para 

prosseguimento do estudo, foi escolhido o resultado da localização respectivo à 

velocidade da onda de pressão ajustada. 

A última parte do estudo consistiu na aplicação do MTI para localização e 

quantificação do vazamento. É preciso pontuar que, dos sete perfis de pressão 

disponibilizados, quatro foram utilizados nessa parte, uma vez que um deles não foi 

detectado pelo filtro DS e os outros dois não dispunham de valores de referência 

experimentais. Além disso, foi utilizada apenas o primeiro pico da onda de pressão para 

o ajuste de curva, uma vez que é um problema de solução única, em que o coeficiente do 

vazamento altera a magnitude da queda, e a posição altera onde a queda ocorrerá. 
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Assim, o procedimento foi feito em três cenários distintos: utilizando apenas 

algoritmo genético (AG) como método de otimização; inclusão da informação da posição 

do vazamento (fornecido pelo filtro DS) como dado de entrada para o AG (a qual foi a 

segunda etapa da investigação mencionada anteriormente); e, por fim, utilização de um 

método híbrido, iniciando com a busca global do AG, acoplado com o filtro DS, e 

finalizando com o método Levenberg-Marquardt (LM) para busca local. Para os dois 

primeiros cenários, foram consideradas 500 gerações do AG. Ao comparar resultados, foi 

concluído, como esperado, que a informação prévia possibilitada pelo filtro DS propiciou 

uma convergência mais rápida, homogênea e precisa, sem alteração percebida do tempo 

computacional. Ambas as simulações apresentaram bons resultados para localização e 

quantificação de vazamentos. As simulações com o método híbrido foram realizadas para 

50, 25 e 1 geração do AG, em que todas apresentaram bons resultados para a localização 

e magnitude do vazamento. Foi observada também uma tendência de redução do tempo 

computacional, sendo essa redução proporcional ao número de gerações do AG. 

Finalmente, os resultados de todas as simulações foram plotados, resultando em perfis de 

pressão com boa representatividade frente aos perfis experimentais. 

Portanto, o presente estudo demonstrou o sucesso na investigação proposta para a 

aplicação do filtro DS, o qual se mostrou uma ferramenta simples e promissora para 

detecção e localização de singularidades, em que sua principal qualidade é a não 

necessidade de um simulador hidráulico, apenas o perfil de pressão e a estimativa da 

velocidade de propagação da onda de pressão.  

Estão em aberto diversas possíveis futuras análises utilizando o método. 

Recomenda-se sua aplicação em: outros modelos de sistema hidráulico além do RTV, 

com singularidades; sinais de pressão com múltiplos vazamentos; sinais de pressão com 

bloqueio parcial da seção transversal; sistemas com múltiplos medidores; e análise em 

regime permanente com vazamento iniciando durante medição para análise de ondas 

incidentes. Além dos mencionados, é interessante avaliar a relação entre o ganho do filtro 

(e, por consequência, a magnitude da detecção da singularidade) com a quantificação da 

singularidade, tornando assim um método direto para detecção, localização e 

quantificação. Por fim, e mais importante, é necessária a avaliação da implementação do 

filtro DS em uma rede hidráulica com aquisição de dados de pressão e velocidade da onda 

de pressão em tempo real. Nesse caso, o filtro DS não serviria apenas para detecção de 

grandes vazamentos, mas também como um método de alarme para transientes 

hidráulicos.  
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APÊNDICE A – DESENVOLVIMENTO DA FORMULAÇÃO DO 

MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS 

 

As equações da quantidade de movimento (3.1) e continuidade (3.2) podem ser 

reescritas na seguinte forma: 

 
𝐿1 =

1

𝘨𝐴

𝜕𝒬

𝜕𝑡
+

𝜕𝐻

𝜕𝑥
+

𝑓𝒬|𝒬|

2𝘨𝐷𝐴2
= 0 A.1 

 
𝐿2 =

𝑎2

𝘨𝐴

𝜕𝒬

𝜕𝑥
+

𝜕𝐻

𝜕𝑡
= 0 A.2 

A partir de uma combinação linear entre elas na forma 𝐿 = 𝐿1 + 𝜆𝐿2: 

 
𝐿 =

1

𝘨𝐴
(
𝜕𝒬

𝜕𝑡
+ 𝜆𝑎2

𝜕𝒬

𝜕𝑥
) + 𝜆 (

𝜕𝐻

𝜕𝑡
+

1

𝜆

𝜕𝐻

𝜕𝑥
) +

𝑓𝒬|𝒬|

2𝘨𝐷𝐴2
= 0 A.3 

Considerando que as variáveis 𝒬 e 𝐻 são dependentes das variáveis 𝑥 e 𝑡, e que a 

posição 𝑥 depende do instante de tempo 𝑡, as derivadas totais são: 

 𝑑𝒬

𝑑𝑡
=

𝜕𝒬

𝜕𝑡
+

𝜕𝒬

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 A.4 

 𝑑𝐻

𝑑𝑡
=

𝜕𝐻

𝜕𝑡
+

𝜕𝐻

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 A.5 

Para que isso seja verdade: 

 𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜆𝑎2 =

1

𝜆
 A.6 

 
𝜆 = ±

1

𝑎
 A.7 

Dessa forma, substituindo A.7 em A.8: 

 𝑑𝑥

𝑑𝑡
= ±𝑎 A.8 

Define-se, assim, as equações de compatibilidade das duas linhas características 

𝐶+ e 𝐶−, em que, substituindo A.8 em A.4 e A.5, pode-se reescrever A.3 em termos das 

derivadas totais. Com algumas manipulações, são obtidas as equações características: 

 
𝐶+:

𝑑𝒬

𝑑𝑡
+

𝘨𝐴

𝑎

𝑑𝐻

𝑑𝑡
+

𝑓𝒬|𝒬|

2𝐷𝐴
= 0 A.9 

 
𝐶−:

𝑑𝒬

𝑑𝑡
−

𝘨𝐴

𝑎

𝑑𝐻

𝑑𝑡
+

𝑓𝒬|𝒬|

2𝐷𝐴
= 0 A.10 

Por fim, as equações diferenciais parciais inicialmente deduzidas no problema são 

resolvidas por equações diferenciais ordinárias na variável independente 𝑡 por meio da 

imposição das linhas características. Para a resolução desse sistema, é utilizado um 
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método de diferenças finitas, em que, por meio de uma malha no plano 𝑥 ⨯ 𝑡, sendo a 

tubulação dividida em 𝑁 seções de comprimento 𝛥𝑥 e o tempo total em intervalos 𝛥𝑡, 

respeitando a condição de Courant, é possível calcular as condições de um instante de 

tempo conhecendo as do tempo anterior, como explicado em mais detalhes em 3.1.1.1. 

Assim, a resolução das equações A.9 e A.10 se dá pela integração dos termos derivativos. 

Para a linha característica 𝐶+, considerando acurácia de primeira ordem para o termo de 

resistência ao escoamento em regime permanente: 

 
∫ 𝑑𝒬

𝑃

𝐴

+
𝘨𝐴

𝑎
∫ 𝑑𝐻

𝑃

𝐴

+ ∫
𝑓𝒬|𝒬|

2𝐷𝐴
𝑑𝑡

𝑃

𝐴

= 0 A.11 

 
𝒬𝑃 − 𝒬𝐴 +

𝘨𝐴

𝑎
(𝐻𝑃 − 𝐻𝐴) +

𝑓𝒬𝐴|𝒬𝐴|

2𝐷𝐴
𝛥𝑡 = 0 A.12 

 𝒬𝑃 − 𝒬𝐴 + 𝐵(𝐻𝑃 − 𝐻𝐴) + 𝑅𝒬𝐴|𝒬𝐴|𝛥𝑡 = 0 A.13 

Em que 𝐵 = 𝘨𝐴 𝑎⁄  e 𝑅 = 𝑓 2𝐷𝐴⁄ . Rearranjando A.13: 

 𝒬𝑃 = 𝒬𝐴 + 𝐵𝐻𝐴 − 𝑅𝒬𝐴|𝒬𝐴|𝛥𝑡 − 𝐵𝐻𝑃 A.14 

Aplicando a notação utilizada para a rotina do MOC: 

 𝒬𝑖,𝑗 = 𝒬𝑖−1,𝑗−1 + 𝐵𝐻𝑖−1,𝑗−1 − 𝑅𝒬𝑖−1,𝑗−1|𝒬𝑖−1,𝑗−1|𝛥𝑡 − 𝐵𝐻𝑖,𝑗 A.15 

 𝐶𝑃 = 𝒬𝑖−1,𝑗−1 + 𝐵𝐻𝑖−1,𝑗−1 − 𝑅𝒬𝑖−1,𝑗−1|𝒬𝑖−1,𝑗−1|𝛥𝑡 A.16 

 𝒬𝑖,𝑗 = 𝐶𝑃 − 𝐵𝐻𝑖,𝑗 A.17 

De forma similar, para a linha característica 𝐶−: 

 𝐶𝑁 = 𝒬𝑖+1,𝑗−1 − 𝐵𝐻𝑖+1,𝑗−1 − 𝑅𝒬𝑖+1,𝑗−1|𝒬𝑖+1,𝑗−1|𝛥𝑡 A.18 

 𝒬𝑖,𝑗 = 𝐶𝑁 + 𝐵𝐻𝑖,𝑗 A.19 
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APÊNDICE B – DESENVOLVIMENTO DOS COEFICIENTES DO 

MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS CONSIDERANDO FATOR DE 

ATRITO VARIÁVEL E VISCOELASTICIDADE 

 

Para que seja levada em consideração a resistência ao escoamento em regime 

transiente e o comportamento reológico da tubulação, os respectivos termos são incluídos 

nas deduções das equações governantes da seguinte forma: 

 1

𝘨𝐴

𝜕𝒬

𝜕𝑡
+

𝜕𝐻

𝜕𝑥
+

𝑓𝒬|𝒬|

2𝘨𝐷𝐴2
+ 𝜏𝑤𝑢 = 0 B.1 

 𝑎2

𝘨𝐴

𝜕𝒬

𝜕𝑥
+

𝜕𝐻

𝜕𝑡
+

2𝑎2

𝘨

𝜕𝜀𝑟

𝜕𝑡
= 0 B.2 

Assim, segue-se o mesmo procedimento descrito no Apêndice A. Nomeando as 

equações para rearranjar em uma combinação linear 𝐿 = 𝐿1 + 𝜆𝐿2: 

 
𝐿1 =

1

𝘨𝐴

𝜕𝒬

𝜕𝑡
+

𝜕𝐻

𝜕𝑥
+

𝑓𝒬|𝒬|

2𝘨𝐷𝐴2
+

16𝜐

𝘨𝐷2
(𝑌1 + 𝑌2) = 0 B.3 

 
𝐿2 =

𝑎2

𝘨𝐴

𝜕𝒬

𝜕𝑥
+

𝜕𝐻

𝜕𝑡
+

2𝑎2

𝘨

𝜕𝜀𝑟

𝜕𝑡
= 0 B.4 

 
𝐿 =

1

𝘨𝐴
(
𝜕𝒬

𝜕𝑡
+ 𝜆𝑎2

𝜕𝒬

𝜕𝑥
) + 𝜆 (

𝜕𝐻

𝜕𝑡
+

1

𝜆

𝜕𝐻

𝜕𝑥
) +

𝑓𝒬|𝒬|

2𝘨𝐷𝐴2
+

16𝜐

𝘨𝐷2
(𝑌1 + 𝑌2)

+ 𝜆
2𝑎2

𝘨

𝜕𝜀𝑟

𝜕𝑡
= 0 

B.5 

A caracterização das linhas características também segue conforme feito no 

Apêndice A. 

 1

𝘨𝐴
(
𝜕𝒬

𝜕𝑡
+ 𝜆𝑎2

𝜕𝒬

𝜕𝑥
) + 𝜆 (

𝜕𝐻

𝜕𝑡
+

1

𝜆

𝜕𝐻

𝜕𝑥
) +

𝑓𝒬|𝒬|

2𝘨𝐷𝐴2
+

16𝜐

𝘨𝐷2
(𝑌1 + 𝑌2)

+ 𝜆
2𝑎2

𝘨

𝜕𝜀𝑟

𝜕𝑡
= 0 

B.6 

 𝑑𝒬

𝑑𝑡
=

𝜕𝒬

𝜕𝑡
+

𝜕𝒬

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 B.7 

 𝑑𝐻

𝑑𝑡
=

𝜕𝐻

𝜕𝑡
+

𝜕𝐻

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 B.8 

 𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜆𝑎2 =

1

𝜆
 B.9 

 
𝜆 = ±

1

𝑎
 B.10 

Dessa forma, rearranjando os termos, as equações para as linhas características 

𝐶+ e 𝐶− são: 
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𝐶+:

𝑑𝒬

𝑑𝑡
+

𝘨𝐴

𝑎

𝑑𝐻

𝑑𝑡
+

𝑓𝒬|𝒬|

2𝐷𝐴
+

16𝜐𝐴

𝐷2
(𝑌1 + 𝑌2) + 2𝑎𝐴

𝜕𝜀𝑟

𝜕𝑡
= 0 B.11 

 
𝐶−:

𝑑𝒬

𝑑𝑡
−

𝘨𝐴

𝑎

𝑑𝐻

𝑑𝑡
+

𝑓𝒬|𝒬|

2𝐷𝐴
+

16𝜐𝐴

𝐷2
(𝑌1 + 𝑌2) + 2𝑎𝐴

𝜕𝜀𝑟

𝜕𝑡
= 0 B.12 

Integrando em 𝐶+ e considerando acurácia de primeira ordem para o termo de 

resistência ao escoamento em regime permanente: 

 
∫ 𝑑𝒬

𝑃

𝐴

+
𝘨𝐴

𝑎
∫ 𝑑𝐻

𝑃

𝐴

+ ∫
𝑓𝒬|𝒬|

2𝐷𝐴
𝑑𝑡

𝑃

𝐴

+ ∫
16𝜐𝐴

𝐷2
(𝑌1 + 𝑌2)𝑑𝑡

𝑃

𝐴

+ ∫ 2𝑎𝐴
𝜕𝜀𝑟

𝜕𝑡
𝑑𝑡

𝑃

𝐴

= 0 

B.13 

 
𝒬𝑃 − 𝒬𝐴 + 𝐵(𝐻𝑃 − 𝐻𝐴) + 𝑅𝒬𝐴|𝒬𝐴|𝛥𝑡 +

16𝜐𝐴

𝐷2
(𝑌1𝑃

+ 𝑌2𝑃
)𝛥𝑡

+ 2𝑎𝐴
𝜕𝜀𝑟𝑃

𝜕𝑡
𝛥𝑡 = 0 

B.14 

Em que 𝐵 = 𝘨𝐴 𝑎⁄  e 𝑅 = 𝑓 2𝐷𝐴⁄ . Na notação para aplicação da rotina do MOC: 

 𝒬𝑖,𝑗 − 𝒬𝑖−1,𝑗−1 + 𝐵𝐻𝑖,𝑗 − 𝐵𝐻𝑖−1,𝑗−1 + 𝑅𝒬𝑖−1,𝑗−1|𝒬𝑖−1,𝑗−1|𝛥𝑡

+
16𝜐𝐴

𝐷2
(𝑌1𝑖,𝑗

+ 𝑌2𝑖,𝑗
)𝛥𝑡 + 2𝑎𝐴

𝜕𝜀𝑟𝑖,𝑗

𝜕𝑡
𝛥𝑡 = 0 

B.15 

Para que B.15 seja resolvida, é necessário trabalhar os termos adicionados à 

formulação original. Primeiramente, para a resistência ao escoamento em regime 

transiente, é seguida a formulação de Vardy et al. (1993): 

 𝑌𝑘𝑖,𝑗
= 𝑌𝑘𝑖,𝑗−1

𝑒−𝑛𝑘𝛹∗
+ 𝑚𝑘(𝑈𝑖,𝑗 − 𝑈𝑖,𝑗−1) B.16 

 𝛹∗ = 𝜐𝛥𝑡 𝑅2⁄  B.17 

 
𝑌1𝑖,𝑗

+ 𝑌2𝑖,𝑗
= ∑ {𝑒

−𝑛𝑘
4𝜐
𝐷2𝛥𝑡

𝑌𝑘𝑖,𝑗−1
−

𝑚𝑘

𝐴
𝒬𝑖,𝑗−1}

𝑘=1,2

+ ∑
𝑚𝑘

𝐴
𝒬𝑖,𝑗

𝑘=1,2

 
B.18 

Em seguida, para o comportamento viscoelástico da tubulação, segue-se de Covas 

et al. (2004, 2005a): 

 𝜕𝜀𝑟𝑖,𝑗

𝜕𝑡
= ∑

𝜕𝜀𝑟𝑘𝑖,𝑗

𝜕𝑡

𝑁𝑘𝑣

𝑘=1

 B.19 

 𝜕𝜀𝑟𝑘𝑖,𝑗

𝜕𝑡
=

𝐽𝑘
𝜏𝑘

𝛼𝐷

2𝑒
𝛾[𝐻𝑖,𝑗 − 𝐻𝑖,0] −

𝜀𝑟̃𝑘𝑖,𝑗

𝜏𝑘
 B.20 
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𝜀𝑟̃𝑘𝑖,𝑗

= 𝐽𝑘
𝛼𝐷

2𝑒
𝛾[𝐻𝑖,𝑗 − 𝐻𝑖,0] − 𝐽𝑘𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄

𝛼𝐷

2𝑒
𝛾[𝐻𝑖,𝑗−1 − 𝐻𝑖,0]

− 𝐽𝑘𝜏𝑘(1 − 𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ )
𝛼𝐷

2𝑒
𝛾

[𝐻𝑖,𝑗 − 𝐻𝑖,0] − [𝐻𝑖,𝑗−1 − 𝐻𝑖,0]

𝛥𝑡

+ 𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ 𝜀𝑟̃𝑘𝑖,𝑗−1
 

B.21 

Define-se também: 

 
𝐹𝑖,𝑗 =

𝛼𝐷

2𝑒
𝛾[𝐻𝑖,𝑗 − 𝐻𝑖,0] B.22 

Dessa forma, substituindo B.21 e B.22 em B.20, e fazendo 𝐶0 = 𝛼𝐷𝛾 2𝑒⁄ : 

 𝜕𝜀𝑟𝑘𝑖,𝑗

𝜕𝑡
=

𝐽𝑘
𝜏𝑘

𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ 𝐹𝑖,𝑗−1 +
𝐽𝑘𝐶0

𝛥𝑡
(1 − 𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ )𝐻𝑖,𝑗

+
𝐽𝑘𝐶0

𝛥𝑡
(𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ − 1)𝐻𝑖,𝑗−1 −

𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄

𝜏𝑘
𝜀𝑟̃𝑘𝑖,𝑗−1

 

B.23 

Assim, utilizando B.23 em B.19: 

 𝜕𝜀𝑟𝑖,𝑗

𝜕𝑡
= ∑ {

𝐽𝑘
𝜏𝑘

𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ 𝐹𝑖,𝑗−1 +
𝐽𝑘𝐶0

𝛥𝑡
(𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ − 1)𝐻𝑖,𝑗−1

𝑁𝑘𝑣

𝑘=1

−
𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄

𝜏𝑘
𝜀𝑟̃𝑘𝑖,𝑗−1

} +
𝐶0

𝛥𝑡
∑ 𝐽𝑘(1 − 𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ )𝐻𝑖,𝑗

𝑁𝑘𝑣

𝑘=1

 

B.24 

Por fim, substituindo B.18 e B.24 em B.15 e agrupando as incógnitas: 

 
𝒬𝑖,𝑗 [1 +

16𝜐

𝐷2
𝛥𝑡 ∑ 𝑚𝑘

𝑘=1,2

]

= 𝒬𝑖−1,𝑗−1 + 𝐵𝐻𝑖−1,𝑗−1 − 𝑅𝒬𝑖−1,𝑗−1|𝒬𝑖−1,𝑗−1|𝛥𝑡

−
16𝜐𝐴

𝐷2
𝛥𝑡 ∑ {𝑒

−𝑛𝑘
4𝜐
𝐷2𝛥𝑡

𝑌𝑘𝑖,𝑗−1
−

𝑚𝑘

𝐴
𝒬𝑖,𝑗−1}

𝑘=1,2

− 2𝑎𝐴𝛥𝑡 ∑ {
𝐽𝑘
𝜏𝑘

𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ 𝐹𝑖,𝑗−1

𝑁𝑘𝑣

𝑘=1

+
𝐽𝑘𝐶0

𝛥𝑡
(𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ − 1)𝐻𝑖,𝑗−1 −

𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄

𝜏𝑘
𝜀𝑟̃𝑘𝑖,𝑗−1

}

− 𝐻𝑖,𝑗 [𝐵 + 2𝑎𝐴𝐶0 ∑ 𝐽𝑘(1 − 𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ )

𝑁𝑘𝑣

𝑘=1

] 

B.25 

Para simplificação de notação, são utilizados os seguintes agrupamentos de 

termos: 
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 𝐶𝑃1
′ = −𝑅𝒬𝑖−1,𝑗−1|𝒬𝑖−1,𝑗−1|𝛥𝑡 B.26 

 
𝐶𝑃1

′′ = −
16𝜐𝐴

𝐷2
𝛥𝑡 ∑ {𝑒

−𝑛𝑘
4𝜐
𝐷2𝛥𝑡

𝑌𝑘𝑖,𝑗−1
−

𝑚𝑘

𝐴
𝒬𝑖,𝑗−1}

𝑘=1,2

 
B.27 

 
𝐶𝑃2

′′ =
16𝜐

𝐷2
𝛥𝑡 ∑ 𝑚𝑘

𝑘=1,2

 
B.28 

 

𝐶𝑃1
′′′ = −2𝑎𝐴𝛥𝑡 ∑ {

𝐽𝑘
𝜏𝑘

𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ 𝐹𝑖,𝑗−1 +
𝐽𝑘𝐶0

𝛥𝑡
(𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ − 1)𝐻𝑖,𝑗−1

𝑁𝑘𝑣

𝑘=1

−
𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄

𝜏𝑘
𝜀𝑟̃𝑘𝑖,𝑗−1

} 

B.29 

 

𝐶𝑃2
′′′ = 2𝑎𝐴𝐶0 ∑ 𝐽𝑘(1 − 𝑒−𝛥𝑡 𝜏𝑘⁄ )

𝑁𝑘𝑣

𝑘=1

 B.30 

Dessa forma: 

 
𝒬𝑖,𝑗 =

𝒬𝑖−1,𝑗−1 + 𝐵𝐻𝑖−1,𝑗−1 + 𝐶𝑃1
′ + 𝐶𝑃1

′′ + 𝐶𝑃1
′′′

1 + 𝐶𝑃2
′′ −

𝐻𝑖,𝑗[𝐵 + 𝐶𝑃2
′′′]

1 + 𝐶𝑃2
′′  B.31 

 
𝐶𝑃 =

𝒬𝑖−1,𝑗−1 + 𝐵𝐻𝑖−1,𝑗−1 + 𝐶𝑃1
′ + 𝐶𝑃1

′′ + 𝐶𝑃1
′′′

1 + 𝐶𝑃2
′′  B.32 

 
𝐶𝑎+ =

𝐵 + 𝐶𝑃2
′′′

1 + 𝐶𝑃2
′′  B.34 

 𝒬𝑖,𝑗 = 𝐶𝑃 − 𝐶𝑎+𝐻𝑖,𝑗 B.34 

De maneira similar, para a linha característica 𝐶−: 

 𝐶𝑁1
′ = −𝑅𝒬𝑖+1,𝑗−1|𝒬𝑖+1,𝑗−1|𝛥𝑡 B.35 

 𝐶𝑁1
′′ = 𝐶𝑃1

′′  B.36 

 𝐶𝑁2
′′ = 𝐶𝑃2

′′  B.37 

 𝐶𝑁1
′′′ = −𝐶𝑃1

′′′ B.38 

 𝐶𝑁2
′′′ = 𝐶𝑃2

′′′ B.39 

 
𝒬𝑖,𝑗 =

𝒬𝑖+1,𝑗−1 − 𝐵𝐻𝑖+1,𝑗−1 + 𝐶𝑁1
′ + 𝐶𝑁1

′′ + 𝐶𝑁1
′′′

1 + 𝐶𝑁2
′′ +

𝐻𝑖,𝑗[𝐵 + 𝐶𝑁2
′′′ ]

1 + 𝐶𝑁2
′′  B.40 

 
𝐶𝑁 =

𝒬𝑖+1,𝑗−1 − 𝐵𝐻𝑖+1,𝑗−1 + 𝐶𝑁1
′ + 𝐶𝑁1

′′ + 𝐶𝑁1
′′′

1 + 𝐶𝑁2
′′  B.41 

 
𝐶𝑎− =

𝐵 + 𝐶𝑁2
′′′

1 + 𝐶𝑁2
′′  B.42 

Finalmente: 

 𝒬𝑖,𝑗 = 𝐶𝑁 − 𝐶𝑎−𝐻𝑖,𝑗 B.43 
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APÊNDICE C – DESENVOLVIMENTO DA FORMULAÇÃO PARA 

VAZAMENTO NÃO NODAL 

 

Conforme descreve Vítkovský (2001), para aplicar o esquema de vazamentos não 

nodais no MOC, deve-se utilizar de um ponto de construção para definir as equações no 

local de vazamento, sendo esse ponto localizado entre 𝐴 e 𝐵. Para vazamento na linha 

característica 𝐶+ entre 𝐴 e 𝑃, é criado o ponto 𝐵′, em que suas condições são 

determinadas por meio de interpolações. Para a dedução do autor, foi utilizada 

interpolação linear, sendo de maiores ordens capazes de produzir melhores resultados. 

Assim: 

 𝐻𝐵′ = 𝐻𝐴 +
𝑥𝐿

𝛥𝑥
(𝐻𝐵 − 𝐻𝐴) C.1 

 𝒬𝐵′ = 𝒬𝐴 +
𝑥𝐿

𝛥𝑥
(𝒬𝐵 − 𝒬𝐴) C.2 

Assim, aplicando o MOC no ponto de vazamento juntamente com a equação de 

continuidade de vazão e de orifícios, monta-se um sistema de quatro equações com quatro 

variáveis (𝐻𝐿, 𝒬𝐿, 𝒬𝐿𝐴,𝒬𝐿𝐵), em que 𝒬𝐿 é a vazão do vazamento e 𝒬𝐿𝐴 e 𝒬𝐿𝐵 são as vazões 

antes e depois, respectivamente. 

 
𝐻𝐿 − 𝐻𝐴 +

𝑎

𝘨𝐴
(𝒬𝐿𝐴 − 𝒬𝐴) +

𝑓𝒬𝐴|𝒬𝐴|

2𝘨𝐷𝐴2
𝑥𝐿 = 0 C.3 

 
𝐻𝐿 − 𝐻𝐵′ −

𝑎

𝘨𝐴
(𝒬𝐿𝐵 − 𝒬𝐵′) −

𝑓𝒬𝐵′|𝒬𝐵′|

2𝘨𝐷𝐴2
𝑥𝐿 = 0 C.4 

 𝒬𝐿𝐴 − 𝒬𝐿𝐵 − 𝒬𝐿 = 0 C.5 

 𝒬𝐿 = 𝐶𝑑𝐴𝐿√2𝘨𝐻𝐿 C.6 

Em seguida, para a equação característica nos pontos 𝐴 e 𝑃: 

 
∫ 𝑑𝐻

𝑃

𝐴

+
𝑎

𝘨𝐴
∫ 𝑑𝒬

𝑃

𝐴

+
𝑓

2𝘨𝐷𝐴2
∫ 𝒬|𝒬|𝑑𝑥

𝑃

𝐴

= 0 C.7 

Como há a presença do ponto intermediário 𝐿, onde ocorre o vazamento, a 

integração deve ser feita em duas partes, considerando de 𝐴 até 𝐿 e de 𝐿 até 𝑃. Assim, 

para o termo de pressão, considera-se que a pressão ao redor do ponto de vazamento se 

mantém igual. 

 
∫ 𝑑𝐻

𝑃

𝐴

= ∫ 𝑑𝐻
𝐿

𝐴

+ ∫ 𝑑𝐻
𝑃

𝐿

= (𝐻𝐿 − 𝐻𝐴) + (𝐻𝑃 − 𝐻𝐿) = 𝐻𝑃 − 𝐻𝐴 C.8 

Para o termo da vazão, o mesmo procedimento é feito, porém as vazões não são 

iguais, porém são conhecidas. 
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∫ 𝑑𝒬

𝑃

𝐴

= ∫ 𝑑𝒬
𝐿

𝐴

+ ∫ 𝑑𝒬
𝑃

𝐿

= (𝒬𝐿𝐴 − 𝒬𝐴) + (𝒬𝑃 − 𝒬𝐿𝐵) C.9 

Logo, pela continuidade de vazão: 

 
∫ 𝑑𝒬

𝑃

𝐴

= 𝒬𝑃 + 𝒬L − 𝒬A C.10 

Para o termo de resistência ao escoamento em regime permanente, é utilizada uma 

aproximação de primeira ordem com valores de vazão previamente conhecidos: 

 
∫ 𝒬|𝒬|𝑑𝑥

𝑃

𝐴

= ∫ 𝒬|𝒬|𝑑𝑥
𝐿

𝐴

+ ∫ 𝒬|𝒬|𝑑𝑥
𝑃

𝐿

= 𝒬𝐴|𝒬𝐴|𝑥𝐿 + 𝒬𝐿𝐵|𝒬𝐿𝐵|(𝛥𝑥 − 𝑥𝐿) 

C.11 

Por fim, a equação de compatibilidade da reta 𝐶+ é: 

 𝐻𝑃 − 𝐻𝐴 +
𝑎

𝘨𝐴
(𝒬𝑃 + 𝒬L − 𝒬A)

+
𝑓

2𝘨𝐷𝐴2
[𝒬𝐴|𝒬𝐴|𝑥𝐿 + 𝒬𝐿𝐵|𝒬𝐿𝐵|(𝛥𝑥 − 𝑥𝐿)] 

C.12 

Fazendo 𝐵 = 𝘨𝐴 𝑎⁄  e 𝑅 = 𝑓 2𝐷𝐴⁄  e algumas manipulações algébricas: 

 
𝒬𝑃 + 𝒬L − 𝒬A + 𝐵(𝐻𝑃 − 𝐻𝐴) +

𝑅

𝑎
[𝒬𝐴|𝒬𝐴|𝑥𝐿 + 𝒬𝐿𝐵|𝒬𝐿𝐵|(𝛥𝑥 − 𝑥𝐿)] C.13 

Seguindo o mesmo procedimento para equação de compatibilidade da linha 

característica 𝐶−, o ponto de construção 𝐴′ é calculado também por interpolação linear: 

 
𝐻𝐴′ = 𝐻𝐴 +

𝑥𝐿 − 𝛥𝑥

𝛥𝑥
(𝐻𝐵 − 𝐻𝐴) C.14 

 
𝒬𝐴′ = 𝒬𝐴 +

𝑥𝐿 − 𝛥𝑥

𝛥𝑥
(𝒬𝐵 − 𝒬𝐴) C.15 

Aplicando o MOC no ponto do vazamento 𝐿 para obter o sistema de equações e 

calcular as variáveis 𝐻𝐿, 𝒬𝐿, 𝒬𝐿𝐴,𝒬𝐿𝐵, tem-se: 

 
𝐻𝐿 − 𝐻𝐴′ +

𝑎

𝘨𝐴
(𝒬𝐿𝐴 − 𝒬𝐴′) +

𝑓𝒬𝐴′|𝒬𝐴′|

2𝘨𝐷𝐴2
(2𝛥𝑥 − 𝑥𝐿) = 0 C.16 

 
𝐻𝐿 − 𝐻𝐵 −

𝑎

𝘨𝐴
(𝒬𝐿𝐵 − 𝒬𝐵) −

𝑓𝒬𝐵|𝒬𝐵|

2𝘨𝐷𝐴2
(2𝛥𝑥 − 𝑥𝐿) = 0 C.17 

 𝒬𝐿𝐴 − 𝒬𝐿𝐵 − 𝒬𝐿 = 0 C.18 

 𝒬𝐿 = 𝐶𝑑𝐴𝐿√2𝘨𝐻𝐿 C.19 

Em seguida, para a equação característica nos pontos 𝐵 e 𝑃: 

 
∫ 𝑑𝐻

𝑃

𝐵

−
𝑎

𝘨𝐴
∫ 𝑑𝒬

𝑃

𝐵

−
𝑓

2𝘨𝐷𝐴2
∫ 𝒬|𝒬|𝑑𝑥

𝑃

𝐵

= 0 C.20 
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Separando as integrais devido ao vazamento representado na linha característica 

e calculando os termos separadamente, é possível chegar em: 

 
∫ 𝑑𝐻

𝑃

𝐵

= ∫ 𝑑𝐻
𝐿

𝐵

+ ∫ 𝑑𝐻
𝑃

𝐿

= (𝐻𝐿 − 𝐻𝐵) + (𝐻𝑃 − 𝐻𝐿) = 𝐻𝑃 − 𝐻𝐵 C.21 

 
∫ 𝑑𝒬

𝑃

𝐵

= ∫ 𝑑𝒬
𝐿

𝐵

+ ∫ 𝑑𝒬
𝑃

𝐿

= (𝒬𝐿𝐵 − 𝒬𝐵) + (𝒬𝑃 − 𝒬𝐿𝐴) C.22 

 
∫ 𝑑𝒬

𝑃

𝐵

= 𝒬𝑃 − 𝒬𝐿 − 𝒬𝐵 C.23 

 
∫ 𝒬|𝒬|𝑑𝑥

𝑃

𝐵

= ∫ 𝒬|𝒬|𝑑𝑥
𝐿

𝐵

+ ∫ 𝒬|𝒬|𝑑𝑥
𝑃

𝐿

= 𝒬𝐵|𝒬𝐵|(2𝛥𝑥 − 𝑥𝐿) + 𝒬𝐿𝐴|𝒬𝐿𝐴|(𝑥𝐿 − 𝛥𝑥) 

C.24 

Dessa forma, fazendo 𝐵 = 𝘨𝐴 𝑎⁄  e 𝑅 = 𝑓 2𝐷𝐴⁄  e substituindo as integrais 

resolvidas em C.20: 

 𝒬𝑃 − 𝒬𝐿 − 𝒬𝐵 − 𝐵(𝐻𝑃 − 𝐻𝐵)

+
𝑅

𝑎
[𝒬𝐵|𝒬𝐵|(2𝛥𝑥 − 𝑥𝐿) + 𝒬𝐿𝐴|𝒬𝐿𝐴|(𝑥𝐿 − 𝛥𝑥)] = 0 

C.25 
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APÊNDICE D – FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DA TWD E TWDR 

 

A notação matemática e conceituação utilizada foi baseada em Percival e Walden 

(2000, apud Silva 2009).  

Os filtros que são utilizados na aplicação da TWD são: o filtro wavelet e o filtro 

escala. O filtro wavelet corresponde ao filtro passa alta da transformação, capaz de 

detectar rápidas variações no sinal sob análise, e é composto por uma sequência infinita 

de termos com 𝐿 coeficientes ℎ𝑙 não-nulos. O filtro escala, por sua vez, corresponde ao 

filtro passa baixa, responsável por detectar as tendências do sinal, também 

correspondendo a uma sequência infinita de termos com 𝐿 coeficientes 𝑔𝑙 não-nulos. 

Enfatiza-se que os coeficientes ℎ𝑙 e 𝑔𝑙 são definidos a partir da wavelet mãe. 

Os filtros wavelet e escala precisam atender, cada um, três propriedades básicas: 

 

∑ℎ𝑙

𝐿−1

𝑙=0

= 0,∑ℎ𝑙
2

𝐿−1

𝑙=0

= 1 𝑒 ∑ ℎ𝑙ℎ𝑙+2𝑛

+∞

𝑙=−∞

= 0 D.1 

 

∑𝑔𝑙

𝐿−1

𝑙=0

= √2,∑𝑔𝑙
2

𝐿−1

𝑙=0

= 1 𝑒 ∑ 𝑔𝑙𝑔𝑙+2𝑛

+∞

𝑙=−∞

= 0 D.2 

as quais garantem que os filtros manterão as condições primárias de existência de uma 

wavelet e, além disso, os caracterizam como ortonormais. É interessante mencionar que 

o filtro wavelet e escala são correlacioandos por uma construção de quadratura espelhada: 

 ℎ𝑙 = (−1)𝑙𝑔𝐿−1−𝑙 D.3 

 𝑔𝑙 = (−1)𝑙+1ℎ𝐿−1−𝑙 D.4 

 O processo de filtragem ocorre por meio da convolução circular periodizada com 

tamanho 𝑁 (mod 𝑁) dos coeficientes do filtro wavelet e escala com o sinal 𝑋. Para que 

haja essa convolução, os coeficientes wavelet e escala compõe, respectivamente, as 

matrizes ℬ𝑘 e 𝒜𝑘, para um nível 𝑘 de resolução (𝑘 ≤ 𝑗). Assim, as matrizes ℬ𝑘 e 𝒜𝑘 são 

construídas pelo deslocamento circular de seus coeficientes por duas posições, de 

dimensão 𝑁 2𝑘⁄ × 𝑁 2𝑘−1⁄ : 

ℬ𝑘 =

[
 
 
 
 
ℎ0 ℎ1 ℎ2 ℎ3 ⋯ ℎ𝐿−1 0 0 0 0 ⋯ 0 0
0 0 ℎ0 ℎ1 ℎ2 ℎ3 ⋯ ℎ𝐿−1 ⋯ 0 ⋯ 0 0
0 0 0 0 ℎ0 ℎ1 ℎ2 ℎ3 ⋯ ℎ𝐿−1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
ℎ2 ℎ3 ⋯ ℎ𝐿−1 0 0 0 0 ⋯ 0 0 ℎ0 ℎ1]

 
 
 
 

 

  D.5 
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𝒜𝑘 =

[
 
 
 
 
𝑔0 𝑔1 𝑔2 𝑔3 ⋯ 𝑔𝐿−1 0 0 0 0 ⋯ 0 0
0 0 𝑔0 𝑔1 𝑔2 𝑔3 ⋯ 𝑔𝐿−1 ⋯ 0 ⋯ 0 0
0 0 0 0 𝑔0 𝑔1 𝑔2 𝑔3 ⋯ 𝑔𝐿−1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

𝑔2 𝑔3 ⋯ 𝑔𝐿−1 0 0 0 0 ⋯ 0 0 𝑔0 𝑔1]
 
 
 
 

 

  D.6 

Assim, é introduzida a matriz ortonormal 𝒲, de tamanho 𝑁 ⨯ 𝑁, a qual é 

responsável pela filtragem da TWD. Essa matriz é subdividida em 𝑗 + 1 submatrizes para 

um nível 𝑗 de resolução: 

 𝒲 =

[
 
 
 
 
𝒲1

𝒲2

⋮
𝒲𝑗

𝒱𝑗 ]
 
 
 
 

 D.7 

em que as matrizes 𝒲𝑘 de coeficientes wavelet são da dimensão 𝑁 2𝑘⁄ × 𝑁 2𝑘−1⁄  e a 

matriz 𝒱𝑗 de coeficientes escala é da dimensão 𝑁 2𝑗⁄ × 𝑁 2𝑗−1⁄ . Assim, aplicando a 

TWD, descrita pela matriz 𝒲, no sinal 𝑋: 

 𝒲𝑋 =

[
 
 
 
 
𝒲1

𝒲2

⋮
𝒲𝑗

𝒱𝑗 ]
 
 
 
 

𝑋 =

[
 
 
 
 
𝒲1𝑋
𝒲2𝑋

⋮
𝒲𝑗𝑋

𝒱𝑗𝑋 ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝑊1

𝑊2

⋮
𝑊𝑗

𝑉𝑗 ]
 
 
 
 

= 𝑊 D.8 

sendo 𝑊 o vetor da TWD, em que 𝑊𝑘 são os vetores de coeficientes wavelet e 𝑉𝑗 o vetor 

de coeficientes escala. Dessa forma, conforme a MRA, para o cálculo dos vetores e 

posterior reconstrução do sinal 𝑋, para o primeiro nível de resolução, tem-se: 

 𝑊1 = 𝒲1𝑋 = ℬ1𝑋 D.9 

 𝑉1 = 𝒱1𝑋 = 𝒜1𝑋 D.10 

 𝑋 = 𝒟1 + 𝒮1 = ℬ1
𝑇𝑊1 + 𝒜1

𝑇𝑉1 D.11 

Portanto: 

 𝑋 = ℬ1
𝑇ℬ1𝑋 + 𝒜1

𝑇𝒜1𝑋 D.12 

ou então: 

 𝑋 = 𝒩1𝑋 + ℳ1𝑋 D.13 

onde 𝒩1 = ℬ1
𝑇ℬ1 e ℳ1 = 𝒜1

𝑇𝒜1 e são de ordem 𝑁 ⨯ 𝑁. Para o segundo nível de 

resolução, o processo é análogo, porém o cálculo não é mais aplicado diretamente ao sinal 

original 𝑋, e sim ao vetor aproximado do nível anterior 𝑉1. 

 𝑊2 = 𝒲2𝑋 = ℬ2𝑉1 = ℬ2𝒜1𝑋 D.14 

 𝑉2 = 𝒱2𝑋 = 𝒜2𝑉1 = 𝒜2𝒜1𝑋 D.15 
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Para a reconstrução do sinal: 

 𝑋 = 𝒟1 + 𝒟2 + 𝒮2 = ℬ1
𝑇𝑊1 + (ℬ2𝒜1)

𝑇𝑊2 + (𝒜2𝒜1)
𝑇𝑉2 D.16 

 Dessa forma: 

 𝑋 = ℬ1
𝑇ℬ1𝑋 + (ℬ2𝒜1)

𝑇ℬ2𝒜1𝑋 + (𝒜2𝒜1)
𝑇𝒜2𝒜1𝑋 D.17 

em que é possível reescrever de forma simplificada: 

 𝑋 = 𝒩1𝑋 + 𝒩2𝑋 + ℳ2𝑋 D.18 

sendo  𝒩1 = ℬ1
𝑇ℬ1, 𝒩2 = (ℬ2𝒜1)

𝑇ℬ2𝒜1 e ℳ2 = (𝒜2𝒜1)
𝑇𝒜2𝒜1 matrizes de ordem 

𝑁 × 𝑁. Com isso, para um 𝑗-ésimo nível de resolução: 

 𝒲𝑗 = ℬ𝑗𝒜𝑗−1 …𝒜2𝒜1𝑋 D.19 

 𝒱𝑗 = 𝒜𝑗𝒜𝑗−1 …𝒜2𝒜1𝑋 D.20 

 

𝑋 = ∑ 𝒟𝑘

𝑗

𝑘=1

+ 𝒮𝑗 = ∑ 𝒩𝑘𝑋

𝑗

𝑘=1

+ ℳ𝑗𝑋 D.21 

sendo 𝒩𝑘 = 𝒲𝑘
𝑇𝒲𝑘 e ℳ𝑗 = 𝒱𝑗

𝑇𝒱𝑗 matrizes de ordem 𝑁 × 𝑁.  

Para a TWDR, seus coeficientes são obtidos com base nos coeficientes da TWD, 

conforme a seguir: 

 
ℎ̃𝑙 =

ℎ𝑙

√2
, 𝑔̃𝑙 =

𝑔𝑙

√2
 D.22 

sendo ℎ̃𝑙 e 𝑔̃𝑙 os coeficientes dos filtros wavelet e escala da TWDR, respectivamente. De 

forma análoga a TWD, devem seguir as propriedades: 

 

∑ℎ̃𝑙

𝐿−1

𝑙=0

= 0,∑ ℎ̃𝑙
2

𝐿−1

𝑙=0

=
1

2
,∑ ℎ̃𝑙ℎ̃𝑙+2𝑛

𝐿−1

𝑙=0

= 0 D.23 

 

∑𝑔̃𝑙

𝐿−1

𝑙=0

= 1,∑𝑔̃𝑙
2

𝐿−1

𝑙=0

=
1

2
,∑𝑔̃𝑙𝑔̃𝑙+2𝑛

𝐿−1

𝑙=0

= 0 D.24 

 Os filtros wavelet e escala da TWDR também são filtros em quadratura 

espelhados, logo: 

 𝑔̃𝑙 = (−1)𝑙+1ℎ̃𝐿−1−𝑙 D.25 

 ℎ̃𝑙 = (−1)𝑙𝑔̃𝐿−1−𝑙 D.26 

Os coeficientes wavelet e escala da TWDR compõe, respectivamente, as matrizes 

ℬ̃𝑘 e 𝒜̃𝑘, em um nível 𝑘 de resolução (𝑘 ≤ 𝑗). Nota-se que, como a TWDR é uma 

transformada não-decimada, em todos os níveis de resolução as matrizes ℬ̃𝑘 e 𝒜̃𝑘 

possuem dimensão 𝑁 × 𝑁. Além disso, em um nível 𝑘 de resolução, há 2𝑘−1 zeros entre 

coeficientes consecutivos. Exemplificando para os primeiros níveis de resolução, tem-se: 
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ℬ̃1 =

[
 
 
 
 
 
 
ℎ̃0 ℎ̃1 ℎ̃2 ℎ̃3 ⋯ ℎ̃𝐿−1 0 0 0 ⋯ 0 0

0 ℎ̃0 ℎ̃1 ℎ̃2 ℎ̃3 ⋯ ℎ̃𝐿−1 0 0 ⋯ 0 0

0 0 ℎ̃0 ℎ̃1 ℎ̃2 ℎ̃3 ⋯ ℎ̃𝐿−1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

ℎ̃2 ℎ̃3 ⋯ ℎ̃𝐿−1 0 0 0 0 0 ⋯ ℎ̃0 ℎ̃1

ℎ̃1 ℎ̃2 ℎ̃3 ⋯ ℎ̃𝐿−1 0 0 0 0 ⋯ 0 ℎ̃0]
 
 
 
 
 
 

 

  D.27 

𝒜̃1 =

[
 
 
 
 
 
𝑔̃0 𝑔̃1 𝑔̃2 𝑔̃3 ⋯ 𝑔̃𝐿−1 0 0 0 ⋯ 0 0
0 𝑔̃0 𝑔̃1 𝑔̃2 𝑔̃3 ⋯ 𝑔̃𝐿−1 0 0 ⋯ 0 0
0 0 𝑔̃0 𝑔̃1 𝑔̃2 𝑔̃3 ⋯ 𝑔̃𝐿−1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

𝑔̃2 𝑔̃3 ⋯ 𝑔̃𝐿−1 0 0 0 0 0 ⋯ 𝑔̃0 𝑔̃1

𝑔̃1 𝑔̃2 𝑔̃3 ⋯ 𝑔̃𝐿−1 0 0 0 0 ⋯ 0 𝑔̃0]
 
 
 
 
 

 

  D.28 

ℬ̃2 =

[
 
 
 
 
 
 
ℎ̃0 0 ℎ̃1 0 ℎ̃2 0 ⋯ 0 ℎ̃𝐿−1 0 0 ⋯ 0 0

0 ℎ̃0 0 ℎ̃1 0 ℎ̃2 0 ⋯ 0 ℎ̃𝐿−1 0 ⋯ 0 0

0 0 ℎ̃0 0 ℎ̃1 0 ℎ̃2 0 ⋯ 0 ℎ̃𝐿−1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
ℎ̃1 0 ℎ̃2 0 ℎ̃3 0 ⋯ 0 ℎ̃𝐿−1 0 0 ⋯ ℎ̃0 0

0 ℎ̃1 0 ℎ̃2 0 ℎ̃3 0 ⋯ 0 ℎ̃𝐿−1 0 ⋯ 0 ℎ̃0]
 
 
 
 
 
 

 

 D.29 

𝒜̃2 =

[
 
 
 
 
 
𝑔̃0 0 𝑔̃1 0 𝑔̃2 0 ⋯ 0 𝑔̃𝐿−1 0 0 ⋯ 0 0
0 𝑔̃0 0 𝑔̃1 0 𝑔̃2 0 ⋯ 0 𝑔̃𝐿−1 0 ⋯ 0 0
0 0 𝑔̃0 0 𝑔̃1 0 𝑔̃2 0 ⋯ 0 𝑔̃𝐿−1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑔̃1 0 𝑔̃2 0 𝑔̃3 0 ⋯ 0 𝑔̃𝐿−1 0 0 ⋯ 𝑔̃0 0
0 𝑔̃1 0 𝑔̃

2
0 𝑔̃3 0 ⋯ 0 𝑔̃𝐿−1 0 ⋯ 0 𝑔̃0]

 
 
 
 
 

 

 D.30 

ℬ̃3 =

[
 
 
 
 
 
 
ℎ̃0 0 0 0 ℎ̃1 0 0 0 ℎ̃2 0 0 ⋯ 0 0

0 ℎ̃0 0 0 0 ℎ̃1 0 0 0 ℎ̃2 0 ⋯ 0 0

0 0 ℎ̃0 0 0 0 ℎ̃1 0 0 0 ℎ̃2 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ℎ̃1 0 0 0 ℎ̃2 0 0 0 ℎ̃3 ⋯ ℎ̃0 0

0 0 0 ℎ̃1 0 0 0 ℎ̃2 0 0 0 ⋯ 0 ℎ̃0]
 
 
 
 
 
 

 

 D.31 

𝒜̃3 =

[
 
 
 
 
 
𝑔̃0 0 0 0 𝑔̃1 0 0 0 𝑔̃2 0 0 ⋯ 0 0
0 𝑔̃0 0 0 0 𝑔̃1 0 0 0 𝑔̃2 0 ⋯ 0 0
0 0 𝑔̃0 0 0 0 𝑔̃1 0 0 0 𝑔̃2 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 𝑔̃1 0 0 0 𝑔̃2 0 0 0 𝑔̃3 ⋯ 𝑔̃0 0
0 0 0 𝑔̃1 0 0 0 𝑔̃2 0 0 0 ⋯ 0 𝑔̃0]

 
 
 
 
 

 

 D.32 
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Sobre a MRA da TWDR, o mesmo procedimento de cálculo da TWD é aplicado. 

Portanto, para um 𝑗-ésimo nível de resolução: 

 𝑊̃𝑗 = ℬ̃𝑗𝒜̃𝑗−1 …𝒜̃1𝑋 = 𝒲̃𝑗𝑋 D.33 

 𝑉̃𝑗 = 𝒜̃𝑗𝒜̃𝑗−1 …𝒜̃1𝑋 = 𝒱̃𝑗𝑋 D.34 

 

𝑋 = ∑ 𝒟̃𝑘

𝑗

𝑘=1

+ 𝒮̃𝑗 = ∑ 𝒩̃𝑘𝑋

𝑗

𝑘=1

+ ℳ̃𝑗𝑋 D.35 

sendo 𝒩̃𝑘 = 𝒲̃𝑘
𝑇𝒲̃𝑘 e ℳ̃𝑗 = 𝒱̃𝑗

𝑇𝒱̃𝑗 matrizes de ordem 𝑁 × 𝑁. 

 


