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Resumo

O objetivo central deste trabalho, baseado nas pesquisas desenvolvidas por Haim Brezis,
Moshe Marcus, Augusto Ponce e Adilson Presoto, € investigar as propriedades das solugdes
para o problema de Dirichlet semilinear

—Au+gu)=p emQ
u=0 sobre dQ,

para a densidade u € M(Q), medida de Radon finita, onde Q C RN , um dominio com
fronteira suave, e g : R — R é uma fun¢ao continua satisfazendo certas hipéteses.
Faremos também um estudo comparativo entre as densidade € L' (Q) e u € M(Q). Neste

dltimo cendrio, veremos que o problema pode nem sempre admitir solugdo.






Abstract

The main purpose of the present work is to investigate properties for solutions to a class of
nonlinear Dirichlet problems

—Au+g(u)=p inQ
u=0 ondQ,

where the density u € M(Q) is a finite Radon measure, Q C R" is a bounded smooth domain
and g : R — R is a continuous function satisfying certain properties.

Our approach is based on contributions due to Haim Brezis, Moshe Marcus, Augusto
Ponce and Adilson Presoto, We will also carry out a comparative study between the densities
pe L' (Q)and u € M(Q). In this last scenario, we will see that the problem may not always
admit a solution.
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Introducao

Neste estudo, nosso principal objetivo € determinar condicdes para existéncia de solugdes
para vérias classes associadas de problemas de Dirichlet semilineares. A fundamentagao
tedrica desta andlise € baseada, principalmente, nas pesquisas pioneiras de Haim Brezis,
Moshe Marcus, Augusto Ponce e Adilson Presoto, consulte [7], [19] e [21].

Ao longo de todo o trabalho consideraremos  C RY um subconjunto aberto, limitado e com
fronteira suave do espaco RN , isto é, um dominio suave. Além disso, denotaremos por M(Q)
o espago das medidas de Radon finita.

Nossa investigacao inicial é centrada no problema de Dirichlet linear com densidade u

—Au=pu emQ
u=0 sobre dQ.

De acordo com a teoria cldssica de Equacdes Diferenciais Parciais elipticas, sabemos que o
problema de Dirichlet linear apresentado admite solugdo quando p € C*(Q) ou u € L? (Q),
2 < p < 4o, consulte o Capitulo 6 em [10] para mais detalhes.

Nesta discussdao, demonstraremos a existéncia e unicidade de solu¢do, no sentido das distri-
buigdes, para o problema de Dirichlet linear quando u € M(Q). Em particular, a existéncia
e unicidade de solugdo distribucional para o caso u € L' (Q) decorre do fato de as fungdes
integraveis definirem medidas de Radon finita com sinal, tais medidas sao absolutamente

continuas com respeito a medida de Lebesgue.

O préximo passo, é o estudo do problema de Dirichlet com ndo linearidade g(u) e densidade
u, dado por
—Au+g(u)=pn emQ
u=0 sobre dQ,
onde g : R — R € uma funcao continua, ndo decrescente e satisfaz a condi¢ao do sinal,

isto é, g(t)tr > 0, para todo ¢ € R. Em particular, g(0) = 0. Vamos analisar a existéncia e
unicidade para as densidades u € W~ 13(Q), u € L' (Q) e u € M(Q). E importante destacar
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que neste ultimo cendrio o problema pode nem sempre admitir solucao distribucional. Por
exemplo, considerando a medida de Dirac u = §,, e a semilinearidade g(u) = |u|"~'u, com
p suficientemente grande, mostraremos que o Problema de Dirichlet ndo admite solugao
distribucional.

A organizagdo deste trabalho serd da seguinte maneira.

No Capitulo 1, apresentaremos conceitos e resultados preliminares acerca da Teoria da
Medida, Espacos de Sobolev e Equacdes Diferenciais Parciais Elipticas. Na Se¢do 1.1, defini-
remos o-algebra de Borel, a funcdo medida e o espaco munido de uma medida, denominado
espaco com medida. Além disso, apresentaremos algumas propriedades e exemplos uteis
para o desenvolvimento deste trabalho. Na Secdo 1.1.1, definiremos os espacos L” (Q),
1 < p < +oo e veremos propriedades relevantes deste espago, como a norma e a convergencia.
Na Secao 1.1.2, sera apresentada o espago das medidas de Radon finitas que equivale ao
espaco da medidas de Borel com sinal finitas. Um resultado interessante desta subse¢do é
que toda funcdo integravel define uma medida de Radon finita com sinal. Para finalizar, defi-
niremos a convergéncia na topologia forte e na topologia fraca para medidas, denominaremos
convergéncia fraca também por convergéncia vaga. Na Secdo 1.1.3, estamos interessados em
decompor uma medida de Radon finita no sentido do Teorema de Decomposi¢do de Jordan,
veja [11, Theorem 3.4].

Ainda sobre o Capitulo 1, na Secdo 1.2 apresentamos algumas defini¢des, propriedades e
existéncias de solucdes para Equagdes Diferenciais Parciais Elipticas que serdo fundamentais
nos argumentos utilizados neste trabalho. Na Secdo 1.2.1, encontram-se defini¢des, pro-
priedades e imersdes acerca dos Espacos de Sobolev W17 (Q) e WO1 P(Q). Na Secdo 1.2.2
constam alguns resultados sobre convergéncia, existéncia de solucdes e regularidade para
Equacdes Diferenciais Elipticas. Além disso, apresentaremos nesta subsecdao uma versao

adaptada para o cldssico Principio do Médximo Fraco no sentido das distribui¢des.

No Capitulo 2, estudaremos o problema Dirichlet linear com dado p € M(Q). Na Secéo 3.3,
definiremos o espaco das func¢des teste e a solugdo distribucional para o problema, baseado
em [16]. Veremos uma estimativa a priori para a fungdo u € L' (Q) que sera ttil ao longo de
toda a dissertagdo. Mais ainda, munido das ferramentas de Anélise Funcional, mostraremos
a existéncia e unicidade para o problema. Por fim, apresentaremos uma caraterizacdo que
fornece uma alternativa para a definicao de solucdo distribucional e para o espaco das funcdes
testes. A Secdo 2.2 € composta de uma série de propriedades envolvendo o problema linear
com fonte integravel ou em medida. Por exemplo, uma versdo alternativa para a desigual-
dade de Kato e uma consequéncia do Principio do Maximo Fraco adaptado para solugao
distribucional. Para finalizar a secdo, serdo apresentadas propriedades envolvendo o caso em
que Q C R? .
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No Capitulo 3, abarcaremos o problema de Dirichlet semilinear

—Au+g(u)=pn emQ
u=0 sobre dQ,

onde na Secao 3.1, utilizando o processo de minimizagdo, veremos a existéncia de solugao
no sentido distribucional para u € W~ 12(Q) = <W01 ’Z(Q)>/. Na Secéo 3.2, para obter a
existéncia de solugdo para o problema nao linear com dado u € L! (Q) utilizaremos a técnica
de aproximacdo. Nesta secdo, considerando g uma func¢do Lipschitz, também mostraremos,
via Teorema de Stampacchia, a existéncia de solug@o neste caso particular.
A esséncia desta dissertacdo encontra-se na Secdo 3.3, na qual veremos que nem todo
problema semilinear com densidade pu € M(Q) admite solucéo no sentido das distribui¢oes.
Iniciaremos com um exemplo clédssico de ndo existéncia envolvendo a medida de Dirac.
Em seguida, definiremos as boas medidas para o problema com nio linearidade g(u), que
sdo medidas de Radon para os quais o problema admite solucdo distribucional. Algumas
propriedades acerca das boas medidas serdo apresentadas neste trabalho, destacando-se
entre elas: dado uma medida u € M(Q) qualquer, mostraremos que o problema com néo
linearidade g(u), satisfazendo as hipdteses apresentadas, sempre admite solug¢@o para alguma
medida u* € M(Q), denominada medida reduzida. Para finalizar a se¢@o, enunciaremos
o Teorema de Vazquez que caracteriza as boas medidas para o problema de Dirichlet
semilinear com dominio Q C R? e indicaremos ao leitor sugestdo de bibliografia para o
estudo do problema com Q C RN ,com N > 3.
Por fim, na Secdo 3.4 demonstraremos a versao do Teorema de Vazquez adaptado para o
problema

—Au+e"—1=pu emQ

u=0 sobre dQ,

donde caracterizaremos as boas medidas para este problema. A demonstracdo utiliza-se de
resultados importantes, como o Teorema de Brezis e Merle.






Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os resultados essenciais acerca da Teoria da Medida, Equagdes

Diferenciais Parciais Elipticas e Espacos de Sobolev para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Medidas: definicao e propriedades

Considere Q C RY um conjunto aberto, limitado e suave. E sabido que Q munido com a
norma euclidiana € um espago topoldgico localmente compacto, isto €, dado x € Q existe um

conjunto aberto U e um compacto K satisfazendo
xeUCKCQ.

Denotaremos por P(R") a colec¢do formada de todos os subconjuntos de R", também co-
nhecida por conjuntos das partes de RY . Iniciaremos com algumas defini¢des e resultados

importantes para o desenvolvimento do trabalho.

Defini¢do 1.1. Diremos .A C P(R") é uma o-dlgebra sobre R" se satisfaz
i 0, RV eA;
ii. SeA € A, entio RV /A € A;

iii. Dado uma sequéncia (Ay)ren € A, temos U Ap € A.
keN

Os exemplos a seguir de o —algebra sdo cléssicos.
Exemplo 1.2. As colecdes A = {0,R"} e P(R") sio exemplos de G-dlgebras sobre R,

A o-algebra de Borel de R" ¢ a menor o-dlgebra sobre RY que contém os conjuntos abertos

de RY. Tais conjuntos sio ditos borealianos e a colegdo destes denota-se por 3 (RN ). Para
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mais informacdes sobre o-algebra, recomendamos o estudo do Capitulo 2 de [11].
Note que Q € B (RN ) e considere a o-dlgebra gerada por Q, dada por

B(Q)={QNA|AcBR)}.
Como consequéncia de um exercicio classido de Teoria da Medida, esta é a menor o-dlgebra

de Borel que contém os abertos de Q.

A o-dlgebra de Borel servird como dominio para a classe funcdes definidas a seguir.
Defini¢do 1.3. Uma medida sobre 5(Q2) é uma fungio u : B(Q) — [0, +oo] que satisfaz

M1. () =0

M2. se (Ug)ken C B(Q) é uma sequéncia de subconjuntos disjuntos de RY, entio

u(U%)zZMW)

keN keN

Também conhecida por aditividade enumeravel, a propriedade (M2) implica na propriedade
aditividade finita:

M2’. se Uy,...,Uy sdo subconjuntos disjuntos de €2, entdo

k k
u (U Uj) = Z,IM(UJ’)
=1 =

A dupla (Q,B(Q)) é dita espaco mensuravel, se u é¢ uma medida sobre (Q,3(Q2)) diremos
que (Q,B(Q), 1) é um espaco com medida de Borel.

Definicao 1.4. Considere (Q,53(€2), 1) um espago com medida.
i. Se u(Q) < oo, diremos que u ¢ finita.

ii. A medida u é dita o-finita se Q = U Uk, com (Up)reny uma sequéncia de
ke N
borelianos, e it (Uy) < 4o para todo k.

iii. Se para cada U € B(Q) com pu(U) = oo, existir F € B(Q) com F CU e 0 <
U(F) < oo, entdo u € dita semifinita.

Considere (Q,B(Q), 1) um espago com medida. Dado U € B(Q), se u(U) = 0 diremos que
U é u-nulo ou que possui medida nula (com respeito a medida ).

As medidas satisfazem as seguintes propriedades.
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Teorema 1.5. Considere (Q,5(Q), 1) um espago com medida.

i. (monotonicidade) Se E,F € B(Q) e E C F, entdo
H(E) < u(F);
ii. (subaditividade) Se (Ey)ien C B(Q), entdo

u(lJE) < Y wE):;

keN keN

iii. (continuidade inferior) Se (Ey)reny C B(Q) de modo que Ey C E; C ... C ..., entdo

u(|J E) = lim p(E);
keN k= poe

iv. (continuidade superior) Se (E)reny C B(Q) e E; DE; D ... D ...com U(E}) < oo,

entdo
w()E) = lim u(E).
KN k—+oo
Demonstragcdo. Veja [11, Theorem 1.8]. [

Generalizando a ideia de medida, podemos definir medidas que atingem valores negativos,

denominadas medidas com sinal.

Definicdo 1.6. Seja (Q,B(Q)) um espaco mensuravel, a fun¢do v : B(Q) — [—oo, +o0] é
dita medida com sinal sobre (Q, B(Q)) se satisfaz as propriedades

Ml1. v(0) =0;

M2. se (Uy)ken € uma sequéncia de subconjuntos disjuntos de Q, entdo

v (U Uk> =) v(ly),

keN keN

onde a convergéncia € absoluta, desde que seja convergente.
S1. v pode assumir no maximo um dos valores +oo.

Definicéio 1.7. Uma fungdo v : B(Q) — (—oo, +<0) ¢ dita medida com sinal finita quando

as propriedades (M1) e (M2) se verificam, isto é, Vv atinge valores reais finitos.
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Ao longo do trabalho utilizaremos a medida de Lebesgue em diversos contextos.

Exemplo 1.8 (Medida de Lebesgue). Um exemplo cldssico de medida positiva € a medida de
Lebesgue que estd associada a duas o-dlgebras importantes: ¢-dlgebra de Borel gerada por
abertos de RV e a o-dlgebra de Lebesgue gerada pela identidade de Caratheodory, denotadas,
respectivamente, por B(RY) e L(RY).

Ao longo do texto, denotaremos a medida de Lebesgue por

IE| ou/ldx,
E

para todo E € B(RY). Denotaremos / f invés de / f(x) dx para indicar que estamos

integrando a funcdo f com respeito a medida de Lebesgue.

Os préximos teoremas, que serdo referenciados em discussdes posteriores, sao dispositivos

fundamentais para a argumentacio das propriedades envolvendo decomposi¢cdo de medidas.

Teorema 1.9 (Decomposi¢io de Hahn). Dado u uma medida com sinal sobre (Q,5(Q)),
existem conjuntos QT e Q~, ambos subconjuntos de Q, denominados, respectivamente,

conjunto positivo e negativo, tais que
i. w(E) >0, paratodo E C Q" mensuravel;
ii. u(F)>0,paratodo F C Q mensuravel,
iii. QTUQT=QeQTNQ =0.
Demonstragdo. Veja [11, Theorem 3.2]. 0

Defini¢io 1.10. Diremos que duas medidas y; e y, sobre (Q,B(Q)) sdo mutualmente
singulares quando existem E, F € B(Q) tais que

i. EUF=QeENF =0;
ii. Eé up-nuloe F € up-nulo.
Notacao: u; L .

A Decomposi¢ao de Hahn de Q para y nao € tnica, uma vez que existem conjuntos U-
nulos que podem ser considerados em Q" ou em Q. No entanto, uma consequéncia deste

resultado € a Decomposi¢do de Jordan para (.

Teorema 1.11 (Decomposicao de Jordan). Se u é uma medida com sinal sobre a o-dlgebra

(Q,B(£)), entdo existem unicas medidas positivas u; e U taisque 4 = ) — Up e Wy L
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Demonstragdo. Veja [11, Theorem 3.4]. 0

A partir de agora veremos alguns conceitos e exemplos envolvendo medidas atdmicas e
nao atdmicas. As defini¢des sdo baseadas em [14, Subsection 2.1.6, Definition 1] e sao
amplamente utilizadas no contexto de Problemas de Dirichlet ndo lineares com densidade
em medida. O principal objetivo desta defini¢do €, futuramente, utilizd-las para decompor

medidas de Radon com sinal finita em uma parte atdmica e uma ndo atdmica.

Definicao 1.12. Seja (Q,5(Q), 1) um espago com medida. Um conjunto mensurdvel A é
dito atomo da medida u se, e somente se, ((A) > 0 e para todo B C A, com B € B(Q),

tem-se W(B) = u(A) ou u(B) =0.

Defini¢ao 1.13. Dado (Q,B(Q), 1) um espago com medida, diremos que ¢t é uma medida
atomica se admite dtomo. Caso contrério, € dita ndo atomica.

Definicao 1.14. Considere (Q,B(Q), 1) espagco com medida e / um conjunto enumeravel.
Diremos que i é puramente atdmica se, e somente se, existem atomos (A;);e; C B(Q)

Q=|[JA:

icl

satisfazendo

Exemplo 1.15. Considere (Q,5(Q), §,) um espaco com medida de Dirac e A € B(Q). Note
que

I,sexeA,

Or(A) = 2a(x) = ,

0, caso contrario .
Se x € A, temos 8,(A) = 1, caso contrdrio, 6,(A) = 0.
Logo, conjunto unitério A = {x} é um dtomo.
Além disso,

5:(RY) = v (x) = 1.

Dado B € B(Q), se x € B, entio §,(B) = §,(R") = 1. Caso contririo, tem-se &,(B) = 0. Isso

significa que RN ¢ também um atomo, consequentemente, O, é puramente atOmica.

Exemplo 1.16. Considere espago com medida de Lebesgue (Q,5(R2),| |). A medida de
Lebesgue ndo admite dtomos.
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Demonstragdo. Com efeito, dados A € B(Q) tal que 0 € A e r > 0. Considere B|0, | a bola
fechada centrada na origem de R" e raio r > 0. Defina A, = AN B0, 7] e a funcio

®:[0,4[ — R

Al 0
r — &)= A, r#

Note que para s < r, temos Ay C A,.

Agora, fixado r > 0 e dados (7,),en € (Sn)nen Sequéncias de nlimeros positivos de modo que

rn ' € sy \(I-

Temos,

A, ={0} e JA,=A4A

neN neN

Uma vez que para cadan € N, |A,, | < |Q| < oo, pelas continuidades inferior e superior da

medida de Lebesgue, sdo validas

lim [A,[ =IA/]

n—r—+oo
lim [Ag,[ = A/
§—>—+o0
Portanto, ® é continua em (0, +).
Agora mostremos a continuidade na origem. Suponhamos que r,, — 0", ainda pelo Teo-

rema 1.5, tem-se
NA,={0} e lim |4, =[AN{0}|=0.

neN
Como Q ¢ limitado, temos A também limitado. Seja agora uma sequéncia (t,),ecn ndo
decrescente de nimeros positivos tal que t, — +oo quando n — +oo. Para algum ng € N,

vale
Asno =A ﬂB[O,s,,O] =A.

Dai, ®(sp,) = P(A) = |A| e @(0) =0. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe s € (0, s,,)
de tal modo que
P(0) < P(s) < P(sy,),

ou seja,
0 < |JANB[0,s]| < |A].
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Como (ANBJ[0,s]) C Ae|ANB|0,s]| > 0, entdo A ndo é um dtomo. Pela arbitrariedade de
A C B(Q2), a medida de Lebesgue nao admite dtomo. O

1.1.1 Espacos L”(Q)
Para introduzir os estudos acerca dos espagos L” (Q) enunciaremos a seguinte defini¢do.

Definicdo 1.17 (Fun¢do Lebesgue mensuravel). Considere f : Q — R. Diremos que f é
mensurdvel (a Lebesgue) se, para cada o € R, o conjunto

{xe Q| f(x) > a} € LRY).

Assumiremos algumas propriedades cldssicas dos espacos (L? (Q),dx), com 1 < p < +co.
Por simplicidade, denotaremos L” (Q) invés de (L? (Q),dx).

Definicdo 1.18. Diremos que uma fungio mensurével f : Q —» R pertence ao espago L' (Q)
quando

/Q|f|dx<+oo.

Definicao 1.19. Dado 1 < p < 40, definimos o conjunto
LP(Q)={f:Q—R|fémensurivel e |[f|” € L' (Q)}.

Definicao 1.20. Uma funcdo mensuravel f : Q — R pertence ao espago L™(Q) quando
existe uma constante C > 0 tal que

|f(x)] <CqtpemQ.
Para 1 < p < 400 adotaremos, por simplicidade, /Q | f|” para denotar /Q | f]P dx.
Observacgao 1.21. 1. A funcdo
Il L' (@) — R

Fom Wloe = [1f

define uma norma no espago L' (Q).
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2. Dado 1 < p < oo, entdo

| Mler: Q@ — R

£ Wl = ()’

define uma norma em L” (Q).
3. A funcdo
| =) : L7 (@) — R
[ fll=@ = nf{C>0]|f(x)] < Cq.tpemQ}
define uma norma no espago L™ (Q).
Demonstracdo. Veja [6, Section 4.2]. [

Definicao 1.22. Seja 1 < p < +oo, denota-se por g o expoente conjugado de p quando
1 1
—+-=1.
P g

Quando p = 1, define-se seu expoente conjugado por g = +-oo.
Uma propriedade dos espagos L que serd utilizada com frequéncia é

Teorema 1.23 (Desigualdade de Holder). Dado 1 < p < +oo, considere f € LP (Q) e g €
L(Q). Entdo, fg € L' (Q) e

1781 < 1l oy

Demonstragcdo. Veja [6, Theorem 4.6]. [
Proposigao 1.24. Se f € L™(Q), entdo |f(x)| < || f||z=(q) 9-t-p em Q.

Demonstragdo. De fato, como || f||;=(q) = C, pela defini¢do de infimo, existe uma sequéncia
decrescente de nimeros reais (Cy)nen tal que C, — C = || f]|;=(q) € para cadan € N, tem-se
|f(x)] <Cy q.t.p em Q. Portanto, para cada n € N, existe E, C Q com medida nula de modo
que |f(x)| <C, para todo x € Q/E,. Considerando E = U, cNnE,, entdo E possui medida de
Lebesgue nula, afinal é unidao enumeravel de conjuntos de medida nula. Dai, para todo n € N
e x € Q/E obtemos

[f ()] <G,
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fazendo n — +o0 na desigualdade acima o resultado segue. 0

Se f é um elemento do espago L? (Q), 1 < p < +oo, e sendo © um conjunto limitado de R,
entdo f € L' (Q) para todo 1 < r < p. Mais ainda, a proposi¢@o a seguir estima a norma de f

no espago L' (Q).
Proposicio 1.25. Considere 1 < r < p < +oo. Para todo u € L” (Q), tem-se
1£llzr @) < Cllfllzr@)-

Donde C = C(|Q|,r) > 0.

Demonstracdo. De fato, seja f € L' (Q). Aplicando a desigualdade de Holder para os

p
expoentes — €

, temos
rop—r
r p % =r
L= ( L) e,
Q Q
ou seja,
p—r
1A 1@y < A1y
Portanto,
por
1 ler@) < Ifllr )€l o
Basta tomar C = |Q)| " > 0e o resultado segue. O

Em termos de convergéncia, podemos aproximar uma fungio u € L? (Q), 1 < p < oo, por
fungdes em L™ (Q).

Proposi¢ao 1.26. Considere u € L7 (Q), 1 < p < 4+« e &€ > 0. Existe u, € L”(Q) com
um| < mee[Ju—um||rra) <&

Demonstragdo. Para cada n € N, defina a fungdo

n, n < u(x)
Un(x) = Qu(x), —n<u(x)<n.
<

—n, u(x) < —n

Como u € LP (Q), pela [11, Proposition 2.20], existe E C Q Lebesgue mensuravel tal que
|Q/E| = |Q| e |u(x)| < oo, para todo x € Q/E.
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Fixado xo € Q/E, tome ny de modo que ng > |u(xo)|. Para todo n > ng, temos
|un(x0) — u(xo)| = 0.

Logo, u,(xo) — u(xp) para todo xo € Q/E, ou seja, u,, — u q.t.p em Q.
Além disso, paratodon € N,
|up — ulP < 2P|ul?.

Além disso,

/ u|? < +oo.
Q

Portanto, quando n — 4o, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [11,
Theorem 2.24], obtemos
||lu— ””HZ’(Q) — 0.

Consequentemente ||u — up||zr(q) — 0, pela defini¢do de convergéncia, existe N € N tal

que para todo n > N, temos

|t —unlr () <€

]

Uma consequéncia da Proposicdo 1.26 é que toda funcdo u € L' (Q) pode ser aproximada

por uma sequéncia de fungdes (u,)peny C L™ (Q), em especial, (i) nen C L (Q).

Corolario 1.27. Seja u € L' (Q), entdo existe uma sequéncia (u,)ncny em L?(Q) tal que
uy, — uem L' (Q).

1.1.2 Espaco das medidas de Radon

Adotaremos a defini¢do de Medida de Radon sobre Q conforme [11], ou seja, uma medida
de Radon com sinal ¢ € uma medida de Borel com sinal finita sobre todos os compactos
de Q. Denotaremos M(€) o espaco das Medidas de Radon com sinal munido da norma da
variacdo total definida por

[ llae) = sup {u(A) —u(B) | A,B € B(Q)}

onde B(Q) é a o-dlgebra de Borel sobre Q.
Proposicio 1.28. A funcio || - [|ygq) : M() — R define uma norma em M(<Q).

Demonstragdo. De fato, verifiquemos que a fungdo || - |3 (q) define uma norma em M(Q).

Se A = B =0, entdo ||tt|[5(q) > 0. Suponha agora que [|it||3¢(q) = 0, mostremos que i € a
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medida nula.

Tomando B = 0, consequentemente 11(A) < 0 para todo A € B(Q). Agora, se A = 0, temos
—u(B) < 0 paratodo B € B(Q), daf u(B) > 0. Isso significa que u = 0.

Sejat € R, com ¢ > 0, obtemos

lettla) = sup{tu(A)—ruu(B) |A.B € B(Q))
— rsup{u(4)— u(B) | A,.B € B(Q)}

= t|llve)

O caso contrario pode ser obtido invertendo os papéis entre A e B, desse modo, parat < 0,
temos —t > 0, dai

il = sup{tu(A) —tu(B) |A,B € B(Q)}
= sup{—1u(B) —tu(A) |A,B € B(Q)}
= |t|sup{u(B) —pu(A)[A,B € B(Q)}
= [t[llellvee)

Logo, paratodo 7 € R, [|tpt{|¢q) = tllitllae(e)-
Para a Desigualdade Triangular, considere também v € M(Q) e A,B € B(Q) quaisquer,

assim

1(A) —u(B)+v(A)—v(B)
sup{i(A) —u(B) [A,B € B(Q)}+
sup{v(A)—Vv(B) |A,B€ B(Q)}

(u+V)(A) = (u+V)(B)

IN

+

1 llaee) + Vv
Tomando o supremo em (i + v)(A) — (1 + v)(B), segue
sup {(u+Vv)(A) = (u+Vv)(B) [A,B € B(Q)} <t +[IVIne)-
Dai vem a desigualdade desejada
I+ Vin@) < el + 11VIve)-

E a afirmagdo segue. [
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Munidos da Decomposi¢do de Hahn e de Jordan, no proximo lema apresentaremos uma

norma equivalente para o espaco M(Q).

Lema 1.29. Seja u € M(Q), entdo

iellveie) = 1 (Q) + 17 (Q) = [u](Q).

Demonstracdo. Considere QT e Q~ a Decomposicio de Hahn de Q, onde QT UQ™ =Qe
Q" NQ~ =0, veja Teorema 1.9.

Além disso, seja ;1 e .~ a Decomposicio de Jordan de y, istoé, u™ Ly eu=put—pu-,
confira Teorema 1.11.

Inicialmente, relembramos que 1™ e y~ sdo medidas positivas. Dados A, B € B(Q), temos

pANQH) +u(AnQ")
= p(A)-p (A
< ut(A) <pt(Q).

p(A)

Analogamente,

IN

Dai, para todos A, B € B(Q)
H(A) —u(B) < ™ (Q) + 1 (Q),
por consequéncia, obtemos
lellnece) < H(Q) + 17 ().

Observemos
HEQ)=p(Q7) e u (Q)=—uQ).

Agora, dados quaisquer A, B € B(Q),

1(A) —u(B) < p(Q) —p(Q7) =u*(Q) +u~(Q).
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Em particular, ji que Q,Q~ € B(Q), temos

i) = uH(Q) — 1™ (Q) = |u|(Q). O

Veremos que uma funcio f integravel, isto é, f € L (Q), define uma medida de Radon. Para

tanto, trataremos de funcdes simples definidas em espagos mensurdveis e suas propriedades.

Definicao 1.30 (Funcio simples em espacos mensurdveis). Uma funcdo y: Q — R € dita
funcio simples se existem ¢,...,0, € Re Aj,...,A, € B(Q), dois a dois disjuntos, tais

que
n
Q=A1U...UA, e y=) 0ixa,
i=1
onde 4, denota a funcdo caracteristica em A;.

O Teorema a seguir garante a aproximacao de qualquer fungdo integravel por fung¢des simples.

Teorema 1.31. Se f € L! (Q), entdo existe uma sequéncia de fungdes mensuraveis (¢, )nen
satisfazendo
0<P<p<..<¢<...<f

de modo que ¢,(x) — f(x) pontualmente em Q e ¢, — f uniformemente em compactos.
Demonstragdo. Consulte a demonstracdo em [11, Theorem 2.1] e [22, Theorem 11.20]. [

Uma propriedade das funcdes integraveis € que podemos definir uma medida de Radon finita

com sinal.

Proposicio 1.32. Dado f € L' (Q), defina

AiBQ) — R
U - M(U)z/Qfo:/Uf

define uma medida de Borel finita com sinal, isto €, medida de Radon com sinal. Mais ainda,

1Arllve) = 1112 @)-

Demonstragdo. Tomando U = 0, pela defini¢do da fungdo As, temos A,(0) = 0.
Agora, considere uma sequéncia de conjuntos disjuntos (Uy)ren C B(Q), assim

As (U Uk) :/UkeNka'

keN
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Além disso,

/UkeNka: /Q%UkENka: /Q Y =Y /Qxka,

keN keN

Por fim,

)3 /Q%kaz ) /kaz Y As(U).

keN keN keN

Logo, A, é uma medida com sinal. Tendo em vista que f € L' (Q), temos

|anzug}gém<+m

Logo Af(L2) < oo, isto €, a medida € finita.
Agora, pela defini¢do

1Arlle@) = sup {Ar(A)—As(B)}.
A,BEB(Q)

il = s { [ [ s}
ABeB(Q) L/A B

Agora vamos analisar a igualdade obtida acima. Para tanto, basta notar que

Ar(A) = /Af+—/Af‘
= AT(A)—A;

Logo,

(4)

e utilizar o argumento visto no Lema 1.29.
Portanto, tomando Q" [f > 0] e Q~ = [f < 0], temos

A :/ f— f=I\f . O
1Al . g £l @)

Observacao 1.33. Pela definicdo de integral, a medida A, satisfaz

/Qllfd/le/Qll/f

para toda fungdo simples mensuravel y : Q — R. Em especial, pelo Teorema 1.31, estende-
mos a igualdade anterior para y € L (Q).
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A partir de agora, por abuso de notacao, identificaremos a medida lf com sua densidade f,
isto €,
Ar=f

como visto no Lema 1.29.
Baseado no Lema 1.29, podemos também caracterizar a norma da variagao total do seguinte

modo:
[l = 1 (Q) + 17 (Q) = ul(Q).

Para finalizar esta secdo, definiremos convergéncias forte e fraca no espagco das medidas
de Radon, apresentaremos certas propriedades sobre o espago M () e sua norma. Por fim,
enunciaremos uma versao para do Teorema de Representacao de Riesz para medidas de
Radon.

Definicao 1.34. Seja u € M(Q), diremos que a sequéncia (U ),eny C M(Q) converge forte-
mente a (1 quando

lim | gy — il () = 0.

n—4-o0
Defini¢iio 1.35. Considere u € M(Q), diremos que a sequencia (U, ),eny C M(Q) converge

fracamente, ou vagamente, para i no sentido de medidas se

Jdim [ odu = [ oau

para toda fungdo ¢ continua com suporte compacto, isto é, ¢ € C.(Q).

Proposicao 1.36. Dado u € M(Q), se (fi)reny uma sequéncia de fungdes integraveis que
converge fortemente em M(Q) para {1, entdo i = f para alguma funcio f € L' (Q).

Demonstragdo. Como f — 1 em M(Q), dados m,n € N, temos

1 fm = Fallae@) = 1 = fallr (@)

Por defini¢do, para todo € > 0, existe K € N de modo que para m,n > K, vale ||f, —

Jallat(@) < €. Pelaigualdade obtida anteriormente, vem

[ _anLl(Q) <Eg,

isso significa que a sequéncia (fi)reny € Cauchy em L! (Q), sendo L () um espaco de
Banach, existe f € L' (Q) tal que f; — f em L' (Q), isto &,

lim fk:/f
k—+o0 JA A
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para todo A € B(Q).

Desse modo, para qualquer boreliano A € B(Q2),

pia) = tim [ fi= [ r=2,4).

k—>—+oo
e a demonstragdo segue pela identificagdo Ar = f. [

A norma da variagdo total é fracamente semicontinua inferiormente com respeito a conver-

géncia vaga.
Proposicao 1.37. Se (U,),cn é uma sequéncia em M(€Q) convergindo vagamente para [ no
sentido de medida sobre Q, entdo

Il < Timinf 40

Demonstragdo. Omitiremos a demonstragcao desse resultado, mas remetemos o leitor a [19,
Proposition 2.6] para os detalhes e as ferramentas necessarias para o completo entendimento.
O

Uma vez que Q C RY é um espaco localmente compacto Hausdorff, existe um isomorfismo

isométrico entre o espago de Radon M (Q) e o espago das distribui¢des (Cy(2))".

Teorema 1.38 (Representagio de Riesz para medidas de Radon). Dado u € M(Q) e f €
Co(Q). Defina o funcional

I’u:C()(.Q) — R
;e ()= [ fdu.

Entdo, a aplicacao

T:M(Q) — (Co(Q))
pooe I(p) =1y

é um isomorfismo isométrico.

Demonstragdo. Para mais detalhes, veja [11, Section 7.3], em especial o [11, Theorem
7.17]. OJ
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1.1.3 Decomposicao de medidas

O intuito dessa sec¢do € apresentar condi¢des necessdrias para decompor unicamente uma
medida de Radon. Munidos da Decomposi¢ao de Jordan, veja Teorema 1.11, a seguir
demonstraremos um importante teorema a ser utilizado com o objetivo de decompor uma
medida de Radon finita.

Teorema 1.39. Sejam y uma medida de Radon finita num espago mensuravel X e Z uma

colecdo de subconjuntos mensurédveis de X satisfazendo

(D1) Z é fechado por intersecdes e unides enumeraveis;

(D2) Se A’ C A émensurdvel e A € Z,entio A’ € Z.
Entdo existe uma unica decomposi¢do em medida de Radon
M=+

tal que t;(A) = 0 para todo elemento A € Z e existe W € Z tal que U se anula fora de W.

Demonstragcdo. A demonstracdo consistird em duas partes: inicialmente consideraremos
uma medida de Radon positiva e posteriormente uma medida com sinal.
Seja u € M(X) positiva, para todo A € Z, temos [1(A) < p(X) < +oo. Defina

s=sup{u(A) |A € 2}, (1.1)

evidentemente, s < p(X). Pela defini¢ao de supremos, tome (W,),cny C Z uma sequéncia
satisfazendo
uw,) — s.

Denote W = U,enyW,. Observe que (W) = s, pois para cada n € N, vale
s 2 p(W) = u(Wa),
fazendo n — 4o na equagao anterior
s> p(W) > lim(W,) =s. (1.2)
Sendo 1 uma medida de Radon finita, as restri¢des (1 e Uy definidas a seguir também os sdo:

I»L1=H|X\W € ‘I.L2:/J|W.
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Logo, u = W + .
Afirmamos que u;(B) = 0 para todo elemento B € Z. Com efeito, suponha que exista
By € Z, satisfazendo y;(By) > 0, ou seja,

ti(Bo) = n(BoN(X\W)) >0, (1.3)

como W e X \ W sdo conjuntos disjuntos, temos By UW = (ByN (X \ W))UW e utilizando
(1.2) e (1.3), obtemos

H(BoUW) = u((BoN(X\W))UW) = u(Bo N (X \W)) +u(W) > u(W) = s.

Mas por hipétese, item (D1), ByUW € Z e u(BoUW) > s o que contradiz a defini¢do de s
(1.1).

Além disso, observe que (i se anula forade W € Z, pois tp (W) = u(WNW) = 0. Portanto,
fica demonstrado para o caso em que i € uma medida positiva.

Nessa proxima parte, considere ¢ uma medida de Radon finita com sinal sobre X. Pelo
Teorema de Decomposicdo de Jordan, ver Teorema 1.11, existem tnicas medidas positivas v

e ®, mutualmente singulares, tais que
U=10—0.

Vamos aplicar a primeira parte desta demonstracao para as medidas v e @. Assim, podemos
escrever U = Dy + Dy € @ = @) + », onde, por construcio, U € @ se anulam em conjuntos
de Z e existem W, W, € Z de modo que v; se anula fora W| e m, se anula fora de W,. Agora
defina

Hi=v—0 e [h=0—0.
Note que 1] e > sdo mutualmente singulares e pela construg@o, i se anula em elementos

de Z. Defina Wy = W UW,, por hipétese, item (D1), Wy € Z uma vez que Wi, W, € Z, além

disso, U, se anula fora de Wy, de fato

(W) = vu(W)— (W)
= (W) UWL)%) — an (W UW,)©)
= (W NWS) — o (Wf NWs)
= 0.

Assim u = ] + i € uma tal decomposicao.

Mostraremos que a decomposi¢do € Unica. Suponha exista U = ;| + U, medida de Radon
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finita, satisfazendo as hipéteses deste teorema, tal que

Considere Ay o conjunto de Z ao qual D, se anula fora dele. E claro que para os elementos
de Z, vale (tj = v;. Vamos mostrar que, em geral, if = U € o = V2. Sejam Wy,Ag € Z os
conjuntos para os quais [, € U se anulam fora, respectivamente, consideremos também E

um subconjunto mensuravel de X. Temos

m(E) = mENX\W))+mi(ENW))
= MW(EN(X\W))
= MW(ENX\Wo)N(X\Ao))+Hi(EN(X\Wy)NAo)
= MW(ENX\Wo)N(X\Ao))
= MENX\W)N(X\Ao)).

Vale observar que ENWy e EN (X \ Wy) NAg sdo elementos de Z pelo item (D2) e 1] se anula
nesses conjuntos. De modo andlogo, mostra-se que D (E) = u(EN (X \ Wo) N (X \ Ao)),

logo, 1y = vy, consequentemente, U = V,. [

Observacio 1.40. A luz do teorema anterior, faremos uma observacdo muito importante
e nao tanto trivial. Considere X = Q e Z a colecdo de todas as unides enumeraveis de
subconjuntos unitdrios de Q. Evidentemente a familia Z satisfaz as hipéteses ((D1)) e
((D2)). Entao, dado qualquer medida de Radon finita i, podemos decompor (& unicamente
do seguinte modo:

M=+ U

Considere a sequéncia (W,),cny C Z ¢ W = U,enW,,. Para todo conjunto mensuravel A € Z,
a interse¢do A N'W consiste em unido enumerdvel de conjuntos unitarios disjuntos. Dai, para

i € N, pelo Teorema anterior, temos

WANW) = 1 (U{x,})
ieN
= Y w({x})
ieN

= Z (le.OCi

ieN
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ondex; € Qe o = u({xi}) = wa({x}).
Sendo ¢ uma medida finita, € importante ressaltar que existe uma quantidade enumeravel de

x € Q tal que pu({x}) #0.
Portanto,

M= U+ Z aiéxi
ieN

Note que a medida u, = Z 0;0,, ¢ puramente atdmica, mais ainda, se anula fora do
ieN
conjunto
W={xeQ|u{{x} >0}z

Jd a medida y; é ndo atdmica com p(A) =0, paratodo A € Z.

1.2 Espacos de Sobolev

Nesta secao, revisaremos alguns resultados cldssicos sobre espacos de Sobolev e existéncia
de solugdo para certas classes de Equagdes Diferenciais Parciais, por exemplo, o problema de
Neumann. Além disso, vamos apresentar uma estimativa que serd util para o desenvolvimento

dos capitulos seguintes.

1.2.1 Definicoes e propriedades fundamentais

Nesta se¢do, nos dedicamos ao estudo do espago de Sobolev wlr (Q),com 1 < p < oo. Para

18so0, considere Q C RN um conjunto aberto, limitado e com fronteira suave.

Definiciio 1.41. Dado u € C'(Q), seu gradiente ¢ definido por

du du
Vux)={(=——,...,— | .
) ( .
Apresentaremos o conceito de derivada fraca de uma funcao localmente integrdvel, que é uma

fun¢do localmente integravel que permite realizar a integracao por partes. Posteriormente,

introduziremos a defini¢ao de espacos de Sobolev.

Definiciio 1.42. Seja u € L .(Q). Uma funcio v € L}, .(Q) é dita derivada fraca de u se, e

somente se, paracadai=1,...,N, tem-se

[ ) 5-00) ax = [ 10t d
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para toda fungio teste ¢ € C; (Q).

u .
Denotaremos porvi = =—,i=1,...,N.

8x,~

Definiciio 1.43. Dado 1 < p < eo. Definimos o espaco de Sobolev W7 (Q) por

d
whP(Q) = {ueLP(Q) \ % € LP(Q), para todo i = 1,...,N}.

1

Para todo u € W!”(Q), considere o espaco W!?(Q) equipado com a norma induzida

NIl du
||”||LP(Q)+Z I , sel < p< oo,
i=1 11 9% l|Lr(Q)
H”HW‘J’(Q) = Nl u
||”||L°°(Q)+Z I ;  Sep = oo
i=1 11 9% [l >(Q)

Proposicdo 1.44. O espaco W!(Q) munido com a norma | lwir(q) € um espago de
Banach.

Demonstragdo. Confira a demonstragdo em [10, Chapter 5, Section 2, Theorem 2]. [l

Definicao 1.45. Dado 1 < p < 4o, denotamos por WO1 P(Q) o fecho de C° () com a norma
de W' (Q).

. ~ 1 .
Desse modo, diremos que uma fung@o u pertence ao espago W, (Q) se, e somente se, existe

uma sequéncia (uy,)eny C Co () tal que

ngffw [ — ”HW‘-I’(Q) =0

Em termos simples, podemos interpretar o espago WO1 7(Q) como sendo o conjunto das

fungdes u € W17(Q) que se anulam em 9L, ver [13, Theorem 4.5].

Defini¢iio 1.46. Considere (i, )pen € 1 < p < 4o0. Dado u € WHP(Q), diremos que u,

converge a u no espaco W7 (Q) quando

ngffw [Jun — ”HW‘«P(Q) =0

e denotaremos por u,, — u em W17 (Q).
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Observacao 1.47 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Uma vez que Q € um subconjunto
limitado de R¥. Dados 1 <p<Neue Wol’p(Q), tem-se

Nl du
lull o) < ClIVullr@) =CY, e
i=1 11 9%

LP(Q)

para cada g € [1,p"], donde C = C(N, p,q,Q2) > 0. Confira, [10, Chapter 5, Section 6,
Theorem 3].

Por consequéncia, o Teorema citado apresenta e define uma norma equivalente para o Espaco
de Sobolev WO1 ?(Q), 1 < p < N definida por

||M||W017/’(Q) = HV”HLP(Q)'

Daqui em diante, quando se tratar do espaco WO1 P (Q) adotaremos a norma equivalente.

Observacao 1.48. Uma vez que WO1 ’Z(Q) ¢ um espaco de Hilbert, logo é um espaco reflexivo.
Além disso, para 2 < p < +oo, 0 espago Wol’p (Q) é subespaco fechado de W17 (Q) que é
Banach reflexivo, logo WO1 P (Q) é reflexivo, veja [6, Proposition 3.20]

Neste momento, revisaremos as imersdes em espagos de Sobolev whp (Q), 1 < p < Hoo.
Observamos que, embora essas ferramentas sejam frequentemente utilizadas neste trabalho,
as suas demonstragdes serdo omitidas por ndo serem o foco principal. Entre esses resultados,

destacamos o Teorema de compacidade de Rellich-Kondrachov.

Definicao 1.49 (Imersdo continua). Considere X e Y espacos vetoriais normados tais que

X C Y. Paratodo x € X, se existe uma constante C > 0 de modo que
[x[ly < Cllx[lx

dizemos que X estd imerso continuamente em Y e denotamores por X — Y.

Exemplo 1.50. Um exemplo de imersao continua € dada na Proposi¢do 1.25: Se 1 <r < p,
entdo L” (Q) — L (Q).

Definicdo 1.51 (Imersdo Compacta). Considere X e Y espacos vetoriais normados com X —>
Y. Diremos que X estd imerso compactamente em Y quando toda sequéncia (x;),eny C X
limitada admite subsequéncia (x,, )xc que converge em Y.

Notagdo: X —— Y.

Teorema 1.52 (Imersdes continuas para W17 (Q), 1 < p < 4-o0). Seja 1 < p < +oo.
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1) Se p < N, entdo

WP (Q) — L1(Q), paratodoq € [1,p],

N
onde p* = P
N-p
. . 2N
Em particular, para N > 2, temos que 2" = ) e

wh2(Q) = LI(Q), para todo ¢ € [1,27].

ii. Se p =N, tem-se

WiP(Q) — L1(Q),  paratodo g € [1,+);

Demonstragdo. Ver [17, Theorem 4.15] ou [1, Theorem 4.12]. U]

Teorema 1.53 (Compacidade de Rellich-Kondrachov). Se ¢ < p < N. Entao,
WP (Q) s L1(Q)

paracada 1 < g < p*.
Demonstragdo. Ver [10, Chapter 5, Section 7, Theorem 1]. O]

O préximo teorema € uma ferramenta essencial para determinar o gradiente de uma composi-
¢do H(u) onde H é uma funcio localmente Lipschitz e u € W17 (Q) N L™ (Q).

Teorema 1.54 (Regra da Cadeia Localmente Lipschitz). Considere 1 < p < 40, Se u €
WP (Q)NL™(Q) e H : R — R é localmente Lipschitz, entdo a composicio H (u) € W' (Q)
e

V(H(u)) =H'(u)Vu q.tpem Q.

SeH(0)=0euc Wol’p(Q), entdo a composi¢do H («) é um elemento do espago Wol’p(Q).
Demonstragcdo. Veja [12, Theorem 7.8] ou [19, Exercise 4.6]. O
A seguir, uma aplicacao da regra da Cadeia localmente Lipschitz.

Exemplo 1.55. Sejau € Wol’z(Q). Defina ¢ : R — R por

S

Pe(s) = m
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Entao,
V(¢eou) = g (u) - Vur. (1.4)

Mais ainda,
(¢ ou) € Wy 2(Q).

7z

Demonstragdo. Inicialmente notemos que ¢¢(0) = 0. Além disso, para todo s € R, i’ é
limitada:

1

(2 +€)2 —s(s>+€)2
((s2—g)?)?
s2+£—s2

s2+8
€

(2+¢)2

H(s) =

(:3\—‘| —

Sejam s,r € R, temos

IN

Logo, h é uma funcao Lipschitz continua. Pela Regra da Cadeia Localmente Lipschitz, como
ue Wol’z(Q), entdo

V(geou) = @i(u)-Vu e (¢eou) € Wy?(Q). O

O Teorema do Traco relaciona a regularidade de u € wlp (Q), 1 < p < +oo, com a regulari-
dade da restri¢do de u na fronteira dQ.

Teorema 1.56 (Teorema do Trago). Considere Q@ C RY um dominio suave e 1 < p < +oo.

Entao, existe um operador continuo
Tr:WiP(Q) — LF(9Q),

denominado operador traco, tal que
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(i) Tr(u) = ulyo. se u € WHP(Q)NC(Q);

(ii) Para cada u € W'P(Q), vale a estimativa:

1Tr(u)||Lr(a0) < Cllullwirg)

onde C =C(p,Q) > 0.
Demonstragdo. Veja [10, Chapter 5, Section 5, Theorem 1] ou [19, Proposition 15.1]. [

Defini¢do 1.57. Diremos que Tr(u) é o traco de u sobre JQ.

1.2.2 Propriedades dos Espacos de Sobolev e do Problema de Dirichlet

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados envolvendo espacos de Sobolev WO1 1(Q)
e regularidade de solugdes de equacdes diferenciais parciais elipticas. Tendo em vista
o foco deste trabalho, as demonstragdes de alguns resultados serdo omitidas, no entanto,

apresentaremos referéncia para que o leitor possa complementar o estudo sobre o assunto.

Iniciaremos apresentando algumas propriedades acerca do espaco Wol’q(Q). Provemos, agora,
que o limite forte de uma subsequéncia (uy, )ren C WO1 4(Q), com 1 < g < N, dada pelo
Teorema de compacidade Rellich-Kondrachov também pertence ao espaco Wol’q(Q):

Proposicao 1.58. Suponha (u,),cn C WO1 9(Q), 1 < g < +o0, uma sequéncia limitada que
converge fracamente para u € L7(Q). Entdo, u € WO1 9(Q) e vale

IVull Lo < liminf [ Viy | o -

Demonstragdo. Sendo (up),en limitada em Wol “1(Q), a menos de subsequéncia, u, — ii em
WO1 (Q) [6, Theorem 3.18]. Particularmente, u,, — i fracamente em L¢(Q) e pelo Teorema
de Representacdo de Riesz [6, Theorem 4.11] para toda ¢ € (LY(Q))':

(0,un) — (9,@) emR,
isto é, para todo elemento v € Lq/(Q), com ¢’ expoente conjugado de ¢, vale
lim [ vu, = / Vil.
Além disso, por hipdtese, uma vez que u,, — u fracamente em L (Q),

(9,un) — (¢,u) emR,
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de modo andlogo, para quaisquer v € L7 (Q) temos

lim/ vun:/ vu.

Combinando os limites encontrados, para v € Lq/(Q) vale:

/vﬁ—/vu:O,
Q Q

dai

Note que a ultima igualdade verifica-se para toda fungdo v € L"/(Q), isto é, i1 = u q.t.pem Q.
Logo, u € W4(Q) e pela semicontinuidade inferior da norma em L4(Q), obtemos

IVl pa(0) < 1inmeli\]nf“V“nHLq(Q)- [

O seguinte lema € uma ferramenta que serd importante para mostrarmos o Principio do
Miximo Fraco.

Lema 1.59. Dada uma fungdo ¢ € Cy () ndo negativa, entdo existe uma sequéncia (@, ),cn C
C2 () de fungdes ndo negativas tais que

(1) ¢, — ¢ uniformemente em Q.

(D) (V¢,)nen é limitada em Q e converge a V¢ pontualmente em Q.

Demonstracdo. Consideremos H : R — R uma func¢do de Classe C?, limitada, que se anula
numa vizinhanca de 0 e satisfaz as seguintes propriedades

lim H() = 1 (1.5)
lim H() = -1 (1.6)

Além disso, a derivada de H satisfaz

lim tH' (1) =0. (1.7)

t—>Foo

Agora, para cada n € N, defina
¢ = H(n¢)g,

onde ¢ € C7° (). Mostraremos que ¢, —> ¢ uniformemente em Q. Inicialmente, por

construcdo ¢, € C;°(Q). Dai, por (1.5) e sabendo que H se anula numa vizinhanga de 0,
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quando n — oo, obtemos

lim ¢, = lim H(ng)p =¢.

n—-+oo n——+oo

Mostremos agora que V@, — V@ pontualmente em Q. Para cada n € N, vale

Vo, = V[H(n)¢] = H(ng)Ve + [npH'(nd)] V. (1.8)

Umavezque ¢ >0em Q, temos ¢ = ¢ — ¢~ = ¢ e uma vez que ¢ satisfaz Vo™ =0
onde ¢ = 0, entdo
Vo =0em QN{p =0}.

Tendo em vista (1.8), isso implica em
Vo, =0em QN {¢ =0}.

Pelas propriedades (1.5) e (1.7):

lim Vo, = lim [H(n§)Vo+(noH'(n9))V9]
= Vo

Mostremos agora a limitacao na norma euclidiana.

IV @nll

|H(n9)Vo + [nH'(n)9] Vo ||
< |Hng)[[IVO[|+|noH (nd)[[[V||
< [|[H(ng)|+|ngH' (nd)|] [IV9].

Pela definigdo de H, existe ¢; > 0 tal que |H(¢)| < ¢; para todo ¢ € R. Além disso, por (1.7)
e sendo derivada H' uma fungdo continua, entdo satisfaz tH ! (t) < ¢, para algum ¢ > 0.

Assim,

IVoull < [|H(ng)|+|noH (nd)|] V9|
< (at+a)|Vel

Uma vez que V¢ € continua em (ﬁ)N, entdo existe ¢z > 0 tal que ||Vo|| < cs.
Por fim, para cadan € N
IVOu|| < (c14¢2)e3 =C. O
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A seguir, apresentaremos uma versdo adaptada do Principio do Méximo Fraco para solucao

distribucional.

Proposic¢ao 1.60 (Principio do Médximo Fraco). Consideremos uma fun¢do v € WO1 ! (Q). Se

para toda fungdo ¢ € C.° () ndo negativa em Q vale

—/vago.

Entio, para toda § € Cj'(Q) com § > 0 em Q, tem-se

—/QVACSO.

Além disso,

v<0 qtpemQ

Demonstragdo. Como v € WO1 1 (Q), pela defini¢do de derivada fraca:

/vi-w;:—/gvmpgo,

para toda fungdo ndo negativa ¢ € C.° (Q).
Agora, dada § € Cy(Q), { > 0 em Q, pelo Lema 1.59, existe ¢, € C. (Q), com ¢, > 0 em
Q tal que

¢, — ¢ uniformemente em Q;
V¢, — V¢ pontualmente em Q;
IV, (x)] < C paratodoxe Q.

Assim, pelo Teorema do Traco em Wo] ! (Q), veja Teorema 1.56, e pelo Teorema da Conver-

géncia Dominada de Lebesgue, temos
/Q VAC /Q v-VE= lim /Q V-V,

lim / Vv-V¢, =limsup [ Vv-V¢, :liminf/ Vv-V¢,
Q Q

n—r—+oo n—too JQ n—+oo

—/ VAL :liminf/ Vv-V¢, <O0.
Q Q

n——+oo
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Consequentemente, obtemos
v<0 gq.t.pem Q. 0

A regularidade da solu¢do dada pelo Problema de Neumann, que serd discutida a seguir, sera
empregada para estabelecer a condi¢do de fronteira para o problema de Dirichlet linear no
proximo capitulo.

Teorema 1.61 (Problema de Neumann). Se f € C*(Q) e g € C*(dQ). Entdo o problema

Al=f emQ

% = sobre dQ
an

admite solugio { € C(Q) se, e somente se

/Qf:/(mgdc.

Demonstragdo. Confira a demonstragdo em [12, Theorem 3.6]. [

A partir deste ponto, apresentaremos alguns resultados cldssicos relacionados a regularidade
dos problemas de Dirichlet, tanto linear quanto ndo linear.

Teorema 1.62. Para toda funcéo h € C* (Q), o problema de Dirichlet

—Av=h emQ
(1.9)
v=0 sobre dQ
admite uma solugdo v € i (Q).
Demonstragdo. Veja [10, Chapter 6, Section 3, Theorem 6]. L]

A seguir, aduziremos uma série de estimativas a priori sobre a regularidade das solugdes
para o problema Dirichlet, tanto linear quanto semilinear, com densidade r-integravel, isto &,
um elemento do espaco L" (Q). Estes resultados, que sdo fundamentados nas Regularidades
de Stampacchia e de Stampacchia-Calder6n-Zygmund, foram adaptadas para o contexto
desta dissertacdo. Para manter a concisdo do texto, as demonstragdes serdo omitidas. No
entanto, a bibliografia com demonstracdes serd indicada para consulta e estudo do(a) leitor(a)
interessado(a).

Para o caso linear, temos as seguintes estimativas:
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Teorema 1.63 (Stampacchia-Calderén-Zygmund). Se u € WO] )2 (Q) satisfaz o problema de
Dirichlet linear
—Au=pu, emQQ

u=0, sobredQ

com densidade u € L" (Q), com r > N. Entdo v € L™ (Q) e vale

[ul| =) < Cllptllzr ()
para alguma constante C > 0 dependendo de r,N e Q.

Demonstragdo. Veja [19, Lemma 5.2], considerando o campo div F = 0. [

Para o entendimento do préximo resultado, recomendamos ao leitor que consulte a defini¢cdo

de solucgdo distribucional para o Problema de Dirichlet Linear, veja Defini¢do 2.1.

Teorema 1.64 (Regularidade de Stampacchia-Sobolev). Suponha u solugdo distribucional do

problema de Dirichlet linear com densidade u € M(Q). Entéo, para 1 < g < N1 tem-se
uec Wol’q(Q) e vale
Jully 1y < Clitlrcan,
para uma constante C = C(q,N,Q) > 0.
Demonstracdo. Veja [19, Proposition 5.1]. [

A estimativa para o caso nado linear € uma consequéncia do Teorema 1.63.

N
Corolario 1.65 (Regularidade de Stampacchia nao linear). Considere y € L" (Q), r > 7€
g : R — R uma fun¢ado

(H1) continua;
(H2) nao decrescente;

(H3) que satisfaz a Condicdo do Sinal, isto é, g(¢)t > 0 para todo ¢ € R.

Entio, toda solugio u € WO] ’Z(Q) para o problema

—Au+gu)=pu, emQ
u=20, sobredQ

¢é limitada.
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Demonstragdo. A demonstragdo € uma adaptacdo sugerida em [4, Theorem 6.7]. 0

Para finalizar a secdo, apresentamos o Teorema de Stampacchia que serd utilizado para
mostrar a existéncia e unicidade de solug¢do para o Problema de Dirichlet ndo linear com
densidade u € L (Q).

Teorema 1.66 (Stampacchia). Sejam H um espago de Hilbert, a,f >0ea: HxH — R

continua e linear com respeito a segunda entrada tal que
1. |a(u1,v) —a(uz,v)| < of|uy — uz||a||v||a, para todo uy,uz,v € H;
2. a(up,uy —up) —a(ug,uy —up) > Bllug — ugH%,, para todo uy,u; € H.
Entdo, para toda ¢ € H’ existe um tnico u € H tal que a(u,v) = ¢ (v) paratodo v € H.

Demonstragdo. Consulte [4, Theorem 4.3]. U]






Capitulo 2

Problema de Dirichlet linear

Dado Q ¢ RY um dominio aberto, suave e limitado. Neste capitulo introduziremos o
problema de Dirichlet linear com densidade p € M(Q)

—Au=pu emQ
u=0 sobre dQ.

Denominaremos a densidade p também por fonte ou dado.

Na primeira se¢do, mostraremos a existéncia e unicidade de solug@o, a menos de um conjunto
de medida nula, para o problema linear. Particularmente, abarcaremos também o estudo caso
ue L! (Q). Por fim, na préxima secdo, apresentaremos algumas propriedades relevantes
para o estudo do problema de Dirichlet ndo linear com dado em medida.

Enfatizamos que, neste Capitulo, a densidade p é menos regular do que a densidade u

apresentada no Teorema 1.63.

21 pel'(Q)epecMQ)

Dado ¢ uma medida de Radon com sinal. Neste trabalho adotaremos a no¢do de solucao
fraca, conforme introduzida por Littman, Stampacchia e Weinberger [16, capitulo 5], esta
abordagem serd utilizada para estudar o problema de Dirichlet linear com dado u € M(Q).
Neste contexto, nos referiremos ao conceito mais amplo de solucao fraca por solucdo no
sentido distribucional, ou das distribui¢des. Considere a equacio abaixo:

—Au=pu emQ. (Po)
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Para isso, consideremos inicialmente a seguinte classe de funcdes testes admissiveis para

solucdo da equacao de Poisson:
Cy (@) ={{eC”(Q)|{=0sobre 0Q}.

Definicao 2.1. Dado p € M(Q). Uma solug@o para o Problema de Dirichlet Linear (P)
com densidade ¢ € uma funcdo u : Q — R que satisfaz

i) ueL'(Q);

ii) para toda fungdo ¢ € Cy (ﬁ), tem-se

—/QuAC:/QCd/,L.

Descreveremos abaixo, formalmente, como a formulagdo acima se relaciona com a condicao

u=0em dQ. Como Q tem fronteira suave, se u € C*(Q) é solugdo fraca do problema (P)
e satisfaz o item (ii), para toda { € Co (ﬁ) tem-se

- [uar = [ Cau

isto é,/uAC:/ CAu.
Q Q

Consequentemente, pelo Teorema da Divergéncia [12, capitulo 2] e § € Cy’ (Q), segue
0 — / (WAL — CAu)
Q
¢ du
_ 95 _ %) g6
/cm (”311 CM)
a¢ u
= ——do — / ——do
20" o agcan

u-—do. 2.1
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Novamente, formalmente, para cada g € C™ (85) efeC” (5) pelo Teorema 1.61, existe
fecy (ﬁ) satisfazendo o Problema de Neumann

—gc —f emQ
—C = sobre dQ. (22)
an

Uma vez que g ndo se anula necessariamente sobre dQ, afinal, as func¢des testes podem
admitir derivada direcional ndo trivial sobre a fronteira. Por (2.1) deduzimos que u = 0 sobre
Q.

Portanto, u = 0 sobre dQ no problema (Py). Dai, obtemos

—Au=pu emQ
u=0 sobre dQ.

(Py)

Agora vamos provar a existéncia de solugdes para o problema (Py), para isso precisaremos
do Teorema 1.63 e de ferramentas de Andlise Funcional que serdo mencionadas ao longo do
texto.

Proposicao 2.2. Para toda u € M(Q), o problema linear de Dirichlet com densidade u
admite solucd@o u que satisfaz

[ull 1) < Clitlme) (2.3)

para alguma constante C = C(Q) > 0.

Demonstragdo. Considere N < r < 40 e defina o conjunto

V={Al|CleC;(Q)}. (2.4)

Pela imersdo continua Cj'(Q) < L' (Q) e pela linearidade do Laplaciano, segue que V é um
subespaco vetorial de L (Q). Para todo A{ € V, defina

T:V — R
A o T(AC):/QCd/.L.
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Observe que T € linear. Com efeito, dados {,y € V e a € R, temos

T(6g+any) = [ (G+ay)du

= /Cdu+/awdu
= /Cdu+a/y/du

= T(AL)+aT (Ay).

Além disso, T estd bem definida. Suponha A{ = Ay, entdo

0=AL —Ay = A —y).

Assim, pela linearidade de T

0 = T(0)
= T(A(L~y))
= /Q@—W)du

Isto implica em

ou seja

Por outro lado,

rag) = [ Cdu
< su )| d
< [, Isupgol au
< [ G lem(o du

= HCHL‘”(Q)H.“HJ\/[(Q)

Logo,
T(AC) < [[€]l =) Itllae()- (2.5)
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N
Como A € L'(Q), 5 << e, denotemos —A{ = f. Assim, { € WOI’Z(Q) satisfaz o

problema de Dirichlet linear
—Al=f emQ
{ =0 sobre dQ.

N
Entdo, { satisfaz as hipiteses da Regularidade de Stampacchia, pois f € L' (Q), r > >

Disso e pela desigualdade obtida em (2.5)

T (AS) | < [l 1€ ll=@) < Cllttllve) IAC @),

donde C > 0.
Portanto, T é um funcional linear continuo.

(2.6)

Aplicando a forma analitica do Teorema de Helly e Hahn—Banach, veja [6, Theorem 1.1], o

funcional T admite uma extensdo linear continua T : L" () — R. Mais ainda, pelo Teorema

de Representagdo de Riesz, confira [6, Theorem 4.11], para toda f € L" (), existe uma tnica

funcdou € L' /(Q), com ¥’ expoente conjugado de r, satisfazendo

()= [ ur.

Além disso,
||T||(Lr(g))' = H”HU’(Q)-

Assim para todo A{ €V, temos
~ [ cau=T(a) = [ ual
Q Q
Portanto, u satisfaz o problema (P;) com densidade . Por (2.6), segue
lull ) < Clltllaecer
Pela Proposi¢do 1.25, temos L (Q) — L' (Q) e a estimativa segue

[ull 1) < Clitllae)

com C=C(Q) >0,

2.7)

]

Agora vamos mostrar a unicidade, a menos de um conjunto de medida nula, para problema

de Dirichlet (P;).
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Proposicao 2.3. Se u; e u, satisfazem o problema de Dirichlet linear com densidade u €
M(Q). Entdo u; = up q.t.p em Q.

Demonstragdo. Como u; e up satisfazem o problema de Dirichlet linear com densidade
1 € M(L), para toda § € Cy (Q), vale

—/QulAC:/QCd/,L:—/QuzAC.

Assim,

—/QulAC—i-/QuzAC:—/Q(ul—uz)AC:O-

Além disso, para toda h € C*(€2), o problema de Dirichlet

—AlL=h emQ
(2.8)
{ =0 sobre dQ
admite solugdo { € C*(Q), conforme Teorema 1.62.
Dai, para cada h € C*(Q), temos
/ (w1 — u2)h = 0. 2.9)
Q

Tomemos uma sequéncia (h,),en tal que h,(x) — sgn(u;(x) — up(x)) pontualmente. Ob-
serve que (7, )peny C L' (Q) e (hy)nen € limitada, pois converge. Aplicando o Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue [11, Theorem 2.24], temos

0:n1_i>1:|I_loo Q(ul—uz)hn:/g|u1—u2|. (2.10)
Por propriedades da integral de Lebesgue, u; = u; q.t.p em Q. [

Por fim, em particular, é valido observar que as proposicdes apresentadas neste capitulo
também se verificam quando p € L! (Q). Além disso, um modo alternativo e direto para
demonstrar existéncia e unicidade de solu¢do do problema estudado nessa secao pode ser
encontrado em [20, Proposition 3.2] a qual o autor organiza a demonstracao de existéncia e

unicidade para este problema em duas etapas, sendo elas:
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1. Densidade u € L (Q). Por argumento de aproximac@o, considera-se uma sequéncia
de fungdes (Uy)nen € L () tal que

lim_[|ptnl|z1(q) = 1]l (@)

n—y+oo

Relembramos que para cada n € N, o problema de Dirichlet ndo linear com densidade
U € L (Q) admite solucdo no sentido da distribui¢des.

2. Densidade pu € M(Q). Dado uma sequéncia (U,)sen € Cy (Q), para cadan € N o
problema de Dirichlet semilinear com densidade u, € Cy (ﬁ) admite solucdo dis-
tribucional. Além disso, a sequéncia considerada ¢ limitada em L' (Q) e converge
fracamente para u em M(Q). Assim, o argumento da demonstragdo segue também

por aproximacao.
Para finalizar esta se¢ao, mostremos uma nog¢ao de equivaléncia de solucao para (Py).

Teorema 2.4. Dado u € M(Q). A fungio u € L' (Q) é solugdo para (P;) no sentido da
Definicdo 2.1 se, e somente se, u € W1 (Q) e

| vu-vo = [ 6au,

para toda ¢ € C.(Q).

Demonstragéo. Suponha que u € L' (Q) seja solugdo para o Problema de Dirichlet linear no
sentido da Defini¢do 2.1. Entdo, pela definicao de derivada distribucional, veja Sec¢ao 1.3 em

[18], tem-se
—/Qqu):/QVu-V¢:/Q¢du

para toda ¢ € C°(Q), afinal, C*(Q) C C5(Q). Além disso, pelo Teorema 1.64, temos
uew, ' (Q).
Reciprocamente, seja u € W11 (Q) e satisfazendo

[ vu-vo = [ 6,

para toda ¢ € C. (Q). Pela defini¢do de Derivada Distribucional

—/Qqu):/QVu-V(p

para toda ¢ € C°(Q).
Além disso, pelo Lema 1.59, considere { € Ci (Q) e a sequéncia () ,eny C C2°(Q) tal que
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¢, — ¢ uniformemente em Q e (V¢,),cy € limitada em Q e converge pontualmente em Q.

Assim, para cada n € N, temos

| vu-vo, = [ o du.

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, vale

lim /Vu-wn:/vu-vg
Q Q

n—r—+oo
e
li du = du.
Hm /Q n du /Q ¢ du
Portanto,
/ Vu-v{ = / ¢ du
Q Q
e u € solucdo no sentido da Defini¢do 2.1. [

2.2 Propriedades com u € M(Q)

Nesta secdo, vamos explorar alguns resultados que envolvem a solugdo distribucional do
problema de Dirichlet com fonte em medida.

A proxima propriedade fornece uma versao alternativa para a desigualdade de Kato quando
Au € M(Q), ou seja, quando Au € uma medida de Radon com sinal, cf. [9]. Uma con-
sequéncia deste resultado combinado com o Principio do Maximo Fraco serd apresentada em
seguida.

Proposicio 2.5. Sejam u, f € L' (Q) tais que para toda fungdo ¢ € C3(Q) com { >0 em Q,

tem-se
- [uag< [ r¢.

[u>0]={xeQ|u(x)>0}.

Definindo

+

Entdo, dado a decomposicdo u =u" —u ", vale

- /Q WAL < /Mfc ,

em outras palavras, Au™ < f [u>0]-
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Demonstragdo. Defina o truncamento

ses> €

Se(s) =

1,
N
-, se —e<s<e¢
)

—1, ses<—e.

Inicialmente, observemos que Se(ut) € L (Q), pela Regra da Cadeia Localmente Lipschitz,

N
temos Se(u™) € Wol"q(Q), com 1 <¢g< N_1 Logo, Se(u't) € Wol’q(Q) NL”(Q), para

I<g< N
TN=T
Além do mais, tomando uma sequéncia (&, ),cn tal que &, — 0, quando n — +o0. Assim

g.t.p em R, temos
] 0, ses<O0
lim Sg (s) =
&n—0 1, ses>0,

ou seja, quando &, — 0, tem-se Sg, (5) — X{seRr|s>0} 9-t.p em R.

+

Considere a decomposi¢do u = u" —u~ e paracadan € C. (Q) tal que n > 0 em Q, tome

Ce = Se(u™)n. Pelo suporte compacto de 17, temos { € Ci (Q). Portanto, por hipétese, para

/ Vu-vge < / fCe.
Q Q
Pela Regra da Cadeia Localmente Lipschitz (1.54):

Ce vale

Vi = V(Se(u)n)
= Se(u")Vn+nS.(ut)Vu™.

Além disso, q.t.p em Q vale
Vu-VEe=Se(u")\Vu-Vn +nSL(u™)Vu-Vu®
e Vu-Vu™ =|Vu"|?. Logo,

/vu.vggz/sg(zﬁ)vu-vn +/ 8L () |Vut P
Q Q Q

Uma vez que
lim Se () = X0 Qq.t.pem Q.

£e—0
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Entao,
lim (Vu-Vn)Se(u™) = (Vu- V) Xu>0) gq-tpem Q.

e—0
Por outro lado,
[Se(ut)Va- V| < [Val |V

Como u satisfaz —Au = v no sentido distribucional para alguma medida v € M(L), temos

N
u € L' (Q) e pela Regularidade de Stampacchia linear u € WO1 “(Q)paral < g < N1
Relembre que N € C°(Q), em particular § € L (Q), logo Vn € (C(Q))V, isto &,
L”(Q).

Combinando as informagdes anteriores sobre u e 17, obtemos |Vu||Vn| € L' (Q).

vn| e

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim [ (Vie-Vi)Se(ut) = / (Vi V1)) pumo) = / Vit vn.
e—0J0 Q - Q

Novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

tig [ = tim [ 7em = [ i,

£e—0

Por fim, para toda n € C;°(Q) tal que 1 > em €, combinando os resultados obtidos
[vuvn< [ .
Q [u>0]

Como u € WO1 7 (Q), sabemos que u* = max{0,u} € WO1 P(Q), segue

—/u*An:/Vu+~Vn,
Q Q
18to €,
- / utAn < fm.
Q [u>0]

]

No préximo capitulo, além de empregar o coroldrio a seguir na constru¢do da medida

reduzida, também obteremos outros resultados por meio de sua aplicacao.

Corolario 2.6 (Principio da Comparacio). Sejam g1, g> : R — R fun¢des continuas e nao
decrescentes satisfazendo g; < g» q.t.pem R. Dados uy,u; € L' (Q) tais que g1 (1), g2(u2) €
L' (Q). Suponha

- [ 2= u)AG + [ [ga(u) ~g1(an)]E <0
Q Q
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para toda fungio teste ¢ € C3(Q) com { > 0 em Q. Entdo, vale
ur <u; q.tpemQ.

Demonstracdo. Defina u =u, —uj e f = go(up) — g1(u1). Aplicando a Proposigdo 2.5 para

u e f definidos assim, temos:
- [n—w)ag <~ [ (ealm) g1 ()C
Q [u2—u1>0]

Porém, se up > u;, entdo gz(uz) > gz(ul) > gl(ul).

Em particular

[ (ealw) - g)E <0
[up—u1 >0

Logo
—/ (12— 1) AL <0,
Q

Pelo Principio do Méaximo Fraco, ver Proposi¢do 1.60, segue:
(ur—u))" <0 qtpemQ.

Logo, up < uj q.t.pem Q. 0

Agora vamos explorar propriedades especificas para o caso N = 2, onde Q C R? é um
dominio suave. Os resultados subsequentes serdo aplicados em discussdes do Capitulo 3.

Introduziremos com uma nota¢do complementar.

Definiciio 2.7. Sejam Q C R? um dominio suave, p >0ew € L (Q). Definimos a fungédo

WiQx(0,40) — R

1
—/ wdo
27p JoB(xp)

A prova do proximo resultado serd omitida devido a sua complexidade técnica. Para os

(x,p) = Wwx,p)=

leitores interessados, a demonstra¢do pode ser encontrada em [21].

Proposicio 2.8. Considere Q C R? um aberto, limitado e suave. Sejam 1 € M(Q) e uma
fungdo w € L' (dQ) de modo que —Aw = p em Q no sentido distribucional, isto &,

— [ waz= [ tau
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para toda § € Cy (ﬁ) Entdo, fixado x € Q, vale:

w(x,r) —w(x,s) = %/j@ dp.

Demonstragdo. Veja [21, Lema 2.47].

Munidos da propriedade anterior, vamos mostrar o resultado.

Proposicio 2.9. Sejam u € M(Q) e w € L' (Q) tal que

~ [ wat = [ ¢au

paratoda § € CZ (ﬁ) Entdo, para cada x € Q, vale

w(x,r) w
! In(1)

r—0t ln(;)

< limsup
r—0+t

1
— liminfu(B(w,r)) < liminf

T r—0t

1
< —limsu
~2r r%O*p‘u

(B(x,r)).

Demonstracdo. Pelo Proposicdo 2.8, dado x € Q, para cada 0 < s < po(x) fixado, vale

I /1
anp“

l/sl
r

2

(B(x,p)

w(x,r) —w(x,s)

P o<p<s
27 g<p<s

27 g<p<s

Analogamente,

1
2n
1
21

51

/
/

! inf
27 0<p<su

w(x,r) —w(x,s) 5
S1

— in
P 0<p<s

v

Logo,

| ¢
— in
27 0<p<s'u

— sup u(B
L up u(B(xp))

L Sup u(Bxp)in

f u(B

(B(x,p))n (>) <W(x.r) -

) dp

(x,p)) dp
[
()

—u(B(x,p)) dp

(x,p)) dp

(%Wﬂ[%@-

w(x,s).
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Combinando as duas tltimas desigualdades

1 s 1 s
— inf B In(-) <w —-w < — B In{-]).
3z ol (B p)In (1) <w(er) = Wlas) < 5 sup u(Blxp))in ()

Dividindo por In(1/r) = —1In(r), r < 1, temos

1 In(s) —In(r)

2ot KB P) =TS

w(x,r) —w(x,s) In(s) —In(r)
n(i/r) = 2m oo PP T

<

Agora, tomando o limite quando r — 0T, vale

. I In(r)—In(s) 1 .
1 — inf B 7 N7 — __ inf B .
N 3 odn MBI = g ot HB(P))
. 1 In(r) —In(s) 1
lim — sup u(B(x,p))——————==— sup U(B(x,p)).
Logo,
1. . w(x,s)—wx,r) 1
— f B <1 — B .
2o 3L H(BLP)) < lim TS < o sup H(Bp)
isto €,
inf p(B(x,p)) < liminf w(x.r) < limsu w(x,r) < ! sup U(B(x,p))
- X, < < S — X, .
amodpest O P SR () = P In(1/r) = 27 oo M P
Por fim, basta tomar s — 0™ e o resultado segue. O]

Sob a hipétese de que Aw € L' (Q), isto é, Aw é absolutamente continua com rela¢do a
medida de Lebesgue, obtemos da Proposi¢do 2.9 o seguinte coroldrio.

Corolario 2.10. Dados x € Qe w € L' (Q). Se Aw € L' (Q), entio

- wx,r)
r—0t ln(l/r) N

Demonstracdo. Fixado x € Q, temos

liminf u(B(w,r)) =0

r—0*t

0

limsup u(B(x,r))

r—0t
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Por fim, segue do Proposicao 2.9

= limsu wxr)
Dot In(1/r) P In(1/r)

Portanto,
w(x,r)

1 =
r—1>1’(I)lJr ln( 1 /r)

]

No Capitulo 3, um elemento importante para mostrar existéncia de solug@o para o problema
de Dirichlet com fonte y € M(Q) e semilinearidade exponencial, por exemplo, g(u) =" —1,
¢ o Teorema de Brezis-Merle e suas implica¢des. No entanto, tendo em vista o carater técnico,

a prova serd omitida.
Teorema 2.11 (Brezis e Merle). Seja Q C R? e u solucdo do problema

—Au=pu emQ
u=0 sobre dQ

com u € M(Q). Dado 0 € (0,4rx), vale

4§, 2
/ e\lu\\mg)' | < 4i(diam Q)z-
o 0

Demonstragdo. Veja [8] e [21, Teorema 2.17]. []

Antes de enunciar uma consequéncia do Teorema de Brezis e Merle, vamos considerar o

lema a seguir.

Lema 2.12. Dados r > 0 e B(xp,7) C R?, sejaw € WO] “4(B(xg,7)), 1 < g < 2 tais que

—Aw =0 em B(xg,r)
w=g sobre dB(xp,r),

1
e g€ W' ¢(dB(xo,r)). Entio

Wl 2= (B(xo,r)) < KWl La(B(xo,r))»

com K = K(q,r) > 0.
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Demonstragdo. A demonstracao € uma combinacdo de Theorem 8.12, Theorem 2.6 e Theo-

rem 8.15 em [12] com Tr(g) no lugar de ¢. O

Em particular, neste estudo, estamos interessados em uma das consequéncias deste teorema.
E importante destacar que a prova do coroldrio utiliza-se a desigualdade do operador Trago,
veja Teorema 1.56, que dé significado aos valores das func¢des de Sobolev sobre a fronteira.

Confira também o Capitulo 15 em [19] e Secdo 5.5 em [10].

Corolario 2.13. Sejam y uma medida de Radon e uma fungdo integravel u solugéo distribu-
cional de
—Au = u,

Dados r > 0 e € > 0. suponha que para todo x € €, tenhamos
W(B(x,r)NQ) <4m—¢.
Entdo, para Q' € Q, existe C =C <||u||L1(Q),8,r, Q’,Q) > 0 tal que
& eLNQ) e el <C.

Demonstragdo. Uma vez que Q C R? ¢ aberto e Q' € Q, podemos obter uma cobertura

finita de Q' por bolas abertas B(x;,r;), i = 1,...,k, compactamente contidas em Q tais que
k
Q' c UB(xi,r,-)
i=1
com x; € Q.
Paracadai=1,...,k considere v e w solucdes para os problemas:
—Av=pu em B(x;,r;) —Aw =0 em B(x;,r;)
e
v=0 sobre dB(xj,r;i) w=u sobre dB(x;,r;)

No sentido distribucional, vale
—A(v+w) =—-Av—Aw =y,
e sobre dB(x;,r;), pelo Teorema do Traco:

v+w=u sobre dB(x;,r;).
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Segue da equivaléncia obtida no Teorema 2.4 que u € W (B(x;, r;)).

Pela Regularidade de Sobolev, veja Teorema 1.64, temos

||u||W()l‘](B(xi,ri)) <G ||/“L||M(B(x,<,r,<))7

com Cy = Ci(q,N,B(x;,r;)) > 0. E munidos da imerséo do traco, confira a Se¢do 15.1 em
[19], vale

HuHLl(aB(x,-,r,-)) < Cz’\“\|w()1,l(3(xi,,i)),

donde C; = C(q,B(x;,r;)) > 0. Dai, combinando essas duas estimativas, obtemos
uc L1 (83()6,‘, I”,'))
Pela Férmula de Poisson, fazendo u = v+ w q.t.p em dB(x,,r;), 0 problema

—Au = em B(x;,r;
u ( [ 1) (2.11)
u=v+w sobre dB(x;,r;)

admite solugdo.

Uma versao adaptada do [12, Theorem 8.17] ao nosso caso, para g > 1, obtemos

||W‘|L°°(B(xi,%)) S KHW“L‘I(B(XI'?%))

com K > 0 dependendo de g e r;. Dai,

||W||L°°(B(x,-.,%)) = KHWHL‘I(B(XI',%))
= KHM_V”L‘I(B()C,‘,%))

Kl oo, 30y + Koo 20

1 1
Além disso, dado 1 < g <2, temos 1 > — > 3 e estamos nas hipéteses do Teorema 1.64 para

q
3r:

v, solugdo distribucional do Problema de Dirichlet linear com densidade u € M (B(x;, f)),
assim

o< .

1o s, 207y < CUR aqo, 2
3r; . 3r; 1 1 1

E por imersdo Wol’q(B(xi, %)) — L7 (B(x;, %)), com e = ity temos

<

||v||Lq(B(xi,%)) — HVHWI-,‘I(B()G’L))
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Combinando as desigualdades anteriores, obtém-se
< Finn e
I 250y = 8 g
Consequentemente,

||W||L°°(B(x,',%)) < KHMHL‘I(B(x,-,%)) +K”“”M (2.12)

(B(x,21))’

donde K = K(Q) > 0, tendo que vista que 1 < g < 2 fora fixado. Agora,

/ Qi — / ol
B(x;, %) B(x;, %)

< / oIVl v
B B(x,',ﬁ)

K .+ .
< / oo (Wl g 30y F I g )
B(

< 150/ . el
B(x,‘,jl)

Observe que a penultima desigualdade € obtida pela constante encontrada em (2.12), portanto,
Ko = Ko(||ullz1(q), 7). Mais ainda,

/ | ev§/ e,
B(xi, %) B(x;,ri)
/ e < R, / oM
B(xhz) B()Ci,}",‘)

Pelo Teorema de Brezis e Merle, ver Teorema 2.11, para todo é € (0,47), temos

ou seja,

___4n-5
/ ) eHHHM(B(x,-,r,-))l ul 4—ﬂ(d1amQ)
B(thl) 5

Tomando € = § > 0 e munido da hipétese p(B(ri,x;) NQ) = u(B(ri,x;)) < 4w — 3§, temos

4n—-8
/ il < R, / PACIEvT r,>)‘ Y <K 4—7T(d1amQ)
B(x;,ri/2) B(x;,ri/2) o
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k
com K = K(||u||;101,€,7;). Por fim, como Q' C | | B(x;,r;), segue
LI(Q) g
i=1

k
/ e|u|§2/ <k,
Q i—17B(xi,73)

e a constante K > 0 depende de ||ul|,: Q) &7 Q'eQ. O



Capitulo 3

Problema de Dirichlet nao linear

Considere Q c RY um dominio suave, isto €, um subconjunto aberto, limitado e com fronteira

suave. Neste capitulo, estudaremos o Problema de Dirichlet semilinear

—Au+g(u)=pn emQ
u=0 sobre dQ,

(P2)

para diferentes casos de densidade u.

Este capitulo estd estruturado da seguinte maneira: na primeira secao, trataremos do caso
pew Q)= (WO] ’Z(Q)>/. Na segunda, consideraremos o caso € L' (Q). Na terceira
sec¢do, abordaremos o caso em que a densidade ¢ uma medida de Radon finita, ou seja,
u € M(Q). Para finalizar, na dltima secéo, estudaremos um caso particular do problema de

Dirichlet semilinear com Q C R?.

Salvo mengdo contréria, suporemos que a fungdo g: R — R
(H1) € continua;
(H2) é ndo decrescente;

(H3) satisfaz a Condigdo do Sinal, isto é, g(¢)t > 0 para todo ¢ € R.

Em particular, pelas hipéteses (H1) e (H3), segue do Teorema do Valor Médio que a funcao
g:R—R

(P1) satisfaz g(0) = 0.

31 uew Q)

Sejam u € W_I’Z(Q) e uma fun¢do g : R — R satisfazendo as hipoteses (H1) - (H3).
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Definiciio 3.1. Suponha que g(u) € L' (Q). Definimos a solucdo fraca de (P;) como sendo

uma fungdo u € WOI"Z(Q) satisfazendo

/Vu Vv+/ w={(u,v)

paratodav € W0172(Q) NL”(Q).
Inicialmente, por uma abordagem variacional, justificaremos que a equacao
—Au+gu)=p emQ,

com u = 0 sobre dQ é a equagdo de Euler-Lagrange no espaco de Sobolev WO] ’Z(Q) referente

a um funcional

E:W, 2(Q) — 3.1)

/|Vu|2+/G

Com efeito, devido ao Teorema de representacdo de Riesz-Fréchet em espacos de Hillbert,

conforme descrito a seguir.

veja [6, Theorem 5.5], para todo u € Wol’z(Q) podemos representar unicamente o funcional

pew 12(Q)poru e WO1 ’Z(Q), por abuso de notacdo, utilizaremos a mesma notagao, isto

:/Vu-Vu.
Q

No funcional E, a fun¢do G : R — R ¢ definida por

¢é, denotaremos

G(t) = /Olg(s) ds.

Veremos que funcional E € de classe Cl, cuja derivada é

/Vqu+/ u)v—(U,v).

Ressaltamos que a funcio G definida acima é sempre ndo negativa. De fato, pela Condi¢do
do Sinal, tem-se g(s) > 0 para todo s € [0,¢], logo:

G(r) :/Otg(s) ds > 0.
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Agora, se t <0, vale
t 0
G(1) :/ g(s)ds= —/ g(s)ds>0,
0 '
pois g(s) < 0 no intervalo [z,0].

O principal resultado dessa se¢do consiste em mostrar que para toda v € Wol’z(Q), existe

uc WO1 2(Q) que minimiza o funcional E, ou seja, u é ponto critico de E.

Para tanto, mostraremos que o funcional E associado ao problema

—Au+gu)=pn emQ
u=0 sobre dQ,

¢é limitado inferiormente. Por fim, munido de resultados de Analise Funcional, mostraremos
que o infimo do funcional é atingido em WO1 ’2(9). Consequentemente, E admite ponto critico
e o problema (P;) possui solugdo fraca.

Iniciaremos com a Desigualdade de Young considerando parametro € > 0. Esta estimativa é

frequentemente utilizada para provar a desigualdade de Holder.

Lema 3.2 (Desigualdade de Young). Dadosa,b € Re € >0

b2
ab < ea*+ —.
4e
Demonstragdo. Sabemos que
(a—b)>>0
1
entdo, ab < E(a2 +b2). Dai, dado € > 0, temos
b
ab = (28)%a- -
(2¢)}
< ! 2ea’ + b
= 2\ e
b2
2
= £ —
@t 4e
2 b*
Logo, ab < € —. ]
0g0, ab < €a” + 1e

O préximo lema garante a limitagdo inferior do funcional E.
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Lema 3.3. Se u € W~ '?(Q), entdo para toda v € Wol’z(Q) tem-se

V120 <€ (E®) + Il 120 )

com C =C(N,Q) > 0.

Demonstragdo. Relembramos que G(v) > 0 q.t.p em €, para toda funcio v € WO1 ’2(9).

1
E() z—/ |vv|2—/ "
2 ) Q

1
> [ <E6)+ [ (3.2)

Uma vez que it € W~ 12(Q), existe A = [ ]lw-12(q) > 0 de modo que

Logo,

dai,

(1) | < Afv[lwr2(q)-
Aplicando a desigualdade de Poincaré,

Vllz2 (@) < tllVvlir2q)
com ¢ = ¢y (diam(Q)) > 0. Assim,

||V||%2(Q) + ||VV||%2(Q)

2
||V||W1,2(Q)

IA

C%HVVHiZ(Q) + HVVH%Z(Q)
(ci+ 1>HV‘}H12}(Q)
G HVVH]Z}(Q)

IN

2
= Cl ||V||W0172(Q)7

donde C; = (¢ +1) > 0. Agora, isolando | na desigualdade anterior, obtemos

2
|v||W0]’2(Q)

1 2 2
JE— < .

Substituindo em (3.2), vem

1

1
Z—CIHVH%m(Q) < 5Vl @) < E@) +AIVIw2q),
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ou seja,

1
s Mz < EG) +AIV i) (3.3)
Pela Desigualdade de Young com p = g = 2, para todo € > 0, temos

1
2
Vllwi2@) < 8||V||WL,2(Q) + 4e’

substituindo em (3.3):

s M) < E0)+4 (elblRa + 55 )

0 que implica em
1 —A 2 o) SEWV)+—
2C, ¢ HVHWI’Z( )= ) 4e’

1
Lembrando que A = [[it||y-12(q) € tomando & > 0 de modo que Ag = 2, vem
1

1 5 < 1
EHVHWJ(Q) <E(v)+ EHHHW—LZ(M

Isolando Hv\|5‘,172(g),

VB 2(0) < ACE®) + Ity -120) < Co (E0)+ 1tlly-120))

com C; = max{4Cy, 1} e o resultado segue tomando C = C, > 0 que depende de N e Q:

1131200y < € (EO)+ Il 120 =

Agora, vejamos a existéncia de ponto critico para o funcional E definido em (3.2).

Proposicio 3.4. Se u € W 1?(Q), entdo existe u € WO1 2(Q) tal que

E(u) <E(v)

para toda fungdo v € WO1 2(Q).

Demonstragdo. Segue do Lema 3.3 que o funcional E € inferiormente limitado, isso garante
a existéncia da sequéncia minimizante. Considere agora (uy),cny C WO1 2 (Q) tal sequéncia,
isto €,
imE(u,) = inf E(v).
n veW, (Q)
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Afirmamos que

Eu) < liminf</ \vu,,k|2+/gc(unk)—<u,unk>>

k—>~-o0
= liminfE (up,).

k—>-o0

Estudaremos cada parcela da soma acima individualmente, em seguida, completaremos a
demonstracdo da afirmacao.

Para a primeira, aplicando o Lema 3.3 para a sequéncia (u,),cn, para cada n € N, tem-se

i1y < c( inf E(v)+ Huuwu@) .

veW, " (Q)

Por isso, a sequéncia (u,),cn € limitada em WO1 2(Q)
Sendo WO1 ’Z(Q) um espaco de Banach reflexivo, pelo [6, Theorem 3.18], existe ug € WO1 ’Z(Q)

tal que, a menos de subsequéncia,
u, — uy fracamente em WO1 ’2(Q). (3.4)

Por outro lado, aplicando o Teorema de Rellich-Kondrachov, veja Teorema 1.53, para a

sequéncia (uy),en, existe u € Wol’2 () e uma subsequéncia (uy, )ren de (4,)nen tal que
Uy, —>u  em L*(Q).

Pela unicidade do limite fraco u = ug q.t.p em Q.
Em particular,
Uy, —u emL?(Q). (3.5)

Agora, pela Proposi¢do 1.58, vale
”V”H%Z(Q) < lggi{}of||vbtnk||iz(g)- (3.6)
Vejamos para a segunda parcela

< liminf » 3.7
/G iminf | G(un,) 3.7)

A demonstragdo serd realizada em duas partes. Primeiramente, suponhamos u,, > 0 pon-

tualmente em Q. Para qualquer s € [0, u|, pela Condi¢do do Sinal, g(s) > 0. Podemos
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escrever
Mnk
liminfG(u,,) = liminf d
iminf G(uy,) iminf |~ g(s) ds
o0
= liminf g(s) X, Mnk](s) ds

k*}+°° —o0

+o0
> [ a0, ds.

= /Oug(s) ds
= G(u).

Agora, se u,, < 0 pontualmente em €, teremos g(s) < 0 para todo s € [u, 0]. Dai,

/Ounkg(s) ds = —/r:g(s) ds
= /’: —g(s) ds.

Assim,
Uny, 0
liminf g(s)ds = liminf | —g(s)ds
k—+o Jo k—yo0 Uny,
. . +°°
= liminf | —g(s)2p,, o)(s) ds

donde usamos o seguinte fato

M iy 0 ($) = Xpu, 0(5)

g.t.p em R. No entanto, sabendo que u,, — u q.t.p em Q e u < 0 pontualmente, segue

Un, oo
lig}rrr}o A g(s)ds > 11{213 » g(S)X[unk,O](S) §
u
= /g(s) ds
0
= G(u).

Por fim, para dltima parcela, tendo em vista que

U, — u em WO]’Z(Q)
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se, e somente se, para todo funcional ¢ € w12 (Q), tem-se

(¢, up) — (¢p,u) emR.

Em particular, vale para u € W_I’Z(Q), isto é,

(Ut ) — (U,u) emRR. (3.8)

Assim, combinando as estimativas (3.6), (3.7) e (3.8), segue

E() = 1/|w12+/cu _

< —hmlnf/ \Vunk]2+hm1nf G(up, ) — limsup(u, up, )
2 koo k—-+oo

= llglgof(/ |Vunk|2+/QG(unk)—<u,unk)>

= liminf(E
(I )

= inf  E(v).
vew, ?(Q)

Por outro lado, uma vez que u € WOl ’Z(Q) e pela defini¢do de infimo

E(w)> inf E(v).

vew, 2 (Q)
Isso significa que o infimo € atingido
E(u)= inf E(v). O
vew, 2 (Q)

E sabido que, ao menos formalmente, os pontos criticos do funcional E : WO1 ’Z(Q) — R sdo

solucdes fracas do problema (P5), isto €,

(E'(u),v) =0 para toda fungio v € WO1 2(Q).

/Vqu+/ u)v—(u,v) =0,
/Vqu+/ u)v—(U,v).

Isso equivale a

ou ainda,



31puew Q) 63

Voltando ao funcional

1
EGw) =5 [ VuP+ [ G - (..
Q Q
No préximo resultado daremos os detalhes para este fato.

Proposi¢o 3.5. Se 1 € W~ 1%(Q) é um minimizante do funcional E, entdo g(u) € L' (Q) e
para toda fungdo v € WO1 2(Q)NL7(Q) tem-se

/QVu-Vv+/Qg(u)v=<,u,v).

Demonstragcdo. A demonstracdo seguird em duas etapas, sendo a primeira delas uma afirma-
¢do.

Etapa 1 (Afirmagdo): Para toda fungéo teste v € Wol’z(Q) NL*(Q) com v = 0 no conjunto
[lu| > 6] C Q para algum natural 6 > 0, a equagio de Euler-Lagrange ¢ satisfeita.

Com efeito, dado u € Wo1 72(9), denotaremos inicialmente

Ei(u) — /Q|vu\2
Ea(u) — /Q G(u)
E3(u) = <u,u>=/guu~

Assim, E(u) = E1(u) + E(u) — E3(u). Dai,

1
Ei(u+1v)—Ey(u) = -(/ |V(u+tv)|2—/ |Vu|2)
2 \Jo Q
= |Vu|2—|—2t/Vu-Vv+t2/ |Vv|2—/ Vul|?
Q Q Q

2
t

— —/ yw|2+t/ Vu-Vy,
2 Ja Q

para E,, temos

Ez(u+tv) —Ez(u) =

Gu+1v) — / G(u)

Q
G(u+1v)—G(u).

S5
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Por fim, para Ej:

E3(uttv) —Es(u) = (pu+1v)—(p,u)

= <u,tv>
= (V)
SN
Agora, para todo r € R/{0}, temos
E(u+tv) —E(u) _ E\(u+1v)+Ey(u+tv) —Es(u+1tv) — (E1(u) + Ex(u) — E3(u))
t t

Ey(u+1v)—Ej(u)+Ey(u+tv) —Ex(u) — E3(u+1tv) + E3(u)

t
2
t—/ |Vv|2+t/Vu~Vv+/G(u+tv)—G(u)—t<u,v>
2 Ja Q Q

t
= %/Q|vv|2+/gvu-w+/gG(”Hvt)_G(”)—<u,v>.

Sendo g uma funcdo continua e G sua primitiva, temos G’ = g pontualmente em R e vale

lim G(u+1tv)—G(u)

t—0 t

=G (u)v=gu)v q.tpemQ. 3.9

Como G ¢ continua em compactos e diferencidvel em abertos de R, pelo Teorema do Valor
Médio, existe & € [u,u+tv] tal que

Dai,

= [&(&)IIV]-

Sabendo que & € [u,u + 1], temos |&| < max{u,u+ v}, dai

1E] < max{u,u+1tv}
< u| 41yl
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Relembramos que v se anula no conjunto [|u| > 6], para algum 6 > 0, assim
[ul +1[v] < 8 +1|[v]|L=(0).
Logo,
8(E)IIv] < sup{Ig(E)1E] < O +1]vliLe@)} IVi=0)-

Consequentemente,

G(u+1tv)—G(u)
t

<sup {[g(E)| | 1&] < O+1l|vz=0)} [V~(a)

Fazendo + — 0 na desigualdade anterior, obtemos

<C. (3.10)

‘ G(u+1tv)—G(u)
t

Onde usamos fortemente o fato de que v se anula em [|u| > 0] para obter a limita¢do acima.
Pela convergéncia pontual em ¢ obtida em (3.9) e pela limitacdo (3.10), estamos nas hipoteses

do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [11, Theorem 2.24], aplicando-o

. G(u+1tv)—G(u)
tlgr(l) Q 1 - /Qg(u)v.

Definindo agora,

y:R — R
t — yt)=Eu+tv).

Note que por constru¢do, y € diferencidvel emr =0e

V() = E'(uttv)
= E'(ut+tv)y

donde y’'(0) = E. Por fim, como w(0) = E(u) e u minimiza o funcional E, entdo u satisfaz a
equagdo de Euler-Lagrange com fungéo teste v € Wo1 ’Z(Q) NL*(Q) que se anula em [|u| > 0]
com 6 > 0.

Etapa 2: Dado a fungdo v € Wo1 2(Q) NL”(Q), vamos aproximar v por uma sequéncia de
fungdes (vi)ren que satisfazem a afirmagdo (Etapa 1).
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Para isso, tomemos uma sequéncia de nimeros positivos (04 )ien de modo que

lim o =0.
k—>+oo

Consideremos também uma funcdo H : R — R suave e com suporte compacto satisfazendo
suppH C [—1,1],isto é, H € C.'(R) e |H(t)| < 1. Defina, para cada k € N,

v = H(ogu)v.

De inicio, observemos que pela Regra da Cadeia localmente Lipschtiz, veja Teorema 1.54,
obtemos vy € WOI’Z(Q). Além disso, v; € L”(Q) uma vez que v se anula em {|ogu| > 1}.
Logo, v; € WOI’2 NL*(Q).

Pela Etapa 1, para cada k € N, a fungdo vy satisfaz a Equacdo de Euler-Lagrange dada por

/Vu-Vvk+/g(u)vk:(u,vk). G.11)
Q Q

Dado 7 = 0, suponha H(0) = 1, entdo (v) converge a v em W'?(Q). De fato, como
H € C(Q), entdo existe uma constante M > 0 de modo que |H'(¢)| < M para todo ¢ € R.
Agora,

Vv =V (H(ogu)v),

e aplicando, novamente, a Regra da Cadeia localmente Lipschtiz:

V(H(ogu)v) = VH(ogu)v+ H(ogu)Vv
= ogvH' (oyu)Vu+ H(ogu) Vv.

Para todo k € N, vale |H (agu)'| < M. Além disso,

lim H(ogu) = H(0) = 1,

k—>+oo0
pois o — 0 ao tomar k — +oo. Consequentemente:

oxvH' (aqu)Vu —  (0,0,...,0)
H(oyu)Vv — V.

Portanto,

lim Vv, =Vyv q.tpem Q. (3.12)
k—>+o0
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Além disso, sendo (0g)ren uma sequéncia de nimeros positivos limitada, existe a € R tal
que oy < o, para todo k € N.

Vvl = |ogH' (ogu)vVu+ H (ogu) Vv
< |ogvH'(oqu)Vu| + |H(ogqu) V|

o [VIM|Vul* + |H (o) | [Vv]?

M| (0 Vil + |9

C

ININ

onde C = C(M, ||v]|1=(q), |Vul?,|Vv|?) > 0 que nio depende de k € N. Logo,
|V |> < €% (3.13)

Por (3.12) e (3.13) estamos na hip6tese do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
[11, Theorem 2.24], aplicando-o

lim /|Vvk|2:/ V|2
k—+o JQ Q

Portanto, |[Vvi|[;2q) — [[VV]|12(q) isto €, vi converge a v em WOI’Z(Q).

Agora, voltando na igualdade (3.11), obtemos

lim | g(u)vy = —/ Vu-Vv+(u,v). (3.14)
k—r4e0JQ Q

O préximo passo é mostrar que g(u) € L! (Q). Como visto na Proposi¢do 3.4, ser um

elemento de L™ (Q) ndo é uma condi¢do necessaria para o minimizante u. Posto isto, para

cada k € N, podemos definir a fun¢do u; = H(ogu)u que se anula em [|u| > 1/0y]. Destarte,

uy satisfaz as hipéteses da afirmacgao (Etapa 1), logo,

/QVu~Vuk+/Qg(u)uk:</.L,uk).

Ainda considerando v = u, vamos mostrar que g(u) € L' (Q). Para isso, tomaremos H €
CZ () uma fungéo truncamento ndo negativa. Dai, se u > 0, para cada k natural, temos
H(ogu)u >0 e H(ogu)u < 0, caso contrdrio. Isso significa que uy e u possuem o mesmo
sinal, por Consequéncia da Condic@o do Sinal g(u) e u; também.

Considere a sequéncia ndo negativa (g(u)u )ren. Pelo Lema de Fatou, veja [6, Lemma 4.1],
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e por (3.14):
/g(u)u < liminf | g(u)uy
Q k—+oo JQ
= —/Vu'Vu—i—(u,v)
Q
=~ [ IVuP+ (o).
Q
Logo,

| gl < (u.v),

Logo g(u)u € L' (©). Em posse disso, mostremos que g(u) € L' (Q). Suponha inicialmente
que pontualmente tenhamos |u(x)| < 1, entdo

g (u(x))| < |§‘ll<plg(t)-

Caso contrério, se |u(x)| > 1 pontualmente, temos

donde o numerador € positivo pela Condi¢do do Sinal. Tendo em vista que

1
< 1epela
ju(x)]|

igualdade anterior, obtemos

lg(u(x))] < g(u(x))u(x) em Q.

Combinando os dois casos anteriores, para cada x € Q, vale:

g(u)| < sup 18() [ X[juj<1) + X[jul> 118 (W)u,

]
como xj,>118(u)u < g(u)u, segue

g(u)] < ‘s‘u<p1 18() X ju<1y +g(w)u.
<

Portanto, g(u) € L' (Q) como querfamos.
Agora, retomando para uma funcdo v € WO1 2 (Q)NL”(Q) qualquer, temos

|8 (vi < [g)|HI| =) V]| =()-
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Fazendo k —> oo, sabemos que g(u)vy —> g(u)v. Por outro lado, como g(u) € L' (Q), a
pela estimativa anterior [g(u)|||H || 1=(q)l|v[lz=(@) € L' (Q). Pelo Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue [11, Theorem 2.24],

tim [ gl = | gl

k—roo

daf a equacdo de Euler-Lagrange é estabelecida:

/g(u)v:—/Vu-Vv+</.L,v). O
Q Q
Antecedendo o proximo resultado, faz-se necessdrio realizar a seguinte observacao.

Observagdo 3.6. Como Cy (Q) C WO1 ’Z(Q), notemos que u € solu¢do do problema (P;) uma
vez que para toda fungdo ¢ € Cy’ (Q), pela defini¢do de derivada distribucional, veja Se¢do

1.3 em [18], vale
/Vu'Vv:—/uAgb.
Q Q

—/gzuA(])+/§2g(u)v:/gzvu.

Um caso particular da Proposicdo 3.5 ocorre quando consideramos g satisfazendo (H2), (H3)

Logo, u satisfaz

e € Lipschitziana, isto é, dados ¢1, 1, € R, existe C > 0 de modo que

g(t1) —g(2)| < Clt; — 2.

Com estas hipdteses, a existéncia e unicidade de solucao para o Problema de Dirichlet ndo
linear decorre do Teorema de Stampacchia, veja Teorema 1.66.

Proposicio 3.7. Se i € L2(Q) e g : R — R é Lipschitz continua satisfazendo (H2) e (H3).
Entdo, existe u € WOI’Z(Q) tal que g(u) € L*(Q) e para todo v € WOI’Q(Q), tem-se

/QVu-Vv—F/Qg(u)v:/Qvu.

Demonstragdo. Para toda funcdo v € Wol’2 tem-se

L etn| < [lgwll
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Pela desigualdade de Holder com p = g = 2 e pela imersdo continua WO1 ’Z(Q) — L*(Q),

[ leivl = ([ st rﬁ (/hﬁ)

I9(u) 20 V1220
< Cillg@ly IVl

vem

IA

onde C] > 0 e a integral estd bem definida se, e somente se, g(u) € L? (Q). Agora, defina,

1,2

a:W,*(Q)xW,*(Q) — R

(u,v) +— /QVM-VV—F/Qg(u)v

Via Teorema de Stampacchia vamos mostrar que existem ( € W*I’Z(Q) e uma Unica funcio
ue WO1 2(Q) satisfazendo

a(u,v) = (1, v), (3.15)

para todo v € Wol’2 (Q). Para isso fixemos u € Wol’z(Q), assim a aplicac@o
1,2
a(u,.):W,"(Q) — R

Vo a(uy):/gvu-anL/Qg(u)V

¢ linear e continua. Com efeito, sejam v,w € WO1 ’Z(Q) e B € R, temos

a(u,v+pw) = /Vu V(v+Bw) +/ )(v+Bw)
- /w Vo4 BVu. w+/ v+ Ba(u)w)

_ /wvw/ v—l—B(/Vqu-l—/ )

= a(u,v)+Ba(u,w).
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Portando a(u,.) é linear. Agora, para todo v € WO] 2(Q), vale

/QVu-Vv—F/Qg(u)v
/QVu«Vv + Qg(u)v

< Vul|V
< [ 199+ Cullg(w) ey ¥y 2

la(u,v)| =

Aplicando a desigualdade de Holder com expoentes p = g = 2 e pela escolha da norma
equivalente em WO1 2(Q), obtemos

/Q Vul[Vv| < G|[Vull 20 IV 2@) = Col Vil 2 ) VIl 2 )

donde C; > 0.
Uma vez que g é uma fung@o Lipschitziana, |g(u)| < C|u| e g(0) = 0, para todo u € WOI’Z(Q),
existe C > 0 de modo que |g(u) — g(0)|* < C|u— 0%, ou seja, g(u) € L* (Q). Seguindo,

ja(u, v)|

IN

Cal[ Vil (0 ¥y 2y + 1180 20yl 2

< s (IVullzo) +g()l2q0y ) ]2 0
< C3||V||W01,2(Q),

A\

onde C3 = max{C},C;}. Tendo em vista que a(u, .) é um funcional limitado, logo, é continuo.

Agora, verifiquemos que o funcional a(u,.) satisfaz as hipéteses do Teorema de Stampacchia.
Para tanto, consideremos up, u, € WO1 2 (Q), entdo

(v =alee)| = | [ Vi —u)- Vo= [ () = g(u2))v
< /\V uy—uy)-Vv|— /\g up) —g(ua)l|v|.

Aplicando Holder com p =g =2
L1V =) 9] < GV = 12) 1200 [ V]300
e pela norma equivalente em WO1 2 (Q) adotada, segue

I¥ (1 =)0 19V () = Cllin = szllyp i [V 2
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Por outro lado, sendo g Lipschitz continua e com argumento analogo ao anterior:

c/ 41 — 0] ]
Q

Collur — uall 12 IVl]12(0)

IN

| 18m) = gla)llv

IN

< Gl — w2l 2y W2y

com Cg > 0 e C7 > 0. Destacamos que no ultimo passo utilizamos a imersao WO1 ’Z(Q) —
L*(Q).

Por fim, combinando as desigualdade obtidas e evidenciando || , obtemos

My )

IN

laun,v) = atuz, )| < Gy (Il = wallyra gy + it = w2l 2@y ) 1Vl

< Gollur —w2fly12 ) VIl 12 ()

A

com Cg = max{Cs,C7} > 0e Cy > 0 e a satisfaz a primeira condi¢do do Teorema de Stam-
pacchia.

Agora, verifiquemos a segunda condicao do Teorema de Stampacchia para o funcional a,
dados uy,up € WOI’Z(Q), temos

a(uy,uy —up) —a(up,u; —upy) = /QVLtl -V(uy —up) —|—/Qg(u1)(u1 —up)
— /QVMZ V(uy —up) — /Qg(uz)(ul —up)
= /QV(MI —up)-V(uy —up)

| lsln) = glu)) (i — o).

Uma vez que g é ndo decrescente, supondo u; > up, temos u; —up > 0 e g(uy) > g(uz),
logo [g(u1) — g(u2)](u1 —uz) > 0. Caso contrério, se u; < up, entdo u; —up < 0e [g(u;) —
g(un)](uy —up) >0, pois g(u;) — g(uz) < 0. Logo,

/ [g(u1) — g(un)](u; —uz) > 0.
Q

Utilizando este fato, temos

a(uy,uy —up) —a(ug,u; —up) > /QV(ul —up)-V(ug —up).
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Agora,

/ V(uy—up)-V(uy —up) = / (V(uy — uz))2
Q Q
= [IV(u1 —u2)||72q,

2
= Ciollu —M2||W01,2(Q)7

onde Cjp = Cio(N,Q) > 0 e a ultima igualdade se d4, novamente, pela ado¢do da norma
equivalente em WO1 2(Q), isto significa

a(uy,uy —uy) —a(up,uy —uz) > Ciol|luy —M2||€Vl,z(g),
0

ou seja, a satisfaz a segunda condicdo do Teorema de Stampacchia

Portanto, uma vez que u fora previamente fixado, o funcional a(u,.) satisfaz as hipdteses do
Teorema de Stampacchia, isto €, existe um unico U € W_l’Z(Q) satisfazendo a igualdade
(3.15).

Para finalizar, observemos que todo elemento i € Lz(Q) pode ser interpretado como um
elemento do espaco W~ 1?(Q), também denotado por i, agindo sobre z € WO1 ’2(9) do

(u,z) Z/QuZ-

Portanto, combinando (3.15) e esta observagao, o resultado segue. [

seguinte modo:

Considerando a observagdo feita no fim da proposicao anterior, apresentamos uma proposicao
que serd utilizada nas demonstra¢des de problemas de Dirichlet semilinear:

Proposicao 3.8. Seu € WOL2 (Q) é solugdo fraca do problema de Dirichlet (P;) com densidade
i € L?(Q), entdo

/ usgn u > 0.
Q

Demonstracdo. Para toda funcio teste v € WO1 2(Q), é vlido

/qu=/gvu-vv. (3.16)

Tomemos agora uma func¢do localmente Lipschitz, ndo decrescente, H : R — R que se anula
em 0 e sua derivada ¢ limitada, isto é, |H'(t)| < C, para todo t € R. Pela Regra da Cadeia,
confira Teorema 1.54, para u € WOl 2 (Q), temos H(u) € WO] 2 (). Em particular, tomando
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v = H(u) em (3.16), temos

/Q WH (i) = /Q Vu-VH(u).

Por outro lado, novamente por Teorema 1.54, temos VH (u) = H' (1) Vu. Dai,

/Q/.LH(u):/QVu-(H'(u)Vu):/QH’(u)|Vu|2.

Consequentemente,
/ WH (1) > 0.
Q

Basta tomar uma sequéncia de fungdes reais (Hy),cn, com H, satisfazendo as mesmas
condi¢des de H para cada n € N, de tal modo que H,(u) — sgn u pontualmente em R,
quando n —» +o0. Tendo em vista que |H,(u)| < 1, aplicando o Teorema da convergéncia

dominada de Lebesgue,

lim /,LLHn(u):/usgnuZO.
Q Q

n—r—+oo
[
32 ucll(Q)
Vamos estudar o comportamento do problema de Dirichlet nao linear
—Au+gu)=p emQ
(P2)
u=0 sobre dQ,

quando o dado y é um elemento do espaco L! (Q).

A defini¢@o de solugdo fraca para o problema de Dirichlet semilinear (P;) € uma adaptagdo
do caso linear (Py).

Defini¢io 3.9. Considere g : R — R uma fun¢fo continua e p € M(Q). Dizemos que

u: Q — R é solucdo do problema de Dirichlet ndo linear com densidade p se
i uell(Q)egu) e L(Q);

ii. para toda fungdo § € Cg (ﬁ), tem-se

— | ual+ [ gwe= [ can.
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O problema de Dirichlet (P;) com semilinearidade Lipschtiz e integrdvel admite solucg@o.

Proposicao 3.10. Seja g : R — R uma funcio Lipschtiz continua ndo-decrescente. Para toda

funcdo u € L! (Q), o problema (P;) com ndo linearidade g e densidade p admite solugéo.

Demonstracdo. Tendo em vista o Coroldrio 1.27, seja (i )nen C L?(Q) de modo que p, — i

em L' (Q) e para cada n € N, suporemos u, € WO1 2 soluciona o problema

—Aup+g(uy) =U, emQ

(3.17)
u, =0 sobredQ.
Vamos mostrar que a sequéncia (g(i,))nery converge em L! (Q).
Dados m,n € N, temos u,,u, € WO1 ’Z(Q) satisfazendo (3.17). Assim, obtemos
—A(um —un) =ty — o — (8(m) — g(un)) emQ (3.18)

Uy —u, =0 sobredQ.

Note que a equac@o acima é um problema de Dirichlet linear com densidade —(g(u;,) —
g(itn)) + U — Uy, € L2(Q). De fato, sendo g Lipschitz continua e existe C > 0 tal que

18 (un) = 8(0)| < Clunl,

dai
18(un) —(0)* < (Clun| +18(0)])
= CPup|* +2C|un|g(0)| +[g(0) |
< Ci([ual® +12(0)%).
Portanto,

[P < ( [+ o)) ) <

Multiplicando a primeira equagdo de (3.18) por sgn(u,, — uy), obtemos
—A(um — ) sgnum — un) = (M — tn) 58 (m — tn) — [(g(m) — g (un))]sgn(um — un)

e integrando

| Al = ) s 1) = [ (bt 1) = (gan) = 00 g — ).
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Aplicando a Proposic¢do 3.8,

0= 1) = (8L00m) = () s = ) > 0,

consequentemente

(b= )50 = ) = [ (00) = 8058010 — 1) = 0,

assim

[ (B = st =) > [ (glan) = lan)sgn(un — ).

Suponhamos que u,, > u,, ou seja, u,, —u, > 0 e sendo g mondtona nio-decrescente g(uy,) —
8(un) = 0, 10go (g(um) — g(un))sgn(um — un) > 0.
Por outro lado, caso u,, —u, < 0, teriamos g(uy) — g(u,) < 0 e (g(um) — g(un))sgn(um —
up) > 0. De qualquer modo, obtemos (g(u,) — g(un))sgn(um — uy) = |g(um) — g(un)|-
Logo,

] (etam) —)sgn(m — ) 2 0

e por (3.2), obtemos
18 (um) — 8(un)ll L1 (@) < 1 Hm — Mall 1 (0)-

Pela Proposi¢do 2.2, dados m,n € N vale a estimativa:

[t —unllpr@)y < Cllttm — o — (g(um) — 8(un))ll 11 (@)
< Clltm = pallpr @) +Cllg(um) — g(un) |1 ()
< Clltm = pallpr @)+ Clltm — tall L1 (@)
<

2C|| m — I«‘nHLl(Q),
donde a ultima desigualdade é devido a (3.2). Portanto
[ttm — unll 1) < 2C ||t — Hnll 1 (@)-

Tendo em vista que (i, ),en converge em L' (Q), em particular (i, ) ey é Cauchy em L' (Q),
temos (i, ),eny Cauchy em L' (Q), isto é, existe u € L' (Q) limite de (u,),cn. De modo
analogo, como (g(u,))nen € Cauchy em L! (Q), existe v € L! (Q) de modo que

g(up,) = v
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em L' (Q).
Mostraremos agora que v = g(u). De fato, pela reciproca do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue [19, Proposition 4.9], existe uma subsequéncia, digamos (up, )ren C
L' (Q) de modo que u, (x) — u(x) q.t.p em Q, ou seja, existe A C Q com med(A) = 0 e para
todo elemento x € /A ocorre

Up, (X) = u(x)

e pela continuidade de g:
8 (uny (x)) — g(u(x))

q.t.p em Q. Por outro lado, existe uma subsequéncia (g(u,,))ien C (8(utn,))ken de modo

que
8(uny, (x)) = v(x)

q.t.p em Q. Logo, pela unicidade do limite v = g(u), de modo que, do argumento anterior
g(u,) — g(u) em L' (Q). Por fim, paratodon € Ne § € CJ (Q), vale

~ [ unts+ [ g = [ Cun

Tomando 1 — oo, pelas convergéncias em L' (Q) a fungio u € L' (Q) é solugdo do problema
de Dirichlet ndo-linear com densidade u € L' (Q). N

Um caso mais geral da Proposic¢ao 3.10 € considerar a fungdo g satisfazendo as hipéteses
(H1) - (H3).

Proposicao 3.11. Seja g : R — R uma fungao satisfazendo as hipéteses (H1) - (H3). Para toda

funcdo u € L! (Q), o problema (P;) com nao linearidade g e densidade u admite solugio.

Demonstragdo. A demonstracdo € andloga a prova apresentada na Proposi¢@o 3.10. Contudo,
a distin¢do consiste na existéncia de solu¢ao para o problema aproximado que é dada pela

Proposi¢do 3.5. [

33 ueMQ)

O problema de Dirichlet ndo linear apresenta caracteristicas intrigantes. De maneira sur-
preendente, Bénilan e Brezis demonstraram que existem diferencgas significativas quando
consideramos u € L' (Q) e u € M(Q), veja [3]. Na verdade, se 4 é mutualmente singular
com relacdo a medida de Lebesgue, entdo nem sempre o problema de Dirichlet admite

solucdo distribucional. O exemplo a seguir ilustra este resultado.
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N
Exemplo 3.12. Considere Q = B(0, 1) subconjunto de RN com N > 3. Se p> N

>’ entao
o problema de Dirichlet nao linear

—Au+uPlu=58 emB(0,1),
u=0 sobre dB(0,1)

ndo admite solucdo distribucional em B(0, 1).

Demonstragdo. Inicialmente, mostremos que a fungio g : R — R dada por g(r) = [¢|P~ 'z,

com p > , satisfaz as hipéteses (H1) - (H3). De fato, umavezque p—1> —— —1,

N-2 N-2
tem-se

2
P—IZWEO-

afinal, N > 3. Dai, paratodo ¢ € R, |¢|” 1t éum produto de funcdes continuas, logo, continua
e (H1) é satisfeita.

Observe que

-1
pt? set >0
gt)= »
p(=t)?P set <0,

ou seja, g’ (t) > 0, isso significa que g é ndo decrescente e satisfaz a hipétese (H2).
Por fim, note que para todo ¢ € R, vale

gt =il~'* >0,

e (H3) é satisfeita.

Agora, suponha que a equacado
—Au+|u)Pu=&

admitisse solucdo no sentido distribucional em B(0, 1). Entdo, existe u € L' (Q) satisfazendo

_/3(0,1) ua +/B(O,l)g(u>€ B /B(o,l) ¢ do,

para toda { € C°(Q), de tal modo que g(u) € L' (Q), isto &,

[l =
B(0,1) B(0,1

)

)Iu|” < e
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E dado { € CZ(R") de modo que supp¢ < B(0, 1), poderiamos construir a sequéncia

& :B(0,1) — R
x = Gu(x) = C(nx).

De modo que, por construcio, vale que (&,)neny C C(RY). Para cada n € N, tomemos &,

como funcao teste, dai

- e / pl n:/ , dy.
/13(0,1)” ont 3(0,1)|u’ ub B(O,I)C %

Integrando com respeito a medida de Dirac, temos
| 6 d&=50)=C0)
B(0,1)

Assim, poderfamos tomar { € C*(R") tal que (0) # 0. Combinando as tltimas igualdades,

teriamos

—/ uA§n+/ u|P~ug, #0. (3.19)
B(0,1) B(0,1)

Ademais, para cada x € B(0,1), tem-se |u(x)|" " u(x)&,(x) = |u(x)|”'u(x){ (nx). Pelo
suporte de {

lim Ju(x)|Pu()Ce(x) = lim Ju(x)P u(x)E(nx) =0 q.tpem Q.

n—r+oo n—+o0

=
B(0,1) B(0,1

’

Além disso,
)WV<+%

[l ()| < Jue].

Consequentemente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [11, Theorem
2.24],
lim lu|Ptu, =0. (3.20)
0,1)

n—r+e JB(0,

A n:/ AC, = 2/ AC,.
/B(O,l)u C B(O,l/n)u C " B(O,l/n)u C

Agora,
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Dai,

2

n /B(OJ)u(x)AC(nx)
2

< [ ALl

ACy
/19(0,1)” <

1 1
aplicando a desigualdade de Holder com expoentes p e g tais que — + — = 1, temos
P q

[ AL )] < ( Lo ru<x>\f’>; ( Lo 1A§<nx>rQ) s

Por mudanga de varidvel, considere y = nx. Como x € B(0,1/n), temos y € B(0, 1), assim

[ agm= [ ALl .
B(0,1/n) B(0,1)

donde,

|nl| = det

o O S
S © O O

o o I O

0 NXxN

€ o determinante da matriz Jacobiana. Seguindo,

| ALt Y ay= [ iag()pm Y.
B(0,1) B(0,1)

Substituindo em (3.21):

" /B(O,l/n) ()] Jad )] < nzfﬂ (/B(o,l/n) ]u(x)|”)}] (/B(o,l) |A§(y)\‘7) | ‘

Afirmamos que

_

1

1 1
i 5 ([ aear) ([ sgone)” o
n—r+oo B(0,1/n) B(0,1)
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N N ' N N
Por hipétese, p > ,locog< | —— | = ——+— = —. Assim,
POIESe. P = N2 gq—(zv—z) N-N+2 2
N
lim n>~" ¢ =0.
n——+oo

Além disso, como |u|? € L' (Q),

Lo @l < [l < e
B(0,1/n) Q
Como

| iage=c,
B(0,1)

com C > 0 e a afirmacdo segue. Isso contradiz (3.19), logo, a equagdo dada nao admite

solucdo u no sentido das distribui¢des. 0

Visto o exemplo anterior queremos investigar melhor quais sdo as "boas medidas" que

garantem existéncia de solucdo distribucional para u € M(Q).

(P3)
u=0 sobre dQ

{ —Au+gu)=p emQ
onde afuncdo g: R — R

(H1) é continua;
(H2) ¢ ndo decrescente;

(H3) satisfaz a Condi¢do do Sinal, isto é, g(z)¢ > 0 para todo 7 € R.

Em particular, g(0) = 0.

Diremos que u é uma boa medida para (P3) quando este admitir solucao.

Definicao 3.13. Seja u uma medida de Radon finita, diremos que ¢ é uma boa medida para o
problema (P3) se, e somente se, o problema (P3) admite solug@o no sentido das distribui¢des.

Além disso, vale a seguinte estimativa acerca da ndo linearidade.

Lema 3.14. Seja g : R — R continua, ndo decrescente, satisfazendo a condicao do sinal.
Dado u € M(Q), se u é solugdo de (P3), entdo

g1 @) < 1llv@)-
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Demonstracdo. Considere (g,)nen, (Un)neny C L™ (Q) satisfazendo

gn — g(u) pontualmente em Q;

[tall@y = G

W, — U vagamente.

Para cadan € N, u, — g, € L' (Q) e o problema

—Aup, = U, —g, emQ
u, =0 sobre dQ

admite u, € L' () como solugdo, conforme a Proposi¢ao 3.10. Pela Proposi¢do 3.5, a
solugdo u, € WOI’2 (Q)NL”(Q) e considere S¢ € WOI’Z(Q) dada por

—1,set<¢
t

Se(t) = o0 5 —e<t<e
1,set > €.

Tomando S¢ como funcgdo teste na equagdo de Euler-Lagrange:

/Q Se()d = /Q Vi VSe () + /Q 2(10)Se () (3.22)

Note que S € L*(Q), logo S¢ € WOI’Z(Q) NL7(Q) e aplicando a Regra da Cadeia, veja
Teorema 1.54, temos:

/Q Vi VSe(u) — /Q V- (SL(4)Var)
_ /QWMFS;(M).
Donde 1
, ~_e<t<e
Ss(t): €

0, caso contrario.

Agora, observemos que Sk () > 0 e sendo |Vu|*> > 0, vem

/Q|Vu|25fg(u) > 0.
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Combinando essa informagdo com (3.22), segue

[ setwan= [ gwsew).

Por outro lado, sendo S¢ ndo decrescente e limitada, com |Sg(¢)| < 1 para todo 7 € R, temos

/Q Se(u)du <

= |ullve)

Portanto,

| gw)se < Il

Por fim, considerando (&,),¢cn tal que &, — 0 quando n — 0. Fazendo n — o0, vem
Se, —> sgn(u) q.tpemR.
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [11, Theorem 2.24]
/ u)Se, (u) — / u)sgn(u
e como g satisfaz a condi¢do do sinal, vale g(u)sgn(u) = |g(u)|. Portanto,

I8l oy = [ 186 < 1Kl

e a estimativa segue. [

Quando o problema de Dirichlet (P3) admitir solugao, denotaremos G a colecdo das boas

medidas.

Definicdo 3.15. Dado u € M(Q). Definimos
G ={u eM(Q) | u é uma boa medida para o problema (P3)}

A propriedade a seguir, garante que conjunto das boas medidas é fechado com respeito

convergencia forte, isto €, na norma da variagdo total.
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Proposicio 3.16. O conjunto G é fechado com respeito a convergéncia forte em M(Q).

Demonstracdo. Considere (U,),en C G uma sequéncia de boas medidas de modo que w,, —
u fortemente em M(Q). Para cada n € N, considere u, a solucdo distribucional associada a
boa medida u,, do problema

—Aup+g(uy) = W, emQ
u, =0 sobre dQ.

Pelo Lema 3.14, dados m,n € N, temos

18 (m) = &(un)l| 1) < [11m = tallove()-

Como (Uy),en converge forteente em M(Q), da desigualdade obtida, segue que (g(uy))neN
é uma sequéncia de Cauchy em L' (Q).

Por outro lado, como —A(uy, — ) = tm — Un — (g(ttm) — g(un)) € M(Q), combinando a
Proposi¢do 2.2 com a estimativa anterior

H”m_”nHLl(Q) < CH_A(”m_”n)HM(Q)
= (= ) — (8(utm) — g(un)) ()
< |t = ) i) + 8 (tm) — g (un) [ L1 )
< 20| (o — ) ()

ou seja, (up)nen é também Cauchy em L' (Q).

Portanto, existem u,v € L' (Q) tais que
uy —u e glu,) —v emL'(Q).

Vamos mostrar que v = g(u) q.t.p em Q. Sabendo que u, — u em L' (Q), pela reciproca
do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue existe uma subsequéncia (u, )ien de

modo que u,, — u q.t.p em Q. Além disso, sendo g uma fun¢ao continua, temos
g(un,) — g(u) q.t.pem Q.

Com raciocinio andlogo, como g(u,) —> vem L' (Q), existe uma subsequéncia (8(un;)) jen
tal que g(unj) — v q.t.p em Q quando j — +oo. Por argumento da diagonal e unicidade
do limite: v = g(u) q.t.p em Q.
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Agora, para toda { € C3(Q), valem

i s = = s
lim [ glun ) = /Qg(u)C

k=4 JQ

Em particular, uma vez que y, — i vagamente em M(Q), temos

lim /Cd,unk:/Cdu.
k—+oo /O Q

Consequentemente, para toda { € Cg (Q),

~ [ AT+ [ g = [ Can

Portanto, u € solucdo distribucional do problema enunciado. L]

Agora veremos que o Problema de Dirichlet admite solucao distribucional quando a semili-
nearidade possui boas propriedades. Na verdade, para toda medida de Radon, o Problema de
Dirichlet com semilinearidade continua, limitada, ndo decrescente que se anula na origem

admite soluc¢do distribucional.

Lema 3.17. Considere pt € M(Q) e h: R — R uma funcéo continua, limitada, ndo de-

N
crescente de modo que /(0) = 0. Entdo existe u € Wy " (Q), com 1 < p < N_1T’ solugéo

distribucional do problema de Dirichlet

—Au+h(u)=p emQ
u=0 sobre dQ.

satisfazendo as seguintes estimativas

IN

||u”LP*(Q) €1

[Vullpr) < co

com ¢ = c1 (p,N,Q, || 1tllae) >0eca=c2(p,N,Q,||1lne) >0

Demonstragdo. A demonstracdo seguird em dois passos, o primeiro consideraremos U €
L'(Q) e (t,), em L (Q) tal que p, — p em L' (Q). O segundo, tomaremos p € M(Q) e

uma sequéncia (Uy,), C L™ (Q) convergindo a u fracamente em M(Q).
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PASSO 1: Seja (i, )pen C L™ (Q) tal que i, — 1 em L' (Q) e vale

[tall L) < cllitllpq)-

Para cadan € N, seja u,, € WO1 2 (Q) solugdo do problema dada pela Proposigio 3.4:

—Aup+h(u,) =W, emQ
u, =0 sobredQ.

Dy)

Inicialmente, definiremos: uy = 0, funcdo nula em L! (Q), que estd associada a solugao
up=0e L (Q).
Dados m,n € N com m # n, para toda ¢ € WOI’Z(Q), temos

| Vi o+ [ huo = [ wo
/QVum-V(p—i—/Qh(um)(p _ /Q“’"‘P-

Fazendo a diferenca entre as igualdade acima, vem

/Q(V”n —Vuy,) Vo + /Q(h(”n) —h(um)) o = /Q(“" — L)@ (3.23)

Consideremos
e =
((ttn — )2+ )2

sabemos do Exemplo 1.55 que ¢ € WO1 2(Q) e tomando-a como funcao teste em (3.23):

/ (Vitn = Vi) - V§e +/ (h(utn) — h(um)) e = / (M — Hon) Pe -
Q Q Q
Agora, aplicando a Regra da Cadeia (1.4) em V¢, obtemos

Vu, — Vu,|?
/(Vun—Vum)-Vd)g:/S Vit = Vitnl”
Q Q ((”n_“m)z""g)j

dai
[ ) = ()9 < [ (= 1) (324
Q Q
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Além disso, para quase todo x € Q, tem-se ¢ —> sign(u,, — u,) quando € — 0 e vale a

seguinte estimativa
|tn — |

|G| = <1, (3.25)
((tn — 1) + £)72
isto &, ¢ € L' (Q). Uma vez que
[1oel< [1=10] <+ (3.26)
Q Q

Mais ainda ¢ é uniformemente limitada em L' (Q).

Consequentemente, para quase todo x € Q, quando € — 0:
(h(uy) — h(um))Pe —> (h(uy) — h(up,))sign(uy, — ). (3.27)
Note que (A(it) — h(u,)) @ é uniformemente limitado em L' (Q). De fato, por (3.25), segue

|(R(utn) = h(um)) G| < [(A(utn) — (1tm))]

Sabendo que para todo n,m € N, h(u,) — h(u,,) € L' (Q). Além disso, sendo 4 limitada,
existe M > 0 tal que h(s) < M, para todo s € R, temos

[ 101G0) =)ol < [ hin) = () (3.28)
< Valun) -+ ) (3.29)
< /QZM:2M]Q]. (3.30)

Munido da convergéncia (3.27) e da limitacao (3.28), aplicando o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue [11, Theorem 2.24]

lim [ (h(up) —h(um)) e = /Q(h(un) — h(up))sign(u, — up). (3.31)

e—=0J0Q

Novamente por (3.27), fazendo € — 0 obtemos
(M — tim) Pe — (Mo — Mo )Sign(uy — tn) q.t.p em Q.

Também por hipétese i, — i, € L' (Q), para todo m,n € N, segue de (3.28)

/ (b — ) 0| s/ [y — ] < +o0.
Q Q
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Agora, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [11, Theorem 2.24]

tim [ (1= )9 = / (L — L) S0 (it — ). (332)
E— Q Q

Segue de (3.31) e (3.32) tomando o limite em (3.24) quando € — 0, vem

) = ) sign(ot, =) < [ (11— t)sign (i, — ).

Sendo /4 uma fun¢@o ndo decrescente tal que 2(0) = 0, mostraremos que A(f)t > 0. De
fato, se r < 0, entdo A(t) < h(0) = 0. Agora, supondo 7 > 0, entdo h(t) > h(0) = 0. Dai,
sign(h(r)) = sign(t) e a afirmag@o segue. Dai,

(h(un) — h(um))sign(un — tm) = [h(n) — h(um)|

Além disso, pela Proposicao 3.8

[ bt = pn)signen =) = [ 1t il
Q Q

Por fim, utilizando as duas igualdades anteriores e retomando em (3.3):

- 0) =) < [t = .

ou seja,
1A (un) = P(tm) L1 () < (|0 = Hmll 1 ()

Mas, por hipétese, (i, )nen converge em L' (Q), portanto é Cauchy em L! (Q). Isso implica
que (A(uy))nen também é Cauchy em L' (Q), logo existe /1 € L' (Q) limite de /(uy,).
Agora, as estimativas. Consideremos L e ug. Para todo n € N, temos h(ug) =h(0) =0e

. ) = (o) < [ 12— pol,

ou seja, para todon € N
[ (un)ll 1 @) < Ml 1)

Uma vez que , — i em L' (Q), existe uma constante k; > 0 satisfazendo

[l < kil oy
Q
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ou seja, |[Unll11(q) < kil ]| (q)-

Definindo h, = W, — h(u,), para todo n € N, temos

—Au, =h, emQ
u, =0 sobre dQ.

Por Stampacchia, ver Teorema 1.63, para todo 1 < g < o1 vale

IN

cl|hnll 1)
ellttn = h(an) 13

¢ (Htallzy @y + 1) )
2|l o)

Cllullzg)-

| Vitn| a0

IAN AN IA

IA

Logo, existe u € W, ¥(Q) de modo que

up, — u  emW,9(Q); (3.33)
u, — u emIP(Q),1<p<q’ (3.34)
u, — u qtpemQ. (3.35)

Ja que Wol’q(Q) reflexivo, a menos de subsequéncia, (u,),, converge fracamente a u em
Wol’q(Q), confira [6, Theorem 3.18].

Além disso, utilizamos o Teorema de Rellich-Khondrachov para obter a convergéncia (3.34).
Ja a convergéncia (3.35) segue da Reciproca do Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, confira [19, Proposition 4.9].

Afirmagao 1: h(u,) — h(u) em L' (Q). Com efeito, uma vez que u,, — u pontualmente
em Q (3.35) e como A ¢ limitada por M > 0, para todo n € N:

h(u)| <M e MeL'(Q).

Sendo 4 uma fun¢do continua
h(u,) — h(u)
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pontualmente em €. Estamos nas hipdteses do Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue [11, Theorem 2.24] para h, aplicando:

em L' (Q). Pela unicidade do limite em L' (Q), temos: h(u) = h.
Além disso, para todo § € C(Q),

/ vun-vg+/ h(u) ¢ = / Ul
Q Q Q
assim, como y — i em L' (Q):
lim/ G = ug.
n Jo
e h(u,) — h(u) em L' (Q), temos

lim /g h(un) € = /Q h(u)C.

Por fim, para todo § € CJ’(Q)

lim/ vu,,-w;:/vu-vg.
n o Jo Q
Portanto,

/QVM-VCnL/Qh(u)C:/QuC.

qu<liminf/ Vu,|1<C
vl <timint [ 9,11 < Clu o

PASSO 2: Agora, suponhamos p € M(Q) e i, € L™ (Q) tal que fi, — u fracamente em

Assim,

M(Q), onde mais uma vez definiremos y = 0, com solucdo 1y = 0 associada.

Com argumento andlogo ao PASSO 1, obtemos

[ ) =) < [ 11—



33 1 eM(Q)

91

em particular

L)l = [ Vhtun) = o)

< [ - no
Q

— [ Im
Q

= ||.un”M(Q)

< kllplle)-

Dado que u,, € solugdo distribucional do problema

—Auy, = hy = iy — h(uy,),

temos —Au, € M(Q) uma vez que U, —h(u,) € M(Q). Mas, pelo Proposi¢do 2.2, existe

uma constante kp > 0, que ndo depende de n € N, satisfazendo

IN

ka |l (e)

ka || ttn = B(un) || ve(2)

ka (11 ke (@) =+ 172 (un) v ()
2ka (|l ve(e)-

HVMHHLP(Q)

INIA A

Analogamente, existe uma constante k3 € N tal que

[unll @) < Kallhnllee)
< 2ks||ulao)-

Assim, existe u € WOl P () de modo que para todo 1 < p < g* vale

u, — u em WO1 1(Q)
u, — u emlL? (Q)
u, — u emlP(Q)

u, — u q.t.pem Q.
Com argumento similar a Afirmagdo 1, vale

h(u,) — h(u) em L'(Q).

(3.36)
(3.37)
(3.38)
(3.39)

(3.40)
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Consideremos { € C; (), sabendo que , — p fracamente em M(Q), por definigdo

11’5n/QCun/QCdu. (3.41)

Agora, pelas convergéncias (3.36),(3.37), (3.38 e do resultado (3.40), temos

1i£n(/gvu.vc> :/Qvu~vc+/gh(u)c,

daf e por (3.41), para toda funcdo § € C°(Q), segue

/QVwVC—i—/Qh(u)C:/QCdu.

Pelas convergéncias (3.36), (3.37), (3.38) e pela propriedade de semi continuidade inferior

da norma:

VitnllLri@) < liminf [ Vi [ 1r(0)

< 2k|lpllve)

C1,

com ¢; = c1(p,N,Q, [|t|lyg(q) > 0.
Por fim, como vale (3.37), com argumento andlogo ao resultado obtido na desigualdade

anterior, obtemos:

”uHLp*(Q) < lirr}1inf||unHLp*(Q)
< 2ksf|mllaee)
= €3,
com ¢z = c2(p, N, &, [| it [[ae) > 0. -

Apesar do problema de Dirichlet semilinear com densidade € M(Q) nem sempre admitir
solucdo, mostraremos a seguir que existe uma boa medida u*, a ser construida, denominada
medida reduzida para qual o problema admite solugdo.

Para tanto, assumiremos as seguintes nocdes de subsoluciao e supersolucdo, no sentido

distribucional, para o Problema de Dirichlet semilinear (P3).
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Definiciio 3.18. Uma subsoluciio para o problema (P3) é uma funcdo u € L (Q) de modo

que g(u) € L' (Q) e
~ [ uat+ [ swi < [ gan
para toda § € Cy’ (Q) tal que { > 0 em Q.

Definiciio 3.19. Uma funcio @ € L' (Q) ¢ dita supersolugiio para (P3) se satisfizer g(@@) €

L'(Q)e
- [ aal+ [ s@g = [ can,
para toda § € C5’ (Q) tal que { > 0 em Q.

Munidos das definicdes acima, nosso objetivo agora € construir e definir a medida reduzida

Para tanto, introduziremos o Lema de Dini.

Lema 3.20 (Dini). Seja X C R compacto. Dado uma sequéncia de funcdes continuas
gn : X — R que converge monotonamente para g : X — R, também continua, entio a

convergéncia € uniforme.
Demonstragdo. Veja [15, Teorema 5, Capitulo X, Secdo 2] ou [2, Theorem 2.8.6]. U

O resultado a seguir serd fortemente utilizado na construcao da medida reduzida, bem como
em outras justificativas abordadas neste estudo. A argumentacdo empregada na demonstracao
deste lema foi identificada em [7, Proposition 1], por esse motivo, € de tal importancia
que decidimos destacad-la como um lema, enfatizando assim sua aplicacdo, que é de grande

relevancia para conclusio das demonstracdes.

Lema 3.21. Sejam g,,g : R — R continuas. Suponha que g, — g uniformemente em
compactos de R. Dados v,,v: Q — R tais que v, — v q.t.p em Q, entdo

gn(vy) — g(v) qtpemQ.

Demonstragcdo. Consideremos E C Q tal que |E| =0, |v,(x)| < 40 e vy (x) — v(x) q.t.p
em Q/E.
Fixe x € Q/E e considere C, = C(x) > 0 tal que

()] < Cx ev(x)] <G

para todo n € N. Observe que v, (x) € [-Cy,Cy] e v(x) € [—Cy,Cy| para cadan € N.

Mais, g é uniformemente continua em [—Cy, Cx] € g, —> g uniformemente em [—Cy,Cy].
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Dado € > 0, tome § > 0 de modo que
|s—t| <6 s,1€[—Cy,Cyl,

entao,
£

s) ()] < &
Considere ny = ng(x, €) tal que para todo n > ng, tem-se

[V (x) —v(x)| < 6.
e n; = ny(x,€) tal que para n > ny, vale

8a(s) ~ 8(s)] < 5

para s € [—Cy,Cy].
Agora, para n > 71 = max{ng,n; }, temos

18n(Va(x)) —g(v(x))[ < [gn(va
E €
< 5 + 5

= ¢

afinal, v,(x) € [-Cy,Cy] € [vu(x) —v(x)| < 6.
Portanto,
gn(vn(x)) — g(v(x)) paratodox € Q/E.

Agora veremos a constru¢cdo da medida reduzida.

(x)) —&(va (X)) +18(va(x)) — g(v(x))|

Proposicao 3.22. Considere a sequéncia (g,),cn de fungdes continuas tal que, para cada

n €N, tem-se g, : R — R continua, g,(0) = 0, ndo decrescente e limitada. Suponha que

(8n)nen satisfaca
g1(t) <+ < gnlt) < gnpa(t) <+

para todo ¢ € R, de modo que
lim g, (1) = g(7).

n——+oo
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Dado qualquer medida p € M(Q), seja uy, a Gnica solugéo de

—Aup+gn(uy) =1 emQ
u, =0 sobre dQ.

(An)

Entdo, u, — u q.t.pem Q e u, 1 < u,, ou seja, u, | u* em Q quando n — oo, onde u* é

a maior subsolugéo do problema (P3), isto é, dado v é uma subsolugdo qualquer, entdo v > u*

q.t.p em Q. Mais ainda, para toda funcdo { € Cy (Q), vale

‘ / uw:\ <2ulhaa il

| 8 < Iallagay.
Por fim, existe u* € M(Q) tal que —Au™ + g(u*) = u* no sentido distribucional.

Demonstragdo. Dado i < j, considere u; solucdo de (A;) e u; solugdo de (A ), ambdas dadas
pelo Lema 3.17. Por hip6tese, temos g; < g; € dado { € C5'(Q), §{ > 0 em Q, temos

/QuiAC%—/Qgi(ui)c:/QujAC—I—/ng(uj)(;7 (3.42)
ou seja,
/g(”"_“-")ACJF /Q(gi(ui>—gj(uj)>é =0. (3.43)

Sabemos do Coroldrio 2.6 que u; < u; q.t.p em Q. Logo, (u,),cn € uma sequéncia ndo
decrescente.

Agora, pela Lema 3.14, para todo n € N, temos

1n ()21 (0) < 1l (3.44)

[[Aunlnti) < 20Hllnee)-
Segue da Proposicao 2.2:
[unllL1 () < Cllllm@)-

Sejau” : Q — (—oo,+o0), onde u™(x) = EI_E up(x) pontualmente. Pela dltima desigualdade
n oo

e pelo Lema de Fatou, obtemos

[ ]| 1) < Clltllve) < +ee
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Mais ainda, notando que

—Auy, = —gn(u,) emQ
u, =0 sobre dQ

e combinando (3.44) com a Regularidade de Stampacchia-Sobolev, veja Teorema 1.64, com

l<g<

, temos
N-—-1

el < 2C T e

Logo, u, — u* em L7 (Q), 1 < p < ¢". Por outro lado, pelo Lema de Dini, veja Lema 3.20,
a sequéncia (g,),en converge uniformemente a g em compactos. Além do mais, vimos que

u, — u q.t.p em Q. Logo, estamos nas hipéteses do Lema 3.21 para (g, ),en € (U )nen, dai
gn(up) — g(u™)  qtpemQ.

Assim, por (3.44) e pelo Lema de Fatou, g(u*) € L' (Q) e

/Q 12(6")] < [l agie- (3.45)

Agora, tendo em vista que u, € solu¢do de (A,), temos

— [ g+ [ galun) = [ £ an

para toda § € Cy(Q).
Porém, como u, — u* em L' (Q), g,(u,) — g(u*) q.t.p em Q e sabendo que g, (u,) > 0
g.t.p em Q, pelo Lema de Fatou

- [wat+ [ gt < [ Can (3.46)

para toda { € CJ'(Q) tal que { > 0 em Q. Em particular,

fae] < 1elio (o + [ 2060
2l 1@

IN

Por outro lado, defina o funcional

1:C2(Q)—R
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tal que
I(C):—/QM*AC—F/Qg(u*)C. (3.47)

Observe que I é um funcional linear. Pelas desigualdade (3.45) e (3.46), temos

(O] <2[|tllaee) € ll=(0)

para toda § € Cy(Q).
Uma vez que Cp(Q2) é o fecho de C;; () com a norma uniforme, podemos estender / para
I" : Ch() — R de modo que

IFO<2lullw@lICli=@) e Fe@ =1

Segue do Teorema de Representacdo de Riesz para medidas de Radon, veja Teorema 1.38,

existe uma dnica u* € M(Q) tal que

I(C)Z/QCdu’l (3.48)

para toda § € C5(Q).
Portanto, combinando (3.47) e (3.48), obtemos

— [wag+ [ g = [ ¢,

para toda § € C;(Q). Isto significa que u* é uma solug@o para (P3) com densidade (™.
Suponha agora que v € uma subsolugdo qualquer de (P3). No sentido distribucional, temos

—Av+g,(v) < —Av+g(v) < pu.
Aplicando o Coroldrio 2.6, obtemos v < u,, q.t.p em Q. Tomando n — +oo,
v<u* qtpemQ.

Portanto, u* é a maior subsolu¢do para o problema. [

Observacao 3.23. Note que a demonstragdo Proposi¢do 3.22 independe da escolha da
sequéncia de truncamento (g,),eN-
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Por exemplo, poderiamos considerar o truncamento

g(t),se —n<g(t)<n
gn(t) =14 n, seg(t) >n

—n, se g(t) < —n

que satisfaz as hip6teses da sequéncia (g, ),cn dada no enunciado.

Observacio 3.24. Pode-se mostrar que a medida u* construida na Proposi¢do 3.22, dita
medida reduzida de u, é a maior boa medida menor do que ou igual a u, veja [7, Theorem

1].

O lema a seguir desempenhard um papel fundamental no estudo das boas medidas para o

problema de Dirichlet ndo linear.

Lema 3.25. Para cada n € N, considere g, : R — R func@o continua e ndo decrescente.

Suponha que a sequéncia (g, ),cn satisfaga, para todo 7 € R:

gi(t) <+ < gu(t) < gn1(t) < -

onde lim g,(¢) = g(z).

n—+oo
Se u € uma boa medida para o problema de Dirichlet ndo linear com solugdo u e seja u, dada
por
—Auy +gu(uy) = emQ
u, =0 sobre dQ.

Ento, u, — uem W, (Q) e gu(un) — g(u) em L' (Q).
Demonstragdo. No sentido distribucional, temos
—Aup+gn(un) =4 e —Autgu)=p,

assim

—A(un —u) + gn(un) = g(u), (3.49)

no sentido das distribuicdes.

Além disso, ainda no sentido das distribui¢des, temos

_A(un - u) +gn(un) —gn(u) = g(”) _gn(”)‘
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Sabendo que u € L! (Q) é solugdo do problema de Dirichlet com nao linearidade g(u) €
L' (Q) e pelo fato de 0 < g,,(u) < g(u), para todo n € N, temos g,(u) € L' (Q) e

g(u) —ga(u) €L (Q).

Entdo estamos lidando com um problema de Dirichlet com nio linearidade g, (u,) — g, (u)
e densidade 1T, = g(u) — gn(u) € L' (Q), logo podemos aplicar a estimativa obtida no
Lema 3.14, dai para cada n € N, temos

&n(un) = gn(w)llz1(@) < llg(w) = &n()l11()- (3.50)

Vamos mostrar que |[g,(un) — gn ()| 11 (o) — 0.

Inicialmente, pelo Lema de Dini, confira Lema 3.20, a sequéncia (g,),cN converge uni-
formemente a g em compactos de R. Aliado ao Lema 3.21, segue que g,(u,) — g(u)
pontualmente em €, afinal sendo p uma boa medida, a conclusido segue andlogo ao argu-
mento utilizado na Proposi¢ao 3.22, u,, | u q.t.p em Q.

Mais ainda, para cada n € N, temos

g(u) —gn(w)| < |g(u)|+[gn(u)|.
Porém
8n ()] < |f(w)| € L' (@),
onde f(u) = [g(u)| +[g1(u)].

Por hipétese, fixado u(x), temos

lim g,(u(x)) =g(u(x)) q.t.pem Q.

n—r—oo

Assim, estamos nas hipoteses do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, veja

[11, Theorem 2.24], para a sequéncia (g, (u) — g(u))nen, vale

lim |[gn(u) —g(u)llL1q) = 0.

n—y+oo

Logo, combinando o limite acima com a desigualdade obtida em (3.50), obtemos que

lim |[gn(un) = gn(u)l|L1 (@) = O,

n— oo
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em outras palavras g, (1,) — g(u) em L' (Q).
Portanto, retomando em (3.49), no sentido distribucional, temos

—A(up —u) = g(u) — gn(un).

Pela Regularidade de Stampacchia-Sobolev, veja Teorema 1.64,

it = ll 1.1y < CI800) = 0 t) 13— 0.
e o resultado segue. 0

Utilizaremos a defini¢ao a seguir para comparar medidas, este € um processo relevante para

estabelecer existéncia de solugdo.

Definicao 3.26. Sejam u; e y, medidas de Radon finitas. Denotaremos t; < Uy sempre que
W(E) < u (E), para todo E C Q mensurével.

Dados uma boa medida | e uma medida qualquer y, € M(Q). Suponha que y < yj, no

sentido da defini¢do anterior, entdo o problema (P3) com densidade i, admite solugdo.

Teorema 3.27. Sejam p; uma boa medida para o problema (P3) e tp € M(Q). Se uy < uy,

entdo U, é uma boa medida.

Demonstragdo. Sejam u;,, 1= 1,2, solugdo de

—Aui’n +gn(ui7n) =U; em Q
uin, =0 sobredQ

dadas pelo Lema 3.17. Para todo n € N a func¢édo g, : R — R & continua e a sequéncia

(gn)nen satisfaz

8158 < ... < g <&+
gn(t) — g(t) paratodor € R.

Pelo Lema de Dini, veja Lema 3.20, sendo a sequéncia (g,),cn monétona, entdo g, — g
uniformemente em compactos.

Por hipétese u, < up, consequentemente

_Aul,n + gn(ul.,n) > _AMZ,n + gn(MZ,n)-
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Pela Proposi¢do 2.6, para todo n € N
U, <uy, q.tpemQ.
Sendo a sequéncia (g,),cn ndo decrescente, temos

gn(u2,n) < gnluip). (3.51)

Tendo em vista que U; € uma boa medida para o problema (3.3) com solucio u; ,, pelo

Lema 3.25 garantimos as seguintes convergéncias:

Ui, — upem W, (Q) (3.52)
gn(ur,) — g(up) em L' (Q). (3.53)

Consideremos agora u; solugéo distribucional de

—Auy +g(uy) =y em Q
u, =0 sobre Q.

Afirmamos que g, (u2,,) — g(u5) em L' (Q). De fato, com o mesmo argumento dado na
prova da Proposicdo 3.22, temos uy , | u5 q.t.p em Q.
Em particular, aplicando o Lema de Dini, veja Lema 3.20, combinado com o Lema 3.21,
obtemos

gn(uzn) — g(u;) q.tpemQ. (3.54)

Como g, (u1 ,) — g(u}) em L' (Q), pela reciproca do Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue [19, Proposition 4.9], existe uma funcio H € L' (Q) tal que

|8n(u1.0)| < H +g(u7).

Queremos determinar G € L' (Q) de modo que |g,(u2,,)| < G q.t.p em Q.
Se gn(u2,,) > 0, munidos de (3.51), obtemos

0< gn(”Z,n) < gl(ul,n) < 1+g(u>{)

Por outro lado

| T8n(u2.0) < 12l
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afinal

_Au2,n + gn(”Z,n) =2

no sentido distribucional. Entdo,

| 18D)| < 12l
Assim, note
g(u3) < g(uy .-
Se g(uz ) <0, tem-se
—8(u2.n) < g(u3).

Desse modo
G = |H| + |g(u7) +[g(u3)].

Logo,
|gn(u2,)| < G € L' (Q).

Disso, combinado com (3.54) e com o Teorema da Convegéncia Dominada de Lebesgue a

afirmacao segue. Novamente pelo mesmo argumento da Proposicao 3.22, segue

uy, — us  emL'(Q). (3.55)

Por fim, para toda ¢ € Cy(Q), vale

/gzuz’”A¢+/§2g”(u2’")¢:/Q‘Pdliz-

Por (3.55) e pela afirmacao anterior, temos

ngrfw Quz,nA(P B /QuzA(P

lim an(uz,n)(P = /Qg(uﬁ)(l).

n——+oo

Portanto, passando o limite obtemos que

Jusno+ [ gw)o = [ oam.

de modo que U é uma boa medida. O
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O resultado a seguir, € uma consequéncia interessante da proposi¢do anterior. Em particular,
podemos aplicéd-lo no seguinte sentido: dado u € M(Q) e a decomposi¢io de Jordan y =

ut —u~, se u é uma boa medida para o problema (P3), entdio 1~ também o é.
Proposicao 3.28. Se u <0, entdo u é uma boa medida para (P3).

Demonstracdo. Se L = 0, medida nula, basta considerar u = 0, teremos g(0) = 0, logo o
problema (P3) admite solu¢do e ut é uma boa medida. Se u < 0, basta usar o Teorema 3.27 e

o resultado segue. O

Uma propriedade relevante das boas medidas é dada a seguir, sua demonstracdo utiliza
fortemente o fato da medida reduzida u* ser a maior boa medida menor do que ou igual a
no sentido da Defini¢ao 3.26.

Proposicao 3.29. Se u;, up sdo boas medidas para (P3), entdo sup{, tp } = p € uma boa
medida.

Demonstracdo. Sendo p = sup{ i, U }. Temos

Considere p* a medida reduzida de y, isto é, u* é a maior boa medida que satisfaz

pr<p.
Assim,
mp<pt e <yt
isto €,
po=sup{py, o} < pu*
Segue do Teorema 3.27 que u € uma boa medida. 0

A esta altura o leitor pode estar se perguntando sob quais condi¢des o problema (P3) admite
solucdo distribucional. Se Q C R?, 0 problema (P3) foi investigado pelo matematico Juan
Luis Véazquez a qual propds uma caracterizacdo para as boas medidas para o problema (P3).
A seguir apresentamos as ferramentas necessdrias € o teorema de existéncia de solugao

proposto por Vazquez em [23].

A defini¢do de valores criticos € um conceito técnico e especifico para o Problema de Dirichlet
semilinear com fonte em medida. Este conceito, enunciado em [23], € uma ferramenta

essencial para caracterizar as boas medidas.
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Definicao 3.30 (Valores criticos). Para cada funcdo g, associaremos um par de valores

criticos, ¢ (g) e ¢ (g) dados por

) = mfezote (Sm(1)) ek

c(g) = m%cgom+C%m<ﬁ)>eqMR%}

onde g*(¢) = supg(t).

A luz do Teorema de decomposicio para medidas de Radon, veja Teorema 1.39, podemos
decompor p € M(Q), Q C R?, do seguinte modo:

b=p1+ Y Wby,
ieN

onde x; € Qe u; = u({x;}). Em que yup = Z UiOx, € dita puramente atémica e 11 € ndo
ieN
atomica. Além disso, as medidas sdo mutualmente singulares, isto é, u; L u;, para todo

ieN.
Veremos que a existéncia de solucdo para (P3) consiste em determinar os coeficientes U; e

verificar a condi¢do de subcriticidade, veja a préxima defini¢ao.

Definicio 3.31 (Subcriticidade). Se a medida p € M(RR?) satisfizer
¢ < Hi < C+7

isto €, se os coeficientes do ponto de massa U; ndo excedem os valores criticos, diremos que

u é subcritico com respeito a g.

Em posse da definicdo de subcriticalidade, enunciaremos o caso geral do Teorema de

Véazquez:

Teorema 3.32 (Teorema de Vazquez - caso geral). Seja Q C R? um dominio. Uma medida
1 € M(Q) é uma boa medida para o problema (P3) se, e somente se, i é subcritico com

respeito a g.

Demonstragdo. A prova deste teorema, embora seja de natureza técnica, ndo serd apresentada
aqui. No entanto, para aqueles que desejam explorar este teorema e aprofundar neste topico
recomendamos a leitura de [23].

Por fim, em resumo, podemos caracterizar as boas medidas para o problema (P3) pela
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decomposicao:
u=p+ Y min{w,c"}8y,
ieN
onde x; € Qe u; = u({x;}), paratodo i € N. O

Para o estudo do problema (P3), com Q C RN , N > 3, sugerimos o estudo de [3] e [5].

3.4 caso especial g(u) =¢"—1e u € M(Q)

Considere Q@ C R? um dominio com fronteira suave. Na Secdo 3.1, mostramos que o
problema de Dirichlet (P3) com semilinearidade p € W*I’z(Q) admite soluc¢do. Tendo
em vista que Wol"z(Q) — [P (Q), com 1 < p < +oo e sendo L” () um espago de Banach

reflexivo para 1 < p < +oo, entdo
(L7 (Q)) = W™ (Q).

Isso significa que o problema (P3) com p € LP (Q) também admite solug@o distribucional
com 1 < p < +oo,

Na Secdo 3.2, discutimos que o problema de Dirichlet ndo linear com densidade u € L! (Q)
admite solucgao distribucional.

No entanto, a existéncia de solugdo distribucional pode ndo ser garantida quando a fonte é
uma medida de Radon finita, isto é, u € M(Q), conforme visto na Se¢@o 3.3.

Desse modo, considerando Q@ C R?, o intuito desta secdo € estudar a existéncia de solucao

para o problema semilinear

(Ps)

—Au+e"—1=pu emQ
u=0 sobre dQ,

com dado u € M(Q).

A abordagem adotada € inspirada na tese [21] e faz uso de argumentos do utilizados na
demonstracdo do referenciado Teorema de Vazquez, veja [23].
Agora, determinaremos as boas medidas para o problema de Dirichlet (Ps) em R?. Inicial-

mente notemos que a fung¢do g dada por

g:R — R
ro— gt)=é€-1
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¢ uma fungio continua e no-decrescente, uma vez que g'(¢) = ¢’ > 0. Além disso, g(0) =0
e quando t < 0, temos —¢ > 0, assim
1
d=—<1.
e—t
Logo, ed—1<0. Agora, se t > 0, temos e > 1, consequentemente ¢’ — 1 > 0, isto &, g
satisfaz a Condi¢ao do Sinal.

O Teorema a seguir € um caso especial do Teorema 3.32 com semilinearidade g(u) = " — 1.

Sua demonstragdo € inspirada em [23] e [21].

Teorema 3.33. O problema (Ps5) admite solucdo distribucional, se e somente se, a densidade

satisfaz

M=+ Z HiOx;,
ieN

para todo x; € R?, Wi = u({x;}) <4m, isto é,

f=py+ Y min{y;, 47} 8.
ieN

Demonstragdo. Inicialmente, determinaremos os valores criticos ¢ (g) e ¢~ (g). Primeiro,

note
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Localmente, para a bola aberta centrada na origem de R? e raio R > 0, denotada por B(0,R)

temos

eﬁln<ﬁ) — 1‘

1—]x|§

- /B(O,R)

Aplicando o Teorema de Integracdo por Coordenadas Polares [11, Theorem 2.49], com

Tk

|x| =1, temos

R 1—12 Rip—gont]
[ = ] g
0 JS(0y4)| t2= 0 t2x

R C
= C/ ‘tl‘ﬁ—t’ dr
0

p 2
t“" 2z |R R
- C N
2—5-10 2o
RZ—ﬁ RZ
- C —
2-£ 2
com C = [S(0,#)| > 0. Portanto,
c 1 R*73  R?
“In(—))|= - 3.56
/B(o,R)g(27Tn(IX|)>’ '2—% 2 (330
Considere agora g | —1 1)) 2 supg” | =—1In( — | ), dai
2\ x| 2 x| ) )’
+( € 1 1 (2
8 %ln ‘x_l GLIOC(R)
S€ e somente se,
c 1
supg ™ (—ln (m>) e Ll .(R?)
Assim, a integral
p 2
+ iln(i))’: Rx R 3.57
frow e G (3 -5 2 327
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estd bem definida localmente, se e somente se,

C
2——>0
27r>’

ou seja, para qualquer numero real 0 < ¢ < 47. Tomando o supremo de tais valores reais,

cle)= o§S£4n{g+ (52 () et} =4

Determinaremos agora ¢~ (g). Com desenvolvimento andlogo, localmente é valido:

Jrom ¢ “(an (ﬁ))’ -

Agora, vale observe que para qualquer nimero real ¢ < 0, a integral acima estd bem definida,

C_(g):cigg{f (iln(’ ’)) eLlOC(Rz)} —oa

Ademais, do Teorema 3.27 a medida u € M(Q) é uma boa medida para (Ps) se, e somente

temos

R R
2-£ 2

isto €,

se, a parte positiva £ é também uma boa medida. Considerando a subcriticidade de i com
respeito a g(u) = e* — 1, entdo u({x}) <4, se e somente se, 4" ({x}) <47 para todo x € Q.
Portanto, para a demonstracdo desse teorema podemos considerar somente a parte positiva
de u, isto é, u*. A Demonstracio seguird em 3 passos, sendo o Passo 3 a demonstragio da

reciproca.

PASSO 1: Suponha que exista € > 0 tal que u({x}) < 4m — ¢, parax € Q. Pelo Lema de
Urysohn, podemos construir uma sequéncia de fungdes (&,),en C Cy (€2), de modo que para
cadan € N, tem-se 0 < §, < 1 e §, = 1 no conjunto

Q :{xe£2|d(x,a£2)>%}.

1
Para cada n € N, considere u, = {1 e u, € M(Rz) solugdo distribucional do problema:

—Au, = U, emQ
u, =0 sobre dQ,

para todo x € Q. Considere r > 0 e € > 0 satisfazendo

Un(B(x,r)NQ) < 4w —e.
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Em virtude de Q 1 € Q, segue do Coroldrio 2.13:

e e LN(Q

),

=

em outras palavras,
e e L (Q). (3.58)

Observe agora que para cada n € N a funcdo {, se anula no conjunto Q/Q 1, isto &, préximo

da fronteira de Q. Tendo em vista que —Au,, = {, 1L, entdo u, é harmonica no conjunto Q/Q .
Logo, para algum n € N, sendo u, uma fun¢do harmonica, pelo Principio do Méaximo Fracg,
u, atinge seu maximo na fronteira, logo é limitada em Q/Q;. Combinando este fato com
(3.58), obtemos ’

e e ! (Q).

Portanto, o problema de Dirichlet semilinear

—Aup+e""—1=p,+e""—1 emQ
u, =0 sobre dQ

(Py)

admite solug@o, uma vez que W, +e" —1¢€ L! (Q) é uma boa medida. Como " — 1 > 0,
temos W, < U, +e“" — 1 e i, é também uma boa medida para o problema (P,), segue do
Teorema 3.27.

Agora, tomando n —» +oo, afirmamos que w, — u fortemente em M(Q). De fato, pelo
Teorema de Decomposicao de Jordan, veja Teorema 1.11, podemos decompor u,, do seguinte

modo:
Up = ,LLCn = H+Cn - ,U_Cn,
pela unicidade da decomposigio, tem-se i, = u* ¢, e u= = p=E,.
Agora, tendo em vista o Proposicao 3.28, podemos considerar apenas a parte positiva da

medida, assim
(M=) = (1=G).

Pela construgdo da sequéncia (&,),en, quando n — o0, para todo x € Q vale:

lim 1-—§,(x) =0,

n—y+oo
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em particular, 4" -q.t.p em Q.

Uma vez que |§,| < 1, para todo n € N, entdo
|1_Cn’§1+|Cn|<2-

Logo, 1 — ¢, € L! (Q,u™). Agora, estamos nas hipéteses do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue para a sequéncia (1 — {,),en com respeito a medida u ™, assim

lim (1—¢,)du* =0.

n—y—-oo

Por fim, como afirmado:

lim (1 — fallagey = lim < [a-a) dm) _o.

n—r+oo n—+oo
Pelo Proposi¢ao 3.16, sucede que u é uma boa medida para o problema (P,,).

PASSO 2: Agora, suporemos que 1 ({x}) < 4 para todo x € Q. Este passo consistird em
duas afirmagdes.

Afirmacdo 1: Sejam xp,...,x; € Q de modo que p({x;}) > 2m paracadai=1,... k. Entdo,
o conjunto A = {xy,...,x;} é finito.

Com efeito, inicialmente observemos que |1|(A) < [1|(Q) < 4-oo. Se existisse (i) jeny C
(1)ien, tal que u({xi;}) jen > 27, para todo j € N, terfamos

uf(4) = |u| (U{xi})

ieN

> |yl (U {xj}>
JjeN
= ) lul({x;})

jEN

> Y on
jeN
= —|—oo,

que € uma contradic¢ao.

Afirmacéo 2: Dado 0 < o < 1, existe € > 0 satisfazendo au({x}) < 4w — € para todo x € Q.
De fato, pela Afirmagdo 1, se x € Q/A temos

au({x}) <2ra. (3.59)
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Caso, x € A, vale
ap({x}) < 4dar,

somando e subtraindo 47 na desigualdade anterior:
op({x}) <dom+4n—4n=4n—4n(l —a) (3.60)

Jique 0 < a < 1, tomemos € = 47(1 — o) > 0. Disso e pelas desigualdades (3.59) e (3.60),
para todo x € €, obtemos
opu({x}) <4m—e.

Logo, segue do Passo 1 que a medida ot € uma boa medida para o problema

—Auy+e"—1=u, emQ
u, =0 sobre dQ
Por fim, tomando uma sequéncia (@, ),cn tal que
lim o —1=0,
n——4-oo0

mostremos que oy, it — U fortemente em M(Q) quando n — +o0. Por certo, pelo Teorema

de Decomposi¢do de Jordan, novamente considerando apenas a parte positiva, temos

Ot — = (0 — u™

Assim,
. o — . - Jr
i loun o = tim ([ (@ 1an)
e - _
— 1@ lim (o 1)
= 0.

Portanto, como o conjunto das boas medidas € fechado com respeito a convergéncia forte,
segue U € uma boa medida para o problema

—Auy+e" —1=u, emQ
u, =0 sobre dQ.
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PASSO 3: Reciprocamente, suponha que exista 1 € M(Q) boa medida para o problema

—Au+e"—1=pu emQ
u=0 sobre dQ,

e que para algum x( € Q, fixado, tenhamos u({xo}) > 4.
Desse modo, existe A € R satisfazendo

A <A < u({xo}).

Agora, considere a medida A 6,,. Dado A € B(Q), suponha x( € A, entdo O, (A) =1e

A =248 (A) < pu(fxo}) < p(A).

Por outro lado, se xg ¢ A, vale que 6y,(A) = 0, por consequéncia A 6y,(A) = 0. Sabendo que
1(A) >0, entdo
1(A) > 28, (4) = 0.

Agora, segue diretamente do Teorema 3.27 que A dy, € uma boa medida para o problema

—Av+e’'—1=210,, emQ
v=0 sobre dQ.

(3.61)

com v solucao distribucional.
Ademais, seja w a solugdo distribucional para o problema de Dirichlet linear com densidade
Ay, € M(Q):
—Aw =16;, emQ
w=0 sobre dQ.

(3.62)

Combinando esses dois problemas:

—Av+Aw=—¢€"+1 emQ
v—w=0 sobre dQ.

Tendo em vista que —’ + 1 € L' (Q) e A(v —w) € L'(Q), pelo Coroldrio 2.10 obtemos

lim v(xo,7) — W(xo,7)
r—0t ln(l/r)

=0. (3.63)
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Como w € L' (Q), —Aw = A§,, no sentido distribucional e xo € B(xo, ), as seguintes propri-

edades se verificam para o problema (3.62):

| A
ﬁhrnl(l)gfl@o(B(xO,r)) = ghrnl(l)ngXO(B(XOJ))
A
Y
e
1. A
—limsup A&y, (B(xo,7)) = =—limsup &y, (B(xo,7))
T o0+ T o+
A
on

Logo, lim (i)r+1f A0y, (B(xo,r)) = limsup A &y, (B(xo,7)).
r—

r—0t

A
Retomando em 47 < A < u({xp}), temos T 2. Além disso, devido ao resultado anterior:

wa0.r) _ L) s (Blxour)) = = > 2.

0 n(1/r) 2@ 2
Agora, em posse de (3.63), segue:
v(x0,r) . w(xo,r)
0 = — ML A
50+ In(1/r) o0+ In(1/7)
_ V(xg,r) A
~ In(1/r) 27
Portanto, V{0, 7) = i > 2.
In(1/r) 2m

: A .
Por outro lado, seja2 < ff < o entao existe ro > 0 de modo que para todo r < r( vale:
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Fixando 8 < rj e integrando em coordenadas polares, temos

6
/ e = / (/ evd0'> dp
B(x0.8) 0 \JaB(xo.p)
)
0 \JaB(x.p) 27P
J P
= 27r/ (/ —eVdG) dp
0 \JaB(x.p) 2P
2 ’ L pvao) d
= 2r ——¢" do )
/o (p/amxo,pﬂﬂpe ) P

Aplicando a Desigualdade de Jensen,

2 ° ' was) d 2 ° v(x0.P) 4
7.L. _ v 0. > TC/ v{Xo,
/o (p/aB<xo,p> 27rpe ) p = 0 pe P

> on /Speﬁlna/p) ap
0
5 B
— In(1/p)
27:/0 p(e ) dp
1) 1 B
= 2 / -] d
g 0 P (P) P

|
= —|—o<>’

A
pois2 < fB < o Contradizendo o fato de ¢” € L'(B(xp, §)). O
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