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Resumo

Esta dissertacdo tem como objetivo estudar a atratividade global de uma equacao
ndo-autdonoma de Nicholson com um par de retardos dependendo do tempo. Mais
precisamente, iremos investigar a permanéncia, estabilidade local e atratividade global

de seu equilibrio positivo K. Todos os resultados podem ser encontrados em [4].

Palavras-chave: retardos; equag¢des com retardos dependendo do tempo; atrativi-

dade global; permanéncia; estabilidade local.
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Abstract

This dissertation aims to study the global attractivity for a nonautonomous Nichol-
son’s equation with a pair of time-varying delays. More precisely, we will investigate
the permanence, local stability and global attractivity of its positive equilibrium K. All

results can be found in [4].

Keywords: delays; equations with time-dependent delays; global attractivity;

permanence; local stability.



Notacao

Derivada de x em relagdo a t
Espaco das fung¢des continuas de [—7,0] em R”

Espaco das fung¢des continuas nido-negativas de [—7,0] em
Rn
Norma do supremo

Norma em R"

Norma em R

supremo essencial

fungdo de [—7,0] em R" definida por x;(6) = x(t + 6)
subconjunto aberto de R x C
o-algebra de Lebesgue
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Introducao

Diversos fendmenos da natureza podem ser descritos por equagdes diferenciais or-
dindrias e elas ajudam a prever diferentes cendrios e assim, auxiliam na tomada de
decisdes, de modo a trazer seguranga e bem-estar para nossa populagdo. Apesar da
grande eficiéncia dos modelos descritos pelas equagdes diferenciais ordindrias, a maior
parte dos fendmenos ndao acontecem de forma instantidnea, mas possuem um certo
tempo entre a sua causa e o efeito e este tempo quando introduzido na equagdo pode
mudar drasticamente o comportamento de sua solugdo. Por exemplo, solu¢des que sdo
estdveis podem se tornar instaveis, ou podem passar a descrever um comportamento
oscilatério. Devido a isso, para entender de forma mais precisa um determinado fend-
meno, é necessdrio considerar este parametro na equacdo que é chamado de retardo, ou
memdria. Uma equagdo com retardo se torna uma equagao definida no espaco das fun-
¢Oes, que é um espaco de dimensdo infinita, ndo sendo mais considerada uma EDO e
necessitando de técnicas mais sofisticadas para tratar o problema. Este tipo de equacédo
descreve a influéncia que o passado tem no momento presente, trazendo mais precisao
a descri¢ao do fendomeno estudado.

Sabemos que a maior parte dos fendmenos deveriam ser descritos por estas equa-
¢des com retardos, como, por exemplo, modelos que descrevem o uso de medicamen-
tos que precisam levar em consideragdo o tempo entre a sua ingestdo e o seu efeito;
modelos que descrevem dinamicas populacionais que precisam considerar o tempo
entre o nascimento e entrar na fase reprodutiva; modelos de processamento de dados
que precisam considerar o tempo entre o envio de certa informagdo e esta ser pro-
cessada, entre outros, porém devido a grande dificuldade em se trabalhar com estas
equagdes, usam-se as EDOs para estudar estes fendmenos e isso acaba trazendo uma
andlise ndo tdo precisa para a previsdo dos fendmenos.

E importante destacar que existem vdrios tipos de equagdes com retardo. Os ti-

pos de equagdes mais simples sdo os que possuem retardos constantes, que apesar de
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trazerem mais precisdo aos fendmenos estudados nem sempre sdo o ideal, pois nor-
malmente este retardo depende de outros fatores, como tempo, estado, entre outros.
Por outro lado, quanto mais variaveis e parametros o retardo depende, mais complexa
se torna a equagdo e mais dificil se torna lidar com esta equagao.

O foco neste trabalho serd em uma classe chamada Equacgdes Diferenciais com Retardos
Dependendo do Tempo. Mais precisamente, estudaremos a equacdo de Nicholson e suas
versdes quando o retardo depende do tempo.

Um dos primeiros registros que temos conhecimento do surgimento das equagdes
diferenciais com retardo sdo de Marqués de Condorcet e Poisson no século XVIII que,
ao estudarem outros tipos de equagdes, se depararam com as equagdes com retardo
e viram a necessidade de desenvolver técnicas para resolverem os problemas. Ja no
século XIX, Volterra e Picard viram a importancia dessas equac¢des e comegaram a falar
sobre elas em grandes eventos e congressos de mateméticos como o ICM, enfatizando
a importancia de levar em consideracdo o tempo passado, ndo apenas o imediato como
vemos por exemplo na mecanica cléssica.

A equacdo cléssica de Nicholson foi introduzida em 1980 por Gurney, Blythe e Nis-
bet [13] ap6s o estudo de dois trabalhos do entomologista australiano Alexander John
Nicholson [14, 15] nos anos 1950, onde o bidlogo estudou a populagdo de moscas vare-
jeiras da espécie Lucilia cuprina. Esta espécie de moscas era responsdvel por um grande
praga: a mosca fémea localiza uma ovelha com ferida, acimulo de fezes ou urina na
14, e pde seus ovos, essas larvas colocadas ali causam grandes lesdes nas ovelhas, que
podem ser fatais. Por isso esses estudos foram tdo importantes para a biologia e a equa-
¢do de Nicholson ficou muito tempo conhecida como Blowfly equation, se referindo as
moscas varejeiras.

Gurney, Blythe e Nisbet fizeram uma comparagdo entre os experimentos de Nichol-
son e o modelo logistico com retardo, que foi introduzido anteriormente por Hutchin-
son [20]:

(1)

N'(£) = rN (1) {1 _ M] |

K

Aqui é importante enfatizar que Hutchinson foi o primeiro a apresentar um retardo
na versdo da equacdo logistica, introduzida por Pierre Francois Verhulst em 1838. Este
retardo tinha como interpretacdo o tempo entre o nascimento e a entrada na fase de
maturacdio.

Observe que na equacdo (1) as constantes r e K que sdo consideradas sdo positivas e,

portanto, uma andlise mais minuciosa do modelo nos leva a perceber que Hutchinson



Introducéo 5

colocou o retardo na taxa negativa, enquanto que, dada a interpretacdo deste retardo,
este deveria ser considerado na taxa positiva. Ao repararem esta inconsisténcia, pro-

puseram a equacao cldssica de Nicholson para moscas varejeiras
X' (t) = —éx(t) + px(t — T)e~ (=T )

onde p,d, T > 0 e x(t) representa o tamanho da populagdo adulta de moscas no tempo
t, 6 é a taxa de mortalidade adulta, p é a taxa maxima de produgdo de ovos, 1/a é o
tamanho da taxa maxima em que a populagdo produz ovos. A fun¢do de nascimento é

dada pela ndo-linearidade de Ricker xe™*

¥, com x avaliado no tempo t — T onde T é 0
tempo do ciclo da vida da mosca do ovo até a fase adulta, ou seja, o tempo que os ovos
gastam para se tornar sexualmente maduros.

Desde que foi apresentada na literatura, a equacdo de Nicholson tem sido exten-
sivamente estudada, e véarias versdes do modelo analisadas em diferentes contextos
da biologia matemadtica. Estes estudos tiveram um enorme impacto, ndo somente do
ponto de vista te6rico da matemadtica pura, mas também em aplicagdes em outras dreas
do conhecimento.

Citamos por exemplo, os modelos que descrevem as redes neurais, eles consideram
que a transmissdo da informagdo de um neurdnio para outro demanda um certo tempo
e é possivel associar um modelo de Nicholson com multiplos retardos a este fendmeno,

veja [16], onde Gopalsamy e He estudam uma equagédo do tipo

x'(t) = —éx(t) + i pijx(t— T]-)e_”ix(t_rf). (3)
j=1

A seguinte versdo ndo-autonoma de (2), considerando dois retardos dependentes

do tempo, foi sugerida em [1] por Berezansky e Braverman:

x'(8) = (1) (px(t —())e =0 —5x(t)) 4)

onde p,a,6 € (0,00), B,0,T: [0,00) = (0,00) e T(t), 0 (t) representam, respectivamente,
o periodo de incubacdo e de maturagdo da mosca.

Neste trabalho, Berezansky e Braveman [1] conseguiram critérios para estabilidade
local e global dos equilibrios positivos da equacdao de Mackey-Glass

() = B() [ —x(t) + 5 ixg(:(;)(in
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com v > 0,a > 1 e definiram como um problema aberto considerar outros modelos
em que a versdo cldssica envolve dois retardos coincidentes, mas analisando também
quando esses retardos podem variar, tanto na versao (4) da equagdo de Nicholson para

moscas varejeiras, como na versdo abaixo

¥'(8) = B(t) <i pie(t — Ty(t))e ) — 5x(t)) =t (5)
j=1

que considera multiplos pares de retardo dependendo do tempo, onde p;, a;,d € (0, %)
e B,7j,0j: [to,0) — (0,00) sdo continuas, ndo-negativas e limitadas, com f(t) limitada
por baixo por uma constante positiva.

Observamos aqui que considerar o retardo dependendo do tempo neste modelo
ja traz vérias complica¢des para a andlise do modelo, uma vez que temos que lidar
com o comportamento das funcdes 0, Tj, @0 invés de uma constante. Também existem
estudos recentes que vao mais além e investigam versdes deste modelo para o caso
em que o retardo depende do estado, precisando de uma andlise ainda mais profunda,
dado que é necessério avaliar a regularidade das fung¢des envolvidas.

Recentemente, a versdo autonoma de (4)
X' (t) = —6x(t) + px(t — T)e~(=9) (6)

com retardos constantes, onde p > 6 > 0e T > ¢ > 0, foi estudada por El-Morshedy
e Ruiz-Herrera em [2], que estabeleceram critérios para a atratividade global do equi-
librio positivo. Os modelos de Nicholson (6) e (4) envolvem um termo ndo-linear cha-
mado monotonicidade mista, que em (6) é dado por g(x(t — 7),x(t — 7)), onde g(x,y) =
pxe~ % é mondtona crescente na primeira varidvel e monétona decrescente na segunda
varidvel.

Em 2020, Long e Gong [3] consideraram a equagdo (5) e mostraram que se }; pj <
0 o equilibrio 0 é um atrator global de todas as solug¢des positivas, e mais ainda, é
globalmente exponencialmente estavel se ) ; p; < .

A equagdo (5) é tipicamente utilizada em dindmica populacional, sistemas de regu-
lagdo fisiolégica e em outros contextos, onde a interpretagdo dada de se obter 0 como
um atrator global corresponde a extingdo da populagéo representada por x(t).

Do ponto de vista bioldgico, o estudo da atratividade global de um equilibrio posi-
tivo é mais interessante, neste caso, veremos que o equilibrio positivo K existe e é tinico
se, e somente se, Z}“:l pj > 6.

No artigo estudado nesta dissertagdo [4], Faria e Prates sempre assumem p :=
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Z}”:l pj > ¢, e neste caso a capacidade de carga K > 0 ¢ definida pela identidade

Y pe ik =0 (7)
Para (6), se p > 6, o equilibrio positivo é avaliado explicitamente como

s ()

enquanto para (5) é implicitamente definido por (7).

Motivados pelos trabalhos [1, 2, 3], o principal objetivo dos autores em [4] é estabe-
lecer condicdes suficientes para o equilibrio K de (5) ser um atrator global de todas as
solugdes positivas. Ao longo desta dissertacdo, veremos resultados de permanéncia e
estabilidade de (5) e a atratividade global do equilibrio positivo de (4), que é um caso
particular.

Esta dissertagdo estd baseada no estudo aprofundado da referéncia [4]. E impor-
tante enfatizar que apesar do estudo de [4] ser o principal objetivo desta dissertagdo,
aqui fazemos um estudo de diversos artigos e livros que serviram como base para
uma melhor compreensdo dos resultados de [4]. Os artigos e livros estudados foram
[2,5,6,7,8,12,18, 21, 23]. Investigaremos de maneira detalhada os passos utilizados
para mostrar a atratividade global de K para todas as soluc¢des positivas de (4).

Este trabalho esta dividido em 3 capitulos. O primeiro capitulo apresenta os resul-
tados e no¢des preliminares. No Capitulo 2, veremos resultados relacionados a versao
autonoma da Equagdo de Nicholson com dois retardos constantes, e no dltimo traze-
mos a construgdo das condi¢des para a atratividade global da equagédo (5) e mostramos
a atratividade global de (4).



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos conceitos, definigdes e resultados basicos que serdo
importantes para o bom entendimento desta dissertacao.

Comecaremos apresentando a teoria bésica sobre equagdes com retardo. Apods
isso, iremos analisar as principais propriedades das solu¢des das equagdes diferenciais
como persisténcia, estabilidade, entre outros. Para isso, utilizaremos como referéncias

principais os livros [7], [12] e [23], além das referéncias [4], [5] e [6].

1.1 Nocgoes basicas sobre Equacdes com Retardo

Nesta se¢do, comecgaremos com algumas defini¢des e nogdes bésicas sobre equagdes
diferenciais com retardo.

Considere C = C(|—1,0],R") o espaco de Banach das fung¢des continuas ¢: [—7,0] —
R", onde T > 0, equipado com a norma do supremo |||/« = SUPge[_1] | (0) ||, onde
|| - || é anorma euclidiana em R”. Quando n = 1, denotaremos a norma euclidiana em
R por | - |.

Comecaremos introduzindo a notacdo abaixo, que serd bastante utilizada ao longo

desta dissertacao:

Defini¢do 1.1.1. Seja x; € C([—7,0],R"). Definimos x; por x;(0) := x(t+6), 6 € [—7,0],
parat € [ty, to+ 0], o > 0.
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Xt

e\

L 0

Pela defini¢do acima e pelo grafico, conseguimos observar uma diferenga clara en-
tre equagdes com retardos e equagdes diferenciais ordindrias. As primeiras envolvem
solugdes definidas em espago de dimensdo infinita, pois lidam com fung¢des, enquanto
as segundas ndo necessariamente. No caso da EDO, depende do tipo de equagdo que
estamos trabalhando.

Observagio 1.1.2. E possivel estender esta definicio para o caso em que se considera retardos
infinitos, mas nio entraremos neste tema, uma vez que para o propdsito desta dissertagdo nos
restringiremos apenas ao caso do retardo finito. Por outro lado, destacamos aqui que para se con-
siderar retardos infinitos, é necessdrio definir as solugoes em um espago de fase mais sofisticado
para garantir a boa colocagio do problema. Para mais detalhes, veja [24].

Defini¢ao 1.1.3 ([12]). Se T > 0 é uma constante positiva dada, seja C = C([—1,0],IR") e, se
x: [-T,w] > R", w > 0,sejax; € C, t € [0,w), definido por x¢(0) = x(t+0),0 € [—1,0].
Se f: D — R" é uma fungdo dada, onde D é um subconjunto aberto de R x C, uma equagdo
diferencial funcional com retardo (usaremos EDFR para simplificar) é definida pela relagdo

X(t) = f(t,x). (1.1)

Defini¢do 1.1.4 ([12]). Se ¢ € C é dado, entio a solu¢do x(t,$) de (1.1) com valor inicial
¢ em t = 0 é uma fungdo continua definida num intervalo [—7,w),w > 0, tal que x¢(0) =
x(0,¢) = ¢(0) para 0 € [—7,0],x(t, ) tem derivada continua em (0, w), derivada a direita
em t = 0esatisfaz (1.1) para t € [0, w).

Note que, diferentemente das equac¢des diferenciais ordindrias, as equagdes diferen-
ciais com retardo possuem como condicdo inicial uma funcdo em um certo intervalo e
também, para estudar as equagdes com retardos, precisamos trabalhar com o espaco
de fungdes, o que nos leva a ter que lidar com espagos de dimensdo infinita, o que
traz mais complexidades do que o caso das EDOs. Sabemos que muitas propriedades
que sdo vélidas em espaco de dimens&o finita ndo continuam vélidas para espagos de

dimensao infinita.
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Observamos também que para se resolver uma equacao diferencial com retardo, é
necessdrio utilizar o método dos passos, e ir avaliando o comportamento da solugdo
em cada etapa, pois a historia recente pode modificar de forma significativa o compor-
tamento da solugdo no momento seguinte. Este fato faz com que seja muito complicado
realizar as simulagdes numéricas para as equagdes com retardo, pois é necessdrio iterar
diversas vezes e isso exige um certo custo computacional que ndo é simples.

Chamamos a atencdo do leitor ao fato de que nesta dissertacdo, estamos traba-
lhando com o espago das fun¢des continuas, que serd suficiente para nossos propo-
sitos, entretanto é possivel definir solugdes dessas equagdes em espagos mais gerais
como por exemplo, no espago das fungdes continuas por partes, bem como no espaco
das fungdes regradas, ou seja, cujo os limites laterais da fungdo existem, que permitem
modelar fendmenos com mudancgas mais abruptas no estado inicial. Essas equagdes
sdo muito interessantes e existe uma vasta literatura sobre isso. Veja [25, 26] . Porém,
apesar disso, ndo iremos tratar esses casos mais gerais nesta dissertagéo.

O préximo resultado é muito importante para garantir que a funcdo f que aparece
no lado direito em (1.1) esteja bem definida.

Lema 1.1.5 ([12], Lema 2.1). Se x é uma fungio continua, entdo x; é uma fungio continua de
t, para todo t € [0, w|.

Demonstragio. Como x é continua em [—T, 0], entdo x é uniformemente continua, logo,
para todo € > 0, existe § > 0 tal que se |t —s| < J entdo ||x(t) — x(s)|| < €, para todo
t,s € [-7,w]. Em particular, t,s € [0,w] tal que |t —s| < J, entdo ||x(t +6) — x(s +
0)|| < e, para todo 8 € [—1,0]. O

O préximo resultado é uma consequéncia direta do Teorema Fundamental do Cal-
culo, e nos fornece uma formulagdo integral para a EDF estudada. Essa formulagdo
¢ muito importante, especialmente quando se usa resultados da Teoria de Ponto Fixo
para nossa equacdo, com o objetivo de provar existéncia e unicidade de solugdes, pois
normalmente tomamos o operador nestes teoremas como a formulagdo integral da so-

lucao.

Lema 1.1.6 ([12], Lema 1.1). Seja ¢ € Ce f: D — IR" continua, onde D C R x C ¢
aberto. Entdo encontrar a solugdo da equagdo (1.1), com condicdo inicial xy = ¢, é equivalente
a resolver a equagdo integral

x(t) = ¢(0) + /Otf(s, xs)ds, t > 0. (1.2)
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Demonstracdo. Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos

/Otx’(s)ds = /Otf(s,xs)ds
() —x(0) = /Otf(s,xs)ds
W) = 9(0)+ [ Fls,x)is

ja que pela condicao inicial, x(0) = x(0 +0) = x¢(0) = ¢(0). A reciproca é trivial. [J

Defini¢ao 1.1.7 ([12]). Seja X um espaco de Banach e U um subconjunto de X, seja T: U —
X, entdo T é completamente continua se T é continua e para qualquer conjunto limitado
B C U, o fecho de T(B) é compacto.

O préximo resultado é o famoso Teorema do Ponto Fixo de Schauder .

Lema 1.1.8 ([12], Lema 2.4 - Teorema do Ponto Fixo de Schauder). Se U é um subconjunto
fechado, limitado e convexo de um espaco de Banach X e T: U — U é completamente continua,
entdo T tem um ponto fixo em U.

Uma consequéncia direta deste Teorema é o resultado de existéncia de solugdes. Va-
mos omitir sua demonstracdo por ser cldssica e bastante longa, mas o leitor interessado
pode consultar [12].

Teorema 1.1.9 ([12], Teorema 2.1 - Existéncia). Seja D um subconjunto aberto de R x C
e f: D — R" continua. Para qualquer (0,¢) € D, existe uma solugdo da equagio (1.1) que

passa por (0, ).

Antes de prosseguirmos, vamos relembrar o conceito de fun¢des que satisfazem a
condicdo Lipschitz . Esta condi¢do é muito importante para garantirmos a unicidade
da solucéo.

Defini¢ao 1.1.10 ([7], Condigdo de Lipschitz). Dizemos que f: D — R" assume a condi-
¢do de Lipschitz em cada subconjunto limitado de D se para todo a,b € R e M > 0, existe
K > 0 tal que

£t ¢) = fF(E ) < Kl = Plloo, a <t <D, [[@lloo, [$lle0 < M

Defini¢do 1.1.11 ([5], Defini¢do 2.1). A fungio g: [0, 00) X R — [0,00), g(t, uy, up, -+ , 1)
é dita localmente Lipschitz se, para todo intervalo compacto da forma [a, b], existem constan-



12 Preliminares

tes positivas wy([a,b]), k =1,---,1, tais que:

!

g(tur, ug, - up) — g(t01,00, -, 0p)| <Y o[, b]) [ — vk,
=

Uk, Uk € [a,b], k=1,---,1,t>0.

Teorema 1.1.12 ([12], Teorema 2.3 - Unicidade). Seja D um subconjunto aberto de R x C
e suponha que f: D — R" seja continua e f(t,¢) seja Lipschitz com respeito a ¢ em todo
subconjunto compacto de D. Se (0,¢) € D, entdo a equagdo (1.1) tem uma tinica solugio
passando por (0, ¢).

Este resultado acima também ¢ bastante cldssico e por isso iremos omitir a demons-
tragdo, mas lembramos que existem vdrias formas de demonstrar este resultado. Nor-
malmente, usa-se a Desigualdade de Gronwall. Entretanto, pedindo algumas limita-
¢Oes na constante de Lipschitz, é possivel também provar existéncia e unicidade de
solugdes com o Teorema do Ponto Fixo de Banach, mas para isso é necessario que a

constante de Lipschitz seja suficientemente pequena.

Definic¢ao 1.1.13 ([7]). A érbita de ¢ é o conjunto
O+ (¢) = {x(¢) : £ >0} € C.

Defini¢ao 1.1.14 ([7]). & € C é um equilibrio se sua orbita é O, (%) = {x}.

Proposicdo 1.1.15 ([7], Proposicao 5.4). X é um equilibrio se, e somente se, X satisfaz f (%) =
0. Neste caso, x(t) = %, t € R, é uma solugio de (1.1) em [—r, o0).

Demonstragio. Se X é um equilibrio, entdo x;(X) = %, para todo f > 0, entdo x(t +0) =
%, paratodot >0ef € [—r,0].

Tomando 6 = 0, temos x(t) = %, para todo ¢ > 0, entdo x(t) é constante e x'(t) = 0
e entdo f(%) = 0.

A reciproca é trivial, pela unicidade de solugdes. O

Como estamos interessados em solugdes positivas, vamos considerar o subespaco
Cq :={peC:¢(0) >0em[-7,0),¢(0) > 0} do espago das fungdes continuas.
A seguir, definiremos alguns conceitos que serdo muito importantes para provar-

mos nossos resultados principais.

Defini¢do 1.1.16 ([4]). O equilibrio positivo % é globalmente atrativo em Cj selim;_,o0 x(t) =
%, para todo x(t) = x(t; to, ¢) com condigio inicial x;, = ¢.
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Definicao 1.1.17 ([4]). O equilibrio positivo X é chamado atrator global se é globalmente
atrativo em C .

Defini¢ao 1.1.18 ([12], Defini¢do 1.1). Suponha f(t,0) = 0, para todo t € R. A solugio
x = 0 da equagio (1.1) é dita estdvel se para todo ty € R, € > 0, existe § = (e, to) tal que
¢ € B(0,0) implica x¢(to, ¢) € B(0,€), parat > t.

Definicao 1.1.19 ([4]). O equilibrio positivo x é globalmente assintoticamente estdvel se

é estdvel e globalmente atrativo.
Vamos definir o que seria “ordem” no espaco C das fun¢des continuas.

Defini¢do 1.1.20 ([6]). Dizemos que ¢ < ¢ em C se, e somente se, p(s) < ¢(s) em R", para
todo s € [—T,0].

Novamente aqui precisamos defnir “ordem” em RR". Diremos que f(s) < g(s) em
R" se fi(s) < gi(s),i = 1,---,n. Usando a Defini¢do 1.1.20, é possivel apresentar a

noc¢ao de quasi-monotonicidade para as fung¢des f relativamente a segunda varidvel.

Definicao 1.1.21 ([6], Quasi-monotonicidade). Dizemos que f: D — IR" satisfaz a con-
di¢do de quasi-monotinicidade quando, sempre que ¢ < P e ¢;(0) = ;(0), tivermos
fi(t,¢) < fi(t,¢) para todo t € [0, w).

Teorema 1.1.22 ([12], Dependéncia Continua). Suponha D C R x C aberto, (ty, ¢o) € D,
Y € C(D,R"), e que x° é uma solucio da EDFR x'(t) = £ passando por (to, po) que existe e
é uinica em [ty — T, t]. Seja WO C D um conjunto compacto definido por W° = {(t,x9): t €
[to, 1]} e seja VO uma vizinhanca de WO em que fO é limitado. Se (5, ¢, f¥), k = 1,2,-- -,
satisfaz t* — to, ¥ — ¢o e |f* — fOlyo — 0 quando k — oo, entdo existe kO tal que para k°
a EDFR x/'(t) = f* é tal que cada solucio x* = x*(tX, ¢, f*) passando por (t, ¢*) existe em
[t* — 1, t1] edado € > 0, x¥ — x0 uniformente em [ty — T + ¢, t1].

Teorema 1.1.23 ([6], Teorema 1.1). Sejam f,g: D — IR" continuas, Lipschitz em cada sub-
conjunto compacto de D, onde D é um subconjunto aberto de R x C. Assuma que f ou g
satisfaz a propriedade de quasi-monotonicidade e que f(t,$) < g(t,¢), para todo (t,¢) € D.
Se (to, ¢), (to, ) € D satisfazem ¢ < ¢, entdo x(t,to, ¢, f) < x(t,to, ¢, g) para todo t > t,
e ambas solugdes estdo definidas.

Demonstragio. Suponha, sem perda de generalidade, que f assume a condi¢do de quasi-
monotonicidade. Sejame = (1,1, - ,1), (¢, p) = g(t,¢) +e€e, Ye(t, ) = Y(t,$) +e€e,
com € > 0.
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Se x(t,to, 1, g) estd definida em [ty — T, t1] para algum t; > fo, entdo x(¢,to, e, ge)
também estd definida para € > 0 suficientemente pequeno. Além disso,

x(t, to, Pe, ge) — x(t, to, 9, g), quando e — 0

para t € [ty, ;1] pelo Teorema de Dependéncia Continua 1.1.22.

Observe que a desigualdade que queremos provar segue direto para o caso em que
t € [to — T, to]. De fato, note que x(¢,to, ¢, f) = p e x(t,to, ¢, §) = P e por hipédtese, ¢ <
1y, obtendo o resultado desejado para este caso. Agora resta mostrar a desigualdade
para (to, t1]. Para isso, basta mostrar que x(t,to, ¢, f) < x(t, to, Pe, ge) em (to, 1] para e
suficientemente pequeno, e fazendo € — 0 segue o resultado.

Se a afirmacgdo acima for falsa para algum e > 0, entdo existe s € (to, ;] tal que
x(t,to, ¢, f) < x(t,to, Ye, ge) paraty < t < sex;i(s, to, ¢, f) = xi(s, to, Pe, ge) para algum
i. Pelo Teorema do Valor Médio devemos ter x/(s, to, ¢, f) = xi(s, to, e, ge). De fato,
como x(t,to, ¢, f) < x(t,to, e, ge) € xi(s, to, , f) = xi(s, to, Pe, ge) para algum i, para
6 € [to,s), temos que

xi(sl tO/ 47/f) - xi(9/ tO/ 47/f) > xi(sl tO/ ll)€/g€) — xi(G, tOI lpezge)
s—0 s—0 ’

Logo, pelo Teorema do Valor Médio existem «, § € (6, s) tais que

xi(s, to, ¢, f) — xi(0, to, ¢, f)

Yot g f) = )
> xi(s/ tO/ Sbe;ge) - xi(9/ tO/ lpe,‘/ge)
s—0
= xf(,B, to, Ye, &e)

fazendo 6 — s, temos &, B — s e pela desigualdade acima, obtemos x.(s, to, ¢, f) >

xll'(s/ tO/ lpE/ ge)
Por outro lado,

8i(s, xs(to, Ye, 8e)) + €
fi S'xS(tO/ll}efge))
fi(s, xs(to, ¢, f))

xll'(sr tO/ 1l)€/g€)

VoV

(1.3)

I

=
Al
—~
N

—-—
o
~
-
N
~~
SN—

onde a ultima desigualdade segue da condicdo de quasi-monotonicidade. A contradi-

¢do (1.3) implica que néo existe tal s, o que prova a afirmagéo. O
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Um dos nossos objetivos nesta dissertacdo, é investigar a persisténcia da seguinte

versdo da equagdo de Nicholson:

X(t) = () (f pix(t = Tj(t))e o) 5x<t>> >,
j=1

onde B: [tp, 00) — (0, 00).
Para isso, precisaremos de algumas defini¢des importantes que podem ser encon-
tradas em [4]. Vamos apresentar as defini¢des para o caso geral (1.1) e depois investi-

garemos estas no nosso problema especifico.

Definicao 1.1.24 ([4]). A equagdo (1.1) é dita persistente se existe m > 0 tal que para todo
¢ € Cy existe t, = t.(¢) de modo que a solugdo x(t,to, ) de (1.1) satisfaz x(t, to, ¢) > m
parat = t,.

Definicao 1.1.25 ([4]). A equagdo (1.1) é dita dissipativa se existe M > 0 tal que para todo
¢ € Cf existe t, = t.(¢) de modo que a solugio x(t,to, ¢) de (1.1) satisfaz x(t,to, ¢) < M
para t = t,.

Definicao 1.1.26 ([4]). A equagdo (1.1) é dita permanente se é dissipativa e persistente, isto
é, se existem m, M > 0 tais que para todo ¢ € Cy existe t, = t.(¢) de modo que a solugdo
x(t,to, ) de (1.1) satisfaz m < x(t,to,¢) < Mparat > t,.

Vamos relembrar agora alguns conceitos da teoria da medida que serdo importantes

neste trabalho.

Definicao 1.1.27 ([23]). Seja X um conjunto nio vazio. Uma dlgebra de conjuntos de X é uma
colegdo ndo vazia </ de subconjuntos de X que é fechada para unides finitas e complementares,
ou seja,

i. seEq,--- ,E, € o, entdo U?Ej € A
ii. se E € &, entido E€ € &
Uma o-dlgebra é uma dlgebra que é fechada para unides enumerdveis.

Definicao 1.1.28 ([23]). Seja X um conjunto equipado com a o-dlgebra o/. Uma medida em
of éuma fungio y: o/ — [0, 00| tal que

i. (@) =0,
ii. se {E;}," éuma sequéncia de conjuntos disjuntos em <7, entio p (UYE;) = 3 u(E;).

A propriedade (ii) acima é chamada c-aditividade. Ela implica aditividade finita:
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ii'. se E1,-- -, Ey sdo conjuntos disjuntos em <7, entdo u (UJE;) = L1 u(E;).

Defini¢dao 1.1.29 ([23]). Se X é um conjunto e o C P (X) é uma o-dlgebra, (X, o) é
chamado espago mensurdvel. Se y é uma medida em (X, /), entio (X, </, u) é chamado

espago de medida.

Definicao 1.1.30 ([23]). Lembramos que qualquer fungdo f: X — Y entre dois conjuntos in-
duz uma transformagio f~1: 2(Y) — P (X), definida por f 1 (E) := {x € X: f(x) € E},
que preserva unioes, intersegdes e complementares. Portanto, se A é uma o-dlgebra em Y, en-
tao {f~Y(E): E € A} é uma o-dlgebraem X. Se (X, #) e (Y, .N) sdo espacos mensurdveis,
uma fungdo f: X — Y édita (M, N )-mensurdvel, ou apenas mensurdvel quando 4 e N
estiverem subentendidas.

Definic¢ao 1.1.31 ([23]). Sejam £ e P as v-dlgebras de Lebesgue e Borel, respectivamente.
Uma fungio h: R — R ¢é Lebesgue mensurdvel se h~'(E) € £ para todo E € % e é Borel
mensurdvel se h~1(E) € % para todo E € B.

Proposic¢ao 1.1.32 ([23]). Toda fungio continua h: R — R é Borel mensurdvel.

Demonstragio. Como h é continua, h~1(E) é aberto em R sempre que E é aberto em RR.
Lembrando que as 0-algebras de Borel sdo geradas pelos abertos do espago, o resultado
segue diretamente. O

Defini¢ao 1.1.33 ([23]). Seja (X, <7/, m) um espago de medida e f: X — R uma fungio
mensurdvel. A fungdo f é dita essencialmente limitada se existe M € R, tal que

m({x € X[ |f(x)| > M}) = 0.
Definimos
IfllLe = inf{M > 0:m({x € X| |f(x)| > M}) = 0},

o supremo essencial de |f]|.

Definigio 1.1.34 ([5], Definicdo 2.1). Dizemos que g: [0,00) x R! — [0, 0), é uma fun¢do
de Carathéodory se em seu dominio g(t,uy, up, -+ ,u;) € continua em uq,uy, - -+ ,u; para
quase todo t e é localmente essencialmente limitada em t, para todos uy, uy, - - - , u;.

Observacao 1.1.35. Os resultados e definigdes acima podem ser estendidos para espagos mais
gerais, como por exemplo, espagos topoldgicos.
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1.2 Solucdo de equacdes por iteracao

E conhecido na literatura que uma forma de estudar as equacdes diferenciais com
retardos pode ser por meio das equagdes diferencas, ou seja, no sentido das equagdes
discretas. Existe uma forte conexdo entre ambas e por isso, importantes propriedades
para uma equagdo podem ser obtidas por meio de propriedades exploradas para a
outra e vice-versa.

Por outro lado, para conseguir esta conexdo é necessdrio compreender de forma
mais aprofundada a teoria desenvolvida por Coppel em [21].

Portanto, nesta segdo vamos focar no trabalho desenvolvido por Coppel em [21]
onde para um intervalo I = [a, b], ele mostra que se a equacdo f(f(x)) = x ndo possui

raizes, exceto as raizes de f(x) = x, entdo todas as solugdes da equagdo

Xpi1 = f(xn), n € No (1.4)

convergem para um ponto fixo de f. Em particular, se existe um tinico ponto fixo x*
de f, e f> ndo possui outros pontos fixos, entio x* é um atrator global para a equacio
(1.4).

Estes resultados sdo de grande importancia para entender o principal resultado
desta dissertacao.

Suponha que a equagdo que queremos resolver possa ser escrita na forma x = f(x),
e entdo, comegando por um ponto xj, nossas aproximagdes sucessivas sdo dadas por
X = f(x1), %3 = f(x2), -, X1 = fl¥n), -+

Para que o método ndo nos leve para fora do dominio onde as fungdes estdo de-
finidas e para que as aproximagdes ndo convirjam para algo que ndo seja solucdo da
equacdo, devemos ter f(x) sendo uma fung¢do continua num intervalo a < x < b, tal
que a < f(x) < b. Assim, se x, — x, entdo x = limy_ye0 Xy 11 = limy 00 f(xn) = f(x),
pela continuidade da fungéo.

Agora observe que, de f(c) = ¢, temos que f(f(c)) = ¢, ou seja, se ¢ é solugdo de
f(x) = x, entdo é solugdo de f(f(x)) = x. Suponha que a equacéo f(f(x)) = x tenha
¢ como solugdo, mas que ¢ néo seja solugdo de f(x) = x. Se tomamos x; = ¢, temos
xp = f(x1) = f(c) # ¢, x3 = f(f(c)) = ceem geral xp, = f(c) e xp,—1 = ¢, ou seja,
a sequéncia iterativa ndo é convergente. Portanto, para que a sequéncia iterativa seja
convergente é necessario que a equacgdo f(f(x)) = x ndo possua raizes além das raizes
de f(x) = x. Mostraremos que, reciprocamente, se esta condigdo estd satisfeita, entdo

toda sequéncia iterativa converge.
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Vamos utilizar as iteragdes de f(x) para auxiliar nesta prova. Estas fung¢des sdo
definidas pelas relagdes f1(x) = f(x), fur1(x) = f(fu(x)), comn =1,2,3,---. Estas
fungdes sdo continuas em a < x < b e satisfazem a < f,(x) < b para todo n. Além
disso, por indugéo, fi(fm(x)) = fintn(x) = fm(fu(x)), para todo n.

A préxima proposicdo serd importante para a demonstragdo do principal teorema

desta secéo:

Proposic¢do 1.2.1 ([21]). Se toda raiz de f(x) = x é uma raiz de f(x) = x, entdo para todo
cetodon, fu(c) > cse f(c) > ¢, fulc) = cse f(c) = ce fu(c) < cse f(c) < ¢, com
a<c<b

Teorema 1.2.2 ([21]). Uma condigdo necessdria e suficiente para que a sequéncia iterativa
convirja para qualquer ponto inicial escolhido, é que a equagdo f(f(x)) = x ndo possua raizes
além das raizes de f(x) = x.

Demonstragio. A necessidade da condigdo ja foi mostrada acima. Suponha, entdo, que
a condigdo seja satisfeita e que (x,) seja a sequéncia iterativa. Se para algum m, x,, 11 =
Xm, €Ntdo X, = X, para todo n > m, de fato, obtemos X412 = f(xp+1) = f(xm) =
Xm+1 = Xm € segue por inducdo. Neste caso, a sequéncia certamente converge. Vamos
assumir entdo que x, 7# x,41 para todo n. Além disso, como a sequéncia estd em (a, ),
ela converge se a partir de certo ponto ela é monétona. Assuma que x,1 > x, para
infinitos n e x,41 < x, para infinitos 7.

Denote por p os indices do primeiro caso, ou seja, para os quais f(x,) > xp, entdao
pela Proposigao 1.2.1, x, = fu—p(Xxp) > xp, para todo n > p. Logo a subsequéncia
(xp) converge para um limite / e [ = liminfx,. Analogamente, se denotamos por g
os indices do segundo caso, para os quais f(x;) < x4, vemos que a subsequéncia (x,)
decresce para um limite k e k = lim sup x;,.

Mas cada x;, pertence a uma destas subsequéncias, entdo para infinitos n devemos
ter x, na primeira subsequéncia e x,, ;1 na segunda. Tomando o limite, obtemos x,, — I,
Xy41 — k, mas x,.1 = f(x,), entdo f(I) = k. Para infinitos n devemos ter também x,
na segunda subsequéncia e x,,11 na primeira. Tomando o limite devemos ter f(k) = I,
entdo f(f(I)) = I, entdo pela hip6tese do Teorema, obtemos f(I) = I, o que implica
que k = [, logo liminfx, = limsup x, e portanto x, é convergente, terminando a

demonstracao. O

Teorema 1.2.3 ([21]). Uma condicio necessdria e suficiente para que a equagio f(x) = x
tenha apenas uma apenas uma raiz, para o qual toda sequéncia iterativa converge, e que as
aproximagcdes sempre melhorem a cada passo, é que exista um niimero r tal que |r — f(x)| <

|r — x| para r # x.



Capitulo

2

Persisténcia e Estabilidade

2.1 Persisténcia de solugdes

Nesta secdo, iremos estudar a seguinte equagéo:

X(t) = ifi(t,x(hl(t)),- x((6)) - gltx(1), £ 0, 1)

que é um caso geral da equagdo de Nicholson (5) com miltiplos retardos. Suponha

que ela satisfaca as hip6teses abaixo:

(al) Paracadai = 1,---,m, f;: [0,00) x Rl — [0,00) e g: [0,00) x R — [0, 00) sdo
fungdes de Carathéodory e localmente Lipschitz, tais que f;(¢,0,---,0) =0e g(t,0) =
0, para todo t € [0, 00).

(@2) Paracadak =1,---,1, hg: [0,00) — R, é uma func¢do Lebesgue mensuravel, tal
que hy(t) < t, limy o0 g (f) = 0.

Considere também que a condigdo inicial abaixo esteja satisfeita:
x(t) = 9(t), £ <0, 22)

onde

(a3) ¢: (—o00,0] — R é uma fung¢do ndo negativa, limitada e Borel mensurével tal que
¢(0) > 0.

Com estas hipéteses em maos, estamos prontos para apresentar o proximo resul-

tado que garante importantes propriedades para a solugdo de (2.1)-(2.2).
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Teorema 2.1.1 ([5], Teorema 5.6). Suponha que (al)-(a3) estejam satisfeitas, f;: [0,00) X
R — [0,00), fi(t,uy,--- ,u;) sdo mondtonas crescentes em uy,- - - , Uy, para algum n €
{1, e ,l}, mondtonas decrescentes em uy,.1,- - ,U; e existam constantes T > 0, A > O,
>0 M>00<p<Btaisquet—7 <hy(t)<t, k=1,---,1,Y" filt,ug,---,u;) <
Auy, uy > Oparaalgumk € {1,---,1}, 0 < Bu < g(t,u) < Bu para u > 0. Se existe
M > 0 tal que

lim sup M fitbuu,  u, MM, - -, M)

t—o00 g(t/u)

uniformemente em u € [M, c0), entdo qualquer solucio x de (2.1)—(2.2) é limitada com limite

<1

superior

lim sup x(t) < MeXA+B)T,
t—o0

Se existe u > 0 tal que

lim inf ;nzlfi(t,u,l/l,---’u"u"u,...’lu)

t—s00 Q(t u) > 1

uniformemente em u € [0, u|, entdo qualquer solugdo x de (2.1)—(2.2) é persistente e

liminf x(t) > pe 2P7.
1{gglx()/ye

Demonstragio. Seja x: R — [0, c0) uma solugédo de (2.1)—(2.2). Assumindo a hipétese

lim sup 2 fitbuu,  u, MUM, -, M)

<1,
t—o0 g(t, u)

podemos tomar a seguinte desigualdade:

mofi(t,uu, - u, M,M,--- , M -
=1 fi( )<a<1,t>t,u
g(t,u)
Como lim¢ e I (t) = oo, existe t, suficientemente grande tal que 1i,;(t) > f para todo
= f+ 7. De fato,
por hipotese, temos hy(t.) = hg(F+7) > F Parat > t,, hy(t) > t—7 > t, — T =
f+t—1="1

Além disso, como a solugdo x de (2.1)—(2.2) é continua e positiva, entdo ela assume o

WV

M. (2.3)

t > t,ealgumg € {1,---,1}. Note que aqui podemos tomar t,

méximo e o minimo em compactos. Defina entdo a sequéncia de pontos {f;};cn como

ti =t + j7. Logo para cada j € IN, temos

mj = min x(t), M;= max x(t).
te[t],l,t]] te[t]-,l,tj]
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Desta forma, considere t}‘_l tal que x(t;‘_l) = M;_1, onde t;‘_l € [t]-_z, tj_l].
Note que:

m
X'(t) =) filt,x(ha(t)), -, x(l (1)) — g(t,x(t)) > —g(t, x(t)) > —Bx(t),
i=1
onde a primeira desigualdade segue do fato das fungdes f; serem positivas e a segunda
desigualdade segue da hipétese dada pela desigualdade g(f, u) < Bu.
Assim, temos uma EDO linear de 1° ordem e, utilizando técnicas de célculo, para
t € [tj_1,t;], e condigdo inicial x(t}il) = M;_; temos:

x( ;‘k—l)eiB(tit;f‘l)

x(t)

WV

= My Bt

> M2, 2.4

jdquet—t7 | <tj—tjo =27 (lembrando que tj , = t. + (j —2)T e tj = t. + 7).
Logo, como (2.4) vale para todo t € [tj_1,t;], entdo temos que, em particular, vale
para o instante  em que x assume o minimo, ou seja,

m; > Mj_1e 7. (2.5)
Por outro lado, pela definigdo de M]-_l, temos que
x(t]'_l) < Mj—l-

Também, como g é uma fungdo positiva e Y /" ; fi(t, ug, - -+, u;) < Auy, para algum
ke{l,---,1} entdo, para t € [tj_l,t]'], temos:

() = iﬁ(t,xml(t»- (1)) — gt x(1)
< iﬁ(t,x(m(t»,---,x<hz<t>>>
Ax(i(1))

Amax{M]-_l, max x(s)}.

HS [l’]',l,t}

N

N
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Logo, pela estimativa acima, vemos que x(t) é menor do que a solucdo do PVI:

que é dada por M;_e(~!-1).

Logo,
x(t) < MjfleA(t_tjfl)/

para t € [tj_1,t;]. Considerando que isto vale para todo t € [t;_1,tj|, em particular
para £ tal que x(t7) = Mj, entdo temos:

x(t;-k) _ M]' < M]'_1€A(t;_tj_l) < M]'_leAT. (2.6)

Por outro lado,

x(t) < M]'_1€2AT

vale também para t € [t;, t;1]. De fato, pois procedendo como antes, temos que para

t € [tj, tj11], a seguinte desigualdade acontece:
x(t) < M]-eAT.

Usando a desigualdade (2.6), temos para t € [t]-, tj+1],

x(t) < Mj_leATeAT = M;_1e*47. (2.7)

Agora, por contradi¢do, assuma que a solugdo x ndo é limitada, isto é, para todo
M > Me*A+B)T onde M é a constante das hipéteses, existe um intervalo [t, t;41] em
que a desigualdade x(t) > M é alcangada para o primeiro momento.

Como x é continua, existe t* tal que x(+*) = M eexistee > Otal quet € [t* —¢,t*] C
[tj ti+1] e x(t) = supyc (g x(s), para t € [t* — e, t7].

A estimativa (2.7) e a desigualdade M > Me*(A+B)T implicam que

M]',1€2AT > x(t*) — M > MeZ(AHB)T.

Logo, segue que
M;j_1 > Me*PT. (2.8)
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Além disso, utilizando a desigualdade (2.5), ou seja, mj = Mj_le_ZBT

e a desigual-
dade (2.8), segue que m; > M. Portanto, temos x(t) > Mem [t;_1,t*].
Consequentemente, temos que x(/(t)) > M, paratodot € [t tj11], k=1,---,le

paratodot € [t* —€,t*], temos:

m

x'(t) = ;fi(t/x(hl(t))/ o, x((1)) = g(t x(1))

< ) filtx(t), - x(t), M, -, M) — g(t x(t)),
i=1
em que usamos o fato da f; ser mondtona crescente nas n-primeiras coordenadas e
x(t) = x(hg(t)), para todo t € [t* — ¢, t*] e mono6tona decrescente nas restantes e
x(h(t)) = M, para obter a desigualdade acima.
Logo,

X' (t) <ag(t,x(t) —g(tx(t)) = —(1 —a)g(t, x()) <0, (29)

onde usamos (2.3) na primeira desigualdade. Como a < 1 e ¢ é ndo-negativa, temos a
desigualdade.

Por outro lado, (2.9) implica que x é decrescente, contradizendo a hipétese que
x(t* —€) < x(t*) = M.

Disto, concluimos que a solugéo é limitada com a limitacdo dada por Me?(A+B)T,
Vamos mostrar agora a persisténcia. Para isso, pela hip6tese sobre lim inf, podemos

assumir que para t > t, — T, temos:

m . o« o oo
P filtt ) S«
gt u)

U,
defina tj, mje M; como anteriormente.

Suponha, por contradigdo, que x ndo é persistente. Logo, lim inf; ;. x(t) = 0.

Isto implica que existem ¢* suficientemente grande e € suficientemente pequeno tais
que

x(t) = Srén[g;] x(s)

x(t) < pe BT

em [t* —¢,t*] C [tj, tj;1] pela continuidade de x.

Usando argumentos similares aos anteriores, obtemos que x(t) < pem [tj_1,t], 0
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que implica que:
x(he(t)) < k=1,---,1, t€[tF—¢t"].

Portanto, para t € [t* — ¢, t*], temos:

x(hi(t)) < p
x(t) < p

e além disso,

m

X'(t) = ;fi(t,X(h(t)), e x((t)) = g(f x(1))

Y filtx(t), - x(t), o u) — gk x(8))

> Cylt (1)) — g(t,x(1))
(C—1)g(t,x(£) > 0

WV

pois C > 1 e g é ndo-negativa. Isto implica que x é crescente e contradiz a hipotese
que x(t* —€) > x(t*). Portanto, a solugdo é persistente e liminf;_o x(t) > pe 257,

provando o resultado desejado. O

Vamos agora apresentar alguns exemplos para ilustrar nossos resultados. Eles po-
dem ser encontrados em [5]. Comecamos com a famosa equagdo de Mackey- introdu-
zida em [27] por Michael Mackey e Leon Glass em 1977 com o objetivo de estudar o
controle de células do sangue. Eles observaram que varias doengas podem ser descritas
com modelos que possuem instabilidades oscilatérias e propuseram esta equagdo que
foi um marco, pois chamou a atencdo de varios matematicos interessados em dinamica

nao-linear e equagdes diferenciais funcionais.

Exemplo 2.1.2 ([5], Exemplo 5.7). Considere a equagio de Mackey-Glass

(o = SOHD)

T op) O

onde a(t) e b(t) sdo fungdes Lebesgue mensurdveis e limitadas, satisfazendo0 < a < a(t) < A,
0<B<Lb(t)<Bt—h(t)<t,t—p(t)<T,n>0.

Aqui, x(t) é a densidade das células maduras na circulacio sanguinea, a fungio <

a(t)x(h(t))
T+x(p(t))

modela a reprodugio das células, os retardos x(h(t)) e x(p(t)) descrevem a fase de maturagio
das células antes de serem langadas na corrente sanguinea e b(t)x(t) é a taxa de mortalidade.
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Observe que tomando

a(t)x(h(t))

f(b (D), x(PO)) = Ty

e g(t,x(t)) = b(t)x(t), temos que f é mondtona crescente na varidvel x(h(t)) e mondtona
decrescente na varidvel x(p(t)).

De fato, - a{t)) = 1+x”((;)9( ny > 0, jd que a(t) > 0ex(p(t)) > 0. Da mesma forma,

ax((;f(t)) == ( )(1(+(x’2)(p(t))() ( )) < 0 ]11 que a( ) > 0/ X(I’l(t)) > 03 X(p(t)) > 0

Note que a desigualdade

lim sup mftu, - u, MM, -, M)

<1
t—o00 g(t/u)

do Teorema 2.1.1, estd satisfeita para qualquer M > My, onde

(t)

y 1, selimsup, ., Z(—t) <1
0= 1
limsup, . (ZE—:; - 1) ", selimsup, ., % > 1.

De fato, como a(t) e b(t) sdo limitadas, entdo lim sup,_, b eﬁmto Além disso:

a(t)u

, 2 fittbwu, , u, MM, -+, M) a(t)u 1
lim su im filt o, MM, - = limsup EM — limsu .
v g(t, 1) MSUP gy~ S T
= limsu a(t) 1
= lmsup ) T

Selimsup,_, % < 1, entdo para todo M > 1 temos

limsup ——< a(t) ! <1

t—o0 b(t) 1+ M

1
Selimsup,_, bg ; > 1, entdo para todo M > limsup,_, (% - 1) " temos

limsu a(t) 1
t%oopb(t) 1+ M"

<1

Portando, todas as solucdes positivas da Equagdo de Mackey-Glass sdo dissipativas, com
limsup, ., x(t) < Me2A+B)T,
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Assuma agora que liminf;_,e, % > 1. Entdo a desigualdade

lim inf Z;n:lfi(t,u,u,. U M, ,]/l)

t—c0 g(t,u) > 1

1
do teorema, estd satisfeita, para todo 0 < u < o, onde pg = liminf; e <% — 1> "¢,

portanto, aplicando o Teorema 2.1.1, toda solugdo positiva da Equacdo de Mackey-Glass é per-
sistente com lim inf;_,co x(t) > pe =287

Combinando as duas desigualdades, obtemos a permanéncia.

O préoximo exemplo ilustra como a limitagdo dos retardos é necesséria para a con-
clusdo de que todas as solug¢des positivas sdo limitadas e persistentes. Para entendé-lo,

utilizaremos a seguinte definicdo:

Defini¢ao 2.1.3 (Fungédo escada). Uma fungio f: [a,b] — R é chamada fungdo escada se
existe uma partigio finita a = Bo < 1 < --- < Bm = b tal que em todo intervalo aberto
(Bi—1,Bi),i=1,---,m,afungio f é identicamente igual a constante c; € R.

Para ilustrar a defini¢do acima, apresentamos um exemplo.

Exemplo 2.1.4. A fungio
-1, xe[-5-2)
fx) =43, xe[-21)
5, xe€ll,5

com grdfico
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5 o °
41
[ 3 O
21
11

5 —4 -3 -2 —1

é uma fungdo escada.

Agora estamos preparados para o nosso proximo exemplo que também traz a equa-
¢do de Mackey-Glass com algumas condic¢des especificas.

Exemplo 2.1.5 ([5], Exemplo 5.8). Considere a equagio

1oy a(t)x(h(t))
x'(t) = T+2(5(0) x(t)

de Mackey- Glass comn = 2 e b(t) = 1, onde h: [0,00) — Re g: [0,00) — R sdo fungdes
escada. Observe que o PVI

tem solucdo x(t) = (xog — A)e=(t=0) + A, entdo pelo Teorema do Valor Intermedidrio para
qualquer B, entre A e x, existe t1 > tg finito tal que t1 € [to, t] e x(t1) = B. Logo,

(xg—A)e" i) y A — B
o (t—to) B-A
Xo — A
X0 — A

ei’l —tp —

oy
|
e
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xo—A
t1—ty = 1
1—1to nB—A
XQ—A
th = ¢t 1
1 0+n(B—A)’

considerando xy — A # 0.
Seja {tx}p2, uma sequéncia de niimeros positivos tais que t; < tiyq defina as funcdes

abaixo:
2, tE [ty t
- (.
6, t€ [tas1, tors2)
o1, tE [ty,t
n(t) = %1 [tok, tok+1)
bk, 1t € [tokts toks2)
e, t € [ta tortn)
8(t) =
tok—1, t € [fakt1, toks2)
onde tg =0, x(tg) = 1,t_1 = —1, x(t_1) = ¢(—1) = L. Podemos encontrar t; tal que, se i

for par temos x(to) = 2K, e se i for impar, temos x(ty11) = 2751, k € N.
De fato, em [0,t1) temos k = 0, entdo a(t) = 2, h(t) = t_q e g(t) = to, e portanto

x(h(1) = x(t_1) = x(~1) = 3, %(3(1)) = x(to) = 1, entao

i —x(t)+x(t)=A
1+1
e o PVI é dado por
x'(t) +x(t) = 31

1 1 . .
entdo escolhendo B = 5 encontramos ty tal que x(t1) = 5= 271, Muais explicitamente, nesse

1-1
t1=0—|—1n<1 ‘i) zln(2~%) = In3.
271

Em [t, t2), temos também k = 0, entio x(h(t)) = x(to) = 1, x(g(t)) = x(t) = },a(t) =6,

caso,
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o PVI é dado por
6

T > 2
1+ 4

X () +x(t) =

1
2

entio escolhendo B = 2, encontramos t; tal que x(t;) = 2.

x(t) =

Por indugdo, se x(ty) = 2K, x(tyrs1) = 27571, entdo em [tox, tors1) temos o PVI

X 2—k—1

x'(£) +x(t) = 2 >27F1 keN,

1+ 2%
x(t2k) = 2k.

Portanto existe to;_ 1 tal que x(tys1) = 27572 Em [tors1, toxsn), temos o PVI

6 - 2k
1+ 2—2k—2

xX(typy1) = 27572

X (t) + x(t) = > 21 keN,

entio existe ty o tal que x(tpr. o) = PARRN que conclui a indugdo.

Portanto, sempre encontramos t; de modo que nossa solugdo nio é limitada.

Aqui, a(t) e b(t) sdo limitadas, diferentes de zero, e além disso, % >2>19eh
satisfazem (a2), mas a solugdo ndo é limitada nem persistente, isto porque os retardos h e g nio

sdo limitados.

2.2 Estabilidade de equacgdes lineares com retardos

Nesta secdo, iremos investigar a estabilidade de equagdes lineares com retardos.
Esta secdo nos dard os resultados chave para provarmos os principais teoremas do
proéximo capitulo.

Iniciaremos considerando a equagéo linear abaixo:

!
X' (8) + ) ae(t)x(li(t)) = f(t) (2.10)
k=1

satisfazendo as seguintes condi¢des:
(H1) f é Lebesgue mensurdvel;

(H2) a(t), k =1,---,1, sdo fungdes Lebesgue mensuraveis essencialmente limitadas

em [0, );
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(H3) hi(t), k = 1,---,1, sdo fungdes Lebesgue mensurdveis, hi(t) < t, supt20[t -
hk(t)] < o0;

(H4) ¢: (—00,0) — R é uma fungao limitada Borel mensurével, para a condicao inicial
x(t) = @(t),t <0,x(0) = xo.

Considere também a equacdo homogénea abaixo:

)
X' (1) 4+ Y ar(t)x(he(t)) = 0. (2.11)
k=1
Vamos comegar relembrando a defini¢do de solugio para a equagdo (2.10). Para
detalhes, veja [8].

Definicdo 2.2.1. Uma fungdo localmente absolutamente continua x: R — R é chamada uma

solu¢do do problema (2.10) com condigdo inicial
x(t) = @(t), t<0, x(0) = xg (2.12)

se ela satisfaz a equagdo (2.10) para quase todo t € [0,00) e (2.12) para t < 0.

De agora em diante, iremos assumir que a equagdo (2.10) com a condigdo inicial
(2.12) tem uma tnica solugdo global x(t), t > 0.
Relembremos abaixo o conceito de fungdo fundamental para o problema (2.10).

Definigdo 2.2.2. A solugio X (t,s) do problema

!
y'(8)+ ) a(t)y(h(t) =0, t =
k=1

y(t) =0, t<s, y(s) =1

(2.13)

é chamada a fungdo fundamental de (2.10).

Com este conceito em maos, é possivel aplicar o Férmula da Variagdo das Cons-
tantes para obtermos a formulagdo integral abaixo para nossa solugdo, que sera muito

importante para as estimativas que obteremos aqui. Veja [12] para detalhes.

Lema 2.2.3. Suponha que as condigdes (H1)—(H4) estdo satisfeitas. Entdo a solugio de (2.10)

com condigdo inicial (2.12) tem a seguinte representagdo:

l

x(t) = X(t,0)xo + /Ot X(t,s) Y ax(s)p(hi(s))ds + /OtX(t,s)f(s)ds (2.14)

k=1
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onde ¢(t) =0,t > 0.

Relembremos o conceito de uniformemente exponencialmente estavel para equa-
¢Oes com retardos da forma (2.10), que pode ser encontrado em [8].

Definicao 2.2.4. A equacio (2.10) é dita uniformemente exponencialmente estdvel se exis-
tem K > 0, A > 0 tais que a fungdo fundamental X (t,s) de (2.10) tem a sequinte estimativa

1X(t,5)] < Ke M%), £ >5>0.

Vamos abaixo introduzir as nota¢des dos espagos que iremos trabalhar nesta secéo.
Denote por L« 0 espago de todas as fungdes que sdo essencialmente limitadas em [0, o0)
com a norma do supremo essencial

1€/l = ess supysofx(£)]-

Chamamos a atengdo para o fato de que no capitulo anterior C se referia ao espago
das fung¢des continuas de [—7,0) em RR”, entretanto a partir de agora, significard o
espago de todas as fung¢des continuas limitadas em [0, 00) com a norma do supremo.
Por Cy denotaremos o subespago de C das fungdes x(t) tais que x(0) = 0.

Consideraremos também a equacao auxiliar abaixo:

)
(1) + ) be(B)x(gk(t) = f(1). (2.15)
k=1

Iremos supor que as condi¢des (H1)-(H4) estdo satisfeitas para a equacdo (2.15)
acima. Denotaremos por Xy(t,s) a func¢do fundamental da equacéo (2.15) e defina os

seguintes operadores lineares:

(Lx)(t) )+ 2 a(t = f(t), x(t)=0,t<0 (2.16)

(Lox)(t) Z b (t) =f(t), x(t)=0,t<0 (2.17)

(L) (t) == /OtX( s)f(s)ds (L /Xots . (2.18)

Enunciamos abaixo dois resultados que serdo importantes para demonstrarmos os
principais resultados desta secdo. Ambos trazem condi¢des para garantir que a equa-
¢do (2.10) é exponencialmente estavel. Os resultados abaixo podem ser encontrados
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em [8].

Proposicao 2.2.5. Suponha que para toda f € Lo, a solugdo de (2.16) pertence a C. Entdo a
equagdo (2.10) é exponencialmente estdvel.

Proposicao 2.2.6. Suponha que a equagio auxiliar (2.17) seja exponencialmente estdvel e o
operador Ly L age no espaco Cq e tem o operador inverso que é limitado. Entdo a equacdo
(2.10) é exponencialmente estdvel.

Observagao 2.2.7. Observe que para garantir que o operador inverso Ly 1L: Cy — Cy existe
e é limitado, basta termos
I1=Lg ' Lllesc <1

em que 1 é o operador identidade.
Agora estamos prontos para provarmos o resultado principal desta secéo.

Teorema 2.2.8 ([8], Teorema 1). Suponha que exista um conjunto de indices I C {1,2,...,1}
e nimeros « > 0,1 > > 0 tal que

Zﬂk(t) =>a>0

kel

Y lai(t)] / zraz )Ids + Y lag(t)] < v Y ax(t) 219)

kel kej kel

para t suficientemente grande, onde | = {1,...,1}\I. Entdo (2.10) é exponencialmente estdvel.

Demonstragio. Primeiramente, observe que JUI = {1,...,1}. Por outro lado, note que

Coaclt) [ #60s = Laxn(®) = L au(tlx() = x0u(0)] - L ault)

kel i ke] kel ke]
= Z”k(t)x(t) - Zak x(hi(t)) — Zak(t)x(hk t
kel kel ke
)
=Y a()x(t) — ) a(t)x(hi(t))
kel k=1
:I;ak(t)x(t) + X(b).

Combinando a equagdo acima com (2.10), temos:

() + Lahx(t) = Lalt / X/ (s)ds — Y ai(H)x (1))

kel kel hi( kej
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t )
= Y [ Y ai(s)x(n(s))ds — Xt ().

kel hi(t) i=1 ke]

Considere os seguintes operadores lineares:

u&%xw==ﬁ%‘ﬁ&@”m“f@Ws

Temos que a equagdo auxiliar (2.17) com o operador Ly como acima é claramente ex-
ponencialmente estavel. Logo, aplicando (2.19), temos:

(1= Ly'L)x()] = [(Lg 'Lo — Ly 'L)x(1)]

s 1
</O e J: Zier (™) [ZIak )|Ak(s)glai(¢)|!x(hi D + ) la(s)]]xc( )|] ds

kel kej

t
g/ e Ji Trera(v)d [
0

g/ o J3 Tkerax(r) ')/Zak s)ds||x||c < |lx|lc.
0 kel

Z o] [ X iy + £ o)l | sl

kel kej

Disto, obtemos
- L Llc e <7 <1

Pela Observagéo 2.2.7, obtemos que o operador inverso L, 1L: Cy — C existe e é limi-
tado. Portanto, todas as condi¢des da Proposigdo 2.2.6 estdo satisfeitas, obtendo que
(2.10) é exponencialmente estédvel. [

O corolério abaixo é uma consequéncia imediata do Teorema 2.2.8, considerando

I={i}.

Coroldrio 2.2.9 ([8], Corolario 1.1). Suponha que, para a equagio (2.10), existam « > 0,
1 >« > 0eindicei tais que
a;(t) > a



34 Persisténcia e Estabilidade

¢ l
(O], L las(s)ds + B2 la()] < rai()

para t suficientemente grande. Entdo a equagdo (2.10) é exponencialmente estdvel.

O préximo resultado também segue imediatamente do Teorema 2.2.8, tomando [ =

1,...,1}.

Coroldrio 2.2.10 ([8], Coroldario 1.2). Suponha que, para a equagdo (2.10), existam « > O e
1> v > 0 tais que

)
Y a(t) > w
k=1

) ¢ 1 I
L law(o)l [ 3 lals)lds < 7 ) ol

para t suficientemente grande. Entdo a equagdo (2.10) é exponencialmente estdvel.

O préximo resultado segue diretamente do Teorema 2.2.8, tomando a4, com uma
definigdo especifica.

Coroldrio 2.2.11 ([8], Corolério 1.3). Suponha que, para a equagdo (2.10),
ar(t) = Agr(t), k=1,..,1, r(t) =2r9g >0,
exista um conjunto de indices I C {1,...,1}, tal que

Yker Ak — Ykey | Akl
Y1 [ Akl

t
Y A>0, limsup ) |A /h " r(s)ds < (2.20)
k

kel t—=oo kel
onde | = {1,...,1}\1, entdo a equagio (2.10) é exponencialmente estdvel.

Iremos agora enunciar alguns resultados que seguem como casos particulares dos
resultados j& demonstrados anteriormente para alguns tipos especificos de equagdes
com retardos. Estes resultados sdo importantes para trazer uma motivagdo para a
equacdo inicialmente estudada, mostrando a generalidade dos resultados que se ob-
tém por meio desta equagéo.

Considere a equacdo (2.10) para I = 2, hy(t) = t e hp(t) = h(t), a1(t) = a(t) e
ay(t) = b(t):

x'(t) = —a(t)x(t) — b(t)x(h(t)), (2.21)
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e suponha que as condi¢des (H2) e (H3) estdo satisfeitas para as respectivas func¢des

acima.

Coroldrio 2.2.12 ([8], Corolario 1.4). Suponha que, para a equagio (2.21), existam a > 0,

1> v > 0, tais que pelo menos uma das condigdes acontece:
1. a(t) >a>0, |b(t)] <a(t)
t
2.a(t) +b(t) = a >0, [b(t)] fyp (la(s)] + [b(s))ds < y(a(t) +b(t))
para t suficientemente grande. Entdo a equagdo (2.21) é exponencialmente estdvel.

Corolario 2.2.13 ([8], Corolério 1.5). Suponha que, para a equagdo (2.21):
a(t) = Ar(t), b(t) =Br(t), r(t) >ry>0

e pelo menos uma das seguintes condigdes acontece:

1. A>0, |B| <A;

s AtB
Al + (B’

2. A+ B >0, |B|limsup, fht(t) r(s)d
. t
3. A>0, B>0, Blimsup,_ fh(t) r(s)ds < 1.
Entdo a equagio (2.21) é exponencialmente estdvel.
Considere agora a equacdo (2.10) paral =3 e hy(t) = t, ha(t) = h(t) e h3(t) = g(t),
a1(t) = a(t), ax(t) = b(t) eas(t) = c(t):
X' (t) = —a(t)x(t) — b(t)x(h(t)) — c(t)x(g(t)) (222)

e a equacdo (2.10) paral =2, hi(t) = h(t) e ha(t) = g(t), a1(t) = b(t) e ax(t) = c(t) :

x'(t) = =b(t)x(h(t)) — c(t)x(g(t))- (2.23)

Assuma que as condig¢des (H2)—-(H3) estdo satisfeitas para as respectivas fungodes.
Supondo que I = @, I = [1,2], I = {1} e I = {2}, respectivamente, obtemos o
resultado abaixo.

Corolario 2.2.14 ([8], Coroldrio 1.6). Suponha que, para a equagio (2.22), existam « > 0,
1 >« > 0, tais que pelo menos uma das condigdes acontece:

1 a(t)>a>0, [b(t)]+|c(t)] < va(t);
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2.a(t)+b(t)+c(t) >a>0,e
(O [ (066)|+ )|+ e(s) s+ e()] [ (1a(0)] +1b66) + e
< y(a(t) +b(t) +c(t));
3. a(t)+b(t) za>0e
b0 [ 1006+ 166)] + Ie())ds-+ (0] < 7(ale) + (1))
4. a(t)+c(t) >a>0e

)] /h;)(w(S)I +[b(s)[ +[c(s)[)ds + [b()| < v(a(t) +c(t))

para t suficientemente grande. Entdo a equagdo (2.22) é exponencialmente estdvel.
Além disso, suponha que, para a equagdo (2.23), existam « > 0,1 > v > 0, tais que pelo

menos uma das condicdes acontece:

1 b(t)+c(t)>a>0ce
b0 [, (06) + I s+ e()] [ (1(6)]+ Ies)]) < 7(000) + 1))
2.b(t) >a>0e |b(t |fh (s)| + |c(s)])ds + |c(t)| < vb(t);

3.c(t)>a>0e |c(t)] fh s)| + |e(s)])ds + |b(t)| < ye(t)

para t suficientemente grande. Entdo a equagdo (2.23) é exponencialmente estdvel.



Capitulo

3

Atratividade Global

3.1 Atratores estaveis globais para aplicacdes de uma di-

mensao

Nesta secdo, iremos apresentar alguns resultados do artigo [18], que servirdo de
base para provarmos os resultados do tltimo capitulo da dissertacao.
Vamos considerar equagdes diferenciais de ordem superior da forma

Xpr1 = §(Xn, Xy_1,"+ ,Xy_x), =0 (3.1)

onde g: I"1 — [ é continua, k é um inteiro nao negativo e I denota um intervalo de R
e I seu fecho, também um intervalo de RR.
Comecaremos com algumas defini¢des que sdo importantes para a boa compreen-

sdo dos objetos que estamos investigando.

(ee]

o estd bem

Defini¢do 3.1.1. Se para uma sequéncia inicial (x,)°_ , C I a sequéncia (xy)
definida pela equagdo (3.1), entdo a chamamos de orbita completa de (3.1).

Defini¢do 3.1.2 ([18], Defini¢do 2.1). Seja h: I — I continua e seja x* um ponto fixo de h.

* Dizemos que x* é um atrator global de h se todas as 6rbitas completas de h convergem

para x*.

* Dizemos que x* é um atrator ndo trivial de h se toda vizinhanga perfurada de x* contém
alguns pontos cuja a érbita completa converge para x*.
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* Dizemos que x* é um atrator estdvel de h se para toda vizinhanca U de x*, existe uma
vizinhanga V de x* tal que todo x € V tem sua érbita completa contida em U e ela
converge para x*.

Observe que se x* é um atrator global de h e, h(I) C I ou x* é atrator estavel de h,
entdo ele é um atrator ndo trivial.

Lema 3.1.3 ([18], Lema 2.3). Sejam | e K subintervalos compactos de 1 intersectando no
mdximo um ponto. Suponha que existe algum inteiro positivo k tal que h'(J UK) C I para cada
0 <i<keh*(J)NK(K) D JUK. Entio h tem érbitas periédicas de periodos arbitrariamente
grandes. Em particular, ndo existem atratores globais para a aplicagdo h.

Demonstragio. Este resultado é bem conhecido no caso em que I é um intervalo com-
pacto. Além disso, as Orbitas periddicas correspondentes estdo contidas em A =
Ui.:(}hi( J UK). No caso geral, basta substituir /& por uma aplicagdo continua f: I' — I’
tal que I' D AUK(JUK) e f(x) = h(x) para todo x € A e aplicar a versao do Lema

para intervalo compacto. [
O préximo lema segue como consequéncia imediata.

Lema 3.1.4 ([18], Lema 2.4). Se x* é um atrator ndo trivial de h e x* é o 1inico ponto fixo de
h, entdo existe x* € I tal que (h(x) — x)(x — x*) < 0 para todo x # x*.

Lema 3.1.5 ([18], Lema 2.5). Suponha que p é um atrator global ndo trivial de h. Entdo ndo
existem pontos ¢ # d em I satisfazendo h(c) > max{c,d} e h(d) < min{c,d}.

Demonstragido. Assuma que existem dois pontos c e d como na afirmagdo do Lema que
leva a uma contradicao.

Pelo Lema 3.1.4, temos que ¢ < p < d. Além disso, existem pontos ¢ < ¢’ <
x* < d < dtais que h(c') = d, h(d") = ce h([c,p]) C (c,d], h([x*,d']) C [c,d).
Portanto, h? estd bem definida em [¢/,d’] e h*(c') < ¢, h*(d') > d’. Como x* é o atrator
global de 1, h? nao pode ter um ponto fixo em [¢/,d’] além de x*. Portanto, h?(x) < x
(respectivamente, h?(x) > x) para todo x € [c/,x*] (respectivamente, x € [x*,d’]), o
que também implica h([c/, x*)) = (x*,d], h((x*,d']) = [¢, x¥).

Como x* é localmente repulsivo para h?, entdo também para &, se uma 6rbita com-
pleta (1" (x)) de h converge para x*, entdo existe algum k tal que 1"’ (x) = x* para cada
n > k. Como x* é um atrator ndo trivial, ele atrai algumas 6rbitas comecando de um
ponto diferente de x*. Entdo h(g) = x* para algum ponto g # x*.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que 4 < x*. Além disso, como

h(x) > x* para cada x € [¢/,x*), vemos que ¢ < ¢’. Portanto, podemos assumir
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que g é o maior ponto a esquerda de ¢’ que é aplicado a x* por h. Portanto, temos que
a restricdo de h a [g, x*] atinge seu méximo em um ponto r € (g, x*).

Disto, segue duas possibilidades. Assuma que h(r) € I. Se h([x*,h(r)]) D [gq,x¥],
entdo aplicamos o Lema 3.1.3 aos intervalos | = [g,7] e K = [r, x*] e 0 namero k = 2
para chegarmos a uma contradi¢do. Portanto, temos que h([g,h(r)]). A continuidade
da restricao h: [q,h(r)] — [gq,h(r)] e o fato que h*(x) < x para todos os pontos x a
esquerda de x* préximos suficientemente de x* para garantir a existéncia de um ponto
fixo de h? no intervalo [g, x*), que é impossivel, ja que x* ¢ um atrator global de h.

Portanto, h(r) € I. Afirmamos que h(x) > g para cada x > x*. A razdo é a seguinte:
se existe um ponto s > x* satisfazendo h(s) < ge x] e qq sdo, respectivamente, os
pontos mais proximos de x* e g em (g,x*) satisfazendo h(xj) = h(q1) = s, entdo
h([g,q1]) = h([x],x*]) = [x*,s] e h([x*,s]) D [q,x*], portanto podemos aplicar o Lema
3.1.3 para chegarmos em uma contradigao.

Concluimos que g < h(x) < x* para cada x > x*. Lembre também que h((x*,d']) =
[c, x*). Portanto, vemos que toda érbita completa de 1 comegando em um ponto maior
do que g fica a direita de 4. Como a tinica pré-imagem de x* neste intervalo é x* e
x* é localmente repulsiva nenhuma das tais 6rbitas podem convergir para x*. Isso

contradiz o fato de que x* é um atrator néo trivial. O

Lema 3.1.6 ([18], Lema 2.7). Assuma que x* é um atrator global ndo trivial de h e | é um
intervalo compacto contendo x*. Se h(J) C I, entdo ] U h(]) é invariante por h, ou seja,

h(JUR(])) € JUR(]).

Demonstragido. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que x* é um dos extre-
mos de J. Caso contrario, podemos decompor o intervalo | em dois intervalos desta
forma e aplicar a cada um deles o argumento. Portanto, suponha que | = [x*,g]. Co-
loque h(]J) = [r,s], onde s < g pelo Lema 3.1.4. Se h(c) = d para algum ¢ € [r,x*],
entdo temos r = h(d) = ¢ < d = h(c), que é impossivel pelo Lema 3.1.5. Logo,
h([r,x*]) C [r,d) (usando também o Lema 3.1.4) e

h(TUR(])) = h([x", q] U [r,s]) = h([r, q]) € [r,q] = JUR(]),
como queriamos demonstrar. O

Teorema 3.1.7 ([18], Teorema A). Se x* é um atrator ndo trivial global de h, entdo ele é
estdvel.

Demonstragio. Segue imediatamente do Lema 3.1.6. O
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Lema 3.1.8 ([18], Lema 2.8). Seja h: [ — I uma aplicagdo continua e seja x* um ponto fixo
de h. Escreva B = I\ I. Entdo x* é um atrator global estdvel de h se, e somente se, existem

uma sequéncia (In)5- _o de subintervalos de I satisfazendo I, O I, 1 e h(l,) C I,41 UB
0

para todo n e NyI, = {x*}, e uma sequéncia (Jm)y—_co

Jm O Jm+1 € h(Jm) C Jms1 UB paratodom <0, Jo = Uply e I = U J .

de subintervalos de I satisfazendo

Demonstragio. Observe que a parte do “se” segue diretamente. Portanto, iremos provar
apenas a reciproca.

Seja U uma vizinhanga pequena de x* em I. Como x* é estavel, h"(U) estd bem
definida para todo inteiro positivo 7 e o intervalo US> k" (U) é também pequeno. Em
particular, o intervalo compacto K = U%_ (U estd contido em [ e satisfaz h(K) C K.
Definindo I, = h"(K) para todo n > 0, trivialmente obtemos I, O I;;11 e h(I,) = I, 41
para todo n > 0. Além disso, temos que /1(C) = C para o conjunto C = NI, de
modo que o Lema 3.1.5 implica que C = {x*}. Note que aqui estamos assumindo
implicitamente que h"(K) # {x*} para todo n. Se h"(K) = {x*} para algum ntamero
minimal n = ng, entdo os intervalos I,;, n > ng, podem ser escolhidos como desejamos.

Agora definimos indutivamente os intervalos I,, n < 0, de modo que I,,_; é o
maximal intervalo | contendo I, tal que h(J) C I, UB. Seja Jo = Uyl,. Se Jo = I, entdo
definimos J,; = Jo para todo m e terminamos.

Digamos, por exemplo, que existam pontos em I a direita de Jy. E suficiente mostrar
que ndo existem pontos de I a esquerda de ]y, para os quais em tal caso definimos
indutivamente J,,_1 como o intervalo maximal | contendo J,, tal que h(J) C J,UB e
obtemos facilmente que I = U, [, (note que h(x) < x para todo x ¢ ] pelo Lema 3.1.4.

Seja d o extremo a direito de Jy. Entdo h(d) € Jo. Se h(d) pertence ao interior de J,
entdo também pertence ao interior de I_j para todo k suficientemente grande. Além
disso, se k é suficientemente grande e v é o extremo a direita de [_, entdo h(conv{v,d})
estd contido no interior de I_j, que contradiz a defini¢do de I_;_;. Isto implica que
h(d) é o extremo a esquerda de Jo. Se h(d) € I, entdo usando o argumento similar
concluimos que h(h(d)) = d, que contradiz que x* é o atrator global de h. Portanto,
h(d) ¢ I, ou seja, ndo existem pontos de I a esquerda de Jp, e assim terminamos a

demonstracao. ]

Teorema 3.1.9 ([18], Teorema B). Assuma que h: I — I tem um atrator global estdvel x*.
Seja f: I — I uma aplicagio continua satisfazendo x < f(x) < max{h(x),x*} (respectiva-
mente, x > f(x) = min{h(x), x*}) para todo x < x* (respectivamente, x > x*). Entdo x* é
um atrator global estdvel de f.

Demonstragio. Seja B = I\ I. Vamos mostrar que se J, K sdo subintervalos de I com
J] D Keh(]) CKUBex € J,entdo f"(x) € J U B para todo n (sempre que f"(x) esta
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bem definida). Além disso, ou f*(x) — p quando n — oo, ou f"*(x) € KU B para todo
n suficientemente grande. Aplicando este resultado aos pares de intervalos I,;, [;11 e
Jim, Jm+1 do Lema 3.1.8, o teorema segue imediatamente.

Comecamos a observar que, pelas hipdteses de f e h, x* é o tinico ponto fixo de f
e x* € J. Logo, h(x*) = x* € K. Seja x € ] e digamos, por exemplo, que x < x*.
Se f"(x) < x* para todo n, entdo a sequéncia crescente (f"(x)) converge para x*.
Em particular, f"(x) € ] para todo n. Agora assuma que f*(x) > x* para um inteiro
minimal k. Entéo f"(x) € Jparatodo0 < n < k — 1. Em particular, f5~1(x) € Jimplica
que h(f*1(x)) € KU B. Por hipétese das fungdes f e h, temos f*(x) < h(f*1(x)), de
modo que f*(x) € KUB C JUB.

Em particular, [x*, f*(x)] C KUB. Se f¥(x) € B, entdo terminamos. Caso contrério,
argumentando de forma similar como antes, temos que ou f"(x) > x* para todo n >
k e a sequéncia decrescente (f"(x))S"_, converge para x* em K, ou existe um inteiro
minimal [ > k tal que f'(x) < x*, quando f"(x) € K paratodok < n < 1—1. No
tltimo caso, obtemos [f/(x), x*] C KU B. Se f'(x) € K, entdo repetimos o argumento
pra concluir que f"(x) € K sempre que ele estiver bem definido e n > 1, concluindo a
prova. [

Como consequéncia imediata, obtemos o resultado abaixo que pode ser também
encontrado em [18].
Considere a seguinte derivada Sf(x), a derivada Schwarziana de f, definida por

P8 (1))
SF0) =" Z(f’(x)> '

Corolario 3.1.10 ([18], Corolario 2.9). Seja f: I — I uma aplicagdo continua tal que existe
x* € I tal que (f(x) —x)(x —x*) < 0 para todo x # x*. Assuma que existem pontos
a < c<x*<d<btaisque flq) tem, no miximo, um ponto de inflexio e f(x) < f(c)
para todo x < ce f(x) > f(d) para todo x > d. Se f é decrescente em x*, assuma também
que f|(c,a) tem derivada Schwarziana negativa exceto em, no mdximo, um ponto critico de f e
—1 < f/(x*) < 0. Entdo x* é um atrator global estdvel de f.

Demonstragio. Os casos em que f seja crescente em x* ou x* seja um ponto de inflexdo
seguem facilmente. Entdo podemos assumir que —1 < f/(x*) < O0equea <c <d <b
e que f tem um méximo local em e € (a,x*). Seja h: [ — I definida por h(x) = h(e) se
x <e h(x) =h(d)sex >deh(x) = f(x), caso contrdrio. De acordo com o Teorema
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3.1.9, é suficiente mostrar que x* é atrator global estdvel de /1. Provamos isto mostrando
que |h?(x) — x*| < |x — x*| para todo x # g.

Suponha o contréario. Entdo tome um ponto e < u < x* tal que h?(u) < u. Como
—1 < K(x*) < 0, obtemos que h*(x) > x para todo x < x* préximo suficiente de
x*. No caso em que i’'(x*) = —1, aplique o Principio do Méaximo para h? para obter
que a derivada de uma aplicagdo com derivada Schwarziana negativa ndo pode ter um
minimo local positivo. Portanto, existe u < u’ < x* tal que h*(u') = u'. Claramente,
podemos assumir que ambos 1’ e v’ = h(u) pertencem a [e, d|. Entdo [1/, V'] é invariante
por f e existem pontos 1’ < u” < x* < v < v tais que (h?)(u") = (h?)'(v"") = 1.
Como h? tem derivada Schwarziana negativa em (u/,v") e (h?(x*))’ < 1, isto contradiz
o Principio do Méaximo.

O



Capitulo

4

Atratividade global da versao autonoma

da Equacdo de Nicholson

4.1 A versao autonoma da Equacao de Nicholson

Neste capitulo, veremos os critérios para garantir a atratividade global do equilibrio
positivo K = % log(%) da versdo autdnoma da equagao abaixo:

x'(t) = () (px(t — T(t))e ™) — gx(t)) (4.1)

dada por
X' () = —x(t) + px(t — T)e ¥ (=0) (4.2)

ondea >0,p>6>0,7>0>0ex:[-T,w) — [0,00). Esta equagdo foi estudada
por El-Morshedy e Ruiz-Herrera em [2]. Neste modelo, T representa o periodo de
incubacéo e o o perfodo de maturagéo.

Primeiramente, observe que, o equilibrio positivo para a equacao (4.2) é dado por
K = Llog(})

De fato, note que

o que implica que
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Logo, aplicando o logaritmo, obtemos:

que implica que

Também note que & = K.

Defini¢ao 4.1.1. Uma solug¢do positiva de (4.2) é uma fungio x: [—T,w) — [0,00) que
satisfaz a equagdo (4.2) para todo t € (0,w) e x(t,¢) = ¢(t) para todo t € [—7,0] com
¢ €Cq, ondeCy :={peC:¢(0) =0em[—7,0),4(0) > 0}.

Vamos reescrever a equagao (4.2) como
x'(t) = —6x(t) + pF(x(t — o), x(t — 7). (4.3)
Pela equagdo (4.3) obtemos a equagdo abaixo:
(e%'x(t)) = pe’ F(x(t — o), x(t — T))
onde F(x(t — o), x(t — 7)) = x(t — T)e~*(t=7)_ De fato,

(e%'x(t)) = dex(t

pela igualdade acima, inferimos as seguintes propriedades:

e ¢%x(t) é ndo-decrescente, em particular:
x(t—0) >yt — 1) (4.4)

para todo t € (0,w). De fato, como 0 < ¢ < 7, temos

S(t—0o) x(t _ T)eé(t—l')

e&(tfrftnt(f)x(t . T)

eJ(U*T)x(t —T)

x(t—o)e

=
|
2
\YARVARY,
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* x(t) > 0, paratodo t € (0,w), além disso

liminf x(t) > 0, (4.5)

PRRpe:
dado w € (0, ).

Agora vamos estabelecer as condi¢des para garantir a atratividade global:

(A1) F(x,y) é crescente na segunda varidvel.

(A2) Existe uma constante positiva M tal que aF(x,y) < y, para todo x > M, « > 1.

(A3) Existe uma constante positiva N tal que aF(x,y) > y, paratodox < N, a > 1.

Definigao 4.1.2 ([2], Definicdo 2.1). Seja F: [0,00)> — [0,00) uma fungio continua que
satisfaz aF (X, %) = % para algum ponto X € (0,00). Dizemos que F é controldvel para o
ponto X > 0 no conjunto(A, A) com 0 < A < A < oo se o sistema

L > aF(S* L)
S <

< Sel*,S* € [L,S], ndo admite solugoes com L, S € (A, A) diferentes

para algum o > 1,
S x.

L
de S* =L* = L

Observagido 4.1.3. Se F é controldvel para o ponto X em (A, A) entdo aF (x, x) = x ndo admite
nenhuma solugio em (A, \) diferente de X.

Proposicao 4.1.4. Se as condigoes (A1), (A2) e (A3) estio satisfeitas, entdo qualquer solugdo
positiva x(t) da equagio (4.2) é limitada e definida, para todo t > 0. Além disso,

0 < liminfx(t).

t—o0

Demonstragdo. Primeiramente, assumimos por contradi¢do que existe uma solugdo po-
sitiva que ndo ¢é limitada. Neste caso, podemos escolher uma sequéncia {t, },cN ten-
dendo a w € (0, 0] tal que:

i) x(ty) — oo, quando n — oo;
ii) x'(t,) > 0, paratodon € IN;

iil) x(t,) = max{x(t) : t € [0,t,]}, para todon € IN.
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Por ii) e pela expressdo da equacao (4.2), temos que
x'(ty) = —0x(ty) + pF(x(ty — 0),x(tn — 7)) =0,
o que implica que
5x(t) < PE(x(ty — @), 2(ts — T)). (46)
Agora por iii) e (A1) temos que, como x(t, — T) < x(t,), entdo
Ox(ty) < pF(x(ty — ), x(tn)).
Segue de (A3) que existe N > 0 tal que
X(ty —0) <N, (4.7)
para todo n € IN. As expressdes (4.7) e (4.4) implicam que

P x(t—1) < x(t—0) <N (4.8)
< Ne(S(T—a)

7

para todo n € IN. Agora (4.7) e (4.8) implicam que existe uma constante positiva 6 tal
que

F(x(ty —0),x(t, — 1)) <86,

para todo n € IN. Usando (4.6), obtemos que x(t,) é limitada, o que contradiz i).

Até agora provamos que qualquer solugdo positiva x(t) é limitada em [0, w). Por-
tanto, x(t) é definida para todo t > 0 e limsup,_,, x(f) < oco.

Agora, iremos provar que qualquer solugdo positiva de (4.2) satisfaz

liminf x(t) > 0.

t—o0

Suponha por contradi¢do que existe uma solugdo positiva x(t) tal que

liminf x(t) = 0.
t—o00

Neste caso, podemos encontrar uma sequéncia {s, } — oo satisfazendo:
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i) x(sy) = 0, quando n — oo;
ii") x(sy) = min{x(¢t) : t € [0,s,]}, para todon € N;
iii") x’(sy) < 0, para todon € IN.

Por iii’) e pela expressdo da equacdo (4.2), temos que
0x(sy) = pF(x(sy — ), x(spn — 7)) = pF(x(sy — 0), x(5n))-
Consequentemente, por (A2) temos que
x(sp—0) > M.
Lembrando que e’ x(t) é ndo-decrescente, obtemos
X(sn) = e %x(s, — ) = Me %7,
para todo n € IN.Isto contradiz i"). Portanto,

liminfx(t) > 0,
t—rc0

para toda solugao positiva de (4.2). O

Teorema 4.1.5. Assumindo (A1), (A2) e (A3), se F é controldvel para um ponto X no conjunto
(0, 00), entdo x é um atrator global de (4.2), ou seja,

para toda solugio positiva de (4.2).

Demonstragio. Suponha que exista uma solugdo positiva convergente, mas que ndo
converge para X. Observe que se lim;_,o x(f) = p com p # X, entdo p deve ser um
equilibrio da equacdo. Entretanto, como F é controldvel para o ponto %, ¥ é o tinico
equilibrio positivo da equagdo e, portanto, lim; . x(t = X) e terminamos neste caso.

Agora suponha que x ndo seja convergente, entdo usando a Proposicdo 4.1.4 exis-
tem duas constantes L, S > 0 satisfazendo

0 < L =liminfx(t) < limsupx(t) =S,
f—o0 t—oc0

observe que aqui estamos assumindo que a solugdo positiva x(t) ndo converge.
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Agora, escolhemos duas sequéncias {f, } e {s, } tendendo a oo tais que
e x'(sy) = 0elimy_o x(sy) = liminf;_,o x(t) = L;
o ¥'(t;) = 0elimy 0 x(t,) = limsup, . x(t) = S.

Passando para subsequéncias, se necessario, podemos assumir que

x(Sn - T) % LT,x(Sn - U) % LU',

x(ty —T) = S, x(ty —0) = Sg,

com L, Ly, S7, S+ € [L, S]

Agora, usando a expressdo da equagao, temos que

0=x'(ty) = =0x(ty) + pF(x(ty — 0),x(ty, — 7))
0=x'(sy) = =6x(sn) + pF(x(sy — 0),x(sy — 7))

para todo n € IN. Fazendo n — oo, temos

55 — pF(Sg', ST)
5L = pF(Ly, Ly).

6S
oL

Finalmente, como p > ¢ e F é uma fungdo controldvel para o ponto ¥ em (0, ),
a Unica solucdo de (49) é S, = L, = S = L = x. Isso é uma contradicdo, ja que
L<S. O

Agora utilizando (A1) obtemos:

F(S¢,5)

Sor5 (4.9)
F(Ly, L).

A\VARRV/AN

p
p

Proposicdo 4.1.6. O equilibrio K = Llog (£) de (4.2) é atrator um global de (4.2).
posi¢ q 2108 (5 3

Demonstragio. Pela definicao de controldvel, se «F(K, K) = K, dizemos que F é contro-
lavel para K se em (0, o) o sistema
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tem solugdo tnicaL =L* =S5 =5* =K
Temos que de fato aF(K, K) = K, é s6 ver que

F(K,K) = Ke ™ = Ké,
p
entao
gF(K, K) =K

e como & > 1, obtemos que F satisfaz a hip6tese da defini¢do. Agora temos que mos-

trar que a solugdo do sistema é tinica, pra isso precisamos mostrar que a solugdo de

€ tnica e igual a K.
De fato,

como L < S*e L* < S obtemos

L > eaK—aLs* 2 eaK—aLL
S < eaKfaSL* < eaK—aSS
Por um lado
1 > eaKfaL
=
e*LZK 2 e*aL
—aK > —alL
K < L.
Por outro lado,
1 < eaK—aS
X
e—aK < e—aS
AN
—aK < —aS
K > 8.
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Portanto, L > K > S > L,logo L = K = S. Como L*,S* € [L,S] obtemos L = L* =
K = §* = S. Aplicando o Teorema 4.1.5 obtemos o resultado desejado. O



Capitulo

5

Equacao de Nicholson com multiplos

retardos dependentes do tempo

5.1 Unicidade do Equilibrio Positivo

Neste capitulo, vamos apresentar os resultados para a permanéncia da equacao:

X(t) = B(t) (f pix(t — () E®) 5x<t>> >ty G.1)
j=1

introduzida em [3], onde pj,a;,8 € (0,0) e B,0j,7;: [fo,0) — (0,00) sdo continuas,
nao negativas e limitadas, com § limitada por baixo por uma constante positiva. Mos-
traremos também que K é localmente exponencialmente estdvel para esta equagao.
Além disso, obteremos os critérios de atratividade global do equilibrio positivo da
equagdo (4.1).
Lembrando que para a equagdo (5.1) a expressao do equilibrio é definida pela iden-
tidade

m
Y pje it = 6. (5.2)
j=1

De fato,

X(1) = (1) (f pye(t = gy(8))e o) 6x<t>> =0
j=1
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= Y pjx(t—7(t)e 90 —sx(t) = 0
j=1

m
— ) ppx(t— Tj(t))e_”fx(t_‘?(t)) = ox(t).
j=1

Se K é um equilibrio, entdo a expressdo acima implica (5.2).

Proposigao 5.1.1. Se f(x) := 6! Yitq pje” " é estritamente decrescente e limy oo f(x) =
0, entdo existe 1inico equilibrio positivo K se, e somente se, Z;-":l pj > 0.

Demonstragio. Suponha que K > 0, entdo

m
0=3 pie " <} pj (5.3)
=i =i

Agora assuma que K nédo é o tnico equilibrio positivo, entdo existe K > 0 tal que
f(K) = 671 Zp]-e*“fK = 1, j4 que para um equilibrio vale (5.2), mas sabemos que
f(K) = 1 pelo mesmo motivo e que f é estritamente decrescente, entdo f é injetiva o
que implica que K = K, provando a unicidade de K quando K > 0.

Agora, suponha que ) p; > 6, se K < 0, entdo

m m
s=Y pe ">y p
=1 =

um absurdo, portanto K > 0 é o tinico equilibrio positivo de (6). O

5.2 Permanéncia e Estabilidade Local

Nesta secdo, vamos investigar a permanéncia e a estabilidade local. Para isto, va-
mos considerar que:
pj,aj,6 € (0,00),B,05,7; : [to,) — [0,00) sdo fungdes continuas e limitadas para

(1 <j<m)com

0 < B~ :=inf B(t) < B(t) <supB(t) =: B (5.4)

t}to t}to

Denotaremos por:

p=1Y pj (5.5)
=1
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+

a’ = maxa; (5.6)

]

a~ = mind;. (5.7)
]

Vamos supor, sem perda de generalidade, que p > ¢ e seja K > 0 o equilibrio positivo
dado por

m
6= Z pje_”fK.
=1

Defina T = max{supt%0 Tj, 0} - j =1,..,m}. Para a equagdo (5.1), iremos utilizar o

Il = supge| ) [9(6)]

como espago de fase, que serd importante para os nossos propositos.

espago C := C([—1,0];R) equipado com a norma do supremo

Como estamos interessados apenas em solugdes ndo-negativas, vamos considerar
Cf = {p € C:¢B) > 0em [-7,0),¢(0) > 0} como o conjunto das condigdes
iniciais admissiveis. Para t > t;, denotamos x; como um elemento em C dado por
xi(0) =x(t+0), -1 <0 <0.

Denotamos a solucdo de (5.1) com condicdo inicial
Xy, = ¢ €Cy (5.8)

por x;(tg, ¢) ou x(t; to, ¢) definida num intervalo maximal [y, 77(¢p)].
Vamos escrever (5.1) de forma abstrata:

x'(t) = F(t, x;),t > to,

onde
F(t,¢) = B(t) (i pip(—T(t))e o) — 54)(0)) >ty ¢ ECH (5.9)
j=1

Proposicdo 5.2.1. Para t > to, ¢ € Ci, F(t,¢) > 0se p(0) = 0e F(t,¢) < g(t,¢),
onde a fungio g(t,¢) := B(t) ( et Pip(=T(t)) — (54)(0)) satisfaz a propriedade de quasi-
monotonicidade.

Demonstragio. Primeiramente, vamos mostrar que F(t,¢) > 0se ¢(0) = 0. De fato, por
(5.9), temos:

F(t,¢) = B(t) (ipm—fj(f))e_”f"b(_”f(”)—54)(0))
=
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B Y. pio(—T(t)e Pt > 0
j=1

ja que B(t) >0, T, pj > 0, p(—7i(t)) = 0ee 4?91 > 0,
Por outro lado, note que F(t, (,b) < g(t, ¢). De fato,

F(t,¢) = B(t) (ipﬁ(—fj(f))e_”f"’(_”j“))—547(0))

j=1

(f pio(~(1)) — 6(0 >> — ¢(L9),

j=1

pois e <1, ¥y pip(—(t)) > 0e () > 0
E por fim, mostraremos que g(t ¢) satisfaz a propriedade de quasi-monotonicidade.
4

Para isso, suponha ¢ < ¢ e ¢(0) = ¢(0). Temos que

8t ¢) —g(t,p) = B(t) (i pi(¢(=7(1) — p(=7(t))) — 6(¢(0) — lP(O))> ,
=
o que implica que:
8(t,¢) —g(t,9) <0,
ja que ¢(—T;(t)) — P(—7;(t)) <0, por hipétese. Logo,

8t p) <g(t ),

provando a quasi-monotonicidade. O
Proposic¢do 5.2.2. As solugdes de (5.1) com condigdes iniciais (5.8) sdo definidas e positivas.

Demonstragio. Para demonstrar essa proposicdo, vamos utilizar o Teorema 1.1.23.
Vamos tomar f(t,¢) = 0 e g(t,¢) = F(t,¢). Sabemos que ambas sdo continuas,
agora note que ambas sdo Lipschitz.
De fato, utilizando a defini¢do de condic¢do Lipschitz 1.1.10, entdo f(t,¢) = 0 é
claramente Lipschitz, pois 0 < ||¢ — ¢||. Por outro lado, g(t,¢) = F(t,¢) é também
Lipschitz, pois:

|F(t,¢) — (twl—‘ (D»] A "f<‘*>>—54>(0>>
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B(t) (i pip(—Ti(8))e o) 5¢<o>) ‘
L

< |B(Y) im[qf?(—fj(t)) —p(=7(1))] = 8[¢(0) - 1/](0)])
iz

< B f‘imqf?(—ﬁ(t)) —p(=7(1))[ = 8|9(0) - ¢(0)|)
iz

< B(t) ilijId’—lIJH —5||4>—1PH>' = B(1) (ii’j—‘5> I — |-
j= j=

Tomando o supremo do lado esquerdo, obtemos o resultado desejado. Além disso,
f(t,¢) = 0 satisfaz a propriedade de quasi-monotonicidade, ja que se ¢ < P e ¢(0) =

¥(0) entdo f(t,¢) < f(t, ).
Pelo Teorema 1.1.23, como 0 < F(t,¢) e 0 < ¢, com (9, 0), (tp,¢) € D, onde D é um

subconjunto aberto de R x C, entdo
0= x(t, fo,0,0) < x(t, to,(P, P)

para todo t > to, onde x(t, to, ¢, F) é a solugdo de (5.1). Portanto todas as solugdes sédo
definidas e positivas. L

O préximo resultado nos fornece condigdes suficientes para garantir a permanéncia
de (5.1).

Teorema 5.2.3 ([4], Teorema 2.1). Se p > 6, entdo (5.1) é permanente. Além disso

Ke 2P" < lim inf x(t) < limsup x(#) < Ke2(0+p)p'T (5.10)

t—ro0 f—sv00
para toda solugdo x(t) de (5.1) com condigdo inicial em Cy .

Demonstracdo. A fim de utilizar o Teorema 2.1.1, vamos reescrever (5.1) como
m
/
x'(t) =) fi(tx(t = 7(t), x(0j(t))) — w(t, x(t))
j=1

onde fj(t,u,v) = B(t)pjue 1" e w(t,u) = op(t)u. As fungdes f; sdio mondtonas cres-
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centes em u e mondtonas decrescentes em v. De fato, note que

a'f] —a;o0
3 ﬁ(t)p]'e i’ >0

i p(pe(~a) <0,

pois B € uma fungdo positiva, pj,a; > 0 e u, v sdo fungdes positivas.
Além disso, note que

fo (t, uj,vj) = ZPJ“J S BTY pii =

j
onde i := sup; i, {uj} e A := B+ p > 0. Também note que como
w(t,u) =6B(t)u

logo,
Bu < w(t,u) < Cu,

onde B := 3B~ e C := 8B, pois claramente

inf B(t) < B(t) < sup B(¢).

>t >t

Seja M > 0. Entdo existe L = L(M) tal que

iJi t, u,M t . .uefajM i ,e*a/M
L = L(M) := limsup M = lim sup PUOL, P = L P
oo W(EU) f-so0 5p(t)u 6
Note que L < 1 sempre que M > K. De fato, basta lembrar que E}” 1pje " = 4. Pelo

Teorema 2.1.1, temos que

limsup x(t) < Me0tpIptT

t—o0

que nos dé que (5.1) é dissipativa. Analogamente, para u > 0, temos:

. xifittbuu)  Xipe it
F=1(p) = Tim inf wltu) 6
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Portanto, I > 1 se u < K. Do Teorema 2.1.1, para u < K, obtemos:

liminfx(t) > e 2P,

t—o0

logo (5.1) é dissipativa. Combinando estes resultados e tomando M = K+ee u =
K — ¢, o resultado segue fazendo ¢ — 0. O

Agora vamos estudar a estabilidade local do equilibrio positivo K. Tomando u(t) =
x(t) — K, vamos obter a equagdo linearizada sobre K:

Vamos tomar u'(t) = f(u(t),u(t — 7(t)), u(t — oj(t))). Como K é o equilibrio de
(5.1), 0 equilibrio de u(t) é 0 e vamos utilizar a linearizagdo dada por:

' (£) = fu(r)(0,0,0)u(t) + fu(r—r;())(0,0,0)ult = Tj(t)) + fu(t—o;(1)) (0,0,0)u(t — oj(t)),

entao

o(imquw»fwwﬂm—wm>
L

(Zp]t—q )+ Ke” W“”””“—MMQ+K0,

aplicando a lineariza¢do obtemos:

u'(t) = (—0p(t))u (ZP] ot t—T](t))> —B(t) (inKﬂje_“fKu(f—U(t))>
=

o que implica que

(Z pie” T [u(t — 7j(t)) — ajKu(t —o(t))] —(5u(t)) . (5.11)

O préximo resultado nos fornece condigdes suficientes para garantir que o equili-

brio seja localmente exponencialmente estavel.

Teorema 5.2.4 ([4], Teorema 2.2). Sep > Je

t Y aipie ik
lim su a / s)ds < 7= 77 5.12
t—>oop]§ iPje f—o(t) B(s) 25+KZ}”:1 ajp]-e—ajK (5.12)

entdo K é localmente exponencialmente estdvel para (5.1).
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Demonstragio. Comegaremos reescrevendo a equagao (5.11) como
2m
/
u'(t) + ,Zé)bf(t)u(rf(t)) =0,
]:

onde b;(t) = B;B(t),

6, j=0,
Bj = —p]-e”/'K, ji=1,...,m,
aijje*“fK, j=m+1,...,2m.

t, j=0,
rit)=q t—7(t), j=1,...,m,
t—a]-(t), j=m+1,...,2m.
paratodoj=0,...,2me B(t) > B~ > 0. Note que estamos com todas as condi¢des do

Corolario 2.2.11 satisfeitas.
Sejal ={0,m+1,...,2m}e]={1,...,m}. Entdo

m

ZB] = §+K2a]-p]~e“f1< >0e ZB] = —/.
jel j=1 i€

Pelo Corolario 2.2.11, temos que (5.11) tem estabilidade exponencial se

Zje[ Bj - Zje] |Bj|
L% |Bjl

t
limsup ) \B]-|/( | B(s)ds <
T’jt

t=too jel

Portanto, (5.11) é exponencialmente estdvel se (5.12) acontece. Aplicando o Principio

da Estabilidade Linearizada, obtemos o resultado desejado. O
Como consequéncia imediata, obtemos os corolarios abaixo.

Corolario 5.2.5 ([4], Corolério 2.1). Seja p > ¢ e defina

t
¢y = max limsup/ B(s)ds. (5.13)
t—o;(t)

Se

1

< ’
T K(x; pjaje K
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entdo K é localmente exponencialmente estdvel para (5.1). Em particular, isso acontece se

1
M < ST aK); 614)
Coroldrio 5.2.6 ([4], Corolédrio 2.2). Sep > de
li t d L 5.15
= < ’ .
S = limsup | PO < 50 g (p/6)) 619

entdo K é localmente exponencialmente estdvel para (4.1).

5.3 Atratividade Global do Equilibrio Positivo

Nosso objetivo aqui é estabelecer condi¢des para a atratividade global do equilibrio
positivo K.

Como em [2], vamos usar resultados de atratividade global para equagdes diferenca
da forma

Xpt1 = f(xn),n € Ny (5.16)

onde f : I — I é uma fungdo continua no intervalo real I e o valor inicial xg € I.

Lema 5.3.1. Seja f: I — I uma fungdo continua no intervalo real I = [a,b], (a < b, com
b € Rou b = oo0) com um tinico ponto fixo x* € (a, b) e tal que

(f(x) —x)(x —x™) < 0para todo x € (a,b),x # x¥,

entdo as sequintes afirmagdes sdo verdadeiras:

(a) Se x* é um atrator global para (5.16), entdo ndo existem pontos c,d € I comc < de

f(le.d)) > [e,d].
(b) Se f é uma funcio C3, decrescente em I e tal que

1. Sf(x) <0, parax € 1, onde Sf(x) é a derivada Schwarziana de f, definida por

OB IA0N
I =" 72 (f’(x)) '

2. 1< fl(x*) <0,
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entdo x* é um atrator global para (5.16).

O préximo resultado serd crucial para que possamos demonstrar o nosso resultado
principal desta secdo. Para isso, iremos considerar as seguintes condigdes:

(My) (F(x,y) —y)(x — ) < 0 para todo (x,y) € (0,00)? com x # %.

(My) F(x,y) é crescente na segunda varidvel.

Teorema 5.3.2 ([2], Teorema 3.1). Considere que a equagio
x'(t) = —6x(t) + pF(x(t — o), x(t — 7)) (5.17)
tenha um vinico equilibrio positivo ¥ > 0. Se (M) e (M) estio satisfeitas e
Fr(x,y) = e %%+ (1 — e %F(x,y))

é controldvel (ver 4.1.2) para o ponto X em (0, 00), entdo lim;_,o x(t) = X para toda solugio
positiva de (5.17).

Demonstragido. Suponha, por contradigdo, que existe uma solugdo positiva x(t) que ndo
converge para ¥ quando f — oo. Usando a Proposigdo 4.1.4 e a unicidade do equili-
brio positivo, concluimos que x(f) é necessariamente uma solugao oscilatéria. Ou seja,

existem duas constantes 0 < L < S satisfazendo

L =liminfx(t) < limsupx(t) =S,
t—ro0 00

observe que aqui estamos assumindo que a solugdo positiva x(f) ndo converge.

Escolhendo duas sequéncias {t,} e {s,} tendendo a oo tais que
* x'(sy) = 0paratodon € N elimy_,e x(s,) = liminf;e x(t) = L;
e x'(t,) = 0 paratodon € N elim, o x(t,) = limsup, ., x(t) = S.

Passando para subsequéncias, se necessario, existem constantes Ly, L, S, St € [L, S]
tais que x(s, — T7) — L1, x(sp —0) — Ly, x(ty — T) = S, x(ty —0) — So.
Agora, usando a expressdo da equagao, temos que

= x'(ty) = —0x(tn) + pF(x(tn — o), x(tn — 7))
0=x'(sy) = —6x(sy) + pF(x(sp — 0),x(sn — T))
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para todo n € IN. Fazendo n — oo, temos

8S = pF(S,, Sc)
5L = pF(Ly, L)

Agora utilizando que F é decrescente na segunda variavel, obtemos:

6S
oL

Por (M), temos que S, < ¥ < L,. Note que se, por exemplo, S, > X, devemos ter
(F(S¢,S) —S)(Sy — X) = 0, uma contradigdo pela hipétese (M;).
Por outro lado, pela expressdao da equagdo, obtemos que

F(Ss,S)

P (5.18)
pF(Lo, L).

A\VARRV/AN

x(H)=e x(t—0)+p / t D (x(s — o), x(s — T))ds. (5.19)
t—o

Agora, fixamos € > 0. Existe ny € IN tal que x(t) € [L —¢,S + €] para todo ¢t >
— 20 com n 2> ny. Entao

tn

x(ty) = e %%%x(ty—0)+p P (x(s — o), x(s — T))ds

th—0o

tn
< e x(ta—0)+p [ ECTMF(x(s—0),S +e)ds.
th—0

Utilizando o Teorema do Valor Médio, obtemos
x(ty) <7995y + (1 —e %) F(Lu(e),S +¢)

com L —€ < i;(e) < S+ € para todo n > ng. Passando para subsequéncias, se
necessario, podemos assumir que L,(e) — L(e) quando n — co. Além disso, para

cada € > 0, obtemos
S<e %S, +(1—e)F(L(e),S +¢€) (5.20)

com L(e) € [L —¢,S +¢€]. Coletando todas as informagdes e usando que S, < %,
obtemos que

S<e %S, 4+ (1—e*)F(L,S) (5.21)
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para algum L € [L, S]. De modo anélogo, trabalhando com a sequéncia {s, }, chegamos

em
L>e %%+ (1—e%)F(S,L) (5.22)

para algum = [L,S]. Como E, é controldvel, L = S = L = S = %. Isto é uma

contradicdo, pois L < S. O

Agora temos o0 necessario para mostrar o principal resultado sobre a atratividade
global do equilibrio K. Como vimos, a expressdo do equilibrio K ndo pode ser es-
crita explicitamente para o caso das equagdes com multiplos pares de retardo, por isso,
mostraremos apenas o caso de um par de retardos, e o outro caso é uma generalizagdo
deste.

Considere abaixo o caso de um par de retardos:

Teorema 5.3.3 ([4], Teorema 3.1). Considere p > §, denote Gpy := limsup,_, ftt_a(t) B(s)ds
como em (5.15) e assuma
(h1) (e%*M —1)log & < 1.

Entdo o equilibrio K de

¥ (1) = B(t) (px(t — t(t))e 170 —ox(t)) (5.23)

é globalmente atrativo (em Cy).

Demonstragio. Considere qualquer solugdo de (5.23) com condicdo inicial em CSL . Pre-

cisamos mostrar que existe lim; .o x(f) = K. Pela permanéncia no Teorema 5.2.3,
existem
[ :=liminfx(t) e limsup x(t) =: L, (5.24)
t—ro00 f—s00

com0 <[ < L.
Caso 1: Suponha que | = L, isto é, existe lim;_,0 x(t) = C > 0.
De (5.23), podemos escrever x'(t) = B(t)g(x¢), onde lim;— g(x;) = 6C(f(C) — 1)

Sejan = f(C)—1. Se 0 < C < K, entdo para t suficientemente grande, temos
x'(t) = B~6CL > 0. Entdo x(t) — oo quando t — oo, 0 que é uma contradi¢do. De
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modo similar, 7 < 0 se C > K, e nesse caso x(t) — —oco quando t — oo, 0 que ndo é
possivel. Portanto C = K.

Caso 2: Suponha que exista solugdo x(f) com ! < L em (5.24).

Vamos dividir a demonstragdo deste caso em vérios passos. Para simplificar a ex-

posicdo, vamos supor que existe

¢ := lim t B(s)ds, (5.25)

t—=oo Jt—g(t)

deixando a situagdo geral, onde ¢ é substituido por ¢, para o tltimo passo da demos-

tracdo. Neste caso, (h1) serd dado por

(&% — 1) 1og§ <1 (5.26)

Passo 1: Como na demonstra¢do do Teorema 5.3.2, considere sequéncias (t), (su),

tais que t,, s, — o0 e x'(t;,) = x'(sy) = 0, x(t,) — L, x(sn) — 1. Passando para

subsequéncias, se necessdrio, existem Ir, I, L, L, € [I, L] tais que

x(ty —t(ty)) = Lt , x(ty —o(ty)) — Lo,
xX(sp —T(sn)) = 1lc , x(sp—0(sn)) = Ir (5.27)

quando n — o0 e limy, e B(tn) > 0, limy 00 B(s) > 0. De (5.23), segue que:

0 = B(tn)(px(tn — T(tn))e_ax(t"_g(t")) — 0x(tn)),
0 = PB(sn)(px(sn — T(Sn))e_ax(sn_a(sn)) — 6x(sn)).

Usando os limites em (5.27), temos que 0 = pLTe_“L” —d6L,0= plre_al” — 41, entdo

L= %Lfe_aL” el = nge—“lv. (5.28)

ComoL;<Lel;>1, temos L < %Le’“L” el > %le’”l”. Além disso,

(%xe‘”x—x> (x—K)<0, x>0, x#K,

que combinado com as desigualdades acima nos da

Ly < K< . (5.29)
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— eftto op(v)d

Multiplicando a equagéo por p(t) ” e integrando sobre [t — o(t), t], obtemos

t S
x(t) = x(t — o(t)e Fe0 PO [  PBO)(s = (5))em 0ol B
t—o(t

Sejae > 0. Existe ngp € N tal que x(t) € [ —¢,L+¢€| parat > t, —2tex(t, —o(ty)) <
Ly + €, para todo n > ng. Da equagdo anterior, segue que

x(tn = x(t, —o(t, e t;n’”(tn)(sﬁ(v)dv —+ . s)x(s — t(s e_ax(s_a(s))eftsn 5‘3(0)[10(15
ty—o(t )P

tn

< (Lo +e)e Jumoum B B+ e)e (=00l Pdvgg,

th—0(ty

Utilizando o Teorema do Valor Médio para integrais, existe I (e) € [l —€,L+€] tal que
xX(tn) < (Lo +€)e ot BB g(L +e)eahn(e) (1 P 55(”“”) :

Tomando subsequéncias, se necessario, podemos supor que I,,(€) — 1(€) quando
n — oo. Tomando os limites e usando (5.25), obtemos

L<e%(Ly+e)+ g(L + (—:)e_“f(e)(l — e %),

Novamente, podemos supor que T(e) — Tquando € — 0 e passando o limite segue

que
L<e %L, + gLe*”T(l —e %) e %K+ gLe*“ZN(l —e %), (5.30)
Analogamente, utilizando a sequéncia (s, ) mostramos que
1>e %1, + gle_‘i(l —e %) > %K + gle_“z(l —e7%), (5.31)
onde L, 1 € [I,L].
Passo 2: Afirmamos que ¢ > 0el < K < L.
Primeiramente, observe que, se ¢ = 0, (5.29)—(5.31) implica

L<Ly<K<Ilr <],

entdo | = L, o que contradiz o que assumimos, pois estamos no caso 2 em que [ < L.

Agora, mostraremos que I<K<L
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Sel > K, entdo fe=" < 1ede (5.30) temos L < e K + L(1—e %) < L
é possivel. Entdo | < Té K. Analogamente, de (5.31) deduzimos que K < L

, 0 que nao
< L.

Se | = K, novamente de (5.30) obtemos
L<e ®%K+L(1-e%) <L,
entdo L = L = K. Juntando isto com (5.31) obtemos
[>e %K+1(1—e%)>1,

entdo | = K, o que contradiz I < L. isto mostra que I < K. Similarmente mostramos
que L > K. Entdo

I<l<K<L<<L.

Passo 3: Dos passos 1 e 2, observe que | > ¢ %K =: 6. Agora, seja f(x) := e e
pi=1-e%=1- % Mostraremos que (f1) implica

, x> 0. (5.32)
Como f é decrescente, (5.32) é verdade se f(6) < u~!, 0 que é equivalente a

1 1 B
6 > Elog% +log(1— e =0y, (5.33)

Inserindo a identidade 6 = %log %e"s‘: em (5.33), temos 6 > 6, se, e somente se,

(1—e%) logg +1log(1—e%) < 0. (5.34)

Como x + log(1 — x) < 0 para todo x € (0,1), de (5.26) concluimos que

(1-— e—(sg) logg +log(1 — 6_56) <e % 4 log(1 — 6_55) <0,

entdo vale (5.32). Portanto, a funcao

6
") = T

estd bem definida em I := [0, 00). Note que h(K) = Ke (h(x) — K)(x — K) < 0 para

(5.35)
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x > 6, x # K. De (5.30) e (5.31), segue que

L < h(l) < k(D) (5.36)
1> k(L) > h(L). (5.37)
Temos f € C3, f'(x) < 0e Sf(x) = —% < 0 para x > 0. Escreva h(x) = hy(f(x))

onde hy(x) = e note que Shi(x) = 0. Pela formula

=
Sh(x) = Shy(f(x))(f'(x))* + 5f(x)

(veja [22], Teorema 2.1), temos Sh(x) < 0 para todo x > 6. Por outro lado, /' (K) =
—aK(e% — 1), e portanto —1 < I/(K) < 0 é equivalente a

p 1

que, com ¢ > 0, é nossa hipétese (h1). Entdo, pelo lema 5.3.1(b), temos que K é um

atrator global da equacdo diferenca
Xp+1 = h(xn), (5.38)

com condicdo inicial xy > 6. Pelo Lema 5.3.1(a), isto implica que ndo existem pontos
c,d € ]0,00), ¢ < d, tais que [h(L), h(l)] D [c,d]. Isto entretanto contradiz (5.36) ja que,
claramente h([l, L)) = [h(L),h(1)] D [I,L] com | < K < L. Isto mostra que nédo existem
solugdes com I < L quando o limite ¢ em (5.25) existe.

Passo 4: Retiramos agora a suposicdo de que o limite em (5.25) existe. Levando
isso em consideragdo, a demostra¢do segue como acima até as condig¢des (5.30) e (5.31),
agora tomando subsequéncias de (t,) e (s, ), se necessdrio, tais que

tn Sn

lim B(s)ds = &, lim B(s)ds = &2

th—o(ty) $n—0(sn)

para alguns 1, G2 € [Cm, Gpm), com ¢y como em (5.15) e &y, := liminf; o ftt_o(t) B(s)ds.
Deste modo, para a solucgdo x(t) com ! < L em (5.24), as desigualdades (5.30) e (5.31)

se tornam

L<e 8K+ gLe—“T (1—e~%) (5.39)

I > e K 1 gle—al~ (1— %), (5.40)
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Como no passo 2, vemos que ndo é possivel ter {1 = ¢» = 0. Sed; > 0edr = 0,

procedendo como no passo 2 chegamosem ! = I, = L, = Kel <

K, entdo também

L = K, o que contradiz a suposi¢do I < L. Entdo deduzimos que ¢; > 0, (i = 1,2) e,

argumentando como acima, que / < I<K<L<L.

Agora definimos

e_5€iK )
hi(x) = m, 1= 1,2,

parax > f~ ( -),onde pj =1—e” %i, Seja

j(x,8) == 11__&) onde u = (&) =1—e7%,

e note que (x — K)g—é(x, ¢) < 0 para todo x # K. Entdo ¢(x, ) é crescente para x < Ke

decrescente para x > K, logo para todo x tal que f(x)u(Epm) < 1, segue que

m(x) = Kj(x,¢1) < Kj(x,dm), sex <K
ha(x) = Kj(x,82) = Kj(x,ém), se x > K.
Defina
—0Cm
) = T ey ~ K o)
De (5.39),
L < () <h(D),
1> hy(L) = h(L).

(5.41)
(5.42)

(5.43)

Daqui em diante, podemos resumir a prova do passo 3 e concluir que ndo existem

solugdes x(t) com I < L em (5.24). A demonstragdo de que K é um atrator global est4

completa.

Observacgio 5.3.4. Para (6) com p > & > 0 e retardos constantes T >

]

> 0, foi provado em

[2] que K é um atrator global de toda as solugdes positivas se (e® — 1) log( ) < 1. Isto é um

caso particular do resultado 5.3.3.

Combinando o Corolario 5.2.6 e o Teorema 5.3.3 obtemos:
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Teorema 5.3.5 ([4], Teorema 3.2). Com as notagdes acima, seja p > & e suponha que uma das

condigOes abaixo seja satisfeita:

) < -2 edCm(2+1log(k)) <1,

M 41

(a) log(

SRS

p 268 OFM _ P
(b) log(s) > e‘séM—(S?M—l e (e —1)log 5 < 1.

Entiio o equilibrio K de (5.23) é globalmente assintoticamente estdvel (em Cy ).

Demonstragio. Defina c = %, g1(x) = (e —1)log(§), g2(x) = (24 log(%))x.
oEn—

Como g1(6&m) < g2(6Cm) se, e somente se, log(5) < ¢, a dltima condigdo e (5.15)

implicam (h1), e entdo K é estével e globalmente atrativo; se log(%) > c e (1) sdo

satisfeitas, entdo (5.15) também é satisfeita. O
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