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Resumo

Nessa tese estudamos as decomposicoes de um grupo pro-p G' como um produto
pro-p livre com um subgrupo pro-ciclico infinito amalgamado ou como uma HNN-
extensao com subgrupo pro-ciclico infinito associado, e provamos no Teorema 2.2.2
a versao pro-p do Teorema 2.1 de Rips e Sela (Annals of Mathematics; 1997), e nos
teoremas 2.3.5 e 2.3.13 a versao pro-p e a versao pro-2 respectivamente do Teorema
3.6 de Rips e Sela (Annals of Mathematics; 1997). Além disso, usando a definigao de
comensurador de um subgrupo, provamos no Teorema 3.0.4 que quando um grupo
pro-ciclico C' age livremente sobre uma arvore pro-p, o quociente do comensurador de
C sobre um subgrupo normal contido em um G-estabilizador de arestas é pro-ciclico
infinito ou diedral pro-p infinito, que é uma versao mais generalizada da Proposicao
8.1 de Chatzidakis e Zalesskii (Israel Journal of Mathematics; 2022). Finalmente no
Teorema 3.0.8 mostramos que um grupo pro-p finitamente gerado GG agindo sobre
uma arvore pro-p localmente finita seja igual ao comensurador de um G-estabilizador
de aresta.



Abstract

In this thesis we study splittings of a pro-p group G as a free pro-p product with
an amalgamated over an infinite pro-cyclic subgroup or as an HNN-extension with
infinite pro-cyclic subgroup associated, and we prove in Theorem 2.2.2 the pro-p
versions of Theorem 2.1 of [RS97] and in the theorems 2.3.5 and 2.3.13 the pro-p
version and pro-2 version respectively of Theorem 3.6 of [RS97]. Furthermore, using
the definition of a commensurator of a subgroup, we prove in Theorem 3.0.4 that
when a pro-cyclic group C' acts freely on a p-tree, the quotient of the commensurator
of C over a normal subgroup contained in a G-stabilizer edge is pro-cyclic infinite or
pro-2 infinite dihedral, which is a generalized version of Proposition 8.1 of [CZ22].
Finally, we show in Theorem 3.0.8 that a finitely generated pro-p group G acting on
a locally finite pro-p tree is equal to the commensurator of a G-stabilizer edge.



Introducao

Na década de 1970 foi desenvolvida a Teoria de Bass-Serre e formalizada em [S80].
Essa teoria analisa a estrutura de um grupo G por meio da acao de G sobre uma
arvore, empelando principalmente o conceito de grupo fundamental de grafo de gru-
pos, e as construcoes livres tais como produto livre amalgamado, produto livre e
HNN-extensao. A versao profinita da Teoria de Bass-Serre foi desenvolvida por L.

Ribes, O. Melnikov, e P. Zalesski (orientador dessa tese) em livros e artigos tais como
[R17], [RZ00a], [MZ89] e alguns outros artigos.

No ano 1997, Z. Sela no artigo [S97], “traduziu” a nogao das subvariedades carac-
teristicas JSJ (Jaco-Shalen-Johanson) da topologia tridimensional para o contexto de
grupos hiperbdlicos, obtendo uma decomposi¢cao canonica para grupos hiperbdlicos,
que foi chamada como decomposi¢ao canénica JSJ (em [S97]). Esta decomposigao
candnica “contém” todas as pequenas decomposigoes ciclicas (essenciais) de um
grupo hiperbdlico livremente indecomponivel e livre de torcao. Logo E. Rips e Z.
Sela em [RS97] estudaram a decomposigdo sobre um subgrupo ciclico-infinito (Z-
decomposicao) de grupos finitamente gerados como um produto livre amalgamado
ou uma HNN-extensao. Para poder entender melhor todas as Z-decomposig¢oes de um
grupo finitamente apresentado G, eles precisavam estudar cuidadosamente e deta-
lhadamente a “interacao” entre qualquer par de Z-decomposicoes elementares de G.
Tendo em conta que a uma Z-decomposicao elementar de GG, podem ser um produto
livre amalgamado A %z B com grupo amalgamado ciclico-infinito Z ou uma HNN-
extensao HNN(A,Z,t) com subgrupo associado ciclico-infinito Z. Agora supondo
que temos duas Z-decomposigoes para G as quais sdo: Aj*c, By ou HNN (A, Cy,ty),
e Ay xc, By ou HNN(Ag, Cy,ts), tais que C7 = (¢1) 2 Z = (c3) = Cy. Com arvores
Bass-Serre T7 e T, respectivamente para primeira e segunda Z-decomposigao ( arvores
Bass-Serre definidas em [S80, Secao 5.3|), dizemos que essas Z-decomposigoes sao:

e Eliptica-Eliptica: Se c¢; estabiliza um vértice em T3 e ¢ estabiliza um vértice
cm Tl-
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e Hiperbdlica-Hiperbdlica: Se ¢; nao estabiliza vértice em T3 e ¢ nao estabiliza
vértice em T7.

e Hiperbdlica-Eliptica: Se ¢; nao estabiliza vértice em Ty e ¢y estabiliza um
vértice em T;.

Lembrando que um grupo é livremente decomponivel se ele pode ser escrito como
um produto livre com fatores nao triviais; na Se¢ao 2 de [RS97| no Teorema 2.1
Rips-Sela provaram o seguinte teorema:

Teorema: [RS97, Teorema 2.1] Qualquer par de Z-decomposicoes de um grupo que
seja livremente indecomponivel nao pode ser eliptico-hiperbaolico.

Agora um grupo GG nao se decompoe sobre um grupo de ordem 2, quer dizer que o G
nao pode ser escrito como um produto livre amalgamado A Ilz/,7 B, com subgrupo
amalgamado de ordem 2, ou uma HNN-extensao HNN (A, Z/2Z,t), com grupo asso-
ciado de ordem 2; na terceira segao de [RS97] Rips e Sela provam o seguinte teorema:

Teorema:[RS97, Teorema 3.6] Seja G um grupo livremente indecomponivel e que
nao se decompoe sobre um grupo de ordem 2, e G admite duas Z-decomposicoes
hiperbdlica-hiperbdlica nas quais os subgrupos ciclicos-infinitos amalgamados (ou as-
sociado quando € uma HNN-extensao) comutam, entdo o grupo G € isomorfo algum
dos sequintes grupos: Z X L, ou 7 X L, ou (Z X ) X 7, ou (Z X 7Z) X Z.

O objetivo desta tese é definir os objetos definidos em [RS97] para o caso pro-p, e
provar a versao pro-p dos dois Teoremas mencionados anteriormente [RS97, Teore-
mas 2.1 e Teorema 3.6]. A tese esta dividida em 3 capitulos. No primeiro capitulo
definimos todos os objetos e apresentamos alguns resultados que usamos da versao
pro-p da Teoria de Bass-Serre; além disso, na Secao 1.1 damos as definicoes das
construcoes livres que vamos usar no desenvolvimento da tese, tais como produto
pro-p livre amalgamado, produto pro-p livre e HNN-extensao. No Capitulo 2 vamos
comecar definindo o que ¢ uma Z,-decomposicao de um grupo pro-p G, pegando
o completamento pro-p do grupo dos inteiros Z como 0 nosso grupo pro-p ciclico
infinito sobre o qual vamos descompor o nosso grupo pro-p G (em produto pro-p
livre amalgamando Z,, e HNN-extensao com subgrupo associado Z,). Na Se¢ao 2.1,
no Corolério 2.1.4 obtemos que quando temos uma Z,-decomposigao, sua a¢ao sobre
a p-arvore padrao é 2-acilindrica, i.e. cada geodésica de comprimento maior que 2
estabilizada por grupo trivial; seria a Versao pro-p do Lema 4.1 de [RS97]. Logo na



Secao 2.2 provamos o Teorema 2.2.2 que diz:

Teorema 1: Seja G um grupo pro-p finitamente gerado que ndo admite decom-
posi¢ao como produto livre pro-p nao trivial. Entao qualquer duas Z,-decomposicoes
de G sao FEliptica-FEliptica ou Hiperbolica-Hiperbdolica.

Esse teorema ¢é a versao pro-p do Teorema 2.1 de [RS97], adicionamos a hipétese do
grupo G ser pro-p finitamente gerado e também a ideia da prova foi diferente que no
caso abstrato pois no caso abstrato usam firmemente o Teorema da estrutura [S80,
Teorema 13], e tal teorema na versao pro-p nem sempre vale.

Depois na Secao 2.3 provamos a versao pro-p do Teorema 3.6 de [RS97], para isso
tivemos que procurar uma ideia diferente que no caso abstrato pois no caso abstrato
temos a existéncia de um eixo quando um elemento de um grupo age hiperboli-
camente sobre uma arvore. Dividimos a demonstragao do Teorema em dois casos:
quando o nimero primo p é maior do que 2 na Subsecao 2.3.1, e quando p = 2 na
Subsecao 2.3.2.

Quando consideramos p > 2, na Subsecao 2.3.1 provamos primeiro a Proposi¢ao 2.3.1
que fala como é a cara do normalizador de um grupo que age hiperbolicamente, e
logo a versao pro-p do Teorema 3.6 de [RS97] que é o Teorema 2.3.5 que diz:

Teorema 2: Seja G um grupo pro-p finitamente gerado que nao se decompoe como
um produto livre pro-p ndo trivial, tal que G = Ay ¢, By ou G = HNN(A;,Ch,ty),
e G =A ¢, By ou G=HNN(Ay, Cy,ta) sao duas Z,-decomposicoes Hiperbolica-

Hiperbdlica para G. Suponha que Ng(C1) nao é pro-ciclico. Entio G = Ng(Ch) =
Loy X L.

No final da subsecao obtivemos um resultado sobre a acao de duas Z,-decomposicoes
hiperbdlica-hiperbédlica no Teorema 2.3.7:

Teorema 3: Seja G um grupo pro-p finitamente gerado que ndao € pro-p abeli-
ano, e também ndao se decompor como um produto livre pro-p ndo trivial, tal que
G:AlﬂClBl OUG:HNN(Al,Ol,tl), 6G2A2H0232 OUG:HNN(AQ,OQ,tQ)
sao duas Z,-decomposicoes Hiperbolica-Hiperbolica de G. Entao a agao do G sobre
sua drvore pro-p padrao S € 2-acilindrica.



Na Subsecao 2.3.2, onde estamos considerando p = 2 mostramos primeiro uma pro-
posigao (Proposicao 2.3.8) que mostra os grupos aos quais o normalizador é isomorfo.

Proposicao 4: Suponha que G = A;1lg, By ou G = HNN(A;,Cy,t1), e G = Ayllg,
By ou G = HNN(Ay, Cy,ts), sdo duas Zy-decomposigdes Hiperbdlica-Hiperbdlica.
Seja 1 # H; < C;. Entao Ng(H;) é isomorfo a um dos seguintes grupos:

(i) Grupo pro-ciclico infinito Zs;

(ii) Grupo diedral pro-2 infinito Zy x Z/2Z;

(iv) Garrafa de Klein pro-2 Zs X Zo;

)

)
(iii) Grupo pro-2 abeliano livre de posto 2 Zy X Zs;

)
(v) Produto semidireto (Zy X Zs) % Z /27, onde a agao de Z/27 é por inversao, ou
)

(vi) Produto semidireto (Zo X Zg) X Z/27.

Depois provamos uns lemas que vao ajudar na demonstragao da versao pro-2 do
Teorema 3.6 de [RS97], que foi provado no Teorema 2.3.13 (observe que obtemos os
pro-2 completamentos do caso abstrato):

Teorema 5: Seja G um grupo finitamente gerado pro-2 que nao decompoe sobre
um grupo de ordem no mdzimo 2, com G = Ay g, By ou G = HNN(A;,Cy, 1), e
G = Ay 1, By ou G = HNN(Ay, Cy,ta), sao duas Zs-decomposi¢oes Hiperbdlica-
Hiperbdlica de G. Suponha que Ng(CY) nao € pro-ciclico infinito nem diedral pro-2
infinito. Entao G = Ng(Cy) € isomorfo a um dos grupos pro-2 listado desde (iii)
até (vi) da Proposicao 2.3.8.

Por fim no capitulo 3 trazemos a forma do comensurador de um subgrupo fechado de
um grupo pro-p G. Provamos uma versao generalizada da Proposigao 8.2 de [CZ22],
no Teorema 3.0.4:

Teorema 6: Seja G um grupo pro-p agindo sobre uma drvore pro-p T e C um
subgrupo pro-ciclico nao trivial de G que age livremente sobre T. Se Commg(C)
¢ finitamente gerado, entao existe um subgrupo normal K de Commg(C), tal que
Commg(C)/K nao tem um subgrupo livre pro-p nao abeliano, onde K estd contido
em um estabilizador de uma aresta em T



Além disso, no Teorema 3.0.8 conseguimos que com certas hipoteses provarmos que
um grupo G' que age sobre uma arvore pro-p 1" localmente finita é igual ao comen-
surador de um estabilizador de aresta de T'. O teorema diz:

Teorema 7: Seja G um grupo pro-p finitamente gerado que ndo se decompioe como
um produto pro-p livre. Suponha que G age sobre uma drvore pro-p T' sem ponto fixo
global, e com G\T finito. Se T € localmente finito, entio G = Commg(G.), para
qualquer e € E(T), e eziste um J <, G, tal que G = Ng(J).



Capitulo 1

Versao Pro-p da Teoria de Bass
Serre

Nesse capitulo vamos apresentar definicoes de conceitos basicos da teoria Bass Serre
para o caso pro-p, e especificar uma notacao para os conceitos definidos. Além
disso apresentaremos alguns resultados sobre a versao pro-p da teoria Bass Serre,
que vamos precisar nos proximos capitulos. O capitulo esta dividido em secoes
e sua estrutura é a seguinte. Na Secao 1.1 vamos comecar definindo construgoes
livres, tais como um produto pro-p livre amalgamado, produto pro-p livre e por
fim definindo uma HNN-extensao pro-p. Imediatamente na Secao 1.2 continuamos
definindo conceitos bésicos de grafos profinitos, mostramos como definimos as arvores
pro-p que sao um “objeto”’muito importante para nosso proposito. Logo na Secao
1.3 definimos como age um grupo profinito sobre um grafo profinito, além disso na
Secao 1.4 definimos um grupo e um conjunto muito relevantes como sao o grupo
fundamental de um grafo de grupos pro-p, e uma arvore pro-p padrao; também
mostraremos alguns resultados que tem um papel importante no desenvolvimento
da tese. Finalmente na Secao 1.5 vamos apresentar dois resultados que sao muito
usados nas demonstracoes dos teoremas principais do Capitulo 2.

1.1 Construcoes Livres

Nessa se¢ao vamos apresentar as construgoes livres baseando-nos em [RZ00b, Segao
9.

Definicao 1.1.1. ([RZ00b, Secao 9.2]) Sejam G, Gy e H grupos pro-p e conside-
remos f; : H — G; (i = 1,2) os monomorfismos de grupos pro-p. Definimos um
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produto pro-p livre amalgamado de GG; e Gy com H um subgrupo amalgamado como
G um grupo pro-p junto com homomorfismos continuos ¢; : G; — G (i = 1,2) tal
que ¢1(f1) = a2(f2) satisfazendo a seguinte propriedade universal: Para qualquer
par de homomorfismos continuos v¢; : G; — K (i = 1,2) para um grupo pro-p K
tal que 91 fi = ¥ fo, existe um tnico homomorfismo continuo ¢ : G — K que faz
que o seguinte diagrama comute:

Hi)'Gl

I

Esse produto livre pro-p amalgamado, também podemos referi-nos como produto
livre pro-p com amalgamacao, e denotamos por G = G Iy G.

Além disso, podemos definir um produto pro-p amalgamado G115 G5 com a seguinte
apresentacao (consultar em [RZ00b, Secao 9.2])

GOy Gy = (01(G1), 02(Ga) | rel(pi(Gi)), e1(f1)(h) = w2(fo)(h),h € H,i=1,2).
(1.1)
Como no caso abstrato, podemos considerar H como um subgrupo comum de G, e
G5 e pensar f; e fo como inclusoes. Agora nem sempre os homomorfismos

QOZ'ZG,L'—>G1HHG2

(1 = 1,2) sao injetivos (como no caso abstrato), i.e. que o produto livre pro-p com
amalgamagcao nao sempre ¢ préprio (na terminologia de [RZ00b]). Mas para o caso
pro-p podemos fazer ele préprio substituindo G, G2, H com as suas respectivas ima-
gens em G (como explicado em [RZ00a, Secao 4]). Se G LIy Go é propria, podemos
identificar GG, Gy e H com as suas imagens em G, e assim podemos dizer que G se
decompoe como um produto livre pro-p amalgamado se G = G Iy Gs.

Como nesta tese vamos trabalhar com grupos pro-p com subgrupo amalgamado pro-
ciclico, pelo provado em [R71, Teorema 3.2] podemos dizer, que todo produto livre
pro-p com subgrupo amalgamado pro-ciclico, é sempre proprio.

Se G = G111y G, é propria e H = G, entao G = (G e chamamos essa decomposicao
ficticia.
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Definicao 1.1.2. Seja G = G; LI G5 um produto livre pro-p com subgrupo amal-
gamado H. Quando H = 1 o chamamos um produto pro-p livre, e denotamos por
G = G1 I G5. Assim podemos definir a sua apresentacao como segue:

G LGy = (1(G1), p2(G2) | rel(pi(Gy)), i =1,2).
Agora como no caso abstrato os homomorfismos
©; - Gz — Gl IT G2

(1 = 1,2) s@o injetivos.
Se G =G I Gy, com Gy # 1 e Gy # 1 dizemos que G é livremente decomponivel.

Definicao 1.1.3. ([RZ00b, Secdo 9.4]) Seja H um grupo prop e f : A — B
um isomorfismo continuo entre A e B, dois subgrupos fechados de H. Uma HN N-
extensao pro-p de H com grupos associados A, B consiste de G = HNN(H, A,t) um
grupo pro-p, um elemento ¢t € G chamado letra estavel, e um homomorfismo continuo
0 : H— Gcomt(p(a))t = ¢f(a) e satisfazendo a seguinte propriedade universal:
Para K algum grupo pro-p, algum k € K et : H — K um homomorfismo continuo
satisfazendo k~!((a))k = ¢ f(a) para todo a € A, existe um tnico homomorfismo
continuo w : G — K com w(t) = k tal que o seguinte diagrama comuta:

AN
N
H-Ys K

Uma HNN-extensao pro-p HNN(H, A,t) tem a seguinte apresentagdo (para mais
informagcao [RZ00b, Se¢ao 9.4]).

HNN(H, A t) = (p(H),t | rel(p(H)), (¢(a))" = ¢(f(a),a € A).  (1.2)

O homomorfismo canénico ¢ : H — G = HNN(H, A,t) nem sempre é um mono-
morfismo, i.e. nao sempre é prépria (seguindo a terminologia de [RZ00b]). Embora,
podemos tornar-la prépria trocando-se H, A e f(A) com as suas imagens em G (como
estd explicado em [RZ00a, Secao 4]). Se HNN(H, A, t) é prépria, identificamos H, A
e f(A) com a suas imagens em G e assim podemos dizer que G se decompoe como
uma HNN-extensao pro-p G = HNN(H, A,t).
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Observagao 1.1.4. Observe que se G = A llg B é um produto livre pro-p amal-
gamado préprio. Logo identificamos G, Gy e H com as suas imagens em G, e seja
g € G. Consideremos o monomorfismo f3 : C9 — (f1(C))? < A9, e o monomorfismo
fa:C9— (f2(C))9 < BY, e obtemos o seguinte produto livre pro-p amalgamado:

A9 e BY = (A9, BY | rel(A9), rel(BY), f3(h9) = fi(h9), h € C)
= (A9, BY | rel(A)Y, Tel(B) (fi(h ))g=(f2( )¢, heC)
= (A, B|rel(A), rel(B), fi(h) = fa(h), h € C) (1.3)
=Alls B
=G.

Além disso, se G = HNN(A, C,t) uma HNN-extensao prépria, e identificamos H, A
e f(A) com a suas imagens em (G. Podemos obter o seguinte isomorfismo f5 : C9 —
(f(C))9, definido como f5(h9) = f(h)Y, e assim obtemos a HNN-extensao:
HNN(A9,09,t9) = (A9.t9 | rel(A9), (h9)¥ = f5(h9),h € C)
— (49,19 | rel(A)7, ()9 = f(R)9,h € C)
((A,t | rel(A),h" = f(h),h € C))?

~ (At | rel(A) 0t = f(h).h € O (1.4)
— HNN(A,C,1)
e

Lema 1.1.5. ([SZ14, Lema 3.1]) Suponha que G é um grupo finitamente gerado
pro-p, com d(G) nimero minimo de geradores maior que 2, entao:

a. Se G = Allg B é um produto livre pro-p amalgamado com C' pro-ciclico, temos
que d(G) > d(A) +d(B) —

b. Se G = HNN(A,C,t) uma HNN-extensdao pro-p com C' pro-ciclico, entao
d(G) > d(A)

1.2 Conceitos Basicos da Versao pro-p da Teoria
de Bass-Serre

Definicao 1.2.1. Um espaco Profinito ou espaco Booleano I' é o limite inverso de
espacos topoldgicos finitos que tem a topologia discreta, i.e.

I' = lim T,

«—iel

4
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onde T'; sao espacos topoldgicos finitos com a topologia discreta. Também podemos
definir um espaco Profinito como sendo um espaco topologico compacto, hausdorff
e totalmente desconexo. [RZ00b, Teorema 1.1.12].

Definigao 1.2.2. Um grafo I' é a uniao disjunta F(T')UV(T), com duas aplicagoes
do,d; : T' — V(I'), onde a restrigdo em V(I') é a aplicacdo identidade, e para
algum e € E(I"), dy(e) e di(e) sao chamados o vértice inicial e o vértice final de e
respectivamente.

Definicao 1.2.3. Um Grafo Profinito I é um espaco profinito com um subconjunto
fechado nao vazio V(I'), o conjunto de vértices do grafo I', e duas aplicagoes continuas
do,di : I' — V(I') onde a restrigao em V(I') é a aplicacao identidade Idy . Os
elementos de V(I') sao chamados vértices e os elementos de E(I') = I'—V/(I") arestas.
Chamaremos as aplicacoes dy e d; como aplicagoes de incidéncia.

Definigao 1.2.4. Sejam ' e A dois grafos profinitos. Um ¢-morfismo ou quase-
morfismo de grafos profinitos o : I' — A, é uma aplicacdo continua tal que
d;(a(m)) = a(d;(m)) para qualquer m € I', com i € {0,1}. Além disso se a(e) €
E(A) para qualquer e € T' dizemos que o o é um morfismo de grafos profinitos.
Observe que a igualdade d;(a(m)) = «(d;(m)) implica que o g-morfismo « envia
vértices em vértices.

Definicao 1.2.5. Dizemos que um subconjunto nao vazio e fechado A de um grafo
profinito I" é um subgrafo profinito de T', se sempre que m € A, entao d;(m) estd em
I, para i € {0,1}.

Exemplo 1.2.6. (Colapsando Subgrafos) Suponha que A é um subgrafo do grafo
profinito I'. Consideremos a aplicacao canonica entre espagos topologicos o : I' —»
I'/A (lembra que essa aplicagao é sobrejetiva). Agora vamos definir uma estrutura de
grafo profinito sobre o espago quociente I'/A da seguinte forma: V(I'/A) = a(V(T));
com d;(a(m)) = a(d;(m)), para todo m € I', e todo i = 0,1. Pela Defini¢ao 1.2.4,
temos que « claramente é um g-morfismo de grafos. Dizemos que I'/A é obtido de
I' colapsando A para um ponto. Praticamente o que esta ocorrendo é no quociente
I'/A, o subgrafo A vira um vértice, entdo podemos ver que se A tem arestas, o envia
essas arestas em um ponto.

Definicao 1.2.7. Um grafo profinito I' é chamado um Grafo Conezo, se para todo
g-morfismo ¢ : I' — J sobrejetivo de I' para um grafo finito J, o grafo J é conexo
como grafo abstrato.
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Definicao 1.2.8. Dizemos que uma componente conexa profinita de um grafo pro-
finito I', é um subgrafo profinito conexo maximal. Se « : ' — A é um epimorfismo
de grafos profinitos, com a topologia quociente em A. Chamamos A como grafo
quociente de I', e a0 o como g-morfismo quociente de grafos.

Agora, na seguinte subsecao vamos definir pro-p arvore e também resultados muito
importantes que utilizaremos neste trabalho.

1.2.1  Arvores Pro-p

Seja I' um grafo profinito. Definimos E*(I') = I'/V(I'). Consideremos Z, (o
completamento pro-p dos ndmeros inteiros) como um anel profinito e considere
os Z,-moédulos livres profinitos [Z,(E*(I'),*)] e [Z,V (I')] sobre o espaco profinito
(E*(I'),*) e o espaco profinito V(I'), respetivamente. Denotamos por C(I',Z,) a
seguinte sequéncia:

0 — [Z,(E*(D), »)] % [2,V(D)] == Z, — 0

onde os Z,-homomorfismos (continuos) sao definidos da seguinte forma d(€) = d;(e)—
do(e), com € é a imagem da aresta e € F(I') no espago quociente E*(I"), e d(x) =
0; e e(v) = 1, para v € V(I'). Podemos ver que €(d(€)) = e(di(e) — do(e)) =
e(di(e)) — e(do(e)) = 1 —1 = 0, por tanto Im(d) C Ker(e). Definimos agora os
grupos de homologia do grafo profinito I, como: Hy(I',Z,) = Ker(e)/Im(d), e
H,(I',Z,) = Ker(d). Para uma maior informagao pode consultar em [R17, Subsegao
2.3].

Nota 1.2.9. Temos uma caracterizacao para grafos profinitos conexos; um grafo
profinito I' é conexo se somente se Hy(I',Z,) = 0 (como estd provado em [R17,
Proposicao 2.3.2]).

Agora um ¢g-morfismo « : I' — A de grafos profinitos induz naturalmente aplicacoes
continuas ay : V(I') — V(A), e ap+ : (E*(T),*x) — (E*(A),*), os quais na
sua vez podem ser estendidos para Z,-morfismos ay : [Z,V ()] — [Z,V(A)], e
age 1 [Zpy(E*(T),*)] — [Zp(E*(A),*)]. Definimos o triple & = (ag-,ay, Idz,)
como a : C(I',Z,) — C(A,Z,) um morfismo entre as duas sequencias complexas
C(T,Z,) e C(A,Zy).

Definicao 1.2.10. Sabendo que Z, denota o completamento pro-p do anel dos
nimeros inteiros Z ( mais informagao em [RZ00b, Exemplo 2.1.6 (2)]). Um grafo
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profinito I' é chamado uma drvore pro-p se I' é conexo e Hy(I', Z,) = 0. Em outras
palavras se a sequéncia C(I',Z,) é exata.

Defini¢ao 1.2.11. Seja T uma arvore pro-p e suponha que v, w € V(T), a menor
subdrvore pro-p de T' contendo o conjunto {v, w} chamamos de Geodésica conetando
v com w e denotamos [v, w]|. Essa menor subarvore pro-p sempre existe (consultar
[R17, Proposigao 2.4.9]).

1.3 Grupos Agindo sobre Grafos Profinitos

Definicao 1.3.1. Seja G um grupo profinito e I' um grafo profinito. Dizemos que
G age sobre o grafo profinito I" (& esquerda), ou que I' é um G-grafo, se:

a) Existe um mapa continuo G x I' — T, definido como (g, m) — gm, g € G,
m € T, tal que: (gh)m = g(hm) e 1m = m, para todo g,h € G, m € T'; onde
1 é o elemento identidade do grupo G.

b) di(gm) = gd;(m) para todo g € G, m eI, i =0,1.

Observe que se G age sobre um grafo profinito I', existe um homomorfismo continuo
p: G — Aut('), onde Aut(I") é o grupo de automorfismos do grafo profinito I', com
a topologia induzida pela topologia compacto-aberto (consultar [RZ00b, Secao 2.9]).
O Kernel (ou Nicleo) da agao do G sobre I' é Ker(p) ={g € G: gm = m,Ym € T'}.

Definicao 1.3.2. Seja G um grupo profinito que age sobre um grafo profinito I'.
Definimos o estabilizador (G-estabilizador, se precisamos especificar o grupo G) do
elemento m € T', como G, = {g € G : gm = m}. Claramente temos que: G,, <
G4,(m), para qualquer m € I', 1 = 0, 1. Dizemos que G age livremente sobre o grafo
profinito I'; se G,,, = 1 para todo m € I'. Considerando m € I" a G-orbita de m é o
conjunto fechado Gm = {gm : g € G}.

Observe que se um grupo pro-p G sobre um grafo profinito I', com o seguinte mapa
p:GxT'— T, e consideremos Prg : G x ' — G a projecao sobre G. Podemos
ver que o estabilizador G,, = Prg(¢p~t(m) N (G x {m})). Pela continuidade de ¢,
Prg, e por GG ser Hausdorff e sua compacidade, G,,, é fechado em G.

Definicao 1.3.3. Se GG é um grupo profinito agindo sobre o grafo profinito I'. O
espago das G-orbitas G\I' = {Gm : m € '} com a topologia quociente é um espago
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profinito que admite uma estrutura natural de grafo profinito, tomando como con-
junto de vértices V(G\I') = G\V(I'), e as aplicagbes continuas d;(Gm) = Gd;(m),
i = 0,1. Chamamos G\I' como o grafo quociente de I" pela acdo de G. O mapa
quociente correspondente I' — G\I' é o epimorfismo de grafos profinitos definido
comom—Gm (mel, geqG).

Definicao 1.3.4. Suponha que um grupo profinito G age sobre uma arvore pro-p.
Chamamos o subconjunto dos pontos fizos de T pela acao de G, ao subconjunto T¢
definido como T¢ = {m € T : gm = m,Vg € G}. Esse subconjunto T pode ser
vazio ou uma subarvore pro-p de T (consultar [R17, Teorema 4.1.5 (a)]).

Corolario 1.3.5. ([R17, Coroldrio 4.1.6]) Suponha G um grupo pro-p que age sobre
uma drvore pro-p T, ev,w € V(T), comv # w. Entao G,NG, < G, para qualquer
e € [v,w].

Proposicao 1.3.6. (/R17, Proposicio 2.4.12]) Seja G um grupo profinito agindo
sobre T uma drvore pro-p. FEntao existe uma p-subdrvore minimal D nao vazia G-
invariante de T. Além disso, se |D| > 1, entdo D € unica.

Definicao 1.3.7. Dizemos que a acao de G um grupo pro-p sobre uma arvore pro-p
T é irredutivel se T' é uma minimal subarvore pro-p G-invariante. Dizemos que acao
é fiel se o nucleo da acao é trivial.

Observagao 1.3.8. ([R17, Obervagao 4.2.1 (b)]) Suponha que H é um subgrupo
fechado de G um grupo pro-p, tal que G age sobre T' uma arvore pro-p. Observe
que se G age sobre T fielmente, entao a ac¢ao induzida de H sobre o T' é fiel (os H
estabilizadores sao da forma H NG, param € T). Agora se a a¢ao induzida por H
sobre o T' é irredutivel, a agao do G sobre T' também ¢ irredutivel.

Teorema 1.3.9. ([RZ00a, Teorema 3.4]) Suponha que G é um grupo pro-p agindo
livremente sobre wuma drvore pro-p T'. Entao G é um grupo livre pro-p.

Teorema 1.3.10. (/RZ00a, Teorema 3.13]) Seja G um grupo pro-p agindo irredu-
tivelmente sobre uma drvore pro-p T, e seja N um subgrupo finito normal de G.
Entao N age trivialmente sobre T

Teorema 1.3.11. (/[RZ00a, Teorema 3.9]) Suponha que um p-grupo finito G age
sobre uma drvore pro-p T. Entao G = G, para algum vertice v € V(T).

Teorema 1.3.12. ([RZ00a, Teorema 3.15]) Seja G um grupo pro-p nao trivial
agindo fielmente e irredutivelmente sobre uma drvore pro-p T. Entdo temos uma
das sequentes opgoes:
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(a) G tem um subgrupo pro-p livre nao-abeliano agindo livremente sobre T';
(b) G = ZP;
(¢) G=7yxZJ2Z é o grupo diedral infinito pro-2.

Definicao 1.3.13. Dizemos que um espago topologico X é sequndo contdvel se X
tem uma base contavel de conjuntos abertos.

Teorema 1.3.14. (/R17, Teorema 9.6.1]) Suponha que G é um grupo pro-p agindo
sobre uma drvore pro-p T com estabilizadores de arestas triviais. Se G € sequndo
contavel entao G € um produto livre pro-p

G=( [ Gow)TF
)

veG\V(T

onde F' é um grupo livre pro-p e o : G\V(T) — V(T') é uma se¢do da proje¢ao
canonica n: V(T) — G\V(T).

Observagao 1.3.15. Observe que se G é um grupo pro-p finitamente gerado, por
[RZ00b, proposi¢ao 2.5.1 (b)] temos que G é segundo contével. Agora se esse G age
sobre uma arvore pro-p com estabilizadores de arestas triviais, entao pelo Teorema
1.3.14, G é um produto livre pro-p de estabilizadores de alguns vértices em T

Teorema 1.3.16. (/CZ22, Teorema 4.2]) Seja G um grupo pro-p finitamente gerado
agindo sobre uma drvore pro-p sem pontos fixos globais. Entao G se decompoe como
um produto livre amalgamado nao trivial ou como uma HNN-extensao pro-p sobre
um estabilizador de uma aresta de T

Lembrando que agao de um grupo pro-p G sobre uma arvore pro-p 1" é sem pontos
fixos globais, se G nao estabiliza um vértice na arvore pro-p T.

1.4 O Grupo Fundamental de um grafo de grupos
pro-p

Definicao 1.4.1. Seja I' um grafo profinito conexo e finito com aplicagoes de in-
cidéncia dy,dy : I' — V(I'). Logo (G,T') um Grafo de grupos pro-p sobre T,
consiste em grupos pro-p G(m) para cada m € I', e continuos monomorfismos
0; - G(e) — G(d;(e)), para cada e € E(T"), com i € {0, 1}.
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A teoria sobre o grupo fundamental de um grafo de grupos pro-p esta melhor expli-
cada em [R17, Subsegao 6.2]. A seguinte defini¢do ¢ a que vamos precisar para nosso
desenvolvimento da tese (pode consultar em [R17, Exemplo 6.2.3 (c)]).

Defini¢ao 1.4.2. Seja (G,I") um grafo de grupos pro-p sobre um grafo conexo finito
I'. Seja T uma subarvore maximal de I'. Definimos o grupo fundamental de um grafo
de grupos pro-p da seguinte forma:

0 =T0(G.T) = (evnG(v) TTE)/N,

onde F, é o grupo pro-p livre com base {t. : e € E(I')}, e N é o menor subgrupo
normal fechado de (I,ey G (v)) II F}, contendo o conjunto

{te e € E(T)} U{00(g) "tc01(g)t." - g € G(e), e € E(I)}.

Definig¢ao 1.4.3. Dizemos que um grafo de grupos pro-p é injetivo se o mapa G(v) —
I1,(G,T) é injetivo. Em [CZ22] chamam esse grafo de proprio.

Exemplo 1.4.4. Consideremos H um pro-p grupo abeliano finitamente gerado de
ordem p”, com 1 < n < oco. Seja K = H x H, e C' um grupo pro-ciclico de ordem
p". Define duas agoes de C sobre K, a primeira definida c(hy, he) = (h1(ha)¢, ha), €
a segunda assim c(hy, ha) = (hy, (h1)hs), para ¢ € C e (hy, hy) € K. (ver a Segao
4.1 para ver como se poderia definir (h)¢, e (h2)® quando C' = Z,). Essas duas agoes
definem G; = K x C, e G3 = K x C dois produtos semidiretos usando a primeira e
segunda agao respetivamente. Consideremos (G, T") o seguinte grafo de pro-p grupos:

e

Gi K Gy

Assim temos que o grupo fundamental desse grafo de pro-p grupos é Il = G lx Go
o produto livre pro-p com subgrupo amalgamado K (mais informagao em [R17,
Exemplo 6.2.3 (d)]). Vemos que o grafo (G,T") nao é injetivo, pois se for terfamos
que G1 g G5 é um produto livre pro-p amalgamado proprio, o que é um absurdo
pois ele nao ¢é préprio (consultar [RZ00b, Exemplo 9.2.9]).

Observacao 1.4.5. Como se viu no Exemplo 1.4.4 quando temos (G,I') um grafo
de grupos pro-p nao sempre ¢ injetivo. Embora podemos trocar os grupos vértices
e grupos arestas por suas imagens em I1;(G,T") o grupo fundamental desse grafo de
grupos pro-p, entdo o grafo (G,I') se transforma em um grafo injetivo e o grupo
fundamental II; (G, I') ndo muda (mais detalhes em [R17, Subsecao 6.4]). Assim pelo
resto do trabalho vamos considerar todo grafo de grupos pro-p injetivo.
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Observacgao 1.4.6. Observe que considerando a Definicao 1.4.2 podemos dizer que
I1,(G,T") o grupo fundamental do grafo finito de grupos pro-p (G,I") tem a seguinte
apresentacao:

consideremos 71" uma arvore maximal de I'.

I1,(G,T) = (G(v),te :v e V(I'),e € E(I'), rel(G(v)), t. = 1 parae € E(T),
01(g) = o(9)", g € G(e)).

Teorema 1.4.7. ([WZ17, Teorema 3.1]) Seja G um grupo pro-p finitamente gerado
agindo sobre uma p-drvore T. Entao o grupo G = I1,(G,I") € o grupo fundamental
de um grafo de grupos pro-p (G,T'), onde os grupos vértices e arestas de (G,T") sao
estabilizadores de certos vértices e arestas de T respectivamente. Além disso, 0s
estabilizadores de vértices e arestas de T em G sao conjugados a subgrupos de grupos
vértices e arestas de (G,T).

(1.5)

Corolario 1.4.8. ([WZ17, Coroldrio 3.3]) Seja G um grupo pro-p finitamente gerado
agindo sobre uma p-darvore com estabilizadores de arestas pro-ciclicos. Entao G € o
grupo fundamental de um grafo finito de grupos pro-p (G,T').

1.4.1 Arvore pro-p Padrao

Definigao 1.4.9. Seja I um grafo profinito conexo e finito, (G, [') um grafo de grupos
pro-p, e Il = I1;(G,T") seu grupo fundamental, Definimos S a drvore pro-p Padréao
do grafo de grupos pro-p da seguinte forma:

V(s)= |J I/6) e ES)= J 10/G(e)
veV(T) e B(T)
com aplicagoes de incidéncia: do(gG(e)) = gG(do(e)), di(gG(e)) = gt.G(di(e)), g €
II, e € E(I'). (Para comprovar que ¢ uma arvore pro-p, ver [R17, Teorema 6.3.5 e
Corolério 6.3.6]).

Observacgao 1.4.10. Tomando as mesmas notagoes da Defini¢ao 1.4.9, nao ¢ dificil
ver que II age naturalmente sobre S. Alids que os estabilizadores dos vértices de
S sao conjugados dos G(v) e os estabilizadores das arestas de S sao conjugados de
G(e). Além disso, temos que G\S = I' (provado em [R17, Lema 6.3.2 (a)]).
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Nos seguintes exemplos vamos mostrar o uso de todas as definicoes feitas nesta secao
e de sua relevancia no uso dessa tese, em particular dos elementos definidos nesta
subsecao. Vamos mostrar como estaria definida uma arvore pro-p padrao de G um
grupo pro-p quando esse grupo G é uma HNN-extensao ou um produto livre pro-p
amalgamado.

Exemplo 1.4.11. Consideremos a H N N-extensao pro-p G = HNN(H, K,t), po-
demos vé-la como o grupo fundamental do seguinte grafo de pro-p grupos:

K

()

H

Entao sua arvore padrao é definida como:
V(S)=G/H, E(S)=G/K, do(gK)=gH, di(9K)=gtH,

considerando ¢ como a letra estavel da H N N-extensao. Também pela Observacao
1.4.10, os estabilizadores dos vértices de S sao conjugados de H e os estabilizadores
das arestas sao conjugados de K.

Exemplo 1.4.12. Consideremos um produto livre pro-p amalgamado G = Allx B,
podemos vé-lo como o grupo fundamental do seguinte grafo de pro-p grupos:

————— e
A K B
Entao sua arvore padrao é definida como:
V(S)=G/AUG/B, E(S)=G/K, dy(gK)=gA, di(9K)=gB,

Também pela Observagao 1.4.10, temos que os estabilizadores dos vértices de S sao
conjugados de A ou B, e os estabilizadores das arestas sao conjugados de K.

Teorema 1.4.13. (/R17, Teorema 6.6.1]) Suponha que G é um grupo pro-p agindo
sobre uma p-drvore X3 com grafo quociente finito I' = G\X . Construindo o grafo de
grupos pro-p (G,T') (como em [R17, Se¢ao 6.6]), temos I1,(G,T) = G. Além disso,
a p-drvore . € isomorfa a p-drvore padrao S do grafo de grupos pro-p (G,T).

12
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Teorema 1.4.14. ([RZ00a, Teorema 4.3])

(a) Seja G = [ G; um produto livre pro-p. Entio G; N G] = 1 sempre que
i=1
1<i#j<nougé¢G,.

(b) Suponha que G = Gy llyg Gy é um produto livre amalgamado préprio pro-p.
Entao GiﬂG? < H® com b e G, sempre que 1 <i#j <2 ougé¢ G;.

(c) Seja HNN (G4, H,t) uma HNN-extensio prépria pro-p. Entio Gy NGJ < H®
para algum b € Gy, sempre que g & G1.

1.5 Normalizadores
As seguintes proposicoes foram provadas por Chatzidakis e Zalesskii.

Proposicao 1.5.1. ([CZ22, Proposicio 8.1]) Suponha que p é um numero primo,
C um grupo pro-ciclico pro-p, e 1 # U < C. Entao:

e Se G = Allg B é um produto livre pro-p com amalgamagao proprio. Entdo
Ng(U) = Na(U) e Np(U).
e Se G=HNN(A,C,t) é uma HNN-extensao prdpria, entao:
— Se existe algum g € A tal que U9 = U, entdo: Ng(U) = HNN(N4(U),C,t")
eG=HNN(AC,1).
— Se U e U' nao sio conjugados em A entio Ng(U) = Ny Il Ny, onde
Ny =N,-1(U) e Ny = Na(U).

Proposicao 1.5.2. ([CZ22, Proposicao 8.2]) Seja G um grupo pro-p agindo sobre
uma p-arvore T e U € um subgrupo pro-ciclico de G que nao estabiliza aresta. Entao
uma das sequintes condicoes acontece:

1. Para algum vértice v, U < G,: entdo Ng(U) = Ng, (U).

2. Para todo vértice v, U NG, = {1}. Entio Ng(U)/K ¢€ isomorfo a Z, ou
ZJ2Z11ZJ27 o grupo infinito diedral pro-2, onde K € algum subgrupo normal
de Ng(U) contido num estabilizador de aresta.
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1.6 Alguns resultados sobre grupos pro-p

Proposicao 1.6.1. [RZ00b, Proposition 2.7.1 (b)] Suponha que p é um primo e
que p" € um numero supernatural (0 < n < 00). Entdo o grupo Z, tem um dnico
subgrupo fechado H de indice p". Além disso, H = p"Z, = Z, sen € finito, e H =1
sen € infinito.

Lema 1.6.2. Suponha G um grupo pro-p e C' = Z, um subgrupo pro-ciclico de G.
Suponha que H é um subgrupo nao trivial de C', tal que HY esta contido em C| para
algum g € G. Entao g € Ng(H).

Demonstra¢ao. Temos que o indice [C' : H] é finito, i.e, que [C' : H] = p", com n
um numero finito. Consideremos g um elemento de g tal que H9 < C. Agora vamos
provar que [C' : H| = [C' : HY]. Lembrando o isomorfismo por conjugagao de g.
Logo a imagem de HY, e H em C/N sao isomorfas (tomando N como um subgrupo
normal aberto de C'), i.e. HN/N = HIN/N. No caso finito temos que:

|C: HN|=|C/N : HN/N|=|C/N : HN/N| = |C : HYN|.
logo consideremos o seguinte indice:

C: HY = m.m.c{|C : H'N|: N <, C}
=m.m.c{|C: HN|: N <, C} (Pois estamos no caso finito)
= [C: H]

Como [C' : HY = [C : H] = p"* < oo, pela Proposigao 1.6.1 temos que C' tem
um unico subgrupo com indice finito p™, por tanto H = HY, i.e g € Ng(H) o que
queriamos provar.

]

Lema 1.6.3. Suponha que p > 2 e G = J x K um grupo pro-p tal que J, K = Z,,.
Se H é um subgrupo nao trivial de K que centraliza a L um subgrupo nao trivial de
J. Entao G é abeliano, em particular G = J x K.

Demonstragao. Temos que G = J x K(= Z, X Z,), vamos observar qual é a acao de
K sobre J.

Como p # 2, como ¢ : K — Aut(J) = Aut(Z,) = (Z,)* = U x (Z/pZ)* =
Zyx (Z)(p —1)Z) (com U = 1+ pZ, = Z,). Vemos que uma acao nao trivial sobre
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Capitulo 1 Decomposicao sobre Z, de Grupos pro-p

J = Z, ¢ por multiplicagao pelas unidades do anel Z,, por tanto essa acao ¢ fiel.

Entao a agdo de H = (h) sobre J é fiel. Assim, a agdo é por multiplica¢do por
unidades (nao trivial) de Z,, i.e. que temos ¢(h) # 1 (além disso note que como
H = (h) néo ¢é trivial, logo @(h) # 0). Agora pela hipétese 1 # H < K centraliza
um subgrupo nao trivial L = (I) de J, o que quer dizer que ¢(h)l =1[. Entao l =0
(pois temos que @(h) # 1), mas L nao é trivial por tanto [ # 0. Isso quer dizer que
acao de H sobre .J nao pode ser fiel, o que é um absurdo pois a acao de K sobre J
é fiel (nado trivial). Assim obtemos que a ac¢ao de K sobre J tem que ser trivial, por

tanto podemos concluir que G = J x K, i.e. G ¢é abeliano. O

Lema 1.6.4. Suponha que G é um grupo pro-p finitamente gerado que age sobre
uma p-arvore T, com G\T finito. Entao G = (91,91, .- ,gm), com cada g; contido
em um estabilizador de vértice de T', ou g; é uma letra estavel.

Demonstra¢ao. Como G\T é finito, pelo Teorema 1.4.13, G = I1;(G,T"), com I' =
G\T. Lembrando que pela apresentacao do grupo fundamental I1;(G,T") do grafo
finito de grupos pro-p (G,I') mostrada na Observagao 1.4.6, que G = II;(G,T") é
gerado por grupos vértices e letras estaveis. ]

O seguinte lema mostra como podemos decompor um grupo pro-p G como um pro-
duto pro-p livre amalgamado (resp. como uma HNN-extensao) em que o normaliza-
dor Ny, (C1) o subgrupo amalgamado (resp. o subgrupo associado).

Lema 1.6.5. Seja G um grupo pro-p, tal que G = Allg B (ou G = HNN(A,C,t))
C = Z, e sao decomposigoes proprias de G (i.e, que o produto amalgamado é préprio
e HNN-extensao é propria). Entao o grupo G se decompoe como um produto livre
pro-p com N4, (C}) como o subgrupo amalgamado ou como uma HNN-extensao com
NAtfl (C1) o subgrupo associado .
1

Demonstragao. Suponha a primeira Z,-decomposigao que é G = A; I, By um pro-
duto livre amalgamado, logo pela Proposigao 1.5.1 Ng(C1) = N4, (Cy) e, Np,(Ch)
e assim (G admite uma decomposicao como segue:

G - Al HC’1 Bl
= A1 Un,, () Na, (Ch) He, By
= A1 Uy, () Na, (C1) Ue, Np, (C1) Uny (o) B (1.6)

=| A1 Un, o) (Ne(C1) Uny, () Br) |
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Capitulo 1 Decomposicao sobre Z, de Grupos pro-p

G se decompobe como um produto livre pro-p com Ny, (C) como o subgrupo amal-
gamado.

Por outro lado se G = HNN (A, C1,t;) é uma HNN-extensao, pela Proposi¢ao 1.5.1
o normalizador Ng(C1) é um produto livre amalgamado Ng(Cy) = Nga,(Ch) ¢,
N ,1(C}), pegamos C}' = (', entdo temos que:

Al

G = HNN(Ai Uy, ) Na(C1), N 01(Ch), 1), (1.7)

1

De fato, temos que a relagao (NAtl—l (C1))"* = Ny, (C") ocorre se somente se (Cp)" =
1

C". Por essa razao podemos tirar o Ng(C) do grupo base e chegamos na seguinte

apresentacao (A, t; : (C)h = C') =G.

Se Ng(C1) = HNN (N4, (Cy),Ch,t1) uma HNN-extensao assim o grupo ficaria:

G = HNN(A, Ci,t)
= (At | O =)
= A1 H01 01 X <t1>
= A1y, (1) Na, (C1) g, Cy ¥ (t1) (1.8)
— Ay Ty, (@) ENN(Na, (C1), Cy, 1)

=4 HNAl(Cl) Ne(Ch)

No primeiro caso GG se decompoe como uma HNN-extensao com grupo associado

N il (C1) e no ultimo caso o grupo G se decompde como um produto livre pro-p
Al
com Ny, (Ch) como o subgrupo amalgamado. O
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Capitulo 2

Zp-Decomposicoes

Nesse capitulo vamos mostrar todos os resultados principais que obtemos na pes-
quisa. Vamos comecar definindo que é uma Z,-decomposicao, quais sao os elementos
que vamos pesquisar em nessa tese. Além disso, na primeira secao vamos dar al-
guns resultados gerais que conseguimos provar sobre as Z,-decomposigoes. Logo na
Secao 2.2 mostramos um dos objetivos da nossa tese, o Teorema 2.2.2 que prova que
duas Z,-decomposi¢oes nao podem ser Eliptica-Hiperbdlica. Na parte final deste
capitulo, na Secao 2.3 provamos o que acontece quando duas Z,-decomposigoes sao
Hiperbodlica-Hiperbdlica, que era nosso outro objetivo principal; aqui conseguimos
mostrar que o grupo G acaba sendo o mesmo normalizador de nosso grupo pro-
ciclico sobre o qual o grupo se decompoe, sempre que esse normalizador nao seja
pro-ciclico. Esse resultado é dividido em duas subsecoes, a Subsecao 2.3.1 quando o
nimero primo p > 2 foi provado no Teorema 2.3.5 e outra a subsecao 2.3.2 quando
p = 2 que foi provado no Teorema 2.3.13.

Definicao 2.0.1. Sejam G um grupo pro-p, C; e Cs subgrupos de G isomorfos a
Z,, o completamento pro-p do grupo Z dos inteiros (consultar [RZ00b, Secao 3.2]).
Definimos uma Z,-decomposi¢ao de G como uma decomposi¢ao em um produto pro-
p livre nao ficticio com um subgrupo infinito pro-ciclico amalgamado ou como uma
H N N-extensao propria pro-p com um subgrupo infinito pro-ciclico associado.

Definicao 2.0.2. Suponha que G é um grupo pro-p agindo sobre uma arvore pro-p
T, dizemos que um elemento ¢ é eliptico em T se estabiliza um vértice em T', e caso
contrario dizemos que g é hiperbdlico em 7.
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Capitulo 2 Decomposicao sobre Z, de Grupos pro-p

Definicao 2.0.3. Consideremos duas Z,-decomposicoes para G:
e G=A ¢, Biou G=HNN(A,Cy,ty);
e G = A2 HC2 BQ ou G = HNN(AQ,CQ,tQ).

Em que C; = (¢;), parai € {1,2}. Considere T; a arvore pro-p padrao correspondente
a primeira Z,-decomposicao, similarmente 75 a arvore pro-p padrao correspondente
a segunda Z,-decomposi¢ao. Agora vamos dizer que as duas Z,-decomposi¢oes dadas
para G sao:

e Eliptica-Eliptica: Se ¢; ¢ eliptico em T3 e ¢y € eliptico em T7.
e Hiperbdlica-Hiperbdlica: Se ¢; é hiperbdlico em T5 e ¢y é hiperbdlico em 7.
e Hiperbdlica-Eliptica: Se ¢; é hiperbdlico em T e ¢y é eliptica em T7.

Observacao 2.0.4. Suponha que temos a seguinte Z,-decomposicao G = A; I, By
ou G = HNN(A;,Cy,t) para um grupo pro-p GG. Suponha que ¢y é hiperbélico em
Ty, mostraremos que Cy = (c3) = Z, age livremente sobre 7. Vamos provar com

absurdo. Consideremos que Cy NG, # 1 para algum v € V(T}), i.e. Tl(CmG“) 400

») § uma p-drvore (ver Definigao 1.3.4). Além disso, como Cy = Z,,

entdo temos que Cy/(CoNG,) é finito, e age naturalmente sobre a p-drvore T 2",

que diz que Tl(csz

Entao temos que (T\“2"%))C2/(@0Gv) £ () (pois cada grupo finito fixa um vértice
pelo Teorema 1.3.11), i.e. que @ # (T C2N))C2/(CanGu)
c9 € hiperbdlico em Tj.

= Tlc2, o que é absurdo, pois

2.1 Amalgamacao pro-ciclica

Nessa primeira parte do capitulo vamos considerar G um grupo pro-p que admite a
seguinte Z,-decomposigdo G = Allx B (resp. G = HNN(A,C,t)) como um pro-
duto pro-p livre amalgamado ou uma HNN-extensao. Agora se assumimos que o
normalizador Ng(H) é pro-ciclico para qualquer subgrupo aberto nao trivial H de
C', conseguimos provar no Corolario 2.1.4 que se G = Allc Bou G = HNN(A,C,t)
a agao sobre sua arvore padrao é 2-acilindrica. Antes disso vamos provar uma pro-
posicao, para a que recordaremos uma definicao.

Definicao 2.1.1. Seja G um grupo pro-p e H um subgrupo de GG. Dizemos que H
¢ malnormal em G se H N H9 =1, para qualquer g € G\ H.
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Proposigao 2.1.2. Seja G = AlloB (resp. G = HNN(A, C,t)) uma Z,-decomposi¢io
de G. Suponha que Ng(H) € pro-ciclico para qualquer H subgrupo aberto nao trivial
de C. Entio C é malnormal em A ou B (resp. C ou C* é malnormal em A).

Demonstra¢ao. Vamos provar por contrapositiva. Supor que C' nao é malnormal
nem em A nem em B (resp. C' e C' nao sao malnormais em A).

Caso 1: Se G = Allg B. Como C nao é malnormal nem A nem B, existem
a€A—-C,be B—Ctalque C°NC #1#CNC’ Entdo onde (C*NC)* < C% e
(C*NC)’ < CP pelo Lema 1.6.2, a € Ny(C*NC) e be Ng(CNCP).

Consideremos H = CNC*NCP, observe que [C : H] = [C : (CNCY)|[(CNC?) : H| ¢
finito. De fato, lembre que (CNC?) é aberto em C, pois [C : (CNC?)] é finito. Entao
CNC*NCP =CNC*N(CNCP) é aberto em (CNC?). Assim H=CNC*NC* # 1
pela Proposigao 1.6.1 (pois C' é pro-ciclico e o indice de H em C' é finito).

Como H é um subgrupo nao trivial de C e lembre que H* = CNC*NC* < C
deduzimos pelo Lema 1.6.2 que a € Na(H) e a ¢ H (pois se a € H < C, e sabemos
que a € A — (), similarmente para H> = C N C% N C* < C temos que b € Np(H)
com b ¢ H. Pela Proposicao 1.5.1 Ng(H) = N4(H) llc Ng(H). Portanto Ng(H)

nao é pro-ciclico.

Caso 2: Agora suponha que G = HNN(A, C,t). Como C,C" nao sao malnor-
mais em A, existem a; € A —C, ay € A — C* tal que C* N C nem C*2 N C* sao
triviais. Entao pelo Lema 1.6.2 a; € N4(C' N C*), pois (CNC*)™, (CNC™) sdo
subgrupos de C. Analogamente podemos ver que ay; € Na(C™2 N CY), e assim

a5 € Nyt (C% NO).

Pegando H =CNC" N 0% . Note que [C: H| =[C: (CNnC")|[(CNC™): H]
é finito. De fato, considerando o isomorfismo de C! para C' definido como o con-

[a¥)

jugado sobre ¢~!, temos que sdo isomorfos os seguintes subgrupos (C% N C*) =
(Cto2n O = (C“{1 NC), e como (C*2NC*) é aberto em C*, entao (C’“éi1 NC) é
aberto em C'. Assim podemos concluir que C' N C* N C“gil é aberto em (C'NC™).
Como [C': H] < 00, e C é pro-ciclico H = CNC* nCas = 1 pela Proposicao 1.6.1.

Observe que H* = CNC" N 0“5_1“1 < (CeH<<C(C. Pelo Lema 1.6.2 temos a; €
t_l t_l t_l — —
Ny(H). Além disso, H** =CNC*% NC% < C<A ' 'eH<C<A"" elogo
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(as)!" € N -1 (H) pelo Lema 1.6.2. Agora pela Proposigao 1.5.1, o normalizador
Ng(H) é um produto pro-p livre amalgamado

Ne(H) = No(H) e N i (H)

ou uma HNN-extensao pro-p

Ng(H) = HNN(N4(H),C,t).

No primeiro caso observemos que a; € Na(H), e a; ¢ H. Além disso, (as)" €
N, (H), e ab ' ¢ H (pois se ab € H < C, entdo ay € C*, 0 que é um absurdo
porque a; € A — C") vemos que o normalizador:

Ng(H) = Na(H) e N -1 (H)

nao é pro-ciclico. Agora para o segundo caso, quando Ng(H) = HNN(N4(H),C,t).
Observe que a3 € Ny(H), com a; € A— C (logo a1 € A — H) por isso o seguinte
normalizador:

Ng(H)=HNN(Ns(H),C,t)

nao é pro-ciclico. [

Definicao 2.1.3. A acao de um grupo pro-p G sobre uma arvore pro-p 1" é chamada
k-acilindrica, para k uma constante, se para qualquer elemento g nao trivial do grupo
G, a subdrvore pro-p TY de pontos fixos ( consultar em Definigao 1.3.4) tem diametro
no maximo k, i.e, que 79 tem no maximo k arestas.

Corolario 2.1.4. Seja G um grupo pro-p tal que G = Allg B ou HNN(A,C\1),
com C = Z,, é uma Z,-decomposi¢ao de G. Suponha que Ng(H) é pro-ciclico para
qualquer subgrupo aberto nao trivial H de C'. Entdao a a¢do de G sobre a sua p-drvore
padrao S(G) dessa decomposi¢ao € 2-acilindrica.

Demonstracao. Supondo que G = A llg B, consideremos um elemento nao trivial
g € G. Por absurdo vamos considerar que ¢ estabiliza no minimo 3 arestas, entao
pelo Coroléario 1.3.5 tem arestas consecutivas ey, es, eg estabilizadas por g. Logo
transladando se precisar podemos assumir que es = 1 - C. Assim pela defini¢ao da
arvore pro-p padrao para produto livre pro-p amalgamado temos que e; = a-C' e
e3=>b-C,paraalgutmac A—C,be B—C.
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aC C bC
aB A B bA

Observe que os estabilizadores das arestas e;, es, e eg sao G, = C“_l, G., = C,
e Gey = C"" respetivamente. Entdo temos que: g € C¢ NCNCY" = 1. Um
absurdo pois pela Proposicao 2.1.2 o subgrupo C' é malnormal em A ou B. Por
tanto podemos concluir que a acao de G é 2-acilindrica.

Agora suponha que G = HNN (A, C,t) uma HNN-extensao pro-p, se C' e C"* sdo con-
jugados em A. Pela Proposigao 1.5.1 o normalizador N¢(C) = HNN(NA(C),C,t).
Sabemos que H < C' e que H' < C" = C, assim t € Ng(H) pelo Lema 1.6.2. Entao
Ly} 7Ly =H x(t) = (H,t) < Ng(H) = HNN(Na(H),C,t). O qual é um absurdo,
pois pela hipétese Ng(H) é pro-ciclico.

Por outro lado CNC* ™" = 1 para algum a € A. De fato, se CNC™ " £ 1, sabemos
que (CNC* ") < 4" e (CNC™ ) < %" Logo pelo Lema 1.6.2 temos
que at™! € Ng(C'NC¥ ) e assim Z, x Z, = (CNC ) at~1) < Ng(CnC*™).
portanto Ng(C' N C"”_l) nao é pro-ciclico o que é um absurdo pela hipdtese.

Como CNC* " = 1 para a € A. Pela Proposicao 1.5.1 o normalizador de C é
Ng(C) = Nu(C) Il N -1 (C). Fazendo um raciocinio similar ao caso pro-p amal-
gamado, podemos tomar g € G um elemento nao trivial, tal que g estabilize no
minimo 3 arestas. Entao de novo pelo Corolario 1.3.5 tem arestas consecutivas e,
es, e3 estabilizadas por g. Logo transladamos se for preciso e podemos assumir que
es = 1-C. Assim pela definicao da arvore pro-p padrao para HNN-extensao pro-p
temos que e; = a;t° - C e e3 = tagt - C, para 6, € € {0,1}, e a1t tast < ¢ C.

a tA tast 1A
alc taQt_IC

at—'C C taxC
A tA

Sabemos que C'N C% " = 1 para qualquer a € A (observe que C* N C = 1 para
qualquer a € A). Também temos que G,, = C*% ' G,, = C, e G,, = C*2 """ sdo
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os estabilizadores das arestas e;, e e ez respectivamente. Observe que quando € = 0,
-1 —1,- -1 e —1,_
temos que: C¥'4 NCNC=2 ¢ =1lequando § =1, Cla NCNCHe 't =1,

Pela Proposicao 2.1.2 se C' é malnormal em A, temos que C'N C“l: 1 para todo
a € A— C. Entao para quando § = 0, ocorre que C* ' N C N C* %2 ' = 1. Assim
podemos dizer que quando C' é malnormal em A

G§EG, NGy NGy, =C' nCNCH T =1,

que é um absurdo, por tanto a acao de G é 2-acilindrica.

Por outro lado se C* é malnormal em A, entdao C' ¢ malnormal em A" ', i.e, C'N
) _ _ _

C* =1, paratodo at ' € A*' — C. Assim quando € = 1, temos que C*'% N C N
-1,

Cte2 ™' = 1. Logo

1

9 € Gy NGy NGy =CP nCNCT T =1,

que é um absurdo, por tanto a acao de G é 2-acilindrica.
m

2.2 Excluindo Z,-Decomposicao Hiperbdlica-Eliptica

Nessa secao vamos provar um dos resultados principais, que ¢ a versao pro-p do Te-
orema 2.1 de [RS97], o resultado mostra que duas Z,-decomposigoes nao podem ser
Hiperbdlica-Eliptica. Mostramos a prova no Teorema 2.2.2. Para conseguir provar
o resultados tivemos que procurar uma ideia diferente que no caso abstrato. Pois
no caso abstrato se usa fortemente o Teorema da estrutura [S80, Teorema 13] e na
versao pro-p nao sempre € certo esse teorema.

O seguinte resultado que vamos provar vai ajudar para obter um dos objetivos prin-
cipais desta tese.

Proposicao 2.2.1. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado que admite uma Z,-
decomposi¢io G = Allg B (resp.G = HNN(A,C,t)). Se A admite uma decom-
posicao como produto pro-p livre nao trivial tal que C' esta contido em um conjugado
de um fator livre de A (resp. C' também estd contido em um conjugado de um fator
livre de A). Entao G também se decompoe como um produto pro-p livre nao trivial.
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Demonstragao. Considerando um espago profinito I suponha que A = [] A(7) é um
i€l

produto livre pro-p nao trivial. Consideremos C' < A%(k) para algum k € I, e a € A,

ie. C*" < A(k)(< A) podemos assumir sem perda de generalidade que C' < A(k)

com k € I. De fato, com a mesma notacao que na Secao 1.1 temos que:
G =Allg B= (A, B |rel(A), rel(B), fi(h) = fa(h), h € C), (2.1)
ou

G = HNN(A,C,t) = (At | rel(A),h' = f(h),h € C). (2.2)

Se G é um produto livre pro-p amalgamado ou uma HNN-extensao respectivamente.
Portanto por Observacao 1.1.4 podemos assumir sem perda de generalidade que
C < A(k). Para o caso da HNN-extensdo podemos assumir também sem perda de
generalidade que C* para algum a € A, estd em algum fator livre de A. A explicacao
é similar como para C' (tendo em conta que mudamos a letra estével ¢ por ta).

Se G = All¢g B, podemos apresentar o grupo GG como:

G=(JJAG) B

il

=( [ AG)IA®R) 1B

iel\{k}

=( JI 46@) 1Ak e B).

ieI\{k}

Vemos que o G pode se decompor em produto pro-p livre nao trivial, i.e,

a=( I Aayt

ien\{k}
tomando J = A(k) Il B que sabemos que nao ¢ trivial, e que I # {k}, portanto
1 AG)#1.
iel\{k}

Suponha agora que G = HNN (A, C,t). Como C" estd contido em um fator livre de
A, existe j € I tal que C* estd em A(j). Entao o grupo G pode ser escrito como
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G =HNN(A,C,t)
= HNN(]] AG), C.t)
=HNN(( J] A®@)II(AG) ITAK),C,t)
1€I\{j,k}
[T AG)ITHNN(AG) ITA(K),C,1).

€I\{j,k}

Se I # {j,k} entao ][] A(i) # 1 e vemos que o G pode ser escrito como um
i€I\{j,k}
produto pro-p livre nao trivial G = ( [[ \A(:)) I K, onde K = HNN(A(j) II

i€I\{j,k}
A(K), C,1).

Por outro lado suponha que I = {j,k}, i.e. G = HNN(A(j) I A(k),C,t). Assim

concluimos que j # k, porque se j = k entdo A = A(j) = A(k). O que é um absurdo,

pois estamos assumindo que a decomposi¢do A = [] .A(¢) é um produto livre pro-p
iel

nao trivial. Entao temos:

G=HNN(A(j) I A(k),C.t)
= (AQG), A(k), L= rel(A(7)), rel(A(k)), ht = f(h), h € C)
= (A7 (), A(k) : rel(A(7), rel(A(k)), h = (f(R))'" h € C) IL(t)

= A" (5) He A(k) 1T (2)

portanto GG é um produto livre pro-p nao trivial.
O

O seguinte resultado é a versao pro-p andloga do Teorema 2.1 de [RS97], que é um
de nossos objetivos, e um dos Teoremas mais importantes nesta tese.

Teorema 2.2.2. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado que nao admite decom-
posicao como produto livre pro-p nao trivial. Entao quaisquer duas Z,-decomposicoes
de G sao FEliptica-Eliptica ou Hiperbolica-Hiperbolica.
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Demonstragao. Suponha que temos duas Z,-decomposicoes de G que sao G = A; 1,
B;ou G=HNN(A,;,C;,t;) para i = 1,2. Vamos fazer a prova usando contradigao.
Suponha que o caso Hiperbodlico-Eliptico é possivel. Seja T3, Ts as p-arvores padroes
das decomposicoes respectivamente e suponha que ¢; € hiperbdlico em T, e ¢y é
eliptico em T}.

Como ¢, ¢ eliptica em T7, C5 estabiliza um vértice de T}, i.e. a subarvore de pontos
fixos Tlc 2 £ (). Sabemos que A, age sobre a drvore pro-p T, com estabilizadores de
arestas triviais. Pois, esses estabilizadores de arestas sao conjugados de C} e ¢; é
hiperbdlico em T5. Como A, é finitamente gerado (pelo Lema 1.1.5) agindo sobre
uma arvore pro-p 17 com As-estabilizadores de arestas triviais. pelo Teorema 1.3.16
se As nao tem ponto fixo global, entao As; se decompoe como produto livre pro-p
nio trivial. Pelo Teorema 1.4.7 Cy (resp. C3?) esta em algum conjugado dos grupos
vértices (fatores do produto livre). Agora pela Proposigao 2.2.1 se Ay decompoe
sobre produto livre nao trivial temos que G também se decompoe como um produto
livre pro-p nao trivial. Que é absurdo pela hipdtese. Assim A, deveria fixar um
vértice v em V(T}). Agora vamos considerar os seguintes casos possiveis.

Caso 1: G = Ay g, Bs.

Igual que acima para A, temos que By deveria estabilizar um vértice w em Tj. De
fato, caso contrario By age sobre 77 com estabilizadores de arestas triviais. Logo
pela Proposicao 2.2.1 se By decompoe sobre produto livre nao trivial teriamos um
absurdo. Assim se a primeira Z,-decomposi¢ao ¢ um produto livre amalgamado
pro-p, temos que As, By estao contidos em algum conjugado de A; ou B;. Digamos
sem perda de generalidade que Ay < Ay, note que se a primeira Z,-decomposigao for
uma HNN-extensao, nao teria a opcao de B;. Entao afirmamos que o By também
tem que estar em A;. Pois se ele nao estiver em A; temos que os vértices v # w sao
diferentes, e pelo Corolario 1.3.5 A, N By < G, NG, < G, = CY para algum g € G,
ie, Ay N By < CY. O que é absurdo dado que Cy < Ay N By. Portanto Ay, By < Ay,
absurdo porque G = Ay g, By < Aj.

Caso 2: HNN(AQ, 02, tg)

Lembrando que A, fixa um vértice em Ty, entdo podemos dizer que A% fixa um
vértice em 77. Assim se a primeira Z,-decomposi¢ao é um produto livre amalgamado
pro-p (resp. uma HNN extensao), podemos dizer que A; < A; ou Ay < Bj (resp.
Ay < Aj). Sem perda de generalidade suponha que Ay < A;. Vamos provar agora
que ty este contido em A;. Pelo absurdo, para isso vamos assumir que to ¢ Aj.

—1

Sabemos que C5 e C;Q estao em Ay < A;. Assim temos que Co < (A;)2 |, por
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tanto Cy < A1 N A?l e pelo Teorema 1.4.14 Cy < A1 N A?l < (Y, para algum
a € Ay. Observe que usamos Teorema 1.4.14 (b) e (c¢) para o caso que a primeira
Z,-decomposigao seja um produto livre amalgamado pro-p e uma HNN-extensao
respectivamente. Logo temos que C{l € (1, que é absurdo, porque ¢; é hiperbdlico
em Ty (C7 age livremente sobre T,). Finalmente A e ty estdo em Aj, e como
G = HNN(Ay, Cy, ty) = (Ag, te) < Ay, ie., G < Aj, ao final uma contradigao.

Portanto as tnicas opcoes que tem duas Z,-decomposicoes sao elas ser Hiperbolica-
Hiperbdlica ou Eliptica-Eliptica. O

2.3 Z,-Decomposicao Hiperboélica-Hiperbodlica

Nosso objetivo principal nessa se¢ao é provar o caso pro-p do Teorema 3.6 de [RS97].
Vamos fixar duas Z,-decomposicoes Hiperboélica-Hiperbdlica G = A; ¢, By ou
G = HNN(A,,Cy,t1) a primeira Z,-decomposi¢do de G e G = Ay llg, By G =
HNN(A,, Cy,ts) a segunda Z,-decomposicao de G. Para o caso abstrato temos a
existéncia de um eixo quando o elemento de um grupo age hiperbolicamente sobre
uma arvore. Agora para o caso pro-p temos pela Proposicao 1.3.6 a existéncia de
uma sub-arvore na qual o subgrupo gerado pelo elemento hiperbdlico age irredu-
tivelmente. Por essa razao tivemos que procurar uma outra ideia completamente
diferente ao caso abstrato. Consideremos 7} a arvore pro-p padrao da primeira Z,-
decomposigao hiperbdlica de G. Denotamos por 75 a arvore pro-p padrao da segunda
Z,-decomposigao hiperboélica de G. Note que se ¢; ¢ um elemento hiperbdlico sobre
T,, pela Proposicao 1.3.6 existe uma tnica sub-arvore pro-p C}-invariante minimal
D, contida na arvore T5, i.e, que (' age irredutivelmente sobre D;.

Para o caso abstrato E. Rips e Z. Sela em [RS97] consideram o normalizador do
subgrupo gerado pelo elemento hiperbdlico que chamaram o anti-centralizador desse
elemento hiperbédlico. Para o caso pro-p vamos considerar o normalizador do sub-
grupo (topologicamente) gerado pelo elemento hiperbélico. Vejamos que o norma-
lizador Ng(C}) age sobre D;. De fato, considere n € Ng(Cy), logo C; = C7' age
sobre nDy, temos que nD; = Dy. Assim D; também é Ng(C))-invariante. Como
C1<. Ng(Ch) e Cy age irredutivelmente sobre D; da Observagao 1.3.8 o normalizador
N (Cy) age irredutivelmente sobre D;. Denotemos por Kp, o nicleo da agao do
N¢(Cy) sobre Dy. Assim deduzimos que Ng(Cy)/Kp, age fiel e irredutivelmente
sobre D;y. Além disso, observe que D; C Ty, entao Kp, < C§ para algum g € G.
Podemos dizer entao que Kp, = 1 ou Kp, = Z,. Similarmente temos que Cs age
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sobre Dy uma unica sub-arvore Cs-invariante minimal contida em 77 e todo o escrito
anteriormente para Cy, D1, e Ng(C4) vale para Cy, Dy, e Ng(Cs) respetivamente.

Para provar a versao pro-p do Teorema 3.6 de [RS97] vamos dividir em duas subse¢oes
nas quais consideraremos p > 2 e p = 2.

2.3.1 Z,-Decomposicao Hiperbdlica-Hiperbdlica, com p > 2

Nessa subsecao vamos considerar p > 2. Nesse caso as ideias das provas sao mais
explicitas e, consequentemente, sao mais elegantes.

A seguinte Proposicao é a versao pro-p para p > 2 das Proposigoes 3.1 e 3.3 de
[RS97]. De fato, o caso (i) da Proposi¢ao 2.3.1, seria a Proposicao 3.1 de [RS97]; e o
caso (i1) é a versao pro-p (p > 2) da Proposigao 3.3 de [RS97]. Podemos notar que
nossa versao ¢ um pouco mais geral. J& que no caso abstrato se assume que ¢, e ¢
comutam; na nossa prova conseguimos que quando acontece o caso (ii), se tem que
C} comuta com C5 a menos de conjugacao.

Proposicao 2.3.1. Suponha que G = Ay g, By ou G = HNN(A;,Cy,t1) e
G = Ay e, By ou G = HNN(Ay, Ca,t2), sao duas Z,-decomposi¢oes Hiperbilica-
Hiperbdlica. Seja H; um subgrupo nao trivial de C;. Entao Ng(H;) € um dos sequin-
tes grupos:

(1) Grupo pro-ciclico infinito Z,;

(it) Grupo pro-p abeliano Z, x Z,. Nesse caso temos que Cy comuta com um
congugado de Cs.

Demonstragao. Como 1 # H; < () age hiperbolicamente (portanto livremente)
sobre T5 a arvore pro-p da segunda Z,-decomposicao. Pela Proposicao 1.3.6, existe
um Dj C Ty, tal que H; age irredutivelmente. Assim da mesma forma Ng(H;) age
irredutivelmente sobre D}. Suponha que K; é o nicleo da acdo do Ng(H;p) sobre
D. Logo pelo Teorema 1.3.12 temos que Ng(H;)/K; tem uma das seguintes formas
(pois Ng(H1)/K; age fielmente e irredutivelmente sobre D] uma arvore pro-p):

e Ng(Hy)/K) = Z,, o grupo pro-ciclico infinito;
e No(Hy)/Ky = Zy x 7/27, o grupo diedral infinito pro-2;
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e Ng(H;)/K; tem um subgrupo pro-2 livre ndo abeliano agindo livremente sobre
Di.

O 1ltimo nao acontece pela Proposicao 1.5.2. Dado que G age sobre T5, na qual
Z, = Hi(< C)) age sobre Ty livremente. Dessa forma, ¢ necessdrio analisar o
que ocorre quando Ng(Hp)/K; é o grupo pro-ciclico infinito. Pois, como p > 2
N¢(Hy)/K; nao pode ser o grupo diedral infinito pro-2. Agora onde K; < Cj, para
algum g € G, e temos entao que K; = J < Z,,.

Suponha que K; = 1, entao temos (7). Isso quer dizer que Ng(H;) é o grupo pro-
ciclico infinito Z,.

Suponha agora que Ky = Z,. Como Ng(Hy)/K; = Z,, logo Ng(H;) = Ky X Z,(=
Z, % Z,). Note que C3, Ng(H;) < Ng(K;). Porque Ky < Cf e como Cj = Z, é
abeliano, C¥ comuta com K7, e particularmente normaliza o K. Além disso, observe
que Ky < Ng(Hqp), o que quer dizer que Ng(H;) estéd contido em Ng(K;).

Por outro lado, observe que K; <, CJ portanto ele age livremente sobre T;. Assim
pela Proposigao 1.3.6 existe uma p-arvore D} C T7, tal que K; age irredutivelmente
sobre D). Logo podemos dizer que N¢(K;) age irredutivelmente sobre D). Note que
N¢(K7) nao pode agir fielmente sobre D). Pois, se age fielmente, pelo Teorema 1.5.2
terfamos que Ng(K7) é o grupo pro-ciclico infinito, e como Z, X Z, = Ng(H;) <
Ng(K7), que é um absurdo. Entéo existe um ntcleo K nao trivial da agao de Ng(K;
sobre D). Quer dizer que pelo Teorema 1.5.2 Ng(Ky)/K = Z,, i.e. Ng(K;)
K % Zy.

~—

1%

~

Vamos provar que Ng(H;)NK é um subgrupo nao trivial. Sabemos que Ng(K;)/K
Zy. Assim como Ng(Hp)/(Ng(Hy) N K) = Ng(H)K/K < Ng(Ky)/K = Z,,
ie. Ng(Hy)/(Neg(Hi) N K) < Z, Se Ng(Hi)/(Neg(Hi) N K) = 1, temos que
N¢(Hy) N K = Ng(H;) # 1. Por outro lado, se Ng(H1)/(Neg(H1) N K) = Z,,
observe que Ng(Hy) N K # 1. Pois, se Ng(H;) N K = 1, entdo Ng(Hy) =2 Z, o
que é absurdo (porque Ng(H;) = Z, X Z,). Portanto podemos dizer que o sub-
grupo K N Ng(H;p) nédo é trivial. Sabemos que K é normal em Ng(K7). Desse
modo K N Ng(H;) é normal em Ng(H;). Além disso, sabemos que K; é normal
em Ng(H;). Como K age livremente sobre D), logo K N K; = 1. Entao te-
mos que: K; x (K N Ng(Hy)) = (K1, KN Ng(Hy)) = (K N Ng(Hy)) x Ky, logo
(K1, KN Ng(Hy)) = (KN Ng(Hy)) x Ky, i.e. Ky centraliza K N Ng(Hy).

28



Capitulo 2 Decomposicao sobre Z, de Grupos pro-p

Como temos que Ng(Kq) = K X Z,, mas 1 # K; < Z, centraliza K N Ng(H;) um
subgrupo nao trivial de K. Pelo Lema 1.6.3 concluimos que Ng(K;) = K X Z,,.
Dado que Ng(H;) < Ng(Kh), entdo Ng(Hy) = Ky X Z, = Z,, X Z,. Em particular,
como C1NCY =1, C; < Ng(H;) < Ng(K1), e C§ < Ng(K1), podemos observar que
C; comuta com Cf. O

Na seguinte observacao mostramos que quando supomos as mesmas hipoteses da
Proposicao 2.3.1 e se o normalizador do subgrupo C nao é pro-ciclico infinito, entao
o normalizador de C] é isomorfo a normalizador de um conjugado de Cs.

Observacao 2.3.2. Note que com as hipdteses da Proposicao 2.3.1 os normaliza-
dores Ng(C1) = Ng(CF) para algum g € G sdo isomorfos. Pois, suponha que
N¢(Cy) = Z,x Zy, entdo os subgrupos C; e C§ comutam, i.e. que o subgrupo N (C9)
nao é pro-ciclico, agora pela Proposicao 2.3.1 temos que Ng(CY) = Z,XZ, = Ng(Ch).

Proposicao 2.3.3. Consideremos duas Z,-decomposicoes Hiperbdlica-Hiperbolica
G = HNN(A;,C1,t1) e G = Ay 1, By ou G = HNN(Ay, Cs,ty), para G um
grupo pro-p, com Ay abeliano nao pro-ciclico. Entao G = Z,, X Zj,.

Demonstra¢ao. Note que pela Proposigao 1.5.1 o normalizador Ng(C;) pode ser
uma HNN-extensdo Ng(Ci) = HNN(Ny, (C1),Cy,t1) ou um produto livre pro-p
amalgamado Ng(C1) = Ny, (Ch) L, NAt;I(Cl). Se o normalizador é uma HNN-

extensao pro-p, entdao Ng(Cp) = HNN(]IVAl(C'l),C’l,tl) = HNN(A;,C1, 1) = G.
Portanto pela Proposi¢ao 2.3.1 o normalizador nao é pro-ciclico infinito, i.e. G =
Na(Ch) 2 Zy X 7.

Por outro lado vamos provar que o caso quando o normalizador é um produto livre
pro-p amalgamado nao é possivel. De fato, se o normalizador é um produto livre pro-

—1
p amalgamado Ng(Ch) = Na, (C1)1¢, NAtl—l (Cy) = A1, Ail . Como A, é abeliano

nao pro-ciclico, entao A; 2 Z,. Logo vemos que ¢ um produto livre amalgamado
pro-p nao ficticio. Por conseguinte o normalizador Ng(C}) nao é pro-ciclico infinito,
entdo a tnica opgao (por Proposigao 2.3.1) é que o Ng(Cy) = Z, X Z,. Mas Z, x Z,
nao pode ser um produto livre pro-p amalgamado nao ficticio.

O
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O fato a seguir é de ajuda para provar um dos teoremas principais dessa tese, que é
o Teorema 2.3.5 que faz referéncia a versao pro-p com p > 2 do Teorema 2.1 de [RS97].

Lema 2.3.4. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado, tal que G = A; L, By
ou G = HNN(A;,C1,t1), e G = Ay llg, By ou G = HNN(Ay, Cy,ty) sao duas
Z,-decomposicoes Hiperbdlica-Hiperbélica para G, tal que Ng(Cy) nédo ¢é pro-ciclico.
Suponha que Ny, (C1) # A;. Entao G se decompode como um produto livre pro-p
nao trivial.

Demonstragao. Vamos supor que a primeira Z,-decomposicao é G = A, llg, By um
produto livre amalgamado. Logo pelo Lema 1.6.5 G admite uma decomposicao como
(1.6) i.e:

G = Ay, ) (Ne(Cr) Uy, o) By)- (2.3)

Por outro lado se G = HNN(A;, C1,t;) é uma HNN-extensao, entao pelo Lema 1.6.5
o grupo G pode ser como (1.7) ou (1.8), e temos:

G =HNN(A Ly, ) Na(C1),N

—1
t
1
Al

(C1), 1) (2.4)

ou que o grupo ficaria

G — Al HNAI(Cl) NG(Cl) (25)

—1 —1
Sabemos que A; e Atf agem sobre T) com A;-estabilizadores (resp. A} -estabilizadores)

de arestas triviais. Pois a intersecao de A; (resp. Ail 1) com qualquer conjugado de
Cy é trivial (Cy age livremente sobre a p-arvore padrao 77). Além disso, C; age
livremente sobre a arvore pro-p padrao Ty (lembrando que Ty é a p-arvore padrao
da segunda Z,-decomposigao). Logo pela Proposi¢ao 1.5.2 o normalizador Ny, (C1)
(resp. NAt;I(Cl)) é pro-ciclico infinito. Note que Nga,(CY) (resp. NAtfl(Cl)) é
hipelrbélico1 em T3 (pois se N4, (Cy) (resp. NAtfl (Cy)) € eliptico estd em aigum con-

jugado de Ay ou também de B, depende o quelseja a segunda Z,-decomposicao. Que

é um absurdo, porque ¢; é hiperbdlico em T5).

Observe que como Ny, (Cy) # Ay, as decomposicoes de G da forma (2.3), (2.4) e
(2.5), seriam Z,-decomposi¢oes. Logo pela Proposicao 2.3.1 (i7) C comuta com
um conjugado de Cs. Pela Observagao 1.1.4 o mostrado em (1.3) e (1.4), podemos
dizer sem perda de generalidade que C; comuta com Cy, i.e. Cy < Ng(Cy). Por
tanto Cy é eliptico em S, onde Sy é a arvore pro-p padrao de (2.3), (2.4) e (2.5).
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Por conseguinte temos Z,-decomposi¢oes Eliptica-hiperbodlica, e pelo Teorema 2.2.2,
nosso grupo G se decompoe como um produto livre pro-p nao trivial. O

Observe que com as hipoestes do lema anterior e quando G = HNN(A4; 1y 4,(C1)
Nea(Cy), NAtl_l (C1),t1) ndo precisamos a hipdtese de que A; # Na, (C}) para provar

1
que G é um produto livre pro-p nao trivial.

O seguinte Teorema é um dos objetivos principais dessa tese, pois seria a versao
pro-p (quando p > 2) do Teorema 3.6 de [RS97]. Usando as hip6tese da proposigao
anterior, conseguimos provar que quando o normalizador Ng(C}) nao é pro-ciclico
infinito, entdo o grupo ambiente G ¢é igual a normalizador Ng(Ch).

Teorema 2.3.5. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado que nao se decompoe
como um produto livre pro-p nao trivial. Sejam G = Aillg, By ou G = HNN (A4, Ch,ty),
e G = Ay llg, By ou G = HNN(A,, Cy,ty) duas Z,-decomposi¢oes Hiperbolica-

Hiperbdlica para G. Suponha que Ng(C1) nao € pro-ciclico. Entio G = Ng(Ch) =
Ly X Ly

Demonstra¢ao. Vamos comecar provando que a primeira Z,-decomposicao tem que
ser uma HNN-extensao. De fato, como Ng(C}) nao é pro-ciclico, entdo K; # 1 (O
nicleo da acao de Ng(Cy) sobre Dy C T3). Entao temos que N¢(Ch)/ Ky = Zy, i.e.
N¢(Cy) = HNN(K,,K,,t) 2 Z, x Z, = HNN(Z,,Z,,t). Observe, que Ng(C})
nao pode ser escrita como um produto livre pro-p amalgamado ficticio. Pois, se fosse
escrita como um produto livre pro-p amalgamado ficticio terfamos que Ny, (C) = C4
ou Npg, (C7) = C1, quando G for um produto livre pro-p amalgamado. Agora se G
for uma HNN-extensao teriamos N4, (Cy) = C; ou NAtl—l(Cl) = (}. Sabemos que

Cy < Ng(Ch) (pela Proposicao 2.3.1), sem perda de geﬁeralidade se Na, (Cy) = C,
entdo Cy < Np, (Cy) < By (resp. Co < N t;1(01) < Atfl). O que é absurdo, dado
Al

que Cs € hiperbolico em T} .

Assim a decomposi¢ao de Ng(C1) ndao é um produto livre amalgamado ficticio e pela
proposicao 1.5.1 a primeira Z,-decomposicao de G tem que ser uma HNN-extensao
G = HNN(A;,Cy,ty) tal que Ng(Cy) = HNN (N4, (Ch), Ch,t1). Isso quer dizer que
(1 é normalizado por t;. Assim pelo Lema 1.6.5 o grupo GG pode ser reescrito como
no caso (1.8), que seria como o seguinte produto livre pro-p amalgamado:

G=4 HNAl(Cl) N (Ch).
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Pelo Lema 2.3.4 o normalizador N4, (Cy) = A, portanto G = Ng(Cy). Quer dizer
que G = N¢(Ch) = Z, x Z,, pela Proposigao 2.3.1 (i7). (porque pela hipdtese Ng(Ch)
nao ¢é pro-ciclico).

[l

Observe que a combinacao do Teorema 2.3.5 com a Proposicao 2.1.2 obtemos o
seguinte Corolario:

Corolario 2.3.6. Sob as hipoteses do Teorema 2.5.5, suponha que G € um grupo pro-
p nao abeliano. Entao C; € malnormal em A; ou B; (Resp. C; ou Cfi ¢ malnormal

em A;), 1 € {1,2}.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.3.5 temos que Ng(C;) é pro-ciclico. Portanto pela
Proposicao 2.1.2, vemos que o resultado segue. ]

Em seguida vamos descrever a acao de G um grupo pro-p nao abeliano finitamente
gerado G quando se descompoe em duas Z,-decomposicoes Hiperboélica-Hiperbdlica.
A acado do grupo G sobre a arvore pro-p padrao sera 2-acilindrica.

Teorema 2.3.7. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado que nao é abeliano,
e também nao se decompoe como um produto pro-p livre nao trivial. Sejam G =
A e, By ou G = HNN(A;,Ch,t1), e G = Aslle, By ou G = HNN(Ag, Co,ts) duas
Z,-decomposigoes Hiperbolica-Hiperbolica de G. Entao a agao do G sobre qualquer
das suas duas drvore pro-p padrao S(G) € 2-acilindrica.

Demonstracao. Vamos provar por absurdo. Suponha que acao de G sobre 77 nao é
2-acilindrica. Pelo Coroldrio 2.1.4 o normalizador Ng(H ) nao é pro-ciclico para um
subgrupo aberto nao trivial H de ;. Assim pela Proposigao 2.3.1 (ii) temos que
N¢(H) =Z, X Z, e que C; comuta com um conjugado de Cy. Portanto Ng(Ch) nao
é pro-ciclico (pois Cy x C§ = Z, x Z, < Ng(C}), para algum ¢ € G). Pelo Teorema
2.3.5, G é um grupo pro-p abeliano, contradizendo a hipdtese. Isso prova que a acao
de G sobre T, tem que ser 2-acilindrica.

Analogamente, se supormos que a acao de G sobre Tp nao é 2-acilindrica. Pelo
Corolério 2.1.4 o normalizador Ng(H) nao é pro-ciclico para um subgrupo aberto
nao trivial H de Cy. Assim pela Proposicao 2.3.1 (i7) temos que Ng(H) = Z, X Z,
e que Cy comuta com um conjugado de C. Portanto Ng(C}) nao é pro-ciclico (pois
Cy x Cf =2 Z, X Z, < Ng(Cs), para algum g € G). Pelo Teorema 2.3.5, G é um
grupo pro-p abeliano, contradizendo a hipdtese. Isso prova que a acao de G sobre Ty
tem que ser 2-acilindrica. O
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2.3.2 Z,-Decomposicao Hiperbdlica-Hiperbdlica, com p = 2

Nessa subsecao vamos comecar provando a versao pro-2 das Proposicoes 3.1 e 3.3 de
[RS97]. Diferentemente da versao pro-p com p > 2 porque adicionalmente temos que
trabalhar com um grupo diedral infinito pro-2, por isso é mais parecido com o caso
abstrato.

Proposicao 2.3.8. Suponha que G = A llg, By ou G = HNN(Ay,Ch,ty), e
G = Ay 1, By ou G = HNN(Ay, Cy,ta), sao duas Zs-decomposi¢oes Hiperbdlica-
Hiperbdlica. Seja H; um subgrupo nao trivial de C;. Entdo Ng(H;) € isomorfo a um
dos sequintes grupos:

(1) Grupo pro-ciclico infinito Zo;

(1i) Grupo diedral pro-2 infinito Zo X Z)27;

(111) Grupo pro-2 abeliano Zo X Zs;

(iv) Garrafa de Klein pro-2 Ze X Za;

(v) Produto semidireto (Zo X Zo) X Z/27, onde a agao de Z/27 é por inversao, ou

(vi) Produto semidireto (Zo X Zg) X Z/27..

Demonstra¢ao. Similar que no comeco da Proposi¢ao 2.3.1, como temos que 1 #
H;, < () age hiperbolicamente (por isso age livremente) sobre T, a arvore pro-
2 padrao da segunda Zs-decomposicao. Entao pela Proposigao 1.3.6, existe um
D} C Ty, tal que H; age irredutivelmente sobre Dj. Assim Ng(H;) age também
irredutivelmente sobre D}. Suponha que K; é o nicleo da ac¢ao do Ng(H;p) sobre
D). Pelo Teorema 1.3.12, temos que N (H;)/ K, satisfaz algum dos seguintes (pois
Ng(Hy)/ K age fielmente e irredutivelmente sobre D/ ):

L NG(HI)/Kl = Zy;
° NG(Hl)/Kl = 7o X Z/QZ = Z/ZZ HZ/QZ;

e Ng(Hp)/K; tem um subgrupo pro-p livre nao abeliano agindo livremente sobre
Dj.
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O 1ltimo nao acontece pela Proposicao 1.5.2. Dado que C; age livremente sobre
T,, e por consequente H; < () age sobre T, livremente. Dessa forma, é necessario
analisar o que ocorre quando Ng(Hy)/K; é o grupo pro-ciclico infinito, ou o grupo
diedral infinito pro-2. Como K; < C¥, para algum g € G, entao que K1 = J < Zs.

Suponha que K; = 1. Entao o normalizador Ng(H;) é o grupo pro-ciclico infinito,
ou o grupo diedral infinito pro-2. Assim temos (i) e (ii).

Agora vamos supor que K; # 1, logo Ky = Zs.

Se Ng(Hy)/ Ky = Zs, entdo Ng(Hy) = K1 X Zy = 7o X Zy. Assim vamos provar que
se o normalizador Ng(H;) nao é abeliano entao é uma garrafa de Klein pro-2.

De fato, se o normalizador Ng(H;) nao é uma garrafa de Klein pro-2 nem um pro-2
abeliano. Quer dizer que se acao de Zy sobre K nao é invertivel nem trivial, entao
a agao de Zy sobre K é fiel (pois Aut(Ky) = Aut(Zs) = Zs X ZJ2Z). Portanto
N¢(H;) tem um tnico subgrupo pro-ciclico normal maximal. Como e K; é normal
em Ng(H;). Entao K; é normalizado por Ng(H;). Agora sabemos que K; < C§
age sobre D) C T) (considerando D) a arvore pro-2 de T} sobre a qual K; age
irredutivelmente), Por consequente podemos dizer que N (H;) age sobre DY irredu-
tivelmente, mas nao pode agir sobre D) fielmente. J& que se age fielmente terfamos
pela Proposi¢ao 1.5.2 (2) que o normalizador Ng(H;) é o grupo pro-ciclico infinito
ou o grupo infinito diedral pro-2; que é absurdo (dado que como Kj # 1, o normali-
zador Ng(H,) é diferente de um grupo pro-ciclico infinito ou o grupo infinito diedral
pro-2). Sabendo que Ng(H;) nao age fielmente sobre D), temos um subgrupo nao
trivial K que é o nicleo da acdo de Ng(H;) sobre Dj. Note que K N K; =1 (dado
que K estd contido em algum conjugado de C e K; estd em algum conjugado de
(). Contradizendo a hipdtese de que o normalizador Ng(H;) s6 tem um tnico sub-
grupo normal pro-ciclico maximal, pois Z, = K < Ng(H;) (maximalidade note que
pela Proposigao 1.5.2 (2) Ng(H)/K = Zs, ou Ng(Hy)/K = Zo x Z/27,). Por isso
concluimos que Ng(H;) = Zs X Zg é isomorfo & Zy X Zs ou & uma garrafa de Klein
pro-2. Assim temos (iiz) ou (iv).

Finalmente suponha que Ng(H,)/ Ky = Zo X Z /27 = Z/27Z11 7 /27 é o diedral pro-2
infinito. Nesse caso temos que Ng(Ch) = Ny g, Ny com [Ny : K] =2 = [Ny : K]
(note que o produto amalgamado é nao ficticio). Se Ng(Cy) é livre de torgao temos
que N1 = Zs = Ny, e que Ng(C1) = Zs X Zy. A acdo nao é trivial pois Zy X Zs
nao pode ser escrito como um produto amalgamado nao ficticio, por tanto o norma-
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lizador Ng(C1) & Zy X Zy uma garrafa de Klein pro-2 (pois se a agdo nao é trivial,
entdo a acdo é invertivel, como foi explicado no paragrafo anterior). Assim temos de
novo (iv).

Se N1 e Ny sao diedral pro-2 infinitos, temos que:

Na(C1) = (Zo X Z)27) g, (Zy x Z)27)
(K1 X Z/)27) Uk, (K1 x Z/27)
(Zy X Zo) X 7./27

e 1l

com a agao inversa de Z /27 sobre o (Zs X Zs), pois Z/27 age sobre K, por inversao.

Por fim se algum /V; é um grupo pro-ciclico infinito e o outro N; um grupo diedral pro-
2, para i = 1,2. Sem perda de generalidade suponha que Ny = Zy ¢ Ny = Zy X Z/27.
temos entao que o normalizador é

Na(Cy) = Zo Uk, (Zo X ZJ27) = {a,b,c:a® = a, ¢ =1, bc =b~1).
N ~ TN A~ . 7 Na(C1)
Note que (b) = K; = Zs e o fecho normal de N7 = (a) = Zy é (a) =
(a® ab a®) = (a,a,ac) = {(a,a®) = Zy Uy, Zy com [Zy : Ki| = 2 = [Zy : K]
Assim @NG(C” = 7o Uk, Zo = 7o X Zo uma garrafa de Klein. Por tanto Ng(C) =
(Zy X Zs) % 7Z,/27 um produto semidireto, e logo temos (vi).

Por ultimo note que N; para i = 1,2 nao pode ser Zy x Z/2Z, pois suponha sem perda
de generalidade que Ny = Zy x Z/27 isso implicaria que Zy X Z/27 = K| X 7|27 =
(k1) x (a), assim N; age sobre a p-arvore T}, entdo pela Proposi¢ao 1.3.6 existe D
tal que N7 age sobre D, se |D| = 1 temos que K; < Nj estabiliza um vértice em 77,
é absurdo pois K; age hiperbdlico sobre T7. Por outro lado supondo que |D| > 1,
temos que N; age sobre D irredutivelmente, pelo Teorema 1.3.10 @ estd em K o
nicleo da acao de Ny sobre D, assim K estd contido em algum conjugado de C7, isso
é que K =1 ou K = Zsy; que é um absurdo pois sabemos que (a) = 7Z/27 estd em
K, contradizendo que K é livre de torgao. Por tanto Ny # Zg X Z/27. O

Observacao 2.3.9. Note que os casos (iv), (v) e (vi) sdo pro-2 completamentos dos
grupos Z X Z, (Z x Z) X Z e (Z x Z) x Z respectivamente.

Corolério 2.3.10. Sob as hipdteses da Proposi¢ao 2.3.8, se o normalizador Ng(H;)
¢ livre de tor¢ao. Entdo o normalizador Ng(H;) € um dos sequintes grupos:
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(i) O grupo pro-ciclico infinito Zs;
(i1) O grupo pro-2 abeliano Zo X Zs
(11i)) A Garrafa de Klein pro-2 7o X Zs.

Os dois Lemas a seguir serao uteis para demonstrar o principal Teorema desta
subsecao, o Teorema 2.3.13 que é a versao pro-2 do Teorema 3.6 de [RS97].

Lema 2.3.11. Sejam G um grupo pro-2 finitamente gerado, e G = A llg B ou
G = HNN(A,C,t) é uma Zs-decomposicao. Suponha que A admite uma agao
sem ponto fixo global sobre uma arvore pro-2 T', com estabilizadores de arestas de
ordem menor do que ou igual que 2, e C' é eliptica em T (resp. C e C*). Entao
G se decompde sobre grupos de ordem no méximo 2. (i.e, G pode ser escrito como
G =G Iy Gy ou HNN(Gy,H,t) com |H| < 2).

Demonstra¢ao. Sabemos que G = Allo B (resp. G = HNN(A,C,t)) é finitamente
gerado. Logo pelo Lema 1.1.5 o subgrupo A é também finitamente gerado. Além
disso, A age sobre uma arvore pro-2, 7. Pelo Teorema 1.4.7, A = I1;(A,I") com os
grupos vértices e arestas de (A, I") sdo estabilizadores de certos vértices e arestas de
T respectivamente. Agora como A age sobre T' (com estabilizadores de arestas com
ordem menor o igual que 2) e A nao fixa ponto, pelo Teorema 1.3.16 A descompor
como um produto livre amalgamado pro-2 A = JyllyJ; ou como uma HNN-extensao
pro-2 A= HNN(J;, H,t;) sobre um grupo H de ordem no maximo 2. Ademais pelo
Teorema 1.4.7, temos que os estabilizadores de vértices e arestas de T" em G sao
conjugados a subgrupos de grupos vértices e arestas de (A,I"), assim como C' age
elipticamente (resp. C"), ele estabiliza um vértice em T, por tanto C' (resp. C") estd
contido em algum conjugado de Jy ou Ji, digamos num conjugado de Ji, entao sem
perda de generalidade podemos assumir que C' < Jj.

Se G é um produto livre amalgamado pro-p G = A Il B, entao
G = J()HH JlﬂcB: J()HH (JlﬂcB);

ou
G=HNN(J;,H,ty)llc B=HNN(J, ¢ B, H,1,).
Observe que nas duas formas podemos ver que G decompoe sobre o grupo H.

Suponha agora que G = HNN(A,C,t). Agora como C* é eliptico em T, entdo
C' estd contido em Jy ou J; para algum a € A logo substituindo ¢ por ta podemos
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assumir que C* < Jy ou C* < J;. Assim podemos dizer que G' tem uma das seguintes
formas:

1) Se A= Jylly J; e C,C* < Jy, temos
G = HNN(Jo Iy Ji,C,t) = Jo Iy HNN(Jy, C, t).
2)Se A= Jy Iy Jy e C' < Jy, logo
G = HNN(Jy Uy Ji,Ct) = HNN((J, e J¢ ), H 7Y,
3) Se A= HNN(Ji, H,t,), entdo
G=HNN(HNN(J;,H,t;),C,t)=HNN(HNN(Jy,C,t), H,ty).

Observe que em todos esses casos G se decompoe sobre o grupo H, e assim o lema
esta provado. O

No lema a continuagao vamos provar que quando podemos decompor nosso grupo G
como um produto livre pro-p com subgrupo amalgamado N4, (C).

Lema 2.3.12. Seja GG um grupo pro-2 finitamente gerado com G = A; Ly, By
ou G = HNN(Al,Chtl), e G = A2 H02 B2 ou G = HNN(AQ,CQ,tQ) duas Zp—
decomposigoes Hiperbdlica-Hiperbdlica de G, tal que Ng(C}) nao é pro-ciclico infinito
nem diedral pro-2 infinito. Suponha que N4, (Cy) # A;. Entdo G se decompoe
sobre um grupo de ordem < 2. (i.e, G pode ser escrita como G = G; Iy G2 ou
HNN (G4, H,t) com |H| <2).

Demonstra¢ao. Vamos supor que primeira Zo-decomposicao é G = A; Il By um
produto livre amalgamado, logo pelo Lema 1.6.5 como no caso (1.6) o grupo pro-p
G admite uma decomposigao:

G - Al HNAI(Cl) (NG(Cl) HNBI(CI) Bl) (26)

Por outro lado se G = HNN(A,C4,t;) é uma HNN-extensao, pelo Lema 1.6.5 o
grupo pro-p pode se decompde como no caso (1.7) ou como no caso (1.8) entao temos
que:

G = HNN (A Ily, 0 No(C), N 21(C1). ) (2.7)

ou que o grupo ficaria
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G = A Iy, @) No(Ch) (2.8)

Consideremos Sy a 2-arvore padrao de (2.6), (2.7) ou (2.8). Como A; # Ny, (C1), se
G ¢é como em (2.6) temos que Ng(C1) Iy, (cy) Bi € subgrupo préprio de G; e se G
¢ como em (2.8) o normalizador Ng(C) é um subgrupo préprio em G.

Como temos que Ng(C7) nao é pro-ciclico infinito, nem diedral pro-2 infinito, entao
K, é nao trivial e além disso é eliptico em S;. Logo sabemos que K; < Cf para
algum g € G, assim C§ também ¢é eliptico em Sy; pois C3§/K; é finito, e pela sua
acdo sobre a drvore TX1, temos que T é nao vazia (pelo Teorema 1.3.11). Como
mostramos em (1.3) e (1.4) da Observacao 1.1.4 a segunda Zsy-decomposigao pode
ser escrita como segue:

se G é um produto pro-2 amalgamado:

G - A‘g Hcg Bg (29)

Se é uma HNN-extensao:

G = HNN(A], CY,t3) (2.10)
Note que como a segunda decomposicao de G é Zsy-decomposicao, entao temos que
as decomposicoes (2.9) e (2.10) sao também Zy-decomposi¢oes. Chamemos Sy como

a 2-drvore padrao de (2.9) e (2.10). Observe que como A; (res.p Atlll) age sobre
Sy com estabilizadores triviais (pois os estabilizadores de arestas sao conjugados de
C5), e como C age livremente sobre Sy, temos por Proposigao 1.5.2 (2) que Ny, (Ch)
(resp. NAtfl(Cl) ) é pro-ciclico infinito ou diedral pro-2 infinito. Note que se o

1
normalizador Ny, (C1) (resp. N -1(C1)) é pro-ciclico infinito, pelo Teorema 2.2.2
Al

temos que GG admite uma decomposi¢ao como produto livre pro-p; e se o normaliza-
dor Na,(Cy) = Zy x 727 (resp. NAtf1<Cl) > 7o x ZJ27). Entao N4, (Ch) (resp.

N - (C1)) tem um subgrupo normal pro-ciclico C' que é hiperbdlico sobre S, e tem
Al
indice no maximo 2. Sabemos que |A§ N Ny, (Cy)| < 2 (resp. |43 N NAtfl (Cy)] <2)
1
pois AJNC' = 1. Quer dizer que A§ age sobre uma 2-drvore S; com Aj-estabilizadores

de arestas trivial ou um grupo de ordem 2.

Suponha que a segunda Zsy-decomposigao é o produto amalgamado, G = A} ey BY,
entdo AY e By agem sobre S;. Se Aj e Bj sdo elipticos em Sy, logo AJ, e B nao
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estao contidos num conjugado de A; pois se estiverem Cy estaria contido num con-
jugado de A; o qual é absurdo. Por outro lado se Aj estd contido num conjugado
de Ng(C1) Uny (o) Br (para (2.6)), ou Ay Ly, (cy) No(Ch) (para (2.7)) ou Ng(Ch)
(para (2.8)), pelo Corolério 1.3.5 o By debe estar no mesmo conjugado que A3 (por-
que se estiver em conjugados diferentes C’g A$ N BY esta contido num conjugado

de Ny, (C1) < Ay ou de N 71(01) < A] v pelo Coroldrio 1.3.5, o que ¢é absurdo).

Portanto G = Aj ey Bj estarla contido em algum conjugado de Ng(Ch) 1l N, (1) B,
(para (2.6)), ou Ng(Cl) (para (2.8)) o que é absurdo pois s@o subgrupos préprios em
G. Logo podemos assumir sem perda de generalidade que AJ age sobre uma 2-arvore
S1 sem pontos fixos globais. Por tanto temos que Aj age sobre S; sem pontos fixos
globais e com Aj-estabilizadores de arestas trivial ou um grupo de ordem 2, logo
pelo Lema 2.3.11 o grupo G decompoe sobre grupo de ordem < 2. Agora se G é
como (2.7) temos sem perda de generalidade que G = A; Un, o) N¢(Ch), e como
Ay # Ny, (C1), pelo raciocinio igual que para (2.8) temos que o grupo G decompoe
sobre grupo de ordem menor ou igual que 2.

Por outro lado se a segunda Z,-decomposicao é a HNN-extensao, G = HNN(A§, C3,t3),
entdo AJ e (A9)% agem sobre S;. Se AJ é eliptico em S;. Sabemos que AJ nao
estd contido num conjugado de A; pois se estiver, entdo C§ estaria contido num
conjugado de A; o qual é absurdo. Logo se Aj estd contido num conjugado de
Ng(cl) HNBI(CI) B1 (para (2.6)), ou A1 HNA1(01) Ng<01) (para (27)) ou Ng<01)
(para (2.8)), pelo Corolario 1.3.5 0 (A3))™" debe estar no mesmo conjugado que
A$ (de fato, se nao estiver entdao pelo Coroldrio 1.3.5 C’g = AJN (A" estd num

conjugado de Ny, (C7) < Ay ou de N 71(01) < A o que é um absurdo), o qual é

um absurdo, pois assim G = HNN (Ag, CY,t9) estaria contido em algum conjugado
de Ng(Ch) Uy (o) Br (para (2.6)), ou Ng(C1) (para (2.8)) o que é absurdo pois sdo
subgrupos préprios em G. Quer dizer sem perda de generalidade que Aj age sobre
uma 2-arvore S; sem pontos fixos globais. Por tanto temos que Aj age sobre S
sem pontos fixos globais e com Aj-estabilizadores de arestas trivial ou um grupo de
ordem 2, pelo Lema 2.3.11 o grupo G se decompoe sobre grupo de ordem < 2. Agora
se G é como (2.7) temos sem perda de generalidade que G = A, Iy, () No(Ch),
e como Ay # Nga,(C1), pelo raciocinio igual que para (2.8) temos que o grupo G
decompoe sobre grupo de ordem menor ou igual que 2.

[]
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Teorema 2.3.13. Seja G um grupo finitamente gerado pro-2 que nao se decompoe
sobre um grupo de ordem no mdzimo 2. Sejam G = Ajllg, By ou G = HNN(Ay,Ch,t1),
e G = Ay g, By ou G = HNN(As, Cy,ts) duas Zo-decomposicoes Hiperbdlica-
Hiperbolica de G. Suponha que Ng(Cy) nao € pro-ciclico infinito nem diedral pro-2
infinito. Entao G = Ng(C1) isomorfo a um dos grupos pro-2 listado desde (iii) até
(vi) da Proposi¢ao 2.3.8.

Demonstragao. Como Ng(Cy) ndo é pro-ciclico infinito nem diedral pro-2 infinito
temos que K; # 1, e que K; < Cf. Além disso, por mostrado em (1.3) e (1.4) da
Observagao 1.1.4 a segunda Z,-decomposicao pode ser escrita como segue:

se G é um produto livre pro-2 amalgamado:

G = A§Ily By (2.11)

Se é uma HNN-extensao:

G = HNN(AS, CY,t) (2.12)

Note que como a segunda decomposic¢ao de G é Zy-decomposicao, entao temos que
as decomposicoes (2.11) e (2.12) sdo também Z,-decomposigdes. Chamemos Sy a
2-arvore padrao de (2.11) e (2.12).

Vamos supor que primeira Zs-decomposicao é G = A; g, By um produto livre
amalgamado, logo temos pelo Lema 1.6.5 que G pode ser escrito como (1.6):

G = Ay, ) (Na(Ch) iy, () Br) (2.13)
Por outro lado se G = HN N (A, C1,t;) é uma HNN-extensao, entao pelo Lema 1.6.5
o G ¢ como na (1.7) e (1.8):
G = HNN(A; Iy, () Na(Ch), NAtII(Ol),tl) (2.14)
ou
G - Al HNAl(Cl) NG(Cl) (215)

Logo do Lema 2.3.12, N4, (C;) = A;. Entdo quando o grupo é (2.15) G = Ng(Ch)
que é uma HNN-extensao, assim temos (iii) e (iv) da Proposi¢ao 2.3.8.

Como Ny, (Cy) = Ay se G é o grupo em (2.13) (resp. em (2.14)), logo G =
Nc(C1) Uny () Br (tesp. G = HNN(NG(Cl),NAtfl(Cl),tl)), denotamos a 2-

-1
arvore padrao dessa decomposigao por S7. Observe que como Bj (resp. Ail ) age
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sobre Sy com estabilizadores triviais (pois os estabilizadores de arestas sd@o con-
jugados de C¥). Como C) age livremente sobre S, temos por Proposi¢ao 1.5.2
(2) que Ng,(Cy) (resp. NAifl(Cl)) ¢ pro-ciclico infinito ou diedral pro-2 infinito.

1
Note que se o normalizador Ng, (C7) (resp. NAtfl(Cl)) é pro-ciclico infinito, entao
1

Np, (Cy) = Z,, (resp. NA?1 (Cy) 2 Z,), e se o normalizador é diedral pro-2 infinito

Np, (Cy) = Zo x Z)27(= C x Z/2Z) (resp. NAtl—l(Cl) ~ (O x Z/27); com C hi-
perbdlico em Sy. Sabemos que |AJ N N, (C1)| < 2 (resp. |4A3N NAtfl (Cy)| < 2) pois
AINnC =1 1

Suponha que a segunda Z,-decomposicio é G = Aj Ilgg B, entdao A3 age sobre
Si. Pelo Lema 2.3.12 o A§ estd contido num conjugado de Ng(C4), porque A £ By
(lembre que C§NB; = 1). Agora Bj tem que estar no mesmo conjugado que A§, pois
se nao estd pelo Teorema 1.4.14 (b.) (resp. pelo Teorema 1.4.14 (¢.)) C§ = AJ N BY
estaria contido em algum conjugado de Np, (Cy) (resp. C§ = AJ N BY estaria con-

tido em algum conjugado de N ,-1(C1)). O qual é um absurdo. Portanto Bj tem
Al
que estar no mesmo conjugado que AJ. Sem perda de generalidade terfamos que

G = ALy B§ < No(Ch) < G, ie. G = Ng(Ch).

Se a segunda Zs-decomposicao é G = HNN(A§, Cy,13), entdao AJ age sobre S;. Pelo
Lema 2.3.12, AJ esté contido num conjugado de Ng(C1). Logo t§ tem que estar no
mesmo conjugado de A§. pois se estivesse em conjugados diferentes pelo Teorema
1.4.14 (b.) (vesp. pelo Teorema 1.4.14 (¢.)) C§ = AIN (A" estaria contido em al-
gum conjugado de Ng, (C1) (resp. C§ = A§N Bj estaria contido em algum conjugado
de NAtl—l (C1)). Que é um absurdo, dado que C§ intersetado com algum conjugado de

1
C é trivial. O que quer dizer que G = HNN(A§, C,t§) estaria contido em algum
conjugado de Ng(Ch).

Portanto, sem perda de generalidade para quando G é da forma (2.13) ou (2.14)
terifamos que G' = Ng(C}) que é um produto pro-2 livre, portanto: (iv), (v), e (vi).

O
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Comensurador

Nessa parte do trabalho vamos dar varios resultados sobre o Comensurador. Nés
comegamos definindo o Comensurador de um subgrupo, e dando alguns proprieda-
des basicas do comensurador. Logo vamos mostrar um Teorema 3.0.4 que é uma
generalizacdo para a Proposi¢ao 8.2 de [CZ22]| (Proposi¢ao 1.5.2). A continuagao
no Teorema 3.0.8 mostramos sobre quais condi¢oes um grupo pro-p finitamente ge-
rado G que age sobre uma arvore pro-p 1" é igual o subgrupo comensurador de um
estabilizador de aresta.

Definicao 3.0.1. Seja G um grupo pro-p, e suponha H um subgrupo fechado de
G. O comensurador de H em G, denotado Commg(H), é o conjunto definido da
seguinte forma:

Commg(H)={9€ G:HINH<,H eH'NH<, H9}.

Vamos provar agora que esse conjunto definido como comensurador é um subgrupo,
além disso, vai generalizar a definicao de normalizador.

Lema 3.0.2. Sejam G um grupo pro-p e H um subgrupo fechado de G. Entao:
(i) Commeg(H) é um subgrupo de G.

Demonstragao. Note que {g € G : HINH <, H, e HYNH <, H9} é um subgrupo no
grupo G. De fato é a definigao de comensurador no caso abstrato [DK18, Definigao
5.17 e Exercicio 5.18] com o fecho. Sabemos que o fecho de um subgrupo, é um
subgrupo entao Commeg(H) é um subgrupo de G. Assim provamos (7).
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Agora para (ii) sabemos que Cg(H) < Ng(H), agora suponha que g € Ng(H),
vamos provar que g vai estar em Commg(H). Sabendo que HY = H, entao [H :
HNHY =[H:H|=1,poroutrolado [HY : HNHY =[H: HNHY = 1. O

O préximo lema vai ser usado na demonstragao do Teorema 3.0.4 e o Teorema 3.0.8.
O Teorema 3.0.4 pode ser visto como uma generalizagao do item (b) da Proposigao
1.5.2. Pois conseguimos provar que o comensurador do subgrupo pro-ciclico agindo
livremente ¢ finitamente gerado. No Teorema 3.0.8 provamos que um grupo G que
age sobre uma &arvore pro-p T localmente finita é igual ao comensurador de um
estabilizador de aresta de T'.

Lema 3.0.3. Sejam R um grupo profinito e G = (g, ..., g,) um subgrupo profinito
finitamente gerado de R. Se H é um subgrupo de R tal que H N HY% tem indice
finito em H e HY%, entao H contem um subgrupo de indice finito que é normalizado
por g;, para todo i € {1,...,n}.

Demonstracao. Suponha que N é um subgrupo normal aberto de R tal que NNH <
Ni_, H N HY%, pois como H N HY% é aberto em H para cada i € {1,...,n}, por tanto
sua intersecao finita (;_, H N HY% também ¢é aberta, ¢ lembre que N N H ¢é normal
e aberto em H. Observe que para qualquer g;, com i € {1,...,n}, temos que
(NNH)Y% =NNH% >HNNNH=(HNN)N(HNH%)=HNN (porque
HNN < HNHY%, para todo i € {1,...,n}). Agora sabendo que HNN < (NN H)%
consideremos o seguinte indice: 1 = [(NNH)% : (NN H)%| =[(NNH)% : HNNJ,
assim (NN H)% = NN H para qualquer g;, com i € {1,...,n}, quer dizer que NNH
¢ normalizado por cada ¢g; com i € {1,...,n}, e NN H estd contido em H e além
disso tem indice finito em H (pois é aberto em H). O

Observe que com Lema 3.0.3 e Lema 3.0.2 podemos dizer que se o comensurador de
um subgrupo H é finitamente gerado, entao existe um subgrupo aberto H' em H,
para o qual o comensurador de H é igual ao normalizador de H'.

Teorema 3.0.4. Seja G um grupo pro-p agindo sobre uma drvore pro-p T e C' um
subgrupo pro-ciclico nao trivial de G que age livremente sobre T. Se Commg(C')
¢ finitamente gerado, entao existe um subgrupo normal K de Commg(C), tal que
Commg(C)/K nao tem um subgrupo livre pro-p nao abeliano, onde K estd contido
em um estabilizador de uma aresta em T.

Demonstragao. Temos do Teorema 1.3.9, que C' é um grupo pro-p livre, i.e, C' = Z,,.
Sabemos que pela Proposicao 1.3.6 existe uma subarvore pro-p C-invariante minimal
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D de T. Note que o D tem mais de um vértice. Porque se D tem sé um vértice,
entao C' < G, com v € V(T'), e isso contradiz a acao livre de C sobre T'. Assim pela
Proposicao 1.3.6 D é tnico, consequentemente C' age irredutivelmente sobre D.

Como Commg(C') é finitamente gerado, pelo Lema 3.0.3 temos que Commg(C) =
Ng(C'), onde 1 # C" <, C. Ja que C" < C, C" age livremente sobre D. Assim pela
Proposicao 1.3.6 existe uma subéarvore pro-p D' C D, que é minimal C’-invariante
com |D’'| > 1 (porque |D’| = 1, contradiria que C" age livremente sobre D), entao D’
é tnica pela Proposigao 1.3.6. Consideremos K como o ntcleo da agao de Ng(C")
sobre D’ (lembre que N¢(C") age irredutivelmente sobre D', pois C” age sobre D' irre-
dutivelmente, e C" < Ng(C”)). Portanto temos que Ng(C')/K age irredutivelmente
e fielmente sobre D’. Agora pela Proposigao 1.5.2 item (b) temos que Ng(C')/K é
isomorfo & Z, ou é um diedral pro-2 infinito. Assim temos que Commg(C)/K nao
tem subgrupo pro-p livre nao abeliano (porque Commg(C) = Ng(C")) . O

Exemplo 3.0.5. Suponhamos que p > 2. Consideremos o grupo pro-ciclico G = Z,,
sua agao sobre o grafo de Cayley I' = I'(Z,, {1}) (grafo de Cayley definido em [R17,
Exemplo 2.2.3]). Temos que o grafo I' é uma pro-p arvore (consultar [R17, Teorema
2.5.3]), e que acdo de Z, sobre I' é livre ([R17, Exemplo 2.2.3]). Suponha que H é um
subgrupo nao trivial de Z,. Pelo Teorema 3.0.4, o Commg(H ) ndo tem um subgrupo
livre pro-p nao abeliano. Mais do que isso podemos dizer que Comme(H) = Z,.

Definicao 3.0.6. Dizemos que um grafo profinito I' é localmente finito se cada
vértice v de I tem uma quantidade finita de arestas incidindo em v.

Lema 3.0.7. Suponha que GG é um grupo profinito que age sobre uma arvore pro-p
T localmente finita tal que G\T é finito. Entao [Gaye) : Ge| < 00, € [Ga,(e) : Ge| < 00
para toda e € E(T).

Demonstragio. No grafo G\T se define d;(Gm) = Gd;(m), para todo m € T e i =
0, 1. Consideremos um vértice v € V(7T'), denotamos o conjunto de todas as 6rbitas
para o qual v = d;(m) de m € T para i = 0,1, como d_i_l(Gv). Entao temos que
Ei_l(Gv) = |J Gm, como G\T é finito. Logo co > |d_i_1(Gv)| =] U Gm|,
med; ! (v) med; *(v)
ie. |J Gméfinito. Note que o estabilizador G, é um subgrupo de G, portanto
med; (v
U Z(Cgv))m < U Gm. Querdizerque |J (G,)m éfinito. Agora sabemos

medi_l(v) med;l(v) med;l(v)
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que d; '(v) é finito, pois T' é localmente finito. Como | |J G,m|= > [G,:
med; ! (v) med; *(v)

G ], podemos concluir que [G, : G,,] é finito para todo m € d; ' (v). Assim provamos

para todo v € V(T), [G,/G,] é finito para todo m € d;*(v). Entdo para qualquer

e € E(T) com dy(e) = wy e di(e) = wy, temos que e € dy*(wy) e e € dy ' (wy), i.e.

[Gag(e) : Ge] = [Guy 1 Gel, € [Gay(e) : €] = [Gu, : G| sao finitos. O

Teorema 3.0.8. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado que nao se decompoe
como um produto pro-p livre. Suponha que G age sobre uma drvore pro-p T sem ponto
fizo global, e com G\T finito. Se T € localmente finito, entao G = Commeg(G.), para
qualquer e € E(T), e existe um J <, G, tal que G = Ng(J).

Demonstra¢ao. Sabemos que G age sobre a arvore pro-p T e G\T é finito. Logo
pelo lema 1.6.4 G =111(G,T") = (g1, ... , gm), €m que g; estd em um estabilizador de
alguns vértices de T', ou g; é uma letra estével, e I' 2 G\T. Como G nao decompoe
como um produto livre pro-p e age sem ponto fixo global sobre a arvore pro-p T,
pelo Teorema 1.3.16 os G-estabilizadores das arestas tem que ser nao triviais.

Note que como G\T é finito, e T é localmente finito, temos pelo Lema 3.0.7 que
|Gag(e) : Ge| < 00, € |Gay(e) : Ge| < 00 para toda e € E(T).

Considere ¢; € {g1,... ,9m} tal que g; =t é uma letra estdvel, e lembre que o grafo
(G,T') é finito. Agora suponha que uma parte do grafo (G,I") é da seguinte forma:

G
t_l
Goy Gey Gu Gey Gy Gey G, G,
Podemos ver que G,, = G . Agora observe que [G,, : Gl NG, ] = [G,,
Ge(n_l)][Ge(n_l) cGLN Ge(n_l)] < o0, porque Gf, <, G, pois Gey <o Gy Além
disso, [Gy, @ G, N Ge_yy N Ge ] =[Gy, + GL N G, ][GE N Ge, ) 0 Gy D

Gepryy N Gemfl)] < 00, isso porque G, _, <o Gy, _,- Agora se continuamos com
o procedimento, chegamos em [G,, : Ge, N Ge, N... NG, NG T < co. Como
GeyNGey N NG, NGL < Gy NG, entao:

(G, : Gey NGy ] < (G, Gy NGey M. NG NG ] < 00,

logo como G < G, , temos:

Gt G, NG ] < . 3.1
[ e 0 ()
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Agora fazendo o mesmo procedimento acima, comegando com o indice [Gy, : Ge, N
G, |, chegamos a que o indife Gy Geotﬂ Gel~ﬂ NG, NG ] < 00, Como
GeoNGey N .NGe, NGy < G, NG, entao:

[Goy : Gey NGL] < [Gyy : Gey NG, N...NG

assim como G, < G,,, temos

etnny N Géo] < 00,
[Gey : Gy NG| < 0. (3.2)

Por (3.1) e (3.2), dizemos que t € Commg(Gl,)-

Agora consideremos que g; € {g1,...,9m} tal que g; = g, € G(i) = G, para algum
vértice w em V(T'), e suponhamos que uma parte de (G,I") é:

o —— 0 o———0
Gy Goy Go G G, G.. G, Gy

Sabemos que [Gy, @ Gey NG| =[Gy : Ge|[Gey : Gey NG, ] < 00, porque Gy, <, Gy,
Agora [Gvo : Geo N Gh N Glg] = [Gvg : Geo N Gll][Geo N Gh . Geo N Gh N Glg] < o0,
pois G;, <, G,,. Continuando o mesmo raciocinio, obtemos que:

[GUO : Geo N Gll N...N Gln] < 0Q. (33)

Similarmente [Gy, : Ge, NGy, N ... NGy, ] < co. Como temos que g, € Gy, entdo
Gy : GIv NG N ... N GYY] < oo. Agora observe que de (3.3) e pelo isomorfismo
por conjugagao de g, sobre G,, temos o seguinte indice ¢ finito

(Goe - GI* NG N N GYY] < oo (3.4)
Note que:
(Gee NG N NG, (Gey NGI) N (G NG )N N (G, NG| < oo, (3.5)

(GINGl N NG (Gey NGI) N (G NG )N LN (G, NGPY)] < oo, (3.6)

Isso porque (Ge, NGI2) N (G, NG )N N (G, NGY) = (G, NG NN G, ) N
(GIeNGl*N...NGY) e G NG N...NGJ" é aberto em G,,. Logo por (3.3) e
(3.5):

(G i (Ge, NGI) N (G NG )N LN (G, NGP?)] < oo,
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Como (G, N GI2) N (G, NGTP) N0 (Gr, NGT?) < Gey, N GE». Entdo Gy, :
Gey NGIY] < 00, assim [Ge, 1 G, N GI2] < 0.

Analogamente por (3.4) e (3.6):
(G (G NGE )N (G, NG )N N (G, NG < oo

Como (Ge, N GI2) N (G, NGT) N ...N (G, NGY*) < Gy N GI». Entao (G -
GeyNGI¥] < 00, logo [GI¥ : Gy NGI»] < 00. Isso quer dizer que g, € Commg(Ge,).
Por tanto todo gerador de G esta no subgrupo Commg(Ge,), i.e G < Commeg(Gl,),

e sabemos que Commg(G,,) < G, assim G = Commg(G,,).

Agora como G = Comm(G,,) é G é finitamente gerado pelo Lema 3.0.3 temos que
G., contem um subgrupo normal J de G de indice finito em G,,. Quer dizer que
Neg(J) =G. O

Proposicao 3.0.9. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado que nao se decompoe
como um produto pro-p livre. Suponha que G age irredutivelmente sobre uma p-
drvore T com |T| > 1, tal que G, € um grupo pro-ciclico infinito para todo v € V(T).
Entao Comma(G.) = G, para qualquer e € E(T).

Demonstragao. Como G age irredutivelmente sobre uma arvore pro-p 7' com |T'| > 1,
e nao se decompoe como um produto pro-p livre, entao pelo Teorema 1.3.16 todos
os estabilizadores de arestas de T' sao isomorfos a Z,, pelo Corolario 1.4.8 o grupo G
é o grupo fundamental de um grafo de grupos pro-p finito. Observe que para cada
aresta e € T', temos: |Ggye) 1 Ge| < 00, € |Gay(e) : Ge| < 00. Agora usando a mesma
ideia que no Teorema anterior (Teorema 3.0.8) obtemos o resultado. [
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