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Resumo

Neste trabalho, enunciamos e provamos alguns Teoremas de Bifurcacdo Global e aplicamos
esses resultados para obter solu¢des positivas para a seguinte classe do problema eliptico do
tipo Kirchhoff

M </Q |Vu]2) Au=Af(x,u) emQ,
u=~0 sobre dQ.

onde Q c RY ¢ dominio limitado com fronteira suave, f : QOxR—>ReM:R" — R sdo

funcdes regulares satisfazendo hipéteses adequadas.






Abstract

In this work we enunciate and prove some Global Bifurcation Theorems and apply these
results to obtain positive solutions for the following Kirchhoff-type elliptic problem class

(P) -M </g |Vu|2) Au=Af(x,u) emQ,
u=>0 sobre Q.

where Q C RY is bounded domain with smooth boundary and f : Q xR —Rand M : R™ - R
are regular functions satisfying suitable assumptions.
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Notacoes

R* Conjunto dos nimeros reais ndo-negativos.
RN Espaco euclidiano N-dimensional.

B, (x) Bola aberta de centro x e raio r.

Q Dominio limitado de RY com fronteira regular.
Q Fecho do conjunto Q C RV,

dQ Fronteira do conjunto Q@ C RV,

— Imersao.

N = N(-) | Nicleo de um operador.
C(X,Y) | Espago das fungdes continuas de X em Y.

1 Operador Identidade.

Cc(Q) Espaco das fun¢Ges continuas.

ck(Q) Espaco das funcdes de classe C¥ em Q.

o (®) Espaco das fungdes de classe C* em Q que se anulam sobre 0.

Cr(Q) Espaco das fungdes de classe C™ de suporte compacto.
C*%(Q) | Espago de Holder.

W5P(Q) | Espago de Sobolev.

H}(Q) Fecho do conjunto C°(Q) na norma do espago W'?(Q).

diu ou uy, | Derivada parcial de u com respeito a i-ésima coordenada, —.

8x,~
Vu (Qwu, -+, Oyu) para u € Hy (Q).
N
p’ Conjugado de Sobolev ou Expoente critico de Sobolev, dado por p* = NP;
4
- 1lo Norma do maximo.

1K ng(g) Norma do espago £P(Q), 1 < p < eo.
Il Norma do espago de Sobolev HO1 (Q).
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Introducao

Neste trabalho, estaremos interessados em obter solugdes positivas para o seguinte problema

eliptico do tipo Kirchhoff

(P) -M (/Q|Vu|2) Au=Af(x,u) em Q,
u=>0 sobre 0Q,

onde Q ¢ RY é um dominio limitado com fronteira suavee f: QxR —ReM:R" — R sdo
fungdes regulares satisfazendo hipoteses adequadas. Este problema herda tal nome devido
ao fato de que quando N =1, Q = (0,L), M(s) = 1 +s e A f(x,u) = f(x) as solugdes do
problema (P) sdo os estados estaciondrios da seguinte equacao hiperbdlica

2%u L
3]

que foi introduzido por Kirchhoff em [19] com intuito de descrever as pequenas oscilagdes

u
adx

2 2
) % = f, u(0,t) = u(L,t) =0,

transversais de uma corda eléstica presa. Neste exemplo especifico, L € o comprimento da
corda. Particularmente, a equacdo descrita acima generaliza o problema cldssico da onda
proposto por D’ Alambert.

A equagdo descrita por (P) é também conhecida como um problema ndo local, dada a
presenga do termo M(-). O aparecimento deste termo torna o problema interessante sob
ponto de vista matematico, uma vez que, a equagdo ndo € uma igualdade pontual. Apds
Kirchhoff, este problema foi discutido de forma tedrica e experimental por fisicos (veja,
por exemplo, [11] e [23]). E importante salientar que problemas relacionados a termos nao
locais, nao se limitam ao campo da fisica. Podemos citar exemplos no campo biolédgico,
particularmente na densidade populacional. Neste caso especifico, u descreve um processo

que depende apenas da sua propria média.
Neste trabalho, vamos mostrar que apesar do aparecimento do termo ndo local M ( / ]Vu|2) ,
Q

as equacdes de Kirchhoff dadas por (P) podem ser solucionadas com argumentos cldssicos



2 Introdugao

de Andlise Funcional ndo linear. O problema de Kirchhoff tem sido bastante estudado
nos ultimos anos usando métodos variacionais, veja, por exemplo, [3], [2], [12] e [13]. O
objetivo principal deste trabalho € usar os teoremas classicos de bifurca¢do para demonstrar
a existéncia de solugdes positivas para o problema (P), seguindo as ideias de Ambrossetti e
Arcoya [5], Ambrossetti e Hess [6] e Arcoya, Carmona e Pellacci [8].

O presente trabalho esta dividido em trés capitulos. O primeiro capitulo esta destinado a
apresentar alguns resultados preliminares que serdo uteis ao longo do trabalho. Em particular,
enunciamos e demonstramos alguns resultados de Andlise funcional, em seguida fizemos
uma breve revisao da Teoria do Grau e finalizamos com alguns resultados importantes sobre
indice de certos operadores.

O Capitulo 2 € dedicado a apresentar e demonstrar resultados da Teoria de Bifurcagdo.
O objetivo principal deste capitulo foi provar o teorema que € conhecido como Alternativa
Global de Rabinowitz. Com o intuito de enunciar esse resultado, precisaremos introduzir
algumas notagdes. Seja E espaco de Banach, considere operadores abstratos, F : R X E — E

dado por
F(Au)=u—AT+H(A,u),

onde 7 : E — E ¢ um operador linear, continuo e compacto e H : R x E — E é um operador
continuo e compacto sobre conjuntos limitados de tal forma que H(A4,u) = o(||u||), quando
u — 0, uniformemente em qualquer intervalo compacto de R. Note que essas hipdteses
implicam que F(4,0) = 0, para todo A € R.

Além disso, considere £ = {A € R:dimN[/ — AT] > 1}, isto é, X é o conjunto dos
valores caracteristicos de 7. Com essas notacdes, temos o seguinte teorema que nos fornece
existéncia de um continuum (fechado e conexo) de solugdes nio nulas da equagio F (A,u) =0

emanando a partir da curva de solugdes (4,0):

Teorema 0.1 (Alternativa Global de P.H.Rabinowitz). Seja Ay € L tal que i(I — AT,0)
muda de sinal quando A cruza Ay. Entdo existe um continuum € de solucdes ndo nulas de
F(A,u) =0 que emana da curva de solugées (A,0) em (A9,0). Além disso, € satisfaz uma

das seguintes opg¢oes ndo excludentes:
(i) € éilimitado em R X E,
(ii) Existe Ay € £\ {Ag}tal que (11,0) € €,

Por fim, o Capitulo 3 foi destinado a aplicar a Alternativa Global de Rabinowitz para o
problema (P), considerando M : RT — R e f: Q x R — R fungdes regulares satisfazendo as

seguintes hipoteses basicas:
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(f1) f(x,0) =0 para todo x € Q ,a(x) := D, f(x,0) >0eac L7(Q)

(f2) f(x,u) =b(x)u+g(x,u),com b(x) > 0eb é regular o quanto nescessario
e li_I>n g(x,u)/u=0.
U—>c0

(M) Existe mg > 0 tal que M(s) > mg para todo s > 0.
(M) existe Mo > 0 tal que lim M(t) = M.
—>00

Com as hipéteses apresentadas acima, provamos mudangas de indice usando o operador
abstrato associado a (P) e aplicamos o Teorema da Alternativa Global de Rabinowitz. Além
disso, foi possivel demonstrar um resultado que permitiu relacionar bifurcacao a partir da
solug@o trivial com a bifurcacdo a partir do infinito, obtendo assim um continuum emanando
a partir do infinito. Desta forma, conseguimos fazer o estudo do comportamento global dos
continuos obtidos e obtemos distintos diagramas de bifurcacdo, dependendo das hipéteses
sobre fe M.






Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados da Anélise Funcional e da Teoria do Grau.
O objetivo deste capitulo € apresentar as propriedades do Grau Topoldgico de Leray-Schauder
e realizar o célculo do indice através da linearizagdo. Para isso, dividimos este capitulo em
trés secoes. A Secdo 1 mostrard alguns resultados da Andlise Funcional, especificamente,
provaremos diversas propriedades sobre o nicleo e a imagem de operadores lineares e com-
pactos em espacos de Banach, isso permitird definir o importante conceito de multiplicidade
algébrica. A Secdo 2 € dedicada a fazer uma revisdo da Teoria do Grau. Por fim, na Secdo 3
provaremos um Teorema que nos ensina a calcular o indice através da linearizacdo de certos
operadores diferencidveis.

1.1 Resultados de Analise Funcional

Nesta secdo, serdo demonstradas algumas propriedades acerca da imagem e do ntcleo de
operadores compactos. Essas propriedades sdo fundamentais para definir o conceito de
multiplicidade algébrica que estd intimamente relacionada com o cdlculo de indice via
linearizacdo. A sec¢do estd baseada no livro do Kreyszig [20].

Ao longo deste capitulo iremos adotar as seguintes notagoes:

» E| espaco de Banach real.

» K(E) denota o espaco dos operadores lineares, continuos e compactos de E; em E|.
* N(T) denota o nicleo do operador T € K(E}).

e T(E|)éaimagemde T € K(E)).

* [ denotard o operador identidade de E; em Ej,
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T, =T— AL

T/{‘ = (T — AI)". Em particular, T/{) =1

* Q C [a,b] x E; aberto limitado, onde [a,b] C R.
* Q) ={x€E;:(A,x) €Q}.

* dQ, denota a fronteira de Q.

* J C R um intervalo.

e D C E; sera um aberto limitado.

Munidos das nota¢des acima, podemos enunciar € demonstrar alguns resultados que
serdo utilizados para a demonstragcdo do teorema principal desta secao.
O resultado abaixo nos diz que para cada autovalor nao nulo de um operador compacto, a

dimensao do nucleo de T;’f ¢ finita.

Lema 1.1. Seja T € K(E;). Entdo para cada A # 0, tem-se que

dimN(TJ) = dimN((T = A1)") <o n=1,2,... (1.1)

{0} =N(T) C N(T}) C ... (1.2)

Demonstragcdo. Provemos inicialmente (1.2). Como T}, € linear, temos que 73 (0) = 0. Seja
x € N(T}'). Entdo, T;'(x) = 0. Portanto,

T3 (x) = Tu(T} (x)) = T1.(0) = 0.

Lembrando também que ) =1, logo N 7) = {0}, fica claro que obtemos (1.2).
A A

Provaremos agora (1.1). Segue do Teorema Binominal que:

o= (T =Y (Z) Th 2yt

k=0

o= (1T Y ()T
1y = arer § ()7
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Tomemos W =TS = ST, onde S = Z (Z) Tk’l(—l)"*k e =—(-A)". ComoT e
k=1

K(Ey), S é limitado. Logo, W € K(E). Assim, escrevendo
) = W—ul,

e aplicando a Alternativa de Fredholm (Teorema A.3 (i)) para 7j' = W — ul o resultado

segue.
]

O Lema seguinte nos diz que, para cada autovalor ndo nulo de T € K(E}), a imagem
T, é fechada. A demonstragio deste resultado é simples, e estd referenciada na bibliografa

adequada para averiguacao.

Lema 1.2. Seja T € K(E}). Entdo para cada A # 0, a imagem de T;' ¢é fechada para cada

n=0,1,2,.... Além disso, tem-se que
E=T)E) DTy(E1) D ...

Demonstragdo. Ver [20, Corolério 8.3.6]
]

Os Lemas anteriores nos dizem que para um operador T € K(E|) e A # 0, a dimens@o
do nicleo T}’ é finita para cadan = 1,2,---. Além disso, satisfazem N(7T}') C N(T/{’H); e as
imagens 7' (E1) sdo todas fechadas e satisfazem T} (E1) D Tf“ (Eq).

Podemos dizer mais. De algum n = r em diante, o nucleo desses espacos nulos sdo todos
iguais (Lema 1.3); de um n = ¢ em diante, as imagens sdo todas iguais (Lema 1.4). Além
disso, g = r (Teorema 1.1; aqui, g e r s30 os menores inteiros com essas propriedades). Para

demonstrar isso, iniciamos provando o lema a seguir:

Lema 1.3 (Espacos Nulos). Sejam T € K(E}) e A # 0. Entdo existe um menor inteiro r
(dependendo de A) tal que

N(TD) = N(T; ) = -
Além disso, se r > 0 as inclusoes
N(T?) C N(T) C ... c N(T})
sdo todas proprias.

Demonstragdo. Por simplicidade vamos escrever N, = N(T}'). A ideia da prova serd dividida

em duas partes:
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Etapa 1 Vamos assumir que N,, = N,,;+-1 ndo ocorre, seja qual for m = 0,1,2,... e chegar

em uma contradi¢do. O Lema de Riez (Lema A.2) serd fundamental nessa etapa.
Etapa 2 Em seguida, mostraremos que N,;, = N,,,+1 implica que N, = N, para todo n > m.

Vamos iniciar a demonstragdo da primeira etapa. Do Lema 1.1, segue que N,;, C Nyt1
para todo m =0, 1,2, .... Suponha por contradi¢do que N, € subespaco préoprio de N, 1, para
cadan=0,1,2,.... Como N, é fechado, o Lema de Riez (Lema A.2) implica que, existe uma

sequéncia (y,) tal que
1
Yn € N, |lynll = 1€ [|yn —x|| > 3 Vx € Np—1, Vn=0,1,2,---. (1.3)
Mostraremos que
1
| Tyn — Tyl EE‘M (m <n),

de modo que Ty, ndo possui subsequéncia convergente, pois |A| > 0. Isso contradiz a

compacidade de 7 uma vez que (y,) é limitada. De fato, temos que
T =T—-Al=T,+AI=T.
Assim, para m < n temos

Ty, —Tym = Tyyn+A¥n—Toym —Aym
= }“yn - (lem + A'ym - len)
- )Lyn —.X'l,

onde x; = Ty ym + Aym — Ty yn.
Mostraremos que x; € N,,_1. Como m < n— 1, claramente temos que Ay, € N,, C N,,_1.
Além disso, y,, € N,,, implica que

0="TJ"y="T""(Thym), (1.4)

isto é, ) ym € Njy—1 C N,—1. Analogamente, y, € N,_1 implica que T3y, € N,_;. Portanto,

X1 € N,_1. Tomando agora

x=A"1x,
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tem-se que x € N, e x; = Ax € N,,_;. Segue de (1.3) que
1
1Ayn = x1]l = [[Ayn = Axl| = |A] [y —x]| = S[A].
Sabendo ainda que Ty, — Ty, = Ay, — x1. Segue que
1
1Tyn = Tymll = Ay —x1ll = [A[llyn = x| = 7I1A] m <n.

Essa contradi¢do garante que para algum m € N, a igualdade N,, = N,,,+1 ocorre.
Provaremos agora que N,;, = N,,,+1 implica que N,, = N, 1, para todo n > m. Suponhamos
que isso ndo seja verdade. Entdo N,, C N, € propria para algum n > m. Consideremos um

X € Nyy1 \ Ny. Por definigdo, temos
T/ x=0 mas Tjx#0.
Sendo n —m > 0, definimos
z=T"""(x).
Assim,

T (2) = TN (T () = T (x) = 0.

Por outro lado,

T3 (2) = T (17" (%)) = T3/ (x) # 0.

Logo, z € Nyt mas z ¢ Ny,. Assim, N, é subespaco préprio de Ny, 1. Contrariando o

fato que N,, = N,,+1. Consequentemente existe um menor inteiro r ndo-negativo, tal que
N; :Nr+1 :Nr+2 =

Se r > 0, as inclusdes indicadas no enunciado sao todas préprias. De fato, se as inclusdes

ndo fossem préprias, entdo existiria um p < r tal que

N(T}) = NI/ = NI ) = - = N(TY),



10 Resultados Preliminares

conforme Etapa 2, contrariando a minimalidade de r. E o resultado segue.

Vejamos um resultado semelhante para as imagens

Lema 1.4. Sejam T € K(E)) e A # 0. Entdo, existe um menor inteiro q ndo-negativo (que

depende de A) tal que
T(E)) =Tl (E\) ="

Além disso, se g > 0, as inclusoes
TY(E)) D Ty (E1) D ... D T (Ey),
sdo proprias.

Demonstragdo. Por simplicidade, denotaremos R, = T} (E; ), para cada n € N. Suponhamos
que ndo existe s € N com Ry = T} (E) = Ry1 = T/{H (E1) entdo, pelo Lema 1.2, R, é
subespaco proprio de R, para todo n € N. Uma vez que estas imagens sdo fechadas, segue
do Lema de Riez (Teorema A.2) que existe uma sequéncia x,, tal que

1
Xn ERy, Xl =1e [|x —x|| > 3 paratodo x € R, .

Sejam < n. Desde que T = T), + A1, podemos escrever
Txm — Txp = Axyy — (—Tyxm + Thxn + Axy).

No lado direito da equagdo acima, temos que Ax, € R,, pois X, € R,, de modo que
Ty Xm € Ry11. Desde que n > m, temos que Ty x, + Ax, € R, C R,;11. Portanto, a equagao

acima pode ser reescrita como
Txm—Tx, =A(x,—X) X € Ry,

onde x = (—T)xp/A + Tyxn /A +x,,). Consequentemente,
1
| Txm — Txp|| = || A (i — x) || > §|l|. (1.5)

Logo, T (x,) ndo possui subsequéncia convergente, contrariando a compacidade de 7. Por-
tanto, para algum s tem-se que Ry = Ry 1.
Seja agora g o menor inteiro k tal que Ry = R;1. Se g > 0, segue do Lema 1.2 que as
inclusdes sdo proprias. Além disso, R,y = R, significa que T) mapeia R, em si mesmo.
Portanto, a aplicacdo repetida de T) nos garante R, | = R, para todo n > q.

[
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Combinando os Lemas 1.3 e 1.4, obtemos o importante

Teorema 1.1 (Espacos Nulos e Imagem). Sejam T € K(E|) e A # 0. Entdo, existe um menor

inteiro r ndo-negativo (depende de A) tal que

N(T)) =N(T; ) = ... (1.6)

Ty (E)) =T, " (E) =" (1.7)
Além disso, se r > 0 as seguintes inclusoes sdo proprias

N(T?) C N(Ty) C ... C N(T}) (1.8)

TY(E1) D Ty (E1) D ... D T (E}). (1.9)

Demonstragdo. O Lema 1.3 nos garante a igualdade (1.6) e a inclusdo (1.8), enquanto o
Lema 1.4 a igualdade (1.7) e a inclus@o (1.9) com ¢ no lugar de r. Resta entdo mostrar que
q=r.

Para isso vamos dividir a prova em duas partes. Provaremos que ¢ > r e ¢ < r. Facamos
inicialmente que ¢ > r. Por simplicidade vamos escrever N,, = N(T}') e R, = T} (E}).

Pelo Lema 1.4 temos que R, = Ry. Isto significa que

T)L(Rq) =Ry.
Portanto,
YER,=y=T)(x) Vx e R,. (1.10)
Afirmamos que
T)(x) =0, xeR;, =x=0. (1.11)

Suponhamos por absurdo que isso ndo seja verdade. Entdo T (x1) = 0 para algum x; € R,
com x1 # 0. De (1.10) com y = x; temos que, x; = T (x2) com x» € R,. Assim,

T)(Thx2) = T3 (x2) = 0.
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Como x; € Ry, tem-se que x, = T), (x3). Similarmente, ao anterior Tf (x3) =0 com x3 # 0.

Repetindo esse processo recursivamente obtemos que
0#x1 =T (x)= Tf()@) =.= Tf_l(xn),
mas,
0 =T, (x1) =Tj (xn)- (1.12)

Portanto, x, ¢ N,_; mas x, € N,. Temos do Lema 1.3 que N,_; C N, e nosso presente
resultado mostra que esta inclusdo é propria para todo n. Desde que n é arbitrério, isto
contradiz o Lema 1.3, isso prova (1.11).

Pelo Lema 1.4 relembre que R, 1 = Ry, provamos que Ny 1 = N, e pelo Lema 1.3 isso
implica que g > r, pois r € 0o menor inteiro para qual temos a igualdade.

Pelo Coroldrio 1.1 nés temos que Ny 1 DO Ny. Vamos entdo provar que Ny C Ny, ou
seja, T 1 (x) = 0 implica que 7 (x) = 0. Suponhamos que isso ndo ¢ verdade. Entio, existe

um xy tal que
y=T(x0) #0, mas Ty(y)=T{"(x0) =0.

Portanto, y € R;, y # 0 e Ty = 0. Mas isso contradiz nossa afirmagdo (1.11). Logo,
Nyi1 CNy. Assim, Nyy1 =Nyjeq>r.
Provaremos agora que ¢ < r. Se g = 0 isso vale pois r € um inteiro. Seja entdo g > 1.
Mostraremos que N,_; € subespago préprio de N,. Isso implica que g < r visto que r € 0
menor inteiro n tal que N, = N4 1.

Pela definicdo de ¢ no Lema 1.4 a inclusdo R, C R,—1 é prépria. Sejay € R,—1 \ R,
Entdo, y € R, 1, de modo que para algum x vale a igualdade

y=T, - (x).
Além disso, para algum z € E;
T0() € Ry =Ry1 = T(») =T (2).
Desde que 7} (z) € R, mas y ¢ R, nés temos que

T (x =Ty (2) =y — T{ (2) #0.
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Portanto, x — T (z) ¢ Ny—1. Porém, x — T) € N, pois

T} (x—T1(2)) = T (y) = Ta (y) = 0.

Isso prova que N,_1 # N, de modo que N,_1 € subespago préprio de N,. Dai, g <re
portanto g = r.
[

Com estes Teoremas podemos definir os importantes conceitos de multiplicidade algébrica

e geométrica de um operador 7 € K(E). Para isso, note que
N(I—AT)=Nul—-T) (u>0), (1.13)

onde A = 1/u, isto é, A é valor caracteristico de T € K(E}). Provemos que (1.13) ocorre,
provaremos apenas a seguinte inclusdo N(ul —T) C N(I — AT), pois a inclusdo contrdria é
imediata. Sejax € N(ul —T) entio,

ux—Tx=0=x—ATx=0,

ou seja, x € N(I — AT). Concluimos, assim, que (1.13) ocorre.

Mais precisamente, observe que o Teorema 1.1 nos garante que

(NI—=AT)*)=N(I—AT)",

s

k

1

onde r, € o menor inteiro nao-negativo dado pelo Teorema 1.1. Além disso, o Lema 1.1 nos,

garante que
dim | J(N(I = AT)") = dimN(I = AT)" < co.
k=1

Definicdo 1.1. Dado T € K(E) e A # 0. Definimos a multiplicidade algébrica e geométrica

de A com respeito a T respectivamente, como sendo o niimero natural
m(A,T) =dim U (N(I— AT)k) =dimN(I -AT)", emy(A,T) =dimN(I —AT).
k=1

Esse conceito aparecerd na formula do indice por linearizacdo, conforme veremos na Se¢do
1.3.
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1.2 Teoria do Grau

Nesta secdo, faremos um breve resumo da Teoria do Grau em sua dimensao finita e infinita.
Em termos mais especificos, abordaremos o Grau de Brower e o Grau de Leray Schauder. Os
resultados desta se¢do serdo apenas enunciados, e suas demonstracdes serdo referenciadas na
bibliografia adequada. Estd secdo € baseada nos livros do Ambrosseti e Malchiodi [7] e do
Kesavan [18].

Grau de Brouwer

Defini-se o seguinte conjunto admissivel
I:={(f,Qy): fecCQR"),QcR" aberto limitado,y € RV, y ¢ f(9Q)}.

Munidos desse conjunto pode-se provar o seguinte resultado.

Teorema 1.2. Existe uma tinica aplicacdo dp : U — 7 que satisfaz as seguintes propriedades:
(P1) (Normalizagdo): Se 'y € Q, entdo dp(I1,Q,y) = 1.
(P>) ( Aditividade - Excisio) Se Q1,Q, C Q sdo abertos disjuntos e y ¢ f(Q\ Q1 UQ,), entdo

dB(f7Q7y) :dB(f7th)+dB(f7927y)'

(P3) (Invaridncia do grau por homotopia) Se h: [0,1] x Q@ — RY ¢ y: [0,1] = R" sdo
continuas e y(t) ¢ h(t,0Q), para todo t € [0, 1], entdo

dp(h(z,.),Q,y(t)) = const. ¥t € [0,1].

Demonstragdo. Ver [18, Teorema 2.2.1, Proposi¢ao 2.2.2] 0

Além disso, podemos enunciar algumas propriedades adicionais que o grau de Brouwer
satisfaz.

Teorema 1.3.
(Py) Sedp(f,Q,y) # 0, entdo a equacdo f(x) =y, x € Q, admite pelo menos uma solugdo.

(Ps) (O grau é localmente constante em f) Dado (f,Q,y) € I, existe r > 0 tal que, para toda
@ € C(Q,RY) com ||@ — f|| < r, temos que (¢,Q,y) €T e

dB(‘P?'Q',y) = dB(f,Q,y)-
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(Ps) Sey,z € RN estdo na mesma componente conexa de RN \ f(9Q), entdo

dB(f7Q,)’) :dB(f7Q7Z)‘

(Py) Se (f,Q,y),(g,Q,y) € Te f(x) = g(x), para todo x € I, entdo

dB(fagay) = dB(g,Q,y)

(B) Se (f,Q,y) €T e Qi C Q éum aberto tal quey ¢ f(Q\ Q1), entdo

dB(fagay) :dB(faghy)'

(Py) Se (f,Q,y) €T, entdo
dB(fagay) - (f—y,Q,O)

Demonstragdo. Ver [18, Proposicdo 2.2.1, Proposi¢do 2.1.4, Proposi¢do 2.2.3] 0

No que segue definiremos o indice de f relativo a xj. Para tanto, observemos o seguinte:
considere (f,Q,y) € I' e xg € Q uma solu¢ao isolada da equacdo f(x) =y. Entdo, existe
ro > 0 tal que

fx)#y  VxeBy(x0)\{x0}

Em particular, y ¢ f(B,(x0) \ Be(x0)) para todo 0 < € < ry. Portanto, pela propriedade (P)
com Q = B, (x0) e Q1 = B¢ (xp), temos que

dB(va"()(xO)ay) = dB(f7BS<x0)7y)'

Assim, para € suficientemente pequeno, dg(f,Be(xp),y) é constante. Com essas considera-
coes, vale a seguinte definicao.

Definicao 1.2. Sejam (f,Q,y) € I e xg € Q uma solugdo isolada de

f)=y (xeQ).

Definimos o indice de f relativo a xy como sendo

i(f,x0) = gig})dB(f,Bs(xo),y)
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Grau de Leray-Schauder

Queremos agora estender este conceito para espacos de dimensao infinita. Porém, estd
generalizacdo nao € possivel. De fato, existe um exemplo, devido a Leray, mostrando que
ndo existe nenhuma aplicagdo em C([0, 1]) satisfazendo as propriedades (P;) — (P3) (veja,
por exemplo [17], pagina 172).

Todavia, restringindo o conjunto de func¢des consideradas podemos obter uma extensao
deste conceito. Para o caso do grau de Leray-Schauder, vamos nos restringir as pertubagdes
compactas da identidade. Precisamente, temos o seguinte:

Consideremos

={I-T,Q,y); QC R aberto e limitado, 7 : Q — E; continuo e compacto,
YEE, y¢(-T)(0Q)}.

Note agora que estamos buscando solugdes da equacao
x—Tkx)=y (x€Q).
E possivel mostrarmos o seguinte resultado:

Teorema 1.4. Existe uma tinica aplicacdo d : I — 7 que satisfaz as seguintes propriedades:
dy) (Normalizagdo) Se y € Q, entdo d(I,Q,y) = 1.
d>) (Aditividade - Excisdo ) Se Q1,Q C Q sdo abertos disjuntos ey ¢ (I—T)(Q\ (Q1UQy)),

entdao

d(f7guy) = d(f7glay) —f-d(f,QzJ))

d3) (Invaridncia do grau por homotopia) Sejam h : [0,1] x Q — E compacto e continuo e
y(t) & (I—h)(t,0Q), para todo t € [0,1], entdo

d(I—h(t,.),Q,y(t)) = const. ¥t e]0,1].

Demonstragdo. Ver [18, Teorema 3.3.1, Proposicao 3.3.1, Proposic¢ao 3.3.2, Proposicao
3.3.3] O]

Esta aplicagdo é chamada Grau Topoldgico de Leray-Schauder de I — T relativoa Q e a

y. Além disso, este grau satisfaz as seguintes propriedades adicionais.

Teorema 1.5.
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dy) Se d(I —T,Q,y) # 0, entdo a equacdo x— T (x) =y, x € Q, admite pelos menos uma

solugdo.

ds) (O grau é localmente constante em T). Dado (I —T,Q,y) € T, existe r > 0 tal que, para
toda @ : Q — E; continua e compacta com || — T||g, <r, temos que (I —@,Q,y) €l e

dl—¢,Q,y)=d(I-T,Q,y).

de) Sey,z € E| estdo na mesma componente conexa de E| \ (I —T)(9dQ), entdo
d(I-T,Q,y) =d(I-T,Q,7).

d7) Se (I -T1,Q,y),(I —T»,Q,y) € T e Ty (x) = Tr(x), para todo x € dQ, entdo
d(I1-T,Q,y) =d(I—T,Q,y).

dg) Se (I—T,Q,y) €T e Q) C Qéumaberto tal quey ¢ (I —T)(Q\ Q1), entdo
d(I1-T,Q,y)=d(I—-T,Q,y).

Demonstracdo. Ver [18, Teorema 3.3.1, Proposicao 3.3.1, Proposic¢ao 3.3.2, Proposicao
3.3.3, Proposi¢ao 3.3.4] [

Definiremos agora o indice de uma solugio isolada. Notemos que, para (I —T,Q,y) € T’
e xp € Q uma solugio isolada da equacdo x — T'(x) =y, existe ryp > O tal que a equagdo

X—T(X) 7éy7 v)CGBI’()<-X0)\-X()7

Em particular, y ¢ (I —T)(B,(xo) \ Be(x0)) para todo 0 < € < ry. Portanto, pela propriedade
dsg), temos que

A1~ T,Byy(x0),5) = d(I - T.Be(x0).).

Com essas consideracdes podemos apresentar a definicao abaixo.

Definicao 1.3. Sejam (I —T,Q,y) € ' e xg € Q uma solugdo isolada de

x—T(x)=y.
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Definimos o indice de T relativo a xo como sendo

i(I—T,xp):=limd(I —T,Be(x0),y)-
e—0
O Teorema abaixo, nos diz respeito a uma forma mais geral da invariancia do grau por
homotopia e serd utilizado algumas vezes em demonstragcdes do capitulo seguinte. Como

definimos no inicio do capitulo, para o Teorema abaixo considere
Q) ={uckE;:(A,u) € Q}, para cada A € [a,b] fixo.

Note que em geral, vale que dQ; C (dQ),. Considere, h(A,u) =u—T(A,u) sendo T'(A,-)
um operador compacto e 0 ¢ h(dQ). Tal aplicagdo h é também chamada de uma homotopia
admissivel sobre Q. Se h for admissivel, entdo para todo A € [a,b] e para todo u € dQ,
tem-se que iy (u) := h(A,u) # 0 e faz sentindo calcular o grau d(hy,Q;,0).

Teorema 1.6 (Invariancia Homot6pica Generalizada). Se h é uma homotopia admissivel
sobre Q C [a,b] X E| entdo

d(hy,Q,,0) = cte, YA € |a,b]

Demonstragdo. Ver [7, Teorema 4.1] O

E necessdrio que aprendamos a calcular o indice, visto que ele serd crucial para os
capitulos seguintes. Uma maneira € usar as propriedades do grau e fazer o célculo pela
defini¢do. Outra forma de fazer isso € através da linearizacdo, usando alguns teoremas, como

mostra a secio seguinte.

1.3 Calculo de Indice via Linearizacao

O propésito principal desta secao € demonstrar o Teorema 1.7, que fornece uma maneira
de calcular o indice de certos operadores diferencidveis. Para isso, provaremos trés lemas
técnicos e o teorema seguird facilmente. A secdo finalizard com uma proposicao que relaciona
o indice com os tipos de operadores que consideraremos no Capitulo 3. A secdo é baseada
no livro do Ambrosetti e Malchiodi [7].

Diante disso come¢amos com o seguinte lema:

Lema 1.5. Seja T € C(E,E) compacto e diferencidvel em xo. Entdo T'(xq) é um operador
linear compacto e, portanto existe apenas um niimero finito de valores caracteristicos de

T'(xo) contidos em (0,1) e cada um tem multiplicidade algébrica finita.
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Demonstracdo. Vamos assumir que T é diferencidvel em 0 e que 7'(0) = 0, pois para o caso

geral, poderiamos considerar,
F(x) =T (xo+x) — T (xo),

e aplicar o argumento para F', pois

T th)—T
F'(x)h ~lim (X() +x+ ) (Xo +x)
t—0 t

Tomando x = 0, segue que

F'(0)h = lim =T (x0)h

t—0 t

Ou seja, F'(0) = T’ (x).

A prova do resultado serd feita por contradigio, ou seja, vamos supor que 7”(0) ndo é um
operador compacto, e concluiremos que 7' ndo ¢ compacta, uma contradicao.

Suponhamos entdo que 7’(0) ndo é um operador compacto. Entdo existe uma sequéncia
(x,) limitada para qual 7’(0)x, ndo possui subsequéncia convergente em E|. A menos de
multiplicagdo por uma constante vamos assumir que ||x,|| < 1, pois como x, é limitada,

temos que existe M > 0 tal que,

bl <M = |32 < 1.

Xn
M
Assim, tomando y, = x, /M tem-se que T’(0)y, ndo possui subsequéncia convergente.

Como E; é completo, entdo (7(0)x,) ndo possui subsequéncia de Cauchy em Ej, ou

seja, existe € > 0 tal que,
|77 (0)xy — T (0)x|| > €, n#m. (1.14)

Como estamos supondo 7" diferencidvel em 0, segue da defini¢do da diferenciabilidade de
Fréchet em xo = 0 que

T(x0) = T'(0)x+ R(x), (1.15)
onde R(x)/||x|| — 0 quando ||x|| — 0. Assim, dado €/3 > 0, existe § > 0, tal que se

£
¥l < & = [[RG} < 5 [II].
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Ora, se ||x|| < &, temos que
E
|I7(e) = 7" (O)]| = RGO < 3 [l (1.16)

Afirmamos que (7 (dx,)) ndo possui subsequéncia de Cauchy. De fato, para m # n temos

que

T (6x,) — T (0xm)| = HT )(8xn) — T'(0)(8xm) + (T (8x,) — T'(0)(6xn))

(=T (8xn)+T'(0)(80)|
> [770)(630) — T'(0) (63| | (B5) ~ T'(0) (8|
)(8x

— HT (8xm)+T'(0 H
€0
> 58——||5xn||——||5xm||—58——||xn||——||xm||
58 €d

> -

€0 3 3
_ &
3

Portanto, (7'(dx,)) ndo possui subsequéncia convergente. Logo, T ndo é compacta, o
que € uma contradic¢ao.

Agora, vamos provar que o niimero de valores caracteristicos de 7'(0) no intervalo (0, 1)
¢ finito e cada um tem multiplicidade finita. Com efeito, sabemos que p € (0,1) é valor
caracteristico de 7”(0) se, somente se, ' > 1 é autovalor de 7”(0). Porém, como 7”(0) é
operador compacto segue do Lema A.3 que hd apenas uma quantidade finita de autovalores

de 77(0). Além disso, segue dos teoremas da Segdo 1 que a multiplicidade algébrica € finita.
O

O resultado abaixo nos diz que dado um operador compacto sobre algumas premissas, o
indice de I — T estard bem definido.

Lema 1.6. Sejam T € C' (D, E;) um operador compacto, F(x) =x—T(x), xo € Ey e F(xo) =

p. Suponha que 1 ndo é valor caracteristico de T'(x¢). Entdo temos que
i(F,x0) = d(F'(x0), Br(x0),p) r<1.

Demonstragdo. Com argumentos semelhantes ao lema anterior, basta mostrar o resultado
para xo = 0 e p = 0. Com efeito, como 7 € diferenciavel, pela defini¢cdo da diferencial de
Fréchet, segue que
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com X (x)/ ||x|| — 0 quando ||x|| — 0. Como F(x) =x— T (x), entdo F'(0)(x) = x—T'(0)(x).
Logo,

Flx) = x—Xx) -T'(0)x=x—x+F'(0)(x) - X(x)
F(x) = F'(0)(x)+R(x),

onde R(x) = —X(x) com R(x)/||x|| — 0 quando ||x|| — 0. Note ainda que

R(x) = F(x)=F'(0)(x) =x—T(x) - F'(0)(x)
SR = T(0)(x)—T().

Considere, agora, a seguinte homotopia 4 : [0, 1] x E; — E; dada por
h(A,u) =x—T'(0)(x) + AR(x). (1.17)

E claro que 4 é um operador pertubacio compacta da identidade, pois R como acima é a
diferenca de operadores compactos.

Provaremos que existe ro > 0 tal que 0 ¢ h(dB,(0)), para todo 0 < r < ry. Suponhamos,
por contradi¢do, que ndo exista tal r > 0. Logo, para todo r > 0, h ndo é admissivel em
D = B,(0). Em particular para r = 1 /n, existe uma uma sequéncia (A,,x,) € [0, 1] x B ,(0)
tal que

h(Apsxn) = X — T"(0) (%) + AuR(x) = 0 (1.18)

e x, — 0em E|. Seja z, = x,/ ||xu]|- E claro que z, é limitada. Além disso, substituindo

Xpn = Zn ||Xn|| em (1.18) obtemos que

<n ||an - T/(O)(Zn ||an) +lnR(xn) =0

= Znllxall = T/(())(ZnHXnH)_)LnR(xn)

/ R(xn)
:>Z}’l = T 0 Zn_l}’l—'
© [

(1.19)

Agora note que como A, é limitada e R(x,)/ ||x,|| — 0, segue que A,R(x,)/ ||xn|| — O
quando n — . Logo, como z,, ¢ uma sequéncia limitada e 7/(0) é um operador compacto, z,,
possui subsequéncia que converge, digamos z, — z em Ej. Além disso, temos que ||z|| = 1.

Assim, fazendo n — o em (1.19), obtemos

z=T'(0)(z) z#0.
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. , , . ! . . 2, 2z
Ou seja, 1 € valor caracteristico de 7' (0) contrariando nossa hipétese. Portanto, como 0 é

uma solucdo isolada da homotopia, segue da invariancia homotépica do grau que

d(F,D,0) = d(h(1,.),D,0)
d(h(0,.),B,(0),0)
= d(F'(0),B,(0),0) r< 1.

Como provamos acima 0 é solucdo isolada, segue que

i(F,0) = d(F'(0),B,(0),0).

]
O ultimo lema que necessitamos € o seguinte
Lema 1.7. Seja T € K(E}) e suponha que 1 ndo é valor caracteristico de T. Entdo
d(I—T,B,(0),0)= (1) vr>o, (1.20)

onde B é a soma das multiplicidades algébricas dos valores caracteristicos de T em (0, 1).
Demonstragdo. Para cada valor caracteristico y; de 7' temos por definicdo de multiplicidade
algébrica que

m(y;, T) =dim | J (N(I — w,T)™).
m=1

Denote ¢; = m(l;, T). Sendo T compacto, existe apenas um nimero finito de valore caracte-
risticos de T no intervalo (0,1) (veja Lema A.3). Denotemos por ;, 1 <i <k tais valores,

dois a dois distintos. Defina,

Entdo dimN = q; +¢> + ... + g = B. Caso T ndo possua valores caracteristicos em (0, 1),
temos que N = 0 e, neste caso, 3 = 0.
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Seja agora W tal que E1 = N@& W e P,Q : E; — Ej as projegdes sobre N e W, respectiva-

mente. Consideremos a seguinte homotopia

h: [0,1] X E; — E;
(A,x) = h(A,x) =x—T[Px] — AT[Qx].

Notemos que 4(0,x) = x— T[Px] e h(1,x) = x— T [Px+ Qx]. Para cada A, temos que & é uma
aplicacdo pertubacao compacta da identidade, pois P e Q sdo aplicacdes continuas.Assim,
segue que TP e T Q sao compactos.

Afirmamos que & € admissivel. De fato, suponhamos por contradicdo que existam r > 0
e (A,x) tais que h(A,x) =0,com A € [0,1] e ||x]| =r. Como E=N@&W e Pe Q sdo as

projecoes de N e W, respectivamente, entdo podemos escrever x = xy +xw. Dai, temos que
xy — T [Px] = AT [Qx] — xw.
Que pode ser reescrito da seguinte forma
P(x) —T[Px] = AT[Qx] — O(x), QO(x) =xw, P(x) =xn.

Como P(x) —T[Px] € N e AT[Qx] — Q(x) € W, (pois N,W sdo invariantes por T) e NNW =
{0}, segue que

P(x)—T[Px] =0 P(x) =T[P(x)]

= . (1.21)
AT[Q(x)] = Q(x) =0 O(x) = AT[Q(x)]

Por outro lado, como 1 ndo é valor caracteristico de 7, e P(x) = T [P(x)], segue que xy =
P(x) = 0. Assim, Q(x) = xw, pois x = xy +xw. Como xy = 0 entdo x = xy = Q(x).
Consequentemente, de (1.21) obtemos que

x=ATxsx—ATx=0.
Além disso,

r= |l = ATl <A T lxl| = A[T]r  r>0.

Assim, 1 < A ||T|.
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E claro que A # 0, pois caso contrario 1 < 0, absurdo. Além disso, A # 1, poisse A =1,
temos que Tx = x, e isso implica que x = 0, pois 1 ndo € autovalor, mas isto € um absurdo,
visto que x # 0. Portanto, A € (0,1). Logo, para algum i temos que A = l; e, assim x € N,
contradizendo o fato de x = Q(x) € W. Deste modo, /& é admissivel. Assim, pela propriedade

da invariancia homotépica do grau, obtemos que
d(I-T,B,(0),0) =d(I—TP,B,(0),0). (1.22)

Agora, como TP(E) =T (N) C N tem posto finito, segue da defini¢do de grau para aplicagdes
do tipo ¢ = x — y(x) com y de posto finito que

d(I—TP,B,(0),0) = dg((I — TP) |y,NNB,(0),0). (1.23)

¢é autovalor

Afirmamos que u € (0, 1) é valor caracteristico de T se, e somente se, A = a

negativo de (I — T'). De fato, suponhamos que u € valor caracteristico de 7', entdo existe
x#0tal que x = uT(X). Dai,

X T(¥) = T ()~ T(x) = (I = T)(x) = (1 — DT (x).
Como pu # 0, temos que x/u = T(x). Logo,

— x:‘u_lx
(I-T)(x) T

mostrando assim uma implicagao.
Suponhamos agora que A € autovalor negativo de I — T'. Assim, existe x € E \ {0} tal que

(I-T)(x) = Ax = x(1—A) = Tx
(ﬁ) T

1" ¢ autovalor de T, isto é, u é valor caracteristico de 7. Desta maneira, 3 é

Ou seja, U~
também a soma das multiplicidades algébricas dos autovalores negativos de (I —T)'(0) =
I—TemN.

Como 1 ndo é valor caracteristico de T, entdo nao é autovalor de 7. Deste modo, I — T |y
¢ injetiva. Portanto, (I —T) |y: N — N é sobrejetora. Assim, 0 é valor regular de / — 7 em N.
Por outro lado, como (I — T) |y= (I — TP) |y segue que

dg((I—TP) |y,NNB(0),0) = (—1)P =i(I—TP,0).
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Além disso, de (1.22) e (1.23) obtemos
i(h,0) =d(I —T,B,(0),0) = (—1)P,

como queriamos demonstrar. 0
Com os lemas anteriores, estamos prontos para provar o seguinte resultado.

Teorema 1.7. SejaT € C ! (D, E1) um operador compacto tal que 1 ndo seja valor caracte-
ristico de T'(xo) para algum xo € D. Definindo

F(x)=x—T(x) e F(xo) =p.
Entdo xo é uma solugdo isolada de F (x) = p e vale que
i(F,X()) = (_I)B;

onde B é a soma das multiplicidades algébricas de todos os valores caracteristicos de T (x)

contidos em (0,1).

Demonstragcdo. Notemos que pelos Lemas 1.6 e 1.7, para r < 1, valem as seguintes igualda-
des

i(F,xo) = d(F'(x0),B(x0),0)

i(Fx)) = (—1)P.

E o resultado segue. 0

A proposicao abaixo também serd crucial para o capitulo seguinte, pois relaciona o indice

com os certos tipos de operadores que utilizaremos mais adiante.

Proposicao 1.1. Seja F : J x Ey — E| um operador continuo da forma
F(Au) = L(A)u+H(A,u)

onde L(A) =1— AT é compacto, conT € K(E) e H(A,u) = o(||u||), quando u — 0, unifor-
memente em intervalos compactos de J. Suponha que F(A,0) = 0 para todo A. Denotando
T(A,u)=ATu—H(A,u), entao i(I —AT,0) e i(I — T (A,u),0) estdo bem definidos quando
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A ndo é autovalor de T e, valem as seguintes igualdades

i(I—-AT,0) = d

para r > 0 suficientemente pequeno.

Demonstracdo. Com efeito, defina a seguinte homotopia 4 : [0, 1] x B,(0) — E; dada por
h(t,u)=1—ATu+tH(A,u), Yt € [0,1],

onde A ndo é autovalor da pertubac¢do compacta da identidade / — AT. Provaremos que existe
ro > 0 tal que O ¢ h(z,.)(dB,(0)), para todo 0 < r < rg. De fato caso contrério, para r = 1/n
comn > 1, existe t, € [0, 1] tal que

0e (h(t,,,.)(&B%(O)).
Entio, existe u, € E, com ||u,|| = 1/ne,
h(tn, un) =0,
isto €,
up, — ATu, = —t,H(A,uy).

Uma vez que A ndo é autovalor de I — AT e este ¢ um operador pertubagdo compacta da
identidade, segue que I — AT é um isomorfismo. Assim, podemos escrever a igualdade acima,
da seguinte maneira

g = (I = AT) N (—t,H(A,u,)).
Consequentemente, das propriedades dos operados lineares limitados

e[ < (|7 = AT) [ 11H (A, ua) .
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Dividindo a desigualdade acima por ||u,|| tem-se que
1<||(I—=AT)"

E passando a desigualdade acima ao limite, obtemos que 1 < 0 pois,

G

neo|luy|

:0,

o que é um absurdo. Assim, estd bem definido o grau d(h(z,.),B,(0),0) para0 < r < rpe

pela invaridncia homotdpica do grau,

\:

—

(=)

N——

=

—
I

d(I—h(0,.),B,(0),0)
(0),0) = d(I—AT),B:(0),0).

~

Como 0 é solugdo isolada de u — h(t,u) = 0, este grau coincide com indice e o resultado

segue.
]






Capitulo 2
Bifurcacao Global de Rabinowitz

Neste capitulo, apresentaremos e demonstraremos alguns resultados da Teoria de Bifurcacao
que serdo usados como ferramentas para este trabalho. O objetivo principal deste capitulo é
demonstrar o resultado da bifurcacdao de Rabinowitz que sera usado amplamente utilizado
no Capitulo 3. Este capitulo é baseado no livro do Lopéz-Goméz [21] e nos artigos de
Rabnowitz [24] e Dancer [14].

Ao longo deste capitulo vamos considerar o seguinte:
* Ey, E, serdo espacos de Banach reais.
* K(E)) denotara o espago dos operadores lineares, limitados e compactos de E| em Ej.

* ] é operador identidade de £y em E.

L(A)=1—AT comT € K(E;), ou seja, L(A) é um operador pertubacdo compacta da
identidade.

* Vamos denotar por X o conjunto dos autovalores de L(1), isto é,
r:={A eR:dimN[L(A)] > 1}.

Destacamos as seguintes propriedades deste conjunto:

1. 0 ¢ X pois, dimN[L(0)] = dimN[I] = 0.
2. X coincide com o conjunto dos valores caracteristicos de 7.

3. Pelo Lema A.3, X é discreto.
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Com as notacdes acima, iniciaremos este capitulo definindo o que € um ponto de bifurcacao.

Para isso consideremos J C R um intervalo e um operador nao linear abstrato
F:JXE| — E.
Consideremos também a seguinte equacdo nao linear associada
F(A,u)=0. 2.1

Suponhamos que (A,0) € J x E| é uma solugdo da equacdo acima para todo A € J, ou seja,
(Hy) F(1,0)=0, VAel.

Desta forma, iremos nos referir a esta solucao como a solug¢do trivial, uma vez que ela ja
€ conhecida. A ideia da bifurcagdo € encontrar solugdes a partir de uma curva de solucdes
conhecidas e que no caso sdo as solugdes da forma (1,0), A € R. Com estas consideragdes,

nds temos a seguinte definicdo:

Definicao 2.1. Seja Ay € J. Dizemos que (Ay,0) é um ponto de bifurcagdo de F(A,u) =0

da curva de solugoes triviais, se existe uma sequéncia

(An,un) € J x Ey \ {0},

onde n > 1, tal que

,}LIE,W’”") = (A0,0) em J x E;

F(Anaun) — 07
para todo n > 1.

Observagdo 2.1. Note que na defini¢do de ponto de bifurcacdo ndo implica que exista uma
curva de solucoes.
Daqui em diante, neste capitulo, iremos considerar E = E|; = E, e uma equagao nao

linear da seguinte forma

(Hp) F(A,u)=L(A)u+H(A,u) =0,
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onde
H:JxE—E,
€ um operador compacto sobre subconjuntos limitados tal que
H(A,u) = o(|lulg),

quando # — 0, uniformemente em qualquer intervalo compacto de J.

Estamos interessados em estudar o seguinte conjunto
S={(A,u) e JxE\{0}: F(A,u) =0}U{(A,0): A € £}.

Note que este é o conjunto das solugdes ndo triviais da equacao (2.1) unido com os possiveis
pontos de bifurcagdo (conforme constataremos no lema abaixo). Munidos desta notacao,
perceba que (A,0) é ponto de bifurcagio da solugdo trivial, se

(A9,0) € S.

Queremos buscar um continuum do conjunto das solugdes ndo triviais de (2.1), onde a

definicao de continuum segue abaixo:

Defini¢do 2.2. Um continuum € C S de solugdes ndo triviais de F (A ,u) = 0 é um subconjunto
fechado e conexo (na topologia J x E). Quando este continuum for maximal para inclusdo,
isto €, se ndo for um subconjunto proprio de nenhum outro subconjunto fechado e conexo do

conjuntos de solucdes ndo triviais o chamaremos de componente.

Com base nas observacdes apresentadas acima, podemos enunciar € demonstrar o re-
sultado abaixo, que nos fornece uma condi¢do necessdria para que um ponto seja ponto de
bifurcagcdo. Porém, tal condi¢do ndo € suficiente.

Lema 2.1. Se u ¢ X, entdo existe € = (i) > 0 tal que
Be(1,0)NS =0, (22)

onde Bg(11,0) ={(A,u) e J X E:|A—u|<¢g,||u|| < €}. Em particular ([t,0) ndo pode ser

ponto de bifurcagdo.
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R y///%

LN LL
u—

U+ €
Figura 2.1 Figura da B¢ (u,0).

Demonstracdo. Suponhamos, por contradi¢do, que néo exista tal €. Entdo, parae =1/n,
n > 1, existe (A, un) € By /,(11,0) N S. Como (Ay,u,) € By /,(1,0), por definigdo temos que

| A —p |< L (2.3)
n

Entdo, A, — U quando n — oo. Além disso, ||u,|| < 1/n e novamente fazendo n — oo,

obtemos que u,, — 0 em E. Portanto,

(1,0). (2.4)

Por outro lado, (A4,,u,) € S, entdo F(A,,u,) = 0 e u, # 0. Pela hipdtese (H), segue que

L(An)un+ H (A, up)

(L(An) — L(W))tn + H (An, un) —L ().

Como pu ¢ ¥ tem-se que L(u) é injetivo e, pela Alternativa de Fredholm (Teorema A.3),
segue que L(pt) é bije¢do. Assim,

L7 ()[(L(An) = L(1) )t + H (A )] = —ttn
L™ () [(L(An) = L)) ttn + H (Anyun)] - —ty
1zl [t ||
HLl(u)[(L(ln)—L(u))un+H((7Ln),un)]H _ H —un ||
|| un || 1IR3 11 .
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Usando as propriedades de operadores lineares limitados e a desigualdade triangular da
norma, obtemos que

L7 () || 1L (A) = L) )t + H (A ) |

1
: o
U I ) )l [ )14 )]
: ] ]
] iy
U e g I )] @3

Desde que L™!(u) é limitado e da hipétese que H(A,u)/|ju|| — 0 quando ||u|| — 0,
temos que
2~ ) L 1H Ay )
24|

Por outro lado, sabemos que

— 0 quando n — co.

IL(An) = L()|| = [[{ = 2T =1+ uT|| = [(t = A)| IT]| = O, quando n — oo

Portanto, quando fazemos n — oo na desigualdade (2.5), obtemos que 1 < 0, absurdo.

Como consequéncia do Lema acima, segue o seguinte resultado.

Corolario 2.1. S={(A,u) e JXxE\{0}:F(A,u) =0}U{(A,0): A € £} é um subconjunto
fechado de J x E

Demonstragdo. Por defini¢ao
S=F 1 0)\{(1,0): 2 €J\ L}
Como F € continua, F -1 (0) é um conjunto fechado. Além disso, pelo lema anterior
{(A,0): L € J\ X},

¢ aberto em (J x E) \ S. Portanto, S é fechado. O

Como ¢ demonstrado no resultado abaixo, uma mudanca de indice fornece um ponto
de bifurcacdo para um continuum de solucdes nio triviais, ou seja, temos uma condi¢ao
suficiente para termos um ponto de bifurcacao.

Teorema 2.1. Se existem ay,b; € J com a; < by, e ay,by & ¥, tais que:
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(i) (a1,b1)NX = {Ao},
(ii) i(I—a\T,0) # i(I — b T,0).

Entdo, (Ay,0) é ponto de bifurcagdo da solugdo trivial de F(A,u) = 0. Além disso, existe
No > 0 com a seguinte propriedade: para todo n € (0,1n9), existe um continuum € C S

conectando o ponto de bifurcagdo (Ay,0) com a superficie ||ul| = 1.

Demonstragcdo. Seja n > 0 e consideremos o cilindro fechado

On ={(A,u) € lar,br] X E : [|uf| <7}

(Veja um esbogo do conjunto acima na figura 2.2).
Observe que dQn = {(A,u),A € [a1,b1], |lul| =n}UA, UB,, onde

A, = {(ar,u), [[ul <n}, By={(br,u),[lul] <n}.

Como ay,b; ¢ X, pelo Lema 2.1, exitem € > 0 e 1 tais que

E
17 A
N o
Figura 2.2 Cilindro Qy.
(Au) e Op,NS=>a1+e<A <bj—¢. (2.6)

Em particular

A1,NS=0="B,NS 2.7)
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Figura 2.3 Ideia geométrica da condi¢do (2.6). S ndo intercepta a regido em vermelho.

A primeira parte da demonstrac¢éo consistird em provar que A € ponto de bifurcagao.
Para isso procedemos como segue:

Afirmamos que, para cada n € (0,79), dQn NS # 0. Com efeito, caso contrdrio, existiria
0 € (0.10) tal que

d0n NS =0. 2.8)
Porém, de acordo com a expressao (2.6), 0 € solucdo isolada de
F(aj,u)=0

ou seja, u = 0 é a dnica solugdo desta equagdo para ||u|| < 1. Donde segue que

i(F(a1,-),0) =d(F(a1,-),By(0),0) 1 € (0,m0). (2.9)
Analogamente,

i(F(b1,-),0) = d(F(b1,.),By(0),0) 1 € (0,m0). (2.10)
Por outro lado, definindo a seguinte homotopia / : [0,1] x By (0) — E dada por

h(tvu) :F((al(l _t)+b1t)7u)7
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temos que /& é uma pertubacdo compacta da identidade. Além disso, pela equacao (2.8),
0 ¢ h(t,dBy(0)) para todo € [0, 1]. De fato, caso contrdrio, existiriam u tal que |[u|| =7 e
t satisfazendo

h(f,u) = F(a(1—17)+bif,u)
= u—a (1 —-17)+bitTu+H(a;(1 —7)+bit,u) =0,

isto é, (a1 (1 —7) +bif,u) € S. Portanto, (a;(1 —7) +bif,u) € 0, NS, o que é uma contra-
digdo com (2.8). Assim, d(h(t,.),B,(0),0) estd bem definido e, pela invaridncia homot6pica
do grau, segue que

d(F(ai,.),By(0),0) =d(F(b1,0),B;(0),0).

Entao, por (2.9) e (2.10), concluimos que

i(F(a1,-),0) = i(F(b1,-),0).
Pela Proposicao 1.1 segue que

i(I—a1T,0)=i(I—bT,0),
contradizendo nossa hipétese. Logo,

A0 NS#0 Vn € (0,mo).
Assim, tomando uma sequéncia 1, € (0,79) com 1, — 0, quando n — oo, existird

(An,un) € d0n, NS,

tendo em vista a expressdo de dQp e (2.7), segue que |u,|| = 1,. Além disso, como

An € |ay,b1], a menos de subsequéncia, A, — A€ [a1,b1] quando n — oo. Segue entdo que

(ln,un)%(z,()) em [al,bl]XE,

com F(A,,u,) =0, para todo n € N. Ou seja, (A1,0) é ponto de bifurcagdo a partir da solugio
trivial. Pelo Lema 2.1, A € [ay,b;] verifica 2 € £, como LN [a,b;] = {A}, segue que
A = 2. E assim, finalizamos a primeira parte da demonstragao.
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Queremos agora mostrar a segunda parte do teorema, ou seja, que existem um continuum
conectando a superficie ||u|| = 1 e o ponto de bifurcacdo {(A,0)}, para qualquer 1 € (0,1p).

No

Figura 2.4 Situacdo que nao pode ocorrer sob as hipdteses do Teorema 2.1.

Com efeito, fixado 1 € (0,10) defina M = Q, N S. Note que M ¢ fechado e limitado.
Além disso, segue da compacidade da aplicacdo (A,u) — AT (A,u) — H(A,u) que M é
compacto. De fato, seja (A,,u,) € M, assim A, € [a;,b;] e ||u,|| < n. Todavia, (A, uy)
também verifica F (A, u,) = 0 para todo n, isso implica que u,, = A, Tu,, — H(A,,u,). Como
T e H sao compactos, u, converge a menos de subsequéncia, digamos u,, — u. Por outro
lado, como A, € [a;,b;] temos que a menos de subsequéncia A, — A. Desta forma, da
continuidade de T e H temos que

up = AyTup — H(Ayyuy) = u=ATu—H(A,u), ||ul]] <n quandon — oco.

Portanto, F(A,u) =0e (A,u) € M o que mostra a compacidade de M. Consideremos agora
0s seguintes conjuntos,

A={(Au)eM: |u| =nteB={(1,0)eM: A e} ={(1,0)}.

Ja sabemos da primeira parte da demonstracao deste teorema que tais conjuntos sao nao
vazios, disjuntos e compactos de M. Para completar a prova, devemos mostrar que existe um
continuum de M conectando A e B, para isso argumentaremos por contradi¢ao.

Suponhamos por contradi¢do que A e B ndo podem ser conectados por nenhum sub-
continuum de M. Pela Proposicdo A.1, devem existir Ma,Mp C M compactos tais que
dist(Ma,Mp) > 0,com A C My, BC Mg e M =M, UMsp.
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Desde que dist(Ma,Mg) > 0, existe 6 > 0 tal que ,
M3 := Mg + B (0,0),

verifica Mg NMp = 0 (ver Figura 2.5).

M,
ni. A
0777
/7, g4
— =
aj a1+§ A'() bl_; bl A‘

Figura 2.5 Possivel configuracdo para os conjuntos My, Mp e Mg .

Como Mg C M = O, NS, entdo para cada (A,u) € Mg C M C Qy, NS, temos (A,u) €
Qn, N S. Dai, pela propriedade (2.6) podemos tomar 6 > 0 de modo que

£ S
(A,u)eMg:>m+5<7L<b1—§. 2.11)

Por construcao, temos que
OMS M = 0. (2.12)
Além disso, se 3 € (0,m) é suficientemente pequeno,
Qg M, = 0. (2.13)
Assim, para tais 3, temos que o aberto
Q = int(Qp) M3,

verifica Mg C Q (pois Mg C M3) e 0QNM = 0.
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aj (l1+§ A'() bl—f bl A‘

Figura 2.6 Possivel configuracio para o conjunto €.

Vamos mostrar que
dIQNM = 0. (2.14)

Para isso, basta mostrar que
(1) dQNMp =0,
(i) dQNMy = 0.

Provaremos inicialmente (i). Como Q é aberto segue que dQ N Q = (. Pela defini¢io de Q,
isto implica que

IQN (int(Qp) UM3) =0,

em particular, dQN Mg =0, e como Mp C Mg segue dQ N Mp = 0. Finalizando assim a
prova de (i).
Provaremos agora (ii). Para tanto note que

9Q = 9(Qp UMS) C 905 UIMS.

Assim, basta mostrar que
a) OMSNM, =0,

b) 8Qﬁ NMy = 0.
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Todavia a) e b) ocorrem respectivamente por (2.12) e (2.13). Portanto, fica provado (2.14).

Agora, para cada A € [ay,b;], considere o seguinte conjunto
Qy={ucE:(A,u)cQ}.
Por (2.14), temos que para todo A € [ay,b]
Q) N{ucE: (Au)eM}=0.
Como M = O, NS, temos que dQy NS = 0. Assim,
F(A,u) #0 Yue€dQ,.

Isso implica que O ¢ (I —h(A,u))(dQy), onde h(A,u) := ATu— H(A,u). Dai pela invarian-
cia homotdpica do grau generalizada (Teorema 1.6) segue que

d(I—h(A,.),Q,,0)=cte VA € |ay,b].
Por outro lado, como

£ £
(l,u)eMg:>a1+§<l<b1—§,

tem-se que
Qq = Qp, = Bg(0).
Consequentemente, pela Proposic¢do 1.1 obtemos que
d(I—aiT,Qq,,0) =i(I —aiT,Bg(0)) = d(I —b,T,Bg(0),0) =d(I — b1 T,€,,0).

o que ¢ uma contradi¢do com a nossa hipétese. Recorde que a contradi¢do surgiu por assumir
que A e B nao sao ligados por um continuum. Entao, necessariamente isso € falso, o que
encerra demonstracao.

O

Em seguida, vamos definir a funcdo paridade que serd empregada no proximo resul-

tado.Para isso, vejamos o que significa dizer quando ocorre ou ndo uma mudanga de indice.
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Definicdo 2.3. Seja u € X. Dizemos que o i(I — AT,0) ndo muda de sinal quando A cruza
W, se existir um 6 > 0 tal que i(I — AT,0) é constante para todo A € (L — 8,1+ O), sempre
que i(I — AT,0) estiver bem definido.

Com a defini¢@o acima, podemos definir a seguinte fungdo.

Definicao 2.4 (Funcao Paridade). Considere a aplicagcdo
P:¥—{-1,0,1},
definida do seguinte modo:
1. Sep e Xei(l—AT,0) ndo muda quando A cruza U, entdo

P(u)=0.

2. No que segue definimos X como sendo o conjunto dos valores de ¥ em que i(I — AT,0)
muda de sinal, e organizamos esses valores por exemplo em ordem crescente (pois tal

conjunto é enumerdvel),

M1, M2,y Hp

(a) Se X for constituido por um niimero infinito de valores ilimitados por baixo e por

cima, organizamos os valores da seguinte maneira

ooy My ooy o1, HOs s s My -

(b) Se X for constituido por um niimero infinito de valores limitados por baixo e

ilimitados por cima, organizamos estes da seguinte forma

Mo, 11, - His ..

(c) Se X for constituido por um niimero infinito de valores limitados por cima e

ilimitados por baixo, organizamos estes valores da seguinte maneira
ceoy iy ooy H—1, Ho

entdo, podemos definir

P(u;) = (=1)"
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Tal funcdo é chamada fungdo de paridade.

Com a defini¢do acima, podemos enunciar € demonstrar o proximo teorema, o que €
crucial, pois a famosa Alternativa Global de P. H. Rabinowitz, surgird imediatamente apds
este resultado.

Teorema 2.2. Seja € a componente limitada de S. Entdo, o conjunto
B=¢cn{(1,0): 1 X}

é finito, possivelmente vazio. Além disso, se para algum k € N existirem Ay, Ay, ..., A tais que
B ={(41,0),...,(A4,0)} (2.15)
entdo,
k
) P(2;)=0.
j=1

Demonstragdo. Comegamos a prova deste teorema fazendo a seguinte afirmacao: desde que
F € um operador pertubacao compacta da identidade entdo € é compacta.
De fato, seja (A, u,) uma sequéncia limitada em €. Como € C S, temos que

F(Ap,uy) =ty — Xy Tuy +H(Apyuy) = 0
=u, = MTu,—H(Ay,up).

Ora, A, é limitada em R entdo, passando a uma subsequéncia, A, — A. Além disso, T
e H sdo operadores compactos e como (A,,u,) sdo limitadas, segue que Tu, e H(A,,u,)
possuem subsequéncias convergentes. Portanto, a equagdo acima fornece que u,, possui

também subsequéncia que converge digamos que u, — u. Da continuidade de F', temos

0= 1im F(An,un) = F(A,u). (2.16)

n—oo

Assim, (A,u) € €, e portanto, € é compacta.

Consideremos agora a seguinte aplicacdo A-projecao
PB:IXE >R,

definida por B(A,u) = A. Como P é uma aplicagido continua e € é compacta, P(€) é
compacta. Assim existem ay,b; € J com a; < b tais que

¢C [al,bl] X E. 2.17)



43

Lembremos que S € definido como
S={(A,u) e JxE\{0}: F(A,u) =0} U{(A1,0): L € X}. (2.18)
Por simplicidade vamos escrever
Si={(A,u) e JXxE\{0}: F(A,u)=0}e S, ={(1,0): L € X}.
Defina também,
D=¢nN{(A,0): A € |ay,bi1]}. (2.19)

Como € C §, logo D C Sy, portanto D C S5.

Desde que X é discreto, temos que o conjunto ¥ N [a;,b;] é necessariamente finito.
Portanto, BB é finito e possivelmente vazio. Note que se B = ) a prova esta concluida.
Suponhamos entdo que B # 0, ou seja, existem Ay, ..., A, tais que

B={(A1,0), ..., (A4,0)}. (2.20)

Pela defini¢do da fungdo paridade, 2 medida que A cresce o i(I — AT,0) muda de sinal

apenas se A cruza algum y € ¥ com
P(u)==+l1. (2.21)

Além disso, o comprimento de i(I — AT,0) é 2P(u) para todo y € ¥ ou, —2P(u) para todo
uer.
Como € é limitada e ¥ é discreto, existem d,b € J comd < b e d,b ¢ X tais que

¢ C(a,b)xE.
Vamos agora provar que existe um aberto limitado € tal que

¢cQc(ab)xE, (2.22)
oQNS =0,

{(A,0): 1 €Z}NQ=B8. (2.23)
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Comecamos da seguinte maneira, dado € > 0, consideramos a £-vizinhanca da componente
¢ definida por

Us ={(A,u) € J X E : dist(A,u),€) < g}.

a lll Z.IO 7IL2 b A/
Figura 2.7 Esbogo de U.

Como X € discreto, podemos diminuir ainda mais €, de tal modo que
{(2,0): 2 €Z}NU: = B. (2.24)

Ora, se dUs NS = 0, entdo definindo Q = U a demonstragdo estd encerrada. Porém, isso
ndo ocorre necessariamente. Assim, teremos um trabalho adicional para construir Q. E o que
faremos a seguir.

Defina os seguintes conjuntos,
M=UNS,A=CeB=0UNS. (2.25)

Notemos que M € fechado (pois € intersec¢cdao de fechados) e também limitado de S.
Logo, M é um espago métrico compacto para a topologia induzida de (4, 13) x E. Além disso,

por construgdo
Nl =0.

De fato, seja (A,u) € €, entdo dist((A,u),€) = 0. Portanto, A e B sdo dois subconjuntos
compactos disjuntos de M, pois

ANB=¢N(0U:NS) =0. (2.26)
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Agora note que, pela maximalidade de €, ndo existe um continuum que conecta A e B. De

fato, suponhamos por contradi¢do que existisse um continuum €' C M tal que
C'NB#0 e €'NA#0.
Em particular, €* N B # 0 implica que existe y € €' N B. Assim
ccecuet

Além disso a inclusdo acima € estrita, pois dado y € €UC" tem-se que y € €*, mas y ¢ €
visto que y € B = dU NS e €N U = 0. Isso contradiz a maximalidade de €. Assim pela
Proposi¢do A.1, existem dois subconjuntos de M, digamos M4 e Mp, satistazendo

ACMy, BCMg e M=MyUMg.

Provaremos agora que My C Uy.

De fato, sabemos que My C M = U NS C Ue = U U, ou seja, My C dU UUe. Note
que My N U = 0, pois caso contrdrio existiria (A,u) € My N U, em particular (A,u) €
My CU:NSCSe (A,u) €S. Assim, (A,u) € dU: NS = B C Mp, ou seja, (A,u) € My N Mp.
Absurdo, pois Mg N Mp = 0. Logo vale que My C Us.

Considere agora 0 < ) < min{dist(My,Mp),dist(My,dUg)} e defina o seguinte conjunto

Q={(Au) eJXE:d((A,u),My)) <n}.

Da forma como fora escolhido 1) tem-se que
QC U C (4,h) xE, (2.27)
e além disso,
QNS =0. (2.28)

De fato, suponhamos por contradi¢do que isso ndo ocorra, entdo existiria (Aj,u;) €
dQNS. Assim, note que (A1,u1) € M, pois (A,u;) € S e vimos que, dQ C Q C Ue. Recorde
que M = My UMg, logo (Ay,u;) € My ou (A1,u;) € Mp. E claro que (A1,u;) ¢ My, pois se
pertencesse dist((A1,u;),My) = 0 e ndo é verdade, uma vez que dist((Ay,u;),Ms) =1 > 0.

Note também que (A;,u;) ¢ Mp, em virtude que

n= dist((?tl,ul),MA) > diSt(MA,MB) >n,

e, isto é, um absurdo. Portanto, 0Q NS = 0.
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Assim, a equacdo (2.23) decorre da igualdade (2.24). De fato,
B=¢n{(1,0): 1 X}

J& provamos que Q C Ue. Logo, {(1,0): 2 €Z}NQ C {(1,0): A € Z}NUe. Além

disso, como € C Q. Segue que,
BCQN{(1,0): X €X}.

E, portanto a equacgdo ocorre. Seguindo a demonstragido, provaremos agora que
k
Y P(2))=0.
j=1
Para isso, fixemos um desses Q. Seja 6 > 0 tal que
A<M —8<M+8...<Iy—8<Ay+6<b.

Por exemplo, basta tomar

& <min{[A& —al/2,|4 — Xl /2,...,

A — bl /2}.

Por outro lado, uma vez que (4;,0) € B C Q e Q ¢ aberto, temos que para todo j = 1,...,k,
existe r; > 0 tal que

Bj={(Au) €JXE:|A=Aj| <rj|lull <rj} CQ.
Em particular para 0 < r;,
{(2,0):|A—A;| <8} CB;CQ Vj=1,..k

Assim,

{(2,0): |2 —4;| < 8} C OQ:Q.

k
=1 j=1

J
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Portanto,
k
U{(2,0): |2 —2;| <8} c Q.

j=1
Agora, para cada A € [, b] defina o seguinte conjunto
Q) ={ucE:(Lu) cQ}.
Afirmamos que 0 ¢ F(A,-)(dQ,), ou seja,
F(A,u) #0, Yue€dQ) C (dQ);.
De fato, suponhamos por contradi¢do que exista u € dQ tal que,
F(A,u)=0,

onde (A,u) € dQ. Entdo, (A,u) € S, absurdo pois QNS = 0.

Deste modo, d(F(A,.),Q;,0) é admissivel e pelo Teorema da invaridncia homotépica
generalizada (Teorema 1.6), para i < j <k, d(F(A,.),Q,,0) é constante para todo A €
(Aj—6,A;+0). Em particular, paracada i < j <k

d(F(Aj -6/2, ')7Qlj75/2> = d(F()L] +46/2, .),Q)LjJrg/z). (2.29)

Fixemos agora
By ={uckE :|ul| <p}.
ok
Agora afirmamos que existe p > 0 com a seguinte propriedade se A € [@,b] \ U (Aj—

j=1
0/2,A;+8/2) entdo

ou, a tnica solugdo de F(A,u) =0 comu € By é u =0.
De fato, se A ¢ X entdo de acordo com o Lema 2.1, existe p > 0 tal que F(A,u) =0¢
u € B, implica que u = 0.

Agora suponhamos que

A eX\B,
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entdo por defini¢ao,
(A,0) €.

Além disso, relembrando que {(1,0) : A € £} NQ = B nds temos que (A,0) ¢ Q, pois
caso contrério se (1,0) € Q e como (4,0) € X entdo, terfamos que (1,0) € B e, isto é, um

absurdo. Assim,
0¢£Q), ={uckE:(Au)cQ}, (2.30)

pois caso contrério teriamos que (A,0) € Q o que ja vimos que ndo ocorre. Por outro lado,
dQNS=0e (1,0) € Simplica que (1,0) ¢ JQ.

Consequentemente,
0¢0Q,. (2.31)
Portanto, segue de (2.30) e (2.31) que 0 ¢ Q. Logo, existe p > 0 tal que
B,NQy =0.

Por um argumento de compacidade, segue a afirmacao.
Suponhamos agora que escolhemos um p > 0 satisfazendo as propriedades acima de-

monstradas. Deste modo, para qualquer A satisfazendo

k
Aelab)\|JAj—8/2,1;+8)2), (2.32)

Jj=1

a aplicagdo F(A,-) ndo se anula na fronteira do conjunto Q; \ Bp.

Com efeito, suponhamos inicialmente que A é tal que B, NQ; = 0.
Neste caso, Q\ B, = Q. Suponhamos agora que exista u € dQ, tal que F(4,u) = 0. Mas
u € dQ, implica que (A,u) € dQ e, como F(A,u) =0, temos que (A,u) € S, contradizendo
o fato de que 0Q NS = 0.

Agora suponha que exista u € d(€, \ Bp) de tal modo que F(A,u) = 0. Como,
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temos que u € dQ; ou u € dB,. Se acontecer 0 primeiro, voltamos para o caso acima ja
demonstrado. Além disso, u € dB,, implica que ||u| = p que também ndo pode ocorrer, pois
contraria a hipétese de que u = 0 € a tinica solucdo de F(A,u) =0 com u € B,.

Segue assim, que o grau abaixo estd bem definido,

d(F(A,.),Q; \Bp,0).

Assim, fazendo novamente uso da invariancia homotdpica generalizada, tal grau é constante
para todo A € [@,A1 —8/2],A € [Aa+0/2,A3—38/2],...,A € [A;+38/2,Aj41 — 8/2] para
1<j<k—1lede[N+8/2,b]

Sejam agora xg,x1, ...,x; 0s valores de d(F(A,.),Q; \ Bp,0) em cada um desses k+ 1,
intervalos respectivamente. Desde que

nos temos que,
X0 = X = 0.
Além disso, pela propriedade da adi¢do do grau, para j = 1,...,k tem-se que

d(F(A;=8/2,),Q, ,,.0) = d(F(A;i—8/2,.),2,\B,.0)+d(F(A;~8/2,.),B,.0)
— X +d(F(Aj—8/2,.),B,.0)
— xj_1+i(0,L(Aj—8/2)). (2.33)

Note que a ultima igualdade acima ocorre pois 0 € solugdo isolada para o p > 0 escolhido e
usando Proposi¢do 1.1.

De maneira, inteiramente andloga, obtemos que,

d(F(A;+6/2,.),9 . .,0)=x;+i(0,L(A;+8/2)). (2.34)

Ajrs)’
Utilizando as equagdes (2.29), (2.33) e (2.34) concluimos que

xj—1+i(0,L(A; —6/2) =x;+i(0,L(A;+6/2)).
Assim,

xj_1—xj=i(0,L(A;+8/2)) —i(0,L(A;j—8/2) V 1<j<k
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Entdo, umas das possibilidades ocorre: ou
xj—1—xj=2P(Aj) V1< j<k,
ou,
xj—1—xj=—2P(4;) V1< j<k.

Para ambos os casos, note que a soma sobre j nos fornece que

k
P(A;) =0.
j=1

J
[
Como consequéncia deste Teorema segue a famosa Alternativa Global de Rabinowitz.

Corolario 2.2 (Alternativa Global de P.H.Rabinowitz). Assuma que J = R. Seja Ay € X tal
que i(I — AT,0) muda de sinal quando A cruza Ay. Seja € a componente de S que emana de
(A,0) em (A9,0), cuja a existéncia é garantida pelo Teorema 2.1. Entdo, ocorre umas das

seguintes op¢oes ndo excludentes:
(i) € éilimitado em R X E,
(ii) Existe Ay € 2\ { Ao} tal que (11,0) € €.

Demonstragdo. Suponhamos, por contradi¢do, que ndo ocorre nem uma das opgdes. Deste
modo temos que € é limitada em R x E, como € emana de (A9,0) temos que

B ={(%,0)}.

Assim, como i(I — AT,0) muda de sinal quando A cruza Ay, segue que
Y P(L) = P(%) = £,
B

uma contradi¢do com o Teorema anterior. [
Segue abaixo um outro resultado que também decorre do Teorema 2.2.

Corolario 2.3. Assuma que J = R. Seja A tal que
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e seja € a componente de S que emana (Ag,0), cuja a existéncia é garantida pelo Teorema

2.1. Suponha ainda que o conjunto
CN{(1,0): L €L},
possui um niimero infinito de termos, ou
¢N{(4,0): 2 €X} ={(4;,0): 1 <j <k},

com,

k
P(4;) #0.
=1

J

Entdo, € ¢ ilimitada em R X E.

Demonstragdo. Com efeito, se
cN{(1,0): 1 eX},

possui um nimero infinito de termos, entdo € € ilimitado desde que X € discreto. Suponhamos
agora que o conjunto € finito e suponha por contradi¢do que € limitado, entdo estamos nas
hipéteses do Teorema 2.2 que implica

k
Y P(2;)=0.
j=1

Mas, isso € uma contradi¢cdo com nossa hipétese. Portanto, € € ilimitada em R x E.






Capitulo 3

Um Problema Eliptico do Tipo Kirchhoff

Neste capitulo, aplicaremos os resultados de bifurcacao estudados no capitulo anterior para

obter solucdes positivas para o seguinte problema de Kirchhoff

(P) -M </Q|Vu]2) Au=Af(x,u) emQ,
u=0 sobre dQ,

onde Q@ C RY denota um dominio limitado regulare M : R™ - Re f: QxR — R sdo
funcdes regulares e satisfazem as seguintes hipdteses:

(f1) f(x,0)=0para todo x € Q, e a(x) := D f(x,0) > 0.

(£2) F(x.u) = b{x)u-+ g(x,u), com b(x) > 0 e lim g(x.u)/u =0,
U—roco

(M) Existe mgo > 0 tal que M(s) > my para todo s > 0.

Além disso, para obter pontos de bifurcacdo a partir do infinito, na Se¢ao 3.3 vamos conside-

rar:
(M) existe Mo > 0 tal que lim M (1) = M.

E para estudar o comportamento global dos continuos obtidos, na Se¢do 3.4, iremos adotar

as seguintes hip6teses adicionais:

(f3) existe k > 0 tal que f(x,u) > ku para todo (x,u) € Q x R,

(f3) Existem 0 < s" < s” tal que f(x,u) < 0 para toda u € [s',5"], e f(x,u) > 0 para cada

u€ (0,5)U(s", +o0).
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Um Problema Eliptico do Tipo Kirchhoff

Vamos usar a teoria de bifurcagdo desenvolvida no capitulo anterior para obter solugdes
positivas de (P) em E = C}(Q) = {u € C'(Q) : u|yq = 0}.
Ao longo deste capitulo faremos uso de algumas notagdes, sdo elas:

1/2
||u|l = (/ |Vu|2> denotard a norma do espaco H(% (Q),
Q
|| - |0, norma usual do maximo.

|- | z¢(q)> norma usual do espago LP(Q), 1 < p < co.

||u||g = sup |u(x)| 4 sup |Vu(x)|, norma do espago E.
Q Q

Q

JF denotard o operador de Nemytskii associado a f(x,u), isto é, F(u) : Q — R é dada
por F(u)(x) = f(x,u(x)).

(-,-) denotard o produto interno em £2(Q).

Amla] com m = 1,2,... denota os autovalores de

—Au=Aa(x)u em Q,
u=>0 sobre dQ.

com a(x) > 0 e regular. Quando a(x) = 1 denotaremos simplesmente por A,,.

Ay = M(0)A;[a] denota o autovalor principal de

—M(0)Av = Aa(x)v em Q,
v=0 sobre dQ.

@, > 0 ¢ autofungdo associada a A com ||, |]£2(Q) =1.
@1 > 0 autofungdo associada a A; com || ¢, ch(g) =1.

Aw = Mo A1 [b] denota o autovalor principal de

—MoAv = Ab(x)v em Q,
v=0 sobre dQ.

com b(x) > 0 e regular.

¥ > 0 autofuncdo associada a Aw com [ Y| p2(q) = 1.



3.1 Construgdo do Operador Abstrato 5§

* Por fim, o seguinte operador solucao serd essencial:
L=(-A)"1:c@Q) - (@), (3.1)

onde u € a tinica solucdo do problema (Teorema A.4)

{ —Au=w emQ, (3.2)

u=20 sobre dQ,

para cada w € C(Q). Destacamos que este operador estd bem definido, € linear,
continuo e compacto.

* Por simplicidade denotaremos as integrais / - dx por / -
Q
* Definimos a parte positiva e negativa uma funcio u respectivamente por

u" =max{u,0} e wu =max{—u,0]}.

3.1 Construcao do Operador Abstrato

Nesta secdo, faremos a construciao do operador compacto para usar os teoremas de bifurcagdo
global. Mostraremos que o mesmo estd bem definido, € continuo e compacto.

Para construirmos o operador abstrato, suponha que u é solucéo classica de (P). Tendo
em vista a hipdtese (M) ), temos que u satisfaz:

Af(x,u)

- )

5 em
M([[ul]”) (3.3)
u=>0 sobre 0Q.

Agora, considere o operador solucio L : C(Q) — C}(Q) definido em (3.1). Pela defini¢do de
L, temos que (3.3) € equivalente a

AL(F ()
M ()

u =

Desse modo, € natural que o candidato a operador a ser utilizado é 7 : E — E dado por

L(F(w))

T(u) = )
g M(|Jul*)

(3.4)
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Mostraremos que de fato esse operador possui as propriedades desejadas. Precisamente:

Proposicao 3.1. O operador T : E — E dado por (3.4) estd bem definido, é continuo e

compacto.

Demonstracdo. Mostraremos inicialmente que 7 estd bem definido. Com efeito, temos que
u € E, e f éregular. Logo, F(u) € E. Assim, pela definicdo de L segue que 7 (u) € E.
Para mostrarmos que 7 € continuo, consideremos u,,u € E tais que u, — u em E.

Devemos provar entdo que 7 (u,) — 7T (u) em E, quando n — oo. De fato, note que

L(F (un))

T(u,) = ———=~.
(o) M(||un1?)

Como u,, — uem E e E estd imerso continuamente em Hj (Q), tem-se que ||uy|| — ||u|. Além

disso, da continuidade de F segue que F (u,) — F(u) em C(Q). Assim, da continuidade de

L, e das convergéncias anteriores temos que

L(F(u)) | LF()
M) M ()

Portanto,
T (up) = T (u) em E.

Provaremos agora que 7 é compacto. Seja (u,) uma sequéncia limitada em E, como
tem-se que L é um operador compacto, devemos apenas mostrar que J (u,) é limitada em
C(Q) e assim da compacidade do operador L seguird que L(F(u,)) possuira subsequéncia
convergente. Com efeito, isto ocorre, pois sendo (u,) limitada em E, sabemos que existe
m > 0 tal que ||u, || < m. Em particular |u,(x)| < m para todo x € Q e n > 1. Assim, tem-se

que (x,u,(x)) € Q x [—m,m]. Utilizando a regularidade da f, segue que

[ F (un)| = [f(xun ()| < sup [ f(x,8)] =K,

Qx[—m,m]

ou seja, | F (u,)| < K, mostrando assim que F(u,) é limitada em C(Q). Portanto, segue que

T € compacto. Finalizando assim, a demonstragao. 0

Com esta notagdo, temos que as solucdes de

u=AT(u) u€cekE,
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séo solugdes do problema (P). E ainda, definindo
F(A,u)=u—AT (u),

temos um operador pertubacdo compacta da identidade. Além disso, desde que F € regular,
segue que satisfaz a hipdtese (Hj). Neste caso, buscaremos um continuum de solu¢des nao

triviais de F. Isto é, continuum em:
S={(A,u) eRXE:F(A,u)=0,u#0}U{(1,0);1 € X},

onde X = {A € R:dimN|[l —AL] > 1}. A proposicdo abaixo nos diz que A; é ponto de
bifurcagdo de F(A,.) mais precisamente

Proposicao 3.2. A| é ponto de bifurcacdo de F(A,u) = 0 a partir da solucdo trivial.

Demonstracdo. Tendo em vista o Coroldrio 2.2, basta mostrarmos que o i(F(A,.),0) muda
de sinal quando A cruza A;. Como F e M sio regulares, temos que 7 € C! (E,E). Assim
podemos usar o Teorema 1.7. Considere entdo xo =0¢e 7 = AT. Isto é,

F(u)
To(uw)=AL | ————|.
() <M<||u||2))

Por um céalculo direto temos,

T{(0)v = AL (%) L (Z((%))v) |

Mostraremos agora que 1 ndo € valor caracteristico de 7; (0) para A # A e A proximo de
Aq. Ou seja, que a seguinte equacao

T,0)v=v, veEE

admite apenas a solucao trivial. De fato, considere v € E solu¢do da equagdo acima. Utili-

zando a defini¢ao do operador L, temos que v verifica

M) M (3.5)

v=0 sobre 0Q.

Como X é discreto, existe € > 0 tal que definindo J = (A} — €,A| + €), obtemos que JNX =
{A1}. Logo, para A € J\ {A;} temos que A ¢ ¥. Portanto, a equacdo (3.5) admite apenas a
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solucgdo trivial, mostrando que v = 0. Deste modo, estamos nas hipéteses do Teorema 1.7, e

podemos concluir que
i(F(A,),0)=(=1)F, VA e \{A},

onde 3 é a soma de todas as multiplicidades algébricas dos valores caracteristicos de 7}[ (0)
compreendidos entre (0, 1). Além disso, se A € J com A < Ay, ndo ha valores caracteristicos
de 7, (0) em (0,1). Portanto,

i(F(A,),0)=(-DP=(=1)=1, VAeJ, A <A,

Por outro lado, se A € J com A > Ay, o tinico valor caracteristico de 75 (0) em (0,1) é Ay,

que possui multiplicidade algébrica 1 (Ver Teorema A.5). Assim,
i(F(A,),0)=(-1P=(-1)'==1, VAeJ, A >A,.

Pelas consideracdes acima, provamos mudanca de indice. Portanto, A € ponto de bifurcacdo
de F(A,u) = 0 a partir da solugao trivial.
[

Observagdo 3.1. Com a Proposi¢do anterior vimos que héd ponto de bifurcacdo, porém este
resultado ndo nos dé o sinal das solugdes. Como estamos interessados em obter solucoes

positivas para o problema (P), teremos que contornar tal dificuldade.

3.2 Bifurcacao de solucoes positivas

Nesta se¢do, apresentaremos um resultado de bifurcagdo a partir da solugao trivial para o
problema (P) que fornecera soluc¢des positivas. Com este objetivo, definamos uma fungao

auxiliar f, dada por

- ) flx,s) ses>0,
f(x,s)—{ 0 ses <0,

e consideremos o seguinte problema

-M (/ ]Vu|2) Au=Af(x,u) emQ,
Q
u=>0 sobre dQ.

(P)
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De agora em diante, vamos considerar F o operador de Nemytskii, associado a f(x, u). Note

que se u > 0 entdo
F(u) = F(u). (3.6)
Além disso, adotaremos
F(A,u) =u—AT (u),
L(F(u))
onde 7 (u) = (—
W= Ml

(P') sdo solugdes positivas do problema (P).

> . A proposicao abaixo nos diz que as solucdes fracas do problema

Proposicdo 3.3. Se u € Hy (Q) ¢é solucdo fraca de (P') entdo, u> 0 q.t.p em Q.

Demonstragdo. Suponha que u € Hj (Q) é solugdo fraca de (P'). Entdo u verifica

[vivo— AL v i

Tomemos agora ¢ = u~ . Assim, temos que

A/_ J—
/ VuVu = / Lu);
M({[u")
Recordando que Vu = Vu™ — Vi, e substituindo essa informacio na equacio acima, obte-

mos que

N Af(x,u)u™
/(VLPL—VM YVu _/W

Sabendo que Vu"Vu™ =0 g.t.p em Q e que mo < M(||ul|*), tem-se que,
_ 2 _ —
—mwuHZZ—MUWHWuHZZA/f@mW
Segue diretamente da defini¢do de f(x,u) e de u~ que f(x,u)u” =0 g.t.p em Q. Logo,

/]_‘(x,u)u_ =0
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u~||? < 0. Mas isso implica que ||lu~|| = 0 e, portanto, u~ = 0 g.t.p em Q. Deste

Assim,
modo, u > 0 g.t.p em Q.
[

Observagdo 3.2. Note que, com tal mudanca, o operador 7" perde a diferenciabilidade na
origem. Diante disso, ndo podemos usar os resultados de indice expostos no primeiro capitulo.
Porém, conseguimos ainda obter mudancgas de indices e usar os resultados de bifurcacdo do
Capitulo 2.

No que segue, vamos apresentar alguns resultados que garantem mudancas de indices.
Ressaltamos que os proximos Lemas sdo inspirados nos trabalhos de Ambrosseti € Hess [6]
e de Arcoya, Carmona e Pellacci [8].

Comegamos com o seguinte resultado

Lema 3.1. SejaJ C R" um intervalo compacto tal que Ay ¢ J. Entdo, existe um & > 0 tal

que
F(A,u)#0 Yuc E,0< |lul| <8, VA €.

Demonstragdo. Suponhamos, por contradicdo, que isto ndo seja verdade. Assim, tomando
0 = 1/n existem uma sequéncia u, € E, tal que |lu,||z < 1/n e, (4,) C J, satisfazendo,
F(Ap,uy) =0, isto é,

A L(F
= L(uz”)) (3.7)
M (| ]|)
Como (A4,) C J, podemos supor que, a menos de subsequéncia,
An — A (3.8)

Pela definicao do operador L = (—A)_l, obtemos de (3.7) que

A‘nf(xa un)
M(||un]|?)
u, =0 sobre dQ.

—Au, = em Q,

Note que, pela Proposicao 3.3, temos u,, > 0 em Q. Assim, como observado em (3.6),
F(un) = F(u,). Agora defina

Up

[[utn| £

Vi
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Substituindo u, = v, ||u,||; em (3.7), obtemos a seguinte igualdade

AnF (1) )
vy =L . (3.9)
(M(Hunllz) llunll g

Mostraremos agora que F (i) /M(||un]|*) ||t | z € limitada em C(Q). De fato, sabemos que
a(x) = D} f(x,0) > 0. Por outro lado, como

Dzj_f(xa O) — lim f(xvs) _f(x’ 0),

s—0t S
a hipétese (f1) nos garante que,
a(x) = lim i) >0
s—0t S

Desde que x € Q. o limite acima é uniforme em x. Assim, pela defini¢ao de limite, temos

que para todo € > 0 existe um 0 > 0 (que ndo depende de x), tal que se 0 < s < J entdo

’f(x’s)—a(x)‘ < ¢

S

é’@ —lax)] < €
j’f();’s)‘ < e+a(x).

Fixado € > 0, por exemplo € = 1, existe um §(1) > 0, tal que
0<s<d=|f(x,5)] <(1+alx))]s|. (3.10)
Como ||u,||z — O, para n suficiente grande, tem-se que

[l = sup |un ()] 4 sup [Vitn (x)| < 8. (3.11)
o Q

De (3.10) e (3.11), concluimos que para n suficientemente grande a seguinte desigualdade

ocorre

|F O un ()] < (14a(x)) luy(x)| Vx € Q.
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Portanto,

Fnl)| )y w1
A 7T P TP TP

Mas, como my < M(s) para todo s > 0 temos

FuDl L1
) fanlp g

Deste modo estd provada a afirmacdo. Agora, sabendo que o operador L é compacto,
retornando a equacdo (3.9), temos que v, converge a menos de subsequéncia em E, digamos

Vp — 7, (3.12)

comv>0em Qe ||v]|; = 1. Além disso, perceba que

F ) DifOw o),
(o))l M(O) )

Com efeito, como vimos u, > 0 e portanto F(u,) = f(x,u,) é diferencidvel. Assim, temos

que
F)=F (0Ww+r(v),

com

), quando [|v]], — 0. (3.13)

IVl

Em particular, tomando v = u,, e dividindo a igualdade acima por M (||ul|*) ||u|
que F’(0) = D f(x,0) segue que

> € lembrando

*F(un) _ D;_f(x,())un 4 r(”n)
M([lun|®) ltall g MUl l*) tall g M2l *) ]

Lembrando que v, = uy/ ||u,||, a igualdade acima pode ser reescrita como

f(un) :Dljf(xvo)vn_i_ r(un) .
M([lun]*) lluall - Mall®) M tal|) [t |
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Passando a expressdo acima ao limite com n — oo e utilizando (3.12) concluimos que

7 i) DifOw o c@),
(o))l M(O) )

Assim, passando a equacdo (3.9) ao limite, e usando as convergéncias (3.8) e (3.12) obtemos

que

:L(m>
M(0)

e pela defini¢do do operador L, isso € equivalente a
_ AD{ f(x,0)%

AV =
R 7T0)
v=0 sobre 0Q.

em Q,

Como v > 0ev# 0, isso implica que A € J é autovalor principal do problema (3.5). Pela
unicidade deste autovalor A = A;, mas isso é uma contradicdo, pois por hipétese A ¢J.
]

Do Lema 3.1 é possivel calcular o indice de F(A,.) para A < A;. Precisamente temos o

seguinte resultado.
Corolario 3.1. Para cada A € [0,A), temos que i(F(A,-),B,(0),0) = 1.

Demonstragéo. Fixemos A € [0,A1) e considere J = [0,4]. Defina também a seguinte
homotopia 4 : [0, 1] x B,(0) — E dada por

tAL(F (u))

h(t,u) = M—W.

Aplicando o Lema 3.1 para o intervalo J, temos que existe um o > 0, tal que

L OAL(Fw)

#0, YucE, Vt€l0,1], VA€,
M(|lu]l?)

com 0 < [ju]| < 8. Note que, isso nos diz que & é admissivel, isto é, 0 ¢ (h(t,.))(dB(0))
onde r € (0,8), e que 0 é solugdo isolada. Desta forma, da invaridncia homotdpica, segue

que
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Como 0 € solugdo isolada, temos que
i(F(A,-),Br(0),0) = 1.

O
Para calcular o indice no caso em que A > A1, precisamos do seguinte Lema auxiliar.

Lema 3.2. Seja A > A. Entdo, existe § > 0 tal que
F(Au)#11, ¥1>0 e 0<|ullp<6.

Demonstracdo. Suponhamos, por contradi¢do, que isso ndo ocorra. Tomando & = 1/n
existem u, € E e 7, > 0 tais que ||u,||z < 1/ne

AL(F (up))
Uy = ————=—= 4+ 7,0;. (3.14)
M([w?)

Novamente usando a defini¢ao do operador L, obtemos que

A?(%”n)
Ay = 2 e e em Q,
M) (3.15)

u, =0 sobre dQ.

Seguindo a demonstragdo da Proposi¢do 3.3, concluimos que u,, > 0. Por outro lado,
definindo v, = u,/ ||uy|| com n > 1, obtemos que u, = v, ||u,||. Substituindo a expressdo

obtida de u, na equacgdo (3.15), segue que

AL(F(u,))
M (1) ]

+Tn(P1-

n:

Note que, (v,) é limitada em Hg (). Como H} (Q) é reflexivo, a menos de subsequéncia,

temos que
v, —v em Hj(Q).
Porém, HO1 (Q) estd imerso compactamente em L’Z(Q) (ver Teorema A.8) logo,

vy, —v em L3(Q).
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Afirmamos que 7,/ ||u,|| é limitada. De fato, tomando ¢; como fung@o teste em (3.15) e

substituindo na formulacao fraca, segue que

2
/anqul :/ lf(ugypl +/MWP1. (3.16)
M (Jlun|7) [l leen

Por outro lado, sabemos que [|¢1 | 20y =1¢

/anV(pl :/vn(—A(pl) :/vnll(pl.

Substituindo essas informacdes em (3.2) e dividindo por Ay, segue que

Tn A / F(un) @
— = [ V1 — — .
uan| / P72 ) Ml P) Tl

Assim,
lim sup L lim sup / vn(pl—i / ]:(unz) La!
oo ||ttn]| n—eo A S M (||| [
< timsup [ vyg) — 2 liminf / > (”"Z)‘Pl . (3.17)
n—oo Ao S M (||| [

Usando a continuidade de (-,-) e que v, — v em £>(Q) segue que

n—yoo n—oo

limsup [ v, = <limsupvn,(p1> = (v, ) = /v(p1 (3.18)

Para o segundo termo da desigualdade (3.17), queremos usar o Lema de Fatou (Teorema
A.2). Note que F(un)/M(||un|?) ||un]|, € uma sequéncia de fungdes ndo negativas. Devemos
apenas mostrar que F (u,) > 0, pois M (||up||?) ||un|| > 0. De fato, como u, — 0 em E tem-se
que dado § > 0 para n suficientemente grande, 0 < u,(x) < 8, para todo x € Q. Por outro

lado, como
a(x) = D, f(x,0) >0,

e f(x,0) =0, existe & > 0 tal que, para todo s € (0, ), f(x,s) > 0. Logo, para n suficiente-

mente grande

F(un) = f(x,un(x)) >0,
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como queriamos demonstrar. Andlogo ao Lema 3.1, temos que

F(up) a(x)v
M(lenl) ]l M(O)

em C(Q).

Assim, usando o Lema de Fatou (Teorema A.2) e a convergéncia (3.2), (3.17) nos fornece

que

| 7, A [alver
limsu < /v ——/ < 400
P I IS P B V()

Portanto, temos que 7,/ ||u,|| € de fato limitada. Defina agora, z, = u,/ ||u,||;. Note que

T,/ ||un|| ; também é limitada em Hg (Q), pois E estd imerso em H) (Q). Da,
lunl| < Cllunl|

€ portanto

Tn <c Tn < oo

Deste modo existe T > 0 tal que a menos de subsequéncia
T/ ||unllp — 7°

Dividindo a equagéo (3.14) por ||u, ||, obtemos que

M(||un[1*) ltnll ) Motnll

Como, AF (un) /M (||un|*) llunllz € Ta@1/ ||unl|g sdo limitadas em C(Q), segue da compa-

cidade do operador L que, a menos de subsequéncia, z, converge, digamos z, — zem E.

Portanto, usando a definicao de L segue que

—Az, = /l}"gun) +Tnl](p1 em Q,
M([[un]|*) lunll g Munll (3.19)

vp =0 sobre Q.
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Agora, tomando ¢, como fungdo teste e substituindo na formulagao fraca do problema acima,

tem-se que

([l 1) [l | leanll

Queremos passar ao limite a igualdade acima, entdo justificaremos cada passagem. Inicial-

mente note que,
/ Vi,VP, / VIV, (3.21)

Com efeito, como z, — zem E e E < HE(Q), temos que z, — z em HJ (Q). Portanto, segue
da continuidade do produto interno (-, -) que

/VznVEI — /VzV@l.
Andlogo ao que fora feito no Lema 3.1, segue que

Fu)oi _ alozlx)er

=g(x) em C(Q
QoD e, Mo 5 @)

gn(x) = Y

e, portanto converge g.t.p em . A convergéncia uniforme acima implica que para todo

€ > 0, existe ng € N tal que

lgn(x) —g(¥)| < &
gnlx) < e+lglx)| € LN(Q)

Portanto, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (Teorema A.1), segue que

AF (un)P1 A .
/M(“unHz)“”nHE - M(O)/ (x)2@, (3.22)

Desta forma, passando a igualdade (3.20) ao limite e utilizando 7,/ ||u,||z — 7", (3.21) e
(3.22), obtemos que

/VZVW = A%/a(x)z(m +r*/@<p
A

v
—
Q
=
I
5|
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Por outro lado, usando integracdo por partes:

[ m©)vevgr = [ M) (-570) = [ Matx)re
Entao,
Ay /a(x)ﬁz > l/a(x)zﬁ.
Como / a(x)z@; # 0 isto implica que, A; > A. Mas, isso é uma contradi¢do pois A > Aj.

]

Do Lema 3.2 podemos calcular o indice para A > A|. Mais precisamente segue o seguinte

resultado.
Coroléario 3.2. Para A > Ay, i(F(A,-),B,(0),0) =0.

Demonstracdo. Consideremos 0 < r < 9, onde 0 é o mesmo do Lema 3.2. Seja também a
homotopia & : [0, 1] x B,(0) — E dada por

h(t,u) =F(A,u)—tTQ;.

Note que, a homotopia é admissivel em [0, 1] X B,(0). Além disso, o Lema anterior nos diz

h(1,.) # 0 para todo u € B,(0). Portanto, segue da invaridncia homotépica do grau que
d(F(A,.),B(0),0) =d(h(1,-),B,(0),0) =0.
Consequentemente,
i(F(A,.),B,(0),0) =0.

]

Munidos dos resultados acima, foi possivel provar mudangas de indices. Assim, estamos
aptos a provar o seguinte resultado que garante a existéncia de um continuum de solugdes

positivas que emana da solucdo trivial.

Teorema 3.1. Se as hipdteses (f1), (f2) e (My) sdo satisfeitas, entdo A = M(0)A[a] € um
ponto de bifurcagdo a partir da solugdo trivial e de solucdes positivas para o problema (P).

Além disso, uma componente ilimitada € C (0,00) X E emana de (A1,0).
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Demonstragdo. Como T € um operador compacto, pelos corolarios anteriores, temos que
h4 uma mudanga de indice em A = A;. Assim, pelo Coroldrio 2.2, temos que (A1,0) é um
ponto de bifurcacdo e segue que a componente que emana de (A,0) é ilimitada em R x E
ou existe A; € X\ {A; }tal que (4;,0) € €. Provaremos que ndo existe A; € £\ {A;} tal que
(A1,0) € €. De fato, suponhamos por contradi¢io que isto ocorre. Entdo, existe (A, u,) tal
que (Ay,u,) — (A1,0) e além disso,

_ AL(F ()
M([lu] )

n

Defina agora v, = uy/ ||u,|| ;. Entdo, substituindo u, = v, ||u,||; na equacdo acima obtemos
que

Dl (F ()
M([lun|*) 1|

n:

Agora procedendo com as contas feitas no Lema 3.1 obtemos uma contradi¢do. Portanto, a
componente que emana de (Aj,0) é ilimitada. Para finalizar a demonstragdo vamos mostrar
que € C (0,00) x E. Com efeito, a equagdo (P) com A = 0 se reduz a

~M(||u|H)Au=0 em Q,

u=20 sobre Q.
Desde que M(||u||*) > 0, obtemos que o problema acima possui apenas a solugdo trivial.
Portanto, € ndo pode cruzar o eixo A = 0. Logo, € C (0,) X E. O]

3.3 Bifurcacao No Infinito

Aqui estaremos concentrados em apresentar os resultados de bifurcagc@o no infinito. Para isso,
ndo precisamos criar uma teoria, como foi feito no Capitulo 2, basta fazer uma mudancga de
varidvel e aplicar, por exemplo, o Corolério 2.2. Vamos seguir os passos da se¢do anterior, ou
seja, iremos provar mudancas de indices. Destacamos que para os Lemas 3.3 e 3.4 usamos
argumentos inspirados pelos trabalhos Ambrosseti e Hess [6] e Arcoya, Carmona e Pellacci
[8], respectivamente.

Primeiramente vamos tornar preciso o conceito de bifurcacdo a partir do infinito. Considere-
mos E; espago de Banach
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Definic¢do 3.1. Dizemos que L™ € R é um ponto de bifurcacdo do infinito para F(A,u) = 0,

se existe uma sequéncia (Ay,u,) € R X E| tais que F (A,,u,) =0,
*
)vn_>l y € Hu”lHEl — .
A partir de agora vamos considerar,
F(Au)=u—ATu,

com 7 sendo o operador compacto da se¢do anterior. A seguinte mudanga de varidvel que

serd de suma importancia ao longo desta secao,
u
z=——>, u#0
lull&

Logo, temos que

F(A,u) =0 2= lZAAT <L2> —0,
oy & el
z# 0.

Portanto, se definirmos F : R x E; — E dada por

Z
- 2= [ellzAT [ =5 | sez#0,
F(A,2) = ET\ ez

0 se z=0,

vale o seguinte resultado que relaciona de certa forma bifurcacdo na origem com a bifurcagdo

no infinito apés uma mudanca de varidvel.

Proposicao 3.4. Assumindo que F : R X E — E dada por F(A,u) = u— AT (u). Temos que
A € R é ponto de bifurcagdo a partir do infinito de F(A,u) = 0 se, e somente se, A é ponto
de bifurcacdo a partir da solugdo trivial de F(A,z) = 0.

Demonstracdo. Iniciamos observando que valem as seguintes equivaléncias: A. € ponto de
bifurcagdo do infinito de F (A, u) = 0 se, e somente se, existe uma sequéncia (A,,u,) € R X E;
tais que

F(Ap,uy) =0, Vn
u, # 0.
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2 .. )
%> conforme o comentdrio acima, temos

Fazendo agora a mudanga de varidvel z, = u,/ ||uy|
que (3.23) é equivalente a
F(Au,z0) =0, Vn
()Lﬂv HZHHE) - (A’wao)v
Zn 7é Oa

0 que é equivalente a dizer que A, € ponto de bifurcagdo a partir da origem para F (A, u) = 0.
[

Como mencionado no inicio desta se¢@o, provaremos mudangas de indices considerando
a mudanca de varidvel apresentada acima. Aqui, serd necessario utilizar a hipdtese (M.).

E comegamos com o seguinte resultado.

Lema 3.3. Assuma (M..) e seja J C RY um intervalo compacto com A.. ¢ J. Entdo, existe

um numero real R > 0 tal que,

F(A,u) #0 Yu € E;

ul| >R, VA €.

Demonstracdo. Suponhamos, por contradi¢do, que isto ndo ocorre. Entdo, existem (u,) C E
com |[uy||p — +ooem E e (A,) C J tais que, F(A,,u,) = 0. Isto &,

_AaL(Fl) _

M(lun 1)

Como J é compacto, podemos assumir que, a menos de subsequéncia, A, — A em J. Ana-
logamente ao que foi efetuado na secao anterior, temos pela Proposicao 3.3 que u,, > 0 em

Q. Defina v, = uy,/ ||uy|| g Isto implica que u, = v, ||uy||; . Substituindo na equagdo acima

Vp = AL ( }—(Zn) ) )
M(|[un|”) [lun

F(un)
M([Junl*) el

obtemos que

Afirmamos que

¢ limitada em C(Q). De fato, usando a hipétese (f>) e a defini¢do de v, obtemos que

F(up) _ Anb(X)uy + g (x, 1y (x)) _ Anb(x)vy Ang(x,un(x))
M(J|utn ) ([t 2 M(||un)?) [l 2 M(J|unll?)  M(J|a]l?) [z
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Pela hipétese (M..), 1/M(||u,|*) é limitada. Além disso, (v,) ¢ limitada em C(Q) pois

||”n||0 ||”n||0
v Ho = = = 1.
O unllg ~ Nuallo
Resta-nos mostrar, entao, que,
g(x, un(x))
[unl

é limitada em C(Q). De fato isso ocorre, pois pela hipdtese (f>) temos que, para todo € > 0,
existe A > 0, tal que

lg(x,s)| < gls|, Vs>A, VxeQ.

Além disso, como g é regular podemos tomar c = max |g(x,s)|. Logo,
x€Qx[0,A]

lg(x,s)| <c, VxeQ, se[0,A].
Assim, das duas desigualdades acima, obtemos que
lg(x,s)| < €ls|+c VxeQ, s>0.
Em particular,
|g(x, un (x))] < €un(x) +c.
Dividindo a desigualdade acima por ||u, ||z, obtém-se a seguinte expressao

| g% un (%)) |

<&+ o—
|

an]| "

e nossa afirmacao segue pois, v, é limitada em C(Q).

Da compacidade do operador L, concluimos que, a menos de subsequéncia, v,, converge.

Digamos v, — vem E. Como, ||v,]| =1e v, > 0segue que ||[V||; =1e7v>0em Q. Além

disso, notemos o seguinte

L ( Db}, zng<x,un<x>>> | (324

V, =
" M(||un ) e
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Novamente pela definicao do operador L temos

by — Anb(x)vy, N Ang(x,up(x)) 7

M([[unl?) M (JJa]l) 10l
v=0 sobre dQ.

Assim, para toda ¢ € H(} segue que

A g(x,un(x))o
Vv,V = ——— Vi . 3.25
J 50 = st J e+ HunH il (329

Queremos agora, passar a igualdade acima ao limite. Inicialmente note que andlogo ao que

fora feito no Lema 3.2 tem-se que

/anV(]) — /VVV(Z), quando n — oo,

Similarmente, vale que

/b(x)vn(]) — /b(x)v¢), quando n — oo.
Afirmamos que

/ﬁ%%@D

— 0, quando n — oo.
]l

Com efeito, segue que

—|g(x,un(x))|§8vn+_c §8+—c EEI(Q).
Jual foalle =" Tl

Por outro lado, para cada x € Q, se u,(x) for limitada tem-se que g(x, u,(x)) também &, ou

seja, existe K > 0 tal que g(x,u,(x)) < K. Como ||u,||; — e em E temos que

|8 (x, un ()|
lunlle — llunllg

— 0 quando n — oo.

Agora, caso uy(x) ndo seja limitada, existe uma subsequéncia uy;(x) — . Deste modo,
podemos supor u,,(x) # 0. Assim, usando a hipétese (f2) e que v, — v temos que

g(x, un;(x)) _ 8(x, un; (x) Jutn, _ 8 (X, tn; (X))Vn; — 0 quando n — o0

Hu”j”E u"j”u"jHE Un;
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Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.1) segue a
nossa afirmacao.

Logo, usando as convergéncias acima, a hipétese (M) e que A, — A, podemos passar a
igualdade (3.25) ao limite a menos de subsequéncia, e obtemos que

A
/ Vive = - / b(x)79.
Isto €, v € solucdo fraca do seguinte problema

—M..AV = Ab(x)¥ em Q,
v=0 sobre dQ.

Assim, como v > 0 e v # 0 segue da unicidade do autovalor principal que A = Ao, contradi-

zendo nossa hipoétese. [

Como consequéncia do resultado acima, segue o seguinte Corolario que nos fornece o
valor do indice para A < A.

Corolario 3.3. Para A € (0,A.), i(F(A,-),0) = 1.

Demonstragdo. Consideremos J = [0,A]. Pelo Lema anterior, temos que existe R > 0 tal
que, para todo 7 € [0, 1],
L(F ()

u— =)
M(||u]|?)

para todo u € E com ||u|| > R. Defina, z = u/ ||u||% com u # 0 entdo obtemos que u = z/ ||z|| %
e substituindo essa expressdo na igualdade acima, segue que

N 3 L(# ()

- £0=z—1]zl} A
[z M) M ([ulP)

0,

para todo z € E com 0 < ||z||; < R™', para todo ¢ € [0,1]. Assim, definindo a seguinte
homotopia & : [0, 1] x B¢(0) — E dada por
L (7 (52))
Iz

h(t,u) =z—1t 2|32 A
BT M(||ul?)

70,
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temos para 0 < € < R7! que a homotopia € admissivel e o Lema acima nos diz que 0 é

solugdo isolada. Segue entdo da invariancia homotdpica do grau que
d(F(A,u),Be(0),0) =d(I1,B¢(0),0) = 1.
Consequentemente,

iF(A,u),0)=1 YA€ (0,A).

Por outro lado, temos também os seguintes resultados.

Lema 3.4. Assuma (M) e suponha que A > Aw. Entdo, existe um R > 0 com a seguinte

propriedade
F(Au)# 1@, YueE; |u|ly >R, VT>0.

Demonstrag¢do. Suponhamos, por contradi¢do, que isso ndo ocorra. Entdo, existem (u,) C E,
e (7,) C R tais que

F()L,I/tn) =701, Tn >0e ||unH —> 0.

Em particular,

CAFw)
" M)

Pela definicdo do operador L, segue que

7(.7()6, I/tn)
=2 47,A Q,
M{|lun|P) 1o em (3.26)

u, =0 sobre dQ.

Un

Pela Proposi¢ado 3.3, u, > 0. Além disso, segue do Teorema De Giorgi-Stampacchi (ver [25,
Theorem 7.3]) e [15, 13 Theorem II]) mais regularidade eliptica (Teorema A.6) que ||uy, || — .
Defina agora z, = u,/ |[u,||. Assim, da limita¢io de z, em Hj (Q) e da reflexibilidade de
H} (Q) temos que

Zn —z em H}(Q)



76 Um Problema Eliptico do Tipo Kirchhoff

com z > 0. Tomando agora ¢/ ||u,|| como fung¢do teste e substituindo na formulagéo fraca
de (3.26) obtemos que

\YJ " WA
//11Zn§01=/VMn ¢ _ f(x,up) (Pl T, M o2.

uan | HunH Tl Toa

Dividindo a equagdo acima por A; e lembrando que ||@; || -2 = 1, tem-se que

fx,un) Q1 T,
ZnP1 = / —+ .
t/“ MM ( HunH 14| 14|

Afirmamos que 7,/ ||u,|| é limitada. De fato, notemos que

Tn fxun 901 / /|fxun (P1|
Zn Zn —+ .
[leeall / O M Hunn / it e AM( ||un|| it

Lembrando que f(x,u,) = b(x)u, + g(x,u,), nés temos que

|g(x, tn) @1
< [ e | + —/| )| +
| nH </ MM ([l ) AaM(| \unu i

Analogamente ao Lema 3.3 prova-se que g(x,u,)/ ||uy|| é limitada em C(Q). Por outro

lado, usando a hipétese (M) temos que 1/M(||un||?) < 1/mo. Além disso, b > 0 é regular,
portanto, limitada. Deste modo, usando a desigualdade de Holder (Teorema A.1), || @1 2 =1

e, a limita¢do de g(x,uy)/ ||un||, b € z,. Obtemos uma constante K tal que

Tn

1an |

<K.

Assim, a menos de subsequéncia, T,/ ||u,|| — T° com ™ > 0. Tomando agora (z, —z)/ ||ux||

como fungdo teste em (3.26) e substituindo na formulacio fraca obtemos que

— T,
/VZHV(Zn— /fx Jun)(zn z)+ A /<P1(Zn
|unH |2t | |24

Subtraindo na igualdade acima a seguinte expressao / VzV(z, — z) obtemos que

X u —Z T,
|20 —2|I* = UL ) /@M@—%%j/vﬂﬂ@—Z)
||un|| ||un|| [[utn |
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Novamente substituindo a expressdo de f(x,u,) segue que

A X,up)(2n — 2
ol = i [Pt [ )

M({[unll !unH o

T,
+ —"/wl(zn—z)—/VzV Zn—2)
[t |

Usando a limitagdo de b, g(x,up)/ ||un||, Tn/ ||un|| € a hipétese (M) adquirimos o seguinte

A A
lza—zl> < —1bllg [ |zallzn—2l + K1 [ |za—2|+K [ @1|za—2] (327
mg mo

/VZV(Zn —2),

onde K| = €v,, + ¢/ ||u,|. Como z, — zem H} (Q) e H (Q) estd imerso compactamente em

L£%(Q) (ver Teorema A.8) concluimos que
2 — 2z em L2(Q).

Assim, usando a desigualdade de Holder (Teorema A.1), valem as seguintes igualdades

. A
iim 2K [Jal =< =0, Jim [o1kn—cl=0 ¢ lim 2k [ls—d| =0

n—oo 1M,

Note também que

lim VZV(Z}'L — Z) = nlglolo<zvzi’l - Z> =0.

n—oo
Portanto, passando o limite n — o0 em (3.27) e utilizando as convergéncias anteriores con-
cluimos que

lim ||z, —z]* =0,
n—oo

ou seja, z, — z em Hj (Q).
Andlogo ao que foi feito no Lema 3.3 pode-se provar que

8(x up (x))
[t |

— 0, g.t.pem Q.
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Tomando como fungio teste v/ ||u,|| em (3.26) e substituindo na formulagdo fraca obtemos

/ v _/lb‘ ZnV / Ag(x,uy)v +/7L11n(P1V W € HL(Q).
u

)~/ M) ] [an|

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, as convergéncias acima de-

monstradas e a hipétese (M..) segue que

/ VzVv = lim [ Vz,Vv = lim ( / Ab(x)z”zv + / ’Ig(x’zu L / MTMV)
ntoen ==\ M) Mol ) ol el
/lb «
— Yy / Ty Yy € HY(Q). (3.28)

Ou seja, z € solucao fraca da seguinte equagao

—MoAz = Ab(x)z+MoT A1) em Q,
z=0 sobre 0Q.

Tomando ¥ = v em (3.28) e utilizando uma integragcdo por partes segue que,

/ MoAyz = / ViV — / Ab(x)zy + ° / Mooy > A / b(x)2y

Por outro lado, pela defini¢do de y, temos que

—MoAY = Ab(x)y em Q,
y=0 sobre dQ.

Assim,

Am/b(x)zl[/ > l/b(x)zl//

Uma vez que / b(x)zy # 0, isto implica que,
A > A.

O que € uma contradi¢do com nossa hipoétese.
]

Como consequéncia do Lema acima, conseguimos calcular o indice para A > A.. Mais

precisamente
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Corolario 3.4. Para A > A, i(F(A,-),0) = 0.

Demonstragdo. De fato, pelo Lema acima sabemos que existe R > 0 tal que

2
F(l7u)%f||MHE(p1a
para todo u € E com |jul|; > R, et € [0,1]. Isto é,

L(F(u)) 2
Uu—A——==- u .
M(||u?) 7 elellz o

Defina z = u/ ||ul|%, entdo obtemos que u = z/||z||% e ||u||* = 1/||z]|%. Substituindo essas

expressdes na equacao acima, obtemos que

L(F(z/ |IzllE)
M(|Jul]®)

L £, |
e a7l - R P Y

— # TQ].
lzll M(ul®) " [lzllE

Defina agora a seguinte homotopia, % : [0, 1] X B¢(0) — E dada por

2
ht,2) = 2— 12|12 %/LHE) .

para todo 0 < ||z]|z < R™!, e para todo € [0, 1]. Assim, nds temos que & é admissivel em
[0,1] x B¢(0), com € € (0,R™") pois, o Lema acima nos mostra que A(z,.) # 0 para todo
7 € dB¢(0). Segue assim da invaridncia homotdpica do grau que

d(F(A,),B¢(0),0) =d(h(1,.),B¢(0),0) = 0.
Consequentemente,
i(F(A,u),0)=0.

]

Munidos destes resultados conseguimos provocar mudangas de indices, assim como
destacado no inicio desta se¢@o podemos entdo provar o principal resultado desta secdo. Que

nos diz que Ao € ponto de bifurcagdo do infinito, € que emana um continuum deste ponto.

Teorema 3.2. Assuma (f>) e (Mw). Entdo, Aw = MwoAy[b] é um ponto de bifurca¢do do
infinito de solugdes positivas para o problema (P). Além disso, uma componente ilimitada
Coo C (0,00) X E emana de (Aco, o).
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Demonstragdo. Vamos provar que Ao € ponto de bifurcag@o no infinito. De fato, seja

L(F (u))

FAu)=u—-ATu=u—A———5-
M(|lull?)

Como fora feito no inicio desta se¢io, definindo z = u/ ||u||% obtemos que,

2
P — - AT [ 2 >: e BEG Dzl
o) == el (HZH%E AR )

provocamos com os Coroldrios 3.3 e 3.4 mudancgas de indice para o operador modificado
via mudancga de varidvel e assim, temos que A é ponto de bifurcacdo a partir da solugao
trivial para F(A,u) = 0. Além disso, a partir de (Aw,0) emana um continuum de solugdes
positivas ¢’. Consequentemente, pela Proposigio 3.4 segue que A.. é ponto de bifurcagio
no infinito para o problema original. E, o continuum € = {(A,u) : u=z/||z|* (A,u) € ¢’}
¢ um continuum ilimitado de F que emana de (A,). Analogamente, ao que foi feito no
Teorema 3.1, segue que €., C (0,+00) X E.

]

Adeptos dos Teoremas acimas demonstrados estamos aptos a provar o seguinte resultado

central deste capitulo que serd provado na se¢do abaixo.

3.4 Aplicacoes

O principal objetivo dessa secdo, € apresentar alguns exemplos considerando a ndo linearidade
f e alguns resultados que dependem do comportamento da fungdo M. Mais especificamente,
vamos estudar o comportamento global dos continuos obtidos na Se¢do anterior e, conse-
quentemente, obter resultados de existéncia de solucdes positivas para certos valores de

A.

Nos proximos resultados usaremos a seguinte convengao.

Observagdo 3.3. Dado um continuum € de solucdes de (P) e A € R. Dizemos que € encontra
(A, +o0) se existe uma sequéncia (A,,u,) € € tal que (Ay, |lunllz) — (A, +o0).

Dos Teoremas 3.1 e 3.2 segue o seguinte resultado que fornece diferentes bifurcacdes

globais dependendo do comportamento de M.

Teorema 3.3. Sejam (f1), (f2), (M1) e considere € o ramo de solucées positivas do problema
(P) bifurcando de (A1,0) obtido no Teorema 3.1.

(i) Se a condicdes (M) e (f3) também forem satisfeitas, entdo € encontra (Ae,+o0).
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(ii) Se tli_>m M(t) = oo entdo a proje¢do de € no eixo A é um intervalo ilimitado [l,+e0) com
[ <A

Demonstracdo. Vamos inicialmente provar (i).

Pelos Teoremas 3.1 e 3.2, sabemos que existem um ramo € ilimitado bifurcando de
(A1,0), bem como um ramo &, bifurcando de (Aw,o0). Lembrando que (4,u) € € implica
que A > 0. Assim, para concluirmos a prova de (i) devemos mostrar que ndo existe solugdes

positivas para o problema (P) para A > 1 mais especificamente para
A > l]]\_l/ K,

onde M = supM(t). Pois, sabendo que o problema (P) ndo tem solugdes positivas para
>0

A > 1 entdo, existe um A tal que € C (0,1) x E, isso implica que € é ilimitado na |||,
entio existe (A, u,) € € com A, — A € ||uy||p — 0. Como A.. é 0 tinico ponto de bifurcacio
a partir do infinito para (P) segue que Ac = A. Portanto, € encontra (Ao, 4-00).

Vamos entdo provar a afirmag¢do. Suponha que (A,u) é uma solucdo positiva para o

problema (P). Tomando ¢ como uma fungio teste, obtemos que

2 [ o1f ) = —M(lul) [ Vorvu=mm(ul?) [ o
Pela hipdtese (M), temos que a fungdo M é limitada superiormente. Assim, definindo

M = supM(t), nés temos que
>0

l/(plf(x,u) < /111\7/<p1u.

Agora utilizando a hipétese ( f3), obtemos que

lk/(plugl/q)lf(x,u) S)LlM/(plu,

com a primeira desigualdade sendo estrita, a menos que f(x,s) = ks. Isto implica entdo que

~|%
S

A< . (3.29)

Observe novamente que desigualdade € estrita, a menos que f(x,s) = ks. Assim, finalizamos
a prova de ().

Provaremos agora (if). Para isso, afirmamos que se lim M(t) = —+eo, entdo ndo ha bifurcagio
t—o0
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a partir do infinito. Para tanto, mostraremos uma estimativa a priori para cada solucao positiva
de (P).
Comegaremos provando a seguinte afirmacdo. Segue da hipétese (f2) que existe um
K > 0 tal que
flx,s) <Ks Vs>0. (3.30)

De fato, sabemos desta hipétese que

fx,s) =b(x)s+g(x,s) = (b(x) + M) s, (3.31)

S

com lim g(x,s)/s = 0. Em particular, dado € > 0 existe A > 0 tal que
§—yo0

lg(x,s)| <es Vs>A VxeQ. (3.32)
Combinando (3.31) e (3.32), para s > A, temos a seguinte estimativa
flx,8) < ([Ibllo+€)s- (3.33)
Além disso, temos que
Df{(x,0) = b(x) + g (x,0) < C1,

onde C; = ||b||y+ Hg;r(-,O)HO. Ou seja,

- fxs)
Df(x,0) = lim —~ < ().
fs ()C ) sil(l)l*' S !
Isso implica que
|f (x,5)] < Cis, (3.34)
sempre que 0 < s < 8. Agora definindo, C; = max _ f(x,s)/s, temos que
s€[8,A], x€Q
f“”g@,%e@ﬂ,%eﬁ. (3.35)

S

Logo, tomando K = max{C,Cy, ||b||,+ €} e s = u, obtemos (3.30). Seguindo a demons-

tracdo, provaremos agora a estimativa a priori. Seja A > 0 e assuma que u € Cé (Q) é uma
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solug@o positiva para A. Tomando u como fungdo teste, obtemos que
M(||ul|) [al® = M) [ [Vul* =2 [ f(xu) (3.36)
u u u u f(x,u)u, .
Assim, usando (3.30), (3.36) pode ser reescrita como
2 2
M)l < 2K [ 2

Segue da caracterizagdo variacional do primeiro autovalor (Teorema A.5) que,

[ )
o A
Logo,
2 2 1 2
M(J|a]|”) ull SM()L—HMH :
1
Isto é,
AK
2
M(ul?) < 5=
1

Agora, como por hipétese tlim M(t) = oo, temos que existe C; > 0 tal que
—o0

[u])* < Cy. (3.37)

Além disso, por regularidade eliptica temos que u também € limitada em E. De fato, pelo

Teorema De Giorgi-Stampacchi (ver [25, Theorem 7.3]) e [15, Theorem II]) temos que
lunllg =00 = [lun]l = oo,
Note que isso implica que existe K; > 0 (independente de u) tal que
lullg < K (3.38)

De fato, caso contrdrio, para cada n € N, existiria u, solugdo de (P) tal que ||u,||, > n, mas
isso implica que ||uy|| — +o0, 0 que é uma contradi¢do com (3.38). Definindo h(x,u) =

A f(x,u)/M(||ul|*), temos que h é regular, pois f e M sdo regulares. Assim, obtemos que u
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satisfaz

—Au = h(x,u) em Q,
u=>0 sobre dQ.

Usando a hipdtese (M) segue que

A
h < —
)| < | x)].
por outro lado, usando (3.30) temos
A
h < —K|ul.
)| < 2K
Assim,
[Allp < E””Ho <Ko,

onde K, = AKK /my. Portanto, h € LP(Q) para todo p > N /2. Logo, pelo Teorema A.6 (de
Agmon, Douglis e Nirenberg ) u € W2 (Q) < C}(Q)(Teorema A.7) e vale que

lullg < K3 llullywz, < Kallhllcp < [lullg < Ks(A).

Ou seja, u também € limitada em E como queriamos demonstrar.
]

(Vejamos na figura 3.1 os possiveis diagramas sugestivos de bifurcacio para o Teorema

acima).

InF> Il

0A, Ae A A

Figura 3.1 Possiveis diagramas de bifurcagio usando as hipdteses do Teorema 3.3 (i) e (if),
respectivamente.
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Seguem agora algumas consequéncias diretas do Teorema acima.

Corolario 3.5. Assuma (f1), (f2) e (My),

(i) Se as condicdes (M) e (f3) forem vdlidas e A| < Aw, (resp. A1 > Aw), entdo o Problema
(P) tem solugdo positiva para todo A € (A1, As) (resp.(Aw,A1)).

(ii) Se tli_>m M(t) = oo, entdo existe uma solugdo positiva do problema (P) para todo A > A;.

Demonstragdo. Vamos provar inicialmente (7).
Suponhamos por contradi¢do que isso ndo ocorra, ou seja, existe A € (A}, A«) tal que o
problema néo possui solugdo positiva. Como € C (0,A4) x E e € ¢ ilimitada, temos que que

existe A € [0, 4] ponto de bifurcacdo no infinito, assim temos que
A <A< Aw,

isto é, A # Aw 0 que € uma contradi¢do pois A € Unico ponto de bifurca¢ido do infinito
conforme o Teorema 3.2.

Vamos agora provar (ii). De fato, notemos que para todo A > A tem-se que A estd na
projecdo de €, isto é, existe u € E tal que (A,u) é solu¢@o positiva para o problema (P),
como queriamos demonstrar.

0

(Vejamos nas figuras 3.2 e 3.3 os possiveis diagramas sugestivos de bifurcagao para do

Corolario acima).

I-lle 5 I-lle

oA Ao 0 A A A

Figura 3.2 Possiveis diagramas de bifurcacdo usando as hipéteses do Coroldrio 3.5 (i) para

Com os resultados acimas, segue agora alguns exemplos. O primeiro exemplo, € um caso

particular em que encontra-se multiplas solugdes positivas, quando considerado A| = A.
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Il

0 Ay A

Figura 3.3 Possivel diagrama de bifurcag@o usando as hipéteses do Coroldrio 3.5 (ii)

Exemplo 3.1. Sejam (f1), (f2), (f3), (M}) e (M) e suponha que A| = Aw. Além disso, se

em (f3) pudermos tomar
e MM
- M [b]Moo ’
entdo (3.29) se torna

A M2 [b| M.
<—_:A bMoo:Aoo:A
ST 1[0] 1

A
Em particular, as bifurcagoes de zero e infinito estdo ambos a esquerda do ponto de bifurca-

¢do, exceto para o caso linear f(x,u) = ku, pois neste caso, obtemos

—M(||u||*)Au = Aku em Q,
u=>0 sobre dQ.

E definindo 2 = Ak/M(||u||*), obtém-se que

—Au=Au emQ,
u=0 sobre dQ.
que possui solucdo positiva se, e somente se, A = A.
Como consequéncia, pela natureza global de € existe A* < Ay tal que o problema (P)

tem pelo menos duas solugdes para todo A € (A*,Ay).

(A figura 3.4 apresenta um possivel diagrama de bifurcagdo para este exemplo).
Também podemos considerar outras ndo linearidades. Vamos nos limitar a esbogar dois

casos especificos. Outros exemplos podem ser discutidos de maneira semelhante.
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Ill& ; Il
: f=Ku

0 A A=A A 0 Al = Aw A

Figura 3.4 Possiveis diagramas de bifurcacdo sobre as hipéteses do exemplo 3.1

Exemplo 3.2. Em primeiro lugar vamos considerar o caso em que a fungcdo M satisfaz (M)
e (M) e a ndo linearidade f satisfaz (f1), (f2) e (f3).

Seja u solugdo positiva do problema (P). Afirmamos que ||ul|, & [s',s"]. De fato, suponha
que |[ul|y € [s',5"] e consideremos o seguinte aberto D = {x € Q: 5’ < u(x) < 5"} onde sua

fronteira é dada por dD = {x € Q : u(x) = 5" ou u(x) = s"}. Assim, temos

{ —Au=Af(x,u) emD,

/ "
u=s ouu=s" sobredD,

onde, & = A/M(||ul|®). Agora, pela hipétese (f3) nés temos que para toda s € [s',s"),
<

fxs)

0. Assim,

{ —Au<0 em D,

! /!
u=s ouu=s sobredD.

Logo, pelo principio do mdximo (Teorema A.9)

! !
s = maxu = maxu < maxu < s’
oD D Q

. 1! 2 . s /M .
ou seja, s' < s', mas isso é um absurdo. Portanto, ||u|, ¢ [s',s"]. Com isso, obtemos

que ||ul, < s’ para qualquer (A,u) que emana de (A1,0). Agora note que, pelos mesmos
argumentos utilizados na demonstragdo do Teorema 3.3 (ii), existe s’ =5 (s') tal que ||ul|z <

§' para toda solugédo (A, u) de €.
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Por outro lado, as solugées (A,u) que emanam do infinito em A« satisfazem ||ul|, > 5.

Com efeito, caso contrdrio se existisse uma sequéncia (A,,up,) € Co com
(A [[ttn]| g) = (Ao, +o0) quando n — oo,

e |lunlly < 5", pelos mesmos argumentos do Teorema 3.2 (ii) existiria s* = s*(5') tal que
lunllg < s* 0 que é uma contradicdo, pois ||uy|| g — oo. Assim, podemos concluir que € e €,

ndo se interceptam, pois caso contrdrio
¢ =/,

e e . ~ . —/ , .~
e neste caso € admitiria solu¢do com norma maior que's', o que é uma contradigdo.

Veja na figura (3.5) um diagrama sugestivo para o exemplo acima onde consideramos
A1 < A e consideramos uma bifurcacdo supercritica, ou seja, a direita do ponto de bifurca-
¢do. Porém, em qualquer caso, vejamos que o problema (P) tem pelo menos duas solugdes
para todo A > max{Aj, A}

Il

Figura 3.5 Possivel diagrama de bifurcacdo para o Exemplo 3.2 com A} < A

Exemplo 3.3. Como outro exemplo, para uma fungdo que satisfaca a condi¢cdo (M), consi-
deramos o caso de uma ndo linearidade logistica f(x,s) = f(s) = as — s"*, isto é, obtemos

o seguinte problema

o 2 _ _ . p+l
M(||u]|?)Au = A(au—uP™") em Q, (3.39)
u=

0 sobre dQ.

coma>0ep>0.
Note que neste caso f(s) < 0 se, somente se, as — s’ -1 < 0 e, isto s6 ocorre se, somente

se, s > a'/?. Assim, como no exemplo anterior, segue do principio do mdximo (Teorema
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A.9) que ||ul|y < a'/? e por regularidade eliptica existe K = K(a) tal que \lullp <K, para
toda solugdo positiva de (3.39). Portanto, a projecdo do ramo de solugées positivas para
(3.39) provenientes de A; = M(0)A;[a] contém o intervalo [A},~+) e consequentemente o

problema (3.39) tem pelo menos uma solugdo positiva para todo A > A;.
(A figura 3.6 apresenta um possivel diagrama de bifurcacdo para exemplo acima).

I

Figura 3.6 Possivel diagrama de bifurcacio para o Exemplo 3.3






Apéndice A
Resultados Auxiliares

Neste apéndice apresentamos, os resultados auxiliares que foram utilizados durante o presente
trabalho. Especialmente s@o alguns resultados classicos de Teoria da Medida e Integracao,
Andlise Funcional, Equagdes Diferenciais Parciais Elipticas e Topologia.

A.1 Resultados de Teoria da Medida e Integracao

Consideraremos nesta se¢do Q C RY um dominio limitado.

Teorema A.l1 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LF(Q) e g € LI(Q) com p > 1 e
1 1

—+4 = = 1. Entdo, fg € L}(Q) e,
P 9q

1Fglly < WAl 2o llgll za-

Demonstragdo. Ver [9, 6.9 Desigualdade de Holder] [

Lema A.1 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja (f,) uma sequéncia de
fungdes em L1 que satisfaz

(i) ful®) = F(x) g1.p em ©,
(ii) Existe uma funcdo g € L'(Q) tal que para todo n
Entdo f € LY(Q) e || f, — fll, = O.

Demonstragdo. Ver [9, Teorema 5.6] L]

fa(x)| < g(x) gt.pem Q

Teorema A.2 (Lema de Fatou). Seja f,, uma sequéncia de funcoes em Ll (Q) que satisfaz

(i) paratodon, f, >0 q.t.p.
(ii) sup/fn<<>o.

Para quase todo x € Q nds definimos f(x) = liminf f,(x) < co. Entdo f € L}(Q) e
n—soo

/fgligi;lf/fn
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Demonstragdo. Ver [9, 4.8 Lema de Fatou] L]

A.2 Resultados de Analise Funcional

Daqui em diante, dado um operador T : E — E linear e continuo, vamos denotar por o(T') o
espectro de T'.

Teorema A.3 (Alternativa de Fredholm). Seja T € K(E). Entdo
(i) N(I—T) tem dimensdo finita.
(ii) R(I —T) é fechado, mais precisamente R(I — T) = N(I — T*)*
(iii) NO=T)={0} & RI-T)=N(I—-T*)"*
(iv) diimN(I—T) = dimN(I — T*)
Demonstragdo. Ver [10, Teorema 6.6] O

Lema A.2 (Lema de Riez). Seja E um espaco vetorial normado e seja M C E um subespaco
fechado de E tal que M # E. Entdo

Ve>0 JucE talque |jul|=1 e du,M)>1—¢.
Demonstragdo. Ver [10, Lema 6.1] O

Lema A.3. Seja T € K(E) e considere A, € 6(T) \ {0} uma sequéncia de niimeros reais
distintos de tal modo que

An — A,

entdo A = 0.
Em particular os pontos 6(T) \ {0} sdo todos isolados.

Demonstragdo. Ver [10, Lema 6.2] OJ

A.3 Resultados de EDP

Teorema A.4. Para toda f € L*(Q) o problema

—Au=f emQ,
u=~0 sobre dQ.

Possui uma tinica solu¢do em Hy (Q).

Demonstragdo. Ver [22, Exemplo 1, Capitulo 6] [
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Considere o seguinte problema de autovalor

—Au=Aa(x)u em Q,
(P2) { u=0 sobre dQ.

Com a > 0 e regular. O préximo resultado fornece informagdes sobre os autovalores de (Py).
Teorema A.5. O problema (P)) admite uma sequéncia de autovalores Ay tal que
O< A <A<, A — oo,

Além disso, A\ tem multiplicidade algébrica 1 e satisfaz a seguinte caracterizagdo:

).1:min{/Q|Vu|2dx:uGHOI(Q),/Qa(x)uzdx:1}. (A.1)

Demonstragdo. Ver [4, Teorema 1.3.8, Teorema 1.3.12]. O]

Definicao A.1. (Autovalor Principal ou Primeiro Autovalor) Chamaremos A > 0 de
autovalor principal de —A ou primeiro autovalor.

Observagdo A.1. Segundo [16, p. 336] e [7, p. 9], a igualdade (A.1) é conhecida como
caracterizacao variacional do primeiro autovalor ou férmula de Rayleigh e € equivalente a

/|Vu|2dx

A=mind 2& Wl (Q)euz0y. (A.2)
/a(x)uzdx
Q

Teorema A.6 (de Agmon, Douglis e Nirenberg). Suponha que Q C RN é um dominio
limitado e u € Hé (Q) € solugao fraca de

—Au=f emQ,
u=20 sobre dQ.

Se Q é de classe C* e f € LP(Q), 1 < p < oo, entdo u € W>P(Q) e existe uma constante
C > 0 tal que

[ullwr) < ClIfl 2@ -
Demonstragdo. Ver [1] O

Teorema A.7 (Imersdes Gerais de Sobolev). Seja Q@ C RN aberto limitado de classe C !
keNel<p< oo Assuma que u € WoP(Q).

(i) Se

k<
p
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entdo u € LP(Q), com

E vale a seguinte estimativa

lull 2r (@) < Cllullwerq)
a constante C dependendo apenas de k, p,n e Q.
(ii) Se
k>
p

entdo u € Ck_[%]_l’y(ﬁ), com

Br1-2 sel¢z

y = P p P n

qualquer niimero pertencente em (0,1), se — € Z.
p

n

E vale a seguinte estimativa
ety = € Nl
a constante C depende apenas de k,p,n e Q.

Demonstragdo. Ver [16, Teorema 6 (Imersdes de Sobolev)] L]

Teorema A.8 (Rellich-Kondrashov). Seja Q C RY aberto limitado de de classe C'. Entdo
as seguintes imersoes sdo compactas:

N
(i) WhP(Q) — LP(Q) parap <N el < g < p* := N—p’
4

(i) WIN(Q) — LP(Q) para 1 < g < oo (aqui temos p = N),
(iii) WHP(Q) < C(Q) para p > N.
Demonstragdo. Ver [22, Teorema 2.(Rellich-Kondrashov)]

Teorema A.9. (Principio do Mdximo Fraco) Assuma que u € C*(Q)NC(Q).
(i) Se
—Au<0 em Q,
entdao

maxu = maxu.
Q oQ
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Demonstragdo. Ver [16, Teorema 1] L]

A.4 Resultado de Topologia

Proposicao A.1. Sejam M um espagco métrico compacto e A;B C M subconjuntos compactos
e disjuntos. Entdo umas das alternativas se verifica.

1. Existe € C M, um continuum unindo A e B.
2. M = My UMg, onde My e Mg sdo compactos disjuntos tais que A C M e B C Mg.
Demonstragdo. Ver [21, Lema 3.2.3] O
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