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Resumo

Neste trabalho, seguimos Cosner [9] para estudar dois resultados de existéncia de solucdes
positivas para sistemas elipticos sem estrutura variacional via ponto fixo em cones, que nos
permite inclusive tratar de sistemas superlineares. Mais especificamente, vamos estudar

solugdes ndo negativas do seguinte sistema com condicao de contorno de Dirichlet:
Liuy = f1 (ﬁ) cm Q.,
(D

Lty = frn(Wl) em Q,
uy=--=u, =0 sobre dQ.

No primeiro resultado de existéncia, consideramos Q C RY, com N > 2, um dominio
limitado com fronteira regular e Ly, sendo o operador uniformemente eliptico de segunda
ordem na forma divergente com coeficientes regulares. No segundo resultado, adicionamos a
Q a hipétese de convexidade e consideramos L, = —A. Em ambos os casos, enunciamos
algumas hipoéteses sobre f= (f1,+**, fm), incluindo condigdes de crescimento.

Para determinar a existéncia de solucdo de (1), nossa principal ferramenta € um Teorema
do Ponto Fixo em Cones. Para isso, seguiremos os trabalhos de Amann [3] e Deimling [10]

e desenvolveremos a teoria de espagos de Banach Ordenados e do Indice do Ponto fixo.

Palavras-Chave: Espacos de Banach Ordenado, Grau Topoldgico de Leray-Schauder,
Indice de Ponto Fixo em Cones, Sistemas Elipticos.






Abstract

In this work, we follow Cosner [9] to study two existence results of positive solutions for
elliptic systems without variational structure via fixed point in cones, which allows us to even
deal with superlinear systems. More specifically, we will study the solution of the following

system with Dirichlet boundary condition:
L]I/tl = f1 (ﬁ) in Q.,
2)

uy=--=u,=0 ondQ.

In the first existence result, we will consider Q C RN , with N > 2, a bounded domain with
smooth boundary and the operator Ly, is uniformly elliptic in its divergent form with regular
coefficients. In the second result, we add the hypothesis of convexity to Q and consider
L, = —A. In both cases, we states some assumptions about f = (f1,--*, fm), including some
growth conditions.

To guarantie the existence of solutions for (2), our main tool is a Fixed Point Theorem at
Cones. To this end, we follow Amann [3] and Deimling [10] and we develop the theory of
Ordered Banach Space and Fixed Point Index.

Keywords: Ordered Banach Space, Fixed Point Index in Cones, Leray—Schauder Topological
Degree, Elliptic Systems.
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xvi Notagoes

Notacoes

Ry Conjunto dos nimeros reais ndo-negativos.

RY Espaco euclidiano N-dimensional.

B(x) Bola aberta de centro x e raio r.

Q Dominio limitado de RY com fronteira regular.

Q Fecho do conjunto Q ¢ RV.

2Q Fronteira do conjunto Q C RV,

My Vetor normal unitdrio exterior em y € dQ.

0=0(x) Funcdo distancia de x a dQ.

(E,P) Espacgo de Banach E com ordem induzida por pelo cone P .

P, By (0)NP =B, (0), com p > 0.

Sp(0) 9B, (0), com p > 0.

S;;(O) Sp(0)NP, com p > 0.

A Complementar do conjunto A.

col(xy,- -+ ,xy) | Matriz coluna m x 1.

Fix(f) Conjunto dos pontos fixos da aplicagdo f.

— Imersao.

N=N() Nicleo de um operador.

C(X,Y) Espaco das fungoes continuas de X em Y.

ck(Q) Espaco das funcdes de classe CF em Q.

Ci(Q) Espaco das fungdes de classe C* em Q que se anulam sobre Q.

Cr(Q) Espaco das fungdes de classe C™ de suporte compacto.

cH(Q) Espaco de Holder.

WhP(Q) Espaco de Sobolev.

HY(Q) W*2(Q), para todo inteiro ndo negativo k.

WéC P(Q) Fecho de C°(Q) com repeito a norma de W57 (Q).

Wk (Q) Espaco dual de W, (Q).

H}(Q) Fecho do conjunto C2°() na norma do espago W!2(Q).

L}OC(Q) Espaco das fun¢des localmente integraveis em .

L,’;/(Q) Produto cartesiano dos LPI(Q)’S. Isto é, L,’i/(Q) = ﬁL”/(Q).
i=1



xvii

-]

I lcte )
| lzr (o)
| llwer )

H ' HLfl)/(Q)

Derivada parcial de u com respeito a i-ésima coordenada, — .

8x,~

(D, -, Iyu) para u € H} (Q).

N
Conjugado de Sobolev ou Expoente critico de Sobolev. p* = NP;

-p
Principal autovalor de —A em Q com condicdo de fronteira homogénea
de Dirichlet.
Norma da soma.
Norma no espago C%(Q) paraalgumk e Ne 0 < o < 1.
Norma do espago LP(Q), 1 < p < oo,
Norma do espago de Sobolev W7 (Q).

Norma do espago Lg/ (Q).
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Introducao

O principal objetivo desse trabalho é estudar uma classe de sistemas elipticos via ponto fixo
em cones. Para isso, precisamos desenvolver a teoria de Indice de Ponto Fixo, que sera
baseada principalmente em Amann [3] e Deimling [10], e as aplica¢Oes serdo baseadas no
artigo de Cosner [9]. Particularmente, estamos interessados em determinar existéncia de

solucdo nao-negativa e nao-trivial para o seguinte sistema eliptico
L]Lt] = f] (ﬁ) cm Q.,

' . 3)
Lty = fin(tl) em Q,

uy=--=u, =0 sobre dQ,

onde QCRY, N >2. na Secdo 2.4, € dominio limitado com fronteira regular e, na Secdo 2.5,
adicionaremos a hipdtese de convexidade, Os operadores Ly, ’s sdo uniformemente elipticos

de segunda ordem na forma divergente, isto €,

N N
Ly- ==Y di(ap;(x)9;-) + Y by (x)0; - +cpu(x)-, 4)
ij=1 i=1
é tal que
- 02
Z au,‘j(x)gigj > au“ﬂ ) (5)
ij=1
para constantes ag >0etodoxeQeé = (&, --,&) € RY. Além disso, assumiremos que

os coeficientes ay,;, by, e ¢, sdo regulares e que
cu(x) >0, VxeQ, Vu e {l,--- ,m}. (6)

As hipéteses de regularidade dos coeficientes, bem como as hipéteses (5) e (6) nos permitirdo

usar uma versao do Principio do Mdximo para solugdes fracas em WI’Z(Q) (ver Apéndice D,
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Teorema C.2), e o Principio do Maximo de E. Hopf para solugdes classicas (ver Apéndice D,
Teorema C.1).

Além disso f}, satisfaz as seguintes hipdteses:
(HO) f:R™— R™ é uma aplicacdo regular;

(H1) Sex, >0,com u € {1,---,m}, entdo
fu(®)>0 para p=1,...,m;

(H2) Paracadau € {1,---,m},

lim ful®)

*
> 11“ uniformemente em x, > 0 para v # U,
Xu—ee Xy

onde 11“ " é 0 autovalor principal do problema

Lyg=2A ¢ emQ,
¢6=0 sobre dQ,

onde LZ € o operador adjunto de Ly;

(H3) Seja A; > 0 é o autovalor principal do Laplaciano com condi¢do de fronteira de
Dirichlet em Q. Assuma que o

iﬁf{agxl — B \/771} >0,

onde

(H4) Seja
Yo = iﬁf{agll —ng/ll +c2} > 0,

onde ¢, = 1?2f cy. Existe y <y tal que

(%F(%)) < 71¥, sempre que |¥ < 1
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(H5) Por fim, assumiremos que f € funcdo quase-mondtona, isto €,

9 fu(X)
oxy

>0, para U #v, ex; >0Vi=1,---,m.

A hipétese (H1), juntamente com o conceito de fungdo quase-irredutivel (a ser definida
posteriormente) e o Principio do Maximo de E. Hopf para solugdes classicas (ver Apéndice
D, Teorema C.1), servird para mostrar que se uma soluc@o # nao-trivial de (3) é ndo-negativa,
entdo todas as componentes desta solucao sdo estritamente positiva. A hipétese (H2) é
a superlinearidade de f;,. As hipoteses (H3) e (H4) sdo de natureza mais técnica e sua
utilidade ficard clara no decorrer das demonstragdes. A hipétese (HS) nos permitird usar
um coroldrio de um Principio do Médximo para solugdes fracas w2 (Q) (ver Apéndice D,
Teorema C.2).

Assumiremos também que f satisfaz as seguintes hipéteses de crescimento (HC):

(HC1) Para o primeiro teorema de existéncia, Se¢do 2.4, assumiremos

im _|f(x)\ =0, onde B = N—+1'

e [%]P
(HC2) Para o segundo teorema de existéncia, Secdo 2.5, assumiremos

N
X —_— N2>3
lim )] =0, onde ﬁ<N—2 e =2

7o |X|P B <o se N=2.

Como motivacao, Cosner [9] destaca que a ideia de estudar o problema (3) surgiu a partir
de uma questdo em aberto do artigo de Lions [20]. Nesse trabalho, o autor busca determinar

a existéncia de solucdo positiva para o problema semilinear eliptico

—Au= f(u) emQ,

u>0 em

’ 7
u=>0 sobre 0Q, ™
ueC(Q),

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira regular e f é ou superlinear ou sublinear.
Em [20, 4.2 Open Question c)], Lions questiona sobre como seria um resultado de existéncia
se estendéssemos (7) para sistemas. Cosner [9], resolveu tal questao em aberto e estendeu

esse resultado para operadores elipticos mais gerais.
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No estudo de equagdes diferenciais parciais, quando impomos algumas condi¢des sobre
os termos do problema pedimos algumas restri¢des no método que resolve tal equacao. Por

exemplo, considere a formulacao geral do seguinte problema de contorno de Dirichlet

Lu= f(u) emQ,

8
u=>0 sobre dQ, ®)

onde o operador L € uniformemente eliptico da forma (4). O problema (8) pode ser estudado

via métodos variacionais se o operador L tem estrutura variacional, isto €:
i) bj=0paratodoiec {1,---,n};
ii) Os coeficientes a; ; € ¢ possuem regularidades adequadas;

iii) f: R — R possui condi¢d@o de crescimento adequada.

E conhecido que o sistema (3), onde cada L, é da forma (4) (em geral, L, # L, para
U # v), pode ser estudado via métodos variacionais se, além das condi¢des anteriores, a

ndo-linearidade f = (f1,--+, fm) é tal que

o _ o5
duy duy

para U, v=1,...,m. 9)

Por exemplo, considerando o sistema

—Au1 = Ui cm Q.,
—Auy =u;+uy emg, (10)
uy=u, =0 sobre dQ,

temos que (10) nao possui estrutura variacional. Nesse trabalho, estamos particularmente in-
teressados em sistemas sem estrutura variacional. Sendo assim, ndo assumiremos a hipdteses
(9) como verdade.

Como forma de contornar essa problemadtica, usaremos um Método Topoldgico conhecido
como Método do Ponto Fixo em Cones. Diversos autores tem usado essa ferramenta para
encontrar solugdes positivas de equagdes e sistemas elipticos (ver [24] e [7]).

Organizamos esse trabalho do seguinte modo. No Capitulo 1, desenvolveremos a Teoria
de Pontos Fixos em Cones. Na Secao 1.1, comecamos com algumas nog¢des preliminares
com o objetivo de concluir que todo cone positivo de um espaco de Banach ordenado E é
um retrato de E. Na Sec¢do 1.2, descrevemos o Grau Topoldgico de Leray-Schauder com o
objetivo de definir o Indice de Ponto Fixo, que ser4 feito na Se¢do 1.3. Na Secio 1.4, vamos

enunciar e demonstrar um Teorema do Ponto Fixo em Cones.
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No Capitulo 2, comecamos na Secdo 2.1 introduzimos o problema (3) novamente seguido
de sua formulacdo matricial e todas a hipdteses necessarias a ndo-linearidade f . Na Se¢do 2.2,
convencionamos o uso de algumas normas, enunciamos alguns lemas técnicos e definimos
o conceito de fun¢do quase-irredutivel. Tal conceito serd importante para obter solucdes
estritamente positivas do problema (3). Na Secdo 2.3, iremos construir o operador solucao
associado ao problema (3) e que esteja nas hipéteses do teorema de Ponto Fixo em Cone.
Sendo assim, os pontos fixos deste operador serao as solu¢des do problema (3). Dedicamos
a Secdo 2.4, a demonstrar a existéncia de solucao fraca do problema (3). Na Secao 2.5,
trataremos um caso particular do problema (3) onde o operador Ly, serd dado pelo operador
Laplaciano e ao domino limitado Q € RY com fronteira regular, adicionaremos a propriedade
de convexidade. Em contrapartida, usaremos condi¢cdes mais gerais de crescimento em
relacdo a nado-linearidade f . Para isso, faremos uma descri¢do geométrica do método de
mover planos paralelos em relacio a uma direcdo fixa. E importante comentar que, a priori,
essa ferramenta foi utilizada por Serrin [26, Theorem 1] para mostrar que se uma equagao
eliptica de segunda ordem satisfazendo certas condi¢des de contorno admite solu¢do nao-
trivial, entdo o dominio no qual a soluc¢ao esta definida € necessariamente uma bola e que
a solugdo € esfericamente simétrica. Tal resultado é conhecido como o Teorema de Serrin.
Posteriormente, Gidas, Ni e Niremberg [15] descrevem e usam a mesma ferramenta para
generalizar o Teorema de Serrin. Um ano depois, Troy [28], utiliza o mesmo método para
investigar propriedades de simetria de solu¢des de sistemas de equagdes semilinear elipticas.
Na secao 2.5, seguiremos Troy [28] e faremos uma descri¢do geométrica desta ferramenta.
Além disso, faremos uso de alguns lemas.

Finalmente, os apéndices sao dedicados a alguns resultados cldssicos. No Apéndice A,
colecionamos algumas desigualdades elementares, resultados sobre espaco de Sobolev, solu-
cdo fraca, regularidade eliptica e o problema de autovalor. No Apéndice 1.1.1, demonstramos
o Teorema 1.2, que garante a existéncia de uma extensio para uma dada aplicagdo continua.
No Apéndice B, resumimos os conceitos e defini¢des a respeito do Grau Topoldgico de
Brouwer, enunciamos e demonstramos o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, Teorema B.2,
como consequéncia do Teorema 1.2. Por fim, o Apéndice C trata de dois principios do
maximo. O primeiro, € o principio do Médximo de E. Hopf para solucdes cldssicas, Teorema
C.1. E o segundo, é uma adaptagdo do principio do maximo para solucdes fracas, Teorema
C.2. Além disso, uma caracterizacdo do principio do maximo € enunciada. Os corolarios

desse apéndice serdo de grande importancia no decorrer do texto.






Capitulo 1

Ponto Fixo em Cones

Diversos fendmenos em Fisica, Biologia, Engenharia, etc, sio modelados por equacdes
diferenciais. E em muitas situagdes, € necessario buscar por solucdes positivas desses
problemas. Por exemplo, em Dindmica Populacional, quando uma equacao descreve o
comportamento de uma ou mais espécies, e a solu¢cdo mede a densidade populacional, é
necessdrio buscar solucdes ndo-negativas.

Um dos métodos que nos permite encontrar solucdo positiva € o chamado Ponto Fixo
em Cones. Para desenvolver essa ferramenta é necessario utilizar o grau Topoldgico de
Leray-Schauder. Mas apenas € possivel definir o grau de Leray-Schauder para aplicacoes
compactas definidas no fecho de um subconjunto aberto de um espaco de Banach. Como
estamos interessados em solucdes nao negativas, € natural considerar aplicacdes definidas
em abertos relativos definidos em cones positivos. Porém, se o cone positivo ndo tem
pontos interiores (isto €, ndo tem abertos relativos), o grau de Leray-Schauder nao pode ser
imediatamente aplicado. Para contornar esse problema, definiremos o objeto matematico
chamado de "retrato de um espago de Banach". Veremos que todo cone positivo é um
retrato de um espaco de Banach. Nesse novo objeto matemético, € possivel definir o que
chamaremos posteriormente de "Indice de Ponto Fixo"de operadores compactos definidos em
retratos de um espaco de Banach. Mostraremos que o Indice de Ponto Fixo terd propriedades
equivalentes ao grau de Leray-Schauder.

Encerraremos esse capitulo com alguns teoremas ndo triviais de existéncia de ponto fixo

para operadores compactos e continuos fazendo uso do Indice de Ponto Fixo.
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1.1 Nocgoes e Resultados Preliminares

Nesta secdo, buscaremos enunciar algumas defini¢des e resultados preliminares que serao
tteis ao longo do texto. Seguiremos [23], Amman [3], Deimling [10] e Dugundju [11] como
principais referéncias desta secao.

1.1.1 Extensao de Aplicacoes Continuas

O objetivo desta subsecdo é demonstrar um teorema que garante a existéncia de uma extensao
para uma dada aplicacdo continua. Naturalmente, tal extensio deve preservar a continuidade
da aplicacdo original. Mas antes, vejamos algumas definicdes e resultados de topologia geral.
A Defini¢do 1.1 pode ser encontrada em [6, p. 17]. As Defini¢des 1.2, 1.3, 1.4 e 1.5 podem
ser encontradas em [23, Chapter 6]. Além disso, X sempre denotard um espaco vetorial

normado.

Definicao 1.1. (Envoltéria Convexa) Seja A um subconjunto de X. Chamamos de envoltoria
convexa de A, denotada por conv(A), o menor subconjunto convexo de X que contém A.
Note que, conv(A) consiste de todas as combinagdes convexas finitas de elementos de A, isto

2

e,

conv(A) = Zfiai . Ifinito, a; €A, t; € [0,1], Vie Zti =15.
tel tel
Definicao 1.2. (Cobertura Aberta) A colecdo de A subconjuntos de X é chamada de

Ju=x

UceA

cobertura de X, se

A é chamada cobertura aberta de X, se seus elementos sdo subconjuntos abertos de X.

Definicao 1.3. (Cobertura Localmente Finita) Dizemos que uma cobertura A de subcon-
Juntos de X é localmente finita, se para todo x € X existe uma vizinhanca V (x) tal que a
vizinhanga intersecta apenas uma quantidade finita de elementos da cobertura A. Isto é,
dada uma cobertura A = {U, : A € A} de X, existe uma vizinhanca V (x) tal que o conjunto
I, ={A € A;V(x)NU, # 0} é finito, para todo x € X.

Definicao 1.4. (Refinamento) Um refinamento de uma cobertura A de X é uma nova
cobertura B de X tal que todo elemento de B estd contido em algum elemento de A. Isto é,
B ={Us;0 €11} é refinamento de A= {U, ;A € A} se, e s6 se, para todo Us em B existe
U, em A tal que Us C U,. Também dizemos que a cobertura B refina a cobertura A.
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Definicao 1.5. (Espaco Paracompacto) Um espaco topologico X é chamado de paracom-

pacto se toda cobertura aberta possui refinamento aberto localmente finito.
Teorema 1.1. Todo espaco metrizdvel é paracompacto.
Demonstragcdo. Ver [23, Theorem 41.4]. O

Observacdo 1.1. Perceba que o Teorema 1.1 € aplicado a um espaco metrizavel X. Porém, se
X é um espaco normado temos que X é claramente metrizdvel, pois toda norma || - || induz a
métrica dada por d(x,y) = ||x—y||. Além disso, para X metrizdvel, seja 7 a topologia definida
por uma métrica de X. Dado um subconjunto aberto B de X na topologia 7, segue que B
€ espaco topoldgico na topologia T de X relativo ao aberto B. Desta forma, o subconjunto
aberto B de X pode ser visto como espago metrizdvel. Dai, segue do Teorema 1.1, aplicado
ao espaco metrizdvel B (na topologia relativa), que B é paracompacto. Isto €, dado um
subconjunto aberto B de um espaco metrizdvel X e B = {Uy; 6 € I1} uma cobertura aberta
(relativo) de B, entdo existe uma cobertura 4 = {U, : A € A} de B localmente finita que
refina 5.

O Teorema 1.2 a seguir € um caso particular do Teorema de Extensao de Dugundji [12,
Chapter 1X.6]. Para demonstragdo-lo, buscamos detalhar e justificar todas as implicacdes

encontradas em [10, Theorem 7.2] .

Teorema 1.2. (Teorema de Extensdo de Aplicacoes Continuas) Sejam X e Y espacos
vetoriais normados, A C X fechado e F : A — Y continua. Entdo F admite uma extensdo
continua F : X — 'Y tal que F(X) C conv(F(A)).

Demonstragdo. Inicialmente, considere uma cobertura aberta (U), ), ca localmente finita de
X\A. Isto é,

xX\A=Ju,, (1.1)
AEA

U, um aberto contido em X \A, e para todo x € X\A existe uma vizinhanca V, tal que o

conjunto
L={AeNV,NU), #0} (1.2)

é finito. Em seguida, para cada A € A, defina as aplica¢des @, : X\A — [0,0) e Y : X\A —

0 se x ¢ Uy,
— 1.3
#2(x) {dist(x,aU,l) se x € Uy, (1)

[0,0) tais que
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(%)
W)L(x>——z 0u()’

HeA

(1.4)

Observemos que ¢ e Y estdo bem definidas, pois a distincia de x a dU, sempre serd atingida,
J4 que € distancia entre um conjunto fechado (a fronteira de U) ) e um conjunto compacto
(um ponto). Além disso, se x € V, NU,, para algum A € A, entdo V,NU, # 0. Logo, por
(1.2), temos que A € I -finito. Assim, V, MU, = 0 para uma infinidade de indices p € A\L.
Logo, ¢ (x) = 0 para todo p € A\I. Dai, se x € U, entdo

Z Pu(x) = Z Pu(x) + Z Pu(x) = Z Pu(x). (1.5)

HEA HEA\I HEL HEL

Logo, a somatéria Z @u(x) é finita, pois I, é finito. Mais ainda, Z ¢u(x) # 0 para todo
HEA HEA
x € X\A. De fato, por (1.1), se x € X\A entdo x € Uy, par algum A € A. Dai,

Y oux)=@r(0)+ Y, ou(x) > @ (x) = dist(x,0U;) >0, (1.6)
HEA REA\{A}

onde a dltima desigualdade segue do fato de U, ser aberto e x € U) . Afirmamos que ¢, ¢é
continua, para todo A € A. De fato, como para todo x € X\A temos que ou x € U, ou x € dU;,
oux ¢ Uj. Sex € Uy entdo ¢y (x) = dist(x, dU,, ), logo é continua. Se x ¢ Uy entdo ¢y (x) =0,
logo é continua. Se x € dU, entdo ¢, (x) = 0 e queremos mostrar que para todo € > 0, existe
0 > 0 tal que: se y € Bg(x) entdo |@y (x) — @1 (v)| = |9, (y)| < €. Dado y € Bg(x), vamos
analisar os seguintes casos: ouy € Bg(x)NU,, ouy € Bg(x) NdU; ouy € Bs(x) N (Uy)°.
Sey € Bg(x)NdU, ouy € Bs(x) N (Uy ) entdo @, (y) = 0 e a continuidade segue imediato.
Se y € Bs(x) NU,, entdo basta tomar § = €. Assim, paray € B¢(x) N dU, temos que

oA (v)] = dist(y, dU, )
=inf{|ly—x| : x€dU,}
< Jly—x]|
< E.
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Mais ainda, y; tem as seguinte propriedades,

Y @u(x)
V< m = < = 4
HEA HEA
(&
Y ¢(x)
AE\W(X):W:L (1.8)

Agora, para cada A € A, fixemos um a; € A a ser escolhido posteriormente. Defina uma
aplicacdo F : X — Y dada por

. F(x) se XEA,
FOI=) L vaF (@) se x¢A. (1.9)
AeA

Note que se x ¢ A entdo x € X\A, isto é, x € Uy para algum A € A. Dai, usando argumento
andlogo ao usado em (1.5), obtemos que existe um conjunto finito de indices I, C A tal que:

Y vix)F(ay) = Y, va(x)F(ay). (1.10)

AEA A€l

Portanto, F' estd bem definida. Além disso, podemos afirmar que:
i) F é extensdo de F 2 X, isto &, F‘A =F:
ii) F(X) Cconv(F(A));

De fato, sejay € F'(X) entdo F(x) =y, para algum x € X. Se x €A entdoy = F(x) €
F(A) Cconv(F(A)). Se x ¢ A, entdo

Por (1.10), temos que

y= Y wix)F(a

Ac I,

onde I, é finito. Por (1.7) e (1.8), segue que 0 <y (x) < le Z y; (x) = 1. Como
re I
F(ay) € F(A), segue da Defini¢do 1.1 de envoltéria convexa, que y € conv(F(A)).
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iii) F € continua em todo ponto interior de A (se houver), ja que, nesse caso, F =F e F é
continua por hipétese;

iv) F € continua em todo X \A. Pois, nesse caso, F é localmente a somatéria finita de
aplicagdes continuas.

v) Parax ¢ A e xg € A, segue de (1.10) e (1.8) que

|F(x) = F (x0)| = |F (x) — F (x0)]

=1 Y va(¥)F(ar) = F(x0)
AEA
= AZ vy, (x)F (ay) — F(xo)
= AZ v (X)F (ap) AZ v, (X)F (xo)
< Y v (x)|F(ay) — F(x0)]
A€l
= Y vi(0)|F(ap) —F(xo)|- (1.11)
AEA

Para concluir o resultado, precisamos provar que £ é uma func¢io continua. Isso significa
provar que F é continua em todos os pontos de seu dominio X. Como X = int.AUJAU (X\A)
e ja sabemos que £ é continua em int.A e X\A entdo resta apenas mostrar que F é continua
em xo € dA C A. Isto é, dado € > 0, queremos encontrar § > 0 tal que |F(x) — F(xo)| < €
sempre que x € Bg(xg). Por (1.11), para provar a continuidade de /' em x, devemos ter que

Z v, (x) # 0 (isto é, x € Uj) com ||x —xp|| suficientemente pequeno de modo a garantir
AeA
que o a; correspondente esteja em Bg(xp). Assim, pela continuidade da F, (1.11) e (1.8),

teremos que

|F(x) = F(x0)] < Y vy (0)|F(an) — F(x0)]
AEA

<e) wk) =e (1.12)
AEA

Para encontrar U e a, apropriados de modo a garantir que (1.12) ocorre, denote por By

a bola aberta de centro em x € X\A tal que

0 < diam(By) < dist(By,A), (1.13)
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por exemplo, B, = B,(x) com r = dist(x,A) /6 (ver Figura 1.1).

X
Figura 1.1 Exemplo de bola com a propriedade (B.12).

Assim, podemos cobrir X\A do seguinte modo

xX\A= |J B.

xeX\A

Isto €, (Bx)rex\a € uma cobertura aberta de X \A. Por hipétese, X é espagco métrico. Dai,
segue do Teorema 1.1 e da Observagdo 1.1 que a cobertura aberta (By),cx\4 de X\A admite
um refinamento aberto (U, ), localmente finito. Assim, U; C B; para algum z € X \A.

Note que, U, C B; implica que
0 < dist(B;,A) < dist(Uj,A). (1.14)

Como 0dB; é compacta e A é fechado, temos que existem b € dB; € X € A tal que
|x— b|| = dist(dB;,A). Além disso, dist(dB;,A) = dist(B;,A). Denote por M o niimero real
tal que M = diam(B;) > 0 e considere a bola aberta By;(x). Assim, dado A € A escolha
a) € Bu(x)NA,isto é, ||ay —X|| <M eay €A. Assim, temos que

dist(ay,U,) < |lay —X|| +dist(Uj,A), por desigualdade triangular.
<M +dist(Uy,A)
= diam(B;) +dist(U; ,A)
< dist(B;,A) +dist(U,,A), por (1.13).
<dist(Uy,A) +dist(Uj,,A), por (1.14).
= 2dist(Uj,,A).

Assim, sempre podemos escolher a; € A tal que

dist(ay, Uy ) < 2dist(Uy,A). (1.15)
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)
Entdo, tomando um & > 0 tal que ||x —xp|| < 7 onde Z v, (x) #0 (isto é,x € Uy C B,

AeA
para algum z € X\A), e considerando x’ € dU), tal que

X" —ay || = dist(ay , Uy ) = dist(ay, Uy),
x existe pois dU, é compacto. Assim:

r—apll < llx =" +x'—as
< ¥ = al| + e — |
< dist(ay,U; ) +diam(Uy ), por (1.16).
< 2dist(U,,A) +diam(B;), por (1.15).
< 2dist(Uy,A) +dist(B;,A), por (1.13).
< 2dist(Uy ,A) +dist(U,,,A), por (1.14).
= 3dist(U,,A)

< 3lx—o].

Dai,

[xo —ay || = |lxo —x+x—ay||
< |Jxo — x| + [[x —ay ||
< [Jxo — x| + 3]x — xo|

:4||)C—X0||.
.. = O
Logo, por (1.12), para todo € > 0 existe § = 1 tal que
< = o
x—x0ll <& = oo —az ]| < 4lx—x| <48 =45 =6

= |F(ay) — F(xo)| <&,
— |F(x)— F(x)| < €.

Portanto, o resultado segue.

(1.16)
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1.1.2 Cones e Espacos de Banach Ordenados

Veremos que a teoria de Indice de Ponto Fixo, segundo Amann [3], é aplicada para uma
classe especifica de conjuntos chamados de retratos de um espaco de Banach (a ser detalhada
posteriormente). Como usaremos essa teoria para garantir existéncia de solucao nao-negativa
para um sistema de equacodes elipticas, o conjunto mais natural a se considerar é o chamado
Cone Positivo. Sendo assim, o objetivo desta subse¢do € garantir que todo cone positivo é
um retrato de espaco de Banach. Logo, poderemos aplicar a teoria de Indice de Ponto Fixo
para cones positivos.

Iniciamos esta subsec@o com algumas defini¢des que nos guiardo ao conceito de Espaco
de Banach Ordenado.

Definicao 1.6. (Ordem e Conjunto Ordenado) Seja X um conjunto ndo vazio. Uma ordem
em X, usualmente denotada por <, é uma relagdo bindria em X que obedece as seguinte

propriedades:
(i) (Reflexiva) Para todo x € X, tem-se que x < x;
(ii) (Anti-Simetria) Para todo x,y € X, sex <yey < xentdox =Yy;
(iii) (Transitiva) Para todo x,y,z € X, sex <yey <zentdox <z
Um conjunto ndo vazio munido de uma rela¢do de ordem é chamado de conjunto ordenado.
Segue alguns exemplos de conjuntos ordenados.

Exemplo 1.1. O conjunto das partes P (X) de um conjunto ndo vazio X munido da relagdo

de inclusdo entre conjuntos, isto é, dados A,B € P (X) entdo
A < B se, e somente se, A C B.

Exemplo 1.2. O conjunto dos niimeros reais, R, munido da relacdo < usual é um conjunto

ordenado. Ou seja, dados x,y € R, entdo
x <y se, e somente se, existe 7>0 tal que y=x+z.

Exemplo 1.3. Dados x = (x1,---,xn),y = (y1,---,yy) € RY, com N € N, definimos a

seguinte relacdo de ordem

x <y se, e somente se, x;—y; <0, paratodo i€ {1, --- ,N}.
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Assim, o conjunto RN munido da relacdo acima é um conjunto ordenado. Perceba que nem
todos os elementos de RY se relacionam. Com N = 2, temos que o elemento (1,0) ndo se

relaciona com o elemento (0,0).

As vezes, escreveremos y > x em vez de x < y. E além disso, x < y significard que x <y

mas x # y. Analogamente, x > y significard que x > y mas x # y.

Definicao 1.7. (Intervalo Ordenado, Conjunto Ordenadamente Limitado e Conexo) Seja
X um conjunto ndo vazio. Para todo par de elementos x,y € X, denotaremos por [x,y| o

subconjunto de X dado por
[,y ={zeX |x<z<y}

Chamaremos o conjunto |x,y| de intervalo ordenado entre os elementos x e y. Um subcon-
junto A de X serd chamado de ordenadamente limitado quando A estiver contido em algum
intervalo ordenado. Por ultimo, um subconjunto A de X serd chamado de ordenadamente

conexo quando dados x,y € A implicar que [x,y] C A.

Segue imediato das propriedades de reflexividade e transitividade da relacdo < que o

intervalo ordenado [x,y] é ndo vazio se, e somente se, x < y.

Assim como Exemplo 1.3, estamos particularmente interessados em conjuntos ordenados
que sdo espacos vetoriais. Desse modo, daqui em diante, consideraremos apenas espacos
vetoriais sobre o corpo R. Sendo assim, temos a seguinte definicao:

Definicao 1.8. (Espaco Vetorial Ordenado-EVO) Seja V um espago vetorial. Uma ordem

emV é chamada de linear se:
(i) a < bimplica que a+c < b+c, paratodoc cV;
(ii) a < b implica que oca < ab, para todo o € R :=[0,00).

Um espaco vetorial real V munido de uma ordem linear é chamado de Espago Vetorial
Ordenado.

Por exemplo, RY munido com a relacdo de ordem do Exemplo 1.3 é um exemplo de
espaco vetorial ordenado. Logo, no caso de E.V.O, faz sentido falar em elementos positivos.

O proximo resultado fornece algumas propriedade desse conjunto de elementos positivos.

Proposicao 1.1. Seja V um espaco vetorial ordenado e considere o subconjunto de V dado

por

P={xeV|0<x}.
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Entdo P satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) P+PCP;

(P2) Ry P C P;

(P3) PN(—P)={0}, onde —P:={x€V | —x € P}.

Demonstragdo. Dadox € P4+Pentdiox=a-+bcoma,b € P,istoé,0<ae(0 <b. ComoV
¢ E.V.O, segue da propriedade (i) da Defini¢éo 1.8 que 0 < a implica que b < a+b. Como
0 < b, segue que 0 <b=a+b =x. Logo, 0 < x e com isso (P1) estd provada.

Seja agora x € Ry P, isto é, x = aa com o € Ry e a € P. Dai, segue da propriedade (ii)
da Defini¢do 1.8 que 0 < a implica que 0 < aca = x. Portanto, (P2) estd provada.

Por fim, se x € PN (—P) entdo 0 < x e 0 < —x. Pela propriedade (i) da Definiggo 1.8,
segue que 0 < —x implica que x < —x+x, logo x < 0. Assim, 0 < x e x < 0. Segue entdo da

propriedade anti-simétrica da relacao < que x = 0. [
Motivados pelas propriedades da proposicao anterior, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.9. (Cone) Todo subconjunto ndo vazio P de um espago vetorial real V(ndo
necessariamente ordenado) serd chamado de cone quando P satisfazer as propriedades
(P1) — (P3).

Como exemplo, segue da Proposi¢do 1.1 que se V € um espaco vetorial ordenado entao
P={x€V |0<x}éum cone.

Veremos agora que um cone sempre € convexo (no sentido clédssico), quando definido
em um espaco vetorial real V (n@o necessariamente ordenado). Por outro lado, as proprie-
dades que definem um cone também definem uma relagdo de ordem sobre V. Assim, ficard
facil concluir que, na relagdo de ordem induzida pelas propriedades de cone, todo cone é

ordenadamente convexo.

Proposicao 1.2. Todo cone P definido em um espaco vetorial real V (ndo necessariamente

ordenado) é convexo.

Demonstragcdo. Queremos provar que dados quaisquer elementos x,y € Pet € [0,1] C R,
temos que tx+ (1 —¢t)y € P. Se fato, como x,y € P,t € [0,1] C R e P é um cone, segue da
propriedade (P2) que tx € Pe (1 —t)y € P. Dai, segue da propriedade (P1) quetx+(1—t)y €
P. O
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Proposicao 1.3. Todo cone P definido em um espago vetorial real V define uma relacdo de
ordem linear em 'V dada por

x <Yy se, e somente se, y—x¢c P.

Demonstragdo. A relagdo acima € de ordem em V pois:

« E reflexiva. Pois, por (P3), para todo x € V, temos que x—x =0e 0 € P. Logo x < x
para todo x € V;

« E anti-simétrica, pois para todo x,y € V, temos que

x<yey<x&y—xePex—yeP
&y—xeP e —(y—x)€P, poisV éespago vetorial,
& y—x€P e (y—x) € —P, pordefini¢ao de -P,
sy—xePn(—P)={0}
Sy—x=0

Sy=ux
« E transitiva, pois para todo x,y,z € V, temos que

x<yey<z=y—xecPez—yeP
= (z—y)+(y—x) € P, por (P1),
=z—x¢cP

=x<z
A ordem ¢ linear, pois;
* Para todo x,y,z € V, temos que
x<y=y—xecP
=y+(z—z)—x€ P, paratodoz €V

= (y+z)—(x+z)€P
=>x+z<y+7z
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* Paratodox,y eV e o € Ry, temos que

x<y&sy—xeP
= a(y—x) € P, por (P2),
= oay—oxcP

& ox < ay.

O

Corolario 1.1. Sejam P um cone de um espaco vetorial real V e "<"a relacdo de ordem

induzida por P emV entdo:
i) P={xeV|0<x};
ii) P é ordenadamente convexo.

Demonstragdo. Pela Proposi¢ado 1.3, temos que x —0 € P se, e somente se, 0 < x. Portanto, o
resultado i) segue. Usando a ordem < em (1.3), segue do item i) que dados x,y € P temos que
0 < x,y. Logo, dado z € [x,y] temos que x < z < y. Dal, por transitividade, 0 < x < z implica

que 0 < z. Pelo item i), novamente segue que z € P. Portanto, o resultado ii) segue. 0

Observacdo 1.2. Se o espaco vetorial V ja estiver munido de uma relagdo de ordem "<",
entdo chamaremos o conjunto P = {x € V | 0 < x} de Cone Positivo. A partir de agora,
consideraremos em V a ordem ” < ” induzida pelo cone P. Além disso, P serd cone positivo
de V com relacdo a ordem considerada. Por fim, em consonancia com a Proposicao 1.2 e
o Corolério 1.1-ii), diremos simplesmente que o cone é conexo em vez de ordenadamente

conexo.

Segue alguns exemplos de cones positivos:

Exemplo 1.4. (A reta real) A reta real R visto como espaco vetorial munido da relacdo de

ordem usual. O cone positivo P de R é dado por P ={x € R | 0 < x}.

Exemplo 1.5. (Espaco de fungdes) Seja X um espaco topologico. Considere o espago veto-
rial de todas as fungées continuas de X em R, isto é, C(X,R) ={f:X - R | f € continua}.
Temos que um cone positivo de C(X;R) pode ser dado pelo conjunto P={f € C(X;R) | 0 <
f(x), para todo x € X }.
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Exemplo 1.6. (Cone Positivo Fechado) Considere o conjunto R? munido da métrica Eucli-

diana e os subconjuntos

Py = {(x1,x) ER? x; >0,00>00ux; =x=0 }
Py = {(x1,x2) ER? x; >0,x >0 oux =x=0}.

Vendo R? como espaco vetorial, temos que Py e P, sdo cones em R2. Mais ainda, na topologia
induzida pela métrica de R?, temos que P> é um conjunto fechado R? mas P, ndo é fechado

em R?. Se considerando as ordens < e < dadas por

(x1,%2) < (y1,y2) se, e somente se, (y1,y2)— (x1,x2) € Py

(x1,%2) < (v1,y2) se, e somente se, (y1,y2)— (x1,%2) € P,

entdo, pelo Coroldrio 1.1 e pela topologia do R?, temos que o cone positivo P, = {(x1,x;) €
R? | (0,0) < (x1,X2)} é fechado e o cone positivo P, = {(x1,x2) € R? | (0,0) < (x1,x2)} ndo
é fechado.

Note que, pela Proposi¢ao 1.3, o Exemplo 1.6 nos diz que um cone em um espaco de
Banach pode ou nao ser fechado. Estamos particularmente interessados no primeiro caso.

Isso motiva a seguinte defini¢do:

Definicao 1.10. (Espaco de Banach Ordenado-E.B.O.) Sejam E um espago de Banach e
P C E um cone positivo. Denotaremos por (E, P) o espaco de Banach E com ordem induzida
pelo cone P. Diremos que (E,P) é um Espago de Banach Ordenado-E.B.O., quando o cone
positivo P for fechado.

Exemplo 1.7. (R?, P,) néo é E.B.O, mas (R* P,) é E.B.O.
Definiremos a seguir o que se entende por retrato de um espago de Banach.

Definicao 1.11. (Retrato) Um subconjunto ndo vazio A de um espago métrico X é chamado
retrato de X quando existe uma aplicacdo continua R : X — A tal que R’ A =1 ‘ A Em outras
palavras, A é retrato de X se a identidade em A admite uma extensdo continua em X. Nesse

caso, a aplicagdo continua R : X — A recebe o nome de retracdo de X em A.

Observagdo 1.3. Amann [3] afirma que a Defini¢cdo 1.11 pode ser generalizada para o caso

em que X € um espago topoldgico.
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Exemplo 1.8. A = [0, 1] é retrato de X =R, pois a aplicagcdo R : X — A dado por

0 se x¢&(—o,0],
R(x)={ * se x€[0,1]=A4,

1

- S 17 ),

o ose X (1,400)

é continua e tal que R} A =1 ‘ 4 Portanto, R é retragdo de X em A. Note que, se substituimos

3

x? por x> obtemos uma nova retragdo. Logo, a retra¢do de X em A ndo é vinica.

Exemplo 1.9. Seja X um espaco métrico. Entdo o fecho da bola unitdria By(0) é um retrato

de X. A retragdo de X em B1(0) € dada pela aplicagcdo R : X — B1(0) definida por

se |lxl| <1,
se ||x|| > 1.

==

R(x) =
x|

Amman [2] comenta que essa aplicacdo é chamada de retragao radial.

Exemplo 1.10. Dugundji [11] provou que a esfera unitdria S = {x € E;||x|| =1} é um
retrato de E, se dimE = +oo.

Por outro lado, se o espaco for de dimensao finita, o grau de Brouwer (ver Apéndice B.2)

nos permite obter o seguinte resultado:

Exemplo 1.11. Vendo o conjunto B1(0) C R" como espago métrico, temos que dB(0) ndo

é um retrato de B1(0). Isto é, ndo existe aplicagdo continua R : B1(0) — dB1(0) tal que
R(x) = x, para todo x € dB;(0).

Demonstracdo. Suponha que exista uma aplica¢@o continua R : B1(0) — dB1(0) tal que

R(x) = x, paratodo x € dB;(0). Defina a aplicagdo g : B;(0) — B;(0) dada por g(x) = —R(x).

Claramente g é continua e B;(0) é um compacto convexo ndo vazio. Logo, pelo teorema do
ponto fixo de Brouwer (ver Apéndice B.2), g tem ponto fixo. Isto é, existe xo € m tal que
xo = g(xp). Como g(x) = —R(x), temos que xo = —R(xp), ou ainda, R(xp) = —xp. Como
Im(R) C dB1(0), temos que —xy € dB;(0). Logo, temos que ||xg|| = || —xo0|| = 1, ou seja,
xo € dB1(0). Dai, R(xg) = xo, pois R é retragdo. Segue entdo que, xo = g(xp) = —R(xp) =

—xp. Portanto, xo = 0. Contradigdo, pois xo € dB;(0). O

Em verdade, Deimling [10] demonstra que o Exemplo 1.11 é equivalente ao teorema do
ponto fixo de Brouwer (ver Apéndice B.2) para bola unitéria.

Proposicao 1.4. Sejam A um subconjunto ndo vazio de um espaco métrico X. Se A é retrato

de X entdo A é um subconjunto fechado em X.
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Demonstragdo. Sejam R : X — A um retrato de X em A e y, € A uma sequéncia tal que
R(yn) = yn, para todo n € N. Logo, pela continuidade de R, segue que

y =limy, =1limR(y,) = R(limy,) = Ry.

Logo, y € Im(R) = A. Portanto, A é um subconjunto fechado em X. O

Proposicao 1.5. Todo subconjunto fechado convexo ndo vazio de um espaco de Banach E é

um retrato de E.

Demonstragdo. Seja K um subconjunto fechado convexo ndo vazio de um espaco de Banach
E. Faremos uso do Teorema de Extensdo Continua de Aplicacdo Continua (Apéndice
1.2) pondoA =K, Y =Xe F = I}K. Dai, segue que F' = I‘K tem uma extensdo continua
F:X — X tal que F(X) C conv(I(K)). Dai, F(X) C conv(K). Como K é convexo, segue
que K = conv(K). Logo, F(X) C K. Ou seja, existe uma aplicacdo F : X — K tal que
Fl. =1

K 1StO0 €, F(x) = x para todo x € K. Portanto K é retrato de E. O

Como ja sabemos que o cone positivo é conexo e, por defini¢do, é fechado em espacos de

Banach ordenado, segue o seguinte corolério da Proposi¢do 1.5.
Corolario 1.2. O cone positivo de um espago de Banach ordenado (E,P) é um retrato de E.

Assim como no inicio desta subsecdo, frisamos novamente a importancia do Corolario
1.2 para o desenvolvimento da teoria de Indice de Ponto Fixo em cones, ja que tal teoria é

apenas aplicada em uma classe de conjuntos chamada de retratos de espaco de Banach.

1.2 Grau Topolégico de Leray-Schauder

Nesta secdo, iremos fazer uma breve revisdao do grau Topoldgico de Leray-Schauder. Os
pioneiros na constru¢ao de uma Teoria do grau para operadores atuando em subconjuntos
abertos U limitados de espagos de Banach E com dimensao infinita foram os matemaéticos
Jean Leray (1906—-1998) e Juliusz Schauder (1906 — 1998), que juntos publicaram esse
importante resultado em 1934, (veja [18]). Desde entdo o grau de Leray-Schauder, como
passou a ser chamado, vem sendo estudado amplamente e citado por importantes autores
como Deimling [10] e outros.

Em resumo, Jean Leray e Juliusz Schauder estenderam as propriedades que definem o
grau de Brouwer para aplicacdes definidas em espaco de dimensao infinita. Para isso, os
autores construiram um novo grau para uma classe restrita de aplicagdes definidas em espagos

de dimensao infinita, no caso, considerando apenas pertubacdes compactas da identidade. Ou



1.2 Grau Topolégico de Leray-Schauder 23

seja, consideraram apenas operadores da forma I — K : U — E, onde I ¢ a identidade, K é um
operador compacto e U € um subconjunto aberto limitado de um Espaco de Banach real E.

O primeiro passo foi considerar o operador I — T, onde T : U — E é um operador tal que
Im(T) C Y, sendo Y um subespaco de dimenséo finita de E, ou seja, T tem posto finito. A
partir dai, os autores definem o grau de Leray-Schauder de / — T como o grau de Brouwer
de I — T restrito a U NY. Depois disso, mostraram que qualquer perturbacio compacta da
identidade I — K pode ser aproximada por um perturbacao da identidade / — 7', onde T € um
operador com posto finito. Por fim, definiram o grau de Leray-Schauder de / — K como o
graude I —T.

Enunciaremos a seguir o grau de Leray-Schauder como discutido acima de maneira

formal e, em seguida, algumas de suas propriedades. Iniciamos com a seguinte definicao:

Definicao 1.12. (Terna Admissivel para o grau de Leray-Schauder) Sejam U um subcon-
junto ndo vazio do espaco de Banach E e uma aplicagédo K : U — E. Dizemos que a terna
(I —K,U,y) é admissivel para o grau de Leray-Schauder se forem satisfeitas as seguintes

condigoes:
(Li) U C E é um aberto de E;

(Lo) K :U — E é uma aplicacdo continua e compacta;

(L3) y & (I—-K)(JU).

Assim, para a terna admissivel (I — K,U,y), busca-se definir uma aplicacdo deg com

valores em Z, que satisfaca as seguintes propriedades:
(D1) (Normalizacdo) deg(I,U,y) =1, paratodoy € U;

(D2) (Aditividade) deg(/ — K,U,y) = deg(I — K,U;,y) +deg(I — K,U,,y), onde U; e U,
subconjuntos disjunto de U tais que y ¢ (I —K)(U /(U Ulh));

(D3) (Invariancia Por Homotopia) deg(/ — H(t,-),U,A(¢)) independe de 7 € [0, 1] sempre
que H : [0,1] x U — E € continua e compacto, A : [0,1] — E € continua e A(t) ¢
(I—H(t,"))(dU) paratodo t € [0,1].

Tais propriedades sdo andlogas as propriedades usadas para definir o grau de Brouwer
(ver Apéndice B). A existéncia e unicidade do grau de Leray-Schauder seguem do seguinte

teorema:
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Teorema 1.3. (O grau de Leray-Schauder) Sejam E um espaco de Banach real e o conjunto
M={(I-K,U,y) | (I-—K,U,y) é terna admissivel para o grau de Leray-Schauder} .

Entdo existe uma uinica fun¢do deg : M — 7, o grau de Leray-Schauder, satisfazendo
(D1)-(D3).

Demonstragdo. Ver [10, Theorem 8.1]. O

Além da referéncia acima, temos que a existéncia e unicidade do grau de Leray-Schauder,
¢ amplamente discutido em Amann [2], Amman e Weiss [4], Ambrosetti [S] e dentre outros.

Seguem mais algumas propriedades importantes do grau de Leray-Schauder.

Teorema 1.4. (Propriedades do grau de Leray-Schauder) Além das propriedades (D1)-(D3),

o grau de Leray-Schauder satisfaz as seguintes propriedades:
(D4) (Existéncia de Solucdo) deg(I — K,U,y) # 0 implica que (I — K) ™' (y) # 0;

(D5) (Constante em Componente Conexa) deg(I — G,U,y) =deg(I — K,U,y), para G €
K(U)UB,(K) edeg(I —K,U,-) é constante em B,(y), onde r = dist(y, (I — K)(dU)).
Mais ainda: deg(I — K,U,-) é constante em toda componente conexa de E /(I —

K)(9U);

(D6) (Dependéncia da Fronteira) deg(I —G,U,y) = deg(I —K,U,y) sempre que G‘aU =
Ky

(D7) (Excisdo) deg(I — K,U,y) = deg(I — K,Uy,y), para todo subconjunto U\ de U tal que
y¢ (I-K)(U\Ur);

(D8) (Invaridncia por Translagdo) deg(I — K,U,y) = deg(I — K —y,U,0).

Deimling [10] afirma que as propriedades (D1)-(D7) sdo herdadas do grau de Brouwer
(ver Apéndice B). Em Kesavan [17, Chapter I1I] encontram-se as demonstracdes destes e
outros resultados envolvendo o grau Leray-Schauder. ’. Segue a demonstracao da propriedade
(D8).

Demonstragdo. Primeiramente, considere as aplicacdes A : [0,1] = Ee H:[0,1]xU — E
dadas por A(t) = (1 —t)y e H(t,x) = K(x) +ty. Como K é uma aplicacdo continua e
compacta, entdo H é uma aplicagdo continua e compacta. Claramente, A (¢) é continua.
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Perceba que A(t) ¢ (I —H(t,-))(dU), para todo ¢ € [0,1]. Caso contrério, existiria
to € 10, 1] tal que x — H (19, x) = A(tp), para algum x € dU. Dai,

X—H(t(),x) = l(t())
x—K(x) —toy = (1—10)y
x—K(x)=y.

Logo, y € (I —K)(dU). Contradigdo, pois (I — K,U,y) é terna admissivel para o grau de
Leray-Schauder.

Como H(0,x) = K(x) e H(1,x) = K(x) +y, segue que H é uma homotopia entre a
aplicacdo K e a aplicacdo K +ty. Assim, pela propriedade (D3), temos que

deg(1 —H(0,-),U,A(0)) = deg(I —H(1,-),U,A(1)). (1.17)
Portanto, por (1.17), temos que

deg(I — K,U,y) =deg(I —H(0,-),U,A(0))
= deg(I—H(1,-),U,A(1))
=deg(I — (K+y),U,0)
=deg(I— K—y,U,0).

1.3 Indice de Ponto Fixo

O objetivo desta secdo é definir o Indice de Ponto Fixo e suas principais propriedades.
Mostraremos que o indice € calculado, de um certo modo, em termos do grau Topolégico
de Leray-Schauder. Assim, o Indice de Ponto Fixo nio somente existird como serd Gnico
(propriedades herdadas do grau de Leray- Schauder).

E importante mencionar que as defini¢des e resultados desta secdo foram baseados no
artigo de Amann [3]. Além disso, quando mencionarmos alguns conceitos topoldgicos (fecho,
fronteira, etc.), sempre consideraremos a topologia relativa. E para uma dada aplicagcdo

g A — A, denotaremos por Fix(g) o conjunto dos pontos fixos de g, isto é,

Fix(g) ={x€A:g(x) =x}.
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Iniciamos com a seguinte defini¢do:

Definiciio 1.13. (Terna Admissivel para o Indice de Ponto Fixo) Sejam X um subconjunto
ndo vazio de um espaco de Banach E, U C X um aberto e uma aplicagcdo f:U — X.
Diremos que a terna (f,U,X) é admissivel para o Indice de Ponto Fixo, se forem satisfeitas

as seguintes condigoes:
(Py) X é retrato de E;
(P) U é um aberto limitado de X ;
(P3) f:U — X éuma aplicagdo continua e compacta;
(Py) Fix(f)NoU =0.
Perceba que a condicéo (Py) é equivalente a condigao:
() 0¢ (1— (V).
Pois,
0e(I—-f)(dU) < x— f(x) =0, para algum x € JU
< x = f(x), para algum x € JU

< x € Fix(f)NaU
& Fix(f)N U #0. (1.18)

A proposicao a seguir estabelece uma relacdo muito importante entre a defini¢@o de terna
admissivel para o Indice de Ponto Fixo e a defini¢éio de terna admissivel para o grau de

Leray-Schauder.

Proposicao 1.6. Se a terna (f,U,X) é admissivel para o Indice de Ponto Fixo entdo a

terna (I — fo r|m, r! (U),0) é admissivel para o grau de Leray-Schauder, onde r é uma

retracdo de E em X.
Demonstragdo. Queremos mostrar que:

(Ly) r_l(U) C E é um aberto de E;

(Lp) for:r~1(U)— X é uma aplicagio continua e compacta;

(L3) 0 (I—for)(dr™'(U)).
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(Ly) é imediato, pois U é aberto de X e r é aplicagdo continua. Para demonstrar (L),
primeiramente note que a aplicagdo composta for: r~1(U) C E — X estd bem definida. De
fato, como U ¢é fechado e r é continua entdo ' (U) é fechado. Assim, ' (U) = r~1 (U).

Dai segue que,

Logo,
r(r—l—(U)) cU. (1.19)

Com isso, f or estd bem definido. Portanto, f o r é compacta e continua, pois r € continua e
f é compacta e continua.

Para demonstrar o item (L3), suponha que exista x € d(r~ ' (U)) tal que f(r(x)) = x.
Dai, x € Im(f) C X, logo r(x) = x. Assim, f(x) = f(r(x)) = x. Ou seja, x € Fix(f). De
x € d(r 1(U)), existem sequéncias x, € r ' (U) ey, € E\r }(U) tais que x, — x e y, — x.
Portanto, r(x,) € U e r(y,) € U, isto &, r(x,) € U e r(y,) € E\U. Por continuidade de r,
segue que, r(x,),r(yn) — r(x) = x. Logo, x € dU. Assim, temos que x € Fix(f) UJU. Mas
isso contradiz o fato de (f,U,X) ser terna admissivel para o Indice de Ponto Fixo. Portanto,

o resultado segue.
[

O proximo resultado € o mais importante desta se¢ao pois ndo somente garante a exis-
téncia e unicidade do Indice de Ponto Fixo como, através de sua demonstra¢do, nos fornece
um meio de computa-lo usando o grau de Leray-Schauder. Aqui, seguimos Amann (ver [3,
Theorem 11.1]).

Teorema 1.5. (O Indice de Ponto Fixo) Seja (f,U,X) uma terna admissivel para o Indice de

Ponto Fixo. Entdo existe um numero inteiro i(f,U,X) satisfazendo as seguintes condigdes:

(i) (Normalizag@o) Se k € U, entdo a aplicagdo constante f : U — U dada por f(x) =k
verifica i(f,U,X) = 1;

(ii) (Aditividade) Dados U,U, C U abertos disjuntos tais que Fix(f)N (U\(Ul U Uz)) =0,
tem-se que
l(faU7X) = l(f7U17X) +l(fa U27X)7
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onde i(f,Up,X) =i <f|U—k,Uk,X> k=12

(iii) (Invaridncia por Homotopia) Para todo intervalo compacto A C R e para toda

aplicacdo compacta e continua h: A x U — X tal que
h(A,x) #x, V(A,x) € AxJU,

tem-se que, i (h(A,-),U,X) estd bem definida e independe de A € A;

(iv) (Permanéncia) Se Y é retrato de X e f(U) C Y, entdo
i(f,U.X)=i(f,UNY,Y),

onde i(f,UNY,Y) =i(f|g=5UNY,Y)

Além disso, a familia de inteiros
{i(f,U.X) | (f,U,X) éterna admissivel para o Indice de Ponto Fixo}

é unicamente determinada pelas propriedades (i) — (iv). Chamamos o nimero i(f,U,X) de
Indice de Ponto Fixo de f sobre U com relacdo ao retrato X.

Dividiremos a demonstracao deste teorema em etapas. Primeiramente, mostraremos a
unicidade. Para isso, considere a familia de inteiros {i(f,U,X)} que satisfazem (i)-(iv), onde
(f,U,X) é uma terna admissivel para o Indice de Ponto Fixo. Assim, seguiremos as etapas:
Etapa 1: Mostrar a unicidade do Indice de Ponto Fixo para o caso em que X = E;

Etapa 2: Mostrar a unicidade do Indice de Ponto Fixo para o caso em que X é um retrato
qualquer de E;

Ao final da Etapa 2, serd possivel definir uma expressdo para o célculo de i(f,U,X)
em funcdo do grau Topoldgico de Leray-Schauder e de uma retragdo. Para concluir a
demonstracdo, a proxima fase serd mostrar existéncia. Para isso, devemos mostrar que tal
expressao estd bem definida, isto €, que independe da escolha da retragdo. Além disso,
devemos verificar que de fato valem as propriedades (i)-(iv). Assim, as proximas etapas sao
as seguintes:

Etapa 3: Mostrar que a defini¢do de i(f,U,X), obtido na Etapa 2, estd bem definida;
Etapa 4: Mostrar que i(f,U,X) verifica (i)-(iv).

Demonstra¢do. Vamos comegar pela Etapa 1. Suponha que X = E entdo (f,U,X) =
(f,U,E). Por hipétese, (f,U,E) é terna admissiveis para o Indice de Ponto Fixo, isto

€, satisfaz as propriedades:
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(Py) E éretrato de E;

(P) U C E é aberto limitado;

(P3) f:U — X é continua e compacta;
(Py) Fix(f)NnaouU =0.

Recorde que (P,), (P3) e (Py) sdo exatamente as propriedades (L;), (L) e (L3) que carac-
terizam a terna (I — f,U,0) como sendo admissivel para o grau de Leray-Schauder. Sendo

assim, por unicidade do grau de Leray-Schauder (ver Teorema 1.3) segue que

Para demonstrar a etapa 2, considere r : E — X uma retragao, isto €, r € uma aplicacao
continua tal que r’ =1 } - Primeiramente, note que (for, r~Y(U),E) é terna admissivel

para o Indice de Ponto Fixo, pois:
* r: E — X € uma retracao;
« r~1(U) é aberto, pois U é aberto de X e r é uma aplicacio continua;

e for:rY(U) C E — X é uma aplicagdo continua e compacta. De fato, pois tal
afirmacao segue exatamente igual a que foi feito demonstracao da Proposi¢ao 1.6.

* Fix(for)nad(r~ ' (U)) = 0. De fato, por (1.18), basta mostrar que 0 € Fix(I — f o
r) (8r*1 (U)). Segue exatamente igual ao que foi feito na demonstrago da Proposicdo
1.6.

Mais ainda, como € imediato que f (r (r*l (U ))) C X, podemos aplicar a propriedade (iv),

Permanéncia do Indice de Ponto Fixo. Logo,
i(fom*l(U),E):i(for|mflw)mx,x>. (1.21)
Agora note que r~ ' (U)NX = U. Pois,

xer ' U)NX <= xerl(U) exeX
< r(x)elU exeX
<= x €U, pois r(x) =xquando x € X.
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Dai, temos que
for|m:for‘ﬁ. (122)

Além disso, para todo x € U C X, temos que (for)(x) = f(r(x)) = f(x), pois r‘X = I’X.

Logo, temos que
for|ly=f. (1.23)

Assim, usando (1.22) e (1.23), temos que (1.21) pode ser reescrita do seguinte modo:

i(for, \U),E) =i (for\m,fl(U) mX,X)

= i(for‘U,U,X)
=i(f,U,X).
Logo,
i(f orl=rgy ™ (U).E) =i(f,U.X). (1.24)

Pela Etapa 1, o Indice de Ponto Fixo de forsobre r~!(U) comrelagio a E, i( for,r ' (U),E),
€ unicamente calculado em termos de grau de Leray-Schauder como em (1.20) isto &,

i(for,r Y(U),E) = deg(l—for‘m,fl(U),O). (1.25)
Assim, por (1.24) e (1.25), temos que
i(f,UX)=i(for,r Y(U),E) =deg(I— fo r‘m,r*I(U),O). (1.26)

Portanto, por (1.26), a unicidade do Indice do Ponto Fixo de f sobre U com relagio a X
segue.
A unicidade acima induz a seguinte definicao:

i(f,U,X) := deg(I — for|=gy.r ' (U),0), (1.27)

onde r : E — X é uma retracdo arbitraria de E em X.
Como mencionado anteriormente, para mostrar a existéncia, a proxima etapa € mostrar
que a definicdo acima é uma boa defini¢do. Isto é, devemos mostrar que i(f,U,X) é invariante

por retracdo. Para isso, considere rq,r| : E — X duas retracdes distintas. Queremos mostrar
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que

deg (I—foro‘rol(u),ral(U),O) — deg (1—for1\r1,1(U),r;1(U),o). (1.28)

Primeiramente, para i = 0,1, note que I — for; : rl._1 (U) — X é continua e compacta, pois f

€ continua e compacta e r; € continua. Agora, denote por V o subconjunto de E dado por
1 -1
Vi=ry, (U)Nnr (U).

Claramente, parai=0oui=1,V Cr; 1(U ). Além disso, como U é aberto de X entdo,
por continuidade, r; ' (U) também & aberto de E. Logo, V é aberto de r; ' (U) pois V é
intersecdo de abertos de E. Mais ainda, temos que O € (I — for;) (rl._l (U )\V), comi=0,1.

Caso contrério, fixando i = 0, existiria x € ry ' (U)\V tal que f(ro(x)) =x. Como f é

uma aplicagdo de U em X, segue que x = f(ro(x)) € X. E como rO‘X = I|, segue que
x = f(ro(x)) = f(x), isto é, x € Fix(f). Por outro lado, como x € r, ' (U)\V temos que

xer; ' (U)ex¢V=ry"(U)Nr ' (U). Dex€ry'(U), temos que existe uma sequéncia

Xy € 1y (U) tal que x, — x. Como x, € ry ' (U), segue que a sequéncia ro(x,) € U. Por
continuidade de rg, temos que se x, — x entéo ro(x,) — ro(x) = x. Como ry(x,) € U entdo
xeU. Dex¢ r(;l(U)ﬂr]_](U), temos que ro(x) ¢ U ou ri(x) ¢ U. Dai, x ¢ U, caso
contrério, como U C X segue que ry(x) = r|(x) = x, contradi¢cdo. Logo, temos que x € U
ex ¢ U,isto é, x € dU. Assim, temos que x € Fix(f) NdU. Contradizendo o fato da terna
(f,U,X) ser admissivel para o Indice do Ponto Fixo. O caso i = 1 segue anilogo.

Em resumo, parai =0, 1, temos que:

* V éaberto de r; | (U);

e I—fori:r;'(U) — X é uma aplicagdo continua e compacta;

c 0¢ (1= for) (r [(UN\WV),

Logo, podemos aplicar a propriedade (D7), Excis@o do grau de Leray-Schauder, e obter

deg (I—fori‘ri_l(U),rOl(U),O) =deg(I— forly,V,0), i=0,1. (1.29)
Defina agora a aplicagdo & : [0,1] x V — X dada por

h(A,x) = ro[(1=A)f(ro(x)) +Af(r1(x))].
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Note que & € continua e compacta, pois f or; € continua e compacta. Assim, & estd bem
definida, pois (1 —A)f(ro(x)) +Af(ri(x)) € E e Im(h) C Im(r;) = X. Além disso, como
Im(f) C X, temos que f(ri(x)) € X. Logo, ro(f(ri(x))) = f(ri(x)), pois ro é uma retragao.
Dai, temos que /& é uma homotopia entre f(ro(x)) e f(r1(x)), pois

f(r()(x))v
f(ri(x)).

A=0 = h(0,x)=ro(f(ro(x)))
A=1 = h(l,x)=ro(f(ri(x)))

Mais ainda, para todo A € [0,1] e para todo x € dV, temos que x — h(x,A) # 0. Caso
contrario, existiriam ¥ € dV e A € [0, 1], tais que ¥ — h(X,A) = 0. Isto é, ¥ = h(%,A) € X.
Logo, ro(X) = ri(x) = %. Como f(X) € X, também temos que ro(f(X)) = f(x). Dai,

X—h(xA)=0

X— 10 | (1= ) f(ro(x) + A (r1 (%)) | =
%10 |(1-2)f(®) + 2f(%)| =0

%= 1o [£(8) ~ S (0) + 2/ ()] =

(1.30)

Novamente, como ry(X) = | (X) = X, podemos reescrever (1.30) de duas maneiras:

{

Ou seja, x € Fix(forg) ex € Fix(fory). Por outro lado, dex € JV =d (rO_I(U) ﬂrl_l(U)) te-
mos que X € dry ' (U)Udr; ' (U), pois d (ry "(U)Nr ' (U)) C dry ' (U)UIr; ' (U). Dai, te-
mos que X € Fix(forg)Nadry ' (U) ouX € Fix(for)Ndr~ ' (U). Assim, (I—foro,ral(U),X)
ou(I—fory, rl’1 (U),X) ndo sdo ternas admissiveis para o grau de Leray-Schauder. Pela

(ro(x)) = 0

f
f(nx) = 0.

=l =l

contra positiva da Proposi¢do 1.6, temos que a (f,U,X) ndo é admissiveis para o Indice de
Ponto Fixo. Contradi¢ao.

Em resumo, temos que:
« V éaberto de r; | (U), logo é aberto de X;
e h:[0,1] x V — X é aplicagio continua e compacta;

* x—h(x,A) #0,VA €[0,1], x € dV.
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Logo, podemos aplicar a propriedade (D3), invariancia por homotopia do grau de Leray-
Schauder, e obter

deg (I— foro|y,V,0) =deg (I— for|;,V,0). (1.31)

Com isso, temos que (1.28) se verifica combinando (1.29) e (1.31), do seguinte modo:

deg <I—for0]rolw),r61(U),O) =deg(I— forglyV,0)
=deg(I— for;V,0)

:deg (I—forl‘rll(U),rl_l(U),O) .

Portanto, o indice i(f,U,X) independe da retragdo.
Finalmente, vamos a ultima etapa da demonstracdo do Teorema 1.27. Isto €, devemos

mostrar que
l(f7U7X) = deg(l—for|m, r_l(U)a())
satisfaz as propriedade (i)-(iv) do Indice de Ponto Fixo.

(i) (Normalizacdo) Para toda aplicacdo constante f : U — U, devemos mostrar que
i(f,U,X) = 1.

Seja r : E — X um retrag@o e considere a aplica¢do for:r~1(U) — U. Pela propri-
edade (D8), invariancia por translacao grau de Leray-Schauder com K =0 e y =k,
temos que,

deg (I|W,

r N (U),k) = deg(l—k}m, r~1(U),0). (1.32)
Por hipétese, f é constante, logo seja f(r(x)) = k, para todo x € r~1(U). Claramente
k € U, pois Im(for) C U. Dai, como r é retracdo e U C X, segue que r(k) = k.
Logo, (k) € U, isto &, k € r~'(U). Pela propriedade (D1), normalizacio do grau de
Leray-Schauder, temos que

deg(!] =155, rYU) k) = 1. (1.33)
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Portanto, por (1.27), f or constante, (1.32) e (1.33), respectivamente, temos que

i(f,U,X) =deg(I — for| =gy.r~ (U),0)
= deg(]—k‘m,r_l(U),O)
= dﬁg(l‘m, r_l(U)vk)
=1.

(i) (Aditividade) Queremos mostrar que para todo par de subconjuntos Uy, U, de U tal

que Fix(f) N (U\U, UU,) = 0 tem-se que

i(f,U,X) = i(f|g- Ut,.X) +i(f| 7, U2, X).

Primeiramente, note que para qualquer retrato r de E em X, tem-se que L (Uy), 1 (Us)
sdo subconjuntos abertos de r! (U), pois Uy, U, sdo abertos de X e r é uma aplicagdo
continua. Além disso, temos que r~ ' (U;) Nr~!'(U,) = 0. Caso contrario, existiria
x€Etalque x € r ' (Uy) e x € r1(Us). Logo r(x) € UyNU, # 0, contradizendo a
hipétese de U; e U, serem disjuntos.

Agora, note que 0 € (I — for) (W\r‘1 (U)) U rol (U,)). Caso contrario, existiria
xer{(U)\r {(U) Ur ' (U,) tal que f(r(x)) = x. Como f é uma aplicacio de U em
X, segue que x = f(r(x)) € X. Logo r(x) = x, pois r|, =1|,. Assimx = f(r(x)) =
f(x), isto €, x € Fix(f). Por outro lado, x € r—1(U), segue que existe sequéncia y, €
r~1(U) tal que y, — x. Por continuidade de r, segue que (y,) — r(x) = x. Segue que
existe sequéncia r(y,) € U tal que r(y,) — x. Logox € U. De x & r ' ({U;) Ur~ 1 (Uy)
temos que r(x) € Uy UU,. Ou seja, que x & U; UU,, pois r(x) = x. Dai temos que
x € U\U; UU,. Logo x € Fix(f) N (U\U; UU,), contradizendo o enunciado de (ii).

Assim, em resumo, temos que:
« r~1(Uy),r 1(U>) sdo subconjuntos abertos disjuntos de ! (U);
S0 (1= for) (rTUN (L) ur (W)
Dai, pela propriedade (D2), aditividade do grau de Larey-Schauder, temos que

deg(l—for‘m,r(U),O) = deg(l—fo V‘W,ril(ljl),())
+deg(1—for|w,f1(yz),0). (1.34)
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Portanto, segue de (1.27) e (1.34) que

i(f,U,X) =deg(1—for\T r(U),0)
= deg(I— for|=p N ~“L(v)),0)
+deg(1—for1W,r—1(U2),0)
=i(f,U,X) +i(f,U2,X).

Queremos mostrar que, para todo intervalo compacto A C R, e toda aplica¢do continua
e compacta h: A x U — X tal que

h(A,x) #x, Y(A,x) € Ax JU,

tem-se que
i(h(A,),U,X),

estd bem definida e independe de A.

Comegamos fixando arbitrariamente um elemento A € A . Por hipétese, a aplicagio h
é continua e compacta, logo a aplica¢do projegdo h(A,-) : U — X também € continua e
compacta. Além disso, como h(A,x) # x, para todo x € dU, segue que h(A,-) ndo tem
ponto fixo em dU. Logo, (A(A,-),U,X) é uma terna admissivel para Indice de Ponto
Fixo. Sendo assim, por (1.27), temos que

i(h(1,"),U,X) = deg(I — h(A,r()),r 1 (U),0), (1.35)

onde r é um retrato de E em X. Como U € um aberto de X, r é continua e h(A,-)
€ continua e compacto, segue que ril(U ) é aberto de E e h(A,-) or é continua e
compacto para todo A € A.

Além disso, temos que 0 ¢ (I —h(A,-)or)(dU), isto é, x — h(A,r(x)) # 0 para todo
x € dU. Caso contrério, existiria um X € U e A € A tal que h(A,r(X)) =x. Por
outro lado, como / é uma aplicacio de A x U em X, segue que ¥ = h(A,r(x )
Logo r(X) = X, pois r|X = I}X. Dai, temos que h(A,X) = X, para ( ,X) € A X 8U.

Contradi¢do com a hipétese do enunciado.

Em resumo, fixando arbitrariamente um elemento A € A, temos que:

« r1(U) é aberto de E;

o h(A,r(+)): r~1(U) — X C E é aplicagdo continua e compacta;
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x—h(A,r(x)) #0, Vx € dU.

Segue entdo da propriedade (D3), invaridncia por homotopia do grau de Leray-

Schauder, que

deg(I —h(A,r(-)),r"'(U),0),

estd bem definido e independe de A € A. Portanto, por (1.35), segue que

i(h(A,-),U,X),

estd bem definido e independe de A € A.

(iii) (Permanéncia) Sejam Y um retrato de X e f (U) C Y. Além disso, sejamrg: E — X

er:

X — Y retragdes.

Primeiramente, perceba que (f ‘W’ UNY,Y) é terna admissivel para o Indice de

Ponto Fixo, pois:

Y é retrato de E;

De fato, como rg : E — X e r; : X — Y s@o retragcdes, segue que ro € r| Sao
aplicagdes continuas. Logo, r = rjorg: E — Y € uma aplicagcdo continua. Além
disso, dadoy € Y C X, temos que r(y) = r1(ro(y)) = ri(y) =y. isto é, r‘Y = I‘Y.
Portanto, r é retracdo de E em Y.

UNY CY ¢ um aberto de Y na topologia induzida por X, pois U € aberto de X e
Y CX;

A aplicagdo f: UNY — Y € continua e compacta, pois € restricdo de uma
aplicacdo continua e compacta;

Fix (f|g=p) NO(UNY) =0.

Caso contrério, existiria x € (U NY) tal que f(x) = x. Assim, x € Fix (f|;=5)-
Por outro lado, d(UNY) C dU NY na topologia de Y induzida por X. Dai,

x € dUNY. Logo, x € Fix(f) N dU. Contradi¢do, pois a terna (f,U,X) é
admissivel para o Indice de Ponto Fixo.

Sendo assim, por (1.27), temos que

i(f|gay:UNY,Y) = deg(l—for|m, r~H(UNY),0), (1.36)
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onde r: E — Y é uma retracdo. Logo, por (1.27) e (1.36), para mostrar que i(f,U,X) =
i(f,UNY,Y), devemos mostrar que

deg (I—for0|r01w),ro_l(U),0) = deg (I—for}m,r_](UﬂY)ﬂ) L(1.37)

Para isso, denote por V o subconjunto de E dado por V = ry {(U)Nr (U NY).
Claramente, V C ry '(U) e V. C r~1(UNY). Como U é aberto de X e UNY é aberto
de Y entdo, por continuidade, 7, "(U) e r "1 (UNY) sdo abertos de E. Dai, V é aberto
de ry ' (U) e aberto de r~' (U NY), pois é intersecgdo de abertos de E.

Afirmamos que O ¢ (I — forg) (W\V) Caso contrdrio, existiria x € W\V
tal que f(ro(x)) =x. Como f é uma aplicagdo de U em Y C X, segue que x =
f(ro(x)) €Y. Ecomo ry|, =1|,, segue que x = f(ro(x)) = f(x) €Y, isto &, x € Fix(f).
Por outro lado, de x € ro H(U)\V temos quexGchgéV =, (U)Nr N (UNY).

Dexer, L(U), temos que existe uma sequéncia x, € o L(U) tal que x,, — x. Como

Xn €1y ! (U), segue que a sequéncia ry(x,) € U. Por continuidade de ry, temos que
se x, — x entdo ro(x,) — ro(x) = x. Como ry(x,) € U entdo x € U. De x ¢ ral U)n
rH(UNY), temos que ro(x) ¢ U ou r(x) ¢ (UNY). Dai, x ¢ U, caso contririo,
ro(x) =xeentdo r(x) = ri(ro(x)) = ri(x). Comox= f(x) €Y er|, =1
r(x) =ri(ro(x)) =ri(x) =x €Y. Logo, ro(x) € U e r(x) € (UNY), contradi¢do. Com
isso, temos que x € U e x ¢ U, isto é, x € dU. Portanto, x € Fix(f) N dU. Contradi¢io

y» Segue que

com o fato da terna (f,U,X) ser admissivel para o Indice do Ponto Fixo.

Em resumo, temos que:

* Véabertode r, ' (U);

e« I—forg:ry '(U) — Y é uma aplicacdo continua e compacta;
* 0&(I—forp) (ro_l(U)\V>.

Logo, podemos aplicar a propriedade (D7), excis@o do grau de Leray-Schauder, e obter

deg (l—foro\rolw),rol(U),o) =deg (I—foro|yV,0). (1.38)

De modo essencialmente andlogo ao que foi feito acima, em resumo, temos que:

* V é aberto de r*I(UﬂY);
e [—for:r 1 (UNY)—Y é continua e compacta;

c 0&(I—for) (W\V)



38

Ponto Fixo em Cones

Novamente, podemos aplicar a propriedade (D7), excisdo do grau de Leray-Schauder,
e obter

deg (1—for}m,f1(umf),o> — deg (I— forl,V,0). (1.39)

Defina agora a aplicagdo & : [0,1] x V — Y dada por

h(A,x) = r[(1=2)f(r(x)) + A f(ro(x))]-

Note que & € continua e compacto, pois for e forg sdo continuas e compactas. h
estd bem definida, pois (1 —A)f(r(x)) +Af(ro(x)) € E e Im(h) C Im(r) =Y. Além
disso, como Im(f) C Y, temos que f(r(x)), f(ro(x)) €Y. Logo, r(f(r(x))) = f(r(x))
e r(f(ro(x))) = f(ro(x)) pois r|Y = I|Y. Dai, temos que & é uma homotopia entre for

e forg e pois

{Azo = h(0,x) = r(f(r(x))) = f(r(x))
A=1 = h(1,x) = r(f(ro(x))) = f(ro(x)).

Mais ainda, para todo A € [0,1] e todo x € dV, temos que x — h(x,A) # 0. Caso
contrério, existiriam X € dV e A € [0, 1], tais que X —h(¥,A) = 0. Isto é, = h(X,A) €Y.
Logo, ro(X) = r(x) =%. Como f(X) € Y, também temos que r(f (X)) = f(X). Dai,

X—h(x,A)=0
x—r [(1=2)f(r(®) + A £ (r0(®)] =0
x—r|(1=T)/(®) + 1S (%) =0
X—r[f(;—c)—If()‘c)JrIf(x): =0
x—r(f(x))=0

X—f(x) =0 (1.40)

Novamente, como ry(X) = r(X) = X, podemos reescrever (1.40) de duas maneias:

x—f(ro(x) = 0,
- f(r®)) = 0.

Ou seja, x € Fix(foryg) ex € Fix(for). Dex € dV = 8(r61(U)ﬂr_1(UﬂY)),
temos que X € dry ' (U)Udr ' (UNY), pois d (ry ' (U)Nr (UNY)) C ary (U)U
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dr 1(UNY). Dai, temos que X € Fix(forg) ﬂaral(U) oux € Fix(for)nar ' (UN
Y). Dai, temos que (I — forg,ry ' (U),X) ou (I— for,r ' (UNY),Y) ndo sdo ternas
admissiveis para o grau de Leray-Schauder. Dai, pela contra positiva da Proposi¢ao 1.6,
temos que as ternas (f,U,X) ou (f }W’ UNY,Y) nio sdo admissiveis para o Indice

de Ponto Fixo. Contradic¢ao.

Em resumo, temos que:

e V é aberto de r(;l (U), logo é aberto de X;
e h:[0,1] x V — Y € continua e compacta;

* x—h(x,A) #0,VA €[0,1], Vx € dV.
Logo, podemos aplicar a propriedade (D3), invaridncia por homotopia, e obter
deg (I— foro|y,V,0) =deg (I— for|,V,0). (1.41)

Finalmente, por (1.38), (1.41) e (1.39), respectivamente, podemos mostra que (1.37)

ocorre do seguinte modo:

-1
deg <I_for0‘r5'(lj)’r0 (U),O) = deg (I—fo r0|V,V,O)
=deg (I— for|V,0)
— deg (I—for‘m,fl(UﬂY),O> .
Portanto, o resultado segue.

]

Observagdo 1.4. E importante ressaltar que a demonstracdo do Teorema 1.5 nos fornece um
meio de calcular i(f,U,X) em virtude de (1.27). Isto é, dado (f,U,X) uma terna admissivel
para o Indice de Ponto Fixo e r: E — X é uma retragio, temos que o Indice de Ponto Fixo

de f sobre U com relacdo ao retrato X é dado por
i(f,U,X) :=deg(I — for| =gy.r~ (U),0). (1.42)

Finalizamos essa se¢do com dois importantes resultados imediatos do teorema anterior.

Corolario 1.3. O Indice de Ponto Fixo satisfaz as seguintes propriedades:
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(v) (Excisd@o) Para todo subconjunto aberto de V C U tal que f ndo possui ponto fixo em
U\V,
i(f,U,X)=i(f,V,X);

(vi) (Existéncia de Solucdo) Se i(f,U,X) # 0, entdo f possui pelo menos um ponto fixo.

Demonstrag¢do. Primeiramente, temos que i(f,0,X) = 0. De fato, tomando A =A| = A, =0,
segue que A e A; sdo subconjuntos aberto de A e A\(A; UA;) = 0. Logo f ndo tem pontos
fixos em A\ (A] UA>) = 0. Dai, pelo propriedade de aditividade do Indice de Ponto Fixo,
segue que

i(f,AX) =i(f,A1,X) +i(f,A2,X),
isto é,

i(f,0.X) =i(f,0,X)+i(f,0,X).

Como i(f,0,X) € Z, segue que a igualdade acima s6 ¢ valida se, e somente se,
i(f,0,X) =0. (1.43)

Sendo assim, tomando U; =V e U, = 0, temos que U; e U, sdo subconjuntos abertos
contidos em U. Além disso, U\ (U1 UU,) = U\(VU®) = U\V. Como f ndo tem ponto fixo
em U\V segue que f ndo tem ponto fixo em U\ (U; UU>). Dat, pela aditividade do Indice de
Ponto Fixo e por (1.43), segue que

i(f,U,X) =i(f,U1,X) +i(f,U2,X)
=i(f,V1,X)+i(f,0,X)
=i(f,V;,X)+0
=i(f,V1,X).

Portanto, o item (v) estd provado.

Para demonstrar o item (vi) suponha, por contradi¢do, que f ndo possua ponto fixo em
U. Ou seja, para todo aberto V C U, segue que f nio tem ponto fixo em U\V. Dai, pela
propriedade de exciso do Indice de Ponto Fixo temos que i(f,U,X) = i(f,V,X), para todo
V C U. Tomando V = 0, segue de (1.43) que i(f,U,X) =i(f,0,X) = 0. Contradi¢do com a
hipdtese. 0
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1.4 Teorema do Ponto Fixo em Cones

O objetivo desta se¢do € enunciar € demonstrar um teorema de ponto fixo em cones. No Ca-
pitulo 2, esse teorema serd a principal ferramenta que usaremos para determinar a existéncia
de solug@o ndo-negativa e ndo-trivial para um sistema de equagdes diferencias parciais.

Nesta se¢do, sempre assumiremos que (E, P) é um espaco de Banach ordenado. Além
disso, nas notagdes, lemas e teoremas desta se¢do p serd um nimero real positivo qualquer.
Iniciaremos com algumas notagdes e resultados topoldgicos.

Comegaremos denotando por P, a parte positiva da bola aberta By, (0) (ver Figura 1.2),
isto €,

P, == B,(0)NP =B, (0). (1.44)

Figura 1.2 Defini¢do de P,.

Note que P, ¢ uma vizinhanga aberta da origem na topologia relativa de P, pois B, (0) é
um aberto da topologiade E ¢ 0 € Fp.
Além disso, temos que

P, =B,(0)NP, (1.45)

onde o fecho € na topologia relativa de P. De fato, primeiramente note que

P, =B,(0)NP
— (B(0)P)UA(B,(0) N P)
=P, UdP,.
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Por outro lado, temos que

By (0)NP = (Bp(0)UIB,(0)) NP
= (Bp(0)UP)N(dBp(0)NP)
=P, U(dBp(0)NP).

Com isso para mostrar que P, = B, (0) N P, basta mostrar que d P, = dB,(0) NP (ver Figura
1.3).

Figura 1.3 A fronteira de P, destacado em azul.

Primeiramente, suponha que y € dP, entdo y € P, pois a fronteira de P, ¢ relativa ao cone
P. Além disso, se y € dP, entdo existem sequéncias x,, € P\Py ey, € P, tais que x,,y, — y.
Como y, € P,, por (1.44), temos que e y, € Bp(0). Por (1.44) novamente, temos que se
xn € P\P, entdo x, € P\(B,(0)NP). Como P C E, temos que x, € E\B,(0), y, € Bp(0) e
Xn,Yn — Y. Isto, é y € dB,(0). Portanto, y € dB,(0) N P.

Suponha agora que y € dB,(0) N P. Assim,y € Pey € dB,(0). Logo, existem sequéncias
xn € P\By(0) e y, € Bp(0) NP tais que x,,y, — y. Como B, (0) NP = P,, segue imediato
que y, € Py. Por outro lado, como P, C B, (0), temos que x, € P\P, . Portanto, y € dP, .

Denotaremos por S, (0) a fronteira de B, (0), isto &, S, (0) := d B, (0) e denotaremos por
S; (0) a fronteira de Py, isto &, S;)L (0) = dPy. Assim, como P, =B, (0)NPe d(Bp(0)NP) =
9B, (0) NP, segue que

S,(0)=9P,
=d(Bp(0)NP)
=0dB,(0)NP

= S,(0)NP. (1.46)
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A seguir, mostraremos alguns teoremas de ponto fixo para aplicacdes continuas e compactas
usando o Indice de Ponto Fixo. Como E é o espaco de Banach ordenado, temos que o cone
positivo € um conjunto fechado. Além disso, todo cone é convexo, logo, por (1.5), o cone
positivo € um retrato de E. Dai, para todo subconjunto aberto U do cone positivo P e toda
aplicagiio continua e compacta f : U — P tem-se que o indice i(f,U, P) estard bem definido,
se f ndo possuir pontos fixos na AU, isto é, a terna (f, U, P) for admissivel para o Indice de
Ponto Fixo. Nesse caso, temos os seguinte lema:

Lema 1.1. Seja f : }Tp — P uma aplicacdo continua e compacta.

i) Se f(x) # Ax para todo x € S, (0) e para todo A > 1, entdo

i(f,Py,P) = 1. (1.47)

ii) Suponha que existe um elemento y € P\ {0} tal que x — f(x) # Ay para todo x € S;(O)
e para todo A > 0, entdo

i(f,Py,P) =0. (1.48)

Demonstracdo. Comegamos a demonstragio pelo item (7). Para isso, defina a aplicagio
h:[0,1] x P, — P dada por h(7,x) = 7f(x). Como f é uma aplicacdo continua e compacta
entdo & também € uma aplicacio continua e compacta. Além disso, 4 € uma homotopia entre
a aplicagdo nula e a aplicacdo f : P, — P, pois

Por outro lado, como 4 # 0, temos que
1
f) #Ax= = f(x) # x.

1 1
Como A > 1entio 0 < 1 < 1. Assim, fazendo 7 = —, segue da desigualdade acima que

A
h(t,x) # x, para todo x € S, (0) = dB, (0) = dF, e para todo T € [0,1]. Portanto, pelas

propriedades de invariancia por homotopia (iii) em 4 e da normalizagao (i) aplicada a func¢do
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nula, temos que

Portanto, o item (i) estd provado.

Vejamos agora a demonstrac¢do do item (ii). Dado y € P\ {0}, tome A > 0 (a ser escolhido
posteriormente pois tal escolha depende y). Defina a aplicac@o & : [0,A] X E — P dada por
h(t,x) = f(x)+ ty. Como h(0,x) = f(x) e h(A,x) = f(x) + Ay, temos que /h é homotopia
entre a aplicagdo f : P, — P e a aplicac@o g : P, — P dada por g(x) = f(x) + Ay. Além disso,
por hipétese do enunciado, temos que x — f(x) # Ty, isto é, h(7,x) # x, para todo x € S;(O)
e para todo 7 € [0,A]. Dai, segue da propriedade (iii), invarincia por homotopia do Indice

de Ponto Fixo, que para todo A; € [0,A] vale que

i(f,Pp,P) = i(h(0, -),Pp,P)
= i(h(A1,-),Fp, P)
= l(f"_)’ly?PpaP)

Isto €,

Por outro lado, como f é compacta temos que f ¢ limitada. Logo, seja i € [0, +o0) tal que
u=sup{|lf(x)[;x€P,}.

Agora suponha, por contradi¢do, que i(f,Pp,P) # 0. Assim, por (1.49), temos que
i(f(-)+My, Py, P) #0, para todo A; € [0,A]. Pelo Corolario (1.3-v), existéncia de solugio
do Indice de Ponto Fixo, temos que f(-) 4+ A;y possui a0 menos um ponto fixo. Isto é, existe
xo € Py (que depende de A;) tal que

f(xo) + A1y = xo. (1.50)
Além disso, como y € P\ {0}, isto é, ||y|| # 0, temos que p pode ser reescrito como

_.l_
p=p+u—p= (ﬁ) Iyl — & (151)
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Por defini¢do do supremo [, temos que — < —|| f(x)||, para todo x € P,. Aplicando
esta desigualdade em (1.51), temos que

+H
p< (B -l (1.52)
[yl
para todo x € P,. Escolhendo A suficientemente grande tal que prH €(0,A)eA; > ptr

]| 1]l

temos que

p< (BEE) bl sl

[yl
<Ayl = lF Gl
= 1Ayl = [lF (]
== Ayl = lF &
<l =Ay—f&)
= Ay + f ().

Dai, p < ||A1y+ f(x)||, para todo x € }Tp. Em particular, tomando x = xo em P,, temos da
desigualdade anterior que p < ||[A1y+ f(xo)||. Mas, por (1.50), temos que A;y+ f(x0) = xo.
Logo,

p <|[[Ay+f(xo)ll = llxoll

Isto &, xo &€ Py, contradigdo. Portanto, i( f,P,,P) = 0. O

Segue, o primeiro teorema de existéncia do ponto fixo em um cone P de um espaco de
Banach ordenado E.

Teorema 1.6. Seja f : P, — P uma aplica¢do compacta e continua tal que f(x) # Ax para
todo x € S;{(O) e A > 1. Entdo f admite um ponto fixo.

Demonstragdo. De fato, pelo Lema 1.1 item i) segue que i(f,P,,P) # 0. Dai pela propri-
edade da existéncia de solucio do Indice de Ponto Fixo, segue que f tem pelo menos um

ponto fixo em em FPp. [

O vetor nulo de um espaco de Banach pode corresponder as solucdes triviais de uma
equacao diferencial. Este fato ndo € vantajoso quando queremos provar a existéncia de
solugdes ndo-negativas onde 0 € P é um ponto fixo do operador, pois ndo podemos distinguir

o ponto fixo encontrado da solug@o nula. O teorema anterior, infelizmente, ndo exclui essa
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possibilidade. A forma mais simples de contornar essa problemética € buscar pontos fixos no
conjunto, as vezes chamado de “concha conica” (ver Figura 1.4),

{xe P | min{0,7} < ||x|| <max{6,7} com O #£71eb,7€|0,p]}

\ )
o | min{6,7} max{6,1}

Figura 1.4 A concha conica.

Sendo assim, segue o principal resultado desta sec¢ao: o teorema de pontos fixos nao
triviais em cones.

Teorema 1.7. (Teorema do Ponto Fixo em Cone) Seja f : P, — P uma aplicagdo continua e

compacta e sejam 0,7t € (0,p] com 0 # . Suponha que:
(i) f(x)# Ax para todo x € S (0) e para todo A > 1;

(ii) existe um elemento y € P\ {0} tal que x — f(x) # Ay para todo x € S (0) e para todo
A >0.

Entdo f tem ao menos um ponto fixo satisfazendo min{ 60,7} < ||x|| < max{6,7}.

Demonstragdo. Primeiramente, defina pp, p; € (0, p] tais que

po:=min{6,7} e
p1 :=max{6,1},

onde 6,7 € (0,p] (ver Figura 1.4). Como 0 # 7, segue que py < p1. Logo Bp,(0) C By, (0)
e consequentemente, (Bp,(0) NP) C (Bp,(0) NP), isto é, Py, C Pp,.

Buscaremos usar a propriedade (i), aditividade do Indice de Ponto Fixo, para os conjuntos
Ppy, Fp, € Pp, \P_po Para isso note que:
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(a) Pp, e Py, \Pp, sdo subconjuntos de P, , pois Py, C Pp,;

(b) Pp, e P, \Pp, sdo disjuntos. Caso contrdrio, existiria x € P tal que x € Py, e x € Py, \ Py,
Dai, x € Py, e x € Pp,. Absurdo;

(c) f |K ndo tem ponto fixo em Py, \ (Pp, U (Po,\Ppy) ) -

De fato, como f € continua e compacta entdo f ‘E ef ‘PT sdo continuas e compactas.
Dai, pelos itens (i) e (ii) do lema (1.1), temos que é possivel o célculo de i(f‘g, Py,P)
e i(f{P—T,PT,P). Logo, as ternas (f‘E,Pg,P) e (f‘P—T,PT,P) sdo admissiveis para o
Indice de Ponto Fixo. Assim, f ‘P—pi, com i = 0,1, ndo tem ponto fixo em dP,, UJPFy,.
Logo, para provar o item (c), basta mostrar que

P_Pl\ (PPO\P_PO) = Py, UdPy,. (1.53)

Primeiramente, por (1.44) e (1.45), recorde que Py, = By, (0) NP e Py, = By, (0) N P.

Ou ainda,

P, ={yeX;yePely| <pi} (1.54)

P, ={yeX;yePelpy| <pi, (1.55)

com i =0, 1. Assim, por (1.54) e (1.55), temos que Py, \ Py, € Pp, \Pp, pode ser escritos
como

Py \Ppy = {y € P;po < |lyll <p1} (1.56)

Py \Pp, = {y € Pipo < |yl <p1}- (1.57)

Dai, por (1.55) e (1.57), temos que

P\ (Pp,\Poy) = {y € P;||y]| < poou |ly|| = pi1} (1.58)
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Assim, por (1.56) e (1.58), temos que

Po,\ (Boy U (Po, \Poy)) = (Poy \Ppy) N (Ppy \(Ppy \Ppy))
={yeP;po <[yl <pi}n{y e Pyl < pooulyl]=pi}
={yePipo <[l <p1elyll <potU
{vePpo <yl <prelyll=p1}
={ye Pyl =potU{y € Pilyll=p1}
= dPp, UdP,,.

Logo, vale (1.53). Portanto, o item (c) estd provado.
Pelos item (a), (b) e (c), podemos aplicar a propriedade (ii), aditividade do Indice de
Ponto Fixo, e obter

l'(f{m,Ppl,P) = i(f|ﬁ,PPp]\%,P)+l‘(f’%,Pp07P),
isto €,

i(f‘m’Ppl\P_PO?P) = i(f]m,Ppl,P) —i(f|%’Ppo=P)' (1.59)
Pelo Lema 1.1, segue que

i(f‘pk,Pk,P):{l se k=0, (1.60)

0 se k=r.
Logo, por (1.59) e (1.60), segue que

1 se p=20,

i(f|5—5=1 P, \Ppy, P) =
l(f’Ppl\ppO Pl\ Po ) {_1 se pp=T.

Em todo caso, i(f ‘W?Pm\mf) # 0. Dai, segue do Corolario 1.3-(v), existéncia de
P \Fpg

solucdo do indice, que f |131\7F0 tem ao menos um ponto fixo em Fp, \1% Por outro lado,

Po)\Ppy = {x € P | po < |lxl| < p1}
={x€P| min{6,7} <|x|]| <max{0,7} com O #7teb,7e (0,p]}

Portanto, f possui ponto fixo satisfazendo min{0, 7} < ||x|| < max{6,7}. O



Capitulo 2

Sistemas Elipticos Superlineares

2.1 Introducao

Neste capitulo, seguimos Cosner [9] para estudar dois resultados de existéncia de solucdes
positivas para sistemas elipticos sem estrutura variacional via ponto fixo em cones, que nos
permite inclusive tratar de sistemas superlineares. Mais especificamente, vamos estudar as
solucdes (fracas e cldssicas) ndo-negativas e nao-triviais do seguinte sistema com condi¢do

de contorno de Dirichlet

L1u1 = f1 (ﬁ) cm Q.,
' (2.1)
Lyt = f(id) em €2,
uy=---=u, =0 sobre dQ.
Observe que, adotando a seguinte notacao
Ly -~ 0 uj fi(d)
o problema (2.1) pode ser reescrito como
ilﬁ = f(ii) emQ, 22)
i=0 sobre dQ.

Sendo assim, determinar as solugdes de (2.1) equivale a determinar as solugdes de (2.2).
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Para a conveniéncia do leitor, iremos descrever novamente as hipdteses inciais sobre o
problema (2.1).

No primeiro resultado de existéncia (ver Secao 2.4), consideramos Q C RV ,N>2,um
dominio limitado com fronteira regular e L;, o operador uniformemente eliptico de segunda
ordem na forma divergente, isto €,

N N
Lyvi=— ), di(ay,;(x)9; v)+ Y by (x)0v +cu(x)v, (2.3)
i,j=1 i=1
tal que
Y 01£2
Y au;(0)&EE > a)lEl, (2.4)
i,j=1

para constantes ag >0etodoxec Qe é e RY. Além disso, assumiremos que os coeficientes
Ay, by, e cy sdo regulares e que

cu(x) >0, VxeQ, Vue{l,--- ,m}. (2.5)

No segundo resultado (ver Se¢do 2.5), adicionamos a  a hipdtese de convexidade e conside-
ramos Ly, = —A, paratodo u € {1,--- ,m}.
Sobre o termo de ndo-linearidade f, temos as seguintes hipoteses:

(HO) f: R™ — R™ € regular;

(H1) Sexy >0,com u € {1,---,m}, entdo
fulx)>0 para u=1,...,m;

(H2) Paracadapu € {1,---,m},

. X * .
lim f“—“ > 11“ uniformemente em x, > 0 para v # U,
x'u%‘x’ xl‘i

onde 11“ " & 0 autovalor principal do problema

Lig=A"¢ emQ,
o»=0 sobre 0Q,

onde LZ € o operador adjunto de Ly;
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(H3) Seja A; > 0 é o autovalor principal do Laplaciano com condi¢do de fronteira de
Dirichlet em Q. Assuma que o

if{@zr¢ﬂ¢ﬂ}>a

onde

(H4) Seja
0= inf {al A — b/ + <)} >0, (2.6)
onde cg = igf cy. Existe y <y tal que
<x,f(x)> < 7lx|, sempre que |x| < }p;

(HS) Por fim, assumiremos que f € fungdo quase-monotona, isto €,

afu (x)
dxy

>0, para u#v, ex; >0,Vi=1,--- ,m.

Além das hipéteses (H1)-(HS5), temos as seguintes hipdteses de crescimento (HC):

(HC1) Para o primeiro teorema de existéncia (ver Se¢do 2.4), assumiremos

L)

x| e |x|B

_N+1
- N-—-1’

=0, onde B

(HC2) Para o segundo teorema de existéncia (ver Se¢do 2.5), assumiremos

S N
—_ N>3
lim F)l =0, onde B<N—2 e =2

|x|—>o0 |X|B B <eo se N=2.

Para ambos os resultados de existéncia, precisaremos de algumas notacdes e lemas

técnicos a serem enunciados na Secdo 2.2 e no inicio da Sec¢do 2.5.
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2.2 Notacoes e Resultados Preliminares

Nesta secdo apresentaremos algumas notagdes e resultados que serdo utilizados ao longo
deste capitulo. Iniciamos com as defini¢des de algumas normas.
Para um elemento x = (xy,--- ,x,) € R™, convencionamos |x| como a norma da soma,

18to €,
m
x| = Z [xu -
u=1

Para um elemento & = (uy -+ ,uy) € E™, onde E é um espago métrico qualquer E, que néo

seja um espago de Sobolev, definimos a norma de # como
m
lallem =Y, luulle. (2.7)
u=1

Por outro lado, para espacos de Sobolev construidos a partir do espago L¥, com 1 < p < oo,

incluindo o préprio L?, definimos a norma de # como

1

m P
”ﬁH(WhP(Q))m = (Zl HM,LLH‘I;Vk,p(Q)> ) (2.8)
U=

para todo inteiro k ndo-negativo.
Como mencionado anteriormente, sob hipdteses adicionais sobre f, qualquer solugao
ndo-trivial ndo-negativa de (2.2) € positiva em todos as componentes. Para detalhar esse fato,

precisaremos do conceito de fun¢do quase-irredutivel abaixo e do subsequente lema.

Definiciio 2.1. (Fungdo quase-irredutivel) Dizemos que f : R™ — R™ é quase-irredutivel
se, sempre que x € R" for tal que xy, > 0 para todo p € {1,--- ;m} exy >0parap €' C
{1,--+,m}, entdo fy(X) > 0 para algum v ¢T.

Exemplo 2.1. Considere as aplicacdes [, : R*> — R tais que f(x1,x2) = (x1 +x2,X1 +x2)

e g(x1,x2) = (x1 — x2,x1). f é quase-irredutivel, mas g ndo é.

Lema 2.1. Suponha que f é quase-irredutivel e satisfazendo (H1). Se i € (Wol’z(Q))m é
solugdo fraca de (2.2) com uy > 0 q.t.p em Q, para todo p € {1,--- ,m} e ii 0, entdo
Entdo uy >0 q.t.p em Q, para todo p € {1,--- ,m}.

Demonstragdo. Por (2.5), temos que

/ cyw dx >0, Yw >0, we W, (Q),Yu e {1,--- ,m}, (2.9)
Q
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Como uy > 0 q.t.p em &, segue de (H1) que fj, (i) > 0 ou fy,(if) = 0 q.t.p em Q. Logo, por
(2.2), temos que Lyuy, > 0. Em adicional, como Ly, satisfaz (2.4), (2.9) e possui coeficientes
regulares, podemos aplicar o Coroldrio C.2 e concluir que ou uy = 0 ou uy (x) >0 q.t.pem Q,
paracada p € {1,---,m}. Pela hipétese, ii Z 0, logo hé pelo menos um indice u € {1,--- ,m}
tal que uy, # 0. Assim, defina o conjunto de indice I" tal que

F={pue{l,--- ,m}uy, >0 qtpemQ}.

Note que, ' #@ e ' C{1,---,m}. Afirmamos que I'={1,---,m}. Suponha, por con-
tradicdo, que I' C {1,---,m}. Logo, I'* # @. Como f é quase-irredutivel, segue que
fv(id) > 0 para algum v ¢ T". Ou seja, é falso que u, > 0 q.t.p em Q. Isto é, uy =0.
Dai, Lyuy = fy (i) = 0, contradi¢do. Assim, I'= {1,---,m} e portanto u, > 0 para todo
uedl, - ,m}. O

No desenvolver das Se¢des 2.4 e 2.5, precisaremos também dos seguintes lemas técnicos.

Lema 2.2. Sev e Wol’2 (Q) e 0 < 17 < 1, entdo existe uma constante C > 0 tal que

1%
H§ sy = CIVV g0, (2.10)

1
sempre que — =
q

-7
, onde 6 = 6(x) é a fungdo distdncia de x a Q.

1
2

I 1 1
Demonstragcdo. Seja — = —+ —, com r,s > 1. Pela desigualdade de Holder, A.6, temos que
qg 1 S

v v’ 1-7
5] = |5
0% llLa(Q) 07 L9(Q)
v 1—-7
< 5T [v HLJ(Q)
L"(Q)
_ K K -7
- 6 L’T(Q) ||V| Ls(l—'L')(Q)' (211)
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Note que, tomando r7 =2 e s(1 — 7) =2 temos que

1 1 1 1+1
ST T T 2 2+
9 T S T 1=
T 1—-7)(N-2
_T, (-9 -2)
2 2N
_r+1 1 ’L'+T
2 2 N 2 N
_1 1—-7
2 N

Assim, pelo desigualdade de Hardy-Sobolev (ver Teorema A.10) com r7 = 2, existe uma

constante c; > 0 tal que

VT
5 =5 <1 [|[Wllz2 ) - 2.12
H o L7(Q) H o 2(Q) — 1 H v||L2(Q) ( )
Aplicando (2.12) em (2.11), segue que
| el = € 1V V135 2.13)

Da desigualdade de Poincaré (ver Teorema A.9) com g = 2, segue que existe uma constante

¢y > 0 tal que
IVl 20 (@) < 2 IVl 20 (2.14)

Elevando (2.14) a 1 — 7 e como s(1 — 7) = 2%, temos que

Wl o) < c2llVll 2y (2.15)

Ls( 1 r)(Q)

Portanto, aplicando (2.15) em (2.13), temos que

%
— < \%
ST 14(Q) > || v”LZ HV”le T (Q)
1—
< o1 [Vl eallvlizg
1—
=G HVVHZz(Q) Vvl 2 Zz
=3[Vl 12
onde ¢3 =cjcy > 0. O

Finalizaremos estd sec¢do mostrando o seguinte resultado.

Lema 2.3. Seja uy, : Q — R lipschitziana tal que u, =0 em 9. Entdo L%” € L7(Q).
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Demonstragdo. Sabemos que dado x € Q existe y, € dQ tal que 6(x) = |x — yx|. Como, uy
¢ lipshitziana, temos que existe k > 0 tal que

g (%) = (y2) | < kx — yx| = kS (x).

Desde que uy, = 0 sobre dQ entdo uy (yx) = 0. Logo |uy (x)| < kd(x), para todo x € Q. Daf,

temos que
WO e
6 (x)
Uy o
Portanto S €L”(Q). N

2.3 Construc¢ao do Operador Compacto

Como mencionamos anteriormente, a principal ferramenta que usaremos para mostrar exis-
téncia de solugdo para o sistema (2.1), serd o Teorema 1.7, isto €, o Teorema do Ponto Fixo
em Cones. Para aplica-lo, precisamos reescrever (2.2), de modo que sua solucdo seja o ponto
fixo de um operador compacto e continuo F definido em um cone positivo. Esta secao tem o
objetivo de definir tal operador e em seguida reescrever o Teorema 1.7.

Iniciamos definindo o operador resolvente (L)™' : C (Q) — C (Q) associado ao pro-

blema auxiliar

Lyv— Q
{ wv=_g emas, (2.16)

v=0 sobre dQ.

Isto €,

(Ly)':C(Q) —C(Q)
g— (Ly) 'g=v,

onde v € Hy (Q) NC(Q) é a tinica solugdo de (2.16). Pelo Corolério C.3, temos que (Ly )~
estd bem definida. Assim, dada v € H} (Q) NC(Q) temos que

Lyv=g emQ,

2.17
v=0 sobre dQ. ( )

v= (L)) 'g& {
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Dai, podemos definir a aplicacao

como sendo

—~
L
~—
|
)

Vi (Ll)_lvl
W}:Ail\_)’ = S T, S : = :

0 o ' Lw ] L

Por outro lado, considere i € (C (ﬁ)) Como f & regular entdo fu( u)eC (Q) Logo,
podemos tomar g = f;, (if). Daf, faz sentido calcular (L) ~'g = (Ly) ™" (fu(i)). Sendo assim,
se uy = (Lu)_l (fu(i)) entdo temos que u,, verifica

v=0 sobre dQ.

Dai, podemos calcular A~! (f(if)). Isso define um operador:
Fo(C(@)" —s (C(Q))"
i — Fii = A~ (f(#@)).

A aplicag;éo composta F' € continua e compacta. Pois, f;; € uma continua, pelo Corolério C.3,

(Lu) ¢ continua e compacta (ver Figura 2.1).

!l
)
I

i [ Ji) ——{a | Fa=a (7))

A
| !

F=A"of

Figura 2.1 Esquema da composta F=A"lo f
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Mais ainda, se i € (C (Q))™ é ponto fixo de F, entdo

i = Fi

i = AT'(f(@))
i (L)~ (A (@)
Um (Lm)il(fm(ﬁ))

Isto &, uy = (L)' (fu(i)), para todo u € {1,--- ,m}. Por (2.17), temos que

uy =0 sobre 0Q.

Liuy = f1(d) em Q,

up = (L)~ (fuli)) < {

Lyuy = fin(id) em Q,
Uy =---=u, =0 sobre dQ.

Portanto, determinar os pontos fixos do operador continuo € compacto F: (C (ﬁ))m —
(C(Q))™ equivale a determinar as solugdes do sistema (2.1).
Agora, considere o cone positivo

Pegy={ueC (Q) :u(x) >0, Vx € Q}.

Note que P(C(ﬁ))’” = (Pc(ﬁ))m. Assim, pela Defini¢ao 1.10, temos que ((C (ﬁ))m, |- ”(C(ﬁ))m)

m
€ um espaco de Banach ordenado, ja que o cone positivo (PC(§)> € fechado. Por fim, con-

sidere a restri¢ao

F| o) () — (Pem)” (2.18)
—

m - m
Tal restri¢ao estd bem definida, pois se i € (PC@)) entdo F' (i) € <Pc(§)> . De fato, se

RS (PC@))m entdo uy (x) >0, com u € {1,--- ,m}. Por (H1), temos que f (#i(x)) > 0. Seja
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€ (CHQ)NC(Q))" tal que v = Fii = A~ (£ (i), isto &,
Livy = f1(4) em Q,
Lyv= fm(ﬁ) em Q,
vi=---=v, =0 sobre dQ.
Como f;; > 0 sempre que uy > 0, segue que L, v = fy, (&) > 0 para todo u € {1,--- ,m}.

Pelo principio do Méximo de E. Hopf (ver Apéndice D, Teorema C.1) segue que v > 0, para
todo u. Portanto, Fi=ve <P (Q)) .

Por construcio, os pontos fixos do operador (2.18) sdo solugdes nao-negativa de (2.2) e,
consequentemente, do sistema (2.1).

Agora, vamos apenas enunciar novamente o Teorema do Ponto Fixo em Cones, Teorema
1.7, usando operador o compacto F, de modo a deixd-lo menos carregado de notagdes. Para
isso, denotaremos apenas de P o cone positivo (PC(§)> m. Assim, por (1.44) e para qualquer
p € (0,00), temos que

P, = Bp(0)NP
= {ae(C(Q)":@ePelli gy <p}

Faremos r = 0, R=1,0onde r < Re r,R € (0, p], e usando (1.46), temos que

SE(0)=Sg(0)NP={iic (C(Q))":iicPe il ey =R}
Com isso, o Teorema 1.7, pode ser reescrito na forma do seguinte teorema:

Teorema 2.1. (Teorema do Ponto Fixo) F - ITP — P terd um ponto fixo u, com 0 < r <
HuH( Q)" < R < oo, se

Fii # sii, s> 1, para WH(C(@)’” =r, (2.19)
Fi#id—ty,, t >0, para ||il| (c@) =R (2.20)
m
onde y, > 0 é alguma fungdo pertencente ao cone positivo P = (PC(§)> .

Um ponto fixo de F, gerado pelo Teorema 2.1, produzird uma solugdes classica de (2.2)

pelo procedimento usual de bootstrap para mostrar regularidade.
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Observamos que um ponto fixo de F, ndo precisa ser positivo em todos os seus compo-
nentes. Porém, se adicionamos no sistema (2.1) a hipétese que f € quase-irredutivel, temos
de imediato, pelo Lema 2.1, que qualquer ponto fixo de F possui componentes estritamente
positivas. O exemplo a seguir mostra que um sistema pode ter solucdo em P = (Pc(ﬁ))m

sem que suas componentes sejam todas positivas.

Exemplo 2.2. Considere o sistema

—Au1 :),11/11 em Q,
—Aur = uy +Ajup em Q, (2.21)
uy,up =0 sobre 0Q.

onde Ay é o primeiro autovalor do Laplaciano. Vamos mostrar que o sistema (2.21) ndo
admite solu¢do (up,uy) € (Hé(Q))2 tal que uy,up > 0. De fato, as ivinicas solucoes da
primeira equagdo sdo do tipo uy = k¢, onde ¢1 > 0 é a autofun¢do associada ao primeiro
autovalor de —A em Q com condi¢cdo de contorno homogénea de Dirichlet e k € R\{0}.

Agora, note que a segunda equagdo, com u; = k@, gera o seguinte problema

{ —Auy — Aup = k¢ em Q, (2.22)

u, =0 sobre 0Q.
Pelo Teorema A.3-iii), o problema acima admite solugcdo fraca se, e somente se,
/qu)lv —0, Ve N[(—A—2)].
Como —A — Ay é auto adjunto, entdo afirmagdo acima equivale a
/Qd)lv =0, WWe N[-A—-Ay].

Mas v € N[—A— L] se, e somente se, v = k¢, k € R\{0}. Assim, (2.22) admite solugdo

fraca se, e somente se,

/Q¢1k¢1 =0.

Ou seja,

| ot =o.
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O que ndo ocorre. Portando, (2.21) ndo possui solucdo positiva em todas as suas com-

ponentes. No entanto, uy =0 e uy = ¢1 fornece uma solucdo nao-trivial ndo-negativa em

A chave para aplicar o Teorema do Ponto Fixo, Teorema 2.1, € obter uma estimativa a
priori das solucdes de (2.19) e (2.20), entdo escolher R e r de modo que as hipéteses do Teo-
rema 2.1 se verifiquem. Para isso, precisamos fazer uma boa escolha de y, bem como fazer
uso de alguns lemas técnicos. Precisamente, vamos considerar Y, = A_lcol(llll* s W),
onde l//; > 0 ¢ autofuncdo associada ao primeiro autovalor, /'Ll“ *, do problema

% 4 g Mt
{L“(])—?Ll ¢ emQ, 223

=0 sobre dQ,

onde o operador L; € o operador adjunto de Ly,. Sem perda de generalidade, podemos

normalizar y;, de modo que / W,dx = 1. Além disso, é conhecido que se y,, >0 ¢

autofungdes principal, entdo existe uma constante Cy tal que
i (x) > Cod (), (2.24)

para todo x € Q (ver Apéndice A.11 ). Assim, para obter (2.20), buscaremos uma limitacao

a priori das solugdes do seguinte problema auxiliar

{ Lyuy = fu(d) +ty, emQ, (2.25)

=0 sobre 0Q.

Para obter tais limitacdes, precisamos de algumas condi¢des de crescimentos sobre f. A

primeira dessas condi¢des segue do seguinte lema:

m -
Lema 2.4. Suponha que i € (W()] ’Z(Q)> é uma solug¢do ndo-negativa de (2.25) e que f

satisfaz (H2). Entdo t, / uude / fu(i6)0 sao limitados superiormente por uma constante
Q Q
C > 0 que é independente de .

~ . T f[J, (-f) H* ., .
Demonstragdo. Seja L= lim =——= > A;" . Pela hipétese (H2), segue que existe M > 0 tal
Xu—reo Xy
que
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para algum k| € <11”*,L) . Dai, temos que f;,(X) > kjx, —kp parax, > M e para todo k» > 0.
Defina a fungio h: Q x [0,M] — R dada por

h(x,y) = fu(¥) = yki.

Como h é continua e o conjunto Q x [0, M] é compacto, existe ¢ € R tal que

h(x,y) >c, V (x,y) € Q x [0,M].
Assim, fy, (X) —yki > c, ou ainda, fj, (X) > yki +-c. Sem perda de generalidade, escolha co € R
tal que co < 0 e ¢o < c. Tomando y = xy, e ko = —co, segue que fy, (X) > x ki —ko, paraxy, €
[0, M]. Portanto f,, tem a seguinte propriedade

fu(®) > xpky —ky, Vi, > 0. (2.26)
Em particular, para X = i, temos que

Fu(@) > upky —ky, Yuy > 0. (2.27)

Tomando l,l/; como funcdo teste na definicao de solugdo fraca de (2.25) (ver Defini¢des A.2

e A.7), temos que

L * — * ¢ * 2'
/Q uUu Yy /qu(”)l//p,'f’ (Wu)

z

Como L,, ¢ adjunto de L, segue da igualdade acima que
At /Q”u Yy = /Q Ful@)we +1(y)*. (2.28)

Aplicado (2.27) em (2.28) e como / l//; =1, segue que
Q

M [ v > [ ki~ )y +o(v;)?

:k/ *_k/ * t/ *\2
1 Quu% 2 QWu"" Q(Wu)

>k/ “_k z/ )2, 2.29
>k | upy —katt | (V) (2.29)
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Isolando a parcela t/ (l,l/;';)2 em (2.29) e como /11“* < ki, segue que
Q

*\2 u* * *
" < /u iy /u 4k
/Q(W]u) =M o Hl//,u 1 o ,LLII//,L 2
<k /u *—k /u f ik
> K] o ulllu 1 o [,LI///.L 2
=kp.
Isto é,

k
< —2 (2.30)

Jalwi)*

Por outro lado, elevando ao quadrado (2.24) e integrando, temos que

(Co)*8* < (v;)* (2.31)
(Co)? /Q 8 < /Q (w;,)>. (2.32)
Por (2.30) e (2.32), temos que
ko ko

< < .
Jo(¥)? ~ G [ 62

Portanto, ¢ é limitado por uma constante que independente de .

Agora, por (2.29), temos que

Uy, < ———— . (2.33)
/Q HWu kl—ﬂ«lu

Dai, integrando (2.24) e aplicando (2.33), temos que

ko
o [ mo< [avis
OQIJ QIJWM kl—liu
k
/u”3§—2*.
o Co (ki —4{")
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Portanto, / uy 6 € limitado por uma constante que independente de ii.

Q
Finalmente, por (2.28) e (2.24), temos que

A v = [ fu@vi+ [ w2
Z/qu(ﬁ)‘l/

o [ s

Isto é,

Lo A .
/Q fu(@)o < CLO /Q TR (2.34)

Dai, aplicando (2.33) em (2.34), temos que

/1“ Mk
Ful@)s < / u
/ u i )L/J )
Portanto, / fu(it)0 é limitado por uma constante que independente de i. 0
Q

2.4 Primeiro Teorema de Existéncia

Esta secdo € dedicada exclusivamente a demonstrar a existéncia de solu¢do fraca do problema
(2.1) quando f satisfaz (HO), (H1), (H2), (H3), (H4) e (HC1). Recorde que

; 1/2
Y (bui)zl . (2.35)

Segue o primeiro resultado.

Teorema 2.2. (Primeiro Teorema de Existéncia) Seja N > 3 e supondo que f satisfaz (HO),
(HI), (H2), (H3), (H4) e (HCI). Entdo, (2.1) tem solucdo ndo-negativa ndo-trivial. Em
particular, se f ¢ quase-irredutivel entdo cada componente da solucdo é estritamente positiva
em Q.

Demonstracdo. Como discutido logo antes do Teorema do Ponto Fixo, Teorema 2.1, é
suficiente mostrar que vale (2.19) e (2.20).
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Comegamos com (2.20), no qual € equivale a mostrar que ndo ha solu¢ao ndo-negativa

para o problema (2.25), isto é,

i=0 sobre dQ,

com? = 0 e |[ifl| ¢ g)m = R. De fato, como Fii =A"(f(id)) e Fii = il — ty* temos que

Aty = i 1y
A‘l(f(ﬁ))=ﬁ—rA Lol (yi, -+, )
f +rcol. (i, y)) =

Isto &, uy = (Ly) ™" (fu (@) +1ty, ), paratodo u € {1,---,m}. Por (2.17), temos que

RV Lyuy = fu(@)+1y, emQ,
o - ulp = fu u
uy = (L)~ (fu (i) +1yy) & { g =0 sobre Q.

Como mencionado anteriormente, qualquer solucdo fraca de (2.25) em C(Q) pode ser
regularizada via método usual de bootstrap. Além disso, se |[if[| ¢ g)m = R > 0 entdo, pelo
principio do Médximo de E. Hopf (ver Apéndice D, Teorema C.1), temos que u; > 0 em Q
para pelo menos um indice (.

Além disso, vale a desigualdade

IVl z2(0) < Co Z Vil 12() (2.37)
n=1

para alguma constante Cy > 0. Pois,

2 2
- (V Z ‘”u’) - (Z V|“u\) SCZ ’V|Uu|‘27
u=1 u=1

u=1
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2

9

. . 2
para alguma constante C > 0. Integrando a desigualdade acima e como }V|uu H = |Vuu
temos que

2 m ) m )
vig|t<c /Vu —c /Vu .
fy el <e ¥ [9il=c ¥, [ [V

Logo, (2.37) segue tomando Cy = VC.

Para mostrar que podemos escolher R de tal modo que (2.25) ndo tenha solu¢do com
||| (c(@)n = R, obteremos uma limitagdo a priori na norma Il (c(@)yn de uma solugdo de
(2.25) e escolheremos R maior que tal limita¢do. Para isso, tomamos uy, como fungdo teste
na formulagado de solucdo fraca de (2.25) e obtemos

L = i —l—t/ "
/Q uly Uy /qu(”Wu oV

A desigualdade de Estimativa de Energia (ver Teorema A.2), aplicada ao operador bilinear
associado a Ly, (ver Definigdo A.6),

B [uy,uy] :/S}Lu“u”u»
garante que existem f3 > 0e v > 0, tais que
ﬁ””u”é,ol,z(g) - Y||“u’|1%2(g) < B [up,uy]
Blita 2y ) < Pl + [ @+t | wav
0

a
Como f = 7“ (ver Observagdo A.4, Teorema A.2), ||uy ”i})vZ(g) = ||Vuy Hi2(g) e pelo Lema

2.4, segue que existe uma constante C,, que independe de i, tal que

1 — >k
b IVl ) < Vil + [ fu @it +Co [ wav (2.38)
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Como discutido no Lema 2.4, segue que fu(ﬁ) > kyuy — ko, onde ki, ky sdo constantes e
ky > }/f . Multiplicando cada termo desta desigualdade por uy, e integrando temos que

Af#(ﬁ)uu > kl/g(l/lu)Z—kz/Quu
1 )
E(/qu(u)”qukz/guu) > /Q(u,l)2
1 )
e < ¢ ([t [u).  @®

Aplicando (2.39) em (2.38) e sabendo que ¥, < ||y, [|1=(q), temos que

BVl < & ([ i )+ /fu D+ CoWillie) [

+k . ka i
a2||wu||Lz< 2 (L8 [ uta+2 (B2 calviliay ) [ o

+ k1 k
Seja C3 = max{Z (yk ) 2 (};2 +Coll Wl =@ )} Como, pela hipétese (H1), se

uy > 0 entdo f, > 0, segue que

& Vit 2y < G /Q Ful@)uy +Cs /Q g

< C3/qu(

<

Por outro lado, a Desigualdade de Young com € (ver desigualdade (A.5)) diz que ab <
ga® + k(e)b* onde k = k(g), a,b > 0 e € > 0. Dai, dado v € L*(Q), fazendo a = |v|,b = 1
segue que |v| < |v|> +k(€). Integrando esta desigualdade temos que,

W1 @) < ellviza) +k(e), (2.41)

onde k(&) = k(€)|Q|. Além disso, pela caracterizagio variacional do autovalor principal A

(ver Apéndice (A.16)), temos que

2 2
< /Q|VV| IVvllz2 gy

J— - 2 .
/ v2 ||V||L2(Q)
Q
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Dai,
2 1 2
HVHLZ(Q) < /1_1 ||VV||L2(Q) (2.42)
Em particular, por (2.41) e (2.42), parav = uy € Wol’z(Q)\{O}, segue que
gl @ <8Huu||Lz | +k(e) (2.43)
eI 72y < A—lHVuuHLz(Q) (2.44)
Aplicando (2.43) e (2.44) em (2.40), temos que
a1Vt i) < Cs [ fu@uty +Callia 110
3/qu( )it + 3 [y |22 g + sk ()
. Gig
<Cs [ ful@u+ 5 Vil + CoR(E).
Dai,
C381 5 —
(az - )~_1> ||Vu”||i2(9) <3 /qu(u)u“ + Csk(¢).
R€ da
Escolhendo &; = € tal que — . 7”, temos que
1
0
Ay 2 _
7||Vuﬂ||L2(Q) < G qu(u)”u +Cy,
onde C4 = C3k(€). Logo,
0
u 2 G "
Z_QHVMHHLZ(Q) S a qu(l/l)l/l’u —+ 1.
ao p
Fazendo a; = 2_C4 eCs = C_4’ segue que
aiVita B2 < Cs [ i@+ 1. (2.45)
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Note que a integral do lado direito de (2.45) pode ser reescrita do seguinte modo:

/quuuz/g(fu)%”(fu)l‘“g—‘;, (2.46)

onde 0 < o < 1. Perceba que, pelo Lema 2.4, existe uma constante Cg > 0 que independe de
u tal que

/Q|(fu)°‘5a\é:/gfu3<c6.

Logo (fu)%8% € La (Q). Por outro lado, novamente pelo Lema 2.4 e pelo Lema 2.3 existe
uma constante C7 > 0, que independe de i, tal que

[ = [ ()
= [s(t)

SH% 1; Q)/qu5

< (7.

Assim, ( fu)lf‘x% cLra (). Com isso, podemos aplicar a desigualdade de Holder (ver
Desigualdade (A.6)) em (2.46) e obter

/qu”u:/g(fu)a5a(fu)l_a%

<l ([ (2)7)

(a3

onde Cg > 0 é uma constante tal que || f, 6% 11(q) < Cs. Dai, segue que

| funa < (/ |f|<’”‘> )la. (2.47)

Pela hipotese (HC1), temos que para todo & > 0 existe M > 0 tal que

|F(@)

U] >M = ~——
il P

< &.
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Assim, | (ii)| < |ii|P ey 4 C(€,), sempre que || > M e C(g&;) é uma constante que depende de
&. Caso |if| < M, defina h: Q x [0, 4] — R tal que A(x,y) = yP&, — | f(ii(x))|. Claramente
h é continua e Q x [0, ] é compacto. Dai, existe C € R tal que h(x,y) > C para todo (x,y) €
Q x [0,u]. Logo yPe, —|f(ii(x))| > C, isto &, | f(ii(x))| < yPe, —C. Com isso, tomando
y=|ii] e C = —C(g&), segue que | f(ii(x))| < |ii|P &, + C(e,), sempre que 0 < |if] < M. Com
isso, segue que

1F(i(x)] < |idlPer+C(gr), Ve >0, Jii] > 0. (2.48)

Logo, aplicando (2.48) em (2.47), temos que

_ NI R
/quuu <Gy /g(’mﬁgZJFC(Sz)) (%) 11

1 1-a 1 11—«
@l @]
< Cg& / — +CsC(&) / = . (2.49)
Q OT-a Q OT-a

1
Pela hipétese (HC1), temos que B = il Fazendo o =
n JE—

2
t =——1.1L
7 temos que n 7 0go

ﬁ_n+1_§—1+1_ 2 1 1
— o _ 1" 2 ) T 1—a  1_
n—1 5-1-1 §-2 3* 1-«
Com isso, temos que

1 1 1 2
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Assim, (2.49) pode ser reescrita como

2 1 1—
jid] \ e i \
< Cge€ / —a +CsC(€& / -
/quuu_ 8€2 9(62 3C(&2) o\ 5@
il ||? i
<Cs& || — 5 -I-CgC(Sz) ﬁ ] (2.50)
2 LTa () LT-a(Q)
Aplicando (2.50) em (2.45), temos que
atl|Vig P2 ng/qu(ﬁ)uu+1
il || i
<GG& ||« » +Cs5CsC(&) || = +1.
2 |[LTa(Q) 8¢ LT- a(Q)
Dai,
il ||? i 1
<82 o +C(&) || = + =
CC 2 Lﬁ(ﬂ) ( ) 506 Llla( ) C5C8
Fazendo a1 e C ! temos que
v/ a) = =—, u
2T GG T GGy a
u
azHVu”Hiz( <& u 5 —}—C(Ez) ‘5_0|c . + Cy. (2.51)
8% || % (Q) LT-a(Q)

— a .
Como || € Wol’z(Q), segue do Lema 2.2, para 7} = > que existe uma constante Co > 0 tal

que
Ja| < CiollVIi 2.52
T < Col| VIl 2 () (2.52)
67 llza(e)
d1 I 1-n Not T « o
onage — = — — . ote que, como = — ¢ = , SEgue que
g 2 N e 173 N1 eeued
11 1-9 1 a 1-«a
g 2 -1 2 2 27



2.4 Primeiro Teorema de Existéncia 71

2
Logo g = T—a Dai, elevando (2.52) ao quadrado e substituindo g = —a temos que

i ||?

a

5 < ChollVIall|72q)- (2.53)

2
LI-a (Q)
Mais uma vez pelo Lema 2.2, agora para 7, = o, segue que existe uma constante C; > 0 tal

que

1|

o

< | VIall 2. (2.54)
L9(Q)

1 1—7 1
onde ¢g agora é dado por — = - — 2 Note que, como N > 3 entdo g > T—a De fato,
q J—

2 N

() (5 s phgmren 5

Além disso, por Desigualdade de Interpolagao (ver desigualdade A.1), segue que LI(Q) —
Lﬁ (Q), isto é, existe uma constante Cj, > 0 tal que

Y il 2.55)
LT-a(Q) L1(Q)
Aplicando (2.54) em (2.55), temos que
% L < CCul|Vidlll2e)
0%l ra
< Cua|| Vil 20 (2.56)

onde Cj3 = C12C14. Aplicando (2.56) e (2.53) em (2.51), temos que

a2 Vi) < €CTo IVl 2 o) +C(e2)ClIVIEl | 2(0) + Co. (257)
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Somando todas as desigualdades acima com ut de 1 a m, temos que

aZZHVu'uHLZ < &C} m||V]ﬁ|HL2 q) TC(&)Cism||Vlal||2(q) +mCo.  (2.58)
u=1

Por outro lado, a desigualdade (2.37) nos garante que
2
—1112 2 [ v 2 v 2
IVl < GG | Y IVuull ) <G Y I1Vunl (2.59)
u=1 u=1

Logo, multiplicando (2.59) por a; > 0, temos que

|| V@72 q) < Coaz Z [V || (2.60)
u=1

Multiplicando (2.58) por C(z, > 0 e por (2.60), temos que
|| V|idl[|2q) < CiexCloml|Vil[| 72 q) + CoC(e2)Cram|| V@ | (12 () yn +mCGCo.
Fazendo Cj4 = max {C%Clzom,CgCBm,mC(%Cg}, temos que

as||V|id| ||Lz < C14€2||V|M|||Lz )+ CaC(&) || VIl 12 () + Cra-

ap
E fazendo a3 = co temos que
14

a3 || V]ill|}2 ) < eIVl 72q) +C(e) IVIalll 2(q) + 1. (2.61)
(a3 — &)||V]il[|f2 ) < C(&2) V]| 20 +1. (2.62)

a
Escolhendo & = ?3, temos

as 0112 as -
SIVIlF ) < € (5) IVl 20+ 1.

a3

2C(3)

Fazendo Ci5 = e Cig = —, temos

as

IV1a1 720 < CuslIVIil | 2(q) +Cis.
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Logo, que existe uma constante Cy7 > 0 tal que
IV]idll|2(q) < C17. (2.63)

Para estimar |#| comegaremos usando Regularidade Eliptica (ver Apéndice A.4, com
Ju+1y, € L e 1 < p <o) temos que existe Cig = Cis(p,|Q|) > 0 tal que

[uullw2r (@) < Csll fu + Wl () (2.64)

N _
Além disso, para p > 5 pelo Teorema A.7, temos que W7 (Q) < C (Q). Isto &, existe
Ci9 > 0 tal que

||“u||c(§) < Ciollugllw2r(o)-
Como [Juy|[z=(q) < ||u“||c(§), segue que

||”ll||L°° <C19||”u||w2p Q) (2.65)
Logo, aplicando (2.65) em (2.64), temos que

Jupl| =) < CroCis |l fu+1W, 0@
< Cooll fullzr @) +1Co0ll Wy ll e () (2.66)

onde Crg = C19Cg. Pelo Lema 2.4, existe Co; > 0 tal que r < (3 . Portanto,

Cot|Wy @) < C20Ca1 | Wy [0 (@)
1
< CooCot || Wy ll =) 1] 7. (2.67)

1
Fazendo C = Co0Ca1 || W[ 1=(0) || 7, temos

Cot| Wl r (@) < Caz- (2.68)
Aplicando (2.68) em (2.66), segue que

g || =) < Cooll fullzr(@) +Ca2- (2.69)
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Como |f] = | fi]+ -+ | fiul segue que || full () < [I1£]lr(e)- Logo, por (2.69), temos que

luplli=) < Caollfullrr()+Ca2
< Coolll flllr@) + Caz- (2.70)

J4 sabemos que |f(ii(x))| < |i#|Pe, + C(&,), para todo & > 0 e |i@| > 0 (veja novamente
(2.48)). Logo, aplicando esta desigualdade em (2.70), temos que

g || =) <C20|||f|||Ll’ ) +Cn2
§C20H82\M|B+C(82)H +Cxp
(Q)
§C2082H|ﬁ|ﬁHLp( +Coo [[C(&2)] () +C2

= Cy&

*BH CooC()|Q[F + Con.
|id] U’(Q)+ 20C(&)] |"+ 7

Fazendo C(g) = CZOC(S)\Qﬁ + Cyy, temos que
gl =) < Ca082 H R ng) +C(&). 2.71)
Somando todas as desigualdade (2.71) com u variando de 1 4 m, temos que
(@) < mCogz | C(e). 272
u;lHuuHL (@) <mCé&, |||l LP(Q)+m (&2) (2.72)

Segue da desigualdade triangular que

Il =) =

m
Z m
u=1

< X luplli=()- (2.73)
> K=l

Entao, por (2.73) e (2.72), temos que

@il z=) < Y N llr=(0)
u=1

< Cyome,

— ﬁ -
| HU(Q) +C(e)m. 2.74)



2.4 Primeiro Teorema de Existéncia

75

do seguinte modo

L

/‘ﬁ’ﬁl’:/ m|l3pfp+p
Q Q

:/ ‘ﬁ|l’(/3*1)‘ﬁ’l7
Q

< aPB=D111aP
< [ 1@

= - |, J"E.

Com relagdo a (2.74), note que € possivel estimar

1 -1
Elevando (2.75)a — = ﬁ—, temos que

p p(B-1)
: : ]
AL /w(ﬁl)) -
u u o u
()" < i (m[(grr
Assim, uma estimativa para |||7i|? H ¢ dada por
Lr(Q)
N - - —1
ZL | [ PPN [ [

Aplicando (2.76) em (2.74), temos que
oy < om0, 420
il =) < Coomes |||i| LP(Q)+ (&2)m

— — —1 el
< Coome| || =) 151, ) + CE2)m.

N+1
Como, pela hipotese (HC1), b = N+ entdo para N > 3, segue que 3 > 1 e que

N+1 2 2
BT S R S
B N-1 N_1 N_2
Logo,
N
NB—1)< 2 _p*
1<
2*
N <

(2.75)

(2.76)

(2.77)
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*

B-1

de Poincaré, Teorema A.9 com g = p(B — 1) € [1,27], temos que existe uma constante Cy;

Dai, escolhendo p tal que p € (N , , segue que p(B —1) <2*. Assim, da desigualdade

tal que
[l o510 (@) < Corll Vil [ 2(cx)- (2.78)
Aplicando (2.78) em (2.77), temos que

]| (@) < Coomes||[dl]| (o |||u|||Lpﬁ1 +C(82)

< Coomé& || [i][| () C HVMH +C(82) - (2.79)
Aplicando (2.63) em (2.79), temos que

illl = (@) < Caomeal|[il]| = (@) HV!u!H o) +Cle2)m

- 1 1
sczomezu|u|||m>c§1 cty +C(82)m

Logo,

-1 —1 —
(1= mexcly Caoch ™) o) < Clex)m

_ B _ 1
Escolhendo & = &, tal que mezC?7 1C20C2ﬁl - 5 entio

[zl 2=(0) < 2C(&2)m

Portanto, |ii| é limitado em L™(Q). Logo, escolhendo R > 2C(&)m segue que a hipdtese
(2.20) do Teorema do Ponto Fixo esta satisfeita.
Agora mostraremos que vale (2.19). Porém, mostrar (2.19) equivale a mostrar que, para

s > 1 e [|ii]| (¢(q)m = r» ndo existe solugdo ndo-negativa para o problema

1
s
u=0 sobre 0Q.

(2.80)
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De fato, como Fii = A~ (f(ii)) e Fii = sii, temos que

@ (@) .

(1, .
@) () n
1
Isto é, uy = (Lu)_l (;fu(ﬁ)), paratodo u € {1,---,m}. Por (2.17), temos que

1
—Auy = ;f”(ﬁ) em Q,

(1, .
=) ()
5 uy =0 sobre dQ.

Agora note que, por uniformidade eliptica, com & = Vuy,, & = (uy)y; € §j = (up)x;, por

0

defini¢do de supremo em bg e por defini¢do de infimo em ¢, seguem, respectivamente, que:

; (2.81)

Zal] (s )i (s )x; >au|Vu“
) 1/2

b) > (Z (bul.)2> : (2.82)

cp. (2.83)

Tomando u;, como fung@o teste na formulagio de solugdo fraca de (2.80), temos que

i,j=1

/Q<Za Uy ) (1 )x +Zbul Up)x uu-l-cuu)dX— /fu W)uydx.

Somando todas as integrais acima com u de 1 a m, temos que

[y

u=1

dx = — / Zf# U)uydx
. / (Foidx.  (2.84)
s JQ

[Z 1y (1) 1ty ) x +Zbu, )t + Clty
i,j=1
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Por outro lado, segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver desigualdade (A.2)) e por

(2.82), que
< u
/Q K

= u
[
< ubHVu
< [l

< | |Vuy|u,b°. 2.85
< [ [Vinuluubl (2.85)

u u
/ Zbu (uli)xiu[.t bﬂi(uli)xi
Qi3 =1

1

(b, Vity) ’

Usando a desigualdade de Young (ver desigualdade (A.4)), com p = g = 2, temos que

2
2 (10
»° e|Vuy > Uu (bu)
0 _ UuOy i
Vi |up by = (VE[Vuyl) < NG ) St (2.86)
Aplicando (2.86) em (2.85), temos que

2
0 2
() o

/ )
Z by, (U ) s
Qi

E
<[ Iv b0</—v 2 /—
_/Q| uplupby, < Q2| ”u|+Q e

Em particular, segue que

2
€ 2 (bg) u%‘ .
— | =|Vu —/—</ by (uy ) xuy - 2.87
Joz Vel = 55 = [, X b 287
Além disso, integrando (2.81) e (2.83), temos as seguintes desigualdades:

iVl < | e ) ) (2.88)

Q Q7

2 0 2

cou </c uy,. 2.89
/Q Oty = J Cuttu (2.89)

Por (2.87), (2.88) e (2.89) aplicados em (2.84) temos que

2
m bou
0 2 € 2 (“ “) 02
MZ’]/QaMVuM —§|Vuu| T +cyuy

RS (2.90)
Q
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Por outro lado, perceba que

{5 e
( E Il )

Logo, se HuH yn = entdo |ii| < r. Dai, para r suficientemente pequeno temos que |i| é

menor ainda. Pela hlpotese (H4), com x = i, existe ¥ < 7 tal que <u, f (u)> <
que |i| < 1. Dai, segue de (2.90) que

HMS

3

/—\[\)

(2.91)

bO

Z/ﬂ@g_%) Vi |2 < uz’“;ﬂ /y|u|2
<y /Q @2 (pois, s> ou = 1)
= Y/Q‘i,IWMZ
7Y oy
u=1
=7l {2 (2.92)

0

Escolhendo € = —= em (2.92),
VA

£ (4 ok

Da hipétese (H3), temos que

u
- + ey, < Y72 m- (2.93)

inf {1~ b4 v/A | >0 = adi — b v/7 >0

= af - > 0. (2.94)
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Por outro lado, segue da caracterizacdo de primeiro autovalor (ver Apéndice (A.16)) que

M/Quig/gz|Vu“|2.

Por (2.94),

by by
/Q (ag — 2\/%) ?Llui < /Q <a‘f - 7%) |Vuu|2. (2.95)

Z]/QAOM;ZL < YHﬁH%U(Q))m
'LL:

YOEI ||”u”1242(g) < 7||ﬁ||€142(g))m

YOWH%LZ(Q))m < Y||L7H%L2(g))m
<7 (2.96)

contradi¢cdo. Assim, temos que (2.96) ndo ocorre para r suficientemente pequeno. Portanto,
(2.80) ndo tem solucao nao-negativa, e (2.19) é vdlido, e podemos escolher r < R. Logo, a

demonstracdo estd completa. 0

2.5 Segundo Teorema de Existéncia

A partir de agora, buscaremos obter um resultado de existéncia sob condi¢des de crescimento
mais gerais em relacdo a fun¢do f. No entanto, devemos assumir condi¢des mais rigorosas
sob o sistema. O operador Ly, serd dado pelo operador —A. Ao dominio limitado Q C RN com

fronteira regular, adicionaremos a propriedade de convexidade. E assim, como mencionado
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anteriormente, estudaremos o seguinte sistema com condicdo de contorno de Dirichlet:

—Auy = fi(i) em Q,
: (2.97)

—Auy, = fin (i) em Q,

uy=--=u, =0 sobre dQ.

Antes de comegarmos, veremos que ao mudar o operador Ly para —A, obtemos uma
condigdo mais geral sobre o termo de ndo-linearidade f. De fato, se L, = —A, entdo

b'ui:C’u:()e

1 se i=}j,
ay, =
Hi 0 sei#j.
Dai,
m

Z a;j&i&; > 0815\2

ij=1
S 2
Y &i& > ap €]
i=1
&7 = an €I
Por, (2.4) e (2.35), temos que ay = 1 e by = cfy =0 para todo u € {1,...,m}. Assim,

M:¥%a—%vh+$:%mza>a

Portanto, a hip6tese (H4) pode ser reescrita como:

(H4) Existe y < A4 tal que
<x, f(x)> < 7|x|, sempre que |x| < A;;

Agora, como mencionado na introdu¢do deste trabalho, seguiremos Troy [28] para fazer
uma descri¢ao geométrica do método de mover planos paralelos em relacao a uma dire¢ao
fixa. Em seguida, enunciaremos alguns lemas que serdo usados na demonstragao do segundo
resultado de existéncia.

Seja y um vetor unitdrio em RY e seja T; o hiperplano (y,x) = 7. Como Q ¢ limitado,
para algum T > 0 suficientemente grande, o plano T nio intercepta Q. Diminuimos 7

(ou seja, o plano se move continuamente em dire¢do a Q, preservando a normal y) até T;
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comecar a intersectar Q. A partir desse valor 7, o plano T; "corta” Q e cria uma "capa aberta".
Denotaremos esta capa por X(7), isto é,

Y1) ={xeQ:(yx) > 1}

Assim, X(7) é a parte de Q que estd entre T e T%.

y
Figura 2.2 Capa X e a Reflexdo ¥

Denotemos por X/ (7) a reflexdo de £(7) em relagdo ao plano T (ver Figura 2.2).
No inicio, quando T; comecar a intersectar Q, temos que X'(7) C Q e, a medida que 7

diminui, permanecerd X' (7) C Q até ocorrer uma das seguintes situagdes:
i) ou X'(7) torna-se tangente internamente a d2 em algum ponto P ¢ T (ver Figura 2.3);

ii) ou T; atinge uma posi¢do na qual é ortogonal a dQ em algum Q € T; N IQ (ver Figura
2.4).

Denotamos por Ty, = {x € R" : (y,x) = 71}, o plano T; quando atinge pela primeira vez

uma posi¢do i) ou ii). Segue da defini¢do que X'(71) C Q. Também definimos
Tp := inf{% < F|se £ < T < %, entdo Ty NQ = 0}.

Dai, 7y é o primeiro valor de T para o qual T; intercepta Q.

Agora estamos prontos para enunciar o primeiro lema desta secéo.
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TT T»’f—
Q
P
2 (y) X(y)
—
Yy
Figura 2.3 Caso 1).
TT Tf
()
—
Y
Figura 2.4 Caso ii).

Lema 2.5. Seja Q C RN um dominio convexo limitado com fronteira regular. Suponha que
f satisfaz (HO) e (HS). Seja u satisfazendo

—Auy = fu (i) emQ,
i=0 sobre dQ),
u; >0 q.t.p em Q,

d
comi€{l,--- ,m}, eseja tau € (11,7). Entdo, # < 0emX(T).
y
Demonstragcdo. Ver [28, Lemma 4.3]. O

Vamos usar este resultado para provar o seguinte lema:
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g’ﬂ

1%

1z
|
(1)

N mm e e — =

Figura 2.5 Defini¢do de 7y e 7;.

Lema 2.6. Seja Q@ C RY um dominio limitado convexo com fronteira regular. Suponha que
]? satisfaz (H1) e (HS). Se i é ndo-negativo e satisfaz

(2.98)

i=0 sobre dQ),

du
para algumt > 0, entdo ou uy =0 em Q ou a—“ <0emX(t), comt € (11, 79).
y

Observacio 2.1. Q@ C RY ser dominio limitado convexo com fronteira regular é necessaria
para garantir que para cada ponto de dQ podemos tomar o vetor unitdrio y como sendo o
vetor normal a dQ e assim cobrir uma vizinhanga da dQ com regides (7).

Demonstragdo. Como i é ndo-negativo entdo uy > 0 para todo p € {1,---,m}. Por (H1),
temos que f;, (i) > 0 para todo . Além isso, como ¢,y > 0, temos que

Pelo Corolario C.2, com L = —A, ou u =0 ou uy > 0 q.t.p. em Q. Se u = 0 entdo o resultado
segue de imediato. Suponha que u > 0 q.t.p. em Q. Por (HS), temos que

d - dfu(i
oty ry) = 2 299

para todo i # Vv e il ndo-negativo. Fazendo u, = u; e f; = fy,(il) + 1y, temos que as hipoteses

0
(2.98) e (2.99) nos permitem usar o Lema 2.5 e concluir que # < 0em X(71). ]
y
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Lema 2.7. Nas hipérteses do Lema 2.6, existe um dominio @, com ® C , tal que ou uy =0
g.t.p em Q ou |Vuy| # 0 em Q\ .

Demonstracdo. Dadoy € dQ e € > 0, defina o conjunto Q¢ := QN Be(y) (Ver Figura 2.6).

0 Be(y)

Figura 2.6 Q¢ := QN B, (y).

Denote por 1), 0 vetor normal exterior unitario a  em y. Pelo Lema 2.6, temos que ou

d
uy =0 q.t.pem Q ou a—b:f < 0em X(1), com 7T € (11,7). Escolha 7 € (11,7) de modo

Y
que dist (Tr, Ty, ) = dist (Tz, Tr,) ( por construgdo de T, tem-se que T = 7(y))(ver Figura 2.7).
Seja € = £(y) > 0 tal que &(y) = dist (7%, Ty,). Sendo assim, temos que

Qe(y) C E(())- (2.100)

Figura 2.7 dlSt (TT7 TT] ) - dlSt (T’L'7 TTO)'

Por outro lado, dQ admite uma cobertura aberta do seguinte modo

0= J {3yt c | Bely).

yEIQ yEIQ
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Como dQ é compacto, entdo existem yy,---,y; € dQ, tais que
k
0Q C | Be(yy (1),
i=1

veja Figura 2.8.

TT 1 TTo

> ) Be (i)

(
<

Y )

T;
Figura 2.8 Cobertura de dQ.

Assim, parai € {1,--- k}, tome 7(y;) e €(y;) satisfazendo (2.100). Isto é,
Qe CE(T()), Vi€ {1, K}, (2.101)
Seja 6 = min{e(y;): i € {1,--- ,k}} e denote por Fs o subconjunto de Q tal que
Fs ={x € Q: dist(x,0Q) < 6}.

Note que F5 € uma espécie de "faixa"interna de Q (ver Figura 2.9).

Por (2.101) e como 6 < g(y;), temos que

k k
Fs € |J Qe € JE())-

i=1 i=1

Ity
any

atingir um maximo em Fg. Denote por @ o subconjunto de Q tal que F5 = Q\®. Portanto, o

Assim, em particular, temos que ou u, = 0 ¢.t.pem Q ou < 0em Fy. Isto €, uy ndo pode

resultado segue. [
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Figura 2.9 A faixa Fj.

Finalmente, enunciaremos e demonstraremos o segundo resultado de existéncia de solu-

c¢do fraca do problema (2.97).

Teorema 2.3. (Segundo Teorema de Existéncia) Seja Q C RY um dominio limitado convexo
com fronteira regular. Suponha que f satisfaz (HO), (H1), (H2), (H4), (H5) e (HC2). Entdo
(2.97) tem uma solucdo ndo-trivial ndo-negativa. Se f for quase-irredutivel, entdo cada

componente da solugdo é estritamente positiva em Q.

Demonstracdo. A ideia da demonstragdo € andloga a demonstra¢ao do Teorema 2.2. Inici-
almente, vamos mostra que vale (2.19). Assim como em (2.80), mostrar (2.19) equivale a

mostrar que, para s > 1 e ||| (c(@)n = T» ndo existe solugdo ndo-negativa para o problema

1

(2.102)
i=0 sobre dQ.
Tomando u;, como fung¢ao teste na formulagao de solugao fraca de (2.102), temos
Vu 2:—/ i)y 2.103
/Qr u sgmm (2.103)

Somando todas as u’s equagdes (2.103), obteremos que
Z/|Vuu|2 /fu id)uy =~ / Zfﬂ i)y =~ /<f( i), ). (2.104)

Por (2.91), [u| < ||| ¢ g)ym- Logo se |[il| (¢ g)m = r entdo [u] < r. Dai, para r suficiente-
€ menor alnda Pela hipétese (H4), com x = ii, existe ¥ < A;

mente pequeno temos que
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tal que <Ei,f(ﬁ)> < vlii|* sempre que |ii| < A;. Dat, por (2.104)
m 5 1 o
LY v < [ (.
Qi s Ja
1
< [ vl
s JQ
< '}// |i* (pois, s > ou = 1)
Q
S 2
=7 [ X
oL,
:?’Z H”LLHIZ}(Q)
u=1

= Yallf2 gy (2.105)

Por caracterizacao variacional do primeiro autovalor (ver Apéndice (A.16)), temos que
l/ u 2</ Vu, |
v leal® =< ) TV
m ) m )
A Z/|“u| S/ Y Vil
p=179 Q=
MY, 72 S/ ) (Vi
u=l1 Qu:l
2 o 2
mwmmwgézywu (2.106)
u=

Por (2.105) e (2.106), tem-se que
Ml gy < [ z Vital < V20

Portanto, A; < 7. Mas pela hipétese (H4), esta tltima desigualdade ndo pode ocorrer quando
r=|i H(C(ﬁ))m ¢ suficiente pequeno. Logo, (2.102) ndo tem solugdo. Portanto, podemos
tomar r < R e a demonstracdo desta etapa esta completa.

Vamos mostrar agora que vale (2.20). Assim como (2.36), mostrar (2.20) equivale

mostrar que ndo hé solucdo ndo-negativa para o problema

i=0 sobre dQ,
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comt>Oe||u|| oy =R

Iniciamos notando que, pelo Lema 2.7, existe um dominio @, com @ C Q tal que ou
uy =0 q.t.p em Q ou |Vuy| # 0 em Q\®. Se uy, =0 q.t.p em Q entdo ndo hd o que
demonstrar. Se |Vuy| # 0 em Q\® entdo u, nio tem ponto de maximo positivo em Q\ @.

Dati, todo ponto de méaximo positivo de uy estd em @. Logo

supuy < supuy. (2.107)
Q 0]

Assim, para estimar ||ii|;=(q) basta estimar ||| ;=

Afirmamos que 7, || (@ )|| L (@) € |l 1) s30 hmltados por uma constante que independe
de #. De fato, como @ C Q entao dowNadQ =0. Dai, §(x) > 0, para todo x € @. Como @ é
compacto, existe K > 0 tal que

o(x) >k, Vxe€®. (2.108)
Pelo Lema 2.4, existe uma constante ¢y > 0, independente de i, tal que
/ Suy < co. (2.109)
Q

Por (2.108) e (2.109), segue que

COZ/ 5uu2/5uu > /uuK:K|luu||L1(w)
Q w w

luallpi@) < e (2.110)

A\

() .
onde ¢c; = —. Assim,
K

m m C
il 210y = Y Nl (o) Z —= Q2.111)
u=1 u=1

Logo, u é limitado em Ll(a)) e independe da solugdo considerada. De maneira andloga,

temos que existem constantes c3,c4 > 0, que ndo dependem de #, tais que:

1AL (@) < €3 (2.112)
LF Gl () < ca- 2.113)
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Por fim, segue imediato do Lema 2.4, que existe uma constante cs, que ndo depende de i, tal
que

t < cs. (2.114)

Dai, por (2.112), (2.114) e como ||| 114 < ¢6, temos que

1A (@) + 1wl 1) < 10 @) IV L (@)
< ¢4+ c5¢6
= ¢, (2.115)

onde ¢7 = ¢4 + c5¢6 € uma constante que independe de . Note que, para p € R tal que

I<p< temos que

N
S N ': N2 _N
N-2 -1 2

N-2

Logo, por imersdao compacta (ver Teorema A.8 ), temos que

W2 (@) = C"* (@), (2.116)
N . ~ .
com 0 < A <2— —. Por imersdes em espaco de Holder (ver Teorema A.6) com 0 <A <1,
p

(@) — (o). (2.117)
Por (2.116), (2.117) e C°(@) — L™(®), temos que
W2 (0) = CO(@) < L™ (). (2.118)

Por propriedade de espaco de Banach, se vale (2.118) entdo

!

(L*(0)) — (W(,Z’P'(w)) . (2.119)

Sabendo que (Woz’p ,(a))> = W2P(w) (ver obervagdes do Teorema A.1), segue de (2.119)

que

(L”(0)) — WP (). (2.120)
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N
Como L' (@) = (L™ (®))’, segue de (2.120) que L' (@) — W 2P (w) quando 1 < p < ——.

) N-2
Isto é, existe cg > 0 tal que
(@) + Wl 2p(0) < e8| fuid) + 19 110 (2.121)
Aplicando (2.115) em (2.121), temos que
1/ (@) + 1 w200y < e8| fulid) + 1] 110
< cgey
= c9 (2.122)

onde cg = cgcy. Dai, por regularidade eliptica de Stampacchia (ver [27, Theorems 4.4 e 4.5]),
uy € LP(w) e existe cjo > 0 tal que

[l Lr (@) < €10l fu (@) + 19l —20(w)- (2.123)
Aplicando (2.122) em (2.123), temos que

||uIJHL”(O)) S clOHf[J(ﬁ) +tlll”w—2,p(w)
< €1009.
=C11, (2.124)

N
onde ¢y = cgcyg. Por (HC2), existe B € (1, —) tal que

N-2
im £ _ g
ii| oo [i]P

N
N7’ existe 0y > 0 tal que B+ & < N 3 Assim, podemos tomar
p > B, sem perda de generalidade, visto que fizemos anteriormente é verdade para todo

N
pE <1, m) . Recordemos que, por (2.48), vale

Desde que f8 <

1f] < el +c(e), (2.125)
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para todo € > 0 e ¢(€) > 0 é uma constante que depende de €. Entdo, para b > 1, segue que

B

=

15 < (elil® +c(e))P
< c(p,B)eb [iil” +c(p, B)(c(e))?, (2.126)

f

=S

onde ¢(p, B) > 0 é uma constante que depende de p e . Integrando (2.126) sobre ® e por
(2.124), temos que

[ 171 <clppreh [ [y +c(p.p)ic(e)Flo
m p P
—c(p.plek | (zlw) +e(p.B)(c(e)f o)
he
<c(p.Blebelp) [ 3wl +c(pB)ee) o
a)#zl
=clp. et L [ b+ o pcte)Flo

|12, + c(p, B) (c(€))F o]

(‘0
=S
M= T

u=1
JaL P
B)eB Y (vt +c(p. B)(c(e))P|o. (2.127)
u=1
i P
Tome € =€ =1 e seja c1p = ¢(p,B) Z ci)ip +¢(p,B)(c(€))F|o|. Assim, por (2.127),
u=1

temos que

B
onde c13 = (c12)* . Dai, temos que

<ci3, (2.128)
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com 4 > 1. Assim, segue que

B

’3

[ 1ta@+ovif <ep.B) [ 1@ +c(o. Bt [ jyif

<[>

=cpBIR@N e BIE IVl glol @129

Aplicando (2.114) e (2.128) em (2.129), segue que

s

V@ +w1F < clp.BYer)E e B)es)F L o 0]

Logo fu (i) +ty € L%( ®), com % > 1. Dali, pelo Teorema A.4, uy € Wz’g(a)) e existe

c16 > 0 tal que

||M'UHW2%(Q)) < 16l fu (@) + 1y -

)
LB (@
< .
—Cl6|\fu(”)HL§( )+ ters v g(w)

Por (2.128) e (2.114) , segue que
u p < €16€13 +C16C5C16 || W =17, 2.130
| #H 2,3( ) 16€13 16¢s¢16 | 1’3( ) 1 ( )

onde c17 = c16c13 + 1665 || V| . Via método de Bootstrap e repetindo o processo uma
LP (o)

N
quantidade finita de vezes, podemos concluir que ||uy|ly24(y) < 15, para algum g > 7
Entdo, pela imersdes W29(Q) < C¥(Q), com g > N, temos que g || 1= () < c19. Logo,
]| =) < c19. Assim, [|id]|;=(q) < c19. Da, a hipétese (2.20) segue exatamente COmo no

Teorema 2.2 e, portanto, a ex1stenc1a de solucdo do problema (2.97) decorre do Teorema
2.1. ]






Apéndice A

Definicoes e Resultados Basicos

A.1 Desigualdades Elementares

Nesse apéndice iremos apresentar uma colecdo de desigualdades elementares. As principais
referéncias usadas aqui foram [29], [14] e [8] .

i) Seja f uma fungdo real, continua e estritamente crescente definida no intervalo [0, c],
comc >0.Se f(0) =0,a€[0,c]eb €0, f(c)], entdo

a b
ab < / f(x)dx+ / N (x)dx. (A1)
0 0
Demonstragdo. Ver [29, Section 2.7, Theorem 1] OJ

ii) (Desigualdade de Cauchy).

a b
ab< =+~ (a,b €R). (A.2)
2 2
Demonstracdo. Segue de (A.1) tomando f(x) = x. O

iii) (Desigualdade de Cauchy com ¢).

b2
abgsaz—i—E (a,b>0,e>0). (A.3)

Demonstracdo. Segue de (A.1) tomando f(x) = 2éex, com € > 0. [l



96 Defini¢oes e Resultados Basicos

1 1
iv) (Desigualdade de Young). Seja 1 < p,g < oo, —+ — = 1. Entdo
P q

a? b1
ab < —+ = (a,b>0). (Ad)
p q
Demonstragdo. Segue de (A.1) tomando f(x) =x"!. O

v) (Desigualdade de Young com ¢€). Seja 1 < p,qg < oo, Il?+611 = 1. Entdo
ab < ea” +C(€)b? (a,b > 0,€ > 0), (A.5)
para C(g) = (ep) 1/7q".
Demonstracdo. Segue de (A.1) tomando f(x) = epxP~!, com £ > 0. N

1 1
vi) (Desigualdade de Holder). Suponha que 1 < p,g < oo, —4+— =1. Entdo se u €
P 4q
LP(Q), v € L1(Q), temos que

| avlax < ooy I¥lsece) (A6)
Demonstragdo. Ver [14, 6.2 Holder’s inequality]. O
vii) (Desigualdade de Minkowski). Suponha que 1 < p <ooeu,v € LP(Q), entdo
lu+v|r) < Vi) + [VIlr@)- (A7)
Demonstragdo. Ver [14, 6.5 Minkowski’s inequality]. U

viii) (Desigualdade de interpolacdo). Se 0 < p < g < r < oo entio (L’(Q)NL"(Q)) C
Li(Q)e

lull o) < Nl 7o llutll - (A8)

onde A € (0,1) é definido por
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Demonstragdo. Ver [14, 6.10 Proposition]. [

ix) (Desigualdade de Holder Generalizada). Seja 1 < p; <oocom j=1,...,n de modo

n
que Zp;] =r1<1.Se fj € LP para j=1,...,n; entdo:
j=1

n n n
[Trier e [I15| <T1Iflb- (A9)
j=1 1 .=l

Demonstragdo. Ver [8, Theorem 2.1]. O

A.2 O Dual de W,"”

Os resultados e notagdes desta se¢do foram baseados em [13, Section 5.2.1, 5.2.2 e Appendex
A.3] e [1, Chapter 3]. Iniciamos introduzindo a notagdo de multi indice para derivada parcial.
Em seguida, definiremos derivada fraca, o espaco o Sobolev W*?(Q), a norma || - lwkr(@)s
o subespago W(f P(Q) e o dual de W(;C P(Q). Para isso, fixaremos 1 < p < o, k inteiro ndo
negativo ¢ Q C RY um aberto.

Definicao A.1. (Multi-indice o para derivada )

i) O vetor daforma a = (Qy,...,0y) € NN ¢ chamado multi-indice de ordem
N
o] =) a.
i=1

ii) Dado o multi-indice o, denotamos a derivada o-ésima de u : Q — R por

917y (x)
D% =
u(x) 3x?' . .8x§,’v

Definiciio A.2. (Derivada Fraca) Sejam u,v € L},.(Q) e o € N, Dizemos que v é a a-ésima

derivada fraca de u, e escrevemos
v = D%,
quando a igualdade

/QuDO‘¢:(—1)|O‘|/Q¢u (A.10)
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for satisfeita, para toda fungdo teste ¢ € C;(Q)
A derivada fraca, se existir, € unica (ver [13, p. 243]).

Defini¢iio A.3. (O Espaco de Sobolev WP (Q)) Seja 1 < p < oo. Para cada multi-indice

o € N" com |a| <k, definimos o espago de Sobolev como sendo
W5P(Q) := {u € L] (Q); D%u existe e pertence a LP(Q)}.
Observacdo A.1. i) Se p = 2, costuma-se escrever
w52 (Q) = H¥(Q), Vk € N.

Além disso, H(Q) = L*(Q).

i) u,v € W5P(Q) sdo iguais se, e somente se, u = v q.t.p em Q.

Definimos uma norma em W*?(Q) do seguinte modo:

Definicio A.4. (Norma em W*P(Q)) Seja u € W*P(Q), definimos sua norma como sendo

1

( ) ||Dau||pm(g)) sel < p< oo,
||u||WkaP(Q) = 0<|a|<k
Z HDO‘MHL“’(Q) se p = oo,
0<|e|<k

Definiciio A.5. (O subespago W, () Definimos por Wy'' (Q), o fecho do conjunto CZ*(Q)

com respeito a norma de WSP (Q). Isto é,

— wk
W@ =cr@” .

Assim, u € Wé‘ P(Q) se, e somente se, existe uma sequencia u,, € Co (Q) tal que
Tim [u, = ullyer(q) = 0.

Por fim, segue a defini¢do do dual de W(f P(Q).
Teorema A.1. (O espago dual W ") Seja 1 < p < =, 0 espaco dual (W(f’p(Q))’ é isome-

tricamente isomorfo ao espaco de Banach das distribuicoes T € D'(Q) satisfazendo

T= Y (-1)%por, (A.11)
0<|at|<m
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onde Ty, = (¢, Va), ¢ € D(Q), 0 <|ot| <m, para algum vetor v € L,’;/(Q) escrito na forma

(Vo )o<|a|<m nOrmado por

1T = inf{ ||V||LZ/(Q) . v satisfazendo (A.ll)} ,

onde a norma || - ||Lp/ é dada por

~ (@)
N 1
/ pl
(Z ||vl-||;,(m) se1<p' <o,
i=1

r_
max Villz=)  sep’ = oo

Em geral, ndo se pode esperar nenhuma caracterizacdo tao simples de (W*P(Q))' se
Wg’p(Q) ¢ um subespago préprio de W5 (Q).

Observacdo A.2. Sek=1,2,...e 1 < p < e, denote por W*’“”/(Q) o0 espago de Banach das
distribuicoes em Q referido no Teorema A.1. Além disso, W 7 / (Q) é separdvel e reflexivo

se 1 < p < oo, Entdo, temos
(WP (Q)) =w (@), (A.12)

Observa¢do A.3. Parak=1,2,...e 1 < p < oo, 0 dual (W*P(Q))' pode ser caracterizado

/ .
como o completamento de L” () com respeito a norma

[0l -« = sup [ (e, 0)]. (A.13)

ueWSP, Jlullyip <1

Demonstragdo. Ver [1, Section 3.1 - 3.14]. O

A.3 Solucao Fraca e Regularidade Eliptica

Nesta se¢@o, vamos considerar o problema de contorno de Dirichlet (P) e sua versao homogeé-
nea (P), dados por

P) Lu=f emQ, () Lu=0 emQ,
e
u=0 sobre dQ ) u=0 sobre 2Q,
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onde Q C R" é um dominio limitado com fronteira regular, e

L :=— i 8,~(aij(x)8j ) + ibi(x)ai . —I—C(X)' (A.14)

ij=1 i=1

¢ o operador uniformemente eliptico com matriz (g;;) simétrica e com constante de uni-
formidade eliptica igual a A > 0. Além disso, denotamos por 6 a funcéo distancia de x a
aQ

Seguindo [13, p. 296], iniciamos com as defini¢cdes de forma bilinear associada ao

operador uniformemente eliptico L e a solucdo fraca do problema (P).

Definicdo A.6. (Forma Bilinear) A forma bilinear B|-,-| associada ao operador uniforme-

mente eliptico L é dado por

n n
Blu,v] == /Q Z a;j (X))t vy; + Zbi(x)uxl.v+c(x)uv dx,
ij—=1 i=1

para u,v € H} (Q).

Definiciio A.7. (Solucdo Fraca) Dizemos que u € H} (Q) é solu¢do fraca do problema (P)
se

B[u,v]:/gfvdx,

para todo v € H} (Q).
Teorema A.2. (Estimativas de Energia) Existem constantes o.,3 > Ove y > 0 tais que
1Blu] | < allull gy o) IV 0
Bllul 2 g < Bluv] + Flul g
para todo u,v € H} (Q).
Demonstracdo. Ver [13, Section 6.2, Theorem 2]. O]

Observagcdo A.4. No desenvolver da demonstragao do Teorema A.2, temos que e ¥ sdo

tomados de modo que

2
r o (ERleig)
2 ° 7T 2 !
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onde A > 0 é a constante de uniformidade eliptica do operador L .

Para o préximo teorema, precisaremos da defini¢cao de operador adjunto [13, p. 302].

Defini¢io A.8. (Operador Adjunto) O operador L*, o adjunto formal de L, é dado por

L= — i di(aij(x)9; -) =

i,j=1 i

-

bi(x)0; -+ (C(X) - ia,-(bi(x))> y

1 i=1

onde b; € C'(Q), para todoi € {1,--- N}.
Teorema A.3. (Segundo Teorema de Existéncia de Solucdo Fraca)

i) Precisamente uma das seguintes afirmacoes vale:
ou

a) paratoda f € L? (Q), existe uma tinica fraca u € H(} (Q) para o problema (P);
ou
B) existe uma tinica fraca u # 0 para o problema homogéneo (Fy).

ii) Se B) vale, entdo a dimensdo do subespaco N C Hy (Q) das solucées fracas de (Py) é
finito e igual a dimensdo do subespaco N* C Hé (Q) das solugoes fracas de

L'v=0 emQ,
v=0 sobre dQ.

iii) Finalmente, o problema (P) admite uma solugdo fraca se, e somente se,
/fgzO, Vv € N*.
Q

A dicotomia «),f3) é conhecida como Alternativa de Fredholm.
Demonstragcdo. Ver [13, Section 6.2.3, Theorem 4]. O]

Teorema A.4. (Agmon - Douglis - Nirenberg) Para 1 < p < oo, suponha que a;; €
C'(Q),bj,c,f € LP(Q). Se u € HY(Q) é solucdo fraca de (P), entdo u € W>F(Q). Além

disso, existe uma constante C > 0 (que ndo depende de u) tal que

lullwr @) < Cllfllr(0)-
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Mais ainda, se a;; € C'(Q)NW*P(Q), bj,c, f € WP (Q) entdo u € WKP(Q) e

ullwrrzp@) < CllfllLr@)-

Demonstragdo. Ver [6, Theorem 9.32] ou [16, Theorem 9.11 e 9.13]. O
Teorema A.5. (Schauder) Para 0 < o < 1, suponha que a;; € C"*(Q),bj,c, f € C**(Q).

Se u € H}(Q) ¢ solugdo fraca de (P), entio u € C**(Q). Além disso, existe uma constante

C > 0 (que ndo depende de u) tal que

”uHCz-,(x(ﬁ) S C||f||c0a(§)

Mais ainda, se tivermos também a;j,bj,c, f € C**(Q) entdo u € C*%(Q) e

H“||ck+2,a(§) < C”chk,a(ﬁ)-

Demonstragdo. Ver [6, Theorem 9.33] ou [16, Theorem 6.2 e 6.6]. L]

Teorema A.6. (Imersdes em Espacos de Holder) As seguintes imersoes sdo compactas para
k inteiro ndo negativoe 0 < o' < o < 1:

Ch(Q) — CH(Q);
Cho(Q) — C'(Q);
CkJrl,Ot(Q) SN Ck'/a(Q).

A seguinte imersdo é continua :
Q) — Q).

Demonstragdo. Ver [1, Theorem 1.31]. O

Teorema A.7. (Imersoes de Sobolev) As seguintes imersoes sdo continuas para k € N e
1 <p<oo:

n
1. Sep< = entdo

WhP(Q) — LI(Q),Yq € [1,p"],

. Em particular, para N > 2 e k = 1, temos que 2* = e

de p* =
onde p N_2

p
N—kp

W12(Q) < L(Q), Vg € [1,27];
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2. Sep= %, entdo
WEP(Q) — LI(Q), Vg € [1,+00);

3. Sep> % entao

onde:
n n n n
[—1 I——  se |[—| <—,
v — p p p p
oavVae(0,1), se )
p p

n
e [-] denota a parte inteira. Em particular, se p > N, entdo {—] =0e
P

Whe(Q) — 7 (Q).

Demonstragdo. Ver [22, Theorem 4.15] ou [1, Theorem 5.4]. L]

Teorema A.8. (Rellich-Kondrachov) As seguintes imersoes sdo compactas para k € N e
1 <p<oo:

i) Sep< % entdo
WhP(Q) — LI(Q), Vg € [1,p").
Em particular, se N > 2 e k =1, temos que
Wl’Z(Q) — L1(Q), Vg € [1,27);
ii) Se p= % entdo

WEP(Q) < LI(Q), Vg € [1,+e0);
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n
iii) Se p > = entdo

whe(@) < 1B @) g < v,
Em particular, se p > N, entdo

WhP(Q) — C1B(Q), VB < 1-
p

iv) Como Q é dominio limitado de R", as imersdes i), ii) e iii) continuam compactas se
substituirmos WP (Q) por Wéc’p(Q).
Demonstragdo. Ver [22, Theorem 4.19] ou [1, Theorem 6.2]. OJ

Teorema A.9. (Desigualdade de Poincaré) Se u € WO1 P(Q), com 1 < p < n, entdo existe
uma constante C = C(p,q,n, |Q|) tal que

[ullza) < ClIVullr@), Yq€l,p.
Em particular, para todo 1 < p < oo, segue que
ull (@) < ClIVullrr(o)-

Demonstragdo. Ver [13, Section 5.3 Theorem 3]. U]

Teorema A.10. (Desigualdade de Hardy - Sobolev). Se u € HJ(Q) entdo existe uma
constante C > (0

u
5], = CIVulizia:
onde 8 = 6(x) é fungdo distdncia de x a IQ.

Demonstragdo. Ver [19, p. 76] ou [6, p. 313]. O

Teorema A.11. Seja u € C*(Q)NC(Q) tal que Lu > 0 em Q e u(x) > 0 para todo x € Q.

Entdo existe uma constante C > 0 tal que
u(x) >Cé(x), Vx € Q.

Demonstragdo. Ver [22, Theorem 1.6.2] juntamente com [22, Theorem 1.8.4] e [22, Defini-
tion 1.3.1]. ]
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A.4 Autovalores

Considere o seguinte problema de contorno de Dirichlet

(P,) —Au=Au emQ,
A u=20 sobre dQ.

Teorema A.12. O problema (P; ) admite uma sequéncia de autovalores Ay tal que

O<Ah <A<, A —oo
e
)Ll:min{/gwuﬁdx:ueH(;(Q),/Quzdx:1}. (A.15)
Demonstragdo. Ver [5, Theorem 1.13]. OJ

Definicao A.9. (Autovalor Principal ou Primeiro Autovalor) Chamaremos Ay > 0 de

autovalor principal de —A ou primeiro autovalor.

Observagdo A.S. Segundo [13, p. 336] e [5, p. 9], a igualdade (A.15) é conhecida como

caracterizacao variacional do primeiro autovalor ou férmula de Rayleigh e € equivalente a

/ |Vu|? dx
EACEE—

/uzdx
Q

A1 = min ueW(Q)euz0y. (A.16)






Apéndice B
O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Esse apéndice tem o objetivo de resumir os conceitos e definicdes a respeito do Grau
Topolégico de Brouwer, bem como enunciar e demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer como consequéncia do Teorema 1.2. Iniciaremos com uma breve descri¢do do grau
topoldgico de Brouwer.

Segundo [10, Chapter 1], de modo geral, desejamos obter uma ferramenta que possa di
informacdes sobre a existéncia de solucdes de equagdes da forma

fx) =y, (B.1)
onde sdo dados:
i) Q c RY aberto;
ii) f:Q c RY — RY uma aplicacdo continua ;
iii) y e RV,

Tal ferramenta deve ajudar-nos a responder algumas questdes como: Quando a equacao
(B.1) tem ao menos uma solucdo x € Q7; A solucdo € inica ou ndo?; Como as solugdes estdo
distribuidas em Q7; O que ocorre com as solucdes de (B.1) quando mudarmos drasticamente
a fungdo f e o ponto y € R¥?. Sendo assim, a partir desses trés objetos matematicos (o
aberto €, a funcdo f e o ponto y), devemos ser possivel estudar as solugdes de (B.1) através
desta ferramenta. A Teoria do Grau, mais precisamente o Grau Topoldgico de Brouwer, fard
esse importante papel. Entretanto, serd necessdrio algumas consideracdes iniciais sobre a
terna Q, f ey, para construir o Grau de Brouwer. Tais condi¢des sdo enunciadas na forma da
defini¢do abaixo.
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Definicao B.1. (Terna Admissivel para o Grau de Brouwer) Sejam Q um subconjunto ndo
vazio do RN e f: @ — RN uma aplicacdo. Dizemos que a terna (f,Q,y) é terna admissivel

para o Grau de Brouwer se forem satisfeitas as seguintes condicoes:
(B1) Q C RN é um aberto de RV ;
(B2) f:Q— RN éuma aplicagdo continua ;

(B3) y & f(0Q).

A ideia do grau topolégico de Brouwer € garantir a existéncia de uma aplicacdo d que
associa cada terna admissivel (f,€Q,y) a um inteiro de tal modo que as propriedades da
fun¢do d nos permita responder as questdes levantadas anteriormente. Vamos entdo exigir
que d tenha as seguintes propriedades:

1) A primeira € o desejo natural de que se f = I, aplicacdo identidade, entdo a equacdo

f(x) =y tem uma tnica solugao.

i1) A segunda propriedade reflete o desejo de que d possa da informacgdo sobre onde a
solucdo se encontra. Por exemplo, suponha que € e €, sdo subconjuntos disjunto
de Q tais que f(x) =y tenha uma quantidade finita de solugdes em Q; U €, mas ndo
tenha solucdo em Q\(Q; U,). Entio, é natural pedir que o niimero de solugdes

encontradas em € seja a soma das solugdes encontradas em € e Q.

iii) A terceira e ultima propriedade reflete o desejo de que se a aplicacdo f € muito
complicada, entéo o nimero inteiro d(f,Q,y) pode ser calculado por d(g,€,y) sempre
que tal f possa ser deformada continuamente na funcdo g de modo que, no processo

de deformagio, mantenha-se a propriedade de (B3).

As propriedades acimas sdo conhecidas como normalizacao, aditividade e invariancia por
homotopia, respectivamente. Em resumo, para uma terna admissivel para o grau de Brouwer
(f,Q,y), busca-se definir uma aplicacdo d com valores em Z, que satisfaca as seguintes
propriedades:

(B1) (Normalizacdo) d(1,Q,y) =1, para todo y € Q;

(B2) (Aditividade) d(f,Q,y) =d(f,Q1,y) +d(f,L,y), onde Q| e Q, subconjuntos dis-
junto de Q tais que y ¢ f(Q/(Q1UQy));

(B3) (Invariancia Por Homotopia) d(h(z,-),Q,y(t)) independe de ¢ € [0, 1] sempre que
H:[0,1]xQ—=RYey:[0,1] = RN sdo continuas e y(t) ¢ h(t,0Q), para todo
t€[0,1].
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E possivel obter a aplicacdo d por constru¢do migrando de um caso mais simples para
um caso mais geral. As préximas trés defini¢cdes t€ém exatamente esse objetivo e sio,

precisamente, as defini¢des 2.1,2.2 e 2.3 de [10, Chapter 1], respectivamente.

Defini¢io B.2. (Valor Regular) Seja Q@ C RN um aberto limitado, f € C'(Q)NC(Q), e
y & f(dQUSy). Entdo, definimos

d(f,Q,y) = Z sgn Jy(x),
xef~H(y)

onde J;(x) = det f'(x), o Jacobiano de f em x, e Sy = {x € Q: J;(x) = 0}, o conjunto dos

pontos criticos de f.

Definiciio B.3. (De Valor Regular para Valor Singular ) Seja Q C RY um aberto limitado,
FeC*(QNC(Q), ey ¢ f(IQ). Entdo, definimos

d(f7Q7y) = d(f,Q,yl),

onde y) é qualquer valor regular de f tal que ||y; —y|| < dist(y, f(dQ)) e d(f,Q,y1) € dada
pela Definicdo B.2.

Definiciio B.4. ( De C*(Q)NC(Q) para C(Q)) Seja Q € RN um aberto limitado, f € C(Q),
ey ¢ f(dQ). Entdo, definimos

d(f,Q,y) = d(g,Q,y),

onde g € C*(Q)NC(Q) é qualquer aplicacao tal que ||g — f|| < dist(y, f(9Q)) e d(g,Q,y)
€ dada pela Definicdo B.3.

Finalmente podemos enunciar o teorema de existéncia do Grau de Brouwer.

Teorema B.1. (O Grau de Brouwer) Seja
M={(f,Q,y)| (f,Q,y) é terna admissivel para o Grau de Brouwer} .

Entdo existe uma unica funcdo d : M — 7, o Grau de Brouwer, satisfazendo (B1)-(B3).
Demonstragdo. Ver [10, Theorem 3.1]. O
Corolario B.1. Seguem mais algumas propriedades importantes do Grau de Brouwer:

(B4) (Existéncia de Solucio) d(f,Q.,y) # 0 implica que f~'(y) # 0;



110 O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

(B5) (Constante em Componente Conexa) d(-,,y) e d(f,Q,-) sdo constantes em {g €
C(Q): |lg—fll <r} e B-(y) C RY, respectivamente, onde r = dist(y, f(dQ)). Mais
ainda, d(f,Q,-) é constante em toda componente conexa de RN\ f(9Q);

(B6) (Dependéncia da Fronteira) d(g,Q,y) = d(f,Q,y) sempre que g}ag = f‘ag"
(B7) (Excisdo) d(f,Q,y) =d(f,Q,y), para todo subconjunto Q1 de Q tal que y & f(Q\Q1).
Demonstragdo. Ver [10, Theorem 3.1]. L]

Agora temos todas as ferramentas para enunciar e demonstrar o Teorema do Ponto Fixo

de Brouwer.

Teorema B.2. (O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer) Seja D C RY um conjunto convexo
compacto ndo-vazio e f : D — D continua. Entdo f tem um ponto fixo. O mesmo é verdade

se D é apenas homeomorfo a um convexo compacto ndo-vazio.

Demonstragcdo. Suponha primeiramente que D = B,(0). Sem perda de generalidade, pode-
mos assumir que f(x) # x em dD, caso contrdrio ndo ha o que demonstrar. Dai, a terna
(I— f,int.D,0) é admissivel para o grau de Brouwer, onde int.D = B,(0). Defina a aplicacao
h:[0,1] x D — RY dada por h(t,x) = x — ¢ f(x). Claramente, h é continua. Como

1A(2; ) || = llx =2 ()]

> |xl) —tllf ()]
>r—tr
=(1—-1)r

>0,

em [0,1) X dD e f(x) # x para ||x|| = r, temos que 0 ¢ A([0,1] x dD). Além disso, h é
homotopia entre a aplicacdo I — f e a aplicacdo identidade /. Pela invariancia por homotopia
(B3), segue que

d(I - f,int.D,0) = d(I,B,(0),0).

Por (B1), normalizagdo, temos que d(I,B,(0),0) = 1. Logo, d(I — f,int.D,0) = 1. Pela
propriedade de existéncia de solugdo (B4), temos que existe x € int.D = B,(0) tal que
x — f(x) = 0. Portanto, f tem um ponto fixo em D = B,(0).

Suponha agora que D é um compacto convexo qualquer. Pelo Teorema 1.2, f admite

uma extensdo f : RY — R¥(a mesma da demonstragdo do teorema 1.2) tal que f (RN ) C
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conv(f(D)). Como conv(f(D)) C conv(f(D)) C D, temos que f(RY) c D. Como D é
limitado, podemos tomar r > 0 tal que D C B,(0). De modo andlogo ao caso anterior,

podemos encontrar um ponto fixo x de f em B,(0). Mas f € D, logo x = f(x) = f(x).
Portanto f admite um ponto fixo.
Finalmente, assuma que D = h(Dy) onde & € um homeomorfismo e Dy é compacto
e convexo. Entdo a aplicacdo h~! fh: Dy — Dy tem um ponto fixo pelo caso anterior e
f(h(x)) = h(x) € D. Portanto, o resultado segue.
[






Apéndice C
Principio do Maximo

O objetivo desse apéndice € enunciar e demonstrar alguns resultados sobre principios do
maximo. Segundo Protter e Weinberger [25], o principio do maximo € uma das melhores
e mais usadas ferramentas conhecidas no estudo de equacdes diferencias parciais. Esse
principio € uma generalizacao natural do seguinte fato: se a fungao continua f, definida em
um intervalo compacto [a, b], é tal que f” > 0 entdo f ndo pode atingir seu maximo em um
ponto do (a,b). Isto é, o maximo de f somente poderd ocorrer na fronteira do intervalo [a, b].
O mesmo argumento se aplica para o minimo.

Existem diversos principios maximo, mas esse apéndice ird tratar de apenas dois princi-
pios. O primeiro, € o principio do Mdximo de E. Hopf para solucdes cldssicas. E o segundo,
€ uma adaptacao do principio do méximo para solucdes fracas WI’Z(Q), encontrado em [16,
Theorem 8.19]. Além disso, enunciaremos um teorema de caracterizag@o para o principio do
maximo.

Neste apéndice, vamos considerar o problema

Lu=f emQ,
(P)y
u=0 sobre dQ,

onde Q C RY é um dominio limitado com fronteira regular e o operador eliptico de segunda

ordem na forma divergente, isto €,

n n

Lu=— Y (aij(x)ux); + Y bi(x)ux, +c(x)u, (C.1)
i,j=1 i=1
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onde aos coeficientes a;;,b; € ¢ sdo tdo suaves quanto necessario. Assumiremos que L €

uniformemente eliptico, isto é, existe um ndmero positivo A tal que

Y ay(9EE = AIEL, 2

i,j=1

paratodox € Qetodo & = (&1,---,&,) € R". Os coeficientes de L sdo limitados do seguinte
modo:

Y laijx)*<A* e A7EY B[P+ A7 e(x)| < B, (C.3)
i.j=1 i=1

para constantes A, B € R, com B > 0, e para todo x € Q. Por fim, assumiremos que

/cwdxzo, Y >0, we W) (Q). (C.4)
Q

Definicio C.1. Seja u € W'?(Q). Dizemos que Lu > 0 em Q, se

/gi aij(x>uxi¢xj+/§2i{bi(x)uxi¢+/gzc(x)u¢ >0,

i,j=1
para todo ¢ € WO1 2 (Q). Defini¢do andloga vale para Lu < 0, trocando > por <.
Temos entdo os seguinte principio do maximo.

Teorema C.1. (Principio do Mdximo de E. Hopf) Seja Q C RY um dominio limitado com
[fronteira suave. Suponha que L é um operador uniformemente eliptico em  com ¢ > 0 e
seja u € C*(Q) satisfazendo

Lu>0em Q e m: :igfue(—oo,O].

Entdo, ou u=m em &, ou u(x) > m para todo x € Q. Em outras palavras, u ndo pode atingir

m em £, a menos que u = m em ). Consequentemente,

infu = inf = m,
Q 2Q

seu € C*H(Q)NC(Q).

Demonstragdo. Ver [21, Theorem 2.1]. ]
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Teorema C.2. (Principio do Mdximo Forte) Seja L satisfazendo as condicoes (C.2), (C.3) e
(C.4). Esejauc WI’Z(Q) satisfazendo Lu < 0 em Q. Entdo, se para alguma bola B CC Q

tivermos que

supu = supu > 0, (C5)
B Q

a funcdo u é constante q.t.p. em Q.
Demonstragdo. Ver [16, Theorem 8.19]. []

Corolario C.1. Seja L satisfazendo as condigoes (C.2), (C.3) e (C.4). E sejau € Wl’z(Q)
satisfazendo Lu > 0 em Q. Entdo, se para alguma bola B CC € tivermos que

infu = infu <0, (C.6)
B Q

a funcdo u é constante q.t.p. em L.

Demonstragdo. Note que,
Lu>0=—Lu<0= L(—u) <0.
Se para alguma bola B CC Q tivermos que
infu = infu <0,
B Q
entdo, para essa mesma bola B CC €, temos que

—infu = —infu >0
B Q

sup(—u) = sup(—u) > 0.
B Q
Logo, pelo Teorema C.2, segue que —u € constante g.t.p. em . Portanto, u é constante q.t.p.

em Q. ]

Corolario C.2. Seja L satisfazendo as condigoes (C.2), (C.3) e (C.4). E sejau € Wl’z(Q)
satisfazendo Lu > 0 em Q e u > 0. Entdo, ou u =0 ou u > 0 g.t.p. em Q.

Demonstragdo. Se igf u > 0 entdo nao hd o que provar. Suponha que igf u < 0. Por hipétese,

u > 0, entdo igfu =0.
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Suponha que exista uma bola B CC Q tal que
infu = infu = 0.
B Q

Nesse caso, pelo Coroldrio C.1, temos que u = k(costante) > 0 q.t.p. em Q. Mas como
igfu =0, entdo u =0 q.t.p. em Q.

Suponha agora que ndo exista uma bola B CC Q tal que igf u= igf u = 0. Isto &, para
toda bola bola B CC Q vale que

infu > infu = 0. (C.7)
B Q

Nesse caso, u > 0 g.t.p. em Q. Caso contrdrio, existiria um subconjunto de medida positiva
M C Q tal que u(x) <0, para todo x € M. Como |M| > 0 entdo M # 0. Agora, se Q é aberto
entdo para cada y € M C Q existe um raio ry tal que By, (y) C Qe u(y) <0. Para cada raio
ry, tome um novo raio 0 <7, < ry tal que By, (y) CC Q. Dai,

inf u<u(y) <0,
By, o (y) -

contradizendo (C.7).

Em resumo, mostramos que:
1) Se existe uma bola B CC € tal que igfu = igfu =0, entdo u =0 q.t.p. em €;
i1) Se ndo existe uma bola B CC Q tal que i%fu = igfu =0, entdo u > 0 q.t.p. em Q.
Portanto, ou u > 0 ou u =0 q.t.p. em Q. [l
Seguindo [21], antes de enunciar o préximo teorema precisaremos de algumas definicdes.

Definicdo C.2. (Supersolucio Estrita) A funcio h € W*P(Q), p > N, serd uma supersolugdo
do problema (P) se

Lu>0 emQ,
u>0 emdQ.

A fungdo h serd uma supersolugdo estrita de (P) se, em adicional, algumas das desigualdades

acima é estrita em um conjunto de medida positiva.

Definicao C.3. Diremos que o problema (P) satisfaz o principio do mdximo se qualquer
supersolucdo h € W*P(Q), p > N, de (P) satisfaz h(x) > 0 para todo x € Q.
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Teorema C.3. (Caracterizagdo do Principio do Mdximo) As seguintes afirmacgdes sao

equivalentes:
i) (P) admite uma supersolugdo estrita h € WP (Q), para algum p > N;
ii) (P) satisfaz o principio do mdximo;

iii) O operador resolvente R : C(Q) — C(Q) associado ao problema (P) estd bem definido

e é continuo e compacto.
Demonstragdo. Ver [21, Theorem 4.2]. O

Corolario C.3. (Boa Definicdo do Operador Resolvente) Se c(x) > 0, entdo o operador
resolvente (L)™' : C(Q) — C(Q) associado ao problema (P) estd bem definido e é compacto

e continuo.

Demonstracdo. Como c(x) > 0, temos que a fungdo constante 4(x) = k > 0 é supersolugio

estrita associado ao problema (P), pois

Lh=Lk=c(x)k>0 emQ,
h=k>0 em JdQ.

Logo, pelo Teorema C.3, o operador solugao associado ao operador L estd bem definido. A

compacidade de (L)_1 € dada por regularidade eliptica e imersdes compactas. 0
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