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Resumo

Estudamos os soélitons do fluxo redutor de curvas no espago hiperboélico bidi-
mensional e as solugoes autossimilares do fluxo de curvatura e do fluxo curvatura de
inversa no cone de luz bidimensional. No espago hiperbolico, mostramos que uma curva
é¢ um soliton do fluxo redutor de curvas se, e somente se, sua curvatura geodésica pode
ser escrita como o produto interno entre o seu campo tangente e um vetor fixado do
espago de Minkowski tridimensional. Usamos essa caracterizagao do séliton para fazer
o estudo qualitativo. Mostramos que, para cada vetor fixado, existe uma familia a 2-
parametros de solitons do fluxo redutor de curvas no espaco hiperbélico bidimensional.
Além disso, provamos que cada séliton é uma curva que esta definida em toda reta, é
mergulhada e sua curvatura geodésica converge para uma constante em cada fim. No
cone de luz, provamos que existe uma relagao entre as solugoes do fluxo de curvatura
e as solugoes do fluxo de curvatura inversa. Mostramos que uma curva no cone de luz
¢ uma solucgao autossimilar do fluxo de curvatura se, e somente se, sua funcao curva-
tura difere por uma constante do produto interno entre o seu campo tangente e um
vetor fixado do espaco de Minkowski tridimensional. De modo analogo, provamos que
uma curva no cone de luz é uma solucao autossimilar do fluxo de curvatura inversa
se, e somente se, o inverso da funcao curvatura difere por uma constante do produto
interno entre o seu campo tangente e um vetor fixado do espago de Minkowski tridi-
mensional. Usando a caracterizagao das solugoes autossimilares do fluxo de curvatura
fizemos o estudo qualitativo. Provamos que, para cada vetor fixado existe uma familia
a 2-parametros de solugoes autossimilares para o fluxo de curvatura e para o fluxo de
curvatura inversa no cone de luz. Além disso, mostramos que nos fins de uma solucao
autossimilar do fluxo de curvatura em Q? a curvatura é ilimitada ou converge para
uma constante. Incluimos visualizacoes de sélitons no espago hiperboélico e de solugoes
autossimilares no cone de luz dos fluxos de curvatura e de curvatura inversa.

Palavras Chave: Fluxo Redutor de Curvas, Fluxo de Curvatura, Fluxo de Curvatura
Inversa, Espaco Hiperbolico Bidimensional, Cone de Luz Bidimensional, Espaco de
Minkowski, Isometrias.



Abstract

We study the solitons of the curve shortening flow on the 2-dimensional hy-
perbolic space and the self-similar solutions of the curvature flow and of the inverse
curvature flow on the 2-dimensional light cone. On the hyperbolic space, we show that
a curve is a soliton solution to the curve shortening flow if and only if its geodesic cur-
vature can be written as the inner product between its tangent vector field and a fixed
vector of the 3-dimensional Minkowski space. We use this characterization to provide
a qualitative study of the solitons. We show that for each fixed vector there is a 2-
parameter family of soliton solution to the curve shortening flow on the 2-dimensional
hyperbolic space. Moreover, we prove that each soliton is defined on the entire real line,
it is embedded and its geodesic curvature converges to a constant at each end. On the
light cone, we prove that there exists a relationship between the solutions of the curva-
ture flow and the solutions of the inverse curvature flow. We show that a curve on the
light cone is a self-similar solution of the curvature flow if, only if, its curvature differs
by constant of the inner product between its tangent vector field and a fixed vector of
the 3-dimensional Minkowski space. Similarly, we prove that a curve on the light cone
is a self-similar solution of the inverse curvature flow if, only if, the inverse curvature
function differs by a constant of the inner product between its tangent vector field and
a fixed vector of the 3-dimensional Minkowski space. We use the characterization of
the self-similar solutions of the curvature flow to provide a qualitative study. We prove
that, for each fixed vector there is a 2-parameters family of self-similar solutions of
the curvature flow and of the inverse curvature flow on the light cone. Moreover, we
show that at the ends of a self-similar solution of the curvature flow the curvature is
unlimited or it converges to a constant. Some solitons on the hyperbolic space and
some self-similar solutions of the curvature flow and of the inverse curvature flow on
the light cone are visualized.

Keywords: Curve Shortening Flow, Curvature Flow, Inverse Curvature Flow, 2-
Dimensional Hyperbolic Space, 2-Dimensional Light Cone, Minkowski Space, Isometry.
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Introducao

Uma familia de curvas Xt : [ — M ,t €[0,T), em uma variedade Riemanniana
bidimensional M? é chamada solucao para o Fluzo Redutor de Curvas (FRC) com

condigao inicial X9(-) = X (-), se satisfaz a seguinte equagio
o (1)

onde ki(+) é a curvatura geodésica e N'(-) ¢ o campo unitério normal a X'(-) para
cada t € [0,T). Epstein e Gage [8] mostraram que quando M? = R? o FRC perma-
nece geometricamente inalterado se adicionarmos componentes tangenciais ao segundo
membro da equagao diferencial (1). Dessa maneira, pode-se definir que uma familia a
um parametro de curvas Xt = R% t € [0,T) é solugao para o FRC em R? com

condigdo inicial X°(-) = X(-), se satisfaz,

(FRONC) =k, 2)
onde (-,-) ¢ o produto interno canonico de R2, k'(-) ¢ a curvatura e N'(-) ¢ o campo
unitério normal a X*(-) para cada ¢ € [0,T). O nome redutor de curvas é justificado
pelo fato de que, quando as curvas da familia X' sdo fechadas, o comprimento das
curvas decresce ao longo do fluxo, isto é, o fluxo é do tipo gradiente para o funcional
comprimento de arco. Grayson [15] observou que o fluxo redutor de curvas também ¢
conhecido como fluzxo pela curvatura ou fluzo do calor em imersoes isométricas.
Segundo Epstein e Gage [8], a motivagao original para o estudo da equagdo (1)
foi encontrar uma nova e talvez mais natural prova da existéncia de geodésicas fechadas
em variedades Riemannianas. Porém, o primeiro trabalho nessa dire¢ao foi feito por

Grayson [16] em 1989. Mas antes disso, varios autores estudaram a equagdo (1) para

Stiva, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



Introducao 2

o plano Euclidiano, como por exemplo, [1], [9], [10], [11], [13] e [15].

Uma classe de solugoes do fluxo redutor de curvas muito importante e funda-
mental para estudo do fluxo em geral, sdo as curvas que evoluem por isometrias e/ou
homotetias. Uma solugao desta classe é chamada de solugao autossimilar do fluxo.
Além disso, quando a evolucao é apenas por isometrias recebe o nome de sdliton. No
plano Euclidiano, as retas nao sao afetadas pelo fluxo e sao consideradas solugoes tri-
viais. Os circulos evoluem homoteticamente em tempo finito para um ponto. A curva
chamada Grim Reaper dada pelo grafico da funcdo f(s) = In(cos(s)) admite evolugao
por translagoes. Giga [14], provou que a Grim Reaper é a tnica curva que evolui por
translacoes no plano. Outro exemplo de evolugao por isometrias no plano é a espiral de
yin-yang. Abresch e Langer [1], Epstein e Weinstein [9] estudaram as curvas fechadas
nao necessariamente simples que evoluem por homotetias. Halldorsson [17]| concluiu a
descricao de todas as solugoes autossimilares do plano.

Alguns autores estudaram classes especificas de solugoes do fluxo redutor de
curvas no plano e provaram que a evolucao torna-se autossimilar para algum tempo t.
Inicialmente, Gage [10] [11], mostrou que curvas convexas e fechadas em R? evoluem
para curvas circulares em algum tempo ¢. Em seguida, Gage e Hamilton [13| mostraram
que curvas fechadas e convexas colapsam em um ponto. Grayson [15] provou que curvas
fechadas e mergulhadas evoluem para curvas circulares em algum tempo ¢ e colapsam
em um ponto para tempo finito. Além disso, Angenent [3], mostrou que, numa condi¢ao
mais geral o fluxo redutor de curvas em certo sentido torna-se autossimilar ao longo da
evolugao, reforcando a importancia das solucoes autossimilares.

Cabe ressaltar que, quando o espaco ambiente nao é o plano euclidiano ha poucos
trabalhos sobre solugoes autossimilares desse fluxo. Halldorsson [18] em 2015, classifi-
cou todas as solugoes autossimilares do plano de Minkowski. Dos Reis e Tenenblat [6]
caracterizaram e descreveram todos os solitons da esfera S2.

Os artigos [13], [16], [23] e [30] entre outros, estudaram o fluxo redutor de
curvas em variedades Riemannianas diferentes do plano. Angenent, [4] usou o fluxo
para estudar a topologia de geodésicas fechadas de superficies compactas.

Ao longo dos anos 90, surgiu também o interesse em estudar outros fluxos na
dire¢ao do vetor curvatura no plano Euclidiano. De modo geral, a funcao k(s,t) da

equagao (1), foi substituida por uma fungao F(k(s,t)). Urbas em [28] e [29] estudou

Stiva, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



Introducao 3

1 1
para F(k(s,t)) = 0’ a > 0. Andrews [2| usou F(k(s,t)) = aka(s,t), a#0. Em
1

[7], Drugan et. al. estudaram o caso para F'(k(s,t)) = Ty

1
T Andrews [2]| provou que, solugoes simples e fechadas em R? que evoluem por
S)

homotetias sao apenas os circulos e Drugan et. al. [7] estudaram as solugoes em R?

. Usando F'(k(s,t)) =

que evoluem por translacoes.

Neste trabalho vamos estudar fluxos de curvas no espaco hiperbélico bidimensi-
onal H? C R} e no cone de luz Q? C R?, onde R? ¢ o espago Minkowski tridimensional.
Observe que, uma curva X : I — H? parametrizada pelo comprimento de arco s € I
¢ caracterizada por um triedro associado {X(s),T(s), N(s)} em R}, onde T'(s) é o
campo unitéario tangente a X (s) ¢ N(s) é o campo unitario normal a X (s). Em [20],
uma curva do tipo espaco X : I — Q? parametrizada pelo comprimento de arco s € I é
caracterizada por um triedro associado { X (s),T(s), Y (s)} em R?, onde T'(s) ¢ o campo
unitario tangente a X (s) e Y'(s) é um campo do tipo luz ortogonal ao T'(s), associado
a X (s) e unicamente determinado.

Dizemos que uma familia a um parametro de curvas Xt(u) =X (u,t), X
IxJ— M2 (u,t) € I xJésolugio para o FRC em H? com condigao inicial X (u), se

XOu) = X(u) e 5
<§X(u,t),N(u,t)> = k(u,t),

onde N (u,t) é o campo unitério normal a X*(u) e k(u,t) ¢ a curvatura da curva X*(u)
para cada t € J.

De maneira similar, uma familia a um parametro de curvas no cone de luz
Xt(u) = X(u,t), X : I x J = Q2 (u,t) € I x.J é solugio para o fluro curvatura (FC)
(resp. fluzo curvatura inversa (FCI)) em Q* com condicao inicial X (u), se XO(u) =

X(u) e

<%X(u,t),ff(u,t)> = k(u,t) (reSp. <%X(u,t)7f/(uat)> = _l%(:,t)) ;

onde Y (u,t) ¢ o campo do tipo luz associado a X*(u) e k(u,t) ¢ a curvatura da curva

X'(u) para cada t € J.
Neste trabalho temos dois objetivos: estudar os sélitons do FRC em H? e as

solucoes autossimilares dos fluxos FC e FCI em Q2.

Sitva, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



Introducao 4

Para o H?, usamos o modelo do hiperboloide de R?. Provamos no Teorema 2.2.1
que, uma curva em H? C R} ¢ um soliton para o FRC se, e somente se, sua curvatura
pode ser escrita como o produto interno entre seu campo tangente e um vetor nao
nulo de R?. Utilizando esta caracterizagio verificamos que, obter os solitons em H?
corresponde a estudar as solugoes de um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias
(ver Proposicao 2.3.1 e Proposi¢ao 2.3.2). No Teorema 2.3.28, provamos que, para cada
vetor nao nulo de R?, existe uma familia a dois parametro de sélitons para o FRC em
H2. Descrevemos todos os sdlitons e mostramos que cada séliton ¢ uma curva completa,
mergulhada cuja fungao curvatura converge para uma constante em cada um dos seus
fins.

O cone de luz Q* C R? ¢ uma superficie degenerada. Liu [20] definiu a curvatura
para uma curva do tipo espaco em Q2. Essa curvatura mede o quanto uma curva em
Q? deixa de ser uma parabola. Quando a curvatura é constante e positiva a curva é
uma hipérbole e quando a curvatura é constante e negativa a curva é uma elipse.

No cone de luz, observamos que as solugoes homotéticas dos fluxos FC e FCI sao
apenas as elipses e as hipérboles. Considerando curvas X (s) em Q2 cuja curvatura nao
se anula, verificamos que, estudar as solugoes do fluxo FC é equivalente a estudar as
solugdes do fluxo FCI. Provamos no Teorema 3.1.10 (resp. 3.1.11) que uma curva X (s)
em % é uma solucao autossimilar do FC (resp. FCI) se, e somente se, sua curvatura
k(s) (resp. —%, k(s) # 0) pode ser escrita a menos de uma constante ¢ como o
produto interno entre seu campo tangente e um vetor nao nulo de R?. Usando essa
caracterizacao mostramos que, obter solucoes autossimilares do fluxo FC em Q? corres-
ponde a estudar um sistema de equacoes diferenciais ordinérias que admite condigoes
iniciais em trés conjuntos disjuntos do R3. Provamos trés resultados de existéncia de
solucoes autossimilares do fluxo FC em 2, mais precisamente.

Provamos no Teorema 3.2.29 que, dado um vetor nao nulo v € R} existe uma
familia a dois parametros de solitons do fluxo FC em Q% Mostramos no Teorema
3.2.40 que, para cada constante ¢ < 0, dado um vetor nao nulo v € R? existe uma
familia a dois parametros de solucoes autossimilares do fluxo FC em ()?. Provamos no
Teorema 3.2.51 que, para cada constante ¢ > 0, dado um vetor nao nulo v € R} existe
uma familia a dois parametros de solucoes autossimilares do fluxo FC em Q2.

Além disso, descrevemos o comportamento de todas as solugoes autossimilares
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Introducao 5

do fluxo FC e mostramos que a curvatura converge para uma constante ou é ilimitada
em cada fim da curva. Observamos também que, quando a curvatura é ilimitada em
algum fim da curva, isso significa que a curva é assintotica a uma reta de Q2 neste fim.

Organizamos este trabalho em trés capitulos da seguinte maneira.

No primeiro capitulo, incluimos alguns topicos importantes para os capitulos 2 e
3, tais como o espago de Minkowski, as isometrias que fixam o cone de luz e mostramos
algumas propriedades de uma familia a 1-pardmetro de isometrias. Apresentamos
as curvas em H? no modelo do hiperboloide e provamos um teorema de existéncia e
unicidade para curvas em H?. Por fim, consideramos curvas no cone de luz e também
mostramos um teorema de existéncia e unicidade para curvas do tipo espaco em Q2.

No segundo capitulo, trabalhamos com os sélitons do fluxo FRC em H?. Apre-
sentamos uma condicao necesséria e suficiente para que uma curva em H? seja um
soliton para o FRC em H?. Relacionamos os solitons com um sistema de equacoes
diferenciais ordinarias. Descrevemos todos os solitons do fluxo FRC em H? através
de uma série de lemas extraidos do sistema de equacgoes diferenciais ordinarias. Além
disso, apresentamos alguns graficos de solitons do fluxo FRC em H?.

No terceiro capitulo, estudamos as solu¢oes autossimilares do fluxo de curvatura
e do fluxo de curvatura inversa no cone de luz. Mostramos uma relagao entre as solugoes
autossimilares do fluxo FC em @Q? e as solucoes autossimilares do fluxo FCI em Q2.
Apresentamos uma condicdo necessaria e suficiente para que uma curva de Q? seja
uma solucao autossimilar do fluxo de curvatura ou do fluxo de curvatura inversa em
Q?. Relacionamos as solugoes autossimilares do fluxo de curvatura ou do fluxo de
curvatura inversa com um sistema de equagoes diferenciais ordinarias. Descrevemos
todas as solucoes autossimilares do fluxo de curvatura em Q2 por meio de vérios lemas
extraidos do sistema do equacoes diferenciais ordinédrias. Além disso, apresentamos

alguns gréficos de solucoes autossimilares para o FC e para o FCI em 2.

Brasilia, 23 de Outubro, 2020

Fabio Nunes da Silva
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os conceitos e referéncias necessarios para o de-
senvolvimento de todo o trabalho.

Na primeira se¢ao, usando como base O’Neill [24] relembraremos o espago de
Minkowski tridimensional, o espago hiperbolico bidimensional no modelo de Minkowski,
o cone de luz e concluiremos com enfoque nas isometrias que fixam o Espaco Hiperbolico
e o cone de luz.

Na segunda secao, mostraremos alguns fatos bésicos de curvas em H? e o teorema
de existéncia e unicidade.

Na terceira se¢ao, tendo como referéncia [20] apresentaremos alguns fatos bésicos

sobre curvas no cone de luz e também um teorema de existéncia e unicidade para curvas.

1.1 Espaco de Minkowski

O espago de Minkowski tridimensional pode ser definido da seguinte maneira.

Definigao 1.1.1 O espago de Minkowski é o par R? = (R3,(-,-)), onde R?® € o espago
vetorial tridimensional e (-,-) € a métrica de Minkowski, i.e, dados v = (vq,v9,v3) €
w = (wy, we, w3), (v,W) = —viwW; + VaWs + V3W3.

A métrica de Minkowski nao é definida positiva e pode assumir qualquer valor
real. Assim, classificamos os vetores de acordo com a seguinte defini¢ao.
Definigao 1.1.2 Um vetor v € R? é chamado do tipo espaco (respectivamente do tipo
tempo e do tipo luz ), se (v,v) > 0 ou v = 0 (respectivamente (v,v) < 0 e (v,v) =0

com v # 0). O namero |v| = /|{v,v)| é chamado norma do vetor v.
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1.1. Espaco de Minkowski 7

De modo similar como foram classificados os vetores, também classificamos os
planos e superficies em R?, isto ¢, um subespago U C R? é chamada do tipo espago (resp.
do tipo luz e do tipo tempo), se a métrica de Minkowski induzida neste subespago é
definida positiva (resp. degenerada e nao degenerada). Uma superficie regular M C R3
é chamada do tipo espago (resp. do tipo luz e do tipo tempo), se para cada p € M, o
plano tangente de M em p, T,,M é do tipo espago (resp. do tipo luz e do tipo tempo).

O espaco hiperbolico bidimensional e o cone de luz, que serao utilizados como

espagos ambiente no nosso trabalho, podem ser definidos da seguinte maneira.

Definigao 1.1.3 1. O espago hiperbolico bidimensional é a superficie do tipo espaco

dada pelo conjunto

H? := {p = (p1,p2,p3) ER} : p1 > 0 e (p,p) = —1}.

2. O cone de luz bidimensional é a superficie do tipo luz dada pelo conjunto

Q% :={p e R\ {0} : (p,p) = 0}.

Um dos objetivos do trabalho é estudar fluxos de curvas que evoluem por iso-
metrias em H? e Q%. O conjunto das isometrias de H? e Q? (ver [24] por exemplo) é o

grupo dado por O;(3) = {M € GL(3,R) : MTeM = ¢}, onde MT ¢ transposta de M e

-1 0 0
€= 0 10
0 01

Além disso, se M € O4(3), entao M preserva bases ortonormais de R?. O conjunto
01(3) é um Grupo de Lie com quatro componentes conexas, mas para o estudo dos flu-
x0s que evoluem por isometrias considera-se apenas a componente conexa que contém
a matriz identidade, pois precisamos de familias a 1-parametro de isometrias (M (%)),
diferenciaveis tais que M (0) = Id. Para toda matriz na componente conexa que con-
tém a identidade, que denotamos por, Of (3), o determinante é igual 1. Em [5] pode

ser encontrada a demonstracao de que cada elemento de O (3) diferente da identidade

tem um tnico autovalor igual 1, isto é, qualquer matriz do conjunto fixa ponto a ponto
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1.1. Espaco de Minkowski 8

uma reta do espago R? que passa pela origem. Do exposto acima, temos que, cada
uma das matrizes M;, My e My dadas a seguir, representadas na base canonica de R3,

fixa os pontos de uma reta que passa pela origem.
10 0

My=1 0 cos(p) sen(py) fixa a reta de dire¢ao do tipo tempo (1,0,0),

0 —sen(p1) cos(pr)

2 T2 P2
M, = (@;)2 1 — (@;)2 V9 fixa a reta de dire¢ao do tipo luz (1,1,0) e
P2 — P2 1
cosh(ps) senh(ps) 0
Mz = | senh(ps) cosh(pz) 0 fixa a reta de dire¢ao do tipo espacgo (0,0,1) .
0 0 1

Segue do exposto acima que uma familia a I-parametro de isometrias (M (t)),cg;

M (0) = Id pode ser representada como a composigao de isometrias da seguinte ma-

M (t) = My(t)Ma(t) Ms(t), (1.1)
onde
1 0 0
M (t) = 0 cos(pi(t))  sen(er(t)) |

0 —sen(@i(t) cos(i(t))

1+ (sazgf))2 _ («Pzgt))Q ©s(t)

My(t) = @ 1 LlF 4 |, (1.2)
p2(t) —pa(t) 1
cosh(ps(t))  senh(ps(t)) 0O

My(t) = | senh(ps(t)) cosh(ps(t)) 0 |,
0 0 1

0i(0)=0ei=1,2,3.

A seguir vamos mostrar algumas propriedades das isometrias M;(t).
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1.1. Espaco de Minkowski 9

Proposicao 1.1.4 Seja M(t) uma familia de isometrias como na equagao (1.1), entao
<M/(O)X7 Y> = <X X Y7 U0>

para todo X, Y € R, onde vy = (=1 (0) — ¢5(0), —¢5(0), ¥5(0)).

Demonstragao: Vamos escrever X = (x1, 22, 23), Y = (y1, Y2, y3), entdo
X XY = (—(xoys — yor3), —(T1y3 — 1123), (T1Yy2 — Y122)).
Derivando M (t) em relagao a t, obtemos que
M(t) = My (t)Ma(t) Ms(t) + My (8) My (t) M3(t) + My (1) Ma(t) Ms(t).

Tomando (M'(t)) em t = 0, temos que

M'(0)X = (M(0) + M;(0) + M;3(0))X
0 0 0 0 0 1
= ¢ 0 0 1 |+e0) |0 0o 1
0 -1 0 1 -1 0
010\ (=
+¢30) [ 1 0 0 o
000)]|\
0 5(0) 5(0) 1
= | (0 0 ©1(0) + ¢5(0) T
¥5(0)  —(£1(0) + ©5(0)) 0 3
= (¥5(0)z2 + ¥5(0)z3, ¥5(0)z1 + [1(0) + ¢5(0)] s,

05(0)z1 — [£1(0) + 5(0)]2)

(M'(0)X,Y) = —[5(0)x2 + ©5(0)xs]yr + {£5(0)21 + [0 (0) + £5(0)]x3} o
+{h(0)x1 — [1(0) + ©5(0)]z2 }ys

= [©1(0) + &5(0)](z3y2 — 2ys) + wo(0)[21y3 — T3y1]
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1.1. Espaco de Minkowski 10

+¢3(0)[z192 — T2y1]

= —[=¢1(0) = 3(0)] (w32 — w2y3) — ©3(0)[~21y3 + w3y1]
+¢3(0)[1y2 — 2291

= ((=¢1(0) = ¢5(0), =¢5(0), 5(0)) , (—(22y3 — 312),
—(@1y3 — @331), (2192 — T291)))

= (=¢1(0) = 5(0), =©5(0), ¥5(0), X x Y').

Tomando vy = (—¢}(0) — ©5(0), —p5(0), ¢5(0)), segue o resultado.

Proposicao 1.1.5 Sejam v; = (1,0,0), vo = (1,1,0) e v3 = (0,0,—1). Para M;(t),
My(t), Ms(t), t € R como na equagao (1.2), tem-se

(M;(t)X, Mi()Y') = —@3(t)(X X Y, v;)

para todo X, Y € R} e para cada i = 1,2, 3.

Demonstragao: A prova é feita fixando cada M;(t) com i = 1,2,3. Vamos escrever

X = (%;5627173), Y = (y1,y2,y3), entao

X XY = (—(172343 - yzxs)a —<$1Z/3 - 3/156’3)7 (3313/2 — Z/1$2))-

Quando 7 = 1, temos que

1 0 0 U1
M ()Y = 0 cos(pa(t)) sen(pi(t)) Yo

)
0 —sen(pi1(t)) cos(pi(t)) Ys
= (y1,y2c08(1(t)) + yssen(p1(t)), —yasen(pi(t)) + yscos(p1(t))

Sitva, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



1.1. Espaco de Minkowski 11

0 0 0 T
Mit)X = &i(t) | 0 —sen(pi(t)) cos(ei(t)) o
0 —cos(p1(t)) —sen(pi(t)) T3
= 1 (t)(0, —zasen(pi(t)) + z3c0s(p1(t)), —z2c08(01(t)) — T35en(01(2)))-
Assim,

(Mi()Y, Mi()X) = ¢1(t) {[y2cos(1(t)) + yasen(e1(t))][—z2sen(p1(t))+
+azcos(p1(t))] + [—yzsen(pi(t)) + yscos(p1(t))] -
[—zacos(p1(t)) — zssen(er ()]}

= ) (t) {—zayacos(p1(t))sen(p1(t)) + yawscos® (1 (1) +
—ysrasen”(p1(t) + wayscos(p1(t))sen(p(t)) +
+x2yacos(p1(t))sen(pi (b)) + yozgsen® (1 (t)) +
—y3wac05” (1 (t) — w3yscos(p1(t))sen(pi (1)) }

= P (t) [(y2ms — yswa)sen® (1 (1))
+(yaw3 — yswa)cos® (1 (t))]

= 1) (323 — y372)

= —p()(X xY,(1,0,0)).

Para i = 2,
1+ [Lpzét)} [@Qé )] g02(15) n
M2(t)Y = [l’mét)] 1 — M QOQ(t) Y2
Pa(t) —pa(t) 1 Y3
= (yl (1 + —[W?P) - yz—[%ét)]Q + yspa(t), yl—mg)PJr
+Yo (1 - @) +y3pa(t), (y1 — y2)pa(t) + y3>
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pa(t) —pa(t)
My)X = @h(t) [ wa(t) —ealt)

1 T
1

1 —1 0 T3
+

X2

= ©5(t) (x1p2(t) — 202(t) + w3, 102(t) — T2a(t) + X3, 1 — T2)

= po(t) [(21 — z2)ipa(t) + 3, (21 — 2)pa(t) + 23, 11 — 23] .

Assim, seja h(t) = (x1 — x2)p2(t) + 3, obtemos que

oty x2007) = o) |- (o (14 200 ) 208 ) +

)
+h (ylw + 9 (1 - W) + y3@2(t)>} +

+5(t) (21 — 2)[(11 — y2)02(F) + ys]
= ¢5(t) {h(y2 [(y1 = y2)pa(t) + wsl(w1 — w2)}
= () {

Y1) +
[(T1 — 22)p2(t) + 23] (Y2 — y1)+
)

+(y1 — y2)p2(t) + ys)(v1 — 22)]}

= o(t)[~ys(wa — 21) + 23(y2 — 31)]
= Oy (t)[(—woys + x3y2) + (—3y1 + T1Y3)]
= —y(t)(X xY,(1,1,0)).

Finalmente, para ¢« = 3 temos que

cosh(ps(t)) senh(ps(t)) 0 U1
M;(Q)Y = | senh(ps(t)) cosh(es(t)) 0O Y2
0 0 1 Ys

= (yrcosh(ps(t)) + yasenh(ps(t)), yrsenh(ps(t)) + yacosh(pa(t), ys)

senh(ps(t)) cosh(ps(t)) O x
Mi(t)X = ¢5(t) | cosh(ps(t)) senh(ps(t)) 0 To
0 0 0 T3
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= ¢(t) (wrsenh(ps(t)) + wacosh(ps(t)),

x1cosh(ps(t)) + zasenh(ps(t)),0) .

Assim,

(Mz(1)Y, My(t)X) = —@i(t)[yicosh(ps(t)) + yasenh(ps(t))][z1senh(ps(t)) +
+wacosh(ps(t))] + @5(t)[yrsenh(ps(t)) + yacosh(ps(t))] -
[x1c0sh(p3(t)) + xosenh(ps(t))]

= @3(t) [—aryrsenh(ps(t))cosh(ps(t) — yizacosh®(ps(t))+

(
—ypwrsenh®(p3(t)) — wayasenh(ps(t))cosh(ps(t)) +
+aiyisenh(ps(t))cosh(p(t)) + yizasenh®(ps(t)) +
+yax1c0sh* (p3(1)) + Tay2senh(ps(t))cosh(ps(t))
= 5(t) (w21 — 1y2)senh®(3(t))+
+H(@1ys — way1)cosh® (ps(t)))
= ©3(t) (192 — 2291)

= (X x Y, (0,0,-1))

que conclui a demonstracao. ]

1.2 Curvas no Espaco Hiperbélico Bidimensional

Nesta secao apresentamos definicoes e alguns resultados sobre curvas em H?

usando o modelo do espaco de Minkowski exposto na Defini¢ao 1.1.3.

Definicao 1.2.1 Uma curva parametrizada reqular em H? ¢ uma imersao diferenciével
X : I — H?, definida sobre um intervalo dos nimeros reais I C R tal que X'(u) # 0

para todo u € I.

A menos que mencionemos o contrario, ao longo do trabalho consideramos X
H> 1 trizad 1 imento d
em H*® uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco s.
Seja X : I — H? uma curva parametrizada regular. O triedro de X ¢ o conjunto

de vetores {X(s), T'(s), N(s)} para cada s € I, onde X(s) é o vetor posicao, T'(s) =
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X'(s) é o vetor tangente & curva e N(s) = X(s) x T(s). Os vetores T'(s) e N(s) para
cada s € I sao do tipo espago. O triedro é ortonormal e X(s) um vetor tipo tempo
para cada s € I. A funcao que mede o quanto uma curva deixa de ser uma geodésica

¢ definida a seguir.

Definigao 1.2.2 A curvatura (geodésica) para uma curva regular X(s) em H? ¢ a

fungao k : I — R dada por k(s) = (T"(s), N(s)).

O triedro {X(s), T'(s), N(s)} satisfaz as equagoes

X'(s) =1T(s),
T'(s) = k(s)N(s) + X (s), (1.3)
N'(s) = —k(s)T(s).

O proximo resultado é o teorema de existéncia e unicidade para curvas em H?

para uma dada funcao curvatura.

Teorema 1.2.3 Dada uma funcao k : I — R diferencidvel, s € I, existe uma curva
parametrizada reqular X : I — H? tal que s é o pardmetro de comprimento de arco e
k = k(s) € a funcdo curvatura da curva. Qualquer outra curva X em H? com a mesma
funcao curvatura, difere de X por uma isometria, i.e., existe uma isometria M de H?

tal que X = MX.

Demonstragao:
Existéncia: Note que o sistema de equagoes (1.3) pode ser visto como um sistema

de equacoes diferenciais ordinarias em I x R?,

[E;(S) - ti(s)7
th(s) = k(s)ni(s) + x;(s),
n;(s) = —k(s)ti(s),

i = 1,2,3, onde X(s) = (z1(5),z2(s), x3(s)), T'(s) = (t1(s),t2(s),t3(s)) e N(s) =
(n1(s),na(s),n3(s)). Assim, pelo teorema de existéncia e unicidade para equagoes di-
ferenciais ordinarias, dado trés vetores {Xo, Ty, No} e so € I tais que (Ng, Ng) =
(To, To) = 1, (Xo,Xo) = =1 e (No,Tp) = (Xo,Tp) = 0, existe uma familia de trie-
dros {X(s), T'(s), N(s)} e s € I, satisfazendo X(s¢) = Xo, T'(s0) = Ty € N(so) =
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1.3. Curvas do Tipo Espaco no Cone de Luz 15

Ny. Para concluir a demonstracao da existéncia é preciso mostrar que a familia
{X(s), T(s), N(s)} mantém as propriedades do triedro de X. Para isso, vamos usar

as expressoes da equagao (1.3) para escrever as derivadas das quantidades

(1.4)

X,NY = (X',N) + (X, Ny = (T, N) — k(X, T).

\

Veja que, o conjunto das fungoes
(X(s), X(s)) = =1, {(N(s), N(s)) = 1, (X(5), T(s)) = 0, (N(s),T(s)) = 0,(T(s), T(s)) =
le(X(s),N(s)) = 0ésolugao para o sistema (1.4) com condigoes iniciais —1, 1, 0, 0, 1, 0
respectivamente. Por unicidade, a familia {X (s), T'(s), N(s)} é ortonormal para todo
s € I, ou seja, satisfaz as equacoes do Triedro de X para uma curva em H?. Do sistema
(1.3), X' =T e T = kN — X o que implica que k ¢ a curvatura (geodésica) de X.
Unicidade: Seja X : I — H? uma outra curva com k(s) = k(s) para todo s € I
e seja {Xg, To, No} o Triedro de X em sy € I. Os conjuntos B = {Xy, Ty, No} e
C = {Xo, Ty, No} formam bases ortonormais para R, entdo existe uma isometria M
de H? que leva a base B na base C. A curva Z(s) = M X(s) tem curvatura k = k(s)
e em sy € I satisfaz as condigoes iniciais Z(sq) = X, T.(s0) = To, N.(s¢) = Ny, onde
{Z(s), T.(s), N.(s)} é o Triedro para a curva Z(s). Portanto, pela unicidade mostrada
anteriormente, obtemos que X (s) = M X(s). [

1.3 Curvas do Tipo Espaco no Cone de Luz

Nesta secao, mostramos algumas defini¢oes e fatos basicos sobre curvas no cone

de luz Q?, definido em 1.1.3. A principal referéncia para essa segao é [20].
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1.3. Curvas do Tipo Espaco no Cone de Luz 16

Definicao 1.3.1 Uma curva parametrizada regular do tipo espaco em Q? ¢ uma imer-
sao diferenciavel X : I — )2, definida sobre um intervalo dos ntimeros reais I C R tal

que X'(u) # 0 e do tipo espago para todo u € I.

Em @Q? também ha curvas do tipo luz, mas o foco do trabalho é direcionado
para as curvas do tipo espaco em Q2. A menos que mencionemos o contrario, ao longo
do trabalho consideramos X em Q? uma curva regular do tipo espaco e parametrizada
pelo comprimento de arco s.

Definimos o triedro de X como o conjunto de vetores {X(s), T'(s), Y(s)} para
cada s € I, onde X (s) é o vetor posicao, T'(s) = X'(s) é o vetor tangente unitdrio e

Y (s) é o 1dnico vetor tipo luz tal que

(X(s),Y (s)) = (T(s), T(s)) = L,
(X(5), X(s)) = (Y(5), Y (5)) = (X(5), T(s)) = (Y (5), T(s)) = 0.

A existéncia e unicidade do campo Y'(s) segue do fato de que para cada s € I,
T(s) é um campo tipo espago e o subespago ortogonal a T'(s) ¢ do tipo tempo que
contém apenas duas dire¢oes do tipo luz que sdo X(s) e Y(s).

Observe que, (T'(s),T(s)) = 0. Logo, T"(s) é combinagao linear de X (s) e Y'(s)
para cada s € I. Como (X(s),T(s)) = 0, entao (T'(s),T(s)) + (X (s),T'(s)) = 0.
Portanto, se T"(s) = aX (s) + bY (s), entao b = —1.

A curvatura de uma curva X em ? é definida como sendo a componente de

T'(s) na diregao de X (s).

Definigao 1.3.2 Seja X : I — Q? uma curva regular parametrizada pelo o compri-
mento de arco s, entdo a curvatura de X, em s € I é o ntimero real k(s) que satisfaz

T'(s) = k(s)X(s) — Y(s).

O triedro {X(s), T(s), Y (s)} satisfaz as equagoes

X'(s) =T(s),
T'(s) = k(s)X(s) = Y(s), (1.6)
Y'(s) = —k(s)T(s)
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Segue do sistema (1.6) que,

k(s) = —%(T’(S),T’(S» = (T'(5),Y(5)) = =(T'(s), Y'(5))- (1.7)

Para um parametro arbitrario u da curva X (u) a fungao curvatura é dada por

(<dX d2X>>2 <dX dx><d2x X
du’ du® /) N\du du/ \ di® du’
k(u) = 5 . (1.8)
5 dX dX
du’ du
Note que, quando k(s) # 0, Y(s) também ¢ uma curva parametrizada regular em Q2

pois (Y (s),Y(s)) = 0 e Y'(s) = —k(s)T(s). Chamamos Y (s) de curva associada &
curva X (s).

Proposigao 1.3.3 [20] Sejam X uma curva em Q2, k(s) # 0 para todo s e X(s) =

Y (s) a curva associada a X. Entao

T(s) = €T'(s), Y (s) = X(s) e k(s) = %,

onde € = 1, T(s) é campo tangente unitdrio a X(s), Y(s) a curva associada d X (s)

e k(s) € a fungio curvatura da curva X (s).

A proxima proposigao, provada em [20], mostra que as curvas com curvatura

constante em ()? sdo as conicas.

Proposigao 1.3.4 [20] Seja X : I — Q% s € I uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco. Se a func¢ao curvatura de X € uma constante k, entao X(s) €
uma pardbola quando k = 0; X(s) € uma hipérbole quando k > 0 e X (s) € uma elipse

quando k < 0.

A seguir, vamos apresentar um exemplo de curva de curvatura constante em Q2.

Exemplo 1.3.5 Considere a circunferéncia de raio p em Q? parametrizada por
s s
X(s) = (p, pcos (—) , psen (—)) : (1.9)
p p
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1
onde p € R\ {0}. Por um célculo simples, temos que a fun¢ao constante k(s) = ~5
p
¢ a curvatura de X. Além disso, lim k(s) =0 e lim k(s) = —oc.
p—Eoo p—0

Na observacao a seguir, mostramos que existem elipses no cone Q? suficiente-

mente proximas de planos do tipo luz que contém a origem.

Observagao 1.3.6 Seja X como na equagao (1.9) e defina X*(s) := M;(t) X (s), onde
M;3(t) é a familia a 1-parametros de isometrias dada pela equagao (1.2). Para cada t,
as curvas X'(s) sao elipses de curvatura constante —2—1p2. Afirmamos que, as fungoes
a(s,t) = (X(s),e) e 7(s,t) = (T*(s),e), onde e = (—1,1,0), convergem a zero quando
t tende a —oo, isto é, X*(s) se aproxima do plano do tipo luz que contém a origem e
o vetor do tipo luz e = (—1,1,0) quando ¢ tende a —oo. De fato, segue das defini¢des

de M;(t) e X*(s) que,

My(H)X(s) = (pcosh(t)+psenh(t)cos (2) ,psenh(t) + pcosh(t)cos (2)
)
My(H)T(s) = (—senh(t)sen (;) , —cosh(t)sen (E) . cos (%))

Assim,

a(s,t) = (Xi(s),e)
- [,0 cosh(t) + p senh(t)cos (2)} + {psenh(t) + pcosh(t)cos (2)1

= plcosh(t) + senh(t)] + [cosh(t) + senh(s)]p cos <;)

= [cosh(t) + senh(t)] {PCOS (%) +p]

7(s,t) = (T'(s),e) = (Ms(t)X(s) e)

- l—senh(t)sen (2)] + {—cosh(t)sen (2)1

— —[senh(t) + cosh(t)]sen (5) .

Portanto, lim «(s,t) = lim 7(s,t) =0.
t——o0 t——o00
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Na proposicao a seguir, estudamos o que acontece quando a curvatura de uma

curva do tipo espago X ¢ ilimitada em algum fim.

Proposigao 1.3.7 Seja X : (w_,w.) — Q2 s definida em um intervalo mazimal

(w_,wy) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Se lim k(s) = oo
S—w4

(resp. liJrrn k(s) = £o00) e X(s) nao converge a (0,0,0) quando s tende w, (resp.
S—tw

w_), entao X se aproxima de uma reta do cone de luz quando s tende a w, (resp. w_).

Demonstracao: Para verificar esses fatos, vamos mostrar que, nas hipoteses da pro-
posi¢ao o cosseno do dngulo Euclidiano 6(s) entre o vetor tangente 7'(s) da curva X e
o vetor (1,0,0) converge a j:72, ou seja, T'(s) converge a uma dire¢ao do tipo luz. De
fato, seja

X(p; ) = (p, pcos(p), psen(p)),

onde p # 0, uma parametrizacio de Q*. Para que a curva X (s) = x(p(s), ¢(s)) seja

p.c.a. é preciso que p(s)¢’(s) = +1. Dessa forma, o vetor tangente é dado por

T(s) = (p'(s), p'(s)cos(e(s)) F sen(e(s)), p'(s)sen(p(s)) & cos(p(s)))

T'(s) = (p"(s), [p"(s) F ¢'(s)] cos(ip(s)) — p(s)¢'(s)sen(ip(s)),
[0"(s) F ¢ (s)] sen(io(s)) + p'(s)¢'(s)cos(e(s)))
= "(s), |p"(s) — 1 cos(p(s)) — pl(s)sen s
= (o0 5] eosteton - L sentoto,
(s) — —— sen(p(s pl(s)cos s
16 = s sen(et9) + 2 eos(e(9) )
Sabemos de (1.7) que k(s) = — %(T’(s),T’(s)}. Assim, a curvatura de X satisfaz a
seguinte equacao L+ /(o)
P — ofs +[0'(s))?
P5) = ploIb(s) + 5 L (1.10)

Sendo 6(s) angulo Euclidiano entre o vetor tangente 7'(s) e o vetor (1,0,0), obtemos

que
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cos(f(s)) = p(s)

2
Veja que, se lim [p'(s)| = +o0, entdo lim cos(6(s)) = :I:\/T—, e se lim |p'(s)] = +oo,
S—w—

S—w— S—w4

entao Sl_i}r& cos(0(s)) = i;. Logo, para concluir a demonstracao, vamos provar duas
afirmacoes.

Afirmagao 1: Suponha que Slgg k(s) = £oo e que p(s) ndo converge a zero
quando s tende w,, entao hm 1 (s)| = | +00. De fato, veja que, se sl_ifi k(s) = £oo e
p(s) nao converge a zero, entao sl_l)IUIJl+ k(s)p(s) = oo se p(s) >0e Sl_i)lzgl+ k(s)p(s) = Foo
se p(s) < 0. Reescrevendo a equacao (1.10) da forma

L+ [p(s)]?

pk(s) = 's) = —5 7S

e usando que p(s) # 0 para todo s € (w—,wy ), obtemos que p'(s) ou p” é ilimitado no
intervalo (5,w; ) para qualquer 5 € (w_,w,) fixado. Se p'(s) é ilimitada no intervalo
(5,wy), a aﬁrma(;éo segue. Se p”(s) é ilimitada em (5, w, ), veja que, podemos escrever
p'(s) = [ p"(u)du. Logo, obtemos que p(s) ¢ também ilimitada no intervalo
(s, w+) para qualquer s fixado. Logo, sl~1>rc£1 1p'(s)] = +o0.

Afirmagao 2: Suponha que Sl_lgl +k(s) = 400 e que p(s) ndo converge a zero
quando s tende w_, entao sl—i}f, |/ (s)| = +o00. De fato, veja que, se 81_131 k(s) = +oc e

p(s) ndo converge a zero, entdo lim k(s)p(s) = £oose p(s) > 0e lim k(s)p(s) = Foo
S—w—_

S—w—_

se p(s) < 0. Reescrevendo a equagao (1.10) da forma

(o) - LW

p(s)k(s) = 2005)

e usando que p(s) # 0 para todo s € (w_,wy ), obtemos que p”(s) ou p’ ¢é ilimitado no
intervalo (w_,3s) para qualquer 5 € (w_,w,) fixado. Se p'(s) é ilimitada no intervalo
(w-,3), a aﬁrmagéo segue. Se p”(s) é ilimitada em (w_,S), veja que, podemos escrever
p'(3) =[p ° p"(u)du. Logo, obtemos que p/(s) é também ilimitada no intervalo

(w,,E) para qualquer 5 fixado. Logo, lim [p/(s)| = +o0.
S—w_
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Portanto, segue o resultado.

Em [20] foi provado um resultado de existéncia e unicidade para curvas no cone
de luz usando um teorema de existéncia e unicidade para curvas em R?, que pode ser
encontrado em [21]. Mas, de modo anéalogo como fizemos em H?, vamos apresentar
um teorema de existéncia e unicidade para curvas no cone de luz usando apenas as

informacoes das curvas em Q2.

Teorema 1.3.8 Dada uma funcgao k : I — R diferencidvel, s € I, existe uma curva do
tipo espaco parametrizada reqular X : I — Q2 tal que s é o pardmetro de comprimento
de arco e k = k(s) ¢ a curvatura da curva no cone de luz. Qualquer outra curva X no

cone de luz com a mesma funcao curvatura, difere de X por uma isometria, i.e., exviste

uma isometria M de Q? tal que X (s) = MX(s).

Demonstragao:
Existéncia: observe que o sistema de equagoes (1.6) pode ser visto como um

sistema de equacoes diferenciais ordinarias em I x R?,

#(s) = ti(s).
ti(s) = k(s)zi(s) — vi(s),
yi(s) = —k(s)ti(s),

i = 1,2,3, onde X(s) = (x1(8),x2(s), x3(s)), T(s) = (t1(s),t2(s),t3(s)) e Y(s) =
(y1(s),y2(s),y3(s)). Assim, Pelo teorema de existéncia e unicidade para equagoes
diferenciais ordinarias, dado um triedro {Xy, Ty, Yo} e so € I tal que (Xo,Yy) =
(To, To) = 1 e (Xo,Xo) = (Yo,Y0) = (Xo,To) = (Yo,T0) = 0, existe uma fami-
lia de triedros {X(s), T'(s), Y(s)} e s € I, satisfazendo X (so) = Xo, T(s0) = Tp e
Y (s9) = Y. Para concluir a demonstracao da existéncia é preciso mostrar que a fami-
lia {X(s), T(s), Y(s)} mantém as propriedades ao longo da curva. Para isso, vamos

usar as expressoes do sistema de equagoes (1.6) para escrever as derivadas das fungoes

(X(s5), X(s)), (Y(5),Y(s)), (X(5),T(s)), (Y(s),T(s)), (T(s),T(s)), (X(s),Y(s)).

Dai, omitindo a variavel s nos célculos, temos que
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XY =2(X', X) = 2T, X)),
V) =2(YY) = =2K(T,Y),

(
(
CXTY = 0.T) + (X, = (E.7) + X, X) — (7). "
(
(
(

Y

o=

5<><

T)Y ={"T)+ Y. T") = k(I T) + k{Y, X) = (YY),
T,T) = < ) =2k(X,T) = 2(Y,T),
X,Y) = (X/,Y>+<X,Y’) —(T,Y) — k(X,T).

\

Por verificagao imediata, o conjunto das fungoes
(X(s), X(s)) = (V(s),Y(s)) = (X(s),T(s)) = (Y(s),T(s)) = 0 e (T(s),T(s)) =
(X(s),Y(s)) =1 é solucao para o sistema (1.11) com condigdes iniciais 0, 0, 0, 0, 1, 1
respectivamente. Por unicidade, a familia { X (s), T'(s), Y (s)} satisfaz o Triedro de uma
curva do tipo espaco em Q? para todo s € I. Do sistema (1.6), X =TeT =kX-Y,
ou seja, k é a curvatura da curva X.

Unicidade: Seja X outra curva com k(s) = k(s) para todo s € I e seja
{Xo, Ty, Yo} o Triedro de X em s € I. Os conjuntos B = {X,, Ty, Yo} e C =

{Xo, Ty, Yo} ndo sao bases ortonormais para R?, mas os conjuntos

sdo ortonormais, entdo existe uma isometria M de Q? e que leva a base B na base
C. Consequentemente, M leva a base B na base C. Assim, Z(s) = MX(s) tem
curvatura k = k(s) e em sg € I satisfazendo as condicdes inciais Z(so) = Xo, T»(s0) =
To, Y.(s0) = Yo, onde Z(s), T.(s), Yz(s) é o Triedro de Z(s). Portanto, pela unicidade
mostrada anteriormente, obtemos que X (s) = M X (s). |

Vamos encerrar esta se¢ao com uma propriedade das curvas contidas no cone

de luz, cuja demonstracao é imediata, que seré usada no capitulo 3.
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Proposigao 1.3.9 Seja X : [ C R — Q? C R3 uma curva do tipo espago no cone de
luz parametrizada pelo comprimento de arco s. Seja {X (s),T(s),Y (s)} o triedro de X.

Entao para cada v € RS,

v =n(s)X(s) +7(s)T(s) + a(s)Y (s),

s €I, onde

Além disso, a func¢ao

2a(s)n(s) + 7%(s) = (v, v)

para todo s € I, isto €, a fungao 2a(s)n(s) + 72(s) € constante.
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Capitulo 2

Solitons do Fluxo Redutor de Curvas

em H?

Os solitons do Fluxo Redutor de Curvas (FRC) sdo curvas que evoluem por
isometrias ao longo do fluxo. No plano Euclidiano, Halldorsson [17] mostrou que os
solitons para o FRC sao curvas mergulhadas e a sua curvatura converge a zero nos dois
fins da curva. Dos Reis e Tenenblat [6] estudaram os solitons na esfera bidimensional
S? e mostraram que a curvatura geodésica converge a zero nos dois fins.

Na primeira secao, definiremos o FRC, um séliton do fluxo FRC em H? e mostra-
remos que o FRC é invariante por difeomorfismos tangenciais. Além disso, no Teorema
2.2.1, apresentaremos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma curva X em
H? seja um soéliton do fluxo FRC em H?2.

Na segunda se¢ao, vamos determinar uma relagao entre um soliton do fluxo FRC
em H? e uma solucao de um sistema de equacoes diferenciais ordinarias. Em sequéncia,
faremos o estudo qualitativo do sistema e mostraremos no Teorema 2.3.28 que, dado
um vetor nao nulo de R? existe uma familia a 2-parametros de solitons para o FRC que
sao completos e mergulhados. Além disso, provaremos que a curvatura de um soliton
X mnos fins converge para constantes.

Na terceira secao, apresentaremos graficos de exemplos do fluxo FRC em H?

usando métodos numeéricos.

SILVA, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



2.1. Fluxo Redutor de Curvas em H? 25

2.1 Fluxo Redutor de Curvas em H?

Nesta secao, definimos o fluxo redutor de curvas em H? e caracterizamos quando

uma curva é um soliton para o FRC em H?Z.

Definigao 2.1.1 Seja X : I — H?, w € I uma curva parametrizada regular. Uma
familia a um parametro X*(-) = X(-,¢) de curvas X : I x J — H?, t € J & solugio

para o Fluzo Redutor de Curvas (FRC) com condigao inicial X, se

p o
5 X (1) = k(u, )N (u,t), (2.1)
X (u,0) = X (u),

onde N(-) = N(-,) é o campo unitario normal a X(-) e k() = k(-,t) ¢ a curvatura

da curva X'(-) para cada t € J.

As geodésicas do H? sao solugoes triviais do fluxo FRC.

Assim como no caso do plano Euclidiano, o nome "fluxo redutor de curvas" vem
do fato de que o fluxo é do tipo gradiente para o funcional comprimento de arco, isto &,
o comprimento de arco decresce ao longo do fluxo. De fato, seja X :Ix.J— H?uma
familia a 1-parametro de curvas fechadas com I = [a,b] e Xt(ab) = X'(b) para cada

t € J. O funcional comprimento de arco é dado por L(t) = / w(u, t)du, onde w =

0 4 . . .
w(u,t) = ‘6—)( (u,t) ‘ Derivando em ¢, usando que as variaveis u e t sao independentes
u

e que a familia X t(-) ¢ solugao do fluxo em H?, obtemos

d "1 0
%L(t) = / E< 8uX(u,t)>du
1 0 4 0 4
_ / 2 < (a_ )) , %X(u,t)> du
_ / 1 ];: HN( t)) lﬁf(( t) Y wd
= =5 wt)), —a-X(u.t) ) wdu.
Fazendo a mudanca de variavel ds(u,t) = w(u,t)du e 2(u t) = L 0 ara cada
¢ Ay I ds 7 w(u,t)du P

t e usando a regra da cadeia, temos que
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_ /Cd% </;(s,t)N(s,t), %f((s,t)> - /Cd </%<s,t)N(s,t), 5—;)2(3,@> ds.

Agora, usando que X f(s) é uma curva fechada para cada t € I e

0* - . .
@X(s,t) = k(s,t)N(s,t) + X(s,1),

temos

d 4
EL(t) = —/C k*(s,t)ds < 0.

Grayson [16], usando o modelo do semiplano para H?, mostrou que equacao de

evolucao para a curvatura ao longo do fluxo FRC é dado por

J. 0% . -

—k=—k+kE —k
ot 0s®

e apresentou exemplos quando a curvatura é constante em s.

De maneira similar ao que foi feito em [8] para o plano, vamos mostrar que, o

FRC em H? também é invariante por difeomorfismo tangenciais.

Proposigao 2.1.2 (Invariancia por difeomorfismos tangenciais) Sejam X : [ —
H? wma curva reqular e X : IxJ — H? uma familia de curvas que satisfazem o sequinte
sistema de equagoes

. - )
@X(u, t) = k(u, t)N(u, t) + h(u, )T (u, 1), (2.2)

X(u,0) = X(u),

onde T'(u) € o campo unitdrio tangente a X'(u), N*(u) € o campo unitdrio normal
a X'(u) e k'(u) ¢ a curvatura de X'(u) para cada t € J, e h(u,t) é uma fungio
diferencidvel. Entdo, na vizinhanc¢a de cada ponto (ug,to) € I X J existe p: I x J — 1
satisfazendo g—i >0 e p(u,0) = po(u) = u tal que X (u,t) = X (p(u,t),t) € solugio do
sistema (2.1).
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Demonstragao: Note que, se p(u,t) existe, entao

OXut) = 2 (Xplwt.n)
— Rl ) () + X el 0,0)
- %X(go(u,t), t)%gdu?t) + k(p(u,t),t)N(p(u,t),t) +

-1
h(p(u,t),t), entdo X (u,t) = X(¢(u,t),t) é solucio

' 0.6)

do 51stema
Veja que ¢ estd bem definida e satisfaz a proposicao. De fato, seja ¢(u,t)
definida pela equagao diferencial

d
2 ) = ~Flp(u.0).) 23)

onde f(p(u,t),t) = ’%‘_1 h(p(u,t),t) e u é um parametro. Como X e hsdo diferencié-

veis, entao o sistema (2.3) possui uma unica solugao para cada condicao inicial fixada.

Dessa forma, a fungao ¢(u,t) estd bem definida e é diferenciavel em relagao ao para-

metro u. Diferenciando as duas equagdes do sistema (2.3) com relagdo ao parametro
Do

u, obtemos que — =1e

ou

82

0 0

ou ainda,

5 (eptnd) == (5a e n.n) shotwn

Assim,

0 0 of af
v _ [ “Z f dt f dt
6u90(u, t) (augo ) =e > 0.
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Segue da Proposi¢ao 2.1.2 que podemos redefinir o fluxo redutor de curvas da

seguinte forma.

Defini¢ao 2.1.3 Sejam X : I — H?, u € ] uma curva parametrizada regular e Xt() =
X (-, 1), X :IxJ— H% t e Juma familia a um pardmetro de curvas. Dizemos que
X'(-) & solugdo para o fluzo redutor de curvas com condigdo inicial X (u), se X(u) =
X(u) e

<%X(u,t),N(u,t)> = k(u,1),

A

onde Ni(-) = N(-,t) é o campo unitario normal a X(-) e k'(-) = k(-,t) ¢ a curvatura

da curva X'(-) para cada t € J.

Quando a evolugao é apenas por isometrias, definimos os soélitons do fluxo FRC

da seguinte maneira.

Definicao 2.1.4 Seja X :IxJ— H? uma solucao para o fluxo redutor de curvas
com condicao inicial X : I — H?. A curva X é dita sdliton do fluzo redutor de curvas
se existe uma familia a 1-pardmetro de isometrias M () : H? — H? tal que M(0) = Id

e

para todo u € I, t € J e onde Id é a aplicagao identidade.

2.2 Caracterizacao dos Soélitons do Fluxo FRC em H?

O teorema a seguir determina uma condigdo necessaria e suficiente para que

uma curva X em H? admita evolugiao por isometrias satisfazendo o FRC.

Teorema 2.2.1 Seja X : I — H? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.
X (s) € um sdliton para o fluro redutor de curvas se, e somente se, existe v € R3/0 tal
que

(T(s),v) = k(s), (2.4)

onde T(s) € o campo unitdrio tangente a X e k(s) € a curvatura de X .
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Demonstragao: Suponha que X (s,t) = M(t)X (s) satisfaz o fluxo redutor de curvas.

Derivando em t, obtemos que

J 5 /
2 X(s,8) = M'(1)X(5)

e assim,

~

k(s,t) = <%f((s,t),N(s,t)> = (M'(£)X(s), M(t)N(s)) .

Em particular, para t = 0, obtemos que
k(s) = (M'(0)X(s), N(s)).

Como X (s) x N(s) = —T(s), segue da Proposi¢ao 1.1.4 existe vy € R3/{0} tal que
(M'(0)X(s), N(s)) = —(T(s),vq). Portanto,

onde v = —vy. Mais precisamente, considerando M (t) = M;(t)Ms(t)M3(t) como na
equagao (1.2), temos que v = (1(0) 4+ ¥5(0), ¥5(0), —¢5(0)).

Reciprocamente, dado uma curva X de H?, com curvatura k(s) e campo unitario
tangente T'(s) satisfazendo k(s) = (T'(s),v) para algum vetor v € R?\ {0}, mostraremos
que existe uma familia de isometrias M (t) tal que X (s, 1) = M(t)X (s) satisfaz o FRC.
Para isso, dividimos em trés casos de acordo com o tipo de cada vetor. Sem perda
de generalidade, a menos de isometria, vamos considerar v um multiplo w; = (1,0, 0)
se v é do tipo tempo, um multiplo we = (1,1,0) se v é do tipo luz e um maultiplo
de wy = (0,0,—1) se v é do tipo espago. Assim, a curvatura pode ser escrita por
ki(s) = (T'(s),v;), onde v; = aw;, a > 0 e i = 1,2,3. Defina a evolu¢ao autossimilar de
X em H2 por X;(s,t) = M;(t)X(s), onde M;(t) € OF (3) sio isometrias de H? dadas
por (1.2) para cada t e @;(t) = at para cada i = 1,2, 3.

Como X (s)xN(s) = —T(s), segue da Proposigao 1.1.5 que (M (t) X (s), M;(t)N(s))
= —,(t)(—T(s),w;). Assim,

(FRls ) Bils.0) = (DX MOV
= AT (),
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= (T(s), i(t)ws)

onde a tultima igualdade segue do fato que, isometrias preservam curvaturas geodésicas.

Portanto, X (s) é um soéliton para o fluxo redutor de curvas. |

2.3 Descricao dos Sélitons do Fluxo FRC em H?

Nesta secao, mostramos que todos os sélitons do fluxo FRC no H? sao curvas
completas, mergulhadas e de curvatura limitada. Para isso, usamos a mesma técnica
utilizada pelos autores de [17] e [6] para descrever solugoes autossimilares do fluxo FRC
no plano e para descrever os solitons do fluxo FRC na esfera S?, respectivamente. No
nosso caso, o método consiste em estabelecer inicialmente uma relacao entre os solitons
do fluxo FRC em H? e solucoes de um sistema de equacoes diferenciais ordinérias
(EDO). Em seguida fazemos uso da teoria qualitativa para descrever todas as solugoes
do sistema de EDO e consequentemente obter informacoes sobre os sélitons do fluxo
FRC em HZ2.

Antes do principal resultado, apresentamos uma série de proposicoes e lemas
necessarios para a demonstragao do teorema. Ao longo desta secao, representamos uma
curva X C H? parametrizada pelo comprimento de arco em coordenadas da seguinte
forma X = X (s) = (z1(s), z2(s), x3(s)).

O Teorema 2.2.1, reduz o estudo dos soélitons do fluxo FRC a estudar todas
as curvas de H? que satisfazem a equagao (2.4) para algum vetor nio nulo v € R3.
Sem perda de generalidade, a menos de isometria de H?, podemos considerar o vetor v
como sendo v; = ae; com a € R i =1,2,3, onde e; = (—1,0,0) se v é do tipo tempo,
es = (—1,1,0) se v é do tipo luz e e3 = (0,0,1) se v é do tipo espaco. Dessa forma, a
equagao (2.4) reduz-se a

ki(s) = a(T(s), e:)
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para cada ¢ = 1,2 e 3. As duas proposicoes a seguir estabelecem uma relagao entre um

soliton do fluxo FRC e uma solugao de um sistema de EDO.

Proposicao 2.3.1 Sejam X : I — H? uma curva parametrizada pelo comprimento de

arco e {X(s),T(s), N(s)} o triedro de X(s). Sejam
e1 = (—1,0,0), es = (—1,1,0) e e = (0,0,1). (2.5)

Defina as fungoes a;(s) = (X (s),e;), 1i(s) = (T(s),e:) e ni(s) = (N(s),e;) para cada

i € {1,2,3}, entio a curvatura de X(s) satisfaz a equagdo
ki(s) = ari(s)

para todo s € I, a > 0 e para cada i € {1,2,3} se, e somente se, as fungoes a;(s), T;($)

e ni(s) satisfazem o sistema de equagoes diferenciais

al(s) = 7i(s),
(5) = ami(s)m(s) + au(s), (26)

mi(s) = —ati(s),
com condigoes iniciais (o;(0), 7;(0),n;(0)) satisfazendo
-1, se 1 =1,

—af(0) +77(0) +77(0) = 4 0, se i=2, (2.7)

1, se 1 =3.

Nestas condigoes, —a(s) + 72(s) +n2(s) € igual ao sequndo membro da equagio (2.7)
para todo s € I. Além disso, n;(s) € uma funcgao decrescente e se sqg € ponto critico de

ni(s), entao sy € um ponto de inflexao de n;(s).

Demonstragao: Seja X uma curva em H?, os campos de vetores X (s), T'(s) e N(s)

satisfazem o sistema de equagoes (1.3), isto é,

X'(s) =T(s),
T'(s) = k(s)N(s) + X (s),
N'(s) = —k(s)T(s),
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para todo s € I. Assim, considerando o produto interno de e; com X (s), T'(s) e N(s),

temos que as fungoes «;(s), 7;(s) e n;(s) satisfazem

7i(s) = ki(s)mi(s) + ai(s), (2.8)

para todo s € I e cada i € {1,2,3}. Supondo que k;(s) = ar;(s) para todo s € I, para
cada i € {1,2,3} e substituindo no sistema (2.8), obtemos (2.6). Além disso,

e; = a;(s)X(s) +7(s)T(s) +n:N(s).

Portanto, (e;, e;) = —a?(s) +72(s) +n2(s) ¢ constante para todo s € I. Em particular,
em s = 0 temos que (2.7) se verifica. Além disso, segue da terceira equagao do sistema
(2.6) que a fungao 7;(s) é sempre decrescente, entdo os pontos criticos de n;(s) sao de
inflexao.

Reciprocamente, supondo que as fungdes a;(s), 7i(s) e n;(s) satisfazem (2.6) e

(2.7) para cada i € {1,2,3}, como (2.8) se verifica, temos que

ati(s)ni(s) + ou(s) = ki(s)ni(s) + ou(s),
—(a7i(s))7i(s) = —ki(s)7i(s),

ou ainda,

para todo s € I. Para concluir que k;(s) = ar;(s), usaremos o argumento por contra-
digao para cada i, supondo que a7;(s) — k;(s) # 0 em um aberto J C 1.
Sei=1em(s) =m(s) =0em J, entdo a;(s) é constante para todo s € J.
Pelo sistema (2.6), temos que 0 = 7{(s) = a;(s) em J, o que é uma contradi¢do, uma
vez que, X (s) e e; s@o nao nulos e do tipo tempo.
Sei=2e7(s) =mn(s) =0em J, entdo N(s),T(s) €< ey >+, onde < ey >+ ¢
um plano do tipo luz. O que é uma contradicdo, ja que {N(s),T'(s)} ¢ uma base para

TX(S)HQ.

Sitva, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



2.3. Descrigao dos Sélitons do Fluxo FRC em H? 33

Se i =3¢ T13(s) =n3(s) =0em J, entdo os vetores do conjunto {es, T'(s), N(s)}
sao ortonormais e do tipo espago. O que é uma contradicao, ja que toda base ortonormal
de R? possui apenas dois vetores do tipo espaco.

Portanto, as fungoes 7;(s) e 1;(s) s@o nao nulas para todo aberto em I, e k;(s) =

at;(s) para todo s € I e para cada i € {1,2,3}. |

Proposigao 2.3.2 Seja a(s),7(s),n(s) : I — R uma solugao para o sistema
7'(s) = at(s)n(s) + a(s), (2.9)

com a > 0 e condigoes iniciais (a(0),7(0),n(0)) satisfazendo —a(0) + 7%(0) +n?(0) =
—1 (resp. 0 e 1), entdo existe uma curva diferencidvel X : I — H? parametrizada pelo

comprimento de arco s tal que seu triedro {X (s),T(s), N(s)} satisfaz

onde e = (—1,0,0) (resp. e = (—1,1,0) e e = (0,0,1)).

Demonstracao: Defina k(s) = ar(s). Entao pelo Teorema 1.2.3 existe a menos de
isometria uma tnica curva X : I — H? cuja curvatura ¢ k(s) e {X(s),T(s), N(s)}
¢ o triedro de X(s). A curva é unicamente determinada pelas condigdes iniciais

{X(0),T(0), N(0)} que pode ser escolhida de forma que
—~a(0)X(0) + 7(0)T(0) + n(O)N(0) = e,

onde e = (=1,0,0) (resp. e = (—1,1,0) e e = (0,0,1)). Usando as equacdes dos

sistemas (2.9) e (1.3), obtemos que

i [—a(s)X(s) + 7(s)T(s) +m(s)N(s)] = —a'(s)X(s) — a(s)X'(s) + 7'(s)T(s) +

ds
+7(s)T"(s) + 0/ (s)N(s) + n(s)N'(s)
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—at?(s)N(s) —n(s)at(s)T(s)

= 0.

Logo, a condigao inicial implica que

—a(s)X(s) +7(s)T(s) +1(s)N(s) = e

para todo s € I, onde e = (—1,0,0) (resp. e = (—1,1,0) e e = (0,0,1)). Portanto,
(2.10) ¢ satisfeita. |

Como vimos na Proposigao 2.3.2, a funcao —a?(s) + 72(s) + n*(s) é constante

igual & —1, 0 ou 1. Defina os subconjuntos de R? dados por

{(a,7,n) eR®: —a® + 72+ > = —1,a > 0},
{(a,7,n) e R®\ {0} : —a* + 72 + > = 0, > 0}, (2.11)
={(a,7,n) eR®: —a? + 7% +7* = 1}.

H
C:
S :

Os conjuntos H, C' e S sao disjuntos. Além disso, se (a(0),7(0),7(0)) € H
(resp. C, S) é um valor inicial para a solugao (a(s),7(s),n(s)) do sistema (2.9), entao
(a(s),7(s),n(s)) € H (resp. C, S) para todo s € I, de outro modo, cada um desses
conjuntos é invariante pelo sistema de equagoes diferenciais (2.9). Usando coordenadas

a, T e n os conjuntos H, C' e S podem ser representados como na Figura 2.1.

H

() H  mo

Figura 2.1: Conjuntos de condigoes iniciais que determinam os solitons do fluxo FRC.

Nas observacoes a seguir, vamos usar as Proposicoes 2.3.1 e 2.3.2 para compre-
ender a relagao entre uma solugao do sistema (2.9) com condi¢ao inicial pertencendo a

um dos trés conjuntos H, C' ou S e um s6liton do fluxo redutor de curvas.

Observagao 2.3.3 Se a condigao inicial de (2.9) («(0),7(0),7(0)) € H, isto &, satisfaz
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—a?(0) + 72(0) + n?(0) = —1, entdo existe uma curva X : [ — H? de curvatura

k(s) = a(T(s),(=1,0,0))

que ¢ um soéliton para o FRC. O triedro {X(s),T(s), N(s)} satisfaz

a(s)X(s) +7(s)T(s) +n(s)N(s) = (=1,0,0)

para todo s € I. Além disso, considerando X (s) = (x1(s), za(s), z3(s)), a fungao a(s) =
(X(s),(—1,0,0)) = z1(s) > 0 (X é uma curva de H?) e a(s) representa a fungio altura
Euclidiana de X (s) com respeito ao vetor w = (1,0,0). Uma representacdo grafica de
a(s) para cada s é dada na Figura 2.2, onde a(s) é o comprimento do segmento de reta
na cor azul que representa a fungao altura Euclidiana de X(s) com respeito ao vetor

w = (1,0,0).

Figura 2.2: Interpretagao geométrica de a(s) com X (s) em H? e vetor fixado (—1,0,0).

Observacgao 2.3.4 Se a condigao inicial de (2.9) («(0),7(0),7(0)) € C, isto &, satisfaz

—a?(0) + 72(0) + n2(0) = 0, entao existe uma curva X : I — H? de curvatura

k(s) = a(T(s),(=1,1,0))

que ¢ um soéliton para o FRC. O triedro {X(s),T(s), N(s)} satisfaz

a(s)X(s) +7(s)T(s) +n(s)N(s) = (=1,1,0)
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para todo s € I. Considerando X (s) = (z1(s), za(s), z3(s)), a funcao
a(s) = (X(s), (=1,1,0)) = z1(s) + za(s) > 0,
pois, X é uma curva de H?, z1(s) > 0, z1(s) > xa(s) e

—1 =25 = —i(s) + 23(s) = [w1(5) + z2(s)][-21(5) + 22(5)].

a(s)

Além disso, —= representa a funcao altura Euclidiana de X (s) com respeito ao vetor

V2

a(s
w = (1,1,0). Uma representagao grafica de —= para cada s é dada na Figura 2.3,

V2
a(s)

onde W é o segmento de reta na cor azul que representa a funcao altura Euclidiana

de X(s) com respeito ao vetor w = (1, 1,0).

Figura 2.3: Interpretagao geométrica de a(s) com X (s) em H? e vetor fixado (—1,1,0).

Observagao 2.3.5 Se a condi¢ao inicial de (2.9) («(0),7(0),7(0)) € S, isto &, satisfaz

—a?(0) + 72(0) + n*(0) = 1, entao existe uma curva X : I — H? de curvatura

k(s) = a(T(s),(0,0,1))

que ¢ um soéliton para o FRC. O triedro {X(s),T(s), N(s)} satisfaz

a(s)X(s) +71(s)T(s) +n(s)N(s) = (0,0,1)

para todo s € I. Além disso, considerando X(s) = (z1(s),x2(s),z3(s)), |a(s)] =

Sitva, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



2.3. Descrigao dos Sélitons do Fluxo FRC em H? 37

|(X(s),(0,0,1))| = |z3(s)| representa a funcao altura Euclidiana de X(s) com res-
peito ao vetor w = (0,0, 1). Uma representacao grafica de |a(s)| para cada s é dada
na Figura 2.4, onde |a(s)| é o segmento reta na cor azul que representa a fungao altura

Euclidiana de X(s) com respeito ao vetor w = (0,0, 1).

Figura 2.4: Interpretagao geométrica de a(s) com X(s) em H? e vetor fixado (0,0, 1).

Dessa forma, o estudo da descricao de um soliton X do fluxo FRC em H? é equivalente
ao estudo do comportamento de uma solucao ¥ (s) = (a(s),7(s),n(s)) do sistema de

equacoes diferenciais ordinarias

7'(s) = ar(s)n(s) + a(s) (2.12)

para alguma constante a > 0 e 1(0) € HUC U S C R? onde os conjuntos disjuntos
H, C e S sao dados por (2.11). As fungoes a(s), 7(s) e n(s) estao relacionadas com X
através da equacgao (2.10), onde e € {(—1,0,0),(—1,1,0),(0,0,1)}.

Sabemos da Proposi¢ao 2.3.2 que, dada uma solugao 1(s) = (a(s), 7(s),n(s))
do sistema (2.12) para uma constante a > 0 e ¥(0) € H U C U S, existe uma curva
X : I — H? cuja curvatura ¢ dada por k(s) = at(s), isto é, X ¢ um séliton do fluxo
FRC. Assim, se 7(s) é uma fungao constante, entao a curvatura de X é constante. Mas

vamos provar no proximo lema que 7(s) ndo pode ser qualquer constante.

Sitva, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



2.3. Descrigao dos Sélitons do Fluxo FRC em H? 38

Lema 2.3.6 Seja ¢(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solu¢do nao nula do sistema (2.12)
definida no intervalo mazimal I = (w_,w;), a > 0 e condi¢ao inicial »(0) € HUCUS,
onde os conguntos H, C e S sao dados por (2.11). A funcio 7(s) =b, s € I, onde b
¢ uma constante, se e sé se, b € {—1,0,1}, I =R e (s) € S para todo s € R. Além

disso,
i) seb=0, entao (s) = (0,0,£1) sao solugdes singulares.
ii) seb?* =1, entao a =1 e ¥(s) = (£s+ ag, £1, —s F ay).

Demonstragao: Se b = 0, segue das duas primeiras equagoes do sistema (2.12) que
a(s) = 0 para todo s € I. Usando a equagio —a?(s) + 72(s) + n*(s) = ~, onde
v € {—1,0,1}, obtemos que 7*(s) = 1 para todo s € I. Logo, ¥(s) = (0,0,%1), s € R
¢ uma solucao singular do sistema (2.12) em S.

Se b # 0, segue das duas tltimas equagoes do sistema (2.12) que,

abn(s) = —a(s) e n(s) = —ab*s + no,

s € R. Usando a equagao —a(s) + 7%(s) + n*(s) = v, onde v € {—1,0,1}, obtemos
que

[—a®0* + 1n*(s) = v — 17,

isto é, a fungao [—a?b? + 1]a?(s) é constante. Logo, a’b* = 1, e a(s) = n(s) se b = —1
e —a(s) =n(s) se b =1 para todo s € R. Além disso, b* = 1, a =1 e ¢(s) € S para
todo s € R. [

Do exposto no lema acima, vamos definir uma solugao trivial do sistema (2.12).

Definigao 2.3.7 Uma solucao ¥ (s) = (a(s),7(s),n(s)) do sistema (2.12) definida no
intervalo maximal I = (w_,w4), a > 0 e ¢(0) € HUCU S é dita solucdo trivial se

7(s) é uma fungao constante.

Observagao 2.3.8 Segue do Lema 2.3.6 e da Definicao 2.3.7 que as solugoes singulares

do sistema (2.12) também sao solugoes triviais de 2.12.

Observe que, se 1(0) € HUC, entao a funcao «a(s) é positiva para todo intervalo

de solugao. Além disso, segue do Lema 2.3.6 que o sistema (2.12) ndo possui nenhuma
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solugao trivial no conjunto H UC'. O estudo qualitativo das solugoes do sistema (2.12)
sera separado nas condigoes iniciais ¥(0) € H U C e ¢(0) € S. Para simplificar a
escrita, vamos considerar —a?(s) + 7%(s) +n%(s) = 6, se ¥(0) € HU C, onde 6§ = —1
oud = 0.

Ao longo desse capitulo vamos usar com frequéncia um resultado de equagoes
diferenciais ordinarias, que aplicado ao nosso contexto, diz o seguinte: se [ = (w_,w, ) é
o intervalo maximal da solu¢ao ¥ (s) = (a(s), 7(s),n(s)) do sistema (2.12) com algumas
condicao inicial fixada e existe p € R3 tal que 31—15} (s) = p, entdo wy = +o0 e
P(s) = p, s € R é uma solucdo singular do sistema (+2.12). Vale um resultado similar
se trocarmos w, por w_. Para mais detalhes, veja [27] e [25].

Vamos iniciar estudando os pontos criticos das fungoes a(s), 7(s) e n(s) com

condigoes iniciais em H U C.

Lema 2.3.9 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugcao do sistema (2.12) definida no
intervalo mazimal I = (w_,w;), a > 0 e condigao inicial ¥(0) € H U C, onde os

conjuntos H e C' sao dados por (2.11).
i) Se so € um ponto critico de a(s), entao sy € ponto de minimo global de a(s).

i) Se so € um ponto critico de 7(s), entao a*12(sg) > 1 e sy € ponto de minimo

(resp. mdzimo) local de 7(s) se, e somente se T(sg) < 0 (resp. 7(sp) > 0).

Demonstracao: i) Seja sp um ponto critico de a(s), entdao o/(sg) = 7(sg) = 0.

Derivando «(s) duas vezes e aplicando em sq, obtemos

a"(s0) = 7'(s0) = a7(s0)n(s0) + a(s0) = a(sg) > 0.

Logo sp é ponto de minimo local. Mas, qualquer ponto critico sy de a(s) é ponto de
minimo local, entao sy ¢ ponto de minimo global de «(s).

ii) Se sy é ponto critico de 7(s), entdo 7'(sg) = an(se)7T(so) + a(sg) = 0 e
n(s0)7(s0) # 0 pois, a(s) # 0 para todo s € I. Como ¥(0) € HU C, entao —a?*(s) +
72(s) + n*(s) = § < 0 para todo s € I, onde § € {—1,0}. Substituindo «a(sg) =

—an(sp)7(sp), obtemos que

§ = —a*1*(s0)n*(s0) + 72(s0) + n*(s0) = n*(s0)[—a*7*(s0) + 1] + 72(s0) < 0.
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Logo, —a*7%(sp) + 1 < 0. Derivando 7(s) duas vezes e aplicando em sy, obtemos

7"(s0) = a7’(s0)n(s0) + at(s0)1)(s0) + & (s0) = —a’r*(so) + 7(s0)

= 7(s0) [-a’T%(s0) + 1],
o que conclui a demonstragao do item. |

O proximo lema mostra que sempre existe um ponto critico para as fungoes «(s)

e n(s).

Lema 2.3.10 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugio do sistema (2.12) definida
no intervalo maximal I = (w_,w;), a > 0 e condigao inicial 1(0) € C, onde C' é dado
por (2.11). Se 7(s) > 0 para todo s € I, entdo T(s) tem no mdximo um ponto critico,
w_ = —00,

lim ¢(s) =(0,0,0) e lim —n(s) = lim a(s) = +o0.

5——00 S—hwy S—hwy

Se 7(s) < 0 para todo s € I, entao 7(s) tem no mdximo um ponto critico, w, = 400,

lim ¥(s) =(0,0,0) e lim n(s) = lim a(s) = +oo.

s——+00 S—w_ S—w—_

Além disso, T(s) € limitada em I e existe sg tal que a funcao «(s) € estritamente

mondtona nos intervalos (w_, sg) e (So, w4 ).

Demonstracao: Se 7(s) > 0, segue do Lema 2.3.9 que 7(s) tem apenas pontos de
maximos locais, ou seja, neste caso, 7(s) tem no méximo um ponto critico. A fungao
positiva a(s) é limitada e estritamente crescente em (w_,5), 5 € I. Segue da equagao
a?(s) = 72(s) + n%(s) e que 7(s) tem apenas um ponto critico que, podemos tomar s
para que as fungbes 7(s) e n(s) sejam limitadas e monotonas em (w-,s). Como [ é
um intervalo maximal, entdo w_ = —oo. Desde que os limites lim a(s), lim o'(s) =
§—>—00 s$——00
lim 7(s) e lim 7/(s) existem, entao lim 7(s) = 0e lim «a(s) = lim n(s) = 0.
S——00 S——00 S——00 S——00 S——00
Usando que a fungao n(s) é sempre decrescente, entao n(s) < 0 para todo s € I.
A fungao a(s) é ilimitada em (5,wy). De fato, suponha que a fungdo estri-
tamente crescente «(s) seja limitada em (5,wy). Assim, segue da equagao a?(s) =
72(s) + 1*(s) e do Lema 2.3.9 que as fungoes 7(s) e n(s) também sdo limitadas e po-

demos tomar 3 para que sejam monétonas em (5,w, ). Logo, existe p € C tal que
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lim (a(s), 7(s),a(s)) = p e p ¢ uma solugao singular em C, o que é uma contradigao.
S—w4
Logo, lim a(s) = +o0.

S—wW4

Suponha por contradi¢do que a fungao negativa estritamente decrescente 7(s)
seja limitada em (5,wy). Sabemos que 7%(s) + n*(s) = a?(s), entdo a fungio 7(s) é
ilimitada e negativa em (5,w,), pois, j& mostramos que «(s) é ilimitada em (3, w,).

Assim, podemos escolher 5 de forma que 27(s) < ar?(s) para todo s > 5. Usando as

equagoes do sistema (2.12), obtemos que

2a(s) — 2a(3) = 2/8 7(s)ds < /s at?(s)ds = —n(s) +n(3), (2.13)

S S

ou ainda,

2a(s) < —=n(s) +n(s) + 2a(s),

para cada s € (5,w, ), o que é uma contradi¢do, pois, «(s) é ilimitada. Portanto, n(s)
é ilimitada e lim n(s) = —oc.
S—w4

Suponha que 7(s) seja ilimitada em (5,w; ), 5 € I. Assim, escolhendo novamente

5 de forma que 27(s) < at?(s) para todo s > 5. Usando (2.13), obtemos que
0 < a(s)+n(s) <2a(s) —n(s) — als),

o que é uma contradigao, pois, a(s) > n(s) e ja mostramos que sl_i}rg+ a(s) = +o0.

De maneira anéloga, se 7(s) < 0, segue do Lema 2.3.9 que 7(s) tem apenas
pontos de minimos locais, ou seja, neste caso, 7(s) tem no méaximo um ponto critico.
A funcdo positiva a(s) ¢é limitada e estritamente decrescente em (5, w,), s € I. Segue
da equagao a?(s) = 7%(s) + n%(s) e do Lema 2.3.9 que podemos tomar 5 para que as
fungoes 7(s) e n(s) sejam limitadas e monétonas em (3, wy). Como [ é um intervalo
maximal, entdo w, = 400. Desde que os limites sgrlloooz(s), SE?OO a(s) = sginooT(S) e
sginoo 7'(s) existem, entao SEI_EIOOT(S) =0e Sli}grnooa(s) = sginoo n(s) = 0. Usando que a
fungao n(s) é sempre decrescente, entao n(s) > 0 para todo s € I.

A fungao a(s) é ilimitada em (w_,3). De fato, suponha por contradi¢ao que
fungao estritamente decrescente a(s) seja limitada em (w_,3). Assim, segue da equagao

a?(s) = 7%(s) +n?(s) e do Lema 2.3.9 que as fungoes 7(s) e n(s) também sio limitadas

e podemos tomar 35 para que sejam monétonas em (w_,5). Logo, existe p € C' tal que
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51—1}3 (a(s),7(s),a(s)) = p e p & uma solucao singular em C, o que ¢ uma contradigao.

7 Suponha por contradi¢do que a fungao estritamente decrescente 7(s) seja limi-
tada em (w_,s). Sabemos que 72(s) + n?(s) = o?(s), entao a fungao 7(s) ¢é ilimitada e
negativa em (w_,s), pois, ja mostramos que a(s) é ilimitada em (w_,s). Assim, pode-
mos escolher 5 de forma que —27(s) < at?(s) para todo s < 5. Usando as equagdes do

sistema (2.12), obtemos que

2a(s) —2a(35) = —2 /S T(s)ds < /S at?(s)ds = n(s) — n(3), (2.14)

s

ou ainda,

2a(s) < n(s) = n(s) + 2a(3),

para cada s € (w_,S), o que é uma contradigao, pois, a(s) ¢ ilimitada. Portanto, 7(s)
¢ ilimitada e lim n(s) = lim a(s) = +o0.
S—w_ S—w_
Suponha que 7(s) seja ilimitada em (w_,35), 5 € I. Assim, podemos escolher 5

de forma que —27(s) < at?(s) para todo s < 5. Usando (2.14), obtemos que

0 <afs) =n(s) < 2a(3) =n(5) — als),

o que é uma contradigdo, pois, a(s) > 7n(s) e ja mostramos que lim a(s) = +oco. W
S—rw_

Lema 2.3.11 Seja ¢ (s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solucao do sistema (2.12) definida no

intervalo maximal I = (w_,wy), a > 0 e condigdo inicial 1(0) € H, onde o conjuntos

H ¢ dado por (2.11). Entao existe um tunico sg, tal que o/(so) = 7(s0) = 0 e a fungao

a(s) € estritamente mondtona nos intervalos (w_, so| e [so,wy).

Demonstracao: Seja 1(s) uma solugao do sistema (2.12) em I com ¢(0) € H. Su-
ponha por contradigdo que nao existe so tal que 7(s¢) = 0. Assim, ou 7(s) < 0 ou
7(s) > 0 para todo s € I.

Se 7(s) < 0, entdo «(s) é estritamente decrescente. Fixando 5 € I temos
que 1 < a(s) < «af3) para todo s > 5. Como —a?(s) + 72(s) + n?(s) = —1, entao
2(s) + n%(s) < a*(s) < @?(s) para todo s > 5. Logo, as fungoes a(s),n(s) sao
limitadas e mono6tonas em [5,w, ), e existe lim 7(s), pois, 72(s) = —1 + a?(s) — n?(s).

S—w4

Assim, existe p € H tal que lim («a(s),7(s),a(s)) = p. Logo, wy = 400 e p é uma
S—w4
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solugao singular do sistema (2.12), o que é uma contradi¢ao, pois o sistema (2.12) nao
tem solucao singular no conjunto H.

De maneira andloga, se 7(s) > 0, entdo «(s) é estritamente crescente. Fixando
5 € I temos que 1 < a(s) < a(3) para todo s < 5. Como —a?(s) +72(s) +n?(s) = —1,
entdo 72(s) + n?(s) < a*(s) < a?(5) para todo s < 5. Logo, as fungoes a(s) e n(s) sao
limitadas e monétonas em (w_, 5], e existe Slim 7(s), pois, 72(s) = =1+ a?(s) — n*(s).
Assim, existe p € H tal que Sl_lgl (Oé(S),T(S),Od_(S)) =p, w_ = —0o0 e p é uma solucao
singular do sistema (2.12), o queitambém é uma contradigao.

Logo, existe so € I tal que o/(s) = 7(s9) = 0. Pelo Lema 2.3.9, sy é ponto de

minimo global da func¢do a(s). Portanto, sy é tnico e a fun¢ao a(s) é estritamente

mondtona nos intervalos (w_, so| € [sg, wy ). |

Nos trés lemas a seguir, vamos supor que 1(0) € H U C e «(s) tenha um tnico
ponto critico. Note que, esta hipotese s6 exclui o caso estudado no Lema 2.3.10, pois,
segue do Lema 2.3.9 que «(s) tem no maximo um ponto critico e pelo Lema 2.3.11 que

a(s) sempre tem um tnico ponto critico se ¥ (0) € H.

Lema 2.3.12 Seja ¢(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solugio do sistema (2.12) definida
no intervalo maximal I = (w_,w;), a > 0 e condigao inicial ¥(0) € H U C, onde os
conjuntos H e C sao dados por (2.11). Se a(s) tem um ponto critico, entao sl—igl, a(s) =
sl—i>I£l+ a(s) = co.

Demonstragao: Seja sp o ponto de minimo global de a(s). Assim, a(s) é mono-
tona nos intervalos (w_, so] e [sp,w;). Suponha por contradi¢ao que «(s) seja limi-
tada nos intervalos (w_, so] e [so,w). Como as fungoes a(s), 7(s) e n(s) satisfazem
23(s) + n*(s) = § + a?(s) < a*(s), onde § € {—1,0}, entdo as fungdes a(s) e 7(s)
sao limitadas e monotonas nos intervalos (w_, so] € [sg,wy). Os limites lim 7(s) e

S—w—

lim 7(s) existem, pois, 7%(s) = & + a?(s) — n*(s). Logo, existem p; e p, € HUC

S—w4
tais que lim (a(s), 7(s),a(s)) = p1 e lim (a(s),7(s),a(s)) = pa. Assim, w_ = —o0,
S—> S—w4

wy = 400 e {p1,p2} € um conjunto de solugoes singulares do sistema (2.12). O que é
uma contradigdo, uma vez que, o sistema (2.12) ndo tem solugao singular no conjunto
HUC.

Portanto, a fungao a(s) é ilimitada nos intervalos (w_, so] € [sg,wy) e lim a(s) =
S—wW—
lim a(s) = oo. |
s—>w+
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Lema 2.3.13 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solu¢io do sistema (2.12) definida

no intervalo mazimal I = (w_,w;), a > 0 e condigao inicial 1(0) € H U C, onde os

conjuntos H e C sao dados por (2.11). Se a(s) tem um ponto critico, entdo lim n(s) =
S—w_

oo e lim n(s) = —oc.
S—w4

Demonstragao: Seja sy o ponto de minimo global de a(s). Entao 7(s) < 0 para
s < speT(s)>0paras > so.

Suponha por contradi¢ao que a fungdo 7(s) seja limitada em (w_, so]. Sabemos
que, 72(s) + n%(s) = § + a?*(s), onde § € {—1,0}, entdao segue do Lema 2.3.12 que
a funcao 7(s) é ilimitada e negativa em (w_, sg), isto é, existe s; € (w_, so| tal que
at(s) < —1 e portanto —at?(s) < 7(s) para todo s € (w_, s;]. Assim, usando (2.12)

para cada s € (w_, s1], obtemos que

ou seja,

a(s) <n(s) —n(s1) +a(s),

para cada s € (w_,s;], que contradiz o Lema 2.3.12. Portanto, n(s) é ilimitada em
(w_, s1].

Analogamente, suponha por contradigdo que a funcao 7(s) seja limitada em
[s0,wy ). Sabendo que 72(s) +n?(s) = d+a?(s), onde § € {—1,0}, entao segue do Lema
2.3.12 que a fungao 7(s) ¢é ilimitada e positiva em (sg,w, ), isto é, existe sy € [sg,w )
tal que at(s) > 1 e portanto a7?(s) > 7(s) para todo s € [s9,w,). Assim, para cada

s € [s9,w; ), obtemos usando (2.12) que

a(s) — alsg) = /ST(S)dS < /S at?(s)ds = —n(s) + n(sz),

S92 52
ou seja,

afs) < —n(s) +n(s2) + alsa),

para cada s € [sy,w,), 0 que contradiz o Lema 2.3.12. Portanto, 7(s) é ilimitado em

[s2, w4 ).
Como a fungao n(s) ¢ decrescente em (w_,w,), pois 1'(s) = —at?(s). Segue
que, lim n(s) =occ e lim n(s) = —oc. |
S—w_ S—wy
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Lema 2.3.14 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solu¢io do sistema (2.12) definida
no intervalo mazimal I = (w_,w;), a > 0 e condigao inicial 1(0) € H U C, onde os
conjuntos H e C sao dados por (2.11). Se a(s) tem um ponto critico, entdo a fung¢do

7(s) € limitada em I e possui apenas dois pontos criticos.

Demonstragao: Seja sy € I o ponto de minimo global de a(s). O argumento
consiste em estudar a existéncia e as propriedades dos pontos criticos da fungao 7(s).
Para isso, vamos provar a seguinte afirmacao.

Afirmagao: Se 7(s) nao possui nenhum ponto critico em I, entao —1 < ar(s) < 0 em
(w_,s0) e 0 <ar(s) <1em (sg,wy).

Prova da afirmag¢ao: Suponha que 7'(s) # 0 para todo s € I. Em sg, 7(s9) = 0, segue
da segunda equagao do sistema (2.12) que 7'(sg) = a(sg) > 0. Como 7/(s) # 0 em 1,
7'(s) = at(s)n(s)+a(s) > 0, 7(s) é uma fungao crescente para todo s € I, sli}lgjl 7(s) #0
e Sl_i)rurjl+ 7(s) # 0. Segue do Lema 2.3.13 que, sl_iglﬁ n(s) = +oo e sl_i>rur)1+ 77(5_) = —©
e também sabemos que, 7(s) é negativa em (w_, sg) e positiva em (sp,wy). Assim,
existem s1 € (w_,S0) € S2 € (Sp,wy) tais que —a(s) < ar(s)n(s) < 0 para todo

s € I\ [s1,89]. Logo, —a?(s) < —a*7%(s)n?(s) para todo s € T\ [sy, s2] €

5= —a(s) + 72(s) + 72(5) < ~aPr()P(s) + 7(5) + 1P (5),

ou ainda,

a®m?(s)n*(s) < —0 + 72(s) + n*(s).

Portanto,
—0 1 1

L EpEerE T @ne) T ek

para todo s € I\ [s1,s2]. Tomando o limite quando s tende a wy e w_, usando que

7(s) é crescente e o Lema 2.3.13, obtemos que

1 1
lim ——— >1 e lim —— > 1,
s—l>1[rvl+ a’7?(s) o a’7%(s)
ou seja,
lim a’7%(s) < 1 e lim a’7%(s) < 1.
S—wy S—w_

Assim, usando que 7(s) ¢é crescente, concluimos que —1 < a7(s) < 0 em (w_,sg) €

0 <ar(s) <1em (sp,wy), 0 que prova a Afirmagao.
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Ainda considerando que 7(s) nao tem nenhum ponto critico, defina as fungoes
f(s) = a(s) +n(s) e g(s) = a(s) — n(s), que sao positivas, pois a(s) > 0 e —a?(s) +
7%(s) + n*(s) = § < 0. Derivando uma vez as fungoes f e g, e usando as equagoes do
sistema (2.12), obtemos que f'(s) = 7(s)[1 — ar(s)] e ¢'(s) = 7(s)[1 + ar(s)]. Segue
da Afirmagao que as fungoes [ e g sdo decrescentes quando 7(s) < 0, s@o crescentes se

7(s) >0e

0< f(s)-g(s) =—0+7%(s) < #
para todo s € I, onde § € {—1,0}. Logo, as fungbes f e g sado positivas, mondtonas
e limitadas no intervalo (w_, sp). Analogamente, as fung¢oes f e g sdo positivas, mo-
notonas e limitadas no intervalo (sg,wy). Assim, temos que existem M, M, € R tal

que

para todo s € (w_, so) e

para todo s € (sg,w,). Logo,
20(s) < My + My Vs € (w_,s0) e2a(s) <M+ My Vs € (sg,wy).

As ultimas desigualdades contradizem o Lema 2.3.12. Portanto, a fungao 7(s) admite
pelo menos um ponto critico em cada intervalo (w_, sg) € (Sg,wy ). Mas pelo item i) do
Lema 2.3.9, temos que s6 existem pontos minimos locais em (w_, o) € méaximos locais
em (sg,wy). Logo 7(s), possui um tnico ponto de minimo local s; € (w_, sp) e um
tinico ponto de maximo local sy € (sp,wy). Sendo assim, 7(s1) < 7(s) < 7(s2) para

todo s € I. Portanto, 7(s) € limitada. [

Corolario 2.3.15 Seja ¢(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solucao do sistema (2.12) defi-
nida no intervalo mazimal I = (w_,w,), a > 0 e condi¢do inicial 1 (0) € HU C, onde
os conjuntos H e C sio dados por (2.11). Se uma curva X de H? é um sdliton do
fluzo FRC' de curvatura k(s), que corresponde a solu¢ao (s), entao existem b,d € R

tais que lim k(s) =b e lim k(s) =d.
S—> S—w4
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Demonstragao: Se uma curva X em H? ¢ um séliton do fluxo FRC e (s) ¢ a sua
solugdo correspondente do sistema (2.12), entao k(s) = a7(s). Segue dos Lemas 2.3.10

e 2.3.14 que, a fungao 7(s) é limitada e tem no méaximo dois pontos criticos. Portanto,

existem b, d € R tais que lim k(s) =be lim k(s) =d. |
s—w S—w4

Lema 2.3.16 Seja ¥(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solu¢ao do sistema (2.12) definida
no intervalo maximal I = (w_,w4), a > 0 e condigao inicial 1(0) € H U C, onde os

conjuntos H e C sao dados por (2.11). Entdo I = R.

Demonstragao: Segue dos Lemas 2.3.10 e 2.3.14 que a funcao 7(s) é limitada, entao

seja M > 0 tal que |7(s)| < M. Usando a expressao de o(s) do sistema (2.12), obtemos

/S:T(s)ds

para cada s € I. Se a(s) tem um ponto de minimo global, entao segue do Lema 2.3.12

que,

la(s) — als)| = < M|s — so| (2.15)

que lim a(s) = lim a(s) = oo. Portanto, I = R.
S—w_ S—wq

Se a(s) ndo tem nenhum ponto critico e 7(s) < 0 (resp. 7(s) > 0) para todo

s € I, entao segue do Lema 2.3.10 que wy = +oo e lim a(s) = 400 (resp. w_ = —0o0
S—wW—
e lim a(s) = 4+00). Usando (2.15), obtemos que w_ = —oo (resp. w; = +00). Logo,
S—w4
I =R |

Vamos analisar as solugoes do sistema (2.12) com condigoes iniciais no conjunto

S. De inicio, iremos classificar os pontos singulares do sistema que estao no conjunto

S.

Lema 2.3.17 Seja ® : S — TS C R3 o campo diferencidvel dado por
O(a,1,m) = (7’, atn + a, —CLT2) ,

onde a > 0. Entao p = (0,0,1) e —p = (0,0, —1) sdo os pontos singulares de ¢ e os

autovalores de d®, e dP_, sao respectivamente

at++Va?+4 —a+t+vVa2+4
)\p:#, A_p:f.

Demonstragao: Note que, se ®(a,7,17) = 0, entdo @« = 7 = 0 e n = £1. Logo
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p=1(0,0,1) e —p = (0,0, —1) sdo os pontos singulares de ®. O plano tangente em cada
ponto singular é dado por Ty, S ~ {(o, 7,7) € R*: n = 0}. Calculando a diferencial de

®, obtemos
0 1 0
do=| 1 an ar
0 —2ar O

Assim, A é um autovalor de d®,,, se existe um vetor nao nulo w € 74,5 tal que

ddo,(w) = Aw, isto é,

0 1 0 wq
1 +a 0 wy | = AMwy, we,0).
0 0 0 0
Portanto,
Wy = )\wly

w1 £ awy = Aws.

Entao )\ satisfaz a equacio N2 Fal—1=0e

at+va?+4
=TT e A=

No Lema 2.3.17, vimos que (0,0, £1) sao pontos singulares de sela para o campo
® em S, isto é, ¥(s) = (0,0,£1), s € I sao solugodes singulares do sistema (2.12). Se
as fungoes a(s) = 7(s) = 0 para todo s € I, temos que X(s) é a intersecdo da
parte superior do hiperboloide de duas folhas e o plano que contém a origem de vetor
normal Euclidiano (0,0,1). Assim, as duas solugoes singulares representam a mesma
curva. Para o estudo do comportamento das solugoes nao triviais do sistema (2.12)
consideramos o ponto singular p = (0,0, 1) e seja ¥ (s, ¢) uma solugao do sistema com
condi¢ao inicial ¢ € S. Como os autovalores do sistema linearizado no ponto singular
sao nao nulos, entao localmente o sistema (2.12) tem um comportamento equivalente

ao sistema linearizado. Sendo assim, existem condigdes iniciais ¢,q € S\ {p} tais que
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§—>—00

lim ¢(s,q)=pe 111;[1 ¥(s,q) = p. Defina os conjuntos
S—+00

Wip)={g€S: lim ¢(s,q) =p} e Wp)={g€S: lim ¢(s,q) =p}. (2.16)

Sabemos do Lema 2.3.6 que, se a fungao 7(s) = b, b € R\ {0} para todo s € I,
entdo b®> = a = 1. Na proxima proposicao obtemos duas solucoes triviais do sistema
(2.12) definidas em R, a = b* = 1 e condigoes iniciais no conjunto S, estas sao solugoes
particulares das que foram obtidas no Lema 2.3.6 com a constante de integragao nula.

Além disso, também obtemos os solitons correspondentes a estas solugoes.

Proposicao 2.3.18 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao do sistema (2.12) de-
finida no intervalo maximal I = (w_,w,), para a =1 e (0) € S, onde o conjunto S é
dado por (2.11). Entao, ¥(s) = (—s,—1,—s) (resp. ¥(s) = (s,1,—5)), s € R satisfaz
o sistema (2.12) com condigdo inicial (0,—1,0) (resp. (0,1,0)). Além disso,

i) a curva

1+0P2+s%2 2P—1—5°
x(o) = (FL R ), (2.17)

onde | > 0 é o séliton do fluro FRC em H? correspondente a solugio (s) =

(—s,—1,—s) do sistema (2.12);

it) a curva

— 14+P+s% 2—1-¢°
X(S)_( 2l ) 2l 7S>7

onde | > 0 € o sdliton do fluro FRC em H? correspondente a solugio 1(s) =

(s,1,—s) do sistema (2.12).

Demonstracao: Note que, as fungoes a(s) = n(s) = —se 7(s) = -1, s € R
satisfazem o sistema (2.12) com a = 1; em particular, para s = 0 obtemos que «(0) =
n(0) = 0 e 7(0) = —1. Analogamente, as fungdes —a(s) = n(s) = —s e 7(s) = 1,
s € R satisfazem o sistema (2.12) com a = 1; em particular, para s = 0 obtemos que
a(0) =n(0) =0e7(0) = 1.

i) Veja que, se a curva X (s) ¢ dada por (2.17), entéo

o = (53).
N(s) = X(s)xT(s)= (

—14+P+s* P4+1—5?
—S
21 ’ 21 ’ ’
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a(s) = (X(s),(0,0,1)) = s, 7(s) = (T'(5),(0,0,1)) = L e n(s) = (N(s),(0,0,1)) = —s.
Como (s,1,—s), s € R & uma solugao do sistema (2.12) com condigao inicial (0,0,1) €
S, segue da Proposigao 2.3.1 que k(s) = 7(s) = 1. Logo, X(s) é um soliton do fluxo
FRC que corresponde & solugao (s, 1,—s) do sistema (2.12) com a = 1.

it) Vamos omitir a demonstragao deste item, pois, pode ser feita de maneira

inteiramente analoga ao item ). |

Apresentamos na Figura 2.5 o grafico da curva X (s) em H? dada pela equagao

(2.17) com [ = 1.

Figura 2.5: Séliton do fluxo FRC com a = 1, vetor fixado (0,0, 1) e condigao inicial
(0,0,1).

Nos proximos lemas estudamos o comportamento das fungoes a(s), 7(s) e n(s)

quando ¥ (s) = (a(s), 7(s),n(s)) ¢ uma solugao nao trivial do sistema (2.12) e ¢6(0) € S.

Lema 2.3.19 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (2.12)
definida no intervalo mazimal I = (w_,w,), a > 0 e condigao inicial 1(0) € S, onde
o congunto S € dado por (2.11). Se sg € I é ponto critico de a(s), entdo sg € ponto de

minimo (resp. mdximo) global de (s) se, e somente se, a(sg) > 0 (resp. a(sg) <0).

Demonstragao: Seja s um ponto critico de «(s), entao 7(sg) = 0. Segue da segunda
equagao do sistema (2.12) que

a(s0) = a(sp). (2.18)

Veja que, se a(sg) = 7(s0) = 0 e n(sp) = 1, entdo a fungdo a(s) é constante,
pois, (0,0,1) é uma solucao singular do sistema (2.12), ou seja, uma solugao trivial.
Segue da equagao (2.18) que sp ¢ ponto de minimo local de a(s) se a(sg) > 0.

Se existir outro ponto critico s; de «(s), de forma que, sy e s; sdo consecutivos, entao
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a(s1) > a(sg) > 0, pois, sg € ponto de minimo local. Assim, a”'(s1) = a(s1) > 0 e s;
¢ ponto de minimo local de «a(s), o que é uma contradigao. Portanto, se a(sg) > 0,
entao sy ¢ o tinico ponto critico de «(s) e é ponto de minimo global.

De maneira analoga, se a(sg) < 0, entdo pela equagao (2.18) sy é ponto de
maximo local para a fungao «(s). Se existir outro ponto critico s; de a(s), de forma
que, Sp € s; sdo consecutivos, entdo a(s;) < a(sg) < 0, pois, so € ponto de maximo
local. Assim, o”(s1) = a(s1) < 0 e s é ponto de maximo local de a(s), o que é uma
contradigao. Portanto, se a(sg) < 0, entdo sy ¢ o tnico ponto critico de a(s) e é ponto

de maximo global. [ ]

Note que, se uma solugao 1(s) = (a(s), 7(s),n(s)) do sistema (2.12) com 9 (0) €
S nao possui ponto critico para a fungao «a(s), entao a(s) € mondtona em I. Pelo Lema
2.3.19, qualquer solugao do sistema (2.12) tal que ¥(0) € W*UW*\{(0,0, 1)} ndo possui
nenhum ponto critico para as fungoes a(s) e n(s). Como 7/(s) = —ar?(s) < 0 para
todo s € I, entdo n(s) é uma fun¢do monétona em /. Pode-se mostrar também que

qualquer ponto critico de n(s) é ponto de inflexao.

Lema 2.3.20 Seja ¢(s) uma solug¢do nao trivial do sistema (2.12) definida no inter-
valo mazimal I = (w_,wy), a > 0 e condi¢do inicial ¥(0) € S, onde o conjunto S €

dado por (2.11). Entao 7(s) nao admite ponto critico degenerado.

Demonstracao: Seja s é um ponto critico degenerado, isto é, 7/(sg) = 7"(s¢) = 0.
Como, 7'(s9) = at(so)n(s0) + a(se) = 0 e 77(s0) = 7(s0) [~a*T2(s0) + 1] = 0 e ¥(s) &
nao trivial, entao 7(s¢) = :i:% e —a(sg) = £n(so).

Note que, se a = 1, entdo 7(s9) = £1. Logo, 7(s) é constante, pois, segue da
Proposigao 2.3.18 que (+s,+1, —s) s@o solugoes triviais do sistema (2.12).

Se a # 1, segue da equagao —a?(s) + 72(s) + n%(s) = 1 que,

1
—n*(s0) + a7 n*(s0) =1,

logo, a = 1, o que é uma contradigao.

Portanto, 7(s) ndo admite ponto critico degenerado. [ |

Lema 2.3.21 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (2.12)

definida no intervalo mazimal I = (w_,wy), a > 0 e condigao inicial ¥ (0) € S, onde
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o conjunto S € dado por (2.11). Entao eziste sq tal que a fung¢ao o(s) € mondtona nos

intervalos (w_, sg) e (So,wy ).

Demonstracao: Seja ¥(s) = (a(s), 7(s), a(s)) uma solugdo do sistema (2.12) em I,
para alguma constante a > 0 e ¥(0) € S. Note que, se existe sy ponto critico de «(s),
entao pelo Lema 2.3.19, sy é ponto de méaximo global ou ponto de minimo global e «(s)
¢ estritamente monotona nos intervalos (w_, so] € [so,w+). Se a(s) ndo tem nenhum
ponto critico, entao a fun¢ao «(s) é estritamente monotona em todo I. Logo, sempre

existe sg € I tal que a fungao «(s) é monotona nos intervalos (w_, sg) e (sg,wy). W

Lema 2.3.22 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (2.12)
definida no intervalo mazimal I = (w_,wy), a > 0 e condigao inicial ¥(0) € S,
onde o conjunto S € dado por (2.11). Considere W'(p) e W¢(p) dados por (2.16). Se
¥ (0) € S\W(p) (resp. S\W¢(p)), entao sl_igl, la(s)| = +oo (resp. sl_i>r£1+ la(s)| = +00).

Demonstracao: Seja ¥(s) = (a(s), 7(s),a(s)) uma solugdo nao trivial do sistema
(2.12) definida em I, para alguma constante a > 0 e ¥(0) € S. Pelo Lema 2.3.21 existe
sp € I tal que a fungdo «(s) é mondtona nos intervalos (w_, s9) € (sg,wy ).

Seja ¥(0) € S\ Wi(p) e suponha por contradi¢ao que a(s) seja limitada em

(w_, s0). Como 72(s) + n*(s) = a?(s) + 1, entdo as fungoes a(s) e n(s) sdo limitadas

e mono6tonas em (w_, o). O limite lim 7(s) existe, pois, 72(s) = —n*(s) + a?(s) + 1.
S—rw_
Logo, existe ¢ € R? tal que, lim (a(s),7(s),a(s)) = ¢, w_ = —c0 e ¢ é uma solugao
S—w—

singular do sistema (2.12). Mas, o sistema (2.12) ndo tem solugao singular no conjunto
S\ W'(p). Portanto, lim la(s)| = +oo.

De modo anélogo,_seja »(0) € S\ W¢(p) e suponha por contradi¢ao que a(s)
seja limitada em (s, wy ). Como 72(s) +n?(s) = a*(s) + 1, entao as fungoes a(s), 7(s),
n(s) sao limitadas com «(s) e n(s) monotonas em (sg,wy) e existe sl—ifi 7(s). Logo,
existe ¢ € R? tal que Slirg+(a(s),7(s), a(s)) = q. Assim, wy = 400 e ¢ é uma solucdo
singular do sistema (2.12). Mas, o sistema (2.12) néo tem solugao singular no conjunto

S\ W¢(p). Portanto, lim |a(s)| = +oo. |
S—w4

O lema a seguir mostra que 7(s) é limitada, ou seja, a curvatura de um séliton

X em H? é limitada.
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Lema 2.3.23 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (2.12)
definida no intervalo mazimal I = (w_,w;), a > 0 e condi¢ao inicial 1¥(0) € S, onde

o conjunto S € dado por (2.11). Entao a funcgdo 7(s) € limitada em I.

Demonstracao: Seja ¥(s) = (a(s), 7(s),a(s)) uma solu¢do ndo trivial do sistema
(2.12) definida em I, a > 0 e condigao inicial ¢)(0) € S. Pelo Lema 2.3.21 existe sg € [
tal que a func¢ao a(s) é mondtona nos intervalos (w_, sg) e (sp,wy ). Além disso, segue

da Proposigao 2.3.1 que a fungao 7(s) é mondtona.

Se ¥(0) € W¢(p), onde p é o ponto singular, entao SETOO 7(s) = 0 e 7(s) &
limitada em (S, +o00) para qualquer 5 € I fixado. Analogamente, se ¥(0) € W(p),
entao SEI_HOOT(S) = 0 e 7(s) é limitada em (—o00,5) para qualquer 5 € I fixado. A
demonstragio para os casos em que a condicdo inicial pertence a S\ W¥(p) (resp.
S\W¢€(p)) sera feita por contradigdo, ou seja, supondo que 7(s) € ilimitada no intervalo
(w—, s0) (resp. (so,wy)).

Afirmacgao: Se 7(s) ¢ ilimitada em (sg,wy) (resp. (w_,sp)) e M € RT, entao
existe 5 € (sg,wy) (resp. (w_, o)) tal que |7(s)| > M para todo s > 5 (resp. s < 3).
De fato, se 7(s) ¢ mondtona em algum intervalo do tipo (s1,wy) (resp. (w_,sz2)), onde
s1, 82 € I, a afirmagao segue. Suponha que 7(s) ndo seja monotona em nenhum inter-
valo do tipo (s1,w;) (resp. (s2,w4)), s1,52 € I, seja (Sg)ken C (So,wy) (resp. (w_, sg))
é um conjunto infinito de pontos criticos de 7(s) e kl_lgl‘rloo Sk = Wy (resp.kl_ijl_qoo S =w_).

Segue da segunda equacao do sistema (2.12) que a7(sk)n(sk) = —a(sk) e da equagdo

—a?(s) + 72(s) + n?*(s) = 1, obtemos que

1 —n(sk)

2 _
T (Sk) - _a2772(5k>+1

(2.19)

para todo k € N. Se (Sg,)nen ¢ uma subsequéncia de pontos de minimos locais de

|7(s)| tal que |7(sk,)| < M e nl_l)r_{loo Skn = Wy (resp.nl_igloo Skn = W_), entao

|alskn)| = al7(ska)ln(ska)| < aMn(skn)|

para todo n € N. Sabemos do Lema 2.3.22 que, se 9(0) € S\ Wi(p) (resp. S\ W¢(p)),
entdo lim |a(s)| = +oo (resp. lim |a(s)] = +00). Assim, lim |n(sg,)| = +oo. Como
S—rw_ S—wy n—00

n(s) ¢ monotona e decrescente, obtemos que lim n(s) = —oo (resp. lim n(s) = +o0).
S—wy S—w_
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Logo, segue da equagao (2.19) que o conjunto dos pontos criticos de 7(s) é limitado, o
que é uma contradi¢do, pois, por hipotese 7(s) é ilimitada em (sg,w; ) (resp. (w_, sp)).
Logo, existe 5 € (sg,w;) (resp. (w—,so)) tal que |7(s)| > M para todo s > 5 (resp.
s <3).

Seja ¥(0) € S\ W(p) e suponha por contradi¢ao que 7(s) seja ilimitada em
(w_, s0), entdo segue da Afirmacao que existe 5 € (w_, so) tal que |7(s)| > 1 e a|7(s)| >
2 para todo s € (w_,5). Assim, |a(s)] > |n(s)|, pois, a?(s) — n*(s) = 7%(s) —1 > 0
e ar?(s) > 2|7(s)| para todo s € (w_,3). Pelo Lema 2.3.21 a funcao 7(s) tem sinal
definido em (w_,s).

Se d/(s) =7(s) < 0em (w_,s), entdo a(s) é estritamente decrescente em (w_,s).
Assim, segue do Lema 2.3.22 que, 51—1}3} a(s) = +o00. Logo, s pode ser escolhido de forma
que a fungao a(s) seja decrescente e ;ositiva para todo s < 5. Sendo assim, usando as

equagoes do sistema (2.12) e que at?(s) > 2|7(s)|, obtemos que

|

2a(s) —2a(35) = —2 /S T(s)ds < / at?(s)ds = n(s) — n(3),

s

ou ainda,

0 < a(s) —n(s) < 2a(3) —n(s) — als).

Mas, pelo Lema 2.3.22, slgur;l a(s) = 400, 0 que é uma contradigdo. Logo, 7(s) ¢é
limitada em (w_,3). _

Se o/(s) = 7(s) > 0 em (w_,3), entdo a(s) é estritamente crescente em (w_,3).
Assim, segue do Lema 2.3.22 que, Slim a(s) = —oo. Logo, s pode ser escolhido de

forma que a fungao «(s) seja crescente e negativa para todo s < 3. Sendo assim,

usando as equagoes do sistema (2.12) e que a7?(s) > 2|7(s)|, obtemos que

2a(sg) — 2a(s) =2 /52 7(s)ds < /82 at?(s)ds = —n(sa) + n(s),

ou ainda,

0 < —a(s) —n(s) < —2a(sz) —n(sa) + afs).

Mas, pelo Lema 2.3.22, lim «(s) = —oo, o que é uma contradigdo. Logo, 7(s) é
S—w_

limitada em (w_,s).
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Analogamente, seja 1(0) € S\ W¢(p) e suponha por contradigao que 7(s) seja
ilimitada em (sg,w, ), entao segue da Afirmagao que existe s € (s, w, ) tal que |7(s)| >
1 e a|r(s)| > 2 para todo s € (5,wy). Assim, |a(s)] > |n(s)|, pois, a?(s) — n?(s) =
7%(s) — 1> 0 e at?(s) > 2|(s)| para todo s € (5,wy). Pelo Lema 2.3.21 a fungdo 7(s)
tem sinal definido em (3, wy).

Se /(s) = 7(s) < 0 em (5, wy), entdo a fungdo «(s) é estritamente decrescente
em (S,wy). Assim, segue do Lema 2.3.22 que, sl_if& a(s) = —oo. Logo, S pode ser
escolhido de forma que a fungao a(s) ¢ decrescente e negativa para todo s > 5. Sendo

assim, usando as equagoes do sistema (2.12) e que at?(s) > 2|7(s)|, obtemos que

—2a(s) +2a(s) = -2 /ST(s)ds < /S ar?(s)ds = —n(s) + n(3),

ou ainda,

0 < —a(s) —n(s) < —2a(3) +n(3) + a(s)

para cada s € (5,w; ). Mas, pelo Lema 2.3.22, sl_i}rurjl+ a(s) = —oo, 0 que é uma contra-
digao. Logo, 7(s) ¢ limitada em (3, wy).

Se o/(s) = 7(s) > 0 em (S,w, ), entdo a fun¢do a(s) é estritamente crescente
em (S,w;). Assim, segue do Lema 2.3.22 que, slir&r a(s) = +oo. Logo, $ pode ser

escolhido de forma que a fungao «a(s) é crescente e positiva para todo s > 5. Sendo

assim, usando as equagoes do sistema (2.12) e que at?(s) > 2|7(s)|, obtemos que

2a(s) — 2a(3) = 2/8 T(s)ds < /S at?(s)ds = —n(s) +n(3),

ou ainda,

0 < a(s)+n(s) <2a(3) +n(s) — afs)

para cada s € (5,w; ). Mas, pelo Lema 2.3.22, lim «(s) = 400, 0 que é uma contra-
S—w4
di¢do. Logo, 7(s) é limitada em (5, w, ).
Portanto, para qualquer condigao inicial ¥(0) € S, a fung¢ao 7(s) é limitada em

1. |

O proximo lema traz o comportamento da fungao 7(s).
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Lema 2.3.24 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (2.12)
definida no intervalo mazimal I = (w_,w;), a > 0 e condi¢ao inicial 1¥(0) € S, onde

o conjunto S €é dado por (2.11). Considere Wi(p) e W€¢(p) dados por (2.16). Se
¥(0) € S\ Wi(p) (resp. S\ W¢(p)), entio lim n(s) = +oo (resp. lim n(s) = —c0).
S—hw_ S—wq

Demonstracao: Sabemos do Lema 2.3.23 que a fungao 7(s) é limitada em I. Usando o
Lema 2.3.11, temos que a fun¢io a(s) é ilimitada no intervalo (w_, 5) se ¢(0) € S\W*(p)
e a(s) ¢ ilimitada no intervalo (3, w; ) se 1¥(0) € S\ W¢(p) para qualquer 5 € I. Assim,
segue da equagao 72(s) + n*(s) = a?(s) + 1 que n(s) ¢ ilimitada no intervalo (w_,3) se
¥ (0) € S\Wi(p) e n(s) ¢ ilimitada no intervalo (5, w, ) se 1)(0) € S\W¢(p) para qualquer
5 € I. Segue da Proposigao 2.3.1 que n(s) é decrescente. Portanto, se (0) € S\ W*(p),
entao Slﬁim n(s) = +oo, e se (0) € S\ W¢(p), entao Slirogl+ n(s) = —oo. |
Lema 2.3.25 Seja ¢(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (2.12)
definida no intervalo mazimal I = (w_,w;), a > 0 e condigao inicial 1(0) € S, onde

o conjunto S € dado por (2.11). Entdo, I = R.

Demonstracao: Segue do Lema 2.3.23 que a funcao 7(s) é limitada no intervalo I,
entao seja M > 0 tal que |7(s)| < M para todo s € I. Usando a expressao de o/(s) do

sistema (2.12), obtemos que

la(s) — a(sy)| = / T(s)ds| < M|s — so| (2.20)
S0
para cada s € I. Inicialmente, vamos mostrar que w_ = —o0.

Se (0) € S\ Wi(p), entdo pelo Lema 2.3.22 temos que «(s) é ilimitada em
(w_,3) para qualquer 35 € I fixado. Logo, usando a equagao (2.20) obtemos que w_ =
—o0. Segue da definicao de W*(p) que w_ = —oo quando ¢(0) € W(p). Como S =
Wi(p)U [S \ W’(p)] , entdo w_ = —oo para qualquer solucao do sistema (2.12) definida
no intervalo maximal I e com condi¢ao inicial no conjunto S.

De maneira analoga, se 1(0) € S\W*°(p), entao pelo Lema 2.3.22 temos que a(s)
¢ ilimitada em (5,w, ) para qualquer 5 € [ fixado. Logo, segue da equagdo (2.20) que
w, = +o0o. Usando a definigdo de W¢(p), temos que wy = 400 quando 1(0) € We(p).
Como S = W¢(p) U [S\ W(p)], entdo wy = +oo para qualquer solucao do sistema

(2.12) definida no intervalo maximal I e com condigao inicial no conjunto S.
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Portanto, I = R. [

Lema 2.3.26 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (2.12)
definida em R, a > 0 e condi¢do inicial 1(0) € S, onde o conjunto S € dado por (2.11).

Os limites lim 7(s) e lm 7(s) convergem para nimeros reais.
5§——00 s§—+00

Demonstracgao: Para os demais casos, vamos usar as informagoes dos pontos
criticos de 7(s). Se 7(s) possui um namero finito de pontos criticos, sejam s; o menor
ponto critico, s 0 maior ponto critico e assim, 7(s) é mondtona e limitada nos intervalos
(—00, 1) € (s2,00). Logo, os limites descritos no lema existem.

Suponha que 7(s) ndo é constante e possui uma quantidade infinita de pontos
criticos. Pelo Lema 2.3.20, a fungao 7(s) nao tem ponto critico degenerado. Como 7(s)
é suave, entao existe no maximo uma quantidade enumeravel de pontos criticos. Seja
(sk)ren todos os pontos criticos de 7(s) em (0, +00) com s, < Sgy1 € kgrfoo Sk = 00.
Assim, 7'(sg) = a7 (sk)n(sk) + a(sk) = 0, kgrfoo n(si) = —o0, (T(Sk))ken € um conjunto

limitado e
L= —a®n*(si)7°(si) + 7°(s1) + 17 (s1) = 0 (1) [=a*T* (1) + 1] + 7°(s.)-

Como 7)(s) é decrescente, podemos tomar a sequéncia (sg)gen, de forma que 7(sy) # 0.

Sendo assim,
—1+72(sp)

1% (s)
Seja M € R tal que |7(s)] < M para todo s € R. Assim,

= a272(3k) — 1.

-1 —1+ 72(sp) 5

_ —1+ M?
n*(sk) n*(sk)

1 (sk)

Logo, klim a’7?(s;) — 1 = 0, ou seja, a sequéncia formada pelo o conjunto dos pontos
—400

de maximos e de minimos locais converge. Portanto, existe o limite lim 7(s). No
s——+00

outro caso, a demonstragao é feita de maneira inteiramente analoga. |

Corolario 2.3.27 Seja (s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solu¢iao nao trivial do sistema

(2.12) definida em R, a > 0 e condi¢ao inicial 1(0) € S, onde S € dado por (2.11). Se
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uma curva X de H? é um soliton do fluro FRC de curvatura k(s), que corresponde a

solugao Y(s), entao existem b,d € R tais que lim k(s) =b e lim k(s) =d.
s— S—wy

Demonstragao: Se uma curva X em H? ¢ um séliton do fluxo FRC em H? e 1(s) é
a solugao correspondente do sistema (2.12), entao k(s) = ar(s). Segue do Lema 2.3.26

que, existem b, d € R tais que lim k(s) =be lim k(s)=d. |
§——00

S$——+00
Enfim, vamos enunciar e mostrar o principal teorema desta se¢ao.
Teorema 2.3.28 Para cada vetor v € R3\{0} existe uma familia a dois pardmetros de
solitons do fluxo redutor de curvas no espago hiperbolico bidimensional. Cada sdliton é

uma curva X : R — H2, definida em toda a reta R e mergulhada. Além disso, existem

constantes b e d tais que a curvatura geodésica k(s) satisfaz

lim k(s)=b e lim k(s)=d.

S§——00 S$——+00

Demonstragao: Para demonstrar o teorema vamos separar nos trés tipos de vetores.

Sem perda de generalidade podemos assumir que v = ae, onde a > 0 e

(—=1,0,0) se v é do tipo tempo,

)
I

(—=1,1,0) se v é do tipo lug,
(0,0,1) se v ¢é do tipo espago.

Seja (s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solugdo do sistema de equagoes diferenciais ordina-
rias (2.12) definida no intervalo maximal I, com a > 0 e condicao inicial ¥(0) € R3 tal

que

—1 se v é do tipo tempo,
—a?(0) +72(0) +7*(0) =< 0 se v édo tipo luz,

1 se v é do tipo espaco.

Entao pela Proposigao 2.3.2, existe um soliton do fluxo FRC X (s), de curvatura k(s) =
at(s), cujo o triedro {X(s),T(s), N(s)} satisfaz

a(s) = (X(s),e), 7(s) = (T(s),e) e nls) = (N(s),e).
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Assim, as condigoes iniciais do sistema (2.12) que dependem de duas constantes, de-
terminam o soliton em cada caso. Portanto, para cada vetor fixado v € R$\ {0} existe
uma familia a dois parametros de sélitons do fluxo FRC.

Segue dos Lemas 2.3.6, 2.3.16 e 2.3.25 que os sélitons estao definidos para toda
reta R. Os Corolarios 2.3.15 e 2.3.27 mostram que existem constantes b e d tais que
SEEHOO k(s)=be sli)inoo k(s) = d.

Para mostrar que os sélitons sao mergulhados vamos usar o teorema de Gauss-
Bonnet para variedades Riemannianas de dimensao 2 com bordo diferenciavel por par-
tes. Mas antes disso, veja que pelos Lemas 2.3.9, 2.3.10, 2.3.11 e 2.3.21 que sempre
existe so € R tal que a(s) é mondtona nos intervalos (—oo, sg) € (59, +00). Como afs)
descreve a altura Euclidiana de X(s) em relacdo a um plano fixado, entdao X(s) nao
possui auto-intersegdo em cada um dos intervalos (—o0, sg) e (sg, +00) e X (s) é um
mergulho se a(s) é monétona em R.

Se a(s) ndo é mondtona em R, suponha que X (s) tem alguma auto-intersegao, e
considere ¥ a regiao simples limitada por X ([sq, so]) com X (s1) = X (s2), $1 < s < $2
e 0 o angulo externo entre os vetores tangente T'(s;) e T'(s2) que é no maximo m. Pelo

teorema de Gauss-Bonnet no espaco hiperboélico, obtemos que

0<2mx(X)—6 = / kdo +/ k(s)ds
z X([Slv‘SQ])

= —/d0+/ art(s)ds
b X([s1,52])

— —/EdaJra[a(sQ)—Oé(Sl)]

= —/d0<0.
¥

Que é uma contradi¢ao. Logo, o séliton X nao admite auto-interse¢ao. Para concluir
a prova, vamos usar o mesmo raciocinio que Halldorsson [17] usou para mostrar que
o soliton de rotagao do plano é mergulhado. Veja que, X(s) ja é um mergulho nos

intervalos (—o00,sg) e (sg,+00) e os dois fins das curvas sao ilimitadas, pois, pelos

Lemas 2.3.12 e 2.3.22 lirin la(s)] = +oo. Como X(s) ndo contém pontos de auto-
S§—IT00
interse¢ao, entao X (s) é um mergulho. |

Sitva, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



2.4. Exemplos de Sélitons do Fluxo FRC em H? Visualizados 60

2.4 Exemplos de Sélitons do Fluxo FRC em H? Visu-
alizados

Nesta secao, apresentamos exemplos de solitons do fluxo FRC. Para isso, usamos

a seguinte parametrizagao
X(u, w) = (V1 +u? + w?, u,w)

para o H?. Se a curva X (s) = x(u(s),w(s)) é p.c.a., entao

() )
Tis) = ( i) rurs) ))

e as fungoes u(s) e w(s) satisfazem o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinérias

()% + (w')? + (W'w — uw')® = 1+ u? 4+ w?,

(2.21)
W' —u"w + ww' — vw = k(s)V1+ u? + w?,

onde k(s) é a curvatura de X (s), a primeira equagao é consequéncia da curva ser p.c.a.
e a segunda equagao vem da expressao da curvatura de X(s).

Pelo Teorema 2.2.1, a curvatura do soliton do fluxo FRC em H? ¢ determinada
pelo seu campo tangente e um vetor nao nulo. Dessa forma, usamos o sistema (2.21)
e o software Maple para plotar exemplos de solitons para o fluxo FRC em H?2.

Usando as aplicacoes de isometria entre os conjuntos que representam o espago
hiperbélico bidimensional, também apresentamos os graficos no modelo do disco de
Poincaré e do semiplano para cada curva plotada no modelo do hiperboloide.

Na Figura 2.6, a curva azul ¢ o gréafico de um séliton X (s) em H? do fluxo FRC
em H? tal que sua curvatura é escrita como k(s) = (T'(s), (=1,0,0)) e a = 1. A curva
vermelha é a projecao ortogonal Euclidiana de X (s) no plano que contém a origem
e que é ortogonal ao vetor (—1,0,0). Na Figura 2.7 visualizamos o séliton do FRC
apresentado na Figura 2.6 no modelo do disco de Poincaré. Na Figura 2.8 visualizamos

o soliton do FRC apresentado na Figura 2.6 no modelo do semiplano.
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v

Figura 2.6: Soliton do fluxo FRC em H? com vetor fixado (—1,0,0) =1.

Figura 2.7: Soliton do fluxo FRC em H? no modelo do disco de Poincaré.

D

Figura 2.8: Séliton do fluxo FRC em H? no modelo do semiplano.

Na Figura 2.9, a curva azul é o gréafico de um séliton X (s) em H? do fluxo FRC

em H? tal que sua curvatura é escrita como k(s) = (T'(s),(—1,1,0)) e a = 1. Na Figura
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2.10 visualizamos o soliton do FRC apresentado na Figura 2.9 no modelo do disco de
Poincaré. Na Figura 2.11 visualizamos o sé6liton do FRC apresentado na Figura 2.9 no

modelo do semiplano.

Figura 2.9: Soliton do fluxo FRC em H? com vetor fixado (—1,1,0) e a = 1.

Figura 2.10: Soliton do fluxo FRC em H? no modelo do disco de Poincaré.

Figura 2.11: So¢liton do fluxo FRC em H? no modelo do semiplano.

Por fim, na Figura 2.12, a curva azul é o grafico de um soliton X (s) em H?
do fluxo FRC em H? tal que sua curvatura é escrita como k(s) = (T(s),(0,0,1)) e

a = 1. Vale ressaltar que este grafico é diferente do grafico do so6liton da Proposicao
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2.3.18, pois, neste caso a curvatura nao é constante. De fato, para obter o gréfico da

1
Figura 2.12 usamos a condigao inicial ©(0) = w(0) = 0 e «'(0) = —w'(0) = — 7 no
L ) (0) = = % 41, T,
——,— | eT(0) = — . Logo, segue
V2 V2 NG 508

do Lema 3.2 que a curvatura nao é constante. Na Figura 2.13 visualizamos o séliton

sistema (2.21), ou seja, 7'(0,0) = <O,

do FRC apresentado na Figura 2.12 no modelo do disco de Poincaré. Na Figura 2.14

visualizamos o soliton do FRC apresentado na Figura 2.12 no modelo do semiplano.

Figura 2.12: Séliton do fluxo FRC em H? com vetor fixado (0,0,1) e a = 1.

Figura 2.13: Soéliton do fluxo FRC em H? no modelo do disco de Poincaré.

Figura 2.14: Soliton do fluxo FRC em H? no modelo do semiplano.
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Capitulo 3

Solucoes Autossimilares do Fluxo de
Curvatura e do Fluxo de Curvatura

Inversa no Cone de Luz

Solugoes autossimilares de fluxos de curvas, s@o curvas que evoluem por meio
de isometrias e/ou homotetias ao longo do fluxo. Halldorsson [18] descreveu todas as
solugoes autossimilares do fluxo de curvatura no plano de Minkowski.

Neste capitulo, motivados pelo fluxo redutor de curvas em ambientes Rieman-
nianos e pelo fluxo pela curvatura em ambientes nao Riemannianos, vamos definir o
fluxo de curvatura (FC) e o fluxo de curvatura inversa (FCI) para curvas do tipo espago
no cone de luz e vamos estudar as solucoes autossimilares destes fluxos. Considerando
curvas X (s) em Q? cuja curvatura nao se anula verificamos que estudar as solugoes
do fluxo FC é equivalente a estudar as solugdes do fluxo FCI. Assim como fizemos
no caso do solitons de H?, no Capitulo 2, obteremos caracterizacoes para solucoes
autossimilares de cada um dos fluxos. Usando um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias, mostraremos que, para cada vetor nao nulo de R}, existe uma familia a
2-parametros de solugoes autossimilares e estudaremos o comportamento de todas as
solucoes autossimilares dos fluxos FC e FCI em Q2?. Mostraremos que nos fins de uma
solucao autossimilar do fluxo FC em ()? a curvatura é ilimitada ou converge para uma
constante. Além disso, apresentaremos a visualizacao de alguns exemplos de solugoes

autossimilares dos fluxos FC e FCI em Q2.
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3.1 Fluxo de Curvatura e Fluxo de Curvatura Inversa
em (J°

Nesta sec@o, apresentamos as defini¢oes do fluxo de curvatura (FC) e do fluxo
de curvatura inversa (FCI) no cone de luz (Q?) bidimensional. Também definimos uma
evolucao autossimilar de uma curva do tipo espaco X em Q2. Mostramos uma relacao
entre uma solugao autossimilar do fluxo FC e uma soluc¢ao autossimilar do fluxo FCI.
No Teorema 3.1.10, obtemos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma curva
X de Q? admita uma evolucao autossimilar satisfazendo o FC. Por fim, no Teorema
3.1.11, obtemos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma curva X de Q2
admita uma evolugao autossimilar satisfazendo o FCI.

Iniciamos com as defini¢oes dos fluxos FC e fluxo FCI em Q2.

Definicao 3.1.1 Sejam X : I — Q?, u € I uma curva do tipo espaco e Xt() = X(~,t),
X:IxJ= Q% t € J,0 € J uma familia a um parametro de curvas. Dizemos que

X*(-) &€ uma solugdo para o fluzo de curvatura com condigao inicial X (u), se

0 - 2l
o X () = T'(u, 1), (3.1)

A~

X(u,0) = X(u),

onde T(-) = T(-,t) é o vetor unitario tangente & curva X*(-) para cada t € J.

E importante observar que segue de (1.7) que a funcio curvatura k'(u) = k(u, t)
da curva X'(u) para cada t € J, satisfaz, 2k(u,t) = —(T"(u,t),T'(u,t)), isto &, o vetor
T'(u,t) determina a curvatura de X'(u) para cada t € J.

As pardbolas de Q% sao curvas de curvatura constante igual zero (ver Proposigao
1.3.4). Veja que, se X é uma parabola em Q2, entdo X'(s) = X(s), t € R é uma soluciio

para o FC, isto &, as parabolas sao solucoes triviais para o FC em Q2.

Definicao 3.1.2 Sejam X : I — Q?, u € I uma curva do tipo espaco e Xt() = X(-,t),
X:IxJ— Q% t € J,0 € J uma familia a um parametro de curvas. Dizemos que

X*(-) &€ uma solugao para o fluzo de curvatura inversa com condigao inicial X (u), se

0 4 I
aX(u,t) = _/%Q(U, t)T (u,t), 52)
X (u,0) = X (u),

Sitva, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



3.1. Fluxo de Curvatura e Fluxo de Curvatura Inversa em (> 66

onde T%(-) = T(-,t) ¢ o campo unitério tangente & curva X'(-) e k() = k(-,t) ¢ a

curvatura da curva X'(-) para cada t € J.

Assim como fizemos no caso do H?, vamos mostrar que o FC e o FCI sao

invariantes por difeomorfismos tangenciais.

Proposicao 3.1.3 (Invariancia geométrica por difeomorfismos tangenciais)

Considere o fluzo

9 1) = o0 0T 1) + o, 07 00

~

X(u,0) = X (u),

onde T'(u,t) € o campo unitdrio tangente a X (u,t) para cadat € J e g(u,t) e h(u,t) sio
fungaoes diferencidveis. Entao na vizinhanga de cada ponto (u,t) existe ¢ : [ x J — I

satisfazendo g—(’p >0 e p(u,0) = po(u) = u tal que X (u,t) = X (p(u,t),t) € solugio do
u

1 \2
sistema (3.1) se g(u,t) =1, e € solugao do sistema (3.2) se g(u,t) = — <k( t)) .
u?

Demonstragao: Note que, se p(u,t) existe, entao

se D= _ \ﬂxwu,w,w

T h(p(u,t),t), entdo X (u,t) = X (p(u,t),t) é solugao do

2
1

sistema (3.1) se g(u,t) =1, e é solucao do sistema (3.2) se g(u,t) = — <l%( )) :
u, t

Veja que ¢ esta bem definida e satisfaz a afirmacao da proposi¢ao. De fato,

defina ¢(u, t) pela equagao diferencial ordinéria

d
E(p(u, t) = —f(e(u,t),1), (3.3)

p(u,0) = @o(u) = u,
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-1

onde f(p(u,t),t) = h(p(u,t),t) e u &€ um parametro. Como f e

h sao diferenciaveis, entao o sistema possui uma tnica solugao para cada valor inicial

0 -
%X(90<u7 t)’ t)

fixado, logo (u,t) estd bem definida e ¢ diferenciavel com relagdo ao pardmetro u.

Note que, % = 1 e diferenciando a primeira equagao do sistema (3.3) em u, obtemos
0? 0 0
m@(ua t) - _%f((p(ua t)? t)%gp(u, t)a
ou ainda,
o (0 0 0
5 (goetut)) == (5o (ewn.0)) et
Assim,

Tendo em vista a Proposicao 3.1.3 podemos redefinir o FC e o FCI.

Definicao 3.1.4 Sejam X : I — Q?, u € I uma curva do tipo espaco, Xt() = X(-,t),
X:IxJ—=QteJ, 0c Juma familia a 1-parametro de curvas e fft() = 37(~,t)
a familia a 1-parametro de curvas associadas a X !(-) para cada t € J. Dizemos que
X !(-) é uma solugdao para o fluro de curvatura (resp. fluzo de curvatura inversa) com

condigao inicial X (u), se X (u,0) = X (u) e

<%X@@jwﬁ>zﬁmﬂ <MP<%XW”YW”>:_ML)'

De agora em diante, usaremos a Definicao 3.1.4 para o FC e para o FCI em Q2.

O proximo teorema mostra uma relagao entres os fluxos FC e FCI no cone de luz.

Teorema 3.1.5 Considere X : I — Q?, u € I uma curva do tipo espag¢o e Y (u) a
curva associada a X. Sejam X'(u) = X(u,t), X : I x J = Q?, (u,t) € Ix J,0€ J
uma familia a wm parametro de curvas cuja curvatura l%t(u) # 0 para todo (u,t) € I xJ
eY!() =Y (-,t) a familia a um pardmetro de curvas associadas a X'(-) para cadat € J.
Entao, X't() ¢ solugao para o fluro FC com condigao inicial X (u) se, e somente se,

Y*(-) € solugio para o fluro FCI com condigio inicial Y (u).

é curvatura de

Demonstracao: Sabemos da Proposicao 1.3.3 que l%(u,t) = ]%( )
u7
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1

Je(u, 1)
curva associada a X (u,t) e X (u,t) é curva associada a Y (u,t) para cada t. Segue da

Yt() para cada t € J, isto é, = l%(u, t). Além disso, pela unicidade, ?(u, t) éa

A ~

equagao (X (u,t),Y (u,t)) =1 que,

<%X@0ym@>:—<

@

Wmmew>

Portanto,

se, e somente se,

Um classe especial de solugoes dos fluxos FC e FCI ¢ a classe das solugoes

autossimilares. No cone de luz, tais solugoes evoluem por isometrias e/ou dilatagoes.

Definicao 3.1.6 Seja X : I — 9, s € I uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco. Uma evolugdo autossimilar da curva X é uma aplicagao X:IxJ— Q?,
t e J, 0eJ C R definida por X(s,t) = f(t)M(t)X(s), onde f : J — (0,00),
M : J — Of (3) sdo aplicagoes diferenciaveis tais que f(0) = 1 e M(0) = Id. Quando a
familia X*(-) = f(t)M(t)X (-) satisfaz o FC (resp. o FCI) dizemos que X é uma solucio
autossimilar do fluro FC (resp. FCI) . Se f(t) = 1 dizemos que X é um sdliton do
fluxo FC (resp. FCI).

Note que, X(s,0) = f(0)M(0)X(s) = X(s), a funcdo nao negativa f(t) deter-
mina a homotetia e M(¢) ¢ uma familia a um parametro de isometrias de Q? tal que

M(0) = Id.

Proposicao 3.1.7 Sejam X : [ — Q?, s € I uma curva parametrizada pelo compri-
mento de arco e X(s,t) = f(t)M(t)X(s), (s,t) € I x J uma evolugio autossimilar de
X. Entao

T'(s) = M(t)T(s), ?%@==?%5NU0YT$ e K(s)=[f(t)] " k(s).
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para cada t € J, onde T'(s) € o campo unitdrio tangente a X'(s), Y'(s) € a curva

associada o X'(s) e k'(s) ¢ a curvatura de X'(s).

Demonstragao: Para verificar a expressao do campo tangente 77(s), veja que,

Logo, T"(s) = M(t)T(s).
Segue de (1.5) que Y(s) = —=M(t)Y(s) é a curva associada a X*(s), pois,

7t 't = ! S S = 1 S =
(V) V60 = gy (Y (), MUY (3)) = Y (3), Y (5)) =0,
't 't = L S S _L S S =
PTG = MY ) MOT) = Fr0 o). Tl =0
(Vi(s), X'(s)) = (MY (s), M(1)X(s)) = (Y(s), X(s)) = 1

Por fim, o calculo da curvatura é feito usando a equagao (1.8)

o (o o)) (o ) (4. deo)
2 (e ift<s>>>3

[/2(8) (M(OT(s), M(DT" ()] = f1(8) (M()T"(5), M(H)T"(s)) - 1
2f°(t)
SHOM )T (s), M()T"(5))
2f5(t) '

Como (M (t)T"(s), M(t)T"(s)) = (T"(s), T"(s)) = —2k(s), entao

A préxima proposicao faz um estudo de todas as curvas que evoluem apenas

por homotetias ao longo dos fluxos FC e FCI em Q2.

Teorema 3.1.8 Sejam X : [ — Q?, s € I uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco de curvatura k(s) e X(s,t) = f()X(s), (s,t) € Ix J. A familia X (s,t) satisfaz

o FC se, e somente se, X é uma elipse (curva de curvatura k constante negativa) ou
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uma hipérbole (curva de curvatura k constante positiva) de Q? e f(t) = 2kt +1. A

familia X(s,t) satisfaz o FCI se, e somente se, X € uma elipse ou uma hipérbole de

1
Q* e f(t) = ——
) \/ 2t +1
1

i) Se X(S, t) satisfaz o FC e X é uma elipse de curvatura k, entdo J = (—oo, _ﬁ) ,

. Além disso,

~

k(s,t) lim k(s,t)=0e lim ) k(s,t) = +oc.

T 2kt + 1 oo o

2k

N 1
ii) Se X(s,t) satisfaz o FC e X € uma hipérbole de curvatura k, entio J = (—%, +oo) ,

~

k(s,t) lim k(s,t) = +oo e lim k(s,t)=0.

T okt t1 PR t—400
5 . . . . k
iii) Se X(s,t) satisfaz o FCI e X € uma elipse de curvatura k, entio J = [ —oo, —= |,

k(s t) =2t +k, tLiEnOOl;:(s,t) =—o00 e lim k(s,t) = 0.

k
t—%

w) Se X(s,t) satisfaz o FCI e X ¢ uma hipérbole de curvatura k, entio J =
(——,+oo), k(s,t) =2t+k, lim k(s,t)=0¢e lim k(s,t) = +oo.
_ kTt t—4o00

2
t——k

Demonstragio: Vamos iniciar com o FC. Seja X'(s) = f(t)X(s), s € I, t € J,
uma evolugao autossimilar que satisfaz o FC. Segue da Proposicao 3.1.7 que Yt(s) =

! kL (s) = k(s ssim
7y (8) e K(s) = [F(O] " H(s). Assim,

O K6 = {56 56)) =

ou ainda, f'(t)f(t) = k(s) para todo (s,t) € I x J. Portanto, a curvatura de X é
constante. Sabemos da Proposicao 1.3.4 que as curvas de curvatura constante nao nula
de Q% sao as elipses e as hipérboles. Logo, o resultado segue para o FC. Além disso,
usando a equacdo f'(t)f(t) = k e o fato que f(0) = 1, obtemos f(t) = v2kt + 1.
Reciprocamente, se X é uma elipse ou uma hipérbole, entao k(s) ¢ uma cons-
tante diferente de zero. Derivando a funcdo f(t) = v/2kt + 1, obtemos que f'(t) =

k(2kt + 1)_%. Logo, usando a Proposicao 3.1.7, temos que

0 o4 ~ B (@) B k 1
<§X (S>’Y(S)>_ FO) 2kt + 12kt £ 1
k

2kt +1
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onde k'(s) ¢ a curvatura da curva X*(s) = f(£)X(s).

De maneira anéloga, seja X'(s) = f(t)X(s), t € [0,t), s € I uma evolucio

autossimilar que satisfaz o FCI. Segue da Proposicao 3.1.7 que Y*(s) = %Y(s) e
k(s) = [f(t)]* k(s). Assim,
FOF /0 gy pea M)
o (e Te) = g
ou ainda,
- PO = (3.4

para todo (s,t) € I x J. Portanto, a curvatura de X, k(s) = k ¢ constante. Sabemos
da Proposicao 1.3.4 que as curvas de curvatura constante nao nula de Q? sao as elipses

e as hipérboles. Logo, o resultado também segue para o FCI. Além disso, usando a

k

Reciprocamente, se X é uma elipse ou uma hipérbole, entdao k(s) = k£ ¢ uma

NN
equagao (3.4) e o fato que f(0) = 1, obtemos f(t) = (—t + 1) .

2 -2
constante diferente de zero. Derivando a fungao f(t) = (Et + 1) , obtemos que

(NI

1 /2 -
() = —z <Et + 1) . Logo, usando a Proposi¢ao 3.1.7, temos que

(2t - 20— L(2) T (2

onde k'(s) ¢ a curvatura da curva X*(s) = f(£)X(s).
Os itens ), i), i) e iv) seguem usando a expressao da funcao f(t) obtida na

primeira parte do teorema para o FC e FCI, e a Proposicao 3.1.7. |
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No proximo teorema, obtemos uma relagao entre uma solugao autossimilar do

fluxo FC e uma solugao autossimilar do fluxo FCI.

Teorema 3.1.9 Sejam X : I — Q?, s € I uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco com curvatura k(s) # 0 para todo s € I e Y(s) a curva associada a X.
A evolugio autossimilar de X dada por X(s,t) = f(t)M(t)X(s) satisfaz o fluzo de

1 .
mM(t)Y(s) satisfaz o

curvatura se, e somente se, a familia de curvas Y(s,t) =

fluxo de curvatura inversa.

Demonstragao: A Proposicao 3.1.7 mostra que a familia de curvas Y(s, t) associada
A ~ 1 ~
a familia de curvas X (s,t) é dada por Y (s,t) = mM(t)Y(s). Pela unicidade, Y'(s,t)

¢ a curva associada a X (s,t) e X(s,t) é curva associada a Y (s, t) para cada t. Segue

da equacio (X (s,t),Y (s, 1)) = 1 que,

(FT60XE0) = ~(FXE0T60).

Sejam k(s,t) a curvatura da curva Y (s,t) para cada t € J, s € I e k(s) a curvatura

- 1
de Y(s) para cada s € I. Usando a Proposigao 3.1.7 e que k(s) = — (Proposigao

k(s)
1.3.3), obtemos que ~ o
k(s,t) = [];((S))] :
ou ainda,
L k(s) .
ey P Y
Portanto,
0 - - - 0 -~ . 1
<§X(s t),Y (s t)> k(s,t) e <§Y(S t), X (s t)> ]:g(g,t)

No préximo teorema, vamos obter uma condigao necessaria e suficiente para
que uma curva X em Q? admita uma evolucao autossimilar que satisfaz o fluxo de

curvatura.
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Teorema 3.1.10 Seja X : I — Q?, s € I uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco. Fxiste uma evolugao autossimilar de X que satisfaz o fluro de curvatura se,

e somente se, existe v € R} \ {0} e c € R tais que
c+ (T(s),v) = k(s), (3.5)

onde T(s) € o campo unitdrio tangente a X e k(s) é a fun¢do curvatura de X. Em

particular, a evolucao € apenas por isometrias quando ¢ = 0.

Demonstragao: Seja X (s,t) = f(t)M(t)X(s) uma evolucao autossimilar de X que
9 . R .
satisfaz o FC, isto é, <§X(s, t),Y (s, t)> = k(s,t). Derivando em t, obtemos que

9 X(s.1) = [FOM) + FOM W)X (s).

~ k
Segue da Proposigao 3.1.7 que, k(s,t) = (St) e Yi(s) = —M(t)Y(s), onde Y(s) é

a curva associada a X. Assim,

k) sty = <2

I20) T
= FO(MOXE). MOV ) +
b 10 (MOXE). MOV )
= L QIOX (9, MOY () + MOX (6,0 )
PO s 5
= L 00X, MY o).

ou ainda,

k(s) = FO)f'(t) + £2(8) (M'(£)X (s), M(1)Y (5))

para cada s € [ et € J. Em particular, para t =0

k(s) = f(0) + (M'(0)X (s), Y (s)).

Como X(s) x Y(s) = T(s), segue da Proposigao 1.1.4 que existe vy € R3 tal que
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(M'(0)X(s),Y(s)) = (T(s),vo). Portanto
k(s) =c+ (T(s),v),

onde v = vy e ¢ = f’(0). Mais precisamente, considerando M (t) = M;(t) Ms(t)Ms(t)
como na equagao (1.2), temos que v = (—¢}(0) — ©5(0), —p5(0), ¥5(0)).

Reciprocamente, dada uma curva X de Q?, com curvatura k(s) e campo unitario
tangente T'(s) satisfazendo k(s) = ¢ + (T(s),v) para algum vetor v € R?\ {0} e
¢ € R, mostraremos que existe uma evolucao autossimilar de X que satisfaz o FC.
Para isso, vamos dividir em trés casos de acordo com o tipo do vetor v. Sem perda de
generalidade, a menos de isometria, vamos considerar v um multiplo de w; = (—1,0,0)
se v é do tipo tempo, um multiplo de ws = (=1, —1,0) se v é do tipo luz e um multiplo
de ws = (0,0,1) se v é do tipo espago. Assim, a curvatura pode ser escrita por
ki(s) = ¢+ (T(s),v;), onde v; = aw;, a > 0 e i = 1,2,3. Defina a evolugdo autossimilar
de X por Xi(s,t) = f(t)M;(t)X (s), onde M;(t) € O (3) séo isometrias de Q2 dadas
por (1.2) para cada t,

ft) = V2t +1,
“log(f(1) se ¢ £0,

at se ¢ =0,

para cada ¢ = 1,2, 3. Derivando em ¢, obtemos que

J 4 /
N5, 1) = [ () Mi(t) + f () M) X (s)-
Segue da Proposicao 3.1.7 que, Y'(s) = %Mi(t)Y(s), onde Y(s) é a curva associada

a X. Assim,

<%Xi<s,t>,z<s,t>> _ fc((f; - (MUOX (), MDY (5))

Usando a Proposigao 1.1.5 temos que (M, (t) X (s), M;(t)Y (s)) = =@ (t)(X (s)xY (s), —w;)

(observe que, —w; = v;, onde i € {1,2,3} e {v1,v2,v3} sd0 os vetores fixados na Pro-

Sitva, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



3.1. Fluxo de Curvatura e Fluxo de Curvatura Inversa em (> 75

posi¢ao 1.1.5). Como T'(s) = X(s) x Y (s), entao a evolucao autossimilar satisfaz

para cada © = 1, 2, 3.

Assim, se ¢ # 0 vale que

(s 7650

. f/(t) / s . S
> = 5 + (M (t) X (s), M;(t)Y (s))
_ f'@) s s), —w;
= 0 e (t)(T'(s), —wy)
UG,
= + i (0T (s), wi)

c 1
(m) (cm) (¢ +(T(s), aws)
1
e
f2(t)
ki(87t>,

~

para cada ¢ = 1,2, 3, onde a penultima desigualdade segue da Proposicao 3.1.7.

Em particular, quando ¢ = 0, k;(s) = (T'(s),v;), f(t) =1 e p;(t) = at. Entéo a

evolugao é apenas por isometrias e satisfaz

(

G0 0) = o,
= a(T(s),w)
= ki(s)
= ky(s,t)

para cada ¢ = 1,2, 3, onde a ultima igualdade segue do fato que, isometrias preservam

curvaturas. Portanto, X é uma solucao autossimilar do fluxo de curvatura. [ |

Sitva, F.N.

23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



3.1. Fluxo de Curvatura e Fluxo de Curvatura Inversa em (> 76

No proximo teorema, obteremos uma condi¢ao necesséria e suficiente para que
uma curva X em (Q? admita uma evolucao autossimilar satisfazendo o fluxo de curva-

tura inversa.

Teorema 3.1.11 Seja X : [ — Q?, s € I uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco com curvatura k(s) # 0 para todo s € 1. Existe uma evolu¢ao autossimilar
de X que satisfaz o fluzo de curvatura inversa se, e somente se, existe v € R$\ {0} e
c € R tais que

1
c+(T(s),v) = —, 3.6
(T(s).0) = 75 (3.

onde T'(s) € o campo unitario tangente a X e k(s) é a curvatura de X. Em particular,

a evolugao € apenas por isometrias quando ¢ = 0.

Demonstragao: Seja X (s,t) = f(t)M(t)X(s) uma evolucao autossimilar de X que
9 . R
satisfaz o FCI, isto é, <§X(s,t),Y(s,t)> =—

- . Derivando em ¢, obtemos que
k(s,t)

9 X(s.1) = [FOM) + FOM W)X (s).
Segue da Proposicdo 3.1.7 que, k(s,t) = Jl:;(ft)) e Yi(s) = %M(t)Y(s), onde Y (s) é
a curva associada a X. Assim,
O T N
=T = T (MOXE), oY)+
#10 (MOX ). 5 MY (s)
= L OI0X (), MOY(9) + DI OX (5, MY ()
LT s .
= L rOX .MV (),
ou ainda,

R S i) R SRR .
i)~ P T em M OX ), MY (),

para cada s € [ et € J. Em particular para t =0

——— = f1(0) + (M'(0)X(s), Y (s)).
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Segue da Proposicao 1.1.4 que existe vy € R? tal que
(M'(0)X(s),Y(s)) = (X(s) x Y(s),v0).

Como T'(s) = X(s) x Y(s), entao
1
we) ¢t (T'(s),v),
ondev = —vg e c = —f’(0). Mais precisamente, considerando M (t) = M; (t) Mz (t) Ms(t)
como na equagao (1.2), temos que v = (¢} (0) + ¢5(0), 5(0), —5(0)).
Reciprocamente, dado uma curva X de Q?, com curvatura k(s) e campo unitario
tangente T'(s) satisfazendo ¢+ (T'(s),v) = % para algum vetor v € R3\ {0} e c € R,
mostraremos que existe uma evolugao autossimilar de X que satisfaz o FCI. Para
isso, vamos dividir em trés casos de acordo com o tipo do vetor v. Sem perda de
generalidade, a menos de isometria, vamos considerar v um multiplo de w; = (—1,0,0)

se v é do tipo tempo, um multiplo de ws = (=1, —1,0) se v é do tipo luz e um multiplo

de wy = (0,0,1) se v é do tipo espago. Assim, a curvatura pode ser escrita por
1

ki(s)
de X por Xi(s,t) = f(t)M;(t)X (s), onde M;(t) € OF (3) sdo isometrias de Q2 dadas

=c+(T(s),v;), onde v; = aw;, a > 0 e i = 1,2,3. Defina a evolugao autossimilar

por (1.2) para cada t,

1
0= s

%10 se ¢ # 0,
o) - 1 g(f(t)) se c#

—at se ¢ =0,

para cada ¢ = 1,2,3 e a > 0. Derivando em ¢, obtemos que

O %i(s.0) = [F(M(0) + FOMIBIX(s).

Segue da Proposicio 3.1.7 que, Y'(s) = ——M;(t)Y (s), onde Y (s) € a curva associada
a X. Assim,
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Usando a Proposigao 1.1.5 temos que, (M/(t) X (s), M;(t)Y (s)) = —¢L(t)(X (s)xY (s), —w;)
(observe que, —w; = v;, onde i = 1,2, 3 e {vy,v9,v3} sdo os vetores fixados na Propo-

si¢ao 1.1.5). Como T'(s) = X (s) x Y (s), entao a evolucdo autossimilar satisfaz

(Glsn.Tis0) = L+ pnoxe. o)

(2

_ fT“) — G(ENT(s), ~wi)

= + @i (O(T(s), wi)

para cada v = 1,2, 3.

Assim, se ¢ # 0, vale que

(gt visn) = 204 220, u)
= {;((tt)) (1+%(T(8),w2))
= L0 el w)
B —c(2ct +1)"2 o). aw.
B ( c(20t+1)_% (e (T(s), aws))
() o
B 2ct+ 1) ki(s)
P
k’Z(S)
L 1
 ki(s,t)

para cada ¢ = 1,2, 3, onde /%Z-(s, t) ¢ a curvatura da curva Xi(s, t).

Em particular, quando ¢ = 0, = (T(s),v;), f(t) =1 e p;(t) = —at. Entao

b
kz<5)

a evolucao é apenas por isometrias e satisfaz

(s Tits0) = Lo )

= —a(T(s),ws)
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1
]%i(sat).

para cada ¢ = 1,2, 3, onde a ultima igualdade segue do fato que, isometrias preservam

curvaturas. Portanto, X é uma solucao autossimilar para o FCI. |

3.2 Solucgoes Autossimilares dos Fluxos FC e FCI no
Cone de Luz

Nesta secao, descrevemos todas as solugoes autossimilares dos fluxos FC e FCI
no cone de luz. A técnica é a mesma utilizada nos artigos [17], [6] e no Capitulo 2
deste trabalho. O método consiste em estabelecer uma relacao entre tais solugdes e um
sistema de equagoes diferenciais ordinéarias (EDO). Além disso, vamos fazer o estudo
do sistema de EDO para encontrar informagoes sobre as solugoes autossimilares do
fluxo FC e do fluxo FCI em Q2.

O Teorema 3.1.10 diz que, para descrever todas as solucoes autossimilares do
fluxo FC é necessério e suficiente estudar todas as curvas X de Q? que satisfazem a
equagao (3.5) para algum vetor v € R¥\{0} e ¢ € R. De maneira analoga, pelo Teorema
3.1.11, para descrever todas as solugoes autossimilares do fluxo FCI é necessario e
suficiente estudar todas as curvas X de Q? que satisfazem a equacao (3.6) para algum
vetor v € R3\ {0} e c € R.

Assim como fizemos para o caso do H?, a menos de isometria de Q?, podemos
considerar v; = ae; com a € RT, i =1,2,3, onde e; = (—1,0,0) se o vetor & do tipo
tempo, eo = (—1,1,0) se o vetor é do tipo luz e e3 = (0,0, 1) se o vetor é do tipo espago.
Dessa forma, se uma curva X de Q? admite uma evoluciao autossimilar satisfazendo o

FC, entao a equagao (3.5) reduz-se a
ki(s) = c+a(T(s),e;)

para cada ¢ = 1,2 ou 3.
As duas proximas proposicoes estabelecem uma relagao entre uma curva X de
Q? que admite evolucao autossimilar satisfazendo o FC em Q? e uma solucao de um

sistema de EDO.
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Proposicao 3.2.1 Sejam X : I — Q? uma curva parametrizada pelo comprimento de

arco e {X(s),T(s),Y(s)} o triedro de X. Sejam
er = (—1,0,0), ex=(—1,1,0), e e3=(0,0,1). (3.7)

Defina as fungoes a;(s) = (X(s),€;), 1:i(s) = (T(s),e;) e ni(s) = (Y(s),e;) para cada

i€ {1,2,3}, entio a curvatura de X satisfaz
k’l(S) =c+ (ZTZ'(S)

para todo s € I, c € R, a > 0 e para i € {1,2,3} se, e somente se, as fungoes a;(s),

7;(s) e mi(s) satisfazem o sistema

aj(s) = 7i(s),
7i(s) = [c + ami(s)]ai(s) = ni(s), (3:8)
i(s) = —le+ ami(s)]7(s),

com condigoes iniciais (;(0),7;(0),m;(0)) # (0,0,0) satisfazendo

-1, se 1=1,
20;(0)7;(0) + 77(0) = ¢ 0, se i =2, (3.9)

1, se 1 =3.
Nessas condigoes 2a;(s)n;(s) + 72(s) = —1 (resp. 0,1) quando i =1 (resp. 2,3).

Demonstragao: Seja X uma curva em (2, conforme vimos na Secdo 1.3, os

campos de vetores X (s), T'(s) e Y(s) satisfazem o sistema de equagoes (1.6), ou seja,

X'(s) = T(s),
T'(s) = k(s)X(s) — Y (s),
Y/(s) = —k(s)T(s),

para todo s € I. Assim, considerando o produto interno de e; com X (s), T'(s) e Y (s),
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temos que as fungoes a(s), 7(s) e n(s) satisfazem

7i(s) = ki(s)u(s) —mi(s), (3.10)

para todo s € I e para cada i € {1,2,3}.

Supondo que k;(s) = ¢+ ar;(s) para todo s € I, para cada i € {1,2,3} e subs-
tituindo no sistema (3.10), obtemos o sistema (3.8). Além disso, segue da Proposicao
1.3.9 que

ei =ni(s)X(s) +7(s)T(s) + ai(s)Y (),

(e;,e;) = 2a;(s)ni(s) + 72(s) para todo s € I. Em particular, em s = 0 temos que (3.9)
se verifica.
Reciprocamente, supondo que as fungdes «;(s), 7;(s) e n;(s) satisfazem (3.8) e

(3.9) para cada i € {1,2,3}. Como (3.10) se verifica, entao

(c+ami(s))ai(s) — mi(s) = ki(s)ai(s) — ni(s),
—(c+ ari(s))1i(s) = —ki(s)Ti(s),

ou ainda,

[(c+ ami(s)) = ki(s)] cui(s) = 0,

(3.11)
[(c+a7i(s)) — ki(s)] Ti(s) = 0,

para todo s € I. Note que,
201 (s)m (s) + 11 (s) = (er,e1) = =1 e 2as(s)nz(s) +73(s) = (es, e3) = 1

para todo s € I. Logo, 72(s) + a?(s) # 0 para todo s € I e ¢ € {1,3}. Assim,
ki(s) = ¢+ ari(s) para todo s € I e i € {1,3}.

Para concluir que ka(s) = ¢ + am(s), usaremos o argumento por contradicao,
supondo que (¢ + ary(s)) — k2(s) # 0 em um aberto J C I. Entéo, segue de (3.11)
que as(s) = (X (s),e2) =0 e 1o(s) = (T'(s),e2) = 0 para todo s € J. Logo, X(s) e e

sao do tipo luz e linearmente dependentes para todo s € J, o que é uma contradicao,
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ja que X é uma curva do tipo espago em Q%. Logo, as funcoes as(s) e m»(s) nio se
anulam simultaneamente para todo s € I e ky(s) = ¢+ am(s) para todo s € I.

Portanto, k;(s) = ¢ + a7;(s) para todo s € I e i € {1,2,3}. |

Proposigao 3.2.2 Seja a(s),7(s),n(s) : I — R uma solugao para o sistema

o/(s) =7(s),
7'(s) = [e + ar(s)]a(s) — n(s), (3.12)
n'(s) = —le+ar(s)|T(s),

para constantes a,c € R, a > 0 com condi¢io inicial («(0),7(0),n(0)) # (0,0,0)
satisfazendo 2a/(0)n(0)+72(0) = —1 (resp. 0 e 1), entdo existe uma curva diferencidvel

X : I — Q? parametrizada pelo comprimento de arco s de curvatura k(s) = ¢+ at(s)

tal que seu triedro {X(s),T(s),Y (s)} satisfaz

a(s) = (X(s),e),  7(s) = (T(s),e) e n(s)=(Y(s)e), (3.13)

onde e = (—1,0,0) (resp. e =(—1,1,0) e e = (0,0,1)).

Demonstracao: Defina k(s) = ¢ + ar(s). Entao, pelo Teorema 1.3.8 existe uma
curva X : I — @2, cuja curvatura é k(s) e {X(s),T(s),Y(s)} ¢ o triedro de X(s), ou
seja, (1.6) é satisfeita. A curva X é unicamente determinada pelas condigoes iniciais

{X(0),7(0),Y(0)} que podem ser escolhidas de forma que
n(0)X (0) + 7(0)T(0) + «(0)Y (0) = e.

Usando as equagoes dos sistemas (1.6) e (3.12), obtemos que

< (n(s)X(s) + 7(s)T(s) + als)Y (s)) = /()X (s) +n(s)X'(s) +7'(s)T(s) +

ds
+7(8)T(s) + a'(s)Y (s) + a(s)Y(s)

= —le+ar(s)]7(s)X (s) +n(s)T(s) +

+e+ ar(s)]a(s)T(s) — n(s)T(s) +

+7(s) [(e + ar(s)) X (s) = Y (s)]

+7(5)Y (s) — a(s)[c+ at(s)|T(s)
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Assim, para todo s € I,

n(s)X(s) +7(s)T(s) + a(s)Y(s) =e.

Portanto, (3.13) ¢ satisfeita. |

Também podemos provar resultados semelhantes as Proposicoes 3.2.1 e 3.2.2
para o FCI em Q?, isto ¢, uma relacao entre uma curva X de Q? que admite evolucao
autossimilar satisfazendo o FCI e uma solu¢ao de um sistema de EDO. Vamos apre-
sentar estes resultados nas préoximas duas proposicoes. Para isso, se uma curva X de

Q? admite evolugao autossimilar satisfazendo o FCI, entdo a equacao (3.6) reduz-se a

) =c+a(T(s),e;)

para cada ¢ = 1,2 ou 3.

Proposicao 3.2.3 Sejam X : [ — Q?, s € I uma curva parametrizada pelo compri-
mento de arco, com k(s) # 0 e {X(s),T(s),Y(s)} o triedro de X. Sejam ey, ez € e3

0s vetores definidos em (3.7). Defina as fungoes

ai(s) = (X(s), i), 7i(s) = (T(s),ei) e mils) = (Y(s),e:)
para cada i € {1,2,3}. Entao a curvatura de X satisfaz

ki(s) = mv

para todo s € I, a,c € R e a > 0 se, e somente se, as funcgoes a;(s), 1;(s) e n;(s)

satisfazem o sistema

, 1

) = )~ o), (5.14)
, 1

771(5> = _C—|—aTi<S)Ti(S)7
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com condigoes iniciais (o;(0), 7;(0),1;(0)) # (0,0,0) satisfazendo

-1, se 1=1,
20;(0)7(0) +77(0) = ¢ 0, se i=2,
1, se 1=3.
Entao, para todo s € I, 2c;(s)n;(s) +17(s) = —1 (resp. 0,1) quando i =1 (resp. 2,3).

Proposigao 3.2.4 Seja a(s),7(s),n(s) : I — R uma solugao para o sistema

, 1

T (8) = c+ aT(S)a(S) - 77(8)7 (315)
, 1

n (S) - _C+ CLT(S)T(S>7

para constantes a,c € R, a > 0 e condigoes iniciais («(0),7(0),1n(0)) # (0,0,0) sa-
tisfazendo 2a(0)n(0) + 72(0) = —1 (resp. 0 e 1). Entao existe uma curva diferen-
cidqvel X : I — Q?* parametrizada pelo comprimento de arco s tal que seu triedro

{X(5),T(s),Y(s)} satisfaz

onde e = (—1,0,0) (resp. e =(—1,1,0) ee = (0,0,1)).

As demonstragoes das Proposigoes 3.2.3 e 3.2.4 seguem de maneira inteiramente ané-

loga as provas das Proposicoes 3.2.1 e 3.2.2 respectivamente.

Como vimos na Proposi¢ao 3.2.1, a fungao 2n(s)a(s) + 72(s) é constante igual

a —1, 0 ou 1. Defina os subconjuntos de R? dados por

H:={(a,7,n) €ER®:2an+ 712 = -1 e a < 0},
C = {(a,7,m) € R*\ {0} : 2an + 72 =0 e a < 0}, (3.17)
S = {(a,7,m) €R®: 2an + 72 = 1}.

Os conjuntos H, C' e S sao disjuntos e invariantes pelos sistemas de equacoes
(3.12) e (3.15), isto &, se (a(0),7(0),1(0)) € H (resp. C, S) é um valor inicial para a
solucao (a(s),7(s),n(s)), entao (a(s),7(s),n(s)) € H (resp. C, S) para todo s € I.
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A seguir vamos obter uma relacao entre a(s) e 7(s) e outra relagao entre 7n(s) e
7(s) para as solugoes (a(s), 7(s),n(s)) do sistema (3.12), que serao usadas com frequén-

cia neste capitulo.

Lema 3.2.5 Seja ¢(s) = (a(s),7(s),n(s)), s € I C R uma solugdo do sistema (3.12),

5]

a >0, c €R e condigio inicial 1(0) € HUC U S, onde os conjuntos H,C e

dados por (3.17). Entao para todo s € I
, —% se (0) € H,
[+ ar(s)]a?(s) — a(s)'(s) + - és) =< 0 se p(0)eC, (3.18)
1 —
5 s »(0) € S
, - w se (0) € H,
i2(s) + ()7 (s) + LF aT(;)]T G se W(0)eCT,  (3.19)
[c+ a7 (s)] se 1(0) € 5.

Demonstragao: Veja que, multiplicando a segunda equagao do sistema (3.12) por
a(s) (resp. n(s)) e usando o fato de que 2a(s)n(s) + 7%(s) = —1 (resp. 0,1) em H
(resp. C, S), obtemos (3.18) (resp. (3.19)). |

Como vimos no Teorema 3.1.9, se uma curva X de (Q?, cuja curvatura nao se
anula, entao X admite evolugao autossimilar satisfazendo o FC se, e somente se, a
curva associada a X evolui de maneira autossimilar pelo FCI. Diante desse contexto,
¢ suficiente estudar o sistema de EDO relacionado com as solugoes autossimilares do
fluxo FC. Mas, em um caso especial, também usaremos o sistema de EDO relacionado
com as solugoes autossimilares do fluxo FCI para obter s6litons dos dois fluxos.

Note que, se uma curva X (s) de Q? satisfaz a equagio (3.5), entdao —X(—s)
também satisfaz a equagao para a mesma constante ¢ e vetor fixado v € R3. De fato,
defina X(s) = —X(—s). Dai, T(s) = T(—s), Y(s) = =Y (=s) e T (s) = —T"(—s).
Logo,
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k(s) = k(—s) = c+ (T(—s),v) = c+ (T(s),v).

Dessa forma, é suficiente estudar o comportamento das curvas X que estao na compo-

nente conexa de % com primeira coordenada negativa. Definimos

Q* ={(z,y,2) € Q* : v < 0}

Se X & uma curva em %, entao Y'(s) (a curva associada a X) estd na componente

conexa com primeira coordenada positiva, uma vez que, (X(s),Y(s)) = 1. Definimos

Qiz{(m,y,z) cQ*: x>0}

Nas obervagoes a seguir, vamos usar as Proposicoes 3.2.1 e 3.2.2 para compre-
ender a relagao entre uma solugao do sistema (3.12) com condi¢ao inicial satisfazendo

(3.9) e uma solugao autossimilar do fluxo FC em Q2.

Observagao 3.2.6 Se ¢(s) = (a(s),7(s),n(s)) é uma solu¢ao de (3.12) com condi¢ao
inicial ¥ (0) € H, isto é, satisfazendo 2a(0)n(0) + 72(0) = —1, entdo existe uma curva

X : I — Q% de curvatura
k(s) = c+a(T'(s),(—1,0,0))

que admite evoluc¢do autossimilar satisfazendo o FC. O triedro {X(s),T'(s),Y (s)} sa-
tisfaz n(s) X (s) + 7(s)T(s) + a(s)Y (s) = (—1,0,0) para todo s € I. Além disso, con-
siderando X (s) = (z1(s), x2(s), z3(s)), a fungdo a(s) = (X (s),(—1,0,0)) = z1(s) <0
(X ¢ uma curva de Q?) e |a(s)| representa a fungao altura Euclidiana de X (s) com
respeito ao vetor w = (1,0,0). Uma representagao grafica de |a(s)| para cada s é
dada na Figura 3.1, onde |a(s)| é o comprimento do segmento de reta na cor azul que

representa a fungao altura Euclidiana de X(s) com respeito ao vetor w = (1,0,0).

Observagao 3.2.7 Se ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) ¢ uma solugao de (3.12) com condigao

inicial 1(0) € H, isto é, satisfazendo 2a(0)n(0) + 72(0) = 0, entdo existe uma curva

Sitva, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



3.2. Solugoes Autossimilares dos Fluxos FC e FCI no Cone de Luz 87

Qz

Figura 3.1: Interpretagao geométrica de a(s) com X (s) em Q2 e vetor fixado (—1,0,0).

X : T — % de curvatura
k(s) = c+a(T(s),(=1,1,0))

que admite evoluc¢do autossimilar satisfazendo o FC. O triedro {X(s),T(s),Y (s)} sa-
tisfaz n(s) X (s)+7(s)T(s)+a(s)Y (s) = (—1,1,0) para todo s € I. Além disso, conside-
rando X (s) = (z1(s), z2(s), 23(s)), a fungao a(s) = (X(s), (—1,1,0)) = z1(s) +x2(s) <

0 (X é uma curva de Q%) e als)l

V2

respeito ao vetor w = (1,1,0)
|a(s)]
V2

representa a fungao altura Euclidiana de X(s) com respeito ao vetor w = (1,1,0).

representa a funcao altura Euclidiana de X (s) com

|o(s)]
V2

¢ o comprimento do segmento de reta na cor azul que

. Uma representagao gréafica de para cada s ¢

dada na Figura 3.2, onde

QZ

X(s)

Figura 3.2: Interpretagio geométrica de a(s) com X em Q? e vetor fixado (—1,1,0).

Observagao 3.2.8 Se ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) ¢ uma solugao de (3.12) com condigao

inicial ¥(0) € S, isto é, satisfazendo 2a(0)n(0) + 7%(0) = 1, entdo existe uma curva
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X : I = Q2% de curvatura

k(s) =c+ a(T(s),(0,0,1))

que admite evolugao autossimilar satisfazendo o FC. O triedro {X(s),T(s),Y (s)} sa-
tisfaz n(s) X (s) + 7(s)T(s) + a(s)Y(s) = (0,0,1) para todo s € I. Além disso, consi-
derando X (s) = (z1(s), z2(s), z3(s)), a funcao a(s) = (X (s),(0,0,1)) = x3(s) e |a(s)]
representa a altura Euclidiana de X (s) com respeito ao vetor w = (0,0, 1). Uma repre-
sentagao grafica de |a(s)| para cada s ¢ dada na Figura 3.3, onde |a(s)| ¢ o comprimento
do segmento de reta na cor azul que representa a fungao altura Euclidiana de X(s) com

respeito ao vetor w = (0,0, 1).

Figura 3.3: Interpretagao geométrica de a(s) com X(s) em Q2 e vetor fixado (0,0, 1).

Desta forma, o estudo da descricdo de uma solucao autossimilar X de Q? do
fluxo FC em @Q? é equivalente ao estudo do comportamento de uma solugao v(s) =

(a(s),7(s),n(s)) do sistema de equagoes diferenciais ordinarias

o'(s) =7(s),
7'(s) = [c + aT(s)]a(s) — n(s), (3.20)
n'(s) = —le+ar(s)|T(s),

para constante ¢ € R, a > 0 e (0) € HUC U S C R®, onde os conjuntos disjuntos
H, C e S sdo dados por (3.17) e as fungoes a(s), 7(s) e n(s) estao relacionadas com a
solugao autossimilar através da equagao (3.13) com e € {(—1,0,0),(—1,1,0),(0,0,1)}.

Sabemos da Proposi¢ao 3.2.2 que, dada uma solugao ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s))
do sistema (3.20) para constantes a,c € R, a > 0 e ¢(0) € HUC U S, existe uma
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curva X : I — @Q? cuja curvatura ¢ dada por k(s) = c+ at(s), isto ¢, X é uma solugao
autossimilar do fluxo FC. Assim, se 7(s) é uma funcdo constante, entdo a curvatura
de X é constante e segue da Proposigao 1.3.4 que X é uma codnica. Mas a fungao 7(s)

nao pode ser qualquer constante, mais precisamente temos o seguinte lema.

Lema 3.2.9 Seja 1(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solucao sistema (3.20) definida no
intervalo maximal I = (w_,w,), para constantes a > 0, ¢ € R e condigao inicial
Y(0) € HUCUS, onde os conjuntos H, C e S sio dados por (3.17). A fungdo

7(s) =0b, s € I onde b é uma constante, se e sé se, b € {—1,0,1} e I =R. Além disso,

i) Se b =0, entio ¥(s) = (ap,0,cag) € uma solugio singular, e 1(s) C H (resp.
C,S), sec<0 (resp. c=0,c>0).

ii) Se b? =1, entio (s) = (£s + ag, £,0) € S para todo s € R.

Demonstragao: Se b = 0, segue das duas primeiras equagoes do sistema (3.20) que
a(s) = ag en(s) = cap para todo s € I, isto é, ¥ (s) = (ayp, 0, cay), s € R é uma solugao
singular do sistema (3.20).

Se b # 0, segue das duas primeiras equagoes do sistema (3.20) que, [c+ab]a(s) =
n(s) e a(s) = sb+ ap, s € R. Usando a equagao 2a(s)n(s) + 72(s) = v, onde v €
{—1,0, 1}, obtemos que 2[c+abla?(s) = y—b?, isto &, a funcao 2[c+abla?(s) é constante.
Logo, b = —2 e 1(s) = 0 para todo s € R. Assim, b* = 1, isto é, 2a(s)n(s) +72(s) = 1.
Dessa forma, ¢1(s) = (—s + ag, —1,0) € S e ¥y(s) = (s + ap,1,0) € S, s € I sdo as

solugbes do sistema (3.20), onde 7(s) ¢ uma fun¢ao constante nao nula. |

Diante do exposto acima, vamos definir uma solugao trivial do sistema (3.20).

Defini¢ao 3.2.10 Uma solucao ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) do sistema (3.20) definida no
intervalo maximal I = (w_,w,), a > 0, ¢ € R e condi¢do inicial 1/(0) € HUC U S,
onde os conjuntos H, C' e S sdao dados por (3.17) é dita solucdo trivial se 7(s) é uma

funcao constante.

Observagao 3.2.11 Segue do Lema 3.2.9 e da Defini¢ao 3.2.10 que as solugoes singu-

lares do sistema (3.20) sdo também solugoes triviais de (3.20).

Veja que, se ¥(0) € H U C, a funcdo a(s) é nio positiva para todo intervalo

de solucdo, mas se 1(0) € S, a funcdo a(s) ndo possui sinal definido. Dessa forma,
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quando conveniente, alguns resultados vao incluir solugoes com condigoes iniciais no
conjunto H U C.. Para simplificar a escrita, podemos escrever 2a(s)n(s) + 72(s) = J se
¥»(0) € HUC, onde § = —1 ou § = 0.

Os proximos lemas trazem informagoes gerais sobre o sistema (3.20).

Lema 3.2.12 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,wy), para constantes a > 0, ¢ € R e condi¢do
inicial (0) € HUC U S, onde os conjuntos H, C' e S sdo dados por (3.17). Se so ¢
um ponto critico de a(s), entao sg € ponto de minimo (resp. mdximo) local de a(s) se,

e somente se, ca(sg) —n(sg) > 0 (resp. ca(se) —n(so) < 0). Em particular, vale que:
i) sec>0,(0) € HUC, entdo so € ponto de mdrimo global de o(s);

i) se c < 0, 9(0) € H, entio sy € ponto de minimo (resp. mdximo) local de a(s)

se, e somente se, 2ca®(sg) +1 < 0 (resp. 2ca’(so) +1>0);

iii) se c < 0, ¥(0)) € C, entdo sy € um ponto de minimo (resp. mdzimo) local de

a(s) se, e somente se, a(sg) <0 (resp. a(sg) =0).

Demonstragao: Seja sy um ponto critico de a(s), entdo 7(s¢) = 0. Segue da segunda

equagao do sistema (3.20) que

' (s0) = 7'(s0) = ca(so) — 1(s0).

Se existe sg € I tal que 7(sg) = 7'(s9) = a"(s9) = 0, entdo («(sp),0,ca(sy)) é uma
solugdo singular do sistema (3.20), o que contradiz a hipotese. Logo, a”(sg) # 0 e o
resultado segue.

i) Tomando ¢(0) € H U C, temos que a(s) < 0 e n(s) > 0 para todo s € I. Logo, se
Sp ¢ um ponto critico de a(s), ¢ > 0 e (a(sg),0,1(sp)) ndo ¢ uma soluc¢do singular do
sistema (3.20), entao o’ (sg) = ca(sg) — n(so) < 0. Dessa forma, qualquer critico de
a(s) ¢ um ponto de maximo local. Portanto, so é ponto de méaximo global de «(s).
i) Se ¥(0) € H temos que a(s) < 0, n(s) > 0 e 2a(s)n(s) + 7%(s) = —1 para todo

s € I. Logo, se ¢ < 0 e sy ¢ um ponto critico da fun¢ao a(s), entao 2a(so)n(sy) = —1e

1 2ca®(so) + 1
20(s9)  2af(sg)

a”(So) — COZ(S()) — 7](30) = COé(S()) +
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0 que prova ii).
ii) Se ¥(0) € C temos que a(s) < 0, 7(s) > 0 e 2a(s)n(s) +72(s) = 0 para todo s € I.

Logo, se ¢ < 0 e sp ¢ um ponto critico da fungao «(s), entdo 2a(sg)n(sg) =0 e

a”(s0) = ca(sg) — n(so)-

Como «(sg) e n(sp) ndo podem ser simultaneamente nulos, entdo sy ¢ um ponto de
méaximo local de «(s) se, e somente se, a(sg) =0, e sgp ¢ um ponto de minimo local de

a(s) se, e somente se, a(sg) < 0. |

Lema 3.2.13 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solucao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,wy), para constantes a > 0, ¢ € R e condigdo
inicial (0) € HUC U S, onde os conjuntos H, C e S sdo dados por (3.17). Suponha
que so seja um ponto critico den(s). Se c =0, entao n(s) € decrescente e so € um ponto

de inflexio de n(s). Se ¢ # 0, entdo [c+ a7 (s0)]7(so) = 0. Neste caso,

i) Se 7(sg) = 0, entdo sy € ponto de minimo (resp. mdximo) local de n(s) se, e

somente se, —c*a(sg) + cn(so) > 0 (resp. —c*a(so) + en(se) < 0).

iii) Se ¢+ at(sg) =0, entao sy € ponto de minimo (resp. mdzimo) local de 1n(s) se,

e somente se, cn(sg) < 0 (resp. cn(sg) > 0).

Demonstracao: Se ¢ = 0, segue da terceira equacao do sistema (3.20) que 7(s) é
sempre decrescente. Logo, qualquer ponto critico de 7n(s) é um ponto de inflexao.
i) Se ¢ # 0 e so um ponto critico de n(s) tal que 7(s¢) = 0, usando as equagdes do

sistema (3.20), obtemos que

0" (s0) = —cm'(50) — 2a7(50)7'(50) = —c7'(50) = —cax(s0) + en(so) # 0.

De fato, se existe so € I tal que 7(sg) = 1"(s0) = —c7'(s0) = 0, entao (a(sp),0,71(s0)) €
uma solugao singular do sistema (3.20), o que contradiz a hipotese. Logo, o resultado
segue.

c
i) Seja s um ponto critico de 7(s) tal que 7(sg) = ——. Derivando duas vezes a fun¢ao
a
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n(s), tomando valores em sq e usando as equagdes do sistema (3.20), obtemos que
0" (s0) = —c7'(s0) — 2a7(s0)7(80) = ¢7'(50) = —cn(so) # 0.
De fato, se ¢ # 0 e n(so) = ¢+ ar(sp) = 0, entao a(sg)n(se) =0 e
2a(s0)n(s0) + 7%(s0) = 72(s0) = .

Logo, ¥(sg) € S e ¢ = a®. Mas, se ¢ > 0, ¥1(s) = (—s, —1,0) & solucio de (3.20); e se
¢ <0, ¥s(s) = (s,1,0) é solugao de (3.20). O que conclui o resultado. [

Lema 3.2.14 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,wy), para constantes a > 0, ¢ € R e condi¢do
inicial (0) € HUC U S, onde os conjuntos H, C' e S sdo dados por (3.17). Se so €
um ponto critico de 7(s), entdo sy € ponto de minimo (resp. mdzimo) local de 7(s) se,
e somente se, T(so)[c + at(so)] > 0 (resp. 7(so)[c+ at(so)] < 0). Em particular, vale

que:
i) Se c=0, entao sy € ponto de minimo global.
ii) Se (0) € HUC, entdo ¢+ at(sq) < 0.
i) Sec>0 e(0) € HUC, entio sy € um ponto de minimo global.

Demonstragao: Seja s tal que 7/(s9) = 0, isto é, [c+aT(so)]a(so) = 1(sp). Derivando

duas vezes a fungao 7(s) e tomando valores em sq, obtemos que

"(s0) = at'(s0)a(so) + [c+ aT(s0)]7(s0) + [c + aT(s0)]7(0)

= 2[c+ at(s0)]7(s0).

Note que, 7(so) # 0, caso contréario, se 7(sg) = 0, entdo (a(sp), 0, ca(sy)) é uma solugao
singular do sistema (3.20).

Se ¢ # 0, entdo ¢+ at(sg) # 0. De fato, se ¢+ ar(sg) = 0, entao a(so)n(so) =0
e 2a(so)n(so) + 7%(s0) = 7(s0) = ;—Z. Logo, 1(sg) € S e ¢ = a®>. Mas, se ¢ > 0,
Y1(s) = (—s,—1,0) é solugao de (3.20); e se ¢ < 0, ¥a(s) = (s,1,0) & solucao de (3.20).
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Nos dois casos temos uma contradi¢ao ja que assumimos que a solu¢ao nao ¢é trivial.
Portanto, se ¢ # 0 segue o resultado.

i) Se ¢ = 0, temos que 7"(sg) = ar?(s) > 0. Assim, todo ponto critico de 7(s) ¢ um
ponto de minimo local. Portanto, so ¢ ponto de minimo global de 7(s).

i) Se sy ¢ um ponto critico de 7(s) e ¥(0) € H U C, entdo
[c 4+ a7 (s0)]a(s0) = n(so) > 0,

ja que 2a(s)n(s) +72(s) = —1 ou 0 em H U C. Portanto, ¢ + a7 (sy) < 0.

i) Se 1(0) € HUC, segue do item ii) que c+7(so) < 0. Usando que ¢ > 0, temos que

7(s0) < “f<oe [c + 7(s0)]7(s0) > 0 para qualquer ponto critico de 7(s). Portanto,
a

Sp € ponto de minimo global de 7(s). |

Lema 3.2.15 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,wy), para constantes a > 0, ¢ € R e condigao

inicial 1(0) € HUC U S, onde os conjuntos H, C e S sio dados por (3.17).
i) Se ¢ >0, entio a fungao T(s) tem no mdximo dois zeros.

ii) Se ¢ < 0, entdo a fungao T(s) tem um nimero infinito de zeros em J C I se,
e somente se, as fungoes a(s), 7(s) e n(s) tém wm nimero infinito de pontos

criticos em J.
i11) A fungdo ¢+ at(s) tem no mdzximo dois zeros.

Demonstragao: i) Note que, se ¢ > 0 e 7(5) > 0, entdo [c + a7(3)]7(5) > 0 para
cada s € I. Assim, segue do Lema 3.2.14 que nao existe nenhum maximo local de 7(s)
quando 7(s) > 0, isto é, se existe so € I tal que 7(s¢) = 0 temos que: se 7'(sg) > 0,
entdo 7(s) é crescente no intervalo (sg,w;); se 7'(sg) < 0, entao 7(s) é decrescente no
intervalo (w_, sg). Logo, a func¢ao 7(s) tem no méaximo dois zeros.

i) Segue do sistema (3.20) que os zeros da fungao 7(s) sdo pontos criticos de
a(s) e n(s). Observe que, se ¢ < 0, segue do Lema 3.2.14 que a funcdo 7(s) pode
assumir uma quantidade infinita de zeros, pois, podem existir méximos locais quando
0<7(s) < —2 e minimos locais quando 7(s) < 0. Assim, se ¢ < 0, entdo 7(s) tem

uma quantidade infinita de zeros se, e somente se, 7(s) tem uma quantidade infinita
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de extremos locais, isto é, um conjuntos infinito de pontos criticos. Logo, o resultado
segue.

iii) Veja que, se ¢ < 0 e ¢+ ar(s) > 0, entdo [c + ar(s)]7(s) > 0 para cada
s. Segue do Lema 3.2.14 que nédo existe méaximo local de 7(s) quando 7(s) > —2,
isto ¢, se existe so € I tal que ¢+ at(sg) = 0 temos que: se 7'(sg) > 0, entdo 7(s)
¢ crescente no intervalo (sg, w4 ); se 7'(sg) < 0, entdo 7(s) é decrescente no intervalo
(w_, s0). Logo, nesta situagao, a fungao ¢ + a7 (s) tem no maximo dois zeros. Quando
c>0e(0) € HUC, segue do item iii) do Lema 3.2.14 que a funcdo 7(s) tem no
maximo um ponto critico, assim, a fun¢ao ¢ + a7(s) tem no méximo dois zeros. Por
fim, se ¢ > 0 e ¥(0) € S, suponha por contradicdo que existem sy, so, s3 € I tais que
$1 < S92 < 83, c+ar(s1) = c+ar(se) = c+ar(s3) = 0 e c+ ar(s) # 0 para todo
s € (s1,82) U (s2,83). Segue do Lema 3.2.14 que 7(s) < 0 para todo s € (s, s3), pois,
7(s) nao possui méaximo local quando 7(s) é positiva. Veja também que, sq,$2 € S3
sdo pontos criticos de 7n(s). Se s; ¢ um ponto de méaximo local de 7(s), entao segue
do sistema de equagoes (3.20) e do Lema 3.2.13 que: n(s;) > 0, 7(s) é decrescente
em s1, so um ponto de minimo local para 7(s), n(s2) < 0, ¢+ ar(s) < 0 para todo
s € (s1,82), s3 ¢ ponto de maximo local de 7(s), n(s3) > 0 e ¢+ ar(s) > 0 para todo
s € (sg,83). Pelo Teorema do Valor Intermediario existem b € (s1, s2) e d € (s, s3) tais
que (b) = n(d) = 0. Usando a equagao 2a(s)n(s)+7%(s) = 1 e que 7(s) < 0 para todo
s € (s1,53), obtemos 7(b) = 7(d) = —1, ou seja, c—a < 0ec—a>0. O que é uma
contradicao. De maneira inteiramente analoga pode-se chegar a uma contradicao se s;
for um ponto de minimo local de 7(s). Portanto, a fungao ¢ + a7(s) tem no méaximo

dois zeros. [ |

Lema 3.2.16 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,w, ), para constantes a > 0, ¢ < 0 e condi¢do
inicial (0) € HUCUS, onde os conjuntos H, C e S sio dados por (3.17). Se 7(s)
tem um congunto infinito de zeros no intervalo (w_,s) (resp. (S,wy)) para qualquer
s € I fizado, entao as fungdes «(s), T(s) e n(s) sao limitadas no intervalo (w_,3s)

(resp. (S,wy)).

Demonstracao: Veja que, a fungao g(s) = ca(s) + n(s), s € I & decrescente em 1,

pois, ¢'(s) = —at?(s) para todo s € I. Sabemos do item 4) do Lema 3.2.15 que, as
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fungoes a(s), 7(s) e n(s) tém um namero infinito de pontos criticos quando 7(s) tem um
conjunto infinito de zeros. Dessa forma, seja (sg)ren C (w—,3S) tal que 7(s;) = 0 para
todo k € N, 7(s) # 0 para todo s € (Sgi1,Sk) € kgrfoo s = w_. Além disso, considere:
(S2k)ken O conjunto dos pontos de maximos locais de «(s); (Sog+1)en 0 conjunto dos
pontos de minimos locais de a(s); 8o € (Soxi1, Sox) 08 pontos de méaximos locais de
7(8) € Sopy1 € (Sakt2, Sop+1) 08 pontos de minimos locais de 7(s). Segue do Lema 3.2.14
que os pontos de maximos locais de 7(s) satisfazem 0 < 7(359;) < _2 para todo k € N
e0<7(s) < —2 para todo s € (Sok+1, Sok). De maneira analoga, seja (s;);en C (5, wy)
tal que 7(s;) = 0 para todo j € N, 7(s) # 0 para todo s € (sj,sj11) € jETOO S; = Wi
Além disso, considere: (sg;)jeny 0 conjunto dos pontos de maximos locais de af(s);
(S2;4+1)jen O conjunto dos pontos de minimos locais de a(s); S2; € (S2j41, S2j42) 08
pontos de maximos locais de 7(s) € S9j41 € (S2j42, S2j+3) 0s pontos de minimos locais
de 7(s). Segue do Lema 3.2.14 que os pontos de maximos locais de 7(s) satisfazem
0 < 7(895) < —g para todo k € Ne 0 < 7(s) < —g para todo s € (Sg;41, S2j+2). Para
continuar a demonstracdo vamos separar nos seguintes casos: ¥(0) € HUC e ¢(0) € S.

Sabemos que, se ¥(0) € H U C, entdo as) < 0 e n(s) > 0 para todo s € I.
Assim, a func@o decrescente g(s) = ca(s) + n(s) é nao negativa, limitada no intervalo
(S,wy), e

0<cals) <g(s) <g(5) e 0<mn(s)<g(s) <g(s)

para todo s > 3, ou seja, as fungoes a(s) e n(s) sdo limitadas em (5,w,), e pela
equagao 2a(s)n(s) + 7%(s) = 4, onde § € {—1,0}, temos também que 7(s) é limitada.
Afirmamos que a(s) ¢ limitada no intervalo (w_,3s). De fato, suponha por contradigao

que a sequéncia dos valores minimos de a/(s), (a(sax41))ren seja ilimitada. Se(0) € H,

1 1
entao pelo item #2) do Lema 3.2.12 temos que «afs < ———=ea(sy) > ——
p ) q ( 2k+1) \/—_26 ( 2k> \/—_26
. , . 1
para todo k € N, isto é, existe tor, € (Sopr1, Sox) tal que a(tor) = _\/—_20 para todo

k € N. Se 1(0) € C, entdo pelo item iii) do Lema 3.2.12 temos que a(sapy1) < 0 e
a(ser) = 0 para todo k € N, e a(sor+3) < asay1) para todo k € N, pois, g(s) =
ca(s) +n(s) é decrescente e 1(soy1) = N(Sokr3) = 0 para todo k € N. Assim, existem
1
ko € Nety € (s , Soi) satisfazendo a(ts,) = ——— para todo k > ky. Como
0 ok € (S2k+1, S2k) Z (tox) NET: p 0
2a(s)n(s) +72(s) = 6, onde 6 € {—1,0} e 0 < 7(s) < _ para todo s € (Sgkt1, Sok),
a

entao (n(tax))k>k, também é limitada para todo k € N. Logo, (g(tar))k>k, ¢ limitada e
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monotona. Portanto, g(s) ¢ limitada e 0 < ca(s) < g(s) para s € (w_,3), o que & uma
contradi¢do, pois, supomos que «(s) era ilimitada. Logo «(s) é limitada no intervalo

(w_,3S). Segue da equagao 3.19 do Lema 3.2.5 que

e+ a7‘(§2k)]2[1 + 7%(S91)] se $(0) e T,

n*(80k) =

e+t a7’(§22k)]7'2(§2k) w 90T

isto €, (n(Sax))ken ¢ limitada. Como ja provamos que a(s) ¢ limitada em (w_,3), temos
que g(89x) = ca(Sax) + n(S2x) € limitada para todo k € N. Logo, (g(Sax))ren € limitada
e monotona. Dessa forma, g(s) é limitada, 0 < ca(s) < g(s), 0 < n(s) < g(s) para
s € (w_,3). Portanto, as fungoes a(s), n(s) e 7(s) sdo limitadas no intervalo (w_,3).

Por fim, vamos estudar o caso em que 1(0) € S. Se sq satisfaz 7(so) = 0, entdo
2a(so)n(so) = 1. Assim, segue dos Lemas 3.2.12 e 3.2.13 que, se a(sg) > 0 (resp.
a(sg) < 0), entdao n(sg) > 0 (resp. n(sg) < 0) e sp é ponto de maximo (resp. minimo)
local para as fungoes a(s) e n(s).

Afirmagao: se sy, Sy € I, sp < Sp sdo pontos de maximos ou pontos de minimos de «(s)

1
(resp. n(s)), entao a(sg) < a(Sg) (resp. n(so) > 1(Sp)). De fato, como n(sg) = 20(5)’
0
1
n(so) = 50 e a funcao g(s) = ca(s) +n(s) é decrescente, temos que g(s9) > ¢(So) €
alSo

2ca®(sg) + 1 S 2ca®(5g) + 1
2a(s0)  —  2a(30)

Como a(sp)a(Sg) > 0, obtemos

2ca(so)a(So) [a(s0) — a(S0)] = also) — a(50).

Se a(sg) > a(3p), temos que 2ca(sg)a(Sy) > 1, o que é uma contradigao, pois ¢ < 0 e

1
a(so)a(sg) > 0. Logo, a(sg) < a(5g). De maneira similar, usando que, a(sg) = 2n(s0)’
NS0
1
50) = > g(3p), obt
a(So) 2(55) e g(so) > g(50), obtemos que

c+2(s0) _ ¢+ 20*(%0)
2(s0)  —  2n(S0)
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Como 7n(so)n(Se) > 0, obtemos

2n(s0)n(S0) [n(s0) = n(S0)] = c¢[n(so) — n(s0)] -

Se n(so) < n(30), temos que 2n(so)n(Sp) < ¢ < 0, o que é uma contradi¢do, pois,
n(so)n(S0) > 0. Logo, n(se) > n(3p). O que conclui prova a Afirmagao.
Seja (Sg)keny C (w—,3S) tal que 7(sg) = 0 para todo k € N. Segue da afirmagao

que os valores de maximos locais de a(s) e os valores de minimos locais de 7(s) s@o
limitados, isto ¢, 0 < a(sa) < a(s2) e 0 > n(saky1) > n(s1) para todo k € N. Além
disso, existe tor, € [Sar+1, S2x] tal que a(tay) = a(sy) para todo k € N. Sabemos que 7(s)
também ¢é limitada no intervalo [soy11, Sox] € assim, 7(t9;) € limitada para todo k € N e
segue da equagao 2a(s)n(s)+7%(s) = 1 que n(tg;) também é limitada para todo k € N.
Dessa forma a sequéncia (g(tox))reny ¢ monétona e limitada, e consequentemente a
fungao g(s) é limitada em (w_,3), ou seja, |g(s)] < M para todo s < 3, onde M € R™.
Assim,

|co(san1)| < 9(S2r41)] 4 [n(s2611)| < [nls1)| + M,

[n(s2k)] < |g(s2k)| + |ea(sai)| < M + [c|a(s2)

para todo k € N, ou seja, os valores de minimos locais de a(s) e os valores de maximos
locais de n(s) também sdo limitados. Logo, as fungbes a(s) e n(s) sdo limitadas em
(w_,3), e segue da equagao 2a(s)n(s) + 72(s) = 1 que 7(s) também ¢é limitada neste
intervalo. De maneira analoga, seja (s;)jen C (5,wy) tal que 7(s;) = 0 para todo
j € N. Segue da afirmagao que os valores de minimos locais de a(s) e os valores de
maximos locais de 7(s) s@o limitados, isto &, a(s1) < a(szj+1) <0 en(sz) > n(se;) >0
para todo j € N. Além disso, existe to; € [sgj11, S2j4+2] tal que a(ty;) = a(s2) para
todo j € N. Sabemos que 7(s) também é limitada no intervalo [saj41, S2j12] € assim,
7(t2;) ¢ limitada para todo j € N e segue da equagao 2a(s)n(s) +72(s) = 1 que n(tq;) é
limitada para todo j € N. Dessa forma, a sequéncia (g(t2;));en € monétona e limitada,
e consequentemente a fungao g(s) é limitada em (5, w, ), ou seja, |g(s)| < M para todo

s >3, onde M € RT. Assim,

lca(sa;)] < 1g(s25)| + [n(s25)] < m(s2) + M,
1N(s2541)| < |g(s2j41)| + |ca(s2j41)] < |eca(sy)| + || M

Sitva, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



3.2. Solucoes Autossimilares dos Fluxos FC e FCI no Cone de Luz 98

para todo j € N, ou seja, os valores de maximos locais de «(s) e os valores de minimos
locais de 7(s) sao limitados. Logo, as fungdes a(s) e n(s) s@o limitadas em (5, w,), e

segue da equagao 2a(s)n(s) + 72(s) = 1 que 7(s) ¢ limitada neste intervalo. |

Lema 3.2.17 Seja (s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solucao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,wy), para constantes a > 0, ¢ € R e condi¢do

inicial ¥(0) € HUC U S, onde os conjuntos H, C e S sio dados por (3.17).

i) Se ¢ > 0, entao existem sy,s9 € [ tais que as fungoes af(s), 7(s) e n(s) sao

mondtonas nos intervalos (w_, s1) e (Sg,wy ).

ii) Se ¢ < 0 e pelo menos uma das fungoes a(s), 7(s) e n(s) € ilimitada em (w_,3)
(resp. (S,wy)) para qualquer s € I fixado, entao existe s; € (w_,3) (resp. sg €
(S,wy)) tal que as funcoes a(s), 7(s) e n(s) sdo mondtonas em (w—,s1) (resp.

(32,w+)).

Demonstragao: i) Se ¢ = 0, segue do item i) do Lema 3.2.14 que a fungdo 7(s) tem
no méaximo um ponto critico. Logo, 7(s) tem no maximo dois zeros, isto é, as fungoes
a(s) e n(s) tem no maximo dois pontos criticos. Portanto, quando ¢ = 0 a propriedade
i) se verifica. Se ¢ > 0, segue dos itens i) e i7) do Lema 3.2.15 que as fungoes 7(s)
e ¢+ ar(s) tétm no maximo dois zeros. Assim, segue do sistema (3.20) que a fungado
a(s) tem no méaximo dois pontos criticos e a fungao 7(s) tem no maximo quatro pontos
criticos. Afirmamos que 7(s) tem no méaximo trés pontos criticos. De fato, suponha
por contradi¢do que sp, S2, 83 € S4 sejam quatro pontos criticos consecutivos de 7(s),
isto é, 7'(s) # 0 para todo s € (s1,52) U (s2,53) U (83, 54). Segue do Lema 3.2.14 que
7(s) nao possui maximo local quando 7(s) > 0, pois, [c + 7(s)]7(s) > 0 se 7(s) > 0.
Assim, 7(s) < 0 para todo s € [s1, s4] e segue do Lema 3.2.14 que c+ar(s;) > 0se s; é
ponto de méximo local de 7(s) e ¢+ a7(s;) < 0 se s; € ponto de minimo local de 7(s),
onde i € {1,2,3,4}. Mas, isso implica que a fungao ¢ + at(s) tem trés zeros, o que
contradic¢@o, pois, pelo item %) do Lema 3.2.15 a funcdo ¢ + a7(s) possui no maximo
dois zeros. Logo, 7(s) tem no méaximo trés pontos criticos. Portanto, existem sq, sy € 1
tais que as fungoes a(s), 7(s) e n(s) sdo mondtonas nos intervalos (w_, s1) e (s2,wy ).

i) Segue do Lema 3.2.16 que, se alguma das fungoes a(s), 7(s) e n(s) ¢ ilimitada

em (w_,s) (resp. (S,wy)), entdo 7(s) tem no méximo um namero finito de zeros
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em (w_,S) (resp. (3,wy)). Dai, segue do item i) do Lema 3.2.15 que as fungoes
a(s), 7(s) e n(s) tem um ntmero finitos de pontos criticos em (w_,3) (resp. (5, w,)).
Portanto, existe s; € (w_,3) (resp. sy € (5,wy)) tal que as fungoes a(s), 7(s) e n(s)

sdo monotonas em (w_, s1) (resp. (sg,wy)). |

Lema 3.2.18 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,wy), para uma constante a > 0, ¢ € R e
condigdo inicial 1(0) € HUCUS, onde os conjuntos H, C e S sdo dados por (3.17).
Seja s € 1.

i) Se a fungao a(s) € limitada no intervalo (w—,3), entdo as fungées T(s) e n(s) sao
limitadas no intervalo (w—,s) e w_ = —oo.

ii) Se a funcdo afs) € limitada no intervalo (5,wy ), entdao as funcoes 7(s) e n(s) sao
limitadas no intervalo (S,wy) € wy = +00.

iii) Se a funcao n(s) € limitada no intervalo (w_,3), entdo 7(s) € limitada no intervalo
(W_,3) ew_ = —0

iv) Se a fungao n(s) € limitada no intervalo (5,w,), entao 7(s) € limitada no intervalo

(5,wy) € wy = +00.

Demonstragao: Antes de iniciar a prova dos itens, veja que, se a(s) # 0,
n(s) # 0, [c+ ar(s)]7(s) # 0 e 2a(s)n(s) + 72(s) = v, onde v € {—1,0,1}, entao

usando as equagoes do sistema (3.20), obtemos que

d
_(7-2<3)) 2/()() () B 2()
ds T(S)T(s n(s v —72(s
- = —a(s) + 2~ _a(s) + ,
gy HeF eI ¢+ ar(s) 2a(s)[c + a7(s)
ou ainda,
d
z ") g
ds v T(S
T =—als) + — ; : (3.21)
% (2n(s)) 2a(s)le a0 [@ + a}

i) Seja a(s) limitada no intervalo (w_,s). Suponha por contradi¢ao que 7(s) seja

ilimitada em (w_,3). Segue do Lema 3.2.17 que existe s; € (w_,3) tal que as fungoes
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a(s), 7(s) e n(s) sdo monotonas em (w_, s1). Assim,

lim 7(s) = +o0, lim 7(s)[c+ar(s)] =+oc0 e 7'(s) = —[c+ar(s)]r(s) <0

S—w_ S—w_
para todo s < s;. Logo, segue da equagao 2a(s)n(s) + 72(s) = 7, onde v € {—1,0, 1}
que 7(s) também é ilimitada, lim 7(s) = +oo e lim n(s)a(s) = —oo, ou seja, existe
S—w—_ S—wW—_
5 tal que a(s) < 0 para todo s < 5.
Se lim 7(s) = —oo, pela monotocidade da fungao 7(s) podemos tomar 35; de
S—w—

forma que 7/(s) > 0, y—7%(s) < 0 e c+a7(s) < 0 para todo s < 51, onde v € {—1,0,1}.

Assim, a(s)7'(s) < 0 e usando a equagao (3.18) do Lema 3.2.5, obtemos que

2
a(s)7'(s) = [e+ar(s)|a*(s) — 5 + - 2(3) <0,
ou ainda,
_ 2
o2(s) > 12T g
c+ar(s)
para todo s < 351, o que é uma contradi¢do, pois supomos que lim 7(s) = —oo e a(s)
S—w_

¢ limitada.

Suponha que sl_lgl 7(s) = +oo. Dessa forma, podemos tomar s; € (w_,3) de
forma que a(s) é crescellte em (w_, s1), como estamos supondo que «a(s) ¢ limitada,
temos que 81_13)1 a(s) =L,onde L€ R™ e sl_ig;l, a(s)[c+ ar(s)] = —oo. Logo, segue da

equagao (3.21) que

d , 4 5
i 40
T d—(QU(S))

e usando a regra de L’Hospital

d
N O )
S—w_ 2 (5) S—w—_ d

! - (20(s))

= +00.

Logo, segue da equagao 2a(s)n(s) + 72(s) = v, onde v € {—1,0,1} que

lim a(s) = lim 7 = —0
S—w— S—rw— 277(8) 277(8) 7

o que é uma contradi¢do, pois, por hipotese «(s) é limitada em (w_,3). Portanto, 7(s)
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é limitada em (w_,3).
Seja M > 0 tal que |7(s)| < M para todo s € (w_,3). Usando a terceira equagao

do sistema (3.20), obtemos que

In(s) —n(s)| = ‘— /s[c—l— T(u)|T(u)du| < (]c\M + aM2> (53— )

para todo s < 5. Como I é um intervalo maximal, temos que qualquer solucao do
sistema (3.20) escapa de conjuntos compactos de (w_,5) x R3 entdo w_ = —oo0.

Para concluir a demonstragao, vamos provar que 7(s) é limitada. Suponha por
contradigao que 7(s) seja ilimitada, isto é, SE{Iloon(s) = Fo00, entao pelo Lema 3.2.17
podemos escolher s; de forma que as fungdes a(s), 7(s) e n(s) sejam mondtonas em
(—00, 81). Assim, os limites lim «(s) e SEI_IIOOT(S) existem,

S§—>—00

lim [c+ a7(s)]a(s) —n(s) = Foo,

S§—>—00

e a integral impropria

/ ’ 7w du = 7(3) — lim 7(s)

- s—r—00
é convergente, o que é uma contradi¢do, pois, 7'(s) = [c+ a7 (s)]a(s) — n(s). Portanto,
n(s) também é limitada no intervalo (—oo, 3).

it) De maneira analoga ao item i), seja a(s) limitada no intervalo (5, wy). Su-
ponha por contradi¢do que 7(s) seja ilimitada em (3,w, ). Segue do Lema 3.2.17 que
existe sy € (S,w;) tal que as fungoes a(s), 7(s) e n(s) sdo mondtonas em (sq2,w ).
Assim,

lim 7(s) = +oo, lim 7(s)[c+a7(s)] =+o0, e 7'(s)=—[c+ar(s)]T(s) <0

S—w4 S—w4

para todo s > s5. Logo, segue da equagao 2a(s)n(s) + 72(s) = v, onde v € {—1,0,1}

que 7(s) também é ilimitada, lim 7(s) = —oco e lim 7n(s)a(s) = —oo, ou seja, existe 5o
S—w4 S—w4
tal que a(s) > 0 para todo s > S > s9. Se lim 7(s) = —o0, segue da monotocidade da
S—W4

fungao 7(s) que podemos tomar 5, de forma que 7/(s) < 0, y—7%(s) < 0 e c+at(s) <0

para todo s > S, onde v € {—1,0, 1}. Assim, a(s)7'(s) < 0 e usando a equagao (3.18)
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do Lema 3.2.5, obtemos que

2
a(s)7'(s) = [c + ar(s)]a%(s) — % + 2 és) <0,
ou ainda,
2
c+ar(s)
para todo s < Sy, 0 que é uma contradi¢do, pois supomos que lim 7(s) = —oo e a(s)
S—w4

¢ limitada.

Suponha que sl_lgl 7(s) = +o00. Dessa forma, podemos tomar sy € (5,wy) de
forma que a(s) é cresce;lte em (s9,w, ), como estamos supondo que «(s) é limitada,
temos que sl—i>r£+ a(s) =L, onde L € RT e Sl_i)ri a(s)[c + at(s)] = +oo. Logo, segue da

equacao (3.21) que

d

7 (7°(9)
lim j— = —00
S—w

- 2(s)
e usando a regra de L’Hospital
d 5
2(s) 7 (7))

lim = lim
S—w4 2’)7(5) S—w4 d
— (2
< (29(s))

Dessa forma, segue da equagao 2a(s)n(s) + 72(s) = v, onde v € {—1,0,1} que

lim a(s) = Jim 5 — 5
im a(s) = lim =
S—w4 S—w4 277(8) 277(8)
o que é uma contradi¢do, pois, por hipotese «(s) é limitada em (5, w, ). Portanto, 7(s)
é limitada em (5, w, ).

Seja M > 0 tal que |7(s)| < M para todo s € (5,w; ). Usando a terceira equagao

do sistema (3.20), obtemos que

In(s) —n(s)| = ‘—/S[C—i- 7(uw)]T(u)du| < (]c\M + aM2> (s —3)

para todo s > 5. Como [ é um intervalo maximal, temos que qualquer solugao do
sistema (3.20) escapa de conjuntos compactos de (5, w, ) x R3, entdo w, = +oo.

Para concluir a demonstragao, vamos provar que 7(s) é limitada. Suponha por
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contradigao que 7(s) seja ilimitada, isto é, hI_El n(s) = +oo, entao pelo Lema 3.2.17
S—+00
podemos escolher sy de forma que as fungoes «(s), 7(s) e n(s) sejam mondtonas em

(s2,+00). Assim, os limites lim «(s) e lim 7(s) existem,
S§——+00 S§——+00

lim [c+ a7(s)]a(s) —n(s) = Foo,

s§—400

e a integral impropria

/ T wdu = tim (s) - 7(3)

3 S——+00
¢ convergente, o que ¢ uma contradi¢do, pois, 7'(s) = [c+ a7(s)]a(s) — n(s). Portanto,
n(s) também ¢ limitada no intervalo (3, +00).

iii) Seja n(s) limitada no intervalo (w_,3). Suponha por contradi¢do que 7(s)
seja ilimitada (w_,3s). Segue do Lema 3.2.17 que existe s; € (w_,3) tal que as fungoes
a(s), 7(s) e n(s) sao mondtonas em (w_,s;). Assim, Sl_ig{ 7(s) = £oo e segue da
equagao 2a(s)n(s) + 72(s) = v, onde v € {—1,0,1} que a(s) também ¢ ilimitada,
lim a(s) =+oo e

S—w_

lim 7(s) = lim [c + a7(s)]a(s) — n(s) = too.

S—rw— S—wW_

Usando a regra de L’Hospital, obtemos que

2 2 !
lim — (s) _ lim r(s) lim 7'(s) = +o0.
S—w_ 2@(3) S—w_ 27’(3) S—w_

Logo, segue da equagao 2a(s)n(s) + 72(s) = v, onde v € {—1,0,1} que

T2 -
= OO’
(s)

sgrogl_ 7’](8) - sl~1>IuIJl_ 2&(8) - 2¢

o que é uma contradi¢do, pois, por hipotese 7(s) é limitada em (w_,3s). Portanto, 7(s)
¢ limitada em (w_,s). Seja M > 0 tal que |7(s)| < M para todo s € (w_,5). Usando

a primeira equagao do sistema (3.20), obtemos que

/SST(u)du

para todo s < 5. Como [ é um intervalo maximal, temos que qualquer solu¢ao do

la(3) — a(s)| = < M(5—s)

sistema (3.20) escapa de conjuntos compactos de (w_,5) x R3, entao w_ = —o0.
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iv) De maneira anédloga ao iii), seja n(s) limitada no intervalo (3,wy). Supo-
nha por contradigdo que 7(s) seja ilimitada (5,w,). Segue do Lema 3.2.17 que existe
Sy € (S,wy) tal que as fungdes a(s), 7(s) e n(s) sdo mondtonas em (s9,wy). Assim,
lim 7(s) = +oo e segue da equagao 2a(s)n(s) + 7%(s) = v, onde v € {—1,0,1} que

S—w4

a(s) também é ilimitada, lim a(s) = too e
S—rw4

lim 7'(s) = lim [c + a7(s)]a(s) — n(s) = oo.

S—W4 S—rw4
Usando a regra de L’Hospital, obtemos que

2 2 /
lim ~ s) _ lim 2(e)r(s) lim 7/(s) = +o0.
s—wy 2@(3) s—wy 27‘(5) s—wy

Dessa forma, segue da equagdo 2a(s)n(s) + 72(s) =, onde v € {—1,0,1} que

7_2

()

I = i -
s—1>IoIJ1+ T/(S) 3—1>Iurfl+ 2&(8) 2c

o que é uma contradigao, pois, por hipotese n(s) é limitada em (3, w, ). Portanto, 7(s)
¢ limitada em (5,w, ). Seja M > 0 tal que |7(s)| < M para todo s € (5,w;). Usando

a primeira equagao do sistema (3.20), obtemos que

|

para todo s > 5. Como I é um intervalo maximal, temos que qualquer solucao do

|a(s) — a(s)] = < [M|(s =)

sistema (3.20) escapa de conjuntos compactos de (5, w; ) x R3, entdo w, = +oo. N

Antes de mostrar outro resultado para o sistema (3.20), vamos apresentar o
Lema de Barlatat. Um resultado muito 1til para o estudo qualitativo de EDOs. Esse
resultado pode ser encontrado no livro de analise real de Lima [19] na pagina 296

(exercicio 22) e também no livro dos autores Slotine e Li [26] na pagina 123.

Lema 3.2.19 (Lema de Barbalat) Seja f : [sg,+00) C R — R wma fungao dife-

rencidvel tal que, existe lim f(s) e f'(s) € uniformemente continua. Entdo
s§—+00

lim f'(s) = 0.

s$—+00
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Lema 3.2.20 Seja ¢ (s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,wy), para constantes a > 0, ¢ # 0 e condi¢ao

inicial 1(0) € HUC U S, onde os conjuntos H, C e S sio dados por (3.17).

i) Se a(s) en(s) sao limitadas no intervalo (w_,3) para qualquers € I fizado, entdo

w_=—o00, lim 7(s)=0¢e lim 7/'(s) =0.
S——00

§——00
it) Se a(s) en(s) sao limitadas no intervalo (3,w,) para qualquers € I fixado, entao

wy =400, lim 7(s)=0e lim 7'(s)=0.
s S—+00

—+00

Demonstracao: Defina g(s) = ca(s) +n(s), s € I. Usando que ¢ # 0 e as equagoes
do sistema (3.20), temos que ¢'(s) = —at?(s) e g(s) é decrescente para todo s € I.

i) Supondo que a(s) e n(s) sejam limitadas no intervalo (w_,s) para s € I
fixado. Segue do item i) do Lema 3.2.18 que, 7(s) é também limitada em (w_,3) e
w_ = —oo. Assim, a fun¢do g(s) é decrescente e limitada em (—o00,3) e sgr_noog(s)

existe. Veja que ¢'(s) é uniformemente continua em (—o0,3), pois,
g"(s) =27 (s)7(s) = 27(s)[c + aT(s)]a(s) — 27(s)n(s)

¢ limitada em (—00,3). Assim, usando o Lema de Barbalat, obtemos que lim ¢'(s) =
s——00
0. Como ¢'(s) = —ar?(s), concluimos que lim 7(s) = 0. Para finalizar, veja que,
S——00

derivando a funcao 7/(s) e usando o sistema (3.20), obtemos que

(s) = er'(s)a(s) + [c+ ar(s)]/(s) —n'(s)

= [ca®(s) + 27(s)][c + aT(s)] — ca(s)n(s)

e 7"(s) é também limitada em (—o0,3). Logo, 7/(s) é uniformemente continua em

(—00,5). Ja mostramos que lim 7(s) = 0, entdo pelo Lema de Barbalat 3.2.19
S§——00
. / o
SEI_HOOT (s) = 0.

ii) De maneira analoga ao item i), suponha que a(s) e n(s) sejam limitadas
no intervalo (5,wy) para s € [ fixado. Segue do item i) do Lema 3.2.18 que, 7(s) é
também limitada em (5, wy) e wy = +00. Assim, a fungao g(s) é decrescente e limitada
em (3,4+00) e SEIJPOOg(s) existe. Veja que ¢'(s) é uniformemente continua em (3, +00),
pois,

g"(s) =27 (s)7(s) = 27(s)[c + aT(s)]a(s) — 27(s)n(s)
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¢ limitada em (5, +00). Usando o Lema de Barbalat 3.2.19, obtemos que liI_iI_l g'(s) =
S—+00

0. Como ¢'(s) = —ar?(s), concluimos que liljrn 7(s) = 0. Para finalizar, veja que,
S—r—+00

derivando a fungao 7'(s) e usando o sistema (3.20), obtemos que

(s) = cr'(s)a(s) + [c+ aT(s)]d/(s) — ' (s)

= [ca®(s) + 27(s)][c + a7(s)] — ca(s)n(s)

e 7"(s) é também limitada em (5, +00). Logo, 7/(s) é uniformemente continua em

(5, +00). Ja mostramos que ligrn 7(s) = 0, entdo pelo Lema de Barbalat 3.2.19
S—r1+00

lim 7'(s) = 0. [ |

S——+00

Lema 3.2.21 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,w, ), para constantes a > 0, ¢ # 0 e condigdo

inicial ¥(0) € HUC U S, onde os conjuntos H, C e S sio dados por (3.17).

i) Sen(s) € limitada e a(s) ilimitada no intervalo (w_,3) para qualquers € I fizado,

entio w_ = —oo, lim n(s) =0, lim c+ar(s)=0.
§——00 §——00

ii) Sen(s) € limitada e a(s) ilimitada no intervalo (3,w, ) para qualquers € I fizxado,

entio wy = +oo, lim 7n(s) =0, lim c+ ar(s)=0.
S$——+00 s——+00

Demonstracao: i) Segue do Lema 3.2.17 que se a(s) ilimitada no intervalo (w_,3),
entdo existe s; € (w_,3S) tal que as fungoes a(s), 7(s) e n(s) sdo monodtonas em (w_, s1).

Se n(s) é limitada em (w_, s1), segue do item 4ii) do Lema 3.2.18 que 7(s) é limitada

em (w_,$1) e w_ = —oo. Assim, as fungdes 7(s) e n(s) sdo monotonas e limitadas, e
os limites lim 7(s) e lim n(s) existem. Logo, lim 7'(s) = — lim 7(s)[c + ar(s)]
S§——00 S§——00 S——00 S§——00

também existe e entdo, lim 7(s)[c + a7(s)] = 0. Suponha que lim 7(s) = 0. Dessa
s§——00 s——00
forma,

lim 7'(s) = lim [c+ 7(s)]a(s) —n(s) = oo

S§——00 S§—>—00

e a integral impropria

/_81 (uw)du = 7(s1) — lim 7(s) = 7(s1),

00 §—>—00

o que é uma contradi¢do. Portanto, lim [c+a7(s)] = 0. Além disso, usando novamente
S——00

Sitva, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



3.2. Solugoes Autossimilares dos Fluxos FC e FCI no Cone de Luz 107

que a(s) é ilimitada e a equagao 2a(s)n(s)+7%(s) =7, onde v € {—1,0, 1}, concluimos
que lim n(s) =0.
s§——00

it) De maneira analoga, segue do Lema 3.2.17 que se «(s) ilimitada no intervalo
(5,wy ), entdo existe s € (5,w,) tal que as fungoes a(s), 7(s) e n(s) sdo mondtonas em
(s2,wy4). Sen(s) ¢ limitada em (sq,w, ), segue do item 7v) do Lema 3.2.18 que 7(s) ¢ li-
mitada em ($2,w, ) e wy = 400. Logo, as fungdes 7(s) e 7(s) sdo monodtonas e limitadas,
e os limites SETOO 7(s) e SETOO n(s) existem. Assim, Sginoo n'(s) = sginooT(s)[c—l—aT(s)]
também existe e entao, lilf 7(s)[c + a7(s)] = 0. Suponha que li]in 7(s) = 0. Dessa

S—+00 S—+00

maneira,

lim 7'(s) = lim [c+ 7(s)]a(s) — n(s) = £oo

s——400 s—400

e a integral impropria

+o0
/ 7'(u)du = lim 7(s) — 7(s2) = —7(s2),

s—+00

o que é uma contradi¢ao. Portanto, lim [c+a7(s)] = 0. Além disso, usando novamente
S$—+00

que a(s) ¢ ilimitada e a equagdo 2a(s)n(s) + 7%(s) = v, onde v € {—1,0, 1}, obtemos
que lim n(s) = 0. |

s——+00

Ao longo desse capitulo também vamos usar com frequéncia um resultado de
equacoes diferenciais ordinérias, que aplicado ao nosso contexto, diz o seguinte: se
I = (w_,wy) € o intervalo maximal de uma solugao 1 (s) = (a(s), 7(s),n(s)) do sistema
(3.20) com alguma condicao inicial fixada e existe p € R3 tal que kl_i)r& (s) =p, entao
wy = 400 e P(s) = p, s € R é uma solu¢do singular do sistema (3.20). Vale um
resultado similar se trocarmos w, por w_. Para mais detalhes, veja [27] e [25].

Para estudar o sistema (3.20) vamos separar nos casos onde ¢ = 0, ¢ < 0 e ¢ > 0.

3.2.1 Solitons do Fluxo de Curvatura no Cone de Luz

Nesta subsecdo, estudamos o caso ¢ = 0, ou seja, os solitons do fluxo FC em Q2.
O sistema (3.20) ndo possui solucdo singular no conjunto H U S. Inicialmente,
estudamos as solucoes do sistema (3.20) com ¢ = 0, a > 0 e condigdes iniciais em H.
Relembramos também que, nesse conjunto, a(s) < 0 e n(s) > 0 para todo s € I. O

proximo lema afirma que, sempre existe um tnico ponto critico de a(s) para qualquer
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solugao nao trivial com condigao inicial no conjunto H.

Lema 3.2.22 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazximal I = (w_,wy) para constantes a > 0, ¢ = 0 e condi¢ao
inicial (0) € H, onde o conjunto H ¢ dado por (3.17). Entdo existe um 1inico ponto
critico so para a fungao «(s) que € ponto de mdzimo global e a(s) é mondtona nos

intervalos (w_, sg) e (So,wy ).

Demonstragao: O item 7) do Lema 3.2.12 garante a unicidade do ponto critico de
a(s), entdo vamos mostrar a existéncia. Suponha por contradi¢ao que a(s) nao possui
nenhum ponto critico, entdo, segue da primeira equagao do sistema (3.20) que, ou
7(s) > 0 ou 7(s) < 0 para todo s € I.

Se 7(s) > 0, entdo «a(s) é negativa em H e estritamente crescente para todo
s € I e n(s) é positiva e decrescente para todo s € I. Assim, os limites lim af(s),

S—w4

Sliror} n(s) existem e consequentemente o Slirogl 7(s) existe, pois, —2a(s)n(s) = 7%(s) + 1.
LogJ(r), existe p € H tal que Sl_l)rg}l P(s) = p. gendo assim, w, = +00 e p é uma solugao
singular do sistema. O que é uI; absurdo, pois, nao existe solu¢ao singular do sistema
(3.20) no conjunto H quando ¢ = 0.

Se 7(s) < 0, entdo o/(s) < 0 e «a(s) é estritamente decrescente, para todo
s € I. Ja que a(s) < 0, entdo a fungdo «(s) ¢ limitada e monotona no intervalo
(w_,3) para qualquer s € I fixado e Sl_i}rilﬁ a(s) existe. Assim, segue do item i) do
Lema 3.2.18 que, as fungoes 7(s) e n(s) sao limitadas no intervalo (w_,3) e w_ = —o0.
Usando o Lema 3.2.20 temos que SEI_IIOOT(S) =0e sgr_noo 7'(s) = 0 e segue da equagao
2a(s)n(s) + 72(s) = —1 que SEI_nOO n(s) também existe. Dessa forma, Sgr_noow(s) = p,
p € H e p é uma solucgao singular do sistema. O que é um absurdo, pois, nao héa solucao
singular do sistema (3.20) no conjunto H quando ¢ = 0.

Portanto, existe um tnico ponto critico so de «(s) e a(s) é mondtona nos inter-

valos (w_, s9) e (S0, wy ). |

No proximo lema, provaremos que a fungao «(s) é ilimitada nos intervalos (w_, )

e (5,wy) para qualquer 5 € I quando 1(s) € H é uma solu¢do ndo trivial.

Lema 3.2.23 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)

definida no intervalo mazimal I = (w_,wy), para constantes a > 0, ¢ = 0 e con-
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digio inicial 1(0) € H, onde o conjunto H € dado por (3.17). Entdo, lim a(s) =

S—w—

lim a(s) = —oc.
S—w4

Demonstragao: Seja sy o unico ponto critico de «a(s) garantido pelo Lema 3.2.22.
Segue do item 7) do Lema 3.2.14 que, a fungdo 7(s) possui no méximo um ponto critico
sy e pelo item ) do Lema 3.2.14 temos que 7(s1) < 0. Dessa forma, as fungoes af(s),
7(s) e n(s) sao mondtonas nos intervalos (w_, sg) e (S1,wy).

Suponha por contradigdo que a(s) seja limitada em (w_, sp). Segue do item i)
do Lema 3.2.18 que, as fungdes 7(s) e n(s) também sao limitadas no intervalo (w_, so)
e w_ = —oo. Logo, existe p € H tal que, Sli)r_noow(s) = p e p ¢ uma solugao singular
do sistema. O que é um absurdo, pois, o sistema (3.20) nao tem solucao singular no
conjunto H quando ¢ = 0.

De maneira anéloga, suponha por contradi¢ao que «(s) seja limitada em (s1,w. ).
Segue do item i) do Lema 3.2.18 que, as fungoes 7(s) e n(s) também sao limitadas
no intervalo (s;,w.) e wy = +oo. Assim, existe p € H tal que, SEIEOO@/)(S) =pepé
uma solugao singular do sistema. O que é um absurdo, pois, o sistema (3.20) ndo tem
solucao singular no conjunto H quando ¢ = 0.

Portanto, como «a(s) < 0, concluimos que lim «(s) = lim a(s) = —oo. |
S—w_ S—wy

No préximo lema, vamos estudar o comportamento da fungao 7(s) quando ¢ = 0
e ¥ (0) € HUC. Mas antes de apresentar o lema, note que, (ag,0,0), com aqy # 0 sdo
solucdes singulares do sistema (3.20) no conjunto C' quando ¢ = 0. Estas solucdes

representam parébolas no cone de luz, isto é, solugoes triviais do fluxo FC.

Lema 3.2.24 Seja ¢ (s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,wy), para constantes a > 0, ¢ = 0 e condi¢ao
inicial (0) € HUC, onde os conjuntos H e C sio dados por (3.17). Entdo w, = +oo,

SEI_PQQT(S) =0ce 81_13‘1017 7(s) = +o0.

Demonstracao: Segue do item i) do Lema 3.2.17 que existem sy, sy € I tais que as
fungoes a(s), 7(s) e n(s) sdo monodtonas nos intervalos (w_, s1) e (Sg, wy).

Sabemos que a funcdo 7n(s) é nio negativa quando (0) € H U C. Usando
a terceira do sistema (3.20) quando ¢ = 0, temos que a fungao n(s) ¢ decrescente e

limitada em (s9,w,). Assim, segue do item 7v) do Lema 3.2.18 que, 7(s) é limitada
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no intervalo (sg,w;) ¢ wy = 4o0o. Logo, os limites lim n(s), lim 7(s) existem.
s——+00 s—+00
Portanto, lim 7'(s) = — lim a7? existe e, consequentemente, lim 7(s) = 0.
s—+00 s——+00 s——+00

Para finalizar, vamos verificar que a funcdo 7(s) é ilimitada em (w_, s;). Note
que, a fungao 7(s) é decrescente e ndo negativa em (w_, s1) e sabemos do Lema 3.2.23
que a funcdo a ¢ ilimitada em (w_,s;) quando ¢(0) € H. Afirmamos que af(s) é
ilimitada no intervalo (w_,s;) quando 9(0) € C. De fato, suponha por contradicio
que «a(s) seja limitada em (w_, s1). Dessa forma, segue do item i) do Lema 3.2.18 que
w_ = —oo as fungoes 7(s) e n(s) também sdo limitadas em (—oo, s1) e pelo Lema 3.2.30,
obtemos que SEIEIOOT(S) =0e SEEHOO 7'(s) = 0. Assim, usando a segunda equagao do
sistema (3.20) com ¢ = 0 temos que

lim n(s) = lim 7'(s) —a(s)7(s) = 0.

S——00 S——00

Como 7(s) é ndo negativa e decrescente, concluimos que 7(s) é identicamente nula em

(w_, s1), 0 que & uma contradigao, pois nao estamos assumindo solugoes triviais. Assim,

a(s) éilimitada e lim «(s) = —oo, isto é, a(s) é crescente no intervalo (w_, s1). Logo,
S—w—_
se ¥(0) € HUC e ¥(s) é uma solu¢do nao trivial, entdo lim 7(s) = 4o0. [ |
S—w_

Corolario 3.2.25 Seja ¢(s) = (a(s),7(s),n(s)) wma solu¢ao nao trivial do sistema
(3.20) definida no intervalo mazimal I = (w_,+00), para constantes a > 0, ¢ =0 e

condicdo inicial 1(0) € HUC, onde os conjuntos H sio dados por (3.17).

i) Se uma curva X : [ — Q?, s € I € o séliton do fluro FC de curvatura k(s), que

corresponde a solugdo 1(s) € H, entdo lim k(s) = +oo e lirgl k(s) =0, isto é,
S—w—_ S—+00

X tem como assintota uma reta de Q? quando s tende a w_ e X espirala para

circulos de Q* cada vez maiores quando s tende a +oo.

ii) Se uma curva X : I — Q?, s € I € o sdliton do fluro FC de curvatura k(s), que

corresponde a solugio 1 (s) € C, entdo lim k(s) = +oo e ligrn k(s)=0.
S—w_ S—+00

Demonstracao: i) Como k(s) = ar(s) = a(T(s),(—1,0,0)), onde a > 0, entdo segue
do Lema 3.2.24 que, sl_ig{ k(s) = +o0 e que sginoo k(s) = 0, ou seja, o campo tangente
a X esta se tornando ortogonal ao vetor (—1,0,0) quando s tende a +00. Sabemos
também dos Lemas 3.2.17 e 3.2.23 que, Slim a(s) = lim «(s) = —oo e existem

—w_ S——+00

s1,82 € I tal que as fungoes a(s) e 7(s) sao estritamente monotonas nos intervalos
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(w_,s1) e (s2,+00). Portanto, X espirala para circulos de Q? cada vez maiores quando
s tende a +o00 e usando Proposi¢ao 1.3.7 obtemos que, X tem como assintota uma reta
de Q? quando s tende a w_.

ii) Neste caso, k(s) = a7(s), onde a > 0, entao segue do Lema 3.2.24 que, lim k(s) =

S—w—

+o00 e que lim k(s) =0. |
S§——+00

Para finalizar o estudo qualitativo para o caso ¢ = 0, vamos estudar as solugoes
do sistema (3.20) quando a condicdo inicial estd conjunto S. Neste caso, o sistema
(3.20) nao tem pontos singulares. Além disso, vale a pena lembrar que neste caso as

fungoes a(s) e n(s) podem assumir qualquer valor real.

Lema 3.2.26 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,w, ), para constantes a > 0, ¢ = 0 e condi¢do
inicial ¥(0) € S, onde o conjunto S ¢ dado por (3.17). Entdo n(s) € estritamente

decrescente. Além disso, seja s € I fizado.

i) Se n(s) € limitada no intervalo (w_,3s), entdo w_ = —oo, lim 7(s) = 0 e
S§—>—00

lim |a(s)| = +oo.

§—>—00

ii) Se n(s) € ilimitada no intervalo (w_,s), entdo lim 7(s) = 400 e lim a(s) =
S—wW_ S—w_

—0OQ.

iii) Se n(s) € limitada no intervalo (3,wy), entdo wy = +0o0, hgl 7(s) = 0 e
S—+00

lim |a(s)] = +oc.

S—+00

iv) Se n(s) € ilimitada no intervalo (S,wy), entdo lim 7(s) = 400 e lim a(s) =
S—w4 S—w4

+o0.

Demonstragao: Inicialmente observamos que quando ¢ = 0 a fungao 7(s) é estri-
tamente decrescente ja que pela terceira equagao do sistema (3.20) 7'(s) = —a7?(s).
Além disso, segue do item i) Lema 3.2.17 que existem s; € (w_,3) e $3 € (5,w,) tais
que, as fungoes a(s), 7(s) e n(s) sejam monotonas nos intervalos (w_, s1) e (Sg, w5 ).

i) Se n(s) ¢ limitada em (w_,s;), entdo segue do item i) do Lema 3.2.18
que, 7(s) é limitada em (w_,s;) e w_ = —oo. Como 7(s) e 7(s) sdo monodtonas
e limitadas no intervalo (—oo, s1), entdo os limites hm 77(3) e hrnooT(s) existem e

consequentemente, também existe lim 7'(s) = — hm a7’2(s). Assim, lim 7(s) =0.
S——00 S§——00 §——00
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Para concluir, suponha por contradigdo que «(s) seja também limitada em (—o0, s1).
Segue da monotocidade de a(s) no intervalo (—oo, 1) que ngnooa(s) =1, onde [ € R.
Dessa forma, existe p € S tal que, SEr_noo 1 (s) = p e p é uma solugao singular do sistema.
O que ¢ um absurdo, pois, o sistema (3.20) ndo tem solucdo singular no conjunto S
quando ¢ = 0. Portanto, a(s) ¢ ilimitada em (—o0, s1) e Sgr_noo la(s)| = +oo.

it) Suponha por contradi¢ao que a(s) seja limitada (w_,s1). Segue do item i)
do Lema 3.2.18 que, as fungdes 7(s) e n(s) sao limitadas em (w_,s;) e w_ = —o0.
O que é uma contradigao, pois, por hipotese, 7(s) é ilimitada no intervalo (—oo, s1).
Portanto, «(s) é ilimitada no intervalo (w_, s1). Como 7(s) é sempre decrescente, entao
sl_ifi n(s) = +oo e segue da equagao 2a(s)n(s)+712(s) = 1 que, sl_i}rgf a(s) = —oo, isto &,
podemos s; de forma que «(s) é crescente em (w_, s1). Portanto, 7(s) > 0 em (w_, s1)
e sl_igl_ 7(s) = +o0.

iii) De maneira analoga ao item ), se 7(s) ¢ limitada em (s9,w; ), entdo segue
do Lema 3.2.18 que, 7(s) é limitada em (s9,w;) e wy = +00. Como n(s) e 7(s) sao
monotonas no intervalo (sg, +00), entdo, os limites 8&310077(3) e lim 7(s) existem e

s——+00
consequentemente, também existe lim 7'(s) = — lim a7?(s). Assim, lim 7(s) = 0.
s—+00

s—+o00 s—+00
Para concluir o item, suponha por Jcrontradigéo que+a(3) seja também limitada em
(s2,+00). Segue da monotocidade de «(s) no intervalo (sg, +00) que SEIJPOO&(S) =1,
onde [ € R. Dessa forma, existe p € S tal que, Sli)grnoo ¥(s) = p e p & uma solugao singular
do sistema. O que é um absurdo, pois, o sistema (3.20) ndo tem solugao singular no
conjunto S quando ¢ = 0. Portanto, a(s) é ilimitada em (s,, +00) e Sli}grnoo la(s)| = +o0.

iv) De maneira analoga ao item i), suponha por contradi¢do que a(s) seja
limitada (s2,wy). Segue do item i) do Lema 3.2.18 que, as fungoes 7(s) e n(s) sao
limitadas em (s9,wy) e wy = +oo. O que é uma contradi¢ao, pois, 7(s) ¢ ilimitada
no intervalo (sz, +00). Portanto, a(s) é ilimitada no intervalo (s3, +00). Como 7(s) é
sempre decrescente, uma vez que, 7'(s) = —ar?(s), entdo Sl_lgl n(s) = —oo e segue da
equagao 2a(s)n(s) + 72(s) = 1 que, Sllri a(s) = +oo, isto &, p:)demos s9 de forma que

a(s) é crescente em (s9,+00). Portanto, 7(s) > 0 em (s2,+00) e lim 7(s) = +oo. B
S—w4

Corolario 3.2.27 Seja ¢(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solu¢ao nao trivial do sistema

(3.20) definida no intervalo mazimal I = (w_,w,), para constantes a > 0, ¢ = 0
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e condigio inicial ¥(0) € S, onde o conjunto S é dado por (3.17). Se uma curva
X : I —= Q% s €l éo séliton do fluro FC de curvatura k(s), que corresponde a
solugao Y (s), entao em cada fim do soliton X ou k(s) € ilimitada, ou k(s) converge a

ZEero.

Demonstracao: Como k(s) = ar(s) = a(T'(s),(0,0,1)), onde a > 0, entdo segue do

Lema 3.2.26 que, ou k(s) é ilimitada, ou converge a zero em cada fim do soliton X. W

Quando ¢ = 0 e (s) € C & possivel usar o fluxo FCI para determinar explicita-
mente so6litons do fluxos FC e FCI. Neste caso, a funcao curvatura dos solitons do FC

nao se anulam. Mais precisamente, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2.28 Seja X : I € R — Q% um sdliton do fluzo FCI parametrizado
pelo comprimento de arco tal que, as funcoes a(s) = (X(s),e), 7(s) = (T(s),e) e
fi(s) = (Y(s),e), onde e = (—1,1,0) ¢ uma solu¢io do sistema equagio (3.15) em I

para constantes a >0, c =0 e (ag, 7, 7o) € C. Entdo,

) (fg(s)+&2(s) —T5(s) +8%(s) - (S)), (3.22)

¢ um séliton do fluzo FCI em Q? e

o (B R B )
o= (Mo g e) 2

é um sdliton do fluzo FC em Q3 onde Y (s) € a curva associada a X,

77(8) = __+ﬁ07

s = 2Ty G D,
T

M= o)
)l ()
y3(3) - d(S) )
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eseD >0
log (7i(s) — D3 \/7i(s) + D3 o
/ (7%(r) + D)2dr = ( 1 ) + IS
9D3 3D 7(s)2 + 3D?
7/ N(s) — Ds
2 atan ( n\(/gpé > 2log ( fi(s) + D%)
3 9D3 ’

onde
D=—
2a

Demonstracgio: Quando ¢ = 0 e X (s) um soliton do fluxo FCI, entéo o sistema

(3.15) pode ser reescrito da seguinte maneira

@(s) = 7(s),
N a(s)
"(s) = ) i(s), (3.24)
)= —
-
Assim, 7(s) = —f—i-ﬁo. Sejar(s) =mn(s) = —f—i-ﬁo > 0 com 79 = 7)o > 0 uma mudanga
a a
de variavel para o sistema (3.24), entao
dr 1 da  1lda df  1da dij  1di
ds o ds  adr’ ds  adr’ ds  adr
e assim,
a'(r) = —a7(r),
7'(r) —(;E:)) + ar.

"(r) = % + ar.

Usando a segunda equagao do sistema (3.24) para encontrar 7(r), temos que 7' (r) —

= ar e multiplicando ambos os lados por r~ 2,

7(r)
2r
() - T —ark
2r2
Mat — UnB

23 de Outubro, 2020

Sitva, F.N.



3.2. Solucoes Autossimilares dos Fluxos FC e FCI no Cone de Luz 115

ou ainda,

Integrando em r, obtemos que

1 2
roa27(r) = —3a7‘% +C
Logo,
2 2
7(r) = c;r rzC,

Logo, as fungoes a(r) e 7(r) estdo determinadas. Assim, reescrevendo no para-
metro s, obtemos as fungdes a(s), 7(s) e 7(s) do lema.

Agora, vamos usar as fungoes a(s), 7(s) e 7(s) para determinar as expressoes
das curvas X (s) e Y (s). Note que, a(s) = Z1(s) + Za(s) e 7i(s) = §1(s) + 2(s), ou seja,
Ty(s) = a(s) — 1(s) e Ga(s) = 7i(s) — §1(s). Como X (s) e Y(s) estdo em Q? para cada

s € I, entao

ou seja,
yi(s) +6%(s)
"
x3(s) +17°(s
1= T
Portanto,

2 0 "
coo (BT E(s) ) +as)
X(s) = ( 2a(s) | 2a(s) o )>'

Para determinar completamente as curvas X (s) e Y (s) falta encontrar as funcoes is(s)
e J3(s). Lembrando que T(s) = X (s) x Y (s), onde T'(s) é vetor unitario tangente a Y

para cada s € I, temos que

7(s) = (T(s), (~1,1,0)) = &(s) + T5(s)

= —[T2(5)T3(s) — Ga(5)T3(s)] — [T1(5)Fs(5) — F1(5)T3(s)]

= —[31(s) + T2(9)]F5(s) + [71(5) + F2(s)]Z3(s)
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= —a(s)gs(s) +7(s)T3(s)-

7(s)T3(s) — 7(s)

Dai, a(s)ys(s) = n(s)xs(s) — 7(s), gs(s) = 3 s) e da equagao

i(s)X (s) + 7(s)T(s) + a(s)X(s) = (~1,1,0),

~ ~ ~ ~

7(5)Z3(s) + 7(5)T5(s) + a(s)gs(s) = 0. Logo, 27(s)5(s) + 7(s)T5(s) — 7(s) =0 e

#(s) + 2@553(3) = 1.

7(s)

Escrevendo a equagao diferencial na variavel r = 7j(s) e substituindo 7(s), obtemos que

T
~/ _2 -~ — _
333(7‘) a7~;<r)x3(r) Cl,
isto é,
¥ (r) — 2 L E(r) = () =3 v B (r)
—a = Tq(1T) — 2a X3(1r) = T5(r) — 3— x3(r
’ —23ar2 +r20 ’ re 2.1

Usando a técnica do fator integrante para resolver a equacgao diferencial, obtemos que

Fa(r) = —— (/ u(r) (—a)dr + 03)) ,

1
()

onde
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3
Tomando D = 2—01, obtemos que
a

F5(r) = (72 + D)’ (—a/ (r*%? + D) 2dr + C) .

Se D > 0, pode se verificar que

log(r—D%\/F—i-D%) 9
[ G P
9Ds3 3Dr2 + 3D?2
2 r—Dl
2atan( gD;) 2log <\/F+D%)
+ 3 4 - 4 .
3z D3 9Ds3

Dessa forma, substituindo r por 7(s) concluimos a demonstragao do lema. W

Teorema 3.2.29 Para cada vetor v € R3\ {0} eziste uma familia a dois pardmetros
de solitons do fluxo de curvatura no cone de luz definidos em um intervalo maximal

I=(w_ ,wy), X:T— Q% selCR tal que,

onde k(s) € a curvatura de X e T(s) € o vetor unitdrio tangente a X para cada s € 1.

Além disso,

i) se (v,v) <0, entdo lim k(s) = +o0, wy = +oo e lim k(s) =0, isto é, X tem
S—w_ S$——+00
como assintota uma reta de Q* quando s tende a w_ e X espirala para elipses de
Q? cada vez maiores quando s tende a +oo;

ii) se (v,v) =0, entdo lim k(s) = 400, wy =400 e lim k(s) =0;
S—w— s§——+00

iii) se (v,v) > 0, entao em cada fim do sdliton X ou k(s) é ilimitada, ou k(s)

converge a zero .

Demonstracao: Para demonstrar o teorema vamos separar nos trés tipos de vetores.

Sem perda de generalidade podemos assumir que v = ae, onde a > 0 e
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(—=1,0,0) se v é do tipo tempo,

)
I

(=1,1,0) se v é do tipo luz,
(0,0,1) se v ¢ do tipo espago.

Seja ¥(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solucao do sistema de equagoes diferenciais ordi-
nérias (3.20) definida no intervalo maximal I, com a > 0, ¢ = 0 e condigao inicial

¥ (0) € R? tal que

—1 se v é do tipo tempo,
20:(0)n(0) + 7%(0) = ¢ 0 se v ¢é do tipo luz,

1 se v é do tipo espago.

Entao pela Proposigao 3.2.2; existe um soliton do fluxo FC X (s), de curvatura k(s) =

at(s), cujo o triedro {X (s),T(s),Y (s)} satisfaz

a(s) = (X(s),e), 7(s) = (T(s),e) e nls) = (Y(s),e).

Assim, as condigoes iniciais do sistema (3.20) que dependem de duas constantes, de-
terminam os solitons do fluxo FC em cada caso. Portanto, para cada vetor fixado
v € R} \ {0} existe uma familia a dois parametros de solitons do fluxo FC.

O itens 7) e 7)) seguem do Corolario 3.2.25. Para concluir, o item iii) segue do

Corolario 3.2.27. ]

3.2.2 Solugoes Autossimilares do Fluxo FC com Funcao de

Homotetia Decrescente

Nesta subsegao, estudamos as solugoes do sistema (3.20) que correspondem as
solucoes autossimilares do fluxo FC em Q% com funciao de homotetia decrescente, ou
seja, ¢ < 0.

O Lema a seguir apresenta um resultado para as solucoes nao triviais com

condigoes iniciais no conjunto H U C'.

Lema 3.2.30 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugdo nao trivial do sistema (3.20)
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definida no intervalo mazimal I = (w_,w, ), para constantes a > 0, ¢ < 0 e condi¢do
inicial 1(0) € HUC, onde os conjuntos H e C sio dados por (3.17). Sejas € I, entdo
as fungoes a(s), 7(s) e n(s) sao limitadas no intervalo (3,wy). Além disso, wy = +00,

. . : / _
Loy =0e Iy 7(s) =0

Demonstracao: Defina g: I — R, s € I tal que g(s) = ca(s) +n(s) para todo s € 1.
A funcado g¢(s) é sempre positiva, pois, ¢ < 0, ¥(s) # (0,0,0) para qualquer s € I e
quando 9(0) € H U C, temos que a(s) < 0, n(s) > 0. Derivando g(s) e usando as

equagoes do sistema (3.20), obtemos que
g (s) = ca/(s) +1/(s) = er(s) — [c + ar(s)]7(s5) = —at?(s) < 0,

isto ¢, g(s) também é decrescente em todo intervalo I.

Seja s € I, como ¢g(s) é decrescente, temos que 0 < g(s) < ¢(3), ou seja,
0 < ca(s) +n(s) < ca(s) +n(s),
para s > 5. Assim,
0 <ca(s), n(s)<cal(s)+n(s)<ca(s)+n(s), Vs € (5,wt).

Logo, as fungoes a(s) e n(s) sao limitadas no intervalo (5,w, ). Assim, usando o item

i) do Lema 3.2.20, concluimos que w; = +00, liin T(s)=0¢e ligrn (s)=0. W
S—+00 S—+00

Note que, ¥(s) = (a,0,ca) € H é uma solugdo singular de (3.20). Observe
também que, o sistema (3.20) ndo tem nenhuma solugio singular no conjunto C, mas,
a solucdo singular ¥(s) = (0,0,0) é fronteira de C. No préximo lema vamos estudar as
solucoes singulares do conjunto H que correspondem aos pontos singulares do campo

descrito no proximo lema.

Lema 3.2.31 Seja ® : H — TH C R? um campo diferencidvel dado por

O(a,7,m) = (7’, ca+ara —n,—cT — CLTQ) ,

onde a >0 ec < 0. Entao p = ( ) € o ponto singular de ® e os

1 c
_ 0, —
v —2c v/ —2c
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autovalores de d®, sao

—a ++va? — 16¢2
2/ —=2¢ '

Se 4|c| < a, entao os autovalores sao reais, e se 4|c| > a, entdo os autovalores sao

A:

complezos.
Demonstragao: Os pontos singulares de & satisfazem 7 = 0, ca = 7. Como
— 1
(a,7,m) € H, entdo —1 = 2an + 72 = 2an. Logo, 2ca® = —1, a = — = ©
—2c

1 c —
= (- ,0,— é o ponto singular ® em H. O nimero A é um autova-
b ( v—2c \/—20) P . 8
lor de d®, em H, se existe w € T,H = {w = (w1, wq, —cwy) : wy,wy € R}, tal que

d®,(w) = \w, isto &,

0 1 0 wy
a
c — — -1 W = (Awy, Awgy, —Acwy),
0 —c 0 —Cwy
ou seja,
Wy = Awl)
2 ¢ A
cwy, — We = Awa,
1 ey 2 2
—CcWwy = —Acw;.
—a+ a2 — 162
Logo A* + c A—2c=0,entao \, = ¢ ¢ < n
v —2c 24/ —2c

! 0 ¢ €cH
\/—207 ’ vV —2c

é um atrator global para as solucdes no conjunto H e o ponto (0,0,0) é um atrator

No lema a seguir, vamos mostrar que o ponto p = (

global para solucdes no conjunto C.

Lema 3.2.32 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo maximal I = (w_,400), para constantes a > 0, ¢ < 0 e condi¢do

inicial ¥(0) € HU C, onde os conjuntos H, C sio dados por (3.17).

i) Se 1(0) € H, entio o ponto ( ) € H é um atrator global.

1 &
_ 0. —
V=2 /=2
i) Se (0) € C, entdo ll)gl ¥(s) = (0,0,0).
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Demonstragao: i) Seja 1(0) € H. Segue do Lema 3.2.31 que, o ponto singular

1 c
- - 707 -
b ( v —=2c v —2c

autovalores nao nulos. Entao, pelo Teorema de Hartman-Grobman, o sistema (3.20)

é hiperbdlico, isto é, o sistema linearizado associado tem

tem um comportamento equivalente ao sistema linear associado numa vizinha de p.
Como a parte real dos autovalores é menor que zero, entao p é um atrator local. Além
disso, sabemos do Lema 3.2.30 que as fungdes a(s), 7(s) e n(s) s@o limitadas em

(5,+0), 5 €1, lirJP T(s)=0e liin 7'(s) = 0. Assim, segue do Lema 3.2.5 que
S—r—+00 S—+00

1

lim a%(s) = ——
Jm () = g

C

lim 7?(s) = —=
Jm (s = —,

para qualquer condicdo inicial 1/(0) € H. Logo, p é um atrator global.
ii) Seja 1(0) € C. Sabemos do Lema 3.2.30 que as fungdes a(s), 7(s) e n(s) sdo
limitadas em (S, +00), 5 € I, ligrn 7(s) =0e lim 7'(s) = 0. Assim, usando o Lema
S—+00

S$—+00

3.2.5, obtemos que

. 2 o
skg-noo @ (S) - O’

lim n*(s) =0,

s$—+00

para qualquer condicdo inicial ¢/(0) € C. Portanto,

lim (s) = (0,0,0).

s—+400

Corolario 3.2.33 Seja ¢(s) = («a(s),7(s),n(s)) uma solu¢ao nao trivial do sistema
(3.20) definida no intervalo mazimal I = (w_,+00), para constantes a > 0, ¢ < 0 e
condi¢do inicial 1(0) € HUC, onde os conjuntos H e C sio dados por (3.17). Se uma
curva X de Q* € a solugao autossimilar do fluro FC de curvatura k(s), que corresponde

a solucao (s), entdo lim k(s) = c.
S—+00

Demonstragao: Como k(s) = ¢+ at(s), onde a > 0 e ¢ < 0, entao segue do Lema

3.2.32 que, lim k(s) =c. |
S——+00
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Lema 3.2.34 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)

definida no intervalo mazimal I = (w_,4+00), para constantes a > 0, ¢ < 0 e condi¢ao

inicial ¥(0) € HUC, onde os conjuntos H e C sdo dados por (3.17). Entdo lim a(s) =
S—w

—0Q.

Demonstragao: Suponha por contradigdo que «a(s) seja limitada em (w_,3s) para
qualquer 5 € I. Segue do item i) do Lema 3.2.18 que, as fungoes 7(s) e 7(s) sao
limitadas em (w_,3) e w_ = —o0. Logo, usando o item i) do Lema 3.2.20, temos que
lim 7(s)=0e lim 7'(s) =0.

§—>—00 S§——00

Se ¥(0) € H, entdo usando o Lema 3.2.5, obtemos que

1

li 2(s) = ——
A el =50
lim 7?(s) = —E,
s——00 2

C

1
_ .0, —
\/ —2c v —2c

o que é uma contradi¢do, pois, pelo item i) do Lema 3.2.32, o ponto (
é atrator e nao repulsor. Logo, a(s) é ilimitada em (w_,3).
Se 9(0) € C, entdo usando o Lema 3.2.5, obtemos que

lim a?(s) =0,
S§—>—00

lim n*(s) =0,

§——00

o que é uma contradi¢do, pois, pelo item 4i) do Lema 3.2.32, o ponto (0,0, 0) é atrator
e nao repulsor. Logo, a(s) é ilimitada em (w_,3).

Como «a(s) < 0 para todo s € I, segue do item i) do Lema 3.2.17 que
81_15)17 a(s) = —oo. |
Lema 3.2.35 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)

definida no intervalo maximal I = (w_,400), para constantes a > 0, ¢ < 0 e condi¢ao

inicial (0) € H U C, onde os conjuntos H e C sio dados por (3.17).

i) Se n(s) € limitada no intervalo (w_,3s) para qualquer s € I fizado, entio w_ =

—o0, lim 7n(s) =0, lim c¢+ar(s)=0.
§——00 §——00
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it) Se n(s) € ilimitada no intervalo (w_,3) para qualquer s € I fizxado, entao,
lim 7n(s) = lim 7(s) = 4o0.
S—w

S—rw— —

Demonstracgao: Sabemos do Lema 3.2.34 que sl_lg}l a(s) = —oo. Assim, segue do item
i) do Lema 3.2.17 que existe s; € [ tal que as fun(;g)es a(s), 7(s) e n(s) sao monodtonas
no intervalo (w_, s1).

i) Segue do item i) do Lema 3.2.21.

i) J& sabemos que Sl_ig{ a(s) = —oo, entdo a(s) é crescente no intervalo (w_, s1), isto é,
7(s) > 0 para todo s < s; e segue da equagao 2a(s)n(s) + 7%(s) = §, onde § € {—1,0}
que 7(s) ¢é ilimitada. Portanto, slixor} 7(s) = 400 e 51551 n(s) = +oo. [
Corolario 3.2.36 Seja 1(s) = («a(s),7(s),n(s)) wma solu¢ao nao trivial do sistema
(3.20) definida no intervalo mazimal I = (w_,+00), para constantes a > 0, ¢ < 0 e
condi¢do inicial 1(0) € HUC, onde os conjuntos H e C sio dados por (3.17). Se uma

curva X : I — Q*, s € I € a solugio autossimilar do fluzo FC de curvatura k(s), que

corresponde a solug¢ao ¥(s), entdo ou lim k(s) =400 ou lim k(s) = 0.
S—w_ S—w_

Demonstracao: Como k(s) = ¢+ a7(s), onde a > 0 e ¢ < 0, entdo segue do Lema

3.2.35 que, ou lim k(s) = +oo ou lim k(s) = 0. [
S—w_ S—w_

Para concluir o estudo das solucoes autossimilares do fluxo FC em Q? com
funcao de homotetia decrescente, falta estudar o caso em que a condicao inicial esta

no conjunto S. Neste caso, as fungdes a(s) e 1(s) ndo possuem sinal definido.

Lema 3.2.37 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)

definida no intervalo mazimal I = (w_,wy) para constantes a > 0, ¢ < 0 e condigdo

inicial Y(s) € S, onde o conjunto S € dado por (3.17). Entdo lim |a(s)] = +oo e
S—rw

sl_i>r£1+ la(s)| = +o0.
Demonstragao: Primeiro vamos mostrar que lim la(s)] = 4o0.

Suponha por contradi¢ao que «(s) seja limgtada (w_,3) para qualquer 5 € [
fixado. Segue do item i) do Lema 3.2.18 que, as fungoes 7(s) e n(s) sao limitadas em
(w_,3) e w_ = —o0. Logo, usando o item i) do Lema 3.2.20, temos que Sli)r_noor(s) =0
e lim 7'(s) =0. Assim, segue da equagao (3.18) do Lema 3.2.5 que

§—>—00

1
lim o?(s) = — <0,

S——00 C
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o que é uma contradi¢ao. Logo, a(s) é ilimitada e slilil, la(s)| = +oo.

De maneira analoga, Suponha por contradigdo que a(s) seja limitada (s, w,)
para qualquer § € [ fixado. Segue do item i) do Lema 3.2.18 que, as fungoes 7(s) e
n(s) sao limitadas em (5,w,) e wy = 400. Logo, usando o item i) do Lema 3.2.20,
temos que lim 7(s) =0e lim 7'(s) = 0. Assim, usando a equagao (3.18) do Lema

S——+00 S——+00

3.2.5, obtemos que

1
lim o?(s) = — < 0.
SR =5
O que é uma contradigao. Logo, a(s) ¢ ilimitada e lim |a(s)| = +oc. [

S—w4

Lema 3.2.38 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,wy), para constantes a > 0, ¢ < 0 e condi¢ao

inicial 1(0) € S, onde o conjunto S ¢ dado por (3.17). Seja s € I.

i) Se n(s) € limitada no intervalo (w—,3), entdo w_ = —oo, lim n(s) = 0 e
S——00

lim ¢+ ar(s) =0.
S——00
it) Se n(s) € limitada no intervalo (S,wy), entdo wy = +00, liI_El n(s) =0 e
S—+00
lim ¢+ ar(s) =0.

s——+00

iii) Se n(s) € ilimitada no intervalo (w_,3), entdo lim |7(s)| = 4o00.
S—w—

iv) Se n(s) € ilimitada no intervalo (3,w, ), entao lim |7(s)| = +o0.
S—wW4

Demonstragao: Sabemos do Lema 3.2.37 que, lim |a(s)| = +ooe lim |a(s)| = +o0.
S—w_ S—wy

i) Segue do item i) do Lema 3.2.21.

ii) Segue do item 4i) do Lema 3.2.21.

Os itens 711) e iv) seguem usando a equagao 2a(s)n(s) + 72(s) = 1. [

Corolario 3.2.39 Seja (s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema
(3.20) definida no intervalo mazimal I = (w_,w;), para constantes a > 0, ¢ < 0
e condigio inicial ¥(0) € S, onde o conjunto S é dado por (3.17). Se uma curva
X I — @Q* s eI ¢a solugio autossimilar do fluro FC de curvatura k(s), que
corresponde a solugao (s), entdo em cada fim de X ou k(s) € ilimitada, ou k(s)

converge a zero .
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Demonstracao: Como k(s) = ¢+ ar(s), onde a > 0, ¢ < 0 ent@o segue do Lema

3.2.38 que, ou k(s) é ilimitada, ou converge a zero em cada fim de X. |

Apoés esta série de lemas sobre solugoes autossimilares com ¢ < 0, temos o

seguinte teorema.

Teorema 3.2.40 Para cada vetor v € R3\ {0} e ¢ < 0 existe uma familia a dois
pardmetros de solucoes autossimilares do fluro de curvatura no cone de luz, definidas
em um intervalo mazimal [ = (w_,wy), X : I — Q% tal que, k(s) = c+ (T(s),v),
onde k(s) € a curvatura de X e T(s) € o vetor unitdrio tangente a X para cada s € 1.

Além disso,

i) se (v,v) <0, entdo lim k(s) = +oo ou lim k(s) =0, wy =400 e lim k(s) =

S—w_ S—wW_ s——+00
¢;
it) se (v,v) > 0, entdo em cada fim de X ou k(s) € ilimitada, ou k(s) converge a

ZETO0.

Demonstragao: Para demonstrar o teorema vamos separar nos trés tipos de vetores.

Sem perda de generalidade podemos assumir que v = ae, onde a > 0 e

(—=1,0,0) se v é do tipo tempo,
e=4 (—1,1,0) se v édo tipo luz,
(0,0,1) se v é do tipo espago.

Seja ¥(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solucdo do sistema de equagoes diferenciais ordi-
narias (3.20) definida no intervalo maximal I, com a > 0, ¢ < 0 e condigao inicial

¥(0) € R? tal que

—1 se v é do tipo tempo,
20(0)n(0) + 72(0) = ¢ 0 se v & do tipo luz,

1 se v é do tipo espaco.

Assim, as condigoes iniciais do sistema (3.20) que dependem de duas constantes, de-

terminam as solugoes autossimilares em cada caso.
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O item i) segue dos Corolarios 3.2.33 e 3.2.36. O item ii) segue do Corolario
3.2.39. -

3.2.3 Solucoes Autossimilares do Fluxo FC com Funcao de

Homotetia Crescente

Nesta subsegao, estudamos o caso ¢ > 0, ou seja, as solugoes do sistema (3.20)
que correspondem as solucoes autossimilares do fluxo FC em Q? com funcao de homo-
tetia crescente.

O conjunto H U C nao contém nenhuma solucdo singular do sistema (3.20). No
proximo lema, vamos mostrar que sempre existe um tinico ponto critico para a funcao

a(s) quando ¢ > 0 e (a(0),7(0),n(0)) € H.

Lema 3.2.41 Seja ¢ (s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,w, ), para constantes a > 0, ¢ > 0 e condi¢do
inicial (0) € H, onde o conjunto H ¢ dado por (3.17). Entdo existe um tinico ponto

critico sy para a(s) que € ponto de mdximo global e a(s) é mondtona nos intervalos

(w—_,s0) € (So,wy).

Demonstragao: Vamos mostrar a existéncia, uma vez que, a unicidade é garantida
pelo item i) do Lema 3.2.12. Relembramos que, se 1(0) € H, entdo a funcio af(s)
¢ negativa e 7(s) é positiva para todo s € I. Sabemos também do item i) do Lema
3.2.17 que existem s1,s9 € [ tais que as fungoes a(s), 7(s) e n(s) sdo mondtonas nos
intervalos (w_, s1) e (s2,wy). Suponha por contradigao que a fun¢ao a(s) ndo possua
nenhum ponto critico em I. Logo, ou 7(s) > 0 ou 7(s) < 0 para todo s € I.

Se 7(s) > 0, entdo das equagoes do sistema (3.20), o/(s) > 0 e n'(s) < 0 para
todo s € I, isto ¢, a(s) é estritamente crescente e limitada, e n(s) é estritamente
decrescente e limitada no intervalo (sg,wy). Logo, os limites Sl_i>r0151+ a(s) e sl_i>r£1+ n(s)
existem e segue da equagao 2a(s)n(s) + 72(s) = 1 que Slirg+ 7(s) existe. Sendo assim,
existe p € H tal que, sl_1>r£1 Y(s) = p, wy = 400 e p é uma solugao singular do sistema
(3.20). O que é uma congradi(;éo, pois, o sistema (3.20) nao tem solugao singular no

conjunto H quando ¢ > 0.

Sitva, F.N. 23 de Outubro, 2020 Mat — UnB



3.2. Solugoes Autossimilares dos Fluxos FC e FCI no Cone de Luz 127

Se 7(s) < 0, temos que o/(s) = 7(s) < 0, isto é, a funcdo negativa a(s) ¢
estritamente decrescente para todo s € I, limitada no intervalo (w_,s;) e Slim a(s)
existe. Segue do item i) do Lema 3.2.18 que, as fungoes 7(s) e 1(s) tambér_n sao
limitadas em (w_,5) e w_ = —oo. Logo, os limites SE@OOT(S) e SEI_nOOn(s) existemn.
Sendo assim, existe p € H tal que, SEI_nOOl/)(s) = p e p é uma solucao singular do
sistema (3.20). O que é uma contradi¢do, pois, o sistema (3.20) nao tem solugdo
singular no conjunto H quando ¢ > 0.

Portanto, o ponto critico sg de a(s) existe, é tinico e é ponto de maximo global

pelo Lema 3.2.12. |

No proximo Lema, vamos mostrar que «(s) ¢ ilimitada nos intervalos (w_,s) e

(5,wy), onde 5 € 1.

Lema 3.2.42 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,w, ), para constantes a > 0, ¢ > 0 e condigdo
inicial 1(0) € H, onde o conjunto é dado por (3.17). Entdo Slirorjl a(s) = Slirg)l a(s) =
—00. _ '
Demonstragao: Sabemos também do item 7) do Lema 3.2.17 que existem sq, sy € [
tais que as fungoes «(s), 7(s) e n(s) sdo mondtonas nos intervalos (w_, s1) e (s2,wy).

Suponha por contradigdo que «(s) seja limitada em (w_, s1). Segue do item 1)
do Lema 3.2.18 que, as fungoes 7n(s) e 7(s) sao limitadas em (w_,s1), e w_ = —o0.
Assim, existe p € H tal que, ngnoo@b(s) = p e p é uma solucao singular do sistema
(3.20). O que é uma contradi¢ao, pois, o sistema (3.20) nao tem solugao singular no
conjunto H quando ¢ > 0.

De maneira analoga, suponha por contradigao que «(s) seja limitada em (sg, w ).
Segue do item 7i) do Lema 3.2.18 que, as fungoes 7(s) e 7(s) sao limitadas em (sq,w, ),
e w, = +00. Assim, existe p € H tal que, Sli}]grnoow(s) = p e p & uma solucao singular
do sistema (3.20). O que é uma contradigao, pois, o sistema (3.20) nao tem solugao
singular no conjunto H quando ¢ > 0.

Portanto, lim a(s) = lim a(s) = —oo. |
S—w— S—w4

No préximo lema, vamos apresentar o estudo do comportamento das fungoes

n(s) e 7(s) quando (0) € H.
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Lema 3.2.43 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)

definida no intervalo mazimal I = (w_,wy), para constantes a > 0, ¢ > 0 e condi¢ao

inicial 1¥(0) € H, onde o conjunto H ¢ dado por (3.17). Entdo, w, = +o0, liI_El c+
S—+00

ar(s) =0 e SEIJPOO n(s) = 0. Além disso, 51_1)151 T(s) = sl—igl, n(s) = +oo,

Demonstragao: Seja sy o ponto critico de a(s) garantido pelo Lema 3.2.41. Entao
a(s) é decrescente no intervalo (sg,w;) e 7(s) < 0 para todo s > s, e a(s) é crescente
no intervalo (w_, sg) e 7(s) > 0 para todo s < sg. Pelo item i) Lema 3.2.14, temos
que a fungao 7(s) ndo tem ponto critico no intervalo (w_, sg).
Afirmagao. Sempre existe um tnico s; > so tal que ¢+ ar(s;) =0e c+ar(s) <0
para todo s > sj.

De fato, suponha por contradi¢do que nao exista tal s, entdo ¢ + ar(s) > 0
e 7(s) < 0, para todo s > sg. Usando a terceira equagao do sistema (3.20), temos
que n(s) é crescente e positiva para todo s > so. Entao segue do Lema 3.2.42 que
81_151 2a(s)n(s) = —oo, o que é uma contradigao, pois, 2a(s)n(s) + 72(s) = —1. Logo,
existce s1 tal que c+at(s;) = 0. A unicidade segue do item i) do Lema 3.2.13. De fato,
sabemos que 7(s) > 0 para todo s € I. Se existir sy € (s1,w;) tal que ¢+ at(sy) =0
e ¢+ ar(s) # 0 para todo s € (s1,582), entdao ¢+ ar(s) < 0 para todo s € (s1,59) €
en(sz) > 0, isto é, sy & outro ponto de maximo local de 7(s), o que é uma contradigao.
Logo, s1 ¢ tnico e ¢+ a7(s) < 0 para s > s1.

Segue da Afirmacdo que, s; ¢ um maximo local para fungao positiva 7n(s) e
¢+ ar(s) < 0 para todo s > s;. Assim, 7(s) é decrescente e limitada no intervalo
(s1,wy). Logo, segue do item i) do Lema 3.2.21 que wy = 400 e lim ¢+ ar(s) =

s—+00

lim n(s) =0.

S—+00

Para concluir, veja que as fungoes a(s), 7(s) e n(s) sdo mondtonas no intervalo

(w_, s0), uma vez que, 7(s) > 0 para todo s < sg. Segue da terceira equacao do sistema

(3.20) que, n(s) ¢ decrescente e positiva em (w_, sg). Logo, lim 7n(s)a(s) = —oc.
S—w—
Portanto, lim 7n(s) = lim 7(s) = +oc. [
S—rw_ S—w_

Corolario 3.2.44 Seja (s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solu¢iao nao trivial do sistema
(3.20) definida no intervalo maximal I = (w_,+00), para constantes a > 0, ¢ > 0 e
condigdo inicial 1(0) € H, onde o conjunto H ¢ dado por (3.17). Se uma curva X de

Q? € a solugdo autossimilar do fluro FC de curvatura k(s), que corresponde a solu¢ao
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¥(s), entao lim k(s) = +oo e hI_El k(s) = 0. Além disso, X assintota uma reta de
S—w_ §—+00

Q? quando s tende a w_.

Demonstracao: Como k(s) = ¢+ a7(s), onde a > 0 e ¢ > 0, entdo segue do Lema
3.2.43 que, lim k(s) = +o0 e que liljrn k(s) = 0. Sabemos também do Lema 3.2.42
S—w_ S—+00

que, lim a(s) = ligl a(s) = —oo e pelo item i) do Lema 3.2.17 existem sy, 5o € [ tais
S—w_ S—r+00

que as fungoes a(s) e 7(s) sdo mondtonas nos intervalos (w_, s1) e (s2,+00). Usando

Proposicao 1.3.7 obtemos que, X assintota uma reta de Q? quando s tende a w_. W

No proximo lema, vamos estudar o comportamento das fungoes a(s), 7(s) e n(s)

quando as condigoes iniciais estao no conjunto C.

Lema 3.2.45 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,wy), para constantes a > 0, ¢ > 0 e condi¢ao

inicial 1(0) € C, onde o conjunto C' € dado por (2.11). Seja s € I

i) Se a(s) é limitada no intervalo (w_,s), entio w_ = —o0 e

lim (s) = (0,0,0).

§——00

ii) Se a(s) en(s) sao ilimitadas no intervalo (w_,3), entao

Jim 9(s) = Jim 7(5) = +oo.

iii) Se a(s) € limitada no intervalo (5,w,), entdo wy = +00 e

lim ¢(s) = (0,0,0).

s§——+00

iv) Se «a(s) € ilimitada no intervalo (5,wy), entdo wy = 400 e

lim n(s) = lim [c+a7(s)] =0.

s——+00 s§——+00

Demonstragao: Sabemos do item i) do Lema 3.2.17 que existem s1,$5 € [
tais que as fungoes a(s), 7(s) e n(s) sdo monodtonas nos intervalos (w_, s1) e (sg,w, ).
i) Seja a(s) limitada em (w_,5). Segue do item i) do Lema 3.2.18 que, as fungoes

7(s) e n(s) sao limitadas em (w_,35) e w_ = —o0. Logo, pelo o item i) do Lema 3.2.20
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temos que, lim 7(s) =0e lim 7/(s) = 0. Usando o Lema 3.2.5, obtemos que
S——00 S——00

lim a?(s) =0,

S——00
. 2 -
Portanto, o resultado segue.
ii) Se a(s) é ilimitada no intervalo (w_,3), entdao lim «(s) = —oo. Como 7(s)

S—w—

¢ nao negativa, segue que lim 7n(s) = +oo e lim 7(s) = 4o00.
S—rw_ S—w

iii) De maneira anéloga ao item i), seja a(s) limitada em (5, w, ). Segue do item
ii) do Lema 3.2.18 que, as fungoes 7(s) e n(s) sao limitadas em (5,w,) e wy = +00.

Logo, usando o item ii) do Lema 3.2.20, obtemos liIIl 7(s) =0e ligrn 7'(s) = 0.
S—+00 S—r+00

Dessa forma, usando o Lema 3.2.5, obtemos que

lim a?(s) =0,
S——00

lim n*(s) = 0.
§——00
Portanto, o resultado segue.
iv) Como a(s) < 0 em C, se a(s) ¢ ilimitada no intervalo (3,w, ), entdo segue
do Lema 3.2.17 que lim a(s) = —oo. Vamos provar a seguinte afirmagao

S—w4
Afirmagao. 7(s) é limitada no intervalo (5, w,).

De fato, suponha por contradigdo que lim 7(s) = —oo. Assim, existe sy € (5,wy) tal
S—rw4
que 7(s)[c +a7(s)] > 0 e n/(s) = —7(s)[c + ar(s)] < 0 para todo s > s5. Como 7(s)

¢ nao negativa, entao 7(s) é limitada no intervalo (sq,w, ). Logo, pelo item iv) Lema
3.2.18 a funcao 7(s) é limitada em (sy,w, ), 0 que é uma contradi¢ao, pois, supomos
que 7(s) é ilimitada. Portanto, 7(s) é limitada em (sq,w. ).

Assim, usando que lim a(s) = —oo, a equagao 2a(s)n(s) + 72(s) = 0 e a

S—w4

Afirmagcao, obtemos que lim 7(s) = 0, isto é, n(s) ¢ limitada no intervalo (sg,w; ).
S—w4

Logo, pelo item 7)) do Lema 3.2.21, obtemos que w; = +00 e 1i1+n [c+ar(s)]=0. 1
S—+00

Corolario 3.2.46 Seja 1(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema
(3.20) definida no intervalo mazimal I = (w_,w,), para constantes a > 0, ¢ > 0
e condigio inicial ¥ (s) € C, onde o conjunto C é dado por (3.17). Se uma curva

X I — @Q* s eI ¢a solugio autossimilar do fluro FC de curvatura k(s), que
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corresponde a solugao Y(s), entdo em cada fim de X ou k(s) € ilimitada, ou k(s)

converge a zero, ou k(s) converge a c.

Demonstracao: Como k(s) = ¢+ ar(s), onde a > 0, ¢ > 0 ent@o segue do Lema

3.2.45 que, ou k(s) ¢ ilimitada, ou k(s) converge a zero, ou k(s) converge a ¢ em cada

fim de X. |

Agora, vamos analisar o caso em que as condicdes iniciais estdo no conjunto S.
Antes de iniciar com os lemas, veja que, se a = ¢, entao as fungoes a(s) = —s, n(s) =0
e 7(s) = —1 é uma solu¢do do sistema (3.20) com ¢ > 0. Essa solugao representa uma
parabola no cone de luz, isto é, uma solucao trivial para o FC.

Quando ¢ > 0, o sistema (3.20) tem solucdes singulares no conjunto S que sdo

pontos que anulam o campo ® do lema a seguir.

Lema 3.2.47 Seja ® : S — T'S € R um campo diferencidvel dado por
O(a,1,m) = (7’, ca+ara —1n, —cT — a7’2)

_ 1 c
onde a,c > 0 e o conjunto S € dado por (3.17). Entao p = (——,O, —— ] e—p
V2e T V2e

sao pontos singulares de ® e os autovalores de d®, e dP_, sao

a+ Va2 + 16¢2 N —a++va? + 16¢2
€ = )
2/2¢ P 24/2¢

Ap =

Demonstracao: Os pontos singulares de ® satisfazem 7 = 0, c« = 7. Se

estdo em S, entdo 1 = (e, e3) = 2am + 72 = 2am. Logo, 2ca’? = 1, a = +—— e

1 c
+——,0,+—— ] sao os pontos singulares de ®. O numero A é um autovalor de
( vV 2¢ Vi 20) P &

dd,, se existe w € Ty, S = {w = (w1, we, —awy) : wy,wy € R} tal que d®o,(w) = Aw.

Entao
0o 1 0 W,
a
C :l:—2 -1 Wo :()\wl,)\wz,—)\cwl),
C
0 —c 0 —Ccwy
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isto implica que,
Wy = )\U)l,

a
2cwy £ —=wy = A\wo,

V2e

—Ccwy = —Acw;.

a
Logo A> F —\ — 2¢ = 0, dai
V2c

a+ Va2 -+ 16¢2 —a £ +Va?+ 16c2

A, = A, =
g Wor ¢ p ov/2e

No Lema 3.2.47, vimos que ( 0 j:—) sao pontos singulares de sela de
V2T Ve

®, isto é, sao solugoes singulares de (3.20). Cada solugao singular corresponde a uma

hipérbole que é a intersecao do cone de luz com o plano x3 = —— ou com o plano

1 vae

r3 = —\/7. Como +p sao pontos singulares de sela de ¢, entao existem condigoes
c

iniciais ¢, € S\ {p} tais que 11111 ¥(s,q) = £pe lim 1(s,q) = £p. Assim, defina
S——+00 S——00

0s conjuntos
We(xp) ={q €S : lims, o0 ?¥(s,q) = £p},

| (3.25)
Wi(£p) = {q € S :lim,, o ¥(s,q) = £p}.

Lema 3.2.48 Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial do sistema (3.20)
no intervalo mazimal I = (w_,w, ), para constantes a > 0, ¢ > 0 e condi¢ao inicial
¥(0) € S, onde o conjunto S ¢ dado por (3.17). Sejam Wi(£p) e We(£p) como em
(3.25). Se ¥(0) € S\ Wi(£p) (resp. S\ We(£p)), entdo Squrjl la(s)| = +oo (resp.
hm la(s)| = +o0). _

S—w

Demonstragao: Segue do item i) do Lema 3.2.17 que existem s1,so € [ tais que as
fungoes a(s), 7(s) e n(s) sdo monodtonas nos intervalos (w_, s1) e (Sg,wy).

Seja 1(0) € S\ W(&p) e suponha por contradicio que a(s) seja limitada em
(w_,s1). Segue do item i) do Lema 3.2.18 que, as fungoes 7(s) e n(s) s@o limitadas
em (w_,s1) e w. = —oo. Como ja observamos que as fungoes «(s), 7(s) e n(s) sao
monoétonas no intervalo (w_, s1), entdo existe ¢ € S\ W¥(&p) tal que, Sli}r_noow(s) =

e ¢ ¢ uma solugao singular do sistema (3.20). O que é uma contradi¢ao, pois, quando
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¢ > 0 o sistema (3.20) ndo tem solugdo singular no conjunto S\ W(4p). Portanto,
a(s) é ilimitada em (w_, s1) e Sllm la(s)] = 400.

De maneira analoga, seja zL(O) € S\ W¢(&p) e suponha por contradicio que
a(s) seja limitada em (s2,w, ). Segue do item ii) do Lema 3.2.18 que, as fungoes 7(s) e
n(s) sao limitadas em (sg,w;) e wy = +00. Como ja observamos que as fungoes a(s),
7(s) e n(s) sdo monoétonas no intervalo (so,w, ), entdo existe ¢ € S\ W¢(%p) tal que,
sginoow(s) = ¢ e ¢ ¢ uma soluc¢ao singular do sistema (3.20). O que ¢ uma contradigao,

pois, quando ¢ > 0 o sistema (3.20) ndo tem solugdo singular no conjunto S\ We(=£p).

Portanto, a(s) é ilimitada em (s2,wy) e lim |a(s)| = +oo. |
S—w4

No proximo lema, vamos estudar o comportamento das fungdes 7(s) e 7(s).

Lema 3.2.49 Seja (s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solucao nao trivial do sistema (3.20)
definida no intervalo mazimal I = (w_,w, ), para constantes a > 0, ¢ > 0 e condi¢do
inicial (0) € S, onde conjunto S € dado por (3.17). Sejam Wi(£p) e We(£p) como
em (3.25) es e I.

i) Sen(s) € limitada no intervalo (w_,3) e (0) € S\ Wi(£p), entdo w_ = —o0 e

lim c+ar(s)= lim n(s)=0.
§——00 $——00

ii) Se n(s) € ilimitada no intervalo (w_,3) e ¥(0) € S\ Wi(&p), entdo lim |c +
S—w—

at(s)| = +oo.

ii) Se (0) € Wi(+£p), entio lim [c+ at(s)] = c.

S§—>—00
w) Se n(s) € limitada no intervalo (3,wy) e ¥ (0) € S\ We(&p), entdo wy = +oo e

Sginooc +ar(s) = Sginoo n(s) = 0.

v) Se n(s) € ilimitada no intervalo (3,w,) e ¥(0) € S\ We(£p), entdo lim |c +

S—W4

ar(s)| = +o0.

vi) Se (0) € We(+£p), entao lim [c+ at(s)] = c.

S—+00

Demonstracao: Antes de iniciar a prova de cada item, observamos que, pelo item i)
do Lema 3.2.17 existem 1, s9 € I tais que as fungoes «a(s), 7(s) e n(s) sdo mondtonas
nos intervalos (w_, s1) e (s2,wy).

i) Seja n(s) uma funcdo limitada no intervalo (w_,3) e ¥(0) € S\ Wi(£p). Como ja
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sabemos que lim |a(s)| = +oo, entdo segue do item i) do Lema 3.2.21 que, w_ = —o0
S—w—
e lim c+ar(s)= lim n(s) =0.
S§——00 S§—>—00
ii) Segue usando o Lema 3.2.48 e a equagao 2a/(s)n(s) + 72(s) = 1.
1 c
+ 0+
V2c V2c

quando ¢ > 0, entao entao lim 7(s) = 0 quando ¥(0) € W*(£p). O que conclui a

S§—>—00

i) Como os pontos singulares ( sao pontos de sela do sistema (3.20)
prova do item.
iv) De maneira analoga ao item i), seja 7(s) limitada no intervalo (5,w;) e ¥(0) €
S\ Wi(£p). Ja sabemos que lim |a(s)] = 400, entdo segue do item i) do Lema
S—w4

3.2.21 que, wy = +oo e lim c+ar(s)= lim n(s) =0.

s§—>+00 s——+00
v) Segue usando o Lema 3.2.48 e a equagao 2a(s)n(s) + 7%(s) = 1.

1 c
— 0, t——
V2c \/20)

sela do sistema (3.20) quando ¢ > 0. Assim, se 1(0) € W¢(£p), entdo lim 7(s) = 0.
§——00

vi) Veja que, pelo Lema 3.2.47, os pontos singulares (j: sao pontos de

Portanto, Sggloo[c +ar(s)] =c. [
Corolario 3.2.50 Seja (s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solu¢ido nao trivial do sistema
(3.20) definida no intervalo mazimal I = (w_,w.), para constantes a > 0, ¢ > 0 e
condi¢do inicial ¥(0) € S, onde o conjunto S € dado por (3.17). Se a curva X : I —
Q?, s €I ¢ a solugao autossimilar do fluvo FC de curvatura k(s), que corresponde a
solug@o 1(s), entao em cada fim de X ou k(s) € ilimitada, ou k(s) converge a zero, ou

k(s) converge a c.

Demonstragao:
Como k(s) = ¢+ ar(s), onde a > 0, ¢ > 0 entdo segue do Lema 3.2.49 que, ou

k(s) é ilimitada, ou k(s) converge a zero, ou k(s) converge a ¢ em cada fim de X. W

Apos esta série de lemas sobre as solugoes autossimilares quado ¢ > 0, temos o

seguinte teorema.

Teorema 3.2.51 Para cada vetor v € R3\ {0} e ¢ > 0 existe uma familia a dois
pardmetros de solucoes autossimilares do fluxo de curvatura no cone de luz definidas
em um intervalo maximal [ = (w_,w,), X : I — Q* tal que k(s) = c+ (T'(s),v), onde
k(s) € a curvatura de X e T(s) € vetor unitdrio tangente a X para cada s € 1. Além

disso,
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i) se (v,v) <0, entdo lim k(s) = 400, wy = 00 € liIﬂp k(s) = 0. Além disso,
S—w_ §—+00

X assintota uma reta de Q? quando s tende a w_;
ii) se (v,v) > 0, entao em cada fim de X ou k(s) € ilimitada, ou k(s) converge a

zero, ou k(s) converge a c.

Demonstracao: Para demonstrar o teorema vamos separar nos trés tipos de vetores.

Sem perda de generalidade podemos assumir que v = ae, onde a > 0 e

(—=1,0,0) se v é do tipo tempo,
e=49 (=1,1,0) se v édo tipo luz,
(0,0,1) se v é do tipo espago.

Seja ¥(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solucao do sistema de equagoes diferenciais ordi-
narias (3.20) definida no intervalo maximal I, com a > 0, ¢ > 0 e condigao inicial

¥(0) € R? tal que

—1 se v é do tipo tempo,
20:(0)n(0) + 7%(0) = ¢ 0 se v ¢é do tipo luz,

1 se v é do tipo espago.

Assim, as condigoes iniciais do sistema (3.20) que dependem de duas constantes, deter-
minam o s6liton em cada caso. Portanto, para cada vetor fixado v € R3\ {0} e ¢ > 0
existe uma familia a dois parametros de solugoes autossimilares do fluxo FC.

O item i) segue do Corolério 3.2.44.

O item i) segue dos Corolarios 3.2.46 e 3.2.50. |

Segue dos Teoremas 3.2.29, 3.2.40 e 3.2.51 que, mesmo o cone de luz sendo
uma superficie degenerada, as solugoes autossimilares do fluxo de curvatura sempre se
comportam como conicas ou retas de Q2 nos fins.

Note que, se uma curva X em @Q? de curvatura k(s) # 0 para todo s € I ¢ uma
solucao autossimilar do fluxo FC em Q?, entao pelo Teorema 3.1.9, a curva associada a
X ¢ uma solucao autossimilar do fluxo FCI em Q2. Logo, usando os Teoremas 3.2.29,
3.2.40 e 3.2.51 temos que, dado v € R3\ {0} e ¢ € R existe uma familia a 2-parametros

de solucoes autossimilares do fluxo FCI em Q2. Tais curvas podem ter mais de uma
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componente conexa, que podem ser geradas pelos eventuais pontos isolados onde a

curvatura de X se anula.

3.3 Solucgoes Autossimilares dos Fluxos FC e FCI Vi-
sualizados

Nesta secao, apresentamos a visualizacao de alguns exemplos de solugoes autos-
similares dos fluxos FC e FCI no cone de luz. Para isso, usamos a seguinte parametri-
7agao

X(p; ) = (p, pcos(), psen(p)), p <0

do Q. Se a curva X(s) = x(p(s),p(s)) é parametrizada pelo comprimento de arco,

entao [p(s)¢’(s)]? = 1. Tomando p(s)¢’(s) = 1, obtemos que

T(s) = (p'(s), p'(s)cos(p) — sen(p), p'(s)sen(p) + cos(p)) .

As fungoes p(s), ¢(s), k(s) satisfazem o seguinte sistema de equagoes diferenciais or-

dinarias
1+ [p'(s)]
2p(s) (3.26)

onde k(s) é a curvatura de X. A primeira equagdo é obtida através do célculo da
curvatura de X e a segunda equagao é consequéncia da curva ser parametrizada pelo
comprimento de arco. Quando ¢'(s)p(s) =1, a curva associada a X (s) pode ser escrita

por

Y(s) = (_1+[p’(8)]2 2p'(s)sen(i0(s)) + {1 — [p'(s)]*}cos(p(s))
2p(s) 2p(s) ’
—2p/(s)cos(ip(s)) + {1 — [p’(S)]Q}Sen(s@(S))>
2p(s) '

Sabemos pelo Teorema 3.1.9 que, se uma curva X de Q% é uma soluc¢io autossi-
milar do fluxo FC cuja k(s) # 0, entao a curva associada a X é solugao autossimilar para
o FCI. Relembramos também que, pelo Teorema 3.1.10, se uma curva X em Q? ¢ solu-

¢ao autossimilar do fluxo FC, ent@o a curvatura de X ¢ dada por k(s) = c+a(T'(s),v),
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onde ¢ ¢ uma constante e v € R?\ {0}. Observe que, pelo Lema 3.2.15 a funcdo cur-
vatura (¢ + 7(s), ¢ € R) tem no méaximo dois zeros. Logo, pelo Teorema 3.1.9 ha no
maximo trés componentes conexas da solug¢ao autossimilar do fluxo FCI associadas a
solugao autossimilar do fluxo FC X ou seja, se s1, s3 € I s@o zeros de k(s), escrevemos
I = (w_,s1]U(s1,2) U[s2,wy), entado existe uma solugao autossimilar do FCI em cada
intervalo (w_, s1), (s1,52) e (S2,wy).

Assim como fizemos no estudo qualitativo, podemos considerar, a menos de
isometria, v = a(—1,0,0) quando v é do tipo tempo, v = a(—1,1,0) quando v é do tipo
luz, v = a(0,0,1) quando v é do tipo espago e a > 0. Dessa forma, usamos o sistema
(3.26) e o software Maple para construir graficos de exemplos de solugdes autossimilares
dos fluxos FC e FCI em Q?. Mas, para comentar sobre o comportamento assintético de
uma solugao autossimilar usamos os lemas obtidos através do sistema (3.20). Apenas
para o caso ¢ = 0 e vetor fixado do tipo luz, obtemos solucoes autossimilares nao
triviais e explicitas do fluxo FC e do fluxo FCI (ver Lema 3.2.28). Nos outros casos,
todos os graficos a seguir foram construidos a partir de solu¢oes numéricas do sistema
(3.26).

Na Figura 3.4 estamos visualizando um séliton X do fluxo FC no intervalo
(—2,110), de curvatura k(s) = (T'(s),(—1,0,0)) e a = 1. Segue do Lema 3.2.24 que
wy = 400 e do Corolario 3.2.25 que X espirala para circulos cada vez maiores quando

s tende a +oo. Além disso, X assintota uma reta de Q% no outro fim.

Figura 3.4: Séliton do fluxo FC em Q? com ¢ =0, a = 1 e vetor fixado (—1,0,0).

Na Figura 3.5 apresentamos o grafico da funcao curvatura do soéliton visualizado na

Figura 3.4 no intervalo (—2,20). Vale ressaltar que, quando ¢ = 0 e o vetor fixado é do
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tipo tempo, mostramos no Lema 3.2.22 que o zero de k(s) sempre existe e é tnico.

Q)5

O 15 20

Figura 3.5: Curvatura de um soliton do fluxo FC em Q2 com ¢ = 0, a = 1 e vetor
fixado (—1,0,0).

Na Figura 3.6 visualizamos os graficos dos dois so6litons do fluxo FCI associados ao
soliton apresentado na Figura 3.4. Para o grafico da esquerda (resp. direita) na Figura

3.6 usamos o intervalo (—2.4, —1.2) (resp. (—1,50)).

/

s

Figura 3.6: Soliton do FCI em Q2 com ¢ =0, a = 1 e vetor fixado (—1,0,0).

Quando ¢ = 0 e o vetor fixado é do tipo luz, os sélitons dos fluxos FC e FCI

sao dados pela Proposi¢ao 3.2.28 (este é o tnico caso onde nao é usado as solugoes
2 2
numéricas do sistema (3.26)). Tomando a = 1, a(0) = ~g’ 7(0) = 3¢ n(0) = 1,

obtemos que a constante D da Proposicao 3.2.28 é igual a zero e

n(s) = —s+1, 7(s) = , a(s) = — , Vs < 1.

Assim, podemos escrever o soliton para o FC Y (u) e o soliton para o FCI X (s) da
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seguinte forma

. 745 1134 441
Y = (Z2(ur1)—
() <32( A Sl T N ER
—713(—u+1)+ 134 441 —27(—u+1)*+21 w1
32 32(—=s+1) 32(—u+1)¥ 4(—u+1) ’
€
. 745 27 9 713
X(s) = ([~ 2(st1P (st s 1)
(s) < et gt ey et
27 9 3(=s+1)P—(-s+1)
A s+t <1.
s D 5Ty 2 0

Os graficos das curvas Y (u) e X (s) estdo nas Figuras 3.7 e 3.8.

Figura 3.7: Soliton do fluxo FCI em Q% com ¢ =0, a = 1 e vetor fixado (—1,1,0).

Figura 3.8: Soliton do fluxo FC em Q% com ¢ =0, a = 1 e vetor fixado (—1,1,0).

Na Figura 3.9 estamos visualizando um séliton X do fluxo FC no intervalo
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(—3.2,3.2) de curvatura k(s) = (T'(s),(0,0,1)) e a = 1. Na Figura 3.10 apresentamos
o grafico da func¢ao curvatura em (—3.2,3.2) do séliton apresentado na Figura 3.9 e
na Figura 3.11 visualizamos os soélitons do fluxo FCI associados ao séliton do fluxo
FC apresentado na Figura 3.9. Listando os graficos da Figura 3.11 da esquerda para
a direita, para construir estes graficos usamos respectivamente os intervalos (1.3, 2.5),

(—1.2,1.2) e (—2.8, —1.4).

Figura 3.9: Soliton do fluxo FC em Q% com ¢ =0, a = 1 e vetor fixado (0,0,1).

Figura 3.10: Curvatura de um séliton do fluxo FC em Q% com ¢ = 0, a = 1 e vetor
fixado (0,0, 1).

Figura 3.11: Séliton do fluxo FCI em Q7% com ¢ =0, a = 1 e vetor fixado (0,0, 1).

Se ¢ < 0 e o vetor fixado é v = (—1,0,0), entao o item ¢) do Lema 3.2.32 mostra
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que o ponto singular p = ( ) de ® é um atrator global e do Lema

1 c
0,
v —2c v/ —2c

3.2.31 temos que os autovalores associados ao ponto singular sao reais se 4|c| < a e

complexos se 4|c| > a. A solugao singular corresponde a circunferéncia de raio —5, em
c

Q? que é solucao para o FC. A curva associada a esta circunferéncia é a circunferéncia
de raio —g em Q% que ¢é solugdo para o FCI para os mesmos v e ¢ fixados. Sabemos
do 3.2.30 e do Corolario 3.2.33 que w; = +o0 e Sginook(s) = c. Dessa forma, vamos
apresentar graficos para 4|c| > a e 4|c| < a.

Na Figura 3.12 estamos visualizando uma solugao autossimilar X do fluxo FC

1 1 1
no intervalo (—3.4,60) de curvatura k(s) = -7t 6<T(8)’ (—1,0,0)), isto &, ¢ = 7

a = 5 Na Figura 3.13 apresentamos o grafico da fun¢ao curvatura em (—2.8,40) da
solucao autossimilar apresentada na Figura 3.12.
Na Figura 3.14 visualizamos uma soluc¢ao autossimilar do FCI no intervalo do

tipo (0.8,40) associada a solugao autossimilar do FC apresentada na Figura 3.12.

1
Figura 3.12: Solucao autossimilar do fluxo FC em Q% com ¢ = 7%= % e vetor
fixado (—1,0,0).
. . . 9 1
Figura 3.13: Curvatura de uma solugao autossimilar do fluxo FC em Q© com ¢ = T

1
a=ce vetor fixado (—1,0,0).
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1 1
Figura 3.14: Solugdo autossimilar do fluxo FCI em Q2 com ¢ = T a = 6 e vetor

fixado (—1,0,0).

Na Figura 3.15 estamos visualizando uma solucao autossimilar X do fluxo FC
no intervalo (—1.08,40), de curvatura k(s) = —i +5(T'(s), (—1,0,0)), isto ¢, ¢ = —%
e a = 5. Na Figura 3.16 apresentamos o grafico da fungao curvatura no intervalo
(—0.9,7) da solucdo autossimilar apresentada na Figura 3.15.

Na Figura 3.17 visualizamos uma solugao autossimilar do FCI no intervalo

(0.3, 30) associada a solugao autossimilar do FC apresentado na Figura 3.15.

Figura 3.15: Solucao autossimilar do fluxo FC em Q? com ¢ = ——, a = 5 e vetor

4
fixado (—1,0,0).
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1
Figura 3.16: Curvatura de uma solucao autossimilar do fluxo FC em Q% com ¢ = 7
a =5 e vetor fixado (—1,0,0).
Figura 3.17: Soluc¢do autossimilar do fluxo FCI em Q% com ¢ = —p o= 5 e vetor

fixado (—1,0,0).

Quando fixamos o vetor (—1,1,0) e ¢ < 0, sabemos dos Lemas 3.2.30, 3.2.32 e
do Corolario 3.2.33 que wy = 400,

lim a(s) = lim 7(s)= lim 7n(s)=0

s$——+00 S—+00 S$—+00

e ligrn k(s) = c. Segue da Observagado 1.3.6 que, neste caso, a solu¢do autossimilar
S—r—+00

X do fluxo FC "espirala" para elipses cada vez mais proximas do plano do tipo luz

que contém a origem e o vetor (—1,1,0). Na Figura 3.18 estamos visualizando uma

1
solugdo autossimilar X do fluxo FC no intervalo (—1.9,50) de curvatura k(s) = -7t
1
5(T(s), (—1,1,0)), isto ¢, ¢ = —ge0= 5. Na Figura 3.19 apresentamos o grafico da
fungao curvatura no intervalo (—2,50) da solugdo autossimilar apresentada na Figura
3.18.

Na Figura 3.20 visualizamos uma solug¢ao autossimilar do FCI no intervalo
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(—0.6,40) associada a solugao autossimilar do fluxo FC apresentado na Figura 3.18.

1
Figura 3.18: Solucao autossimilar do fluxo FC em Q% com ¢ = —2, a = 3 © vetor

fixado (—1,1,0).

Figura 3.19: Curvatura de uma solucao autossimilar do fluxo FC em Q2 com ¢ = —2,

1
a=;e vetor fixado (—1,1,0).

1
Figura 3.20: Solu¢ao autossimilar do fluxo FCI em Q2 com ¢ = —2, a = 5 € vetor
fixado (—1,1,0).
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Na Figura 3.21 estamos visualizando uma solu¢ao autossimilar X do fluxo FC
no intervalo (—2.8,2.8) de curvatura k(s) = —1 + (7'(s),(0,0,1)), isto é, ¢ = —1 e
a = 1. Na Figura 3.22 apresentamos o grafico da fungao curvatura em (—3.2,3.2) da
solugao autossimilar apresentada na Figura 3.21.

Na Figura 3.23 visualizamos solugoes autossimilares do fluxo FCI que estao
associadas a solugao autossimilar do fluxo FC apresentada na Figura 3.21. Listando os
graficos da Figura 3.23 da esquerda para a direita, para construir estes graficos usamos

respectivamente os intervalos (—2.8, —1), (—0.5,0.5) e (1,2.8).

Figura 3.21: Solucao autossimilar do fluxo FC em Q% com ¢ = —1, a = 1 e vetor fixado
(0,0,1).
30
20
10+
3 -2 -1 O 12 3
Figura 3.22: Curvatura de uma solucao autossimilar do fluxo FC em Q2 com ¢ = —1,

a =1 e vetor fixado (0,0, 1).
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Figura 3.23: Solucoes autossimilares do fluxo FCI em Q% com ¢ = —1, a = 1 e vetor

fixado (0,0, 1).

Quando ¢ > 0 e v = (—1,0,0), segue do Lema 3.2.43 que w, = 400 e
Sginook(s) = 0. Na Figura 3.24 estamos visualizando uma solucao autossimilar X do
fluxo FC no intervalo (—1.18,2.3) de curvatura k(s) = 4 + (T'(s), (—1,0,0)), isto &,
¢ =4ea=1. Na Figura 3.25 apresentamos o grafico da fun¢ao curvatura em (0, 10)
da solucao autossimilar apresentada na Figura 3.24 e na Figura 3.26 visualizamos as
solugoes autossimilares do fluxo FCI associados & solucao autossimilar do fluxo FC

apresentada na Figura 3.24. Listando os graficos da Figura 3.26 da esquerda para a

direita, para construir estes graficos usamos respectivamente os intervalos (—0.76, 0.6),

e (0.68,50).

Figura 3.24: Solucao autossimilar do fluxo FC em Q2 com ¢ =4, a = 1 e vetor fixado
(—1,0,0).
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0 T
4 6 8 10
H

Figura 3.25: Curvatura de uma solucao autossimilar do fluxo FC em Q% com ¢ = 4,
a =1 e vetor fixado (—1,0,0).

y

Figura 3.26: Solugoes autossimilares do fluxo FCI em Q2 com ¢ = 4, a = 1 e vetor
fixado (—1,0,0).

Na Figura 3.27 estamos visualizando uma solugao autossimilar X do fluxo FC
no intervalo (—0.75,3.6) de curvatura k(s) = 4+ (T'(s), (—1,1,0)) e a = 1. Na Figura
3.28 apresentamos o grafico da fungdo curvatura em (0,10) da solugdo autossimilar
apresentada na Figura 3.27 e na Figura 3.29 visualizamos as solu¢oes autossimilares do
fluxo FCI associados a solugao autossimilar do fluxo FC apresentada na Figura 3.27.
Listando os graficos da Figura 3.29 da esquerda para a direita, para construir estes

graficos usamos respectivamente os intervalos (—0.35,0.7), e (0.85, 10).
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Figura 3.27: Solucgao autossimilar do fluxo FC em Q2 com ¢ =4, a = 1 e vetor fixado
(—1,1,0).

0 :
\/z/—Z 5 8 10
s

Figura 3.28: Curvatura de uma solucao autossimilar do fluxo FC em Q% com ¢ = 4,
a =1 e vetor fixado (—1,1,0).

/

Figura 3.29: Solugoes autossimilares do fluxo FCI em Q2 com ¢ = 4, a = 1 e vetor
fixado (—1,1,0).

Na Figura 3.30 estamos visualizando uma solugao autossimilar X do fluxo FC
no intervalo (—3.2,1.9) de curvatura k(s) = 3+ (7'(s),(0,0,1)), isto é, c =3 e a = 1.
Na Figura 3.31 apresentamos o gréafico da fungao curvatura em (—4,5) da solugao
autossimilar apresentada na Figura 3.30. Visualizamos na Figura 3.32 as solucoes
autossimilares do fluxo FCI associados a solucao autossimilar do fluxo FC apresentada
na Figura 3.30. Listando os graficos da Figura 3.32 da esquerda para a direita, para

construir estes graficos usamos respectivamente os intervalos (—4, —1.6), (—1.4,0.7) e

(1,2).
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Figura 3.30: Solucao autossimilar do fluxo FC em Q? com ¢ = 3, a = 1 e vetor fixado
(0,0,1).

Figura 3.31: Curvatura de uma soluciao do fluxo FC em Q% com ¢ = 3, a = 1 e vetor
fixado (0,0,1).

\AA/

Figura 3.32: Solugoes autossimilares do fluxo FCI em Q2 com ¢ = 3, a = 1 e vetor
fixado (0,0, 1).
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