Universidade de Brasilia

" Instituto de Ciéncias Exatas AAA
- ‘ Departamento de Matematica Aﬂ A
Programa de Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional PROFMAT

Calculo de areas de poligonos através de

niumeros complexos

Paulo Rodrigo Alves dos Reis

Brasilia

2023



Paulo Rodrigo Alves dos Reis

Calculo de areas de poligonos através de nimeros

complexos

Dissertacao apresentada ao Departamento
de Matemética da Universidade de Brasi-
lia, como parte dos requisitos do “Programa”
de Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional - PROFMAT, para obtencao
do grau de Mestre.

Universidade de Brasilia - UnB
Departamento de Matematica - MAT
PROFMAT - SBM

Orientador: Prof. Dr. André von Borries Lopes

Brasilia

2023



Posicao vertical

Paulo Rodrigo Alves dos Reis
Cilculo de édreas de poligonos através de ntumeros complexos/ Paulo Rodrigo

Alves dos Reis. — Brasilia, 2023-
80 p. : il. (algumas color.) ; 30 cm.

Orientador: Prof. Dr. André von Borries Lopes

Dissertacao de Mestrado — Universidade de Brasilia - UnB

Departamento de Matematica - MAT

PROFMAT - SBM, 2023.

1. Ntumeros complexos. 2. Area de poligonos convexos. 3. Heron. 4. Brahma-
gupta. 5. Bretschneider. I. Lopes, André von Borries. I1. Titulo

CDU XYZ 02:141:005.7




Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Calculo de areas de poligonos através de
numeros complexos

por

Paulo Rodrigo Alves dos Reis

Dissertagao apresentada ao Departamento de Matematica da Universidade de Brasilia,

como parte dos requisitos do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional - PROFMAT, para obtencao do grau de

MESTRE
Brasilia, 22 de novembro de 2023

Comissao Examinadora:

S L

Prof. Dr. André von Borries Lopes- MAT/UnB (Orientador)

I3

Prof. Dr. Rogério César dos Sgntds - FUP/UnB (Membro Interno)

Prof. Dr. Thiago Williams Siquéira Ramos - IFB (Membro Externo)




Dedico este trabalho a todos os filhos e filhas de
empregadas domésticas que por diversos motivos
nao puderam chegar academicamente aonde che-
guei. Também a todos os professores e professo-
ras que usardo de alguma forma os conhecimen-
tos aqui sistematizados, so assim terd sentido esta

dissertacao.



Agradecimentos

Agradeco a toda equipe do Profmat UnB, em especial, ao Vinicius e Igor, coor-
denadores do programa, que estiveram no decorrer dessa jornada sempre dispostos a nés

auxiliar.

Agradeco aos professores Castilho, Tatiane e Wescley que ainda durante a pande-
mia e via online tiveram a ternura necessaria para acolher-nos em um dos periodos mais

dificeis de ensino e aprendizado ao ministrar as aulas remotas a nossa turma.

Agradeco aos professores Edson e Matheus pelo desenvolvimento e aprofunda-
mento do senso critico ao darem tratamento tedrico necessario aos niimeros na disciplina

de Aritmética.

Agradego ao professor Guy por ser um cientista rigoroso e nos fazer questionar e
procurar verificar se o “6bvio” é ou nao um teorema, mostrando ser necessario fundamentar
tudo.

Agradego aos professores Antonio e Nilton por darem Fundamentos de Calculos,

procurando conexoes com a educacgao basica, quando possivel.

Agradeco as professoras Regina e Raquel que através do Ensino Exploratorio desen-
volveram uma experiéncia fantastica, dando-me instrumental para educacao matematica

ser ativa e, assim a minha pratica, experiéncia rica que ja uso em sala de aula.

Agradego ao Carrion professor de Geometria Analitica no primeiro momento. De-
pois a professora Lucina Avila por seu entusiasmo ao ministrar as aulas, era mégico e

inspirador ver o seu brilho no olhar e uma excelente didatica que tem.

Agradeco a Simone e Ruy pela preparacao para enfrentar o Exame Nacional de

Qualificacao.

Agradeco ao Rogério pelas brilhantes aulas, carinho e atengdo. Ainda por aceitar
o convite de participar da banca de avaliacao desta dissertacao, a sua leitura, andlise e

critica faz este trabalho ainda melhor.

Agradeco ao Thiago, professor do IFB, por prontamente aceitar o convite em

participar da banca de avaliacao desse trabalho, muito nos honra as suas contribuigoes.

Concluindo agradecimentos aos professores que passaram nesse meu percurso no
Profmat, agradeco ao André sem ele ndao poderia ter chegado até aqui. Foi meu professor,
orientador e amigo. Pude dividir alegrias, angustias e frustagoes que enfrentei na jornada
de escrever este trabalho, as suas palavras sempre foram alentos. Sorte eu tive em ser

seu aluno, ainda mais de ser seu orientando. Ainda me lembro das primeiras palavras que



escutei falar: a fala embargava ao descrever a defesa de uma monografia de uma estudante
de Pedagogia pela vida dificil que ela teve até chegar a sua conclusao de seu curso. Nesse
dia quis conhecer seus 7 estudantes da disciplina de Polindmios e Equacoes Algébricas,
saber um pouco das suas histérias, ai demonstrou que é um ser humano incrivel além de

um profissional excepcional. André, obrigado por tudo.

Agradego aos varios amigos que fiz nesse percurso das diversas disciplinas que
cursei, é impossivel nomeé-los, a educagdo do DF e brasileira é melhor com eles sem

sombra de duvidas.

Agradego aqueles e aquelas que lutaram para que a SEE-DF liberasse seus servi-
dores para cursarem Mestrado, Doutorado e Pés-Doutorado. Essa luta é necessaria para
garantir a formacao continuada e atenuar o adoecimento que por vezes ocorre na pressao
desse periodo a muitos estudantes, além da jornada exaustiva. Ainda precisamos avancar
e conquistar o direito de cursar a Pdés-Graduagao Strictu Sensu a qualquer tempo, assim
como ocorre nas Universidades e Institutos Federais. De toda sorte, registro meus sinceros
agradecimento a SEE-DF, em especial ao setor de Afastamento, pelos 14 meses que pude

s6 me dedicar aos estudos e escrita, assim maturar as ideias.

Agradego a minha familia, nao é possivel produzir conhecimento do nada, menos

ainda sem apoio familiar.

Agradeco a minha mae pelo esforco em me incentivar a estudar, pela batalha que
deu varias vezes que nao tinhamos dinheiro para comer, a dificuldade era grande, contudo
sempre procurou garantir o nosso material escolar e tantos outros sacrificos que as maes

fazem.

Agradeco a Mara, minha sogra, pelos cuidados com meu filho e as diversas vezes,
sempre com muito carinho, que fez comida para nossa familia, assim realizando momentos

de confraternizacao, além de permitir que eu pudesse estudar ainda mais.

Agradego a Ana Luiza, minha sobrinha que vive comigo pelo auxilio nas tarefas

domésticas me dando maior tempo para estudar.

Agradego ao meu filho Leon, hoje com 3 anos, nasceu durante a pandemia, pela
paciéncia e as vezes pelo choro, mostrando-me que é essencial dar atengao a quem se ama,
assim conquistando o apoio necessario para continuar a caminhada com seu carinho tudo

fica mais leve. Obrigado filho pelo o amor.

Agradeco a Elcimara, minha companheira, pelos cuidados com nossa familia quando
eu nao tinha tempo. Eu sei, eu nao deveria ter lhe sobrecarregado nesse periodo, deveria
ter me esforcado mais para estar ao seu lado e para realizar mais tarefas domésticas; devia
ter trabalhado e estudado menos. Se outras pessoas contribuiram para eu ter chegado até
aqui, vocé foi fundamental. Se eu nesse tultimo periodo fui “Um cego procurando a luz

Na imensidao do paraiso”, hoje tenho certeza vocé é a minha luz e meu paraiso. Muito
) )



muito obrigado por tudo.

Enfim, agradeco quem direta ou indiretamente contribuiu para eu chegar até aqui,

nao foi facil, muito obrigado pelo apoio!



Resumo

Nesta dissertacao, sao apresentados resultados relativos ao célculo da area de poligo-
nos convexos utilizando nimeros complexos. O estudo tem como objetivo demonstrar
as formulas de Heron, Brahmagupta e Bretschneider empregando ntimeros complexos e,
adicionalmente, desenvolver uma férmula abrangente para calcular a area de poligonos
convexos de forma geral. Também sao abordadas as implicagoes praticas desses resultados
no contexto do Ensino Médio, com base em um relato de experiéncia de um minicurso

apresentado durante a 23* edicdo da Semana Universitaria da Universidade de Brasilia.

Palavras-chaves: Numeros complexos, Area de poligonos convexos, Heron, Brahma-

gupta, Bretschneider.



Abstract

In this dissertation, results related to the calculation of the area of convex polygons using
complex numbers are presented. The study aims to demonstrate the formulas of Heron,
Brahmagupta, and Bretschneider through the use of complex numbers and, additionally,
to develop a comprehensive formula for calculating the area of convex polygons in a
general manner. Furthermore, the practical implications of these findings in the context
of high school education are discussed, based on an experiential account of a mini-course

presented during the 23rd edition of the University of Brasilia’s University Week.

Key-words: Complex numbers, Area of convex polygons, Heron, Brahmagupta, Bretschnei-
der.
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Introducao

A presente dissertacao, intitulada Cdlculo de dreas de poligonos através de nimeros
complezos, é motivada pelo artigo Heron’s formula via complex numbers' de Stroethoff
(1999), onde a férmula de Heron para a area de tridngulos é elegantemente demonstrada
através de nimeros complexos. Esse avanco suscita as seguintes indagacoes: Ha provas
na literatura para as férmulas de Bhramagupta, Bretschneider ou algo que generalize o
calculo de 4reas através de nimeros complexos? Serd possivel demonstrar tais resultados

utilizando ntimeros complexos?

Além disso, durante uma aula de Geometria no PROFMAT, o Professor Rogério
mencionou que através dos niimeros complexos também é possivel comprovar resultados
classicos da Geometria. Ele inclusive compartilhou o artigo “O Teorema de Van Aubel
com tridngulos: nova prova e uma razao encontradas” de Santos (2022). Essas discussoes
e resultados provocam reflexdes profundas, incentivando a busca por respostas para as

questoes levantadas.

Essas questoes fundamentam o cerne desta pesquisa. Inicialmente, havia uma apre-
ensao quanto a um desfecho negativo no processo e, ainda mais preocupante, a possibi-
lidade de nao encontrar tais resultados na literatura ou nao conseguir demonstra-los por

meio de niimeros complexos.

O levantamento das dissertacoes apresentadas ao PROFMAT? de 2013 a 2023
revela um total de 107 trabalhos que abordam a tematica dos nimeros complexos, ressal-
tando, por si s6, a importancia desse tema para a Educagdo Béasica. Entretanto, dentre
esse conjunto, somente 9 dissertacoes tratam do calculo de areas através de niimeros
complexos, apresentando resultados ja conhecidos na literatura. Entre esses estudos ante-
riores, destacam-se as contribui¢oes de Silva Junior (2020), Vieira (2018), Martins (2018),
Pereira (2015), Ribeiro (2015), Nemitz (2014), Kloster (2014), Oliveira (2014) e Pinheiro
(2013).

Essas pesquisas tém como foco o calculo de areas, especialmente em relagao a tri-
angulos, poligonos convexos e poligonos regulares, que sao generalizagoes particularmente
relevantes. Nosso trabalho contribui de forma significativa, oferecendo demonstracoes al-
ternativas para esses resultados ja estabelecidos na literatura. Além disso, quando nao
encontramos demonstragoes prévias, apresentamos contribuicées originais, enriquecendo
o campo da matematica e a aplicagdo de nimeros complexos no ensino da Educacao

Basica.

Tradugdo livre: Férmula de Heron via nimeros complexos

2 Fonte: https://profmat-sbm.org.br/dissertacoes/. Acesso em 13 de dezembro de 2023.
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Especificamente, apresentamos o Teorema 2.1, que permite o calculo da area de um
triangulo formado pelos afixos de trés nimeros complexos por meio da avaliagdo de um
determinante. Embora esse resultado ja seja conhecido na literatura, sua demonstracao
tradicional se baseia na formula para calcular a area de tridangulos na geometria analitica
utilizando determinantes, como demonstrado no livro Complez Numbers from A to ... Z
de Andreescu & Andrica (2006). No entanto, neste trabalho, oferecemos uma abordagem
alternativa para demonstrar esse notavel resultado. Nossa demonstracao expressa a area do
triangulo formado pelos afixos dos nimeros complexos como o produto dos comprimentos
de seus dois lados, multiplicado pelo seno do angulo entre eles, dividido por 2. Em seguida,
substituimos o seno por uma expressao que envolve os niimeros complexos e, por meio de

desenvolvimentos matematicos, concluimos a demonstracao.

No que diz respeito ao Teorema 2.2, a discussao e a demonstracao foram inspiradas
pelo problema central que motiva esta dissertacao. Primeiramente, é adotada uma abor-
dagem geométrica, seguida por uma demonstracao mais detalhada do que a apresentada

por Stroethoff (1999). O objetivo é tornar a demonstracao mais acessivel e compreensivel.

Introduzimos, no contexto dos quadrilateros, dois teoremas fundamentais: o Teo-
rema 2.3 e o Teorema 2.4. Vale ressaltar que esses resultados nao foram identificados na
literatura brasileira. O Teorema 2.3 ilustra a viabilidade de calcular a area de um qua-
drilatero com base nos nimeros complexos que representam suas diagonais. Além disso,
oferecemos demonstragoes utilizando nimeros complexos para a primeira versao do Teo-
rema de Bretschneider (Teorema 2.4). Essa féormula apresenta uma conexao estreita com
as medidas das diagonais e dos lados do quadrilatero, destacando que essa relagao é valida

para qualquer quadrilatero, independente de ser ciclico ou nao.

Como desdobramento desses resultados, através da aplicagao do Teorema de Pto-
lomeu, derivamos o Teorema 2.5, o qual corresponde a férmula de Brahmagupta e é

exclusivamente aplicavel a quadrilateros ciclicos.

Prosseguindo, apresentamos uma generalizacao do Teorema de Ptolomeu, esta-
belecendo conexoes entre Bretschneider, Brahmagupta e Ptolomeu, além de incluir uma

segunda versao do Teorema de Bretschneider, que é amplamente reconhecida.

Enfim, o Teorema 2.7 representa um resultado de grande relevancia, permitindo a
generalizagao do cédlculo da area de qualquer poligono convexo. A capacidade de demons-

trar esses resultados foi fundamental para o alcance das metas desta pesquisa.

O objetivo geral desta pesquisa é conduzir uma exploracdo abrangente nos ni-
meros complexos, abordando sua histéria, representacoes e propriedades. Isso é realizado
centralmente no Capitulo 1. Especificamente, por meio dos niimeros complexos, buscamos

alcancgar os seguintes objetivos:

» Representar as fungoes seno e cosseno através de conjugados e méodulos;
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o Demonstrar resultados que possibilitam o calculo das areas de triangulos e quadri-

lateros;

e Provar a Formula de Heron, a Féormula de Bhramagupta e a Férmula de Bretsch-

neider;

o Apresentar e fundamentar uma férmula que permita o cdlculo da area de um poli-

gono convexo com n lados.

Estas especificidades sdo investigadas no Capitulo 2, com a excecao da construcgao

das fungoes seno e cosseno, que é abordada no final do Capitulo 1.

Como uma intencao adicional, buscamos qualitativamente compreender a percep-
¢ao da relevancia dos nimeros complexos no ambito da Educagao Basica, bem como as
possiveis aplicagoes do calculo de areas com nimeros complexos no Ensino Médio. Para
alcancar esse proposito, realizamos, no Capitulo 3, uma andlise da aplicacao do conheci-
mento adquirido nos Capitulo 1 e Capitulo 2 por meio de um minicurso de 8 horas. Este
minicurso, intitulado Um Passeio pelos Nimeros Complezos: Cdlculo de Area de Poligo-
nos Convezxos, ocorreu durante a 23* Semana Universitaria da Universidade de Brasilia,
entre os dias 25 e 29 de setembro de 2023, sendo direcionado a estudantes de graduacao

e discentes do PROFMAT, um grupo de professores ja atuantes no ensino basico.

Por fim, no Capitulo 4, sao apresentadas as consideragoes finais, que representam
uma sintese desta pesquisa e destacam sua contribuigao significativa para o desenvolvi-
mento cientifico do calculo de areas utilizando nimeros complexos. Além disso, enfatiza-

mos as oportunidades de aplicar esse conhecimento no Ensino Médio.
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1 Caracterizacao dos niimeros complexos

1.1 Introducao

Neste capitulo, oferecemos um resumo conciso do historico dos niimeros comple-
xo0s, além de explorar suas defini¢oes, representagoes e propriedades. Para uma melhor

compreensdo desse tépico, recomendamos a leitura do Apéndice A.

1.2 Breve introducao a histéria do surgimento dos nimeros com-

plexos

A nogao de nimeros complexos frequentemente surge em didlogos do 8°/9° ano
do Ensino Fundamental, especialmente ao resolver equacoes do segundo grau. E comum
deparar-se com raizes negativas no discriminante da férmula de Bhaskara. Nesse ponto,
os professores costumam explicar que “nao ha solugdo no conjunto dos nimeros reais,
mas sim no conjunto dos complexos, que vocés estudarao no 3° ano do Ensino Médio”. No
entanto, raramente apresentam nimeros complexos de forma explicita; eles simplesmente

indicam um dominio em que a solugao pode ser encontrada.

E no Ensino Médio, quase como uma extensio dessa lembranca, que se introduz
o conceito de nimeros complexos, geralmente relacionado a discriminantes negativos em
equacoes do segundo grau. Isso justifica a necessidade de apresentar a unidade imaginaria,
i, com a propriedade de i> = —1, permitindo conceber solucdes que anteriormente nao

eram possiveis nos nimeros reais.

No entanto, a pergunta que fica é: serd que o conjunto dos nimeros complexos
surgiu dessa forma? A resposta é nao. O que descrevemos acima é apenas uma abordagem
didatica para introduzir o conceito, mas nao reflete a verdadeira histéria do surgimento

dos niimeros complexos.

O objetivo deste texto é fornecer um breve resumo da historia dos nimeros comple-
x08, que esta intrinsecamente ligada a resolucao de equagoes cubicas. Ao fazé-lo, preten-
demos apresentar os principais protagonistas dessa jornada e, ao mesmo tempo, oferecer
uma ferramenta didatica adicional para auxiliar os professores da Educacao Béasica. Nossa

narrativa se baseia em fontes como Lima (1987) e Boyer & Merzbach (2019).
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1.2.1 Historia

A historia do surgimento dos nimeros complexos esta vinculada a batalhas ma-
tematicas que eram travadas por matematicos no século XVI. Eles desafiavam seus opo-
sitores com problemas matemaéticos, e o vencedor do duelo ganhava prestigio, dinheiro e

até mesmo o posto do outro como professor ou conselheiro.

Nesse contexto, a equagao do terceiro grau era um dos problemas que ainda nao
tinha um método de solucao divulgado, diferente da equacao do segundo grau, para a qual

j& existia um método de solucao desenvolvido pelos babilonicos ha mais de 3 mil anos.

Para resolver a equacao do segundo grau, era utilizado o método geométrico, ou
seja, completava-se quadrados e, quando surgiam raizes com radicais negativos, diziam

que nao havia solucao para tais equagoes.

A explicacdo para o fato de ter levado tanto tempo entre o surgimento de um
método para a resolugao da equagao de 2° e 3° grau tem a ver com essas batalhas, pois
quem dominasse tais métodos teria uma ferramenta a mais para desafiar seus opositores,

e, por isso, nao era interessante publicar tal feito.

Boyer & Merzbach (2019) afirmam que Scipione del Ferro (cerca de 1465-1526)
desenvolveu um método para solucionar a equacao do terceiro grau, mas nao o publicou.

No entanto, antes de sua morte, ensinou-o ao seu aluno Antonio Maria Fior (século XV-
XVI).

O italiano Tartaglia (ver Figura 1), pseudoénimo de Niccolo Fontana (1500-1557),
ficou 6rfao de pai aos 6 anos e pertencia a uma familia pobre. No entanto, possuia uma
mente brilhante para a matematica. Tanto que, ao ouvir falar dos rumores sobre o método
de del Ferro, desenvolveu por conta prépria, por volta de 1541, o seu proprio método para

resolver equagoes cubicas.

A partir disso, foi organizado um duelo dele contra Fior onde cada um resolveria
30 problemas propostos pelo outro. Fior sabia resolver somente equagoes ctibicas do tipo
2% 4+ pr = q, j4 Tartaglia como tudo indica sabia resolver ctibicas eliminando o expoente
ao quadrado de tal sorte que Tartaglia resolveu todas as equagoes e Fior nenhuma de seu

adversario, consagrado vitorioso nessa batalha.

Jerome Cardano (1501-1576), Figura 2, convenceu Tartaglia a compartilhar in-
sights sobre seu método, o que levou Cardano a demonstrar a validade de equagoes do
tipo 23 + pr = ¢. Além disso, Cardano demonstrou que substituir z por y — a/3 permitia

eliminar o termo z2.

Em 1546, Cardano publicou o livro “Ars Magna” (do Latim “A grande Arte”), no
qual ele difundiu todos os avancos alcancados até entdo na Algebra. Esse livro desempe-

nhou um papel fundamental na promocao de pesquisas subsequentes sobre a resolugao de
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Figura 1 — Niccolo Fontana Tartaglia.

Fonte: https://pt.frwiki.wiki/wiki/Niccolo_Fontana_Tartaglia. Acesso em 13 de
dezembro de 2023.

equacoes.

Note que a Algebra com uso de letras ainda nao tinha sido desenvolvida nessa
época, sendo feita apenas em 1591 por Francois Viéte. Portanto, para enunciar essas
formulas e seus métodos de solugao, eram usadas receitas ou, de maneira mais elegante,

através de poemas.

Cardano e Tartaglia desenvolveram um método para resolver equagbes cubicas do

tipo 2® = px + ¢, o que resultou na seguinte férmula:

2 3 2 3
_ 34 4\ _ (P 4 (LY (P
TT\2 T (2) (3) 2 (2) (3)
Portanto, usando essa féormula, o valor de z para a equacao z® = 15244 é calculado

como r = \3/2 ++v—121 + \3/2 — +/—121. Cardano estava ciente de que nao havia raiz

quadrada de um ntmero negativo. No entanto, ao examinar a equacao, ele percebeu que

x = 4 era a solugao correta. Ele ndo compreendia como a férmula levava a resposta 4, ja

que isso implicaria necessariamente na raiz de -121, um ntimero negativo.

Em um momento anterior, Cardano havia tentado dividir o niimero 10 em duas
partes de modo que o produto fosse 40. Ele encontrou as partes 5 ++/—15 e 5 — /—15.
Naquela época, o conceito de niimeros complexos ainda nao estava totalmente desenvol-

vido, e ele considerou esse resultado como algo sutil, mas inttil. No entanto, matematicos
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Figura 2 — Jerome Cardano.

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Gerolamo_Cardano. Acesso em 13 de dezem-
bro de 2023.

posteriores demonstraram que essas manipulagoes eram de fato sutis, mas de maneira

alguma intteis.

Rafael Bombelli (1526-1572), ao examinar essas solugdes, teve a ideia de que os
radicais poderiam estar relacionados da mesma forma que os radicandos - em termos
modernos, eles seriam considerados conjugados imaginarios - e, portanto, se anulavam,
resultando no nimero real 4. Bombelli raciocinou que, se um ntimero na forma 2 + by/—1
fosse uma raiz cibica de 24 114/—1, entdo b deveria ser igual a 1. Assim, x = 24 /—1 +
2—+/—1 = 4. Com esse raciocinio, Bombelli antecipou o papel que os ntimeros imaginérios

desempenhariam no futuro.

No entanto, as ideias de Bombelli nao convenceram os matematicos da época,
pois levavam a sofismas, argumentacgoes que parecem verdadeiras, mas possuem alguma

inconsisténcia légica, como o exemplo:

1=v1=/(-1)(-1)=v—1-vV/—-1=-1.

Para eliminar esses sofismas, um passo importante foi dado por Leonhard Euler em 1777,
quando ele denotou y/—1 como 7 (a unidade imagindria). Ainda assim, houve desconfianga,
que foi dissipada com a representacao geométrica e a realizacao de opera¢ées com nimeros

complexos, desenvolvidas posteriormente por Caspar Wessel (Noruega, 1745-1818) e Jean
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Robert Argand (Suiga, 1768-1822). As representagoes geométricas e outras operagoes

relacionadas serao apresentadas a seguir.

O surgimento e a consolidagao dos niimeros complexos constituem um intrigante
capitulo na historia da matematica, que quebra com a tradicdo de limitar a resolugao de
equagoes ao segundo grau, exigindo discriminantes iguais ou maiores que zero. A resolucao
de equagoes cubicas desencadeou o desenvolvimento da unidade imaginéaria, representando
assim um avanco significativo tanto na mateméatica quanto no campo da Algebra. Atual-
mente, os nimeros complexos desempenham um papel fundamental em diversas areas do

conhecimento, como destacado por Lima (1984):

[...] fazem presentes em praticamente todos os grandes ramos da Matematica
como Algebra, Teoria dos Ntmeros, Topologia, Geometria (Analitica, Diferen-
cial ou Algébrica), Analise, Equagoes Diferenciais e em aplicagoes como Fisica
Matemaética, Dindmica dos Fluidos, Eletromagnetismo, etc. A Teoria das Fun-
coes de Variavel Complexa é uma area nobre, de grande tradicdo mateméatica
e, a0 mesmo tempo, com notavel vitalidade, refletida na intensa atividade de

pesquisa que se desenvolve nos dias atuais.

1.3 Definicao e representacao algébrica dos niimeros complexos

Definicao 1.1. Um numero complexo z € C € representado na forma z = a + bi, onde
a e b sao numeros reais (R), e i é uma unidade imagindria (C\ R) com a propriedade
i? = —1. Denotamos a como a parte real de z por Re(z) e b como a parte imagindria de

z por Im(z).

Por conveniéncia e para evitar possiveis confusoes, é possivel representar um ni-
mero complexo como z = (a,b). Mais adiante, discutiremos como esse formato de coor-

denadas ¢ extremamente 1til na representacao geométrica dos niimeros complexos.

Antes de prosseguirmos, faremos uma observacao inicial sobre a unidade imagina-

ria. Para valores de expoentes pertencentes aos nimeros naturais (N) maiores ou iguais a

4, as poténcias com base em i sdo todas iguais a um dos valores i°, !, 12, i3, o que permite

An+r

generalizar o resultado da seguinte maneira: ¢ = 4", onde r é o resto da divisao do

expoente pelo valor 4, conforme ilustrado a seguir:

Observe que, dado que o expoente é um numero natural, ele pode ser expresso
de uma das seguintes formas: 4n + 0, 4n + 1, 4n 4+ 2 ou 4n + 3. Os valores 0, 1, 2 e 3
representam os possiveis restos de um ntmero natural quando dividido por 4. Como o

ciclo das poténcias de i ocorre de 4 em 4, concluimos que *"*" = i". Esse resultado nos
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1 1 —1 —1

i° it i? i3

it 70 76 i

2'8 ZQ Z10 ill
,l'4n+0 7/'471—1—1 Z’4n+2 ,l'4n+3

permite calcular a poténcia de ¢ ao considerar apenas o resto da divisao do expoente por

4.

1.4 Soma, multiplicacdo e formacao de um corpo pelos complexos

Definicao 1.2. Seja z = (a,b) e w = (z,y), ambos € C. Entdo, definimos a soma (+) e

a multiplicagao (-) em C da sequinte forma:

Soma:

z4+w=(a,b) + (z,y) = (a + z,b+y) € R?
ou

zHw=a+bi+zxz+yi=(a+z)+ (b+y)i.
Multiplicacao:

z-w=(a,b) (x,y) = (ax — by, ay + bxr) € R?
ou

z-w=(a+bi)- (z+yi) = (ax — by) + (ay + bz)i.

Observe que as operacoes de soma e multiplicagdo nos nimeros complexos sao
fechadas em C, o que significa que para quaisquer z e w € C, tanto z + w quanto z - w

pertencem a C.

O conjunto dos nimeros complexos C, com as operagoes de adigao e multiplicacao,

forma um corpo, pois possui as seguintes propriedades:
a) Para quaisquer z e w pertencentes a C a adigao e multiplicagdo sdo comutativas:
z+rw=w+z e z-w=w-2z.

b) Para quaisquer z, w e t pertencentes a C a adigdo e multiplicagdo sdo associativas:
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z+(w+t)=(w+z)+t e z-(w-t)=(w-z2)-t.

c) As operacoes de adigdo e multiplicagdo possuem elementos neutros, isto é, existem

0 e 1 em C, donde para qualquer elemento z de C, tem-se:
z+0=2 e z-1==2.

Esses elementos sdo tnicos.

d) Para quaisquer z, w e t pertencentes a C, a multiplicagao é distributiva em relagao

a adicao:
z-(w+t)=z-w+z-t.

e) Todo elemento de z de C possui um simétrico, existe um nimero (—z) pertencente
a C, tal que z 4+ (—z) = 0.

f) Todo elemento z nao nulo de C possui inverso, isto é, existe um nimero (%) perten-

cente a C, tal que z - % =1

Podemos extrair um fato curioso da defini¢ao da multiplicagio, que é (0,1)? = —1.

Para demonstrar isso, comegamos com a multiplicacao de (0, 1) por si mesmo:
(0,1)>=(0,1)-(0,1) =(0-0—1-1,0-1+1-0) = (=1,0) = —1.
Agora, denotando (0,1) como i, obtemos 7> = —1, que ¢ a propriedade fundamental que

define um ntimero complexo.

Essas propriedades, mais do que simplesmente nos permitir chamar o conjunto
dos nimeros complexos de corpo, garantem que uma série de manipulagoes podem ser

realizadas, possibilitando a deducgao de resultados importantes.

Assumimos, sem demonstracao, que o conjunto dos niimeros reais forma um corpo,
o que nos permite aplicar operagoes semelhantes para estabelecer as propriedades menci-

onadas acima para os nimeros complexos.

Provando as propriedades

Sejam z = x + yi, w = a + bi, t = ¢ + di nimeros complexos quaisquer.



Capitulo 1. Caracteriza¢io dos nimeros complezxos 23

a) Comutatividade

Soma

ztw=z+yi+a+bi=(x+a)+ (y+b)i
=(a+x)+b+y)yi=a+bi+tz+yi=w+z

Multiplicagao

z-w= (z+yi)- (a+bi) =za+ xbi + yia + ybi*
= za + xbi + yia — yb = ax + (br + ay)i — by = ax + ayi + bxi + byi>
=a(x +yi) + bi(x + yi) = (a+ bi)(z + yi) = w - 2.

b) Associatividade

Soma,
z+(w+t)=x+yi+ (a+bi+c+di) =x+yi+ (a+c+ bi + di)
=z+yi+(at+c)+b+dyi=xz+(a+c)+yi+ (b+d)i
=@x+a+c)+(y+b+di=(r+a)+c+(y+b)i+di
=(x+a)+(y+bit+c+di=(x+a+yi+bi)+c+di
=(@+yita+bi)+ct+di=(2+w)+t.
Multiplicagao

z-(w-t) = (x+yi)((a+bi)- (c+di)) = (v + yi)(ac + adi + bic + bidi)
= (x +yi)(ac + (ad + be)i — bd) = (x + yi)(ac — bd + (ad + bc)i)
= (z(ac — bd) + z(ad + be)i + yi(ac — bd) — y(ad + be)

zac — xbd + (zad 4+ xbc + yac — ybd)i — yad — ybe
= zac — xbd — yad — ybe + (zvad + xbe + yac — ybd)i. (1)

(z-w)-t=((z+yi)(a+bi))(c+di) = (va+ xbi + yia + yibi)(c + di)
= (za + xbi + yia + ybi*)(c + di) = (zva + (xb+ ya)i — yb)(c + di)
= (za — yb + (zb+ ya)i)(c + di)
= xac + xadi — ybc — ybdi + xbic + yaic — xbd — yad
= zac — xbd — yad — ybe + (xad + xbc + yac — ybd)i. (2)

Portanto, de acordo com as igualdades (1) e (2), demonstramos que z - (w - t) =
(z-w)-t.
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c¢) Elementos neutros
Soma

Procedendo com a prova da existéncia, consideremos z = x +yi e 2’ = 2’ +4'i como

nimeros complexos. Se z + 2’ = z, entao
pt=(r+y)+ (@ +yi) =(e+a)+y+y)i=a+yi==
A partir disso, podemos concluir

x4+ =2 = =0

y+y' =y = y =0.
Portanto,
Z=0+0i=0.
O mesmo vale para 0 + z = 2

E evidente que o elemento neutro da adi¢ao é inico. Suponhamos, por absurdo, que
existam dois elementos neutros distintos, z e z’. Nesse caso, terfamos z = 0 e 2’ = 0,

o que é absurdo, uma vez que, de acordo com nossa hipétese, z # 2’
Multiplicagao

Procedendo com a prova da existéncia do elemento neutro na operacao de multipli-
cacao, consideremos z = x+yi e 2z’ = 2’ +1/i como niimeros complexos. Se z- 2’ = z,

entao
22 =(x+yi) (2 + i) =x2 —yy + (a2 +y2')i =2+ yi = 2.
Dessa expressao, podemos inferir

xx' —yy =x

vy +yr' =y

Reescrevendo o sistema em formato de matriz, tem-se:

r =yl |2 |z
y x|y Y
Aplicando a regra de Cramer para resolver o sistema linear e considerando z # 0,
pois neste caso € trivial, que zz’ = z = 0. Logo, obtém-se
,_ Ty
T _

= — =1
x? + y?
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0
_x2—|—y2_

Assim, podemos concluir que 2/ =1+ 0i = 1.

Y

O mesmo raciocinio se aplica a 2/ -z =2z =z - 2.

Fica evidente que o elemento neutro multiplicativo é inico. Supondo, por absurdo,
que existam dois elementos neutros distintos, z e 2/, entao terfamos z - 2/ = z =

2/ -z =2, 0 que é absurdo, uma vez que, por hipétese, z # 2’

Multiplicagao é distributiva em relagdo a soma

z-(w+1t)=(x+yi)((a+bi) + (c+di)) = (z+yi)((a+ ¢) + (b+ d)i)
=z(a+c)+z(b+d)i +yi(a+c)+ yi(b+ d)i
= xa + xc + zbi + xdi + yia + yic + yibi + yidi
= za + xbi + yia + yibi + xc + xdi + yic 4+ yidi
= za + ayi + xbi + yibi + xc + yic + xdi + ydit

(x+yi)a+bi)+ (z+yi)c+di) =z -w+z-t

Observe também que a igualdade (w +1t) -z =w -z +1t -z é valida.

Simétrico

Seja z um nimero complexo em C. Quando multiplicamos z por —1, obtemos —z.
Assim, z+(—z) =0, pois 2+ (—z2) = z+yi—r—yi = (r—2)+(y—y)i = 0+0i = 0.

Inverso multiplicativo

Seja z=x+yiez =2 +y'ital que z-2' =1 =1+ 0i. Portanto, temos

22 = (x+yi) (' + i) =z —yy + (vy +y2')i =1+ 0.

Isso nos leva ao seguinte sistema de equagoes

vr' —yy' =1,
xy + yx' = 0.

Resolvendo o sistema para determinar x’ e y', encontramos

x
x? + y?

/

y/:_i
2+ 92
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E facil verificar que 2/ +y'i = % Devido a comutatividade da multiplicacao, podemos

afirmar que -z = 1.
z

Outro fato intrigante sobre C é que nao podemos comparar dois nimeros complexos
para determinar qual é maior ou menor. Isso ocorre porque, ao contrario dos nimeros
reais, C nao possui uma ordenacao natural. Se C fosse ordenado, pelo menos uma das

propriedades da tricotomia seria valida. Vamos demonstrar isso com um contraexemplo.

Suponhamos, por absurdo, que C seja ordenado. De acordo com a tricotomia, ao

comparar 0 e 7, terlfamos uma das trés hipoteses: 1 < 0,72 =0, ouz > 0.

Vamos analisar cada uma delas:
I) i < 0: Se multiplicarmos ambos os lados por —i, obtemos 0 < i = —1, 0 que é um
absurdo.
IT) ¢ = 0: Isso é absurdo, pois, por defini¢ao, i € C\ R.
III) 4 > 0: Se multiplicarmos ambos os lados por i, obterfamos —1 > 0, o que também

é absurdo.

Com base nas conclusées I, II e III, nenhuma das propriedades da tricotomia
¢é valida. Portanto, podemos afirmar que C nao é ordenado, e, consequentemente, nao

podemos determinar qual nimero complexo é maior ou menor em relagao a outro.

1.5 Conjugado e propriedades

Definicao 1.3. Seja z = a+bi € C, 0 nimero z = a — bi é chamado de conjugado de z.

Dessa definicao decorrem vdrias propriedades.

Propriedade 1.1. Propriedade do conjugado

|
|

i) 2, para todo z € C;
i)

iii) z

W
Il

0, se, e somente se, z = 0;

z se, e somente se, z € R;

iv) 21+ 20 =21 + 2

ivi) 21+ 20+ ... F 2, =21+ 2+ ...+ 2, (conjugado da soma é soma dos conjugados).
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v.ii) (27) = (2)"

vi) Se 2 # 0, entdo (27 1) = (2)7*

vil) Re(z) = Z£2 e Im(z) = 52

2 21

Prova

i) Como z=a—bi, logo z=a — (—=b)i=a+ bi = z.

ii) = Se z = 0, temos que a — bi = 0+ 0i, isso implica que a = 0 e b = 0, logo
0=0+0t=a+bi = z.
< Se z=0, entio a+ bi = 0,logo a =0 e b = 0. Disso temos z=0— (0)i =0

iii) = Se z = z, temos que a + bi = a — bi, isso implica que b = —b, b+ b = 0, logo
b=0. Assim z =a € R.
< Se z € R, entdo o valor de b= 0, logo z=a+0i =a, assim z=a—0i = a = z.

A v € um caso particular da v.7 a qual provaremos abaizo.

ivi) 21+ 20+ ... F 2z =a1+ib+...+a, +ib, = (a1 + ... +a,) +i(by +...+b,) =
(@ +...+a,) —ibi+...+b)=a1+...+a, —iby —...—ib, = (a1 —iby) + ...+
(an —iby) =21+ ... + 2.

V) 712 = (1122 — niy2) +i(01y2 + 22y1) = (2122 — yiye) — i(T1y2 + 22n) = (21 —
iyl)(:cg — Zyg) = Z_l . 2_2.
As propriedades vi e vii sdo generalizacoes de v e podem ser demonstradas por

indugdo em n, deizamos a cargo do leitor.

vi) Como z - i =1, temos (z - %) =1 e, consequentemente, z - (%) =1, elevando a -1,
oy 1

ambos os lados temos z=1 = (2)~'.

vil) Como z+z=a+bi+a—bi=2a ez—2z=a+bi —a+bi =2bi, temos que

z2+z z—Zz

Re(z) = 5 a e Im(z)=

1.6 Moddulo e propriedades

Definicao 1.4. O maddulo de um nimero complexo z = a + bi é um numero real nao

negativo, tal que |z| = Va? + b2.

Propriedade 1.2. Propriedade do maodulo

i) |z| = |z| = | — 2| para todo z € C.
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ii) z-z = |z|%, para todo z € C.
iii) Re(z) < |Re(z)| < |z] e Im(2) < |Im(z)| < |z].

iv) |z-w| = |z] - |w|, para quaisquer z,w € C.
Prova

i) Seja z=a+Dbi.

Como z = a — bi, temos que |Z| = y/(a)? + (=b)?2 = Va® + 1% = |z|.
Como —z = —a — bi, temos que | — z| = \/(—a)2 +(=b)2 = Va2 + 1% = |2|.

i) 2-2=(a+bi)(a—bi) =a*+b* = (Va2 +1?)? = |z|~.

iii) Seja a o valor da parte real de z. A partir disso, tem-se:
Se a <0, entdo a < |a] < Va2 + b2 = |z|.
Se a =0, entdo 0 < |0 <02+ b2 = |z|. Isso ocorre somente quando b= 0.
Se a >0, logo a < Va®+ b2 = |z].

Por todas as possibilidades, tem-se que Re(z) < |Re(z)| < |z| como queriamos

provar. Analogamente, prova-se para a parte imagindria.

iv) Seja z =a+bi ew =z +yi, |z-w]:\/(ax—by)2—|—(ay—|—bx)2:

Va2r? — 2axby + 0?y? + a’y? + 2axby + b2x? = a’x? + b2y + a®y? + b%a? =
Va2 (a2 +y?) + 02(z2 +42) = /(a2 +02)(a2 +12) = /(a2 +12),/ (a2 +32) = |2 -

jwl.

1.7 Representacao grafica

A representacgao grafica dos niimeros complexos que utilizamos atualmente foi de-
senvolvida pelo matematico franco-suigo Jean-Robert Argand (Hefez & Villela, 2012), que
ganhou notoriedade em colaboracao com Gauss. Por essa razao, esse sistema de represen-

tacao é frequentemente denominado plano complexo ou Argand-Gauss.

No sistema de coordenadas do plano complexo, um niimero complexo z = a + bi é
associado a um par ordenado (a,b), em que o eixo horizontal representa a parte real (a)
e o eixo vertical representa a parte imagindria (b). Esses dois eixos formam um angulo de

90°, como ilustrado na Figura 3.

Pode-se a partir disso representar o médulo de z, a distdncia do ponto (0,0) ao

(a,b).
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ImiZ)

Raiz)

a

Figura 3 — Plano complexo ou Argand-Gauss.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Timi{z)

Z =a+hi

Re(z)

Figura 4 — Representacao do médulo de z, |z|.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Associa-se o niimero z a um vetor 5;, conforme ilustrado na Figura 5. Essa associa-
¢ao permite a realizacao de diversas operagoes e a obtencao de resultados impressionantes.
Alguns desses resultados serao explorados posteriormente neste trabalho. No entanto, no
Apéndice A, definimos vetores e explicamos como opera-los, o que é fundamental para o

desenvolvimento do texto.

1.8 Forma trigonométrica ou polar
A partir das formas graficas apresentadas anteriormente, podemos associar o nu-
mero complexo z as razoes trigonométricas.

Seja # o angulo entre o médulo de z e o eixo real, como ilustrado na Figura 7.

Com base nisso, podemos definir o cosseno e o seno associados ao niimero complexo.
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Re(z)
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Figura 5 — Vetor Oz associado ao nimero z.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

cos =% = q= |z| cos O
||
b

senf = B = b= |z|senf
z

Substituindo os valores de a e b em z, obtemos

z=a+1b=|z|cosd +i|z|senf = |z|(cos O + isend),

Essa forma é denominada forma polar ou trigonométrica de z, em que € € R é chamado

de argumento de z, Arg z.

E importante observar que existem infinitos argumentos de z que sao dados pela

expressao Argz = {0 + 2kw : k € Z}. O tnico argumento de z que pertence ao intervalo

(—m, 7] é denominado argumento principal de z, Argz.

Im(z)

[ 2 = |z|{cos(@) +isen(#))

Re(z) .

@
[FLJD QS

Figura 6 — Forma polar z = |z|(cos# + isen6).

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Veja os exemplos:
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Argi = g, Arg(—1—1) = jiﬂr e Arg(—2)=m.

Propriedade 1.3. Propriedades da forma polar de z.

Sejam z = |z|(cos O + isenf) e w = |w|(cosa + isen ) representagoes polares de

dois niumeros complexos nao nulos z e w.

Propriedades:

i) zw = |z||w| [cos (6 + ) + isen (6 + «)].

ii) 2 = % [cos (0 — a) +isen (0 — a)].
ili) 2™ = |2]" [cos (nf) + isen (nh)], para todo n € Z, conhecido como férmula de De
Moivre.
Demonstragio. 1)

2w = |z|(cos O + isend) - |w|(cos a + i sen )
= |z||w|(cos @ cos v — sen @ sen o + i(cos 6 sen a + sen 6 cos «) )

= |z||w]|[cos (8 + a) + isen (6 + a)].

if)

z  |z[(cosf +isenf)  |z|(cos@ +isenf)(cosa — isen )

w  |w|(cosa +isena)  |w|(cosa +isena)(cosa — isena)
_ |2|(cos B cos o — i cos O sen a4 i sen 6 cos o +- sen 0 sen )

|w|(cos? a — i cos asen v + i cos asen o + sen? )
|2|(cos B cos a + sen O sen ) + i(sen @ cos v — cos 6 sen o)

|w|(cos? o + sen? @)
|| :
= +—[cos (0 — a) 4+ isen (0 — a)].
|w
iii) Para demonstrar esse resultado, dividimos a prova em duas partes: a primeira parte
utiliza a inducgao para valores nao negativos de n, e a segunda parte para valores

negativos.

Base da indugao: Comegamos com n = (. Logo, temos 1 = 2% = |2]°[cos (0 - 0) +
isen(0-60)] = 1(cos0+isen0) =1(1+0) = 1.

Passo indutivo: Suponhamos que vale para algum n € N, ou seja, 2™ = |z|"[cos(n -
0) + isen(n - 0)]. A partir disso, desejamos provar que vale para n + 1. E natural

multiplicar z de ambos os lados da igualdade.

22" = z|z|"[cos(n - §) + isen(n - 6)].
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Disso, obtemos
2" = |z]|2]"[cos(n - 0) + isen(n - 0)](cos(0) + isen(6)).
Pela propriedade (i), temos
2" = |2|"cos(n - 0 + 0) +isen(n - 0 + 0)] = |z["T[cosO(n + 1) +isenf(n + 1)].

Portanto, como a base e o passo indutivo sao validos, pelo principio da indugao

finita, a férmula de Moivre é valida para todo n € N.

Ja para os valores negativos, sejam n e m € Z, com n = —m. Logo,
" o 1 1
ya = 2 = — = -
zm|z|™(cos mb + i senmb)
1 cosmbf — isenmfb

2| (cosmb + isenmf)(cos mb + i sen mé)
1 cosmb —isenmb

|z|™ " cos® mf + sen® mf
1

= |z| 7" [cos(—m#) + i sen(—mb)]

= |z|"(cos nd + isennb).

Como ja provamos a indugao anteriormente, isso completa a prova.

1.9 Identidades

Apresentam-se, abaixo, duas identidades fundamentais que permitem relacionar
resultados classicos da geometria, como a lei dos cossenos e o calculo da area de um

tridngulo usando o seno, com identidades que envolvem ntimeros complexos.

Teorema 1.1. Dados 0s nimeros complexos nao nulos z e w, o cosseno e seno do angulo

0 formado entre z e w vistos como vetores do plano € dado por

2w+ wz ZW — WZ
—— =cosl e ——— =send
2|z||w| 2i|z|w|

Prova

Demonstra-se o seno e deixa-se o cosseno a cargo do leitor, ja que o raciocinio é

tdéntico. Utiliza-se o grdfico abaizo como motivagdo:

Escrevendo z e w na forma polar, tem-se

w = |w| [cos (a — @) +isen (o — 6)]
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Im

Figura 7 — Gréfico para demonstracao do seno por ntimeros complexos.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

e
z = |z|(cosa +isena).
Ademais,
w = |w| [cos (—a+0) +isen (—a + 0)]
e
Z = |z| [cos (—a) +isen (—a)].
Assim

20— wZ _ |z|(cosa +isena) |w|[cos (—a + 0) +isen (—a + 0)]

22| lw| 2i] 2w
 |w[[cos (a = 0) +isen (a — 0)] 2] [cos (—a) + isen (—a)]
2i]2||w| '

donde seque que

20— wzZ  cos[a+ (—a+0)] +isenfa+ (—a+0)]

2i |z| |w| 2i
_cos(a—0)—a]+isen|(a—0)—q
21 ’
ou seja,
2W—wZ _ [cos® — cos (—0)] 4 i [senf — sen (—0)]
2i|z| |w| 2i '
Mas, cos (—0) = cos@ e sen (—0) = —senf. Portanto,
2 — wZ
————— =senf
I

como queriamos demonstrar.
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Corolario 1.1. Associando a propriedade fundamental da trigonométrica, cos® O+sen? § =

1, podemos concluir que

_ N2 _ N\ 2
ZW + Wz ZW — W2

< > + ( - ) B 1'
2|z||w 2i|z[|w|
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2 Area de poligonos convexos através de ni-

meros complexos

2.1 Introducao

Neste capitulo, temos o objetivo de determinar as areas de poligonos convexos por

meio de nimeros complexos, que sao plotados no plano Argand-Gauss.

Especificamente, buscamos demonstrar os resultados para qualquer triangulo e o
radical de Heron. Além disso, pretendemos comprovar resultados tanto para quadrilateros
ciclicos quanto para nao ciclicos, expressando as férmulas de Bretschneider e de Brahma-
gupta, sendo esta ultima uma consequéncia daquela. No ultimo caso, procuramos, assim,

mostrar como calcular a area de qualquer quadrildtero usando niimeros complexos.

Por fim, trabalharemos no desenvolvimento de uma férmula que generalize o cél-
culo de areas de poligonos convexos por meio de niimeros complexos. Apresentaremos os

resultados tedricos e, para torna-los mais compreensiveis, forneceremos alguns exemplos.

2.2 Areas de triangulos através de nidmeros complexos

O primeiro resultado que apresentamos ¢ como determinar a area de qualquer
tridngulo usando nimeros complexos. Antes de prosseguir, é importante destacar que,
ao longo deste trabalho, sempre que nos referirmos a um nimero complexo, podemos
interpreta-lo como as coordenadas no plano Argand-Gauss, transformando-o assim em

um vértice de um poligono.

Teorema 2.1. Sejam z, w e t numeros complexos quaisquer e nao colineares. Ao consi-
derarmos a formagdo de vetores a partir desses nimeros no plano complexo e o angulo

0 € (0,m) formado pelo segmento WZ com ZT, a drea orientada do triangulo formado

por esses numeros € igual a Alz,w,t] = |K|, onde |K| é o mddulo de K definido como
1z z 1
K= % w w 1. (2.1)
t ot 1

Demonstracio. A area orientada de um tridangulo é determinada pelo produto da medida
de dois lados, multiplicado pelo seno do angulo entre eles, dividido por 2. Portanto,
considerando o triangulo representado na Figura 8, com lados |w — z|, |z — t| e dngulo 0

entre eles, a area orientada do triangulo ¢ expressa como
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~Jw—z|]z —t[send
- 5 _

K

Antes de prosseguirmos com a demonstragdo, esclareceremos o conceito de area

orientada a partir da seguinte perspectiva:
1. Se 6 € (0°,180°), ou seja, 6 é o menor angulo formado pelos lados que estao sendo
examinados, entao o sen # é positivo e a drea é orientada positivamente.

2. Se 0 € (180°,360°), entao o sen @ é negativo, e, portanto, a area é orientada negati-

vamente.

Z

Figura 8 — Area de um tridngulo a partir de niimeros complexos.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Por outro lado, pelo Teorema 1.1, temos que

(w=2)(z-1) = (z-t)(w=2)
2ilw — z||z — t

sen f =

Por conseguinte,

(w—2)z=0) - (-O)w=—=2) |w—z|z—t
2ilw — z||z — 2
_ (w—2)(z—1) — (z—=t)(w—2)
47
i (w—2)(z—=1)—(z—t)(w—2)

l 43

K —
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ifw=2)(z=1) = (z = t)(w = 2)]

442
__iHw=2)(E—1) = (z—t)(w—2)]
4
il =@ =2) — (w—2)(E 1)
4
_ 1(2W — 2Z — W + tZ — wZ + wl + 2Z — 2t)
_. ;
:i[(z—t)(m)—(w—Z)(m)ﬂL(W—W)]
_3’ w1 w1 .. w W
A\l T e e
1z z 1
=1 w ? 1
t t 1

Assim, a area do triangulo formado pelos nimeros complexos Z, W, e T' é dada por

Alz,w,t] = |K|, ou seja, o valor absoluto de K.

Observacgao 2.1.

[. Se os niimeros forem colineares, entdo o determinante acima é igual a zero, assim

temos um triangulo degenerado;

II. Note que a parte imaginaria de K ¢é sempre zero.

Exemplo 2.1. Determine a area dos triangulos formados pelos niimeros complexos:

b) 2=2+3i,w=-2+3iet=1+1

c) z=142l,w=—-2+iet=2—1

Resolucao
12 21 . .
a)szl 0 0 1 :%[(0—1—2@'4—0)—(0—22’—1—0)]:%-42':—1.
1 —1 1
Logo, Alz,w,t] =] —1| = 1.

A interpretacdo geométrica também permite determinar a drea dos tridngulos. E

evidente que a base e a altura do triangulo ZWT medem, respectivamente, 2 e 1
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Im

—1
Figura 9 — Area de um tridngulo a partir de nimeros complexos.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

(conforme ilustrado na Figura 9). Portanto, aplicando a formula classica da érea do

base x altura )
2

triangulo ( , obtemos a area igual a 1, como calculado anteriormente.

b)

2+3 2—-3 1
243 -2-3 1
1+ 1—2 1

AP

l

{124 3i)(=2 = 30) + (2 = 30) (1 +4) + (=2 + 3i)(1 — 4)]

I
~

Portanto, A[z,w,t] = |4| = 4.

Im
W 3 z
2
1 4
-
X
-3 -2 -1 0 1 2 3

-1 1

Figura 10 — Area de um triangulo a partir de nimeros complexos.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.
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A interpretacao geométrica também nos permite calcular a area. No triangulo ZW'T
da Figura 10, é evidente que a altura relativa ao ponto 7" possui medida 2, e a
base, que é o segmento ZW  paralelo ao eixo real, tem comprimento de 4 unidades.
Portanto, ao aplicarmos a férmula classica para calcular a area de um triangulo,

obtemos de fato uma area de 4.

"Im
Z
2-
W 1
X

-2 -1 0 1 2
,’1-

>

Figura 11 — Area de um tridngulo a partir de nimeros complexos.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

¢) Ao contrario dos tridngulos dos exemplos a e b, a determina¢do da medida da
altura do triangulo ZW'T da Figura 11 nao é trivial. Neste caso, o uso da férmula

desenvolvida torna-se uma ferramenta valiosa que simplifica a determinagdo da area.

De fato, observe que

1+20 1-22 1

K=7|-2+i —2-i 1
29— 2+i 1
:%{(1—1—2@')[(—2—2’)~1—l-(2+i)]—(1—2@')[(—2+i)'1—1~(2—i)]}
:1-(—102'—1()@')
= 2+ (-209)
=5

Portanto, Alz,w,t] = |5| = 5.

Corolario 2.1. A drea de um triangulo determinado pelos nimeros complexos z, w et €
igual a | K|, onde
1 _
K:am@w#m+my (2.2)
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Demonstracao. A partir do desenvolvimento determinante, temos

z z 1
w w 1= (uw+wt+1z) — (Zw + Wt + tz) = 2iIm (20 + wt + tZ) ,
t ¢t 1

onde a ultima igualdade decorre da Propriedade 1.1 (vii). Agora, substituindo esse resul-

tado em (2.1), segue que
: ) : ) ] )
K = i [2iIm (2w + wt + t2)] = i [—2i Im(Zw + Wt + t2)] = B Im(zw + wt + tz),

como queriamos demonstrar.

]

Exemplo 2.2. Calcule a drea do triangulo (a) do Exemplo 2.1 usando a férmula (2.2).
Resolucao

Seja z =2, w =0 e t =i. Entao,

K:;Im[2-0+0-z’—i(2)]:;Im(—%): (=2) = —1.

DN | —

Como Alz,w,t] = |K| =|—1| = 1, de acordo com o resultado obtido no exemplo anterior.
Para praticar este método, convidamos o leitor a refazer os itens (b) e (¢) do Exemplo
2.1.

2.2.1 Radical de Heron através de nimeros complexos

O matematico Heron de Alexandria (Figura 12) é notavel na histéria da mateméa-
tica, principalmente devido a féormula que leva o seu nome para o calculo da area de um

triangulo:

K = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢),
onde a, b, e ¢ sao as medidas dos lados do triangulo, e s é o semiperimetro, ou seja, metade
da soma desses lados (Boyer & Merzbach, 2019).

Neste trabalho, a féormula de Heron é também referida como radical de Heron,

sendo usada como sinonimo.

Fernandes (2021) apresenta em sua dissertagdo 9 demonstragoes do Radical de

Heron ao qual sugerimos como fonte de aprofundamento do tema. Discute-se a prova
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Figura 12 — Heron de Alexandria.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Heron_de_Alexandria. Acesso em 13 de
dezembro de 2023.

baseada em Heron’s formula via complexr numbers em traducao livre, féormula de Heron

via nimeros complexos de Stroethoff (1999).

A demonstracdo da Férmula de Heron é tradicionalmente baseada no uso do Te-
orema de Pitagoras de forma algébrica. No entanto, neste contexto, abordaremos uma
interpretacao geométrica utilizando o plano de Argand-Gauss para representar um trian-
gulo. Para finalizar a prova, faremos uso da algebra dos niimeros complexos, com énfase

nos resultados previamente desenvolvidos no Capitulo 1.

Teorema 2.2. Sejam w e z numeros complexos distintos que, juntamente com a origem
do plano complexo, formam um triingulo. A drea (K) desse triangulo pode ser expressa

como:

K = oo — 1) (p — ) (p — |z — wl),

onde 2p = (|z| + |w| + |z — w|) € perimetro do triangulo.

Demonstragcio. Antes de comecgarmos efetivamente a prova, vamos analisar o tridngulo

mostrado na Figura 13.

Observe que o nosso objetivo é construir o Radical de Heron, e nenhum dos lados
do tridangulo esta alinhado com o eixo Real ou Imaginario. A questao que surge é: é possivel
construir um triangulo semelhante a OWZ, no qual a base esteja ao longo do eixo Real e a
altura ao longo do eixo Imaginario, ou vice-versa, utilizando as propriedades dos niimeros

complexos?

A resposta para essa pergunta é sim, é possivel. Para fazer isso, basta multiplicar
os numeros complexos w e z pelo conjugado de w, que ¢é representado por w. Isso ocorre
porque w - w = |w|? que é um ntmero real, e w - 2 ¢ um niimero complexo. Portanto, o

triangulo da Figura 13 é rotacionado e dilatado, como exemplificado na Figura 14.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Heron_de_Alexandria
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Im
W

Re .

O

Figura 13 — Triangulo formado por dois nimeros complexos e a origem.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

¥

|w] Re

Im(g2)e - - - === ===
{ T waz

Figura 14 — Triangulo OWZ e tridngulo rotacionado, apés multiplicar os niimeros por w.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Denomina-se o triangulo formado por O, W, e Z como t;, e o tridngulo obtido

pela multiplicacdo por w como t,.

A medida da base do tridngulo ¢ é o médulo de ww, ou seja, |[ww|, e a altura é

|Im(wz)|. Portanto, a area do tridngulo ¢, (A;,) pode ser calculada da seguinte forma:

_ |ww|Im(@z)| _ Jw[Im(dz)]

Aty 2 2

(2.3)

Uma vez que os triangulos t; e t5 sao semelhantes com uma razao de semelhanca
de |w|, onde |w| = |w]|, a razdo de semelhanca entre as areas é |w|?>. Com base nessa

relagdo, podemos determinar a drea de t1(A;,) como

_ [Im(wz)|

Ay, 5

(2.4)

E importante observar que o resultado acima pode ser obtido através do Corolrio

2.1, no entanto, isso implica na perda da andlise e discussoes geométricas que realizamos
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até agora.
Com isso estabelecido, podemos prosseguir com a construcao do Radical de Heron.

Seja A;, = K, temos
(@
K= ‘m;wz)l = 2K = [Im(@2)]

Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos

4K? = |Im(wz)* = (“722_25”)2 (2.5)
onde a tltima igualdade decorre da Propriedade 1.1 (vii). Portanto,
4K = _i[(w —wzzw + (2w)’]
= 1Pz — (@2)” - (2u)?)
Somando e subtraindo 2wzzZw, tem-se
AK? = i(2|w|2|z|2  wzzw + 205w — (12)? — (Fw)?)
= Z(4|w|2|z|2 —2wzzw — (wz)* — (Zw)?)
= LUl — (@2 + 7))
= 2l |21 + (@7 + 20)] 2] 2] — (@2 + 20)]
Somando e subtraindo ww e zZ em cada colchete, obtém-se
4K? = i 2|w] |z| + (wz + zZw) + W — W + 2Z — 2Z] -
2 |w||2] — wz — Zw + W — WO + 2Z — 2Z]
1
=1 [2]w| |2 + (@2 + Zw) + |w|* — wid + |2[* - 2] -
[2[w] |2 — @2 — 2w + wid — |w|* + 22 — | 2]
le {(|w| + |2])? +wz+2w—w7j)—22} : {—(|w| —|2])? — wz — Zw + ww + 27| .

Fatorando, obtém-se
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= [l 1P + 2 = w)(@ = 2)] [~ (hwl = ]2)? + (= — w) (2 — )

=1 |Gl 127 — ¢ = w)E = @) | [~ w) (2~ 1) — (] — J2I)]
|z—w)|?

iMd+W® — |z = wl’] [lz = wl* = (2] - Jw))?],

ou seja,

1
AR =2 (Jw] + 12| + 12 = w]) (jwl + [2] = |z = w]) (|2 = w| + o] = |2])-
(Iz = wl = w| +|z]). (2.6)
Para concluir a demonstracao, observemos que o perimetro do triangulo ¢; é igual
a 2p, onde 2p é a soma das medidas dos lados |w], |z|, e |z — w]. Isso nos leva as seguintes
implicacoes:
L 2p = 2|w| = [z] + [z — w| = [w|
2. 2p =2z = |w| + |z —w| — |7]

3. 2p—2|z—w|=|w|+ |z| — |z — w|

Substituindo essas identidades em (2.6), segue que

AK? = 4{2p (2p — 2ul) (2p ~ 221) (20 — 2]z — w])],

ou seja,
K2 =p(p—|wl)(p—Iz[) (p— |2 —wl).

Portanto,

K =\/p(p—wl) (p— |2) (p — |2 — ), 2.7)

como queriamos demonstrar.

Exemplo 2.3. Vamos calcular a area da Figura 11 Exemplo 2.1. Para praticar esse
método, convidamos o leitor a revisitar e recalcular as areas das Figuras 9 e 10, também

calculadas no Exemplo 2.1.

Para determinar a area K, analisamos os lados formados a partir do niimero t,
conforme mostrado na Figura 11, observando os demais no sentido anti-horario. Dado

quet=2—1i,2=142i, e w = —2+1, as medidas dos lados sao entao determinadas por

It —z| = |1 —3i| = /124 (=3)* = V10
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|z —w| = |[-3—i| =+/(=3)>+ 12 = V10
lw—t| =|—442i| = /(-4 +22=v20=2V5

Portanto, o perimetro do triangulo é dado por

2=t — 2|+ |z — w| + |w — t| = 2v/10 4 2V/5,

enquanto o semiperimetro é

pzx/ﬁJr\/g.

Assim, utilizando a férmula de Heron, temos que

K =\/(VI0+V5) V5 V5 (VIO - V5)

=/5(10 — 5)
V5 -5
5.

Isso esta em concordancia com o resultado calculado na letra ¢ do Exemplo 2.1.

2.3 Areas de quadrilateros

Teorema 2.3. Sejam a e d nimeros complexos nao nulos associados a vetores. Se p = a+
d e g =d—a representam as diagonais do quadrildtero, conforme ilustrado na Figura 15,

entdo a drea K desse quadrildtero, associada a esses numeros complexos, é dada por

K- Ifm(qu)l‘

Demonstracio. Sem perda de generalidade, suponha que os nimeros a e d estao no 1°
quadrante do plano de Argand-Gauss, conforme ilustrado na Figura 16. Apds este exame,
procederemos a analise do quadrilatero no 2° quadrante, cujo conjugado da soma de a+d

esteja no 3° quadrante.

Antes de prosseguir, é importante observar que o quadrilatero pode ser dividido
em dois tridngulos, considerando a diagonal associada ao ntimero p como referéncia. As-
sim, para demonstrar o resultado anteriormente enunciado, emprega-se uma estratégia
semelhante a prova do Teorema 2.2, multiplicando os valores de cada lado do triangulo

pelo conjugado de p. Isso resulta na formagao do quadrilatero mostrado na Figura 17.

Observe que pp = |p|*. Portanto, a area K foi multiplicada por |p|*, uma vez que
os lados do quadrilatero, conforme mostrado na Figura 17, foram multiplicados pela razao

- . 12
|p|. Dessa forma, a razao de semelhanca das areas é |p|”.
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Figura 15 — Area de quadrilatero associada a nimeros complexos.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

‘Im

Re

Figura 16 — Area de quadrilatero associada a nimeros complexos.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

A area do quadrilatero da Figura 17, K1, é a soma das areas dos tridngulos. Assim,

[p*Im (dp)  |p[* Im (ap)

K, =
2 2
_ |p/*Im (dp — ap)
2
R )
2
| T ()

2
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Figura 17 — Quadrilatero rotacionado com area K | p|2.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Como K; = K |p|2, temos que

2 _
p|”Im (pg
donde segue que
o m éﬁQ).

Agora, realizando uma analise no 3° quadrante, conforme mostrado na Figura 18.

f'\lm
-
T
\ =~ - -
Y e .,__;
\
\ q,
\ e
\ &
L p d

Re .

Figura 18 — Area de quadrilatero associada a nimeros complexos.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Ao multiplicar p por seu conjugado P, observe que ap e dp se encontram, respec-

tivamente, no primeiro e quarto quadrantes, conforme ilustrado na Figura 19.
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Im

Figura 19 — Quadrilatero rotacionado com area K| p\Q.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Deste procedimento, pode-se concluir que a area da Figura 19, K, é dada por

_ [pPPIm(ap)  [p|*Im(dp)

Ky
2 2
_ |pPIm(ap — dp)
2
_ lpPImlp(o — d)
2
_ IpPIm[p(—q)]
5 .
Como K; = K|p|?, temos que
“Im(pq)
K 2 —_ _ |p|
p| 5
donde segue que
s - m(Pg)
2

Assim, pela analise do primeiro e segundo quadrante, e as areas tendo sinais opos-
tos, que analogamente podem ser estendidas para as demais possibilidades, inclusive para

os numeros sobre os eixos do plano complexo, conclui-se:

- IIm(qu)l.

]

Esse resultado é de uma elegancia extraordinaria, pois a partir dos nimeros com-
plexos, é possivel obter os nimeros associados aos vetores diagonais de quadrilateros, tor-
nando assim possivel a determinagao de suas areas. Isso evidencia um resultado classico
da geometria plana, que afirma que um poligono com n lados tem uma area equivalente

a de um poligono com n — 1 lados, desde que n seja um ntimero natural maior ou igual a
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4. Neste caso, o quadrilatero possui uma féormula para area semelhante a férmula de um

triangulo, como observado no Corolario 2.1 e na discussdao geométrica do Teorema 2.2,
resultado (2.4).

Exemplo 2.4. Sejam os niimeros complexos Z, = 1+, Zy = 3421, Z3 = 5+4i, Z, = 2+3i,
associados a vértices de um quadrilatero, entdao determine a area do quadrilatero que é

formado por eles.

Usando a férmula obtida no Teorema 2.3, para determinar os nimeros complexos

que estao associados aos vetores das diagonais, temos

p:Z3—Z1:4+32,

o que implica em
p=4-— 3.

Além disso,
q:Z4—ZQZ—1+Z

Logo,
- Im(—4+4i+3i+3) 7
B 2 2

2.4 Areas de quadrilateros nao ciclicos - Teorema de Bretschineider

Com base no resultado do Teorema 2.3, procederemos a demonstragao do teorema
subsequente, conhecido como o Teorema de Bretschneider. Este teorema permite o calculo
da area de qualquer quadrilatero, seja ele ciclico ou nao, em funcao das medidas dos lados
e das diagonais. Ao contrario do resultado anterior, essa férmula nao sera expressa em
termos dos nimeros complexos que definem as diagonais. Além disso, observamos que
a féormula generaliza a de Brahmagupta, ja que esta tultima é estabelecida apenas para

quadrilateros ciclicos, como serd discutido mais adiante.

Teorema 2.4. Seja OABC um quadrildtero com lados de comprimentos OA = a, AB =
b, BC =ceCO =d, além das diagonais OB =p e AC = q. A drea K desse quadrildtero

¢ dada por

1
K = Z\/4p2q2 — (2 —a?+d? -2

Demonstragdo. Sejam Zo, Za, Zp e Z¢c as coordenadas associadas, respectivamente, aos
pontos O, A, B e C no plano complexo, tendo a origem em O e o ponto A no eixo Real,

como ilustrado na Figura 20.

Pelo Teorema 2.3, a area do quadrilatero é
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O a A

Figura 20 — Quadrildtero no plano complexo.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

_ }Im [ZB<ZC - ZA)} ‘

K
2
Usando a propriedade 1.1 (vii), temos que
I 1 ZB<ZC_ZA)_ZB(ZC_ZA) 1 Zp (Ze — Za) — Zp (ZC_ZA)
T2 2 T4 i

Ao elevar ambos os lados ao quadrado, vemos que

o tte 20 2]

1 = 2 = = = = = \12
T { Z5 (Ze — Za)| = 225 (Zc — Z4) Z5 (Zc — Za) + | Z5 (Zc — Za4))] }
1 - 2 _ _ 42
— {2128 120 = 24P - (25 (20 - 20 - 2620 - 20)]'}.
Somando e subtraindo 2ZpZp |Zc — Z.4] ‘Zc — Z 4|, obtém-se
1 - _ _ 92
K= {4 12812 — Zal* = [Z5 (Z — Z4) + Zs(Zc — Z4)] } .

Note que
Zp(Zo — Za) + Zp(Ze — Za = (ZpZc + ZpZc) — (ZpZa+ ZpZa).

Ademais,
ZpZc + ZpZe = | Zo|* + | Zs|° — | Zc — Zs|?,
pois
|Zsl|* = ZpZs,
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Zo? = ZoZe.

Ze — Zp|* = ZcZe — ZpZe — ZpZe + ZpZp.

Analogamente,
ZpZa+ ZpZa= |Zs|* + | Za|° — | Z5 — Z4|*.

Por conseguinte,
1

~ 16

Ao associar de forma adequada os valores encontrados na expressao anterior com os da

2
K? {4 1Z81° | Zc = Zal” = || Zc* = |Zc — Zs[* = 124" + | Z5 — Za]’] } .

hipétese) obtemos |ZB| =D |ZC_ZA| = g, |ZC| = da |ZC_ZB| =G |ZA| =ae
|Zp — Z4| = b. Portanto,

1
K = Z\/4]32q2 — (B2 — a2+ d? — 02)2 7
como queriamos demonstrar.

[]

Exemplo 2.5. Considere os nimeros complexos Z; = 1+ 14, Zy = 3+ 21, Z3 = 5 + 44,
Z4y = 2+ 3i, que estao associados aos vértices de um quadrilatero. Determine a area do

quadrilatero que é formado por eles.

Pelo Teorema de Bretschneider, temos que

1
K = Z\/4]02q2 — (b — a2 +d?— 02)2 7

onde a =5, b=2v2, ¢ =10, d =5, p=5 e g = v/2. Logo,
1 1 14 7
K = Z\/4-25-2—(8—5+5—10)2:Z\/196:Z:§,

ou seja, o mesmo resultado que obtivemos no Exemplo 2.4, sé que por outro método.

2.4.1 Areas de quadrilateros ciclicos - Teorema de Brahmagupta

Com base no Teorema de Bretschneider, é possivel provar o Teorema de Brahma-
gupta, uma féormula que por muito tempo acreditou-se ser aplicavel a qualquer quadrila-
tero (Boyer & Merzbach, 2019). No entanto, a mesma é vélida apenas para quadrildteros

ciclicos.

Teorema 2.5. A drea K de qualquer quadrildtero ciclico é dada por

K =\/(s—a)(s—b) (s —c) (s — d),
onde a, b, c e d representam as medidas dos lados do quadrildtero, e s € o seu semiperi-

metro.
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Para demonstrar o Teorema de Brahmagupta, é necessario utilizar um resultado auxiliar

conhecido como o Teorema de Ptolomeu:

Teorema 2.6. O produto das diagonais de qualquer quadrildtero ciclico é igual a soma

dos produtos dos lados apostos. No caso do quadrildtero da Figura 20, temos que

pq = ac + bd.

Os leitores interessados na demonstracao do Teorema de Ptolomeu podem encontra-la em,
por exemplo, Maia Filho (2016) e Almeida (2023). Na Secao 2.5, abordaremos a generali-
zacao desse teorema e apresentaremos uma explicagao sobre como obter a demonstracao

do resultado enunciado.

Demonstracao. Pelo Teorema de Bretschineider, temos que

1
K = Z\/4p2q2 — (B —a?+d— ) .

Esse resultado é valido para qualquer quadrilatero e estd expresso em termos das me-
didas de suas diagonais. No entanto, uma vez que estamos considerando estritamente
quadrilateros inscritos em circunferéncias, ou seja, ciclicos, podemos aplicar o Teorema

de Ptolomeu. Assim,

1
K= ZWL (ac+bd)? — (b2 — a2 + d2 — c2)?

1
:—\/(2a0+2bd+b2—a2+d2—02)(2ac+2bd—b2+a2—d2—|—c2)

4
= e+ — @7 a0 - (b - )]
1

= Wo+crd-a)(atctd-b)(atbrd—c)(atb+ec—d).

Note que b+c+d—a=2(s—a),a+c+d—b=2(s—b),a+b+d—c=2(s—c)e
a+b+c—d=2(s—d). Logo,

K=\/(s—a)(s—b)(s—c) (s —d).

Exemplo 2.6.

a) Sejam os nimeros complexos 7y = 2+ 21, Zy = —2+4 21, Z3 = —2 — 2i, Z; = 2 — 24,
associados aos vértices de um quadrilatero. Determine a area desse quadrilatero.
Usando o Teorema de Ptolomeu, podemos verificar que o quadrilatero é ciclico. Note

que os numeros complexos podem ser associados aos vértices de um quadrado, onde

o lado mede 4 e as diagonais medem 4+/2.

42 42 =444+ 4-4=232



Capitulo 2. Area de poligonos convexos através de nimeros complexos 53

Uma vez que o produto das diagonais é igual ao produto dos lados opostos, o
Teorema de Ptolomeu ¢ verificado. Utilizando o Teorema de Brahmagupta, com

s=8ea=0b=c=d=4, temos que

K=1/(8—4)(8—4)(8—4)(8—4)=V16-16 = 16.

b) Sejam os nimeros complexos Z; = i, Zy = 4 + 3i, Z3 = 3 + 4i, Z, = 3i, associados

aos vértices de um quadrilatero. Determine a area desse quadrilatero.

A verificagdo de que o quadrilatero é ciclico fica a cargo do leitor. Agora, temos
a=2v5b=+2,c=1+/10, e d = 2. Portanto, s = \/g—l—?—l—@—i—l. Com esses
valores, calculamos

o = (Va0 (5 2 V)

o Ty

(s—¢)(s—d) = <\/3+\f—\/21_0+1> <\/5+\é§+\/21_0—1>
() G-
=2V10 + 2.
Logo,

K:\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)
:\/(2\/E—2 ) (2v10 + 2)
NV

= 6.

No ultimo exemplo deste capitulo, realizaremos o calculo da area deste quadrilatero

utilizando outro método.

Por fim, gostariamos de convidar o leitor a observar que o quadrilatero do Exemplo
2.4 nao é ciclico. Portanto, nao é possivel usar a férmula de Brahmagupta para esse caso.
Em vez disso, para os propositos deste trabalho, a férmula da se¢do 2.4 ou o Teorema de
Bretschneider sao mais apropriados para o calculo da area. Estes dois tltimos métodos

serao detalhados nos topicos seguintes.
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2.5 Conexao Bretschneider, Bramagupta e Ptolomeu

Apos apresentar a demonstracdo da area de Bretschneider, que envolve as dia-
gonais do quadrilatero, podemos concluir, através do Teorema de Ptolomeu, o resultado
da area que envolve apenas os lados do quadrilatero ciclico, conhecido como Teorema de

Brahmagupta.

Nesta secdo, mostraremos como calcular a area do quadrilitero em funcao das
medidas dos lados e dos angulos opostos, estabelecendo uma conexao com os temas da
Secao 2.4. Para isso, utilizaremos um resultado interessante, a relacdo de Bretschneider
ou a primeira generalizacgao do Teorema de Ptolomeu. Essa relacao foi desenvolvida e
provada por Andreescu & Andrica (2006) com ntmeros complexos, e a apresentaremos

abaixo com adaptacoes.

Teorema 2.7. Se OABC' é um quadrildtero qualquer, com medidas dos lados OA = a,
AB =10, BC =c, e CO =d, e com diagonais OB =p e AC = q, entao

p’¢* = a*c? + b*d® — 2abed cos (O + B).

Demonstracdo. Sejam Zp, Z4, Zg, Zc as coordenadas associadas, respectivamente, aos
9 ) ? ) )
pontos O, A, B e C no plano complexo, com a origem em O e o ponto A localizado no

eixo Real, conforme ilustrado na Figura 21.

e

0 a A

Figura 21 — Relacao de Bretschineider ou primeira generalizacdo do Teorema de Ptolo-
meu.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Um passo fundamental para realizar a demonstragdo deste Teorema € estabelecer
corretamente a relagao entre os numeros complexos, as diagonais e 0s lados do quadrild-

tero. Isso € feito através das identidades

(Zo = ZB) (Za—Zc) = —(Zo — Za) (Zc — ZB) — (Zo — Zc) (Zp — Za)



Capitulo 2. Area de poligonos convexos através de nimeros complexos 55

(Zo = 2Zs) (Za = Zc) = — (Zo — Za) (Zc = Z) — (%0 — Zc) (%5 — Za),
que podem ser verificadas simplesmente efetuando a distributiva em ambos os lados. Note

que

(Zo = Zp) (Za — Zc) (Zo — Z8) (Za — Zc) = |Z0 — Z[* | Za — Zc|* = P

(= (Zo — Za) (Zc — ZB) — (Zo — Zc) (Zp — Z4))]
: [— (ZO - ZA) (ZC - ZB) - (ZO - ZC) (ZB - ZA)] =2+ VL + 7+ 7,

onde Z = (Zo — Za) (Ze — Zpg) (ZO - Zc) (ZB — ZA>. Por consequinte,
PP =dF+ P+ 72+ 7.

Agora, resta provar que
Z + 7 = —2abcd cos (O + B).

Para dar continuidade a prova, vamos calcular o valor de Z. Para isso, comegcamos por

expressar cada uma das parcelas de Z em sua forma polar. Temos que
(Zo — Za) = a(cosm + isen),

(Zo — Zg) = clcos (2mr — A— B) +isen(2r — A — B)],
(ZO — ZC> = d[cos (m — O) +isen(m — O)]

(m) =blcos (m+ A) +isen(m + A)].
Logo,
Z = abed [cos (b — O — B) 4+ isen(5m — O — B)] = —abed [cos (O + B) +isen(O + B)],
ou seja,
Z+ 7 =2Re(Z)= —2abcdcos (O + B).

Portanto,
p’¢* = a*c + b*d* — 2abed cos (O + B).

]

O resultado obtido acima é uma generalizacdo do Teorema de Ptolomeu, e vamos

explicar o porqué.
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Somando e subtraindo 2abcd na tltima igualdade, obtemos

P°¢® = (ac + bd)* — 2abed [1 + cos (O + B)] .

Conhecemos pela identidade do cosseno que

2<O+B) 1+ cos (O + B)
cos = 5 ;

0 que nos leva a

2[1+ cos (O + B)] = 4 cos® <O+B).

Portanto, podemos escrever

B
p*q? = (ac + bd)* — 4abed cos <O i > :

Uma vez que os angulos O e B sao opostos, caso o quadrilatero seja inscritivel ou ciclico,

ou seja, O + B = e cos 5 = 0, podemos concluir que
P°q’ = (ac +bd)?

donde segue que
pq = ac + bd.

Isso é precisamente o Teorema de Ptolomeu, conforme enunciado sem prova na Secao 2.4.

O resultado obtido no Teorema 2.4 pode ser reescrito a luz do resultado obtido na

conclusao do Teorema 2.5. Assim, a area K de um quadrildtero qualquer é dada por:

O+ B

1
K = 4\/4 {(ac—i— bd)* — 4abed cos® ( )} — (b — a2+ d2 — 2).

Introduzindo i no radicando e realizando as devidas manipulacoes, chegamos a

K:\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)—abcdcos2 <O+B>.

Esta é a versao de Bretschneider mais conhecida na literatura. Agora, caso o quadrilatero

seja ciclico, obtemos o Teorema de Brahmagupta:

K=\/(s—a)(s—b)(s—c) (s —d).

2.6 Generalizacao do célculo de area de poligonos convexos através

de nimeros complexos

Feitas as demonstragoes anteriores, a partir de agora iremos provar um teorema
que permite calcular a drea de qualquer poligono convexo relacionado os seus vértices

a numeros complexos. Sao apresentadas duas formas distintas de prova, inspiradas em

Andreescu & Andrica (2006).
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Teorema 2.8. Considere um poligono convexo cujos vértices estdo associados aos nume-

ros complexos Zy, Zy, + -+, Zy,, conectados em sentido anti-hordario. A drea desse poligono,

AlZ1Z;y ... Zy), € dada por

1 _ _ _ _
A2y 2, ]| = 5Im (2122 + ZaZs + -+ + ZnrZn+ ZnZh) .
Demonstragio. Utilizamos o principio da inducéo finita em n. E importante notar que

o caso para n = 3 ja foi demonstrado por meio do Corolario 2.1. Agora, supomos que a

afirmacao seja valida para n = k com k > 3. Nesse caso, podemos observar que

A(Z1 2y s | = A2 2o Zi | + A ZuZnsn Z1 |

1. _ _
= 5im (2122 + T Ty 4+ ZkZl)
1 _ _
5 (ZkaH + Zyp1Z1 + lek)
1 _ _ _ _
= gin (212s+ DoZs+ -+ Dor D+ Dl + Zin 21
1
+ 5l ( T+ Zle)
1 _ _ _ _
§Im ( 1 Lo+ ZoZis+ -+ Ly 12 + Ly Ly + Zk+1zl> .

A dltima igualdade decorre do fato de que, para quaisquer dois numeros complexos,
Im (ZkZl + 7 Zk) = 0. Assim, a validade para k implica que é valida para k-+1. Portanto,

pelo principio da inducao finita, a validade é estendida para todo n > 3.

O
A seguir, apresentaremos uma demonstracao alternativa deste resultado.

Demonstracao. Escolhendo um ponto M no interior do poligono e utilizando dois vértices

adjacentes, é possivel formar n tridngulos. Portanto, aplicando o Corolario 2.1, temos

AlZZy - Zy ) =3 A[MZyZg 1)

k=1
"1
= > gt (ZnZi + ZuZiss + Zin Zur)
k=1
"1 "1 = =
= kzzjl §Im ( k:+1) + kz::l §Im (ZMZk + Zk+1ZM>
1 n 1 _ n n _
= —Im Z Zka-H +71m ZMZZk+ZMZZJ
2 k=1 2 k=1 k=1

0
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A ltima igualdade decorre do fato de que, para quaisquer dois nimeros complexos,
Im (ZW +WZ) =0.
]

Observe que, se Im (ZIZQ + 2o+ o+ T 1 + ZnZl) = 0, entao os numeros

complexos no plano Argand-Gauss sao colineares, formando um poligono degenerado.
Exemplo 2.7.

Para concluir este capitulo, resolve-se por essa generalizagao os Exemplos 2.4 e 2.6
(b).
Resolugao do Exemplo 2.4

Sejam os numeros complexos Zy = 1+ 1, Zy =3+ 21, Z3 =5+ 4i, Zy = 2+ 3i.

Temos que

Im (leg+2223+23Z4+Z421)
B 2
Im(34+2i—3i+2+15+120 —10i + 8+ 10+ 15 — & + 12+ 2+ 2i — 3i + 3)
2

K

Im(55 +7i) 7

2 2
Resolugao do Exemplo 2.6 (b)
Sejam os nimeros complexos 7y =i, Zy = 4+ 3i, Z3 = 3+ 41, Z, = 3i. Temos que

K_Im(—4i—|—3+12+16i—9i+12+9@'+12+3)

_Im(2+12) 12
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3 Relato da experiéncia da aplicacao dos Ca-

pitulos 1 e 2.

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresenta-se um relato da experiéncia da aplicagdo dos Capitulos
1 e 2 realizado na 23* Semana Universitaria da Universidade de Brasilia, realizado na 23*
Semana Universitaria da Universidade de Brasilia, realizada nos dias 25 a 29 de setembro,
através de um minicurso, intitulado Um passeio pelos numeros complexos: cdlculo de drea
de poligonos, para estudantes de graduacao e do PROFMAT. O minicurso foi realizado

nos dias 26 e 28 de abril, totalizando 8 horas.

No primeiro dia, aplicou-se um formulario (vide Apéndice B) para avaliar a percep-
¢ao dos cursistas em relagao aos niimeros complexos na educagao béasica, com discussoes

sobre o Teorema 2.1, o Corolério 2.2 e o Exemplo 2.1 (c).

No segundo dia, a atividade comegou com um didlogo com base nas respostas do
formulario e nas conclusoes que podem ser tiradas a partir dele. Além disso, os cursistas
foram divididos em grupos para realizar a leitura e a discussdo da demonstracao do
Teorema do Radical de Heron usando niimeros complexos. Posteriormente, houve uma
socializagao dos grupos e uma sintese coletiva dessa demonstragao, seguida da realizacao
de um exemplo pratico. Em seguida, a férmula para o cdlculo de areas de quadrilateros
(Teorema 2.3, Bretschneider, Brahmagupta) foi apresentada, juntamente com as conexoes
com o Teorema de Ptolomeu e sua generalizacao, bem como o desenvolvimento da férmula

para poligonos convexos com n lados, incluindo a realizacdo de um exemplo ilustrativo.

Por fim, sdo apresentadas as discussoes relacionadas a este capitulo, seguindo a

ordem descrita acima.

3.2 Formulario: nimeros complexos na Educacao Basica do DF

A anadlise e conclusbdes do formulario aplicando apresentam a percepgao dos cur-

sistas sobre os niimeros complexos na Educacao Béasica do DF.

O questionario foi respondido por 13 pessoas, com o objetivo de captar aspectos
qualitativos das respostas e didlogos desse momento. Do total, 76,9% sdo estudantes de
graduacao em matematica ou engenharia, enquanto 23,1% sdo professores de matematica.
Dentre esses, 92,3% estudaram ntimeros complexos no Ensino Médio, e 100% dos cursistas

concordam que numeros complexos devem ser ensinados no Ensino Médio.
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Aqueles que tiveram experiéncia com nimeros complexos responderam didatica-

mente da seguinte forma:

1. 53,8% usaram o método de resolucao de equagoes de segundo grau com discriminante
negativo, justificando assim a necessidade da unidade imaginaria para calcular a raiz

quadrada.

2. 7,7% apresentaram a histéria da resolucao de equagoes de terceiro grau e os duelos

entre matematicos como parte do ensino.

3. 15,4% demonstraram a resolucdo de um exemplo do livro didatico alinhado com a

primeira resposta.

4. 23,1% utilizaram os elementos didédticos das respostas 1 e 2.

A partir dessa resposta, observa-se que, na maioria dos casos, os nimeros comple-
x0s sao introduzidos principalmente para justificar o calculo de raizes quadradas de radi-
candos negativos, frequentemente sem uma conexao com a origem historica, um elemento
didatico que também pode e deve ser usado como uma ferramenta para contextualizacao

do conhecimento matemaético.

Os cursistas foram levados a refletir sobre a retirada dos nimeros complexos do
curriculo das escolas publicas do DF. Pois (Federal, 2022, p. 80-81):

Os objetivos foram escritos a partir das habilidades apresentadas
pela. BNCC para a &area da Matematica e suas Tecnologias. As-
sim, alguns objetos de conhecimento, tradicionalmente trabalha-
dos no Ensino Médio (por exemplo, niimeros complexos),

nao estao explicitamente contemplados nos objetivos. A orga-

nizacao escolhida nao determina que esses objetos de conhecimento nao
possam ser trabalhados; pelo contrario, poderao ser abordados durante

os Itinerarios Formativos. (Grifo nosso).

O peniltimo curriculo do DF (Federal, 2021, p. 46) previa o ensino do contetido
de nimeros complexos no 32 ano do Ensino Médio. No entanto, o curriculo do Novo
Ensino Médio (Federal, 2022) retirou esse topico da Formacao Geral Bésica (paginas 76
a 83). Além disso, os nimeros complexos também nao constam no Catélogo de Trilhas
de Aprendizagem do Novo Ensino Médio, que aborda conteidos eletivos de Matematica

e suas Tecnologias (Federal, 2023).

A partir da analise desses documentos que orientam a educacao publica no DF,
fica claro que a auséncia da inclusdo dos nimeros complexos no Itinerario Formativo do

Ensino Médio nao se trata de uma escolha, mas sim de uma orientacao.
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Nesse contexto, 53,8% dos cursistas discordam da decisdo de retirar os nimeros
complexos do curriculo da Educacao Bésica, enquanto 23,1% demonstram uma concor-

dancia parcial com essa exclusao.

No que diz respeito a possibilidade de diferentes escolas decidirem se ensinam ou
nao nimeros complexos, 23,1% acreditam que essa autonomia nao é vidvel, enquanto os
demais participantes acreditam que, de alguma forma, essa possibilidade pode existir.
Porém, quando se considera a perspectiva de estudantes que desejam ingressar em cur-
sos superiores de Matematica, Engenharia ou Ciéncias Exatas, 84,7% acreditam que a

auséncia de nimeros complexos no Ensino Médio os prejudicaria.

A dltima pergunta feita referia-se a possivel desvantagem dos estudantes de En-
sino Médio que desejam prestar vestibular no Instituto Tecnolégico de Aerondutica (ITA)
e no Instituto Militar de Engenharia (IME) devido a falta de conhecimento em ntme-
ros complexos. Nesse caso, 92,3% dos cursistas concordam que hd prejuizos para esses

estudantes.

Uma conclusao inequivoca, baseada nas respostas das perguntas e nas percepgoes
dos cursistas, é que a retirada dos ntimeros complexos do curriculo da Educacao Basica
terd impactos negativos nos estudantes do Ensino Médio. Isso deve ser objeto de reflexao
tanto por parte dos professores, das autoridades, dos elaboradores de curriculos quanto

daqueles que determinam a matriz de referéncia para exames como o ENEM e vestibulares.

3.3 Breve analise das discussoes apresentadas sobre os Capitulos
le?

Nesta secao, concentramos nossa analise e discussao especificamente no calculo
de areas e nas estratégias desenvolvidas pelos cursistas para calcular a area a partir dos

exemplos propostos. Portanto, o foco estd no Capitulo 2.

Do Capitulo 1, é importante destacar que os cursistas tiveram a oportunidade
de compreender como historicamente surgiram os nimeros complexos. Isso desmitifica a
ideia de que eles foram criados unicamente para justificar a necessidade de calcular raizes
quadradas de nimeros negativos. Na verdade, eles surgiram no contexto de solugoes de
equacgoes de terceiro grau e, posteriormente, com o desenvolvimento e aceitagao pela
comunidade matematica, passaram a ser utilizados para determinar raizes de niimeros

negativos.

No que diz respeito ao Teorema 2.1 e ao seu Corolario, os participantes demons-
traram compreender a prova apresentada para fundamentar os calculos de areas e os
resultados obtidos. Como exercicio proposto, eles foram solicitados a realizar o Exemplo

2.1, letra c, plotando o grafico no plano Argand-Gauss.
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Os cursistas realizaram o calculo basicamente utilizando duas técnicas: a do Teo-
rema 2.1 e a subtracao de areas. Ambas abordagens levaram ao resultado de que a Area
5 era a solugdo. A principal queixa foi que as contas envolvidas eram extensas, mas, no

final, chegaram ao resultado correto.

Neste ponto, todos os presentes foram unanimes em afirmar que é possivel aplicar
essa metodologia no Ensino Médio, uma vez que envolve operagoes de multiplicagao e
soma. A solucao apresentada por um dos cursistas na Figura 22 corrobora essa possibili-

dade, demonstrando a aplicacdo do método do teorema exposto.

Figura 22 — Solucao do Exemplo 2.1, letra c.
Fonte: Reis (2023).

J& na Figura 23, o cursista aplicou outro método, que consiste em subtrair a area

de um retangulo formado por tridangulos. Essa é uma abordagem criativa que difere da
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proposta apresentada pelo Teorema 2.1, oferecendo uma solucao alternativa que pode ser

ensinada e também servir como uma forma de verificacao do resultado.

Figura 23 — Solugdo do Exemplo 2.1, letra c.
Fonte: Reis (2023).

O método para abordar o Teorema 2.2 (Radical de Heron) através de nimeros
complexos envolveu a distribuicdo da demonstracao impressa aos participantes, que fo-
ram divididos em grupos de trés pessoas. Isso proporcionou a leitura e o didlogo para
compreensao da prova proposta, ao mesmo tempo em que o expositor fazia pequenas in-
tervengoes para relembrar as propriedades mencionadas na demonstracao e que pertencem

ao Capitulo 1, apresentadas no primeiro dia do minicurso.

Um destaque apresentado pelos grupos foi a pergunta sobre por que multiplicar
o namero pelo seu conjugado. Na sintese coletiva, enfatizamos que isso ocorre devido
a necessidade de criar um triangulo cuja base esteja no eixo real e seja positiva. Essa
condic¢ao é alcancada multiplicando um niimero complexo pelo seu conjugado, resultando
em um novo triangulo em que a altura pertence ao eixo imaginario e é semelhante ao

triangulo original.

Apos essa explicacdo, os cursistas demonstraram compreender a esséncia da de-
monstragao e como a ideia de multiplicar pelo conjugado, obtendo um ntimero real positivo

para o valor da base de um tridngulo, é uma estratégia poderosa.

Como exemplo, foi solicitado que calculassem o Exemplo 2.1, letra c. A principal
duvida que surgiu foi a necessidade de interpretar que, dois a dois, os nimeros complexos
deveriam ser analisados como vetores. Portanto, era necessario calcular a diferenga entre
eles e determinar o seu modulo, o que permitia obter a medida de cada lado do triangulo

e, assim, aplicar o Teorema 2.2 (Radical de Heron).
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Apos esclarecer esse ponto, os participantes concluiram que, por meio desse mé-

todo, o resultado era 5. Outra solugao para o Exemplo 2.1, letra c, estd apresentada na

Figura 24.
‘-_,‘ , Fa I = : - B rr-—'-\1|-
, F!_.:.' W = Wl = N e

Figura 24 — Solucao do Exemplo 2.1, letra c.
Fonte: Reis (2023).

Em relacao aos Teoremas 2.3, 2.4, 2.5, 2.6 e sua conexao com Ptolomeu, concentra-
mos nossa exposicao teorica na explicagdo das demonstragoes e nas nuances envolvidas nas
hipoteses que as fundamentam. Os participantes manifestaram que entenderam as provas
propostas. No entanto, devido a limitacoes de tempo, nao conseguimos explorar exem-
plos em profundidade. Sugerimos que os presentes realizassem os exemplos do material

distribuido previamente.

Quanto ao tltimo teorema exposto, o Teorema 2.7, iniciamos uma discussao sobre
a possibilidade de ter uma féormula que determinasse a area de um poligono convexo
cujos vértices estivessem associados a nimeros complexos. Isso levou os participantes a
conjecturarem uma férmula e a discutirem como provar sua validade. Um dos participantes
sugeriu que poderia haver uma férmula e propds a divisao do poligono em tridangulos como
estratégia de prova. A pergunta que surgiu para estimular a conjectura foi como ter uma
férmula que abrangesse todos esses triangulos de uma so vez. Outro participante respondeu
que poderia ser feito por meio de um somatorio, estabelecendo um ponto no interior do
poligono. A partir desse didlogo, desenvolveu-se a conjectura que levou a um resultado

semelhante a prova alternativa desse ultimo teorema, que foi explicada em detalhes.

Como exemplo, solicitamos o calculo do Exemplo 2.4 usando o método do Teorema
2.7. A maioria dos participantes conseguiu realizar o célculo corretamente. No entanto,
uma estudante enfrentou dificuldades ao lidar com a parte imaginaria da soma na mul-
tiplicacdo, o que resultou em erros nos céalculos. Apds os calculos, pudemos comparar
esse resultado com os obtidos por outros que utilizaram outros teoremas para calcular o

mesmo exemplo.
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3.4 Breves conclusoes do minicurso

A aplicacao do minicurso permitiu refletir sobre diversos desafios relacionados ao
ensino de nimeros complexos no Ensino Médio, bem como as possibilidades e dificuldades

que podem surgir ao aplicar o calculo de areas com nimeros complexos.

No cenario atual, o desafio reside na decisao de incluir ou nao nimeros complexos
no curriculo do Ensino Médio, levando em consideracgao se as universidades nas quais os
estudantes planejam prestar vestibular exigem esse contetido em suas sele¢coes. A auséncia

de ntimeros complexos nesse contexto poderia prejudicar a preparagao dos estudantes.

Portanto, é crucial que os professores do Ensino Médio estejam atentos a neces-
sidade de ensinar niimeros complexos, especialmente se a universidade local inclui esse
tépico em sua matriz de referéncia. No caso do Distrito Federal (DF) e da Universidade
de Brasilia (UNB), isso é uma realidade, como pode ser verificado na matriz de referéncia

da terceira etapa do Programa Seriado de Avaliacao da UnB!, 2021-2023.

Se um professor deseja implementar o calculo de areas com ntimeros complexos, é
importante considerar as duvidas e desafios que surgiram durante o minicurso, pois isso
pode ser 1til ao guiar os estudantes durante o processo de aprendizado. Essas situagoes
incluem a necessidade de estabelecer corretamente a relacdo entre niimeros complexos e
vetores, determinar o modulo desses vetores e identificar corretamente a parte imaginéria

dos resultados obtidos.

Além disso, é fundamental apresentar de forma clara as hipoteses de cada teorema
desenvolvido, tanto no Capitulo 1 quanto, principalmente, no Capitulo 2. Na medida do
possivel, também ¢ importante estimular os estudantes a explorar abordagens alternativas

e a formular conjecturas, incentivando-os a buscar maneiras de comprova-las.

! https://cdn.cebraspe.org.br/pas/arquivos/Matriz%20de%20Refer%C3%AAncia%20PAS%203_N
ovo%20(1) .pdf


https://cdn.cebraspe.org.br/pas/arquivos/Matriz%20de%20Refer%C3%AAncia%20PAS%203_Novo%20(1).pdf
https://cdn.cebraspe.org.br/pas/arquivos/Matriz%20de%20Refer%C3%AAncia%20PAS%203_Novo%20(1).pdf
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4 Consideracoes finais

E possivel afirmar que as questdes que orientaram esta pesquisa foram devida-
mente respondidas, enriquecendo o entendimento dos niimeros complexos e sua aplicacao
no calculo de areas. Como resultado dessas investigacoes, foi desenvolvida uma férmula
poderosa que generaliza o calculo de areas de poligonos convexos quando definidos no

sentido horario.

Explorando o contexto histérico dos niimeros complexos, podemos observar que
seu surgimento estd intrinsecamente relacionado a necessidade de encontrar solucoes para
equagoes de terceiro grau. Mateméaticos desafiavam uns aos outros em duelos intelectuais,
nos quais o vencedor ganhava prestigio e fama. Esta narrativa histérica pode ser cativante

para estudantes, fornecendo um ponto de partida intrigante ao introduzir esse tépico.

Usar a histéria como uma ferramenta didatica para facilitar a aprendizagem é uma
estratégia eficaz. Ao analisar as propriedades béasicas dos niimeros complexos, dois aspectos
se destacam. Primeiro, a falta de uma ordem definida entre niimeros complexos, uma
caracteristica que pode parecer paradoxal a primeira vista, mas que serve para questionar
pressupostos e introduzir a discussao do modulo de ntimeros complexos. Em segundo lugar,
a capacidade de expressar identidades trigonométricas por meio de operagoes elementares,

conjugados e moédulos de niimeros complexos.

Essas propriedades fundamentais, juntamente com diversas representagoes dos ni-
meros complexos e o Teorema 1.1, constituem a base tedrica que permite o desenvolvi-
mento das ferramentas necessarias para o cdlculo de areas com ntmeros complexos em

varias formas.

O calculo da area de um triangulo, conforme demonstrado pelo Teorema 2.1, é um
resultado bem conhecido na literatura, mas uma nova prova foi apresentada, incorporando

os conceitos e propriedades de niimeros complexos desenvolvidos neste trabalho.

A revisitacao da féormula do Heron original foi realizada com o objetivo de tornar
sua compreensao mais clara e acessivel. Durante esse processo, destacou-se a importancia
da multiplicagdo do nimero complexo pelo seu conjugado, que rotaciona e dimensiona os
lados de um triangulo, gerando um ntmero real positivo que permite determinar a base
de um triangulo semelhante ao original. Essa abordagem pode ser aplicada em outras

demonstragoes e exercicios, como ilustrado no Teorema 2.3.

Essas descobertas permitiram estabelecer uma férmula que calcula a area de qual-
quer quadrilatero, que é a primeira versao do Teorema de Bretschneider, apresentando

uma nova demonstracao para esse resultado.
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Além disso, a dissertacao explora a conexao entre o Teorema de Ptolomeu e a
formula de Brahmagupta, que é uma generalizacdo do Teorema do Radical de Heron,

embora se aplique apenas a quadrilateros ciclicos.

Ao concluir a apresentacao dos teoremas nesta dissertacao, uma poderosa férmula
que generaliza o calculo de areas para poligonos convexos, com vértices representados por
nimeros complexos, é apresentada. [sso encerra a discussao teérica dos diversos métodos

discutidos anteriormente.

Exemplos variados foram fornecidos para esclarecer as demonstracoes, tornando

os resultados tedricos mais tangiveis.

Para os professores que desejam aplicar o calculo de areas usando niimeros com-
plexos com base neste minicurso, o Capitulo 3 oferece elementos valiosos para seu plane-

jamento, permitindo que compreendam as potencialidades e desafios do tema.

As dificuldades possiveis incluem a manipulacao correta das operagoes e a com-
preensao das defini¢des de modulo e conjugado no contexto dos nimeros complexos. Por
outro lado, as potencialidades incluem a capacidade de calcular a &drea de um mesmo
poligono de varias maneiras, promovendo uma compreensao mais profunda. Isso também

estimula o pensamento critico e criativo dos estudantes.

Em resumo, a aplicacdo do célculo de dreas com nimeros complexos na Educa-
¢ao Basica é uma possibilidade viavel, e esta dissertagdo contribui para esse propésito,
nao apenas oferecendo novas demonstragoes, mas também enriquecendo o instrumental
matematico disponivel. A aplicacao pratica desses conceitos em um minicurso pode gerar

reflexoes adicionais e aquisicao de novos conhecimentos.
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APENDICE A - Vetores no plano

Para definirmos vetores, é fundamental compreender dois conceitos de extrema
importancia: o primeiro diz respeito ao conceito de segmento orientado, e o segundo

refere-se a nogao de equipoléncia.

Segmento orientado

Um segmento de reta com extremidades pertencentes a um eixo ¢ denominado
segmento orientado. Ele é caracterizado por um par ordenado de pontos, onde o primeiro
ponto representa a origem e o segundo ponto representa a extremidade do segmento. A

ordem em que os pontos sao fornecidos determina a dire¢do do segmento.

B

Figura 25 — Segmento orientado sentido A para B.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Dessa forma, o par (A, B) representa um segmento orientado, enquanto o par

(B, A) representa o segmento orientado oposto.

Equipoléncia

Em 1832, o matematico Giusto Bellavitis classificou os segmentos orientados no

plano com base na rela¢ao de equipoléncia (Delgado et al., 2017).

Dois segmentos orientados, AB e C'D, sao considerados equipolentes, e escrevemos

AB = CD, quando satisfazem as trés seguintes propriedades:

i) Tém o mesmo comprimento;
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ii) Sao paralelos ou colineares;

iii) Tém o mesmo sentido.

Vetores no plano

A partir do conceito de equipoléncia, definimos o vetor da seguinte maneira: Sejam
A e B pontos no plano. O vetor v = f@ ¢ o conjunto de todos os segmentos orientados
que sao equipolentes a AB. Cada segmento equipolente a AB é considerado como um
representante do vetor AB (Figura 26).

/.

\ \
k\B \
Figura 26 — Representantes de 1@ .
Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

///

Uma alternativa para definir o vetor T éa seguinte: dadas as coordenadas dos
pontos A = (ay, az) e B = (by, by), os nimeros by —ay e by—as representam as coordenadas

do vetor ¥/ = A , € podemos escrevé-lo como U = (b — ay,by — ay).

Operacao de adicdo e subtracdo de vetores

As operagoes com vetores diferem das operagoes com nimeros reais, uma vez que
envolvem tanto magnitude quanto direcao orientada, as quais sao representadas grafica-

mente por vetores.

Adicao de vetores

Dado dois vetores U = E eV = C@, chamamos de soma desses vetores o vetor
? = O?, que ¢é obtido construindo, a partir de um ponto arbitrario O no espago, os
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5 o WP
segmentos OM e M P, respectivamente, que sdo equipolentes aos segmentos 1@ e @
(Figura 27).

Figura 27 — Adicao de vetores.
Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Facamos a partir de O as seguintes aplicacoes:
0+« =M= U=M-0 (1)

M+7=P=77=P-M. (2)

Somando (1) e (2), obtém-se

Y- U4+ T=P-0=0D

Observagoes: A adigao de vetores se estende a um niimero finito de vetores, mesmo quando
maior do que dois. Além disso, ela possui propriedades comutativas, associativas, um

elemento neutro e é simétrica.

Subtracao de vetores

A diferenca entre os vetores U e W éovetor @ — U, que é obtido somando o

vetor W com o oposto do vetor g

T-T =T+ (-7

Vamos fazer uma interpretacao grafica: Suponhamos que os vetores @ ¢ ¥ sejam

aplicados ao mesmo ponto O, resultando nos pontos A e B, como ilustrado na Figura 28.

Note que

O+ =A=>U=A-0 (1)
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<y

Figura 28 — Diferenga entre vetores Ue.
Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

O+7 =B =7 =B-0. (2)

Subtraindo a (1) pela (2), tem-se

¥ -T-A-0-B+0—A—B~=BA.

Observe que O? = U+7.

Se construirmos os vetores @ e U a partir do mesmo ponto O, formando um para-
lelogramo OAC B, a diagonal que passa pelo ponto O representa o vetor soma, enquanto

a outra diagonal representa o vetor diferencga (Figura 29).

Figura 29 — Soma e diferenga de dois vetores.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Para concluir este apéndice, apresentamos um resultado interessante: Se Ay, Ao, ..., A,

sdo quaisquer pontos no plano, entao

A A+ AgAr+ . 4+ A A +AA=T.

A demonstracao desse resultado é bastante simples, e deixamos a cargo do leitor.
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Uma consequéncia interessante desse resultado é que, se associarmos cada seg-
mento de um poligono a um vetor e somarmos esses vetores de forma circular, o resultado
serd o vetor nulo, como exemplificado na Figura 30. No painel (a), os vetores estao as-
sociados aos lados de um triangulo, portanto, temos a equacao U+ +7 = 6) No

painel (b), eles estdo associados aos lados de um quadrilatero, resultando na equagao

T+ 7 +T+ 1 =0.

Figura 30 — Soma de vetores de forma circular: (a) Vetores circulares em um tridngulo e
(b) em um quadrilatero.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.



APENDICE B - Questionario

Numeros complexos na Educacao
Basica do DF

Este questiondrio tem o objetivo de coletar a percepgéo de professores e graduando de
matemaéticas sobre a importancia dos nimeros complexos na Educagao Béasica. O
mesmo faz parte da pesquisa para elaboragao de dissertagao a ser apresentada ao
Mestrado Profissional em Matematica (Profmat) UNB. Desde j& agradego a colaborag&o.
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Responda cada pergunta marcando a alternativa que mais se aplicar na sua opiniao.



2.

Qual a sua profissao? *

Marcar apenas uma oval.

Estudante de graduagéo

Professor de escola publica

Professor de escola particular
Professor de escola publica e particular

Professor universitario

Vocé estudou nimeros complexos no Ensino Médio? *
Marcar apenas uma oval.
Sim

Nao

Vocé entende que o conteddo de nimeros complexos deve ser ensinado na
Educagéo Basica ( no Ensino Médio).

Marcar apenas uma oval.

Sim, é necessario ensina-lo.

Nao, ndo é necessario ensina-lo.



5. Ao ministrar ou quando teve aulas sobre nimeros complexos a introdugdo do
conteuldo é da forma:

Marcar apenas uma oval.

Tem/Teve por método resolugé@o de uma equagao do segundo grau cujo
discriminante delta seja negativo e a partir disso justifica a necessidade da unidade
imaginaria para calcular a raiz quadrada.

Usa/Usou-se da histéria da solugédo de equagdes de terceiro grau e dos duelos
que existiam entre os matematicos.

Resolugéo de um exemplo qualquer do livro didatico que se alinha com a
primeira resposta.

Usa como elementos didaticos as respostas 1 e 2.

Numeros complexos nao consta no curriculo da escola publica do DF.

O pentltimo Curriculo do DF, pagina 46 (https://www.educacao.df.gov.br/wp-
conteudo/uploads/2021/07/cirriculo-movimento-ensino-medio.pdf), previa que no 3° ano
do Ensino Médio deveria se ensinar o contetido de nimeros complexos. Ja no curriculo
do Novo Ensino Médio (https://www.educacao.df.gov.br/wp-
conteudo/uploads/2019/08/Curriculo-em-Movimento-do-Novo-Ensino-Medio-V4.pdf)
retirou da Formagao Geral Basica, paginas 76 a 83 e também néo consta nimeros
complexos no Catélogo de conteudos eletivos (https://www.educacao.df.gov.br/novo-
ensino-medio/).

Responda as perguntas a seguir: Quando maior for o niimero, mais vocé concorda.

6. Vocé concorda com a retirada do curriculo do DF do estudo de numeros
complexos

Marcar apenas uma oval.



7.

Vocé acredita que algumas escolas publicas do DF possam ensinar o contetido *
de numeros complexos e outras nao.

Marcar apenas uma oval.

Estudantes que queiram cursar um curso superior de Matematica, Engenharias  *
ou ciéncias exatas serdo prejudicados por néo ter no Ensino Médio o conteudo
de ndmeros complexos.

Marcar apenas uma oval.

Os vestibulares do Instituto Tecnolégico de Aeronautica (ITA) e Instituto *
Militar de Engenharia (IME) sempre trazem questdes sobre nimeros

complexos com alta complexidade. Assim um estudante da rede publica do DF
caso queria prestar vestibular para essas instituigdes seria prejudicado por ndo
ter acesso a tais conhecimentos.

Marcar apenas uma oval.

Muito obrigado por ter respondido esse questionario, pego por gentileza que
compartilhe com os colegas de matemadtica, professores ou estudantes.

10. Caso queria receber uma cépia da dissertagéo, apés defendida, deixe seu e-mail

abaixo:



11. Caso queira fazer alguma sugestao, por favor a escreva abaixo:

Este conteldo ndo foi criado nem aprovado pelo Google.

Google Formularios
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