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Resumo

O objetivo deste trabalho € trazer uma abordagem sobre a modelagem de dados de conta-
gem, considerando a existéncia de zeros na distribuicdo. Pressupondo a utilizacdo de dados
espacias, em que o fendmeno em analise ndo apresente estacionariedade, a regressdo geografi-
camente ponderada surge para solucionar este problema. Sendo assim, este trabalho traz uma
extensdo da regressdao binomial negativa geograficamente ponderada (RBNGP) para incluir a
distribui¢do binomial negativa inflacionada de zeros, sendo intitulada regressao binomial nega-
tiva inflacionada de zeros geograficamente ponderada (RBNIZGP).

Para verificar a performance de ajuste do modelo RBNIZGP, foram utilizados alguns dados
simulados de distribui¢cdes Poisson, binomial negativa, Poisson inflacionado de zeros e bino-
mial negativa inflacionada de zeros, sem variacdo espacial. E por dltimo, para verificagdo da
qualidade do ajuste no caso de variacdo espacial, foram utilizados dados reais sobre casos de
COVID-19 na Coréia do Sul, sendo dados que foram analisados por (Weinstein et al., 2021).

Os resultados das simulagdes mostraram que o modelo RBNIZGP foi capaz de modelar os
dados com distribui¢do Poisson, binomial negativa, Poisson inflacionada de zeros e binomial
negativa inflacionada de zeros, sem variacdo espacial, por meio de uma grande pardmetro de
suavizagdo. J4 no estudo de caso real, os resultados mostraram que localmente, os modelos ajus-
tados poderiam ser Poisson ou binomial negativo, refinando dessa forma a andlise, e mostrando
a flexibilidade do modelo RBNIZGP.

Palavras-Chave: Dados espaciais; Dados de contagem; Nao estacionariedade; Regressao

geograficamente ponderada; Regressao binomial negativa inflacionada de zeros
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Abstract

The goal of this work is to bring an approach to the modeling of count data, considering
the existence of zeros in the distribution. Assuming the use of spatial data, in which the phe-
nomenon under analysis does not present stationarity, the geographically weighted regression
appears to solve this problem. Therefore, this work brings an extension of the geographically
weighted negative binomial regression (GWNBR) to include a zero-inflated negative binomial
distribution, entitled geographically weighted zero-inflated negative binomial regression (GW-
ZINBR).

To verify the performance of the fit of the RBNIZGP model, some simulated data from
distributions, zero-inflated poisson and zero-inflated negative binomial, without spatial space,
were used. Finally, adjustment was used in the case of selection of the real quality of data on
COVID-19 cases in South Korea, with data from South Korea being analyzed by (Weinstein
et al., 2021).

The results of the simulations showed that the RBNIZGP model was able to model the
data with Poisson, negative binomial, zero inflated Poisson and zero inflated negative binomial
distributions, without spatial variation, by means of a large bandwidth. In the real case study,
the results showed that locally, the adjusted models could be Poisson or negative binomial, thus
refining the analysis, and showing the flexibility of the GWZINBR model.

Keywords: Spatial data; Count data; Non-stationarity; Geographically weighted regression;

Zero inflated negative binomial regression
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Capitulo 1

Introducao

Modelos globais de regressao espacial com coeficientes unicos para toda a drea de estudo
sdo utéis para descrever a relagdo observada de dependéncia espacial, considerando que o feno-
meno em estudo apresente estacionariedade. Um processo espacial € definido como estacionario
se sua distribui¢ao de probabilidade possui invariancia no espago. Entretanto, quando o feno-
nemo em andlise ndo apresenta estacionariedade, o modelo global de regressdo espacial pode
nao ser o melhor modelo para explicar o fendmeno estudado. Sendo assim, surge a necessidade
da estimacao de modelos locais de regressao espacial (Brunsdon et al., 2000).

A regressdo geograficamente ponderada - RGP (ou do inglés, Geographically Weighted
Regression - GWR), proposta por Brunsdon et al.|(1996) surge como uma alternativa para o pro-
blema da ndo estacionariedade em dados espaciais, sendo uma extensdo do modelo de regressao
linear tradicional, permitindo que ocorram variacdes locais nos parametros. Portanto, a ideia
da RGP ¢ realizar um ajuste de modelo de regressao para cada ponto no conjunto de dados,
ponderando as observagdes por uma fun¢do de distincia a esse ponto.

Na RGP, existe o pressuposto de que a varidvel resposta y deve seguir uma distribuicao
normal, assim como a distribui¢@o dos erros €;. Entretanto, na pratica, existem muitas situacdes
em que a varidvel respostal y ndo segue uma distribuicao normal, como por exemplo em casos de

dados discretos com contagens de observagdes. Para estes casos, as distribui¢des mais utilizadas
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sdo a Poisson e a binomial negativa.

O modelo de regressao de Poisson € frequentemente utilizado para a andlise de dados de
contagem e se baseia nos pressupostos inerentes ao processo e a distribui¢do de Poisson. Assim
como o modelo de Poisson, a regressdo binomial negativa também ¢ utilizada para modelar
dados de contagem. Entretanto, quando os dados apresentam um nimero excessivo de zeros,
as distribui¢des Poisson inflacionada de zeros (PIZ) (ou do inglés, Zero Inflated Poisson - ZIP)
(Lambert, 1992) e binomial negativa inflacionada de zeros (BNIZ) (ou inglés, Zero Inflated
Negative Binomial - ZINB) podem ser boas alternativas, ja que foram propostas justamente
para modelar dados de contagem com excesso de observacdes iguais a zero (Lawless, |1987).

Os modelos globais resumem os dados para toda a regido de estudo e também geram es-
tatisticas que ndo podem ser analisadas de acordo com o sistema geografico de informacdo,
diferentemente dos modelos locais que sdo analisados considerando o sistema geogréfico de
informagao (Brunsdon et al., 2000). Ao modelar dados de contagem, com quantidade exces-
siva de zeros, a distribui¢ao de probabilidade do modelo global pode-se considerar uma BNIZ.
Entretanto, quando ha um foco nas diferencas no espaco, ou seja, nos modelos locais, essa
distribui¢ao pode nao vir a ser uma BNIZ.

Para ilustrar essa ideia, a Figura[l.Tjmostra a distribui¢ao dos casos de COVID-19 na Coréia
do Sul antes da quarentena (Weinstein et al., 2021)), onde pode-se observar uma quantidade
excessiva de zeros, caracterizando uma possivel distribuicao binomial negativa inflacionada de
ZEeros.

A Figura mostra a distribuicdo de frequéncia do nimero de casos de Covid-19 antes
da quarentena na Coréia do Sul, onde nota-se uma concentracdo muito grande de observagdes
iguais a zero, mostrando uma distribui¢@o altamente assimétrica a direita. No entanto, ao obser-
var as distribui¢des de frequéncias locais de regides especificas (Figura[I.4), considerando uma
distancia euclidiana de 50 Km, verifica-se que localmente as distribui¢des sdo distintas, sendo
que em alguns locais, a distribuicdo pode ser uma Poisson inflacionada de zeros, Poisson ou

ainda binomial negativa.
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Figura 1.1: Distribuicdo espacial dos casos de COVID-19 antes da quarentena na Coréia do Sul
Fonte: Weinstein et al.| (2021)).
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Figura 1.2: Distribui¢cdo de frequéncias do nimero de casos didrios de Covid-19 antes da qua-
rentena na Coréia do Sul

Na Figura [I.3] estdo representados os mapas de algumas regides que geraram a Figura[I.4]
considerando um raio de 5S0km. A RGP calcula as estimativas locais considerando as observa-

¢oes ponderadas dentro desse raio. Para cada regido, pode-se observar uma diferenca no nimero
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Figura 1.3: Mapa da Coréia do Sul - Algumas regides (raio de 50km)

de casos de COVID-19, sendo que a frequéncia de casos estd entre 0 e 42 na regido 1, entre 0
e 16 casos na regiao 7, entre 0 e 25 casos na regido 10 e por fim na regido 21, observa-se que o
nimero de casos de COVID-19 para esta regido € totalmente nulo. Com referéncia as distribui-
coes de frequéncias da Figura|l.4] nota-se que nas regides 1, 7 e 10, os dados se assemelham a
distribui¢des Poisson, Poisson inflacionada de zeros e binomial negativa, respectivamente.

Na Figura [[.5] que representa novamente o mapa da Coréia do Sul, sdo ilustrados os raios
de 150km e 600km. Ja nas Figuras e onde foram consideradas as distancias euclidianas
de 150 Km e 600 Km, respectivamente, pode-se notar uma quantidade significativa de casos de
COVID-19 iguais a zero, ou seja, com o aumento da distancia, a distribuicdo volta a ter uma

tendéncia de distribuicdo binomial negativa inflacionada de zeros, ou ainda Poisson inflacionada
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Figura 1.4: Distribuicdo de frequéncias do niimero de casos de Covid-19 antes da quarentena
em regides especificas da Coréia do Sul (raio de 50 KM)

a4

Figura 1.5: Mapa da Coréia do Sul (raios de 150km e 600km)

de zeros e binomial negativa em alguns casos.

Dessa forma, a Figura[I.8apresenta um fluxograma com o relacionamento entre as distribui-
¢des binomial negativa inflacionada de zeros, Poisson inflacionada de zeros, binomial negativa
e Poisson. Ou seja, quando os parametros inflacionados do modelo binomial negativo inflacio-

nado de zeros sdao ndo significativos (ou se de fato sao todos iguais a zero), entdo a distribui¢ao
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Figura 1.6: Distribuicdo de frequéncias do niimero de casos de Covid-19 antes da quarentena
em regides especificas da Coréia do Sul (raio de 150 KM)
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Figura 1.7: Distribuicdo de frequéncias do niimero de casos de Covid-19 antes da quarentena
em regides especificas da Coréia do Sul (raio de 600 KM)

poderd ser binomial negativa. Ja em relagdo ao parametro de superdispersdao da distribuicao

binomial negativa inflacionada de zeros, se este ndo for considerado significativo (ou se de fato
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ele for igual a zero), entdo a distribui¢do serd a Poisson inflacionada de zeros e se ainda os para-
metros inflacionados da distribui¢do Poisson inflacionada de zeros forem nao significativos (ou
se de fato forem todos iguais a zero), entdo a distribui¢do serd a Poisson. Por fim, considerando
o caso da binomial negativa, se o parametro de superdispersdo também ndo for considerado
significativo (ou se de fato for igual a zero), a distribuicao também serd uma Poisson. Ou seja,
tem-se como caso geral o modelo binomial negativo inflacionado de zeros e como caso mais

simples o0 modelo de Poisson.

Binomial Negahiva
Inflacionada de Zeros

Parametros
Inflacionados
SIgNicalivos?2

Binomial Negafiva

> aramefro dey

Superdispersan

significalivo?

Poisson Inflacionada

de Zeros

Parametros
Inflacionados
Significativos?,

Parametlrode
Superdispersao
signimcalivo?

Poisson

Figura 1.8: Relacdo entre os modelos binomial negativo inflacionado de zeros, Poisson inflaci-
onado de zeros, binomial negativo e Poisson

A estrutura apresentada na Figura [I.8] serd demonstrada teoricamente nos capitulos [2] e [3]
No capitulo 3| serd demonstrada a ideia de significdncia dos pardmetros de superdispersdo sig-
nificativos para os modelos binomial negativo inflacionado de zeros e Poisson inflacionado de

zeros. [Naya et al| (2008) propuseram uma estrutura parecida com a apresentada na Figura[1.§]

7
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no entanto, se basearam somente na distribuicao Poisson inflacionada de zeros.

Com base na ideia dos trabalhos de |Atkinson et al. (2003), Nakaya et al.[(2005),Da Silva e
Rodrigues| (2014), que desenvolveram os modelos de RGP com as distribui¢des binomial, Pois-
son e binomial negativa, respectivamente, o objetivo deste trabalho é propor uma extensao da
regressdo binomial negativa geograficamente ponderada (RBNGP) para incluir a distribui¢ao
binomial negativa inflacionada de zeros, aqui denominada regressdao binomial negativa infla-
cionada de zeros geograficamente ponderada (RBNIZGP), a qual incluird a regressao Poisson
inflacionada de zeros geograficamente ponderada (RPIZGP), a regressao binomial negativa ge-
ograficamente ponderada (RBNGP) e a regressdao Poisson geograficamente ponderada (RPGP).
Ou seja, ela pode ser considerada um modelo geral para dados de contagem espacialmente
dependentes.

A ideia da regressao geograficamente ponderada para o modelo Poisson inflacionado de ze-
ros foi desenvolvida anteriormente, nos trabalhos de Kalagirou (2016), Purhadi et al. (2015)
e Purhadi et al| (2021). A partir das condicionais apresentadas na Figura [I.8] o modelo bi-
nomial negativo inflacionado de zeros podera ser reduzido localmente para o modelo Poisson
inflacionado de zeros, binomial negativo ou Poisson.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: No capitulo [2] serd apresentada uma re-
visdo bibliografica sobre os modelos lineares generalizados. No capitulo [3] serdo apresentados
os modelos inflacionados de zeros, com destaque para os modelos binomial negativo inflacio-
nado de zeros e Poisson inflacionado de zeros. O capitulo 4 mostrard o modelo de regressio
geograficamente ponderado e o capitulo[5|mostrard a modelagem da regressdo geograficamente
ponderada com a inclusdo do modelo binomial negativo inflacionado de zeros. O capitulo [
apresentard os materias € métodos a serem utilizados no trabalho para ilustrar a flexibilidade
da RBNIZGP e o capitulo [7] apresenta a andlise dos resultados. Por fim, no capitulo [§] serdo

apresentadas as conclusdes, limitagcdes do trabalho e recomendagdes para trabalhos futuros.




Capitulo 2

Modelos Lineares Generalizados

2.1 Introducio

O modelo linear generalizado - MLG € uma extensao do modelo linear classico. Ele permite
analisar a relacdo entre um conjunto de varidveis independentes X1, ..., X,, e a varidvel depen-
dente Y. A varidvel resposta Y deve seguir uma distribui¢do pertencente a familia exponencial.
Sendo assim, o objetivo deste Capitulo € fazer uma pequena introdu¢ao do MLG, detalhando os

modelos binomial, Poisson e binomial negativo.

2.2 Familia exponencial

Uma varidvel aleatéria Y pode ter sua distribui¢io pertencente a familia exponencial unipa-
ramétrica se sua funcdo (densidade) de probabilidade for expressa da seguinte forma (Nelder e

Wedderburn, (1972)):
f(y;0) = h(y) exp (n(9)t(y) - 5(9)> 2.1)

sendo que # é um pardmetro escalar e as fungdes h(y), t(y), b(6) e n(0) possuem valores reais
conhecidos.

No caso da familia exponencial multiparamétrica (que é uma generaliza¢do da uniparamé-
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trica), a sua funcao(densidade) de probabilidade se caracteriza da seguinte forma:

f(y;0) = h(y) exp (Z n:(0)ti(y) — 6(9)> (2.2)

sendo que € é um vetor de pardmetros e que h(y) e t1(y), ..., tx(y) sdo fungdes com valores
reais, de observagdo de y ndo dependendo de 0 e b(6) e 71 (0), ..., nx(6) sdo fungdes com valores

reais do parametro que possivelmente tem seu valor definido pelo vetor de 6.

Muitas familias podem ser apresentadas como exponenciais conforme (2.1]), como por exem-
plo as distribui¢cdes binomial, Poisson, exponencial e geométrica. Ja outras familias podem
ser apresentadas como exponenciais conforme (2.2)), como por exemplo, as distribui¢des beta,

gama, Weibull e Gaussiana.

A partir de (2.1)) pode-se definir a forma candnica da familia exponencial, quando ¢(y) e

n(0) sdo fungdes do tipo identidade, sendo assim, a expressdo é denotada da seguinte forma:

f(y;0) = h(y) exp <¢9y - b(9)) (2.3)

O parametro ¢ > 0, associado a dispersdo da distribuicao, foi introduzido por Nelder e

Wedderburn| (1972)) na forma canodnica da familia exponencial uniparamétrica:

Oy — b(0)

f(y;0;0) = exp ( 5

+c(y, ¢)) (2.4)

onde 0 e ¢ sdo pardmetros escalares e b(.) e ¢(.) sdo fungdes reais conhecidas.

Com essa introdu¢do de ¢, algumas das distribui¢des biparamétricas pertencentes a fami-
lia exponencial sdo contempladas. Portanto, a familia (5.1)) engloba distribui¢des continuas e

discretas e possui uma abrangéncia maior do que a familia (2.1).

10
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2.3 Modelo linear generalizado

Os Modelos Lineares Generalizados - MLG foram propostos por Nelder e Wedderburn

(1972) e a sua classe € definida pelos seguintes componentes:

a) Componente aleatdrio: Varidveis aleatdrias independentes pertencentes a familia expo-
nencial (5.1]).

A esperanca da varidvel aleatéria Y € dada da forma:
E(Y:) = u; = b(0) 2.5)

E a variancia da varidvel aleatéria Y € dada da forma:
Var(Y;) = ¢b'(6;) = ¢V; 2.6)

b) Componente sistemdtico: Varidveis explicativas na forma de uma soma linear de seus

efeitos:

p
ni=Y r.B =Xp 2.7)
r=1

onde X = (zy,...,z,)" representa a matriz do modelo ; 3 = (3, ..., 3,,) representa o vetor de
parametros desconhecidos; 7 = (11, ..., n,,)T representa o preditor linear.

¢) Fungdo de ligacdo: Fungdo que associa, de forma adequada, a média da varidvel resposta

(4;) 2 um preditor linear.

n=g(u;) = X0 (2.8)

onde a fungdo de ligacdo ¢(.) deve ser inversivel e duplamente diferencidvel.

Caso a fungdo de ligacao seja escolhida de tal forma que g(y;) = 6; = 7;, o preditor linear
modela diretamente o pardmetro candnico #;, sendo denominada func¢do de ligacdo canoOnica

(Nelder e Wedderburn, [1972).

11
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2.4 Algoritmos de estimacio

Nesta sessao serdo detalhados os algoritmos utilizados na estimacao de parametros, sendo o

Newton-Raphson e o Método Escore de Fisher.

2.4.1 Newton-Raphson

O método de méaxima verossimilhanga (MV) é muito utilizado na estimagao dos parametros
B, ..., Bp de um modelo, sendo que os estimadores a serem obtidos possuem consisténcia e
eficiéncia assintética. O vetor escore de dimensdo p é formado pelas derivadas parciais de
primeira ordem do logaritmo da funcdo de verossimilhanga e sua expressdo € dada da forma

(Contel, [1965) :
)
B

onde [(3) representa o logaritmo da fun¢io de verossimilhanga.

U(g) (2.9)

A estimativa de maxima verossimilhanga do vetor de parametros 3 é obtida igualando-se
U(B) = 0. Quando ndo é possivel encontrar uma solu¢do para a estimagio, utiliza-se um
método iterativo tal como o de Newton-Raphson que é baseado na aproximacao de Taylor para

a funcdo f(z) na vizinhanga do ponto x :

f(@) = f(xo) + (v — x0) f'(w0) = 0 (2.10)

De forma mais geral obtém-se:

- (2.11)

onde x(™*1) representa o valor de = no passo (m + 1); (™ representa o valor de  no passo
(m); f(2™) representa a fungio f(x) avaliada em 2™ e f'(x(™)) é a derivada da fungdo f(z)

avaliada em ("),

12



§2.4. Algoritmos de estimacdo

A versao do método de Newton-Raphson multivariado € dada (Nelder e Wedderburn,, [ 1972)):

onde 3™ e B+ sdo os vetores de pardmetros estimados nos passos m e (m + 1), respec-
tivamente; U™ representa o escore avaliado no passo m e (J™)~! representa a inversa da
negativa da matriz de derivadas parciais de segunda ordem do [(3), avaliada no passo m.

De forma resumida, o algoritmo de Newton-Raphson ¢é exibido no Algoritmo [I]. Pode-se

perceber que os valores iniciais devem ser fornecidos para o vetor de parametros.

Algoritmo 1: Newton-Raphson
Entrada: 3y, 3,,

1 enquanto (abs(3,, — Bo) > 107°) faca
2 | U=ap)/os

s | J=8%/0p

4 Bo = Bn

5 Bn=060—J U

¢ fim

2.4.2 Método escore de Fisher

Existe um outro método que € utilizado quando as derivadas parciais de segunda ordem nao
sdo avaliadas de forma simples e ficil. Este método € o escore de Fisher, que é mais eficiente
para essas situagoes. Ele envolve a substituicdo da matriz de derivadas parciais de segunda
ordem pela matriz de valores esperados das derivadas parciais, ou seja, ocorre a substituicao
da matriz J, pela matriz de informacgdo esperada de Fisher I (Nelder e Wedderburn, [1972).
Portanto,

onde I possui a expressao:

2 -1
0 1(0)] (2.14)

1O = 5| S

13
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No caso de um modelo de regressao, I passa a ter a expressao:

o’1(B)

-1
_ 4-1yT
8ﬁ8ﬁ’} o XTAX (2.15)

1) = k|

onde A, é uma matriz diagonal de pesos que captura a informagdo sobre a distribui¢do e a

funcdo de ligagdo. Portanto, sua expressao € dada por:

1 8#1‘)2
;= 2.16
YTV () <3m~ (216

Considerando as fun¢des de ligagdo candnicas, tem-se a; = V;, pois V; = V(u;) = g—’;?.
K3

Nota-se também que a informagdo € inversamente proporcional ao parametro de dispersao.
Com isso, o vetor escore U (3) pode ser reescrito da forma (Nelder e Wedderburn, [1972):

UB)=¢ ' XTWA(y — p) (2.17)

onde A = diag(On /O, ..., Onn/Oun) = diag(g'(i1), ..., ¢’ (pn)). Portanto, a matriz diagonal
A € formada pelas derivadas de primeira ordem da fun¢o de ligacdo. Ao substituir I e U em

(2.13) e eliminando ¢, tem-se (Nelder e Wedderburn, [1972):

XTAM X B = XT A XG0 - XT A A (y — pm) (2.18)

ou, ainda,

Por defini¢do, a varidvel dependente é dada por (Nelder e Wedderburn, 1972):

z=n+ Ay — p) (2.20)

14
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Portanto:

B(m+1) _ [XTA(m)X]—IXTA(m)z(m) (2.21)

A Equagdo (2.21) é valida para qualquer MLG, mostrando que a soluc@o das equagdes por
maxima verossimilhanca é equivalente ao cédlculo repetido de uma regressao linear ponderada
de uma varidvel dependente ajustada z sobre a matriz X usando uma matriz de pesos A que se

decodifica nas iteracoes (Nelder e Wedderburn, [1972).

A matriz de covaridncia de 3, considerando n — oo, é dada pelo inverso da matriz de

informag@o de Fisher I (2.15), ou seja:
Cov(B) = ¢[ XTAX]™" (2.22)

onde A é a matriz de pesos A avaliada em B .

A qualidade do ajuste de um MLG € avaliada através da funcdo Deviance, € o critério
de parada do algoritmo € baseado nessa funcdo Deviance, proposta por Nelder e Wedderburn

(1972).

D=2 "[Llyis i) — Ll o)) (2.23)
i=1

A Equacio (2.23) é uma distincia entre o logaritmo da func¢do verossimilhanga do modelo
saturado (com n parametros) e do modelo sobre investigacdo (com p parametros) avaliado na
estimativa de maxima verossimilhanca B. Sendo que quanto menor o valor da fung¢do Deviance,

melhor seré o ajuste.

2.5 Casos especificos

Nesta secdo serdo apresentados alguns modelos especificos. Os modelos binomial, Poisson

e binomial negativo serdo detalhados a seguir.
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2.5.1 Regressao binomial

O modelo binomial € usado no estudo de dados na forma de propor¢des ou dados bindrios.
Suponha que Y = m tenha distribuicdo binomial B(m, ), onde 7 é definido como a pro-
por¢do de sucessos em m ensaios Bernoulli independentes, com probabilidade de sucesso m

(Dobson e Barnett, [2008)).

O modelo é dado pela seguinte funcdo massa de probabilidade:
PY >y)=>_ (m) w1 —m)m (2.24)

A probabilidade de se obter exatamente y sucessos € dada pela func¢do de probabilidade :

m

flysm,m) = (y

)ﬂ'y(l — )Y (2.25)

Ao reescrever (2.25]) em termos de familia exponencial, conforme (5.1)), a expressao resulta

na seguinte forma (Dobson e Barnett, [2008)):

fy;m,m) = exp <y log (ﬁ) + mlog(l — ) + log (?)) (2.26)

Com base em Nelder e Wedderburn| (1972), os parametros da distribuicdo binomial estao

especificados na Tabela [2.1]
Os componentes do MLG da binomial sdo:
a) O componente aleatério: Y; ~ binomial (m;, ;)

b) O componente sistemdtico: 7 = X 3, onde X representa a matriz do modelo e 1 o vetor

de parametros.

c¢) A funcdo de ligagdao candnica: No caso da binomial, pode-se utilizar vérias fungdes de

ligagdo. Na Tabela [2.2] observa-se as fungdes de ligagao Logit, Probit e Log-log.

16
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Tabela 2.1: Parametros da distribuicdo binomial

¢ 0 b(0) 1 Vi) c(y)

0

1 | log (ﬁ) mlog(l+e) | 25 | £(m —p) | log (7;)

Tabela 2.2: Funcdes de Ligacao - Binomial

Logit Probit Log-log

X

log (—) = S | 07U (m) = ¢(XiB) | log(—log(l —m;)) =1 — e

Neste trabalho, a fun¢do de ligacdo candnica a ser utilizada serd a Logit, sendo:

g(p) =0 =log (ﬁ) = log (ﬁ) (2.27)

A log-verossimilhan¢a do modelo de regressao binomial € dada por:

n

L(m, y) = Z [yz log(mi) — (=(1 — ;) log(1 — 7@)] (2.28)

i=1
Ao reescrever (2.28), considerando a parametrizagdo pela fungdo de ligagdo candnica, tem-
se:
n

L(B,y) = > ui(XiB) — Y _log(1 + X) (2.29)

i=1 =1

No caso binomial, a fun¢ao Deviance é dada por:

(2

- i L -y
D(y,p) =2 [yi log <z—> + (1 —yi)log (1 — Z)] (2.30)
i=1 ’

O Algoritmo [2] mostra o algoritmo de estimagdo dos pardmetros da regressao binomial.

17
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Algoritmo 2: Regressdo binomial
Entrada: D, =0, difD=1, 1itr=1

1 p=(y+7y)/2

2 n =log[p/(1— p)]

3 enquanto (abs(difD) > 107°% & itr < 100) faca
4 | A=p(l-p)

s | z=n+(y—p)/A

6 B=[XTAX]'XTAz

7| n=XpB

oo

o | D=237"[vilog(yi/pi) + (1 — i) log(t—zi)]
10 dif D =D — D,

11 Dy=D
12 wr =atr + 1
13 fim

2.5.2 Regressao Poisson

A distribuicdo de Poisson € a referéncia mais utilizada para modelar dados de contagem. A
regressao Poisson baseia-se nos pressupostos inerentes ao processo e a distribuicao de Poisson.
A sua funcdo de probabilidade € dada da forma (Casella e Berger, 2014):

e_lj‘uy
y!

flyip) = (2.31)

Ao reescrever (2.31)) em termos de familia exponencial, conforme (5.1)), a expressdo resulta

na seguinte forma (Nelder e Wedderburn, |1972):
f(y; ) = exp <[y log(p) — p1] — 10g(y!)> (2.32)

Com base na teoria de MLG, os parametros da distribui¢cdo Poisson estdo especificados na

Tabela 2.3

18



§2.5. Casos especificos

Tabela 2.3: Parametros da distribui¢ao Poisson

o] 0 b(6) 7 V(p) c(y)
1 | log(p) | pp=exp(d) | V'(0) = exp(f) | V"(0) = exp(f) = pu | —log(y!)

Os componentes do MLG da distribui¢do Poisson sao:

a) O componente aleatorio: Y; ~ Poisson(u;),

b) O componente sistemdtico: 7 = X 3, onde X representa a matriz do modelo e 1 o vetor
de parametros.

¢) E a fungdo de ligagdo candnica: g(p) = 0 = log(u), onde log(u) = X 3.

Para o ajuste da regressao Poisson, considerando uma taxa ; /t;, onde ¢; reflete uma varidvel
offset, que pode ser o tempo de exposi¢do ou a drea de interesse do evento, o modelo fica da

seguinte forma:

log (1) = X B + log(t) (2.33)

A log-verossimilhanca do modelo de regressdo de Poisson é dado por:
L(p,y) =Y | = fis + i log(ji) — 1og<yz-!)] (2.34)
i=1

Ao reescrever (2.34)), considerando a parametriza¢do pela fungdo de ligagdo canonica, tem-

Se:

L(B,y) = — %P 4y log(eXiP) — log(yi!)]

>

—eXiP 4y, X8 — 10%(%‘!)] (2.35)

=1 L

No caso da Poisson, a fun¢do Deviance é dada por:

D(y, ) =2 [y log (%) — (i — ﬂi)] (2.36)

i=1 v
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O modelo de regressdo Poisson desempenha, na andlise de dados categorizados, o0 mesmo
papel do modelo normal, na andlise de dados continuos. A diferenca fundamental é que a
estrutura multiplicativa para as médias da regressao Poisson € mais apropriada do que a estrutura
aditiva das médias do modelo normal (Nelder e Wedderburn, [1972).

Com base no algoritmo do escore de Fisher apresentado na se¢do[2.4] o Algoritmo[3]mostra

o algoritmo de estimacdo dos pardmetros da regressdao Poisson.

Algoritmo 3: Regressdo Poisson
Entrada: Dy =0, difD=1, offset=0, itr=1
1 p=(y+7)/2
2 n=g(p) =log(p)
3 enquanto (abs(difD) > 1075 & itr < 100) faga
4 A=pu
s | z=n+(y—p)/A—offset
6
7
8
9

B=[XTAX]|'XTAz
n=XpB+offset

p =g "(n) = exp(n)

D =230 [yilog(yi/ i) — (yi — pi)]
10 difD =D — Dy

11 Dy=D
12 wr =atr +1
13 fim

No caso da funcdo de ligagdo candnica da Poisson, que é dada por g(pu) = log(u), e se
forem observados valores y; = 0, utiliza-se a substituicdo de y + ¢ ao invés de y, tal que
Elg(y + ¢)] seja o mais préximo possivel de g(p). Portanto, na regressdo Poisson com fungdo

logaritmica, utiliza-se ¢ = 1/2.

2.5.3 Regressao binomial negativa

A distribui¢c@o binomial negativa é definida em termos da varidvel aleatdria Y como o nu-

mero de fracassos até ocorrer o k-€simo sucesso. A sua expressdo ¢ dada da forma (Casella e
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Berger, 2014):
f@m%ﬁ—( b1 )fﬂ—pw (2.37)

onde k >0e0<p<l1.

A binomial negativa é uma generalizacdo da distribui¢do Geométrica (para k = 1), e a
expressdo pode ser dada conforme os termos do parametro de superdispersao «, como (Casella
e Berger, 2014):

y+o—1) 1 y
fly.p.a)=1" | p=(1-p) (2.38)

onde ov = ;.

As formas especiais desta distribui¢io surgiram, em 1679, com Pascal e Fermat. Quando k é
inteiro, essa distribui¢ao também € denominada como Pascal. Em 1907, Gosset ("Student") uti-
lizou a distribui¢do binomial negativa como um modelo para contagens no lugar da distribui¢dao
Poisson (Hinde e Demétriol, [1998)).

Ao reescrever em termos de familia exponencial, conforme (5.1)), considerando que

o pardmetro k seja conhecido, tem-se (Nelder e Wedderburn, [1972):

k—1
(ﬂ%piﬁ—wmp<ybﬁl—p%+kbg@%+bg(yz_l )) (2.39)

Considerando a teoria de MLG para a distribuicdo da binomial negativa, os parametros

importantes estdo especificados na Tabela 2.4}

Tabela 2.4: Pardmetros da distribui¢cao binomial negativa

(b 0 6(9) o V(u) C(y)
log(1 —p) _mSg(lfg_(il;(e» b(0)= "2 | b (0)="05 | log (YY)

Os componentes do MLG da binomial negativa sdo:

a) O componente aleatério: Y; ~ binomial negativa(p;, k)
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b) O componente sistemdtico: 7 = X 3, onde X representa a matriz do modelo e 7 o vetor

de parametros.

k

¢) E a fungéo de ligacdo candnica: g(p) = 6 = log(1—p) = log(ﬁ), sendo que p = 7.

Portanto log( A7) = X 8.

Andlogo a regressdao Poisson, na regressao binomial negativa também pode-se utilizar uma

variavel of fset:

H _
log (m) = X[+ log(t) (2.40)

onde t reflete a varidvel of f set.

A log-verossimilhan¢a do modelo de regressdao binomial negativo é dada por:

L(pk,y) =) llog {F(F(k—wi)}%log(k)w log(p:) = (yi+k) log(k+pi) | (2.41)

AL+

Ao reescrever (2.41)), considerando a parametrizagio pela fungdo de ligagdo candnica, tem-

Se:

L(B,k,y) = ; llog {%} +klog(k) +y; log(e™#) — (y; + k) log(k + ¢X7)
(2.42)

No caso da binomial negativa, a funcido Deviance é dada por:

. . Yi 1+ 2y;
Z.Zl fii 1+ LA

A variincia da binomial negativa pode ser especificada em termos da média como Var(u) =

(1 + ap). Este fato caracteriza o modelo binomial negativo como um dos modelos mais ade-

quados para estudar superdispersdo, ou seja, Var(u) > p (Hilbe, [2011).

A principal motivagdo para a distribui¢do binomial negativa se baseia num processo de
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contagem heterogéneo, onde Y ~ Poisson(f) e § ~ Gama («, [3) (Paula, 2013):

/60(

gl o 2.44
F(a)e e " a, >0 ( )

9(0,a,8) =
com E(0) =0 = GeV(0) = 4.
Com isso, tem-se uma mistura de distribui¢des: Poisson-Gama, resultando, marginalmente,

na distribuicao binomial negativa.
A familia binomial negativa de distribui¢des inclui a distribui¢ao de Poisson como um caso
limite. Ao considerar a fun¢do de probabilidade da binomial negativa com p sendo a probabili-

dade de fracassoese k — coe = lkTpp, entao:

I'k+vy
Fp) = S () 2.45)
Como p = kTpp, P = 74> ao reparametrizar (2.45) em termos de 11, a expressdo ¢ dada da

CTE+y) [ n ! o n k_u_y I'(k+vy) 1
R YOO <k:+u> (1 k+u> SUTRG a9

Sendo assim, ao considerar £ — oo, a binomial negativa se caracteriza como uma opg¢ao a

distribui¢do Poisson, como resultado obtém-se a seguinte expressao:

. e_p' Y
lim f(y,p,k) = a (2.47)

Diferentemente da regressao Poisson, a regressdo binomial negativa nio utiliza a funcao
de ligacao canodnica. O modelo tradicional da regressao binomial negativa, que é denominado
como NB-2, se baseia na funco de ligagdo logatitmica g(p) = 6 = log(pu) (Hilbe, 2011).
Portanto, neste caso da regressao NB-2, resultados distintos podem surgir nos erros padrdes das

estimativas dos métodos de estimacgao de parametros apresentados na secao anterior (Newton-
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Raphson e Escore de Fisher). Sendo assim, uma alteracado € feita no Método Escore de Fisher
para corrigir os erros padrdes, permitindo que sejam calculados com base na matriz de infor-

macao (Hilbe, 2011).

Uma nova matriz diagonal A é definida:

o (o) Vg () V(e ()
G’O_V(y)<0n> =u) V()29 ()3 (249

Portanto, a expressdo para A é dada da forma:

n

A= et )

— 1+ ap 1+ 2ap; + pia?)

+
B . 2

kAt eXP (k + eXiB)2

" keXiB ;— X8
=y = A | (2.49)
— k+ eXiP \ k+eXiP

Para o cédlculo da variancia do pardmetro «, pode-se utilizar também o Método Escore de
Fisher, ou ainda utilizar a segunda derivada da log-verossimilhanca do modelo. Neste caso, a

segunda derivada da log-verossimilhan¢a do modelo binomial negativo é dado da forma:

- / / 1 2 k
H:;w(szry)—w(k)ﬂLE—(k+u)+[(k+(1‘;;zklu)] .50,

onde ¥(.) e ¢/(.), sdo as fungdes digama e trigama, respectivamente, sendo expressas: 1)(z) =

dlo z o(z 9% lo z
st ¢ 1) = o4t = Pl

O Algoritmo [ mostra o algoritmo de estimagdo dos pardmetros da regressdo binomial ne-

gativa.
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Algoritmo 4: Regressdo Binomial Negativa

5
6
7
8
9

10
11
12

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

Entrada: £ =1, ddpar =1, itr=20
1 p=(y+7y)/2

2 m = log(p)

3 B=[XTX]"'XTy

4 enquanto (abs(ddpar) > 107°) faca

fim

dpar = 1, parold = k

enquanto (abs(dpar) > 1079) faca

g =21 [00(k+y;) — OL(k) +log(k) + 1 —log(k + ;) — (k+ys) /(k + p:)]

kH =kZ?1[82F(k+yi>—82F(k)+1/k—2/(k:+m)+(yﬁk)/((kwi)f’(km))]
0=

k=ky— H_lg

dpar =k — kg

fim

Entrada: Dy =0, difD =1

p=(y+7y)/2

n = log(p)

a=1/k

enquanto (abs(dif D) > 107%) faca

A= (p/(L+ap) + (y — p)(ap/(1+2ap + o?p?))
z=n+(y—p)/(A(l+ap)) —of fset
B=[XTAX]'XT Az

n=XpB+of fset

p = exp(n)

D =237 [yilog(yi/ i) — (yi + 1/a) log((1 + ayi) /(1 + apui))]
difD =D — Dy

Dy=D

itr =atr + 1

fim

~

On

Considerando uma fungio ¢(.) diferencidvel em 6, se ocorre a convergéncia em distribui¢ao

—

N(0,02), entdo g(f,) — N(g(6,),[¢(0)]> x 02) também converge em distribui¢io

(Casella e Berger, 2014). As estimativas de maxima verossimilhanga local sdo assintoticamente

Normais, ndo viesadas e consistentes (Staniswalis, [1989). Portanto, tem-se

(2.51)

[oN
Il

|
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1
HkA

Var(&) = — (2.52)

sendo que Var(l%) = —%, onde H € dado por (2.50).

Os modelos inflacionados de zeros (Poisson inflacionado de zeros e binomial negativo in-
flacionado de zeros) sdo misturas de distribui¢des da familia exponencial, entretanto, esses mo-
delos nao fazem parte da familia exponencial. Uma estrutura similar para estes modelos sera

apresentada a seguir.
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Capitulo 3

Modelos Inflacionados de Zeros (Poisson e

Binomial Negativo)

3.1 Introducio

Lambert| (1992) introduziu o uso de modelos de regressao para contagens com distribui¢ao
inflacionada de zeros, com o modelo Poisson inflacionado de zeros, sendo um dos mais uti-
lizados para dados com excesso de zeros. O modelo binomial negativo inflacionado de zeros

também se torna uma boa alternativa para este tipo de modelagem.

A estrutura apresentada na Figura serd demonstrada neste Capitulo. Por meio dos pa-
rametros de superdispersdo, pode-se verificar que a distribui¢do binomial negativa inflacionada
de zeros se reduz para a distribui¢do binomial negativa, se tais parametros ndo forem conside-
rados significativos. Considerando que os parametros inflacionados ndo sdo significativos na
distribui¢do Poisson inflacionada de zeros, entdo ela se reduz para uma distribui¢do de Pois-
son e se os parametros nao forem considerados significativos na distribui¢do binomial negativa

inflacionada de zeros, entdo ela se reduz para uma distribuicao binomial negativa.
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3.2 Regressao Poisson inflacionada de zeros

A distribuicao Poisson inflacionada de zeros foi descrita por Cohen| (1963)), SINGH| (1963)
e Johnson e Kotz (1969). Essa distribuicdo surge para a aplicacdo de dados de contagem em

que a frequéncia apresenta excesso de valores iguais a zero.

A distribuicdo Poisson inflacionada de zeros segue uma estrutura que pode ser dividida
em dois estados. A primeira parte se refere ao estado zero, onde apenas valores nulos sao
observados e a segunda parte se refere ao estado Poisson, onde os valores diferentes de zero sdo

observados (Hall, 2000). Portanto, a sua expressao é dada da forma (Lambert, 1992):

p+(1—pe™ y=0
fly,p.p) = | 3.1)
(1_p)ﬂ’ y>0

y!

onde u representa a média da distribui¢do de Poisson e p representa a probabilidade da ocorrén-

cia de zeros.

A média da distribui¢ao Poisson inflacionada de zeros pode ser calculada da forma (Lam-

bert, [1992):

EY) = Y yfly,p,n) =Y y(l —P)e_;ﬂy
y=1 y=0 '

©° Yy
= (I—=p)e™* y% = (1 —p)e " pet
y=1 7

= (1-pn (3.2)
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e para obter a variancia, é necessario calcular primeiro F(Y?):

o0

E(Y?) = Zyzf(y,p, Z ) Mﬂy

Y=

y
= (1-p e“Zy—,z —plepet (p+1)

= (L-p)(u*+p) (3.3)
Com isso, a varidncia, V' (Y') pode ser obtida:

V(Y) = E(Y?) - [E(YV)? =1 -p)(p*+p) —[(1—pul®
= (W’ +p—pu® —pp) = (u—pp)’
= (1 +p—pp® —pp) — (1 = 2pp® = p°pi®)

= (1 —p)(1+pp) (3.4)

indicando que a distribui¢cdo marginal de Y exibe superdispersdo, se p > 0. Isso se reduz ao
modelo de Poisson quando p = 0.

O modelo Poisson inflacionado de zeros foi proposto por |[Lambert (1992) e os parametros
it € p sdo estimados com base na teoria de MLG. Portanto, para o ajuste do modelo Poisson
inflacionado de zeros, a fungdo de ligacdo se baseia em duas partes (Ridout et al., [ 1998):

i) A fungdo de ligagdo da parte ndo inflacionada de zeros, sendo a mesma do modelo Pois-

Son, € exXpressa Como:

log(p) = X3 (3.5)

i1) A fungdo de ligacdo da parte inflacionada de zeros, sendo o preditor linear dado pela

funcao de ligacao logit, e expressa como:

log (%) =Gy 3.6)
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onde X e G representam as matrizes de covaridveis para o modelo Poisson e para o modelo

logistico, respectivamente e (3 e ~y representam os vetores dos parametros dos modelos.

O ndmero de parametros que pode ser estimado em um modelo de regressao Poisson infla-
cionado de zeros depende da quantidade de varidveis disponiveis. Com base no modelo Poisson
inflacionado de zeros proposto por|Lambert (1992), as matrizes G ¢ X podem possuir conjun-
tos diferentes de fatores experimentais e efeitos de covaridveis que pertencem a probabilidade p
(no estado zero) e a média da Poisson y (no estado Poisson). Se as mesmas covaridveis afetam

{4 € p, entdo pode-se pensar em p como funcdo de p para a redugdo do nimero de parametros.

Para a obtencdo dos parametros do modelo Poisson inflacionado de zeros com covaridveis,
Lambert|(1992) propos o ajuste do modelo Poisson inflacionado de zeros utilizando o estimador
de méxima verossimilhanca por meio do algoritmo EM proposto por Dempster et al.|(1977). Se
1 e p ndo forem funcionalmente relacionados, a log-verossimilhanca para a regressdo Poisson

inflacionada de zeros com a parametriza¢do padrio (3.5)) e (3.6) é dada da forma:

L(%ﬁ,y) = 10g < H [p+ (1 —p)e*“] H(l _p)@_ﬂﬂyi>

yi=0 yi>0 4
= Ylog || 2= e )@ —p)| + D [log(l —p) — p+ yilog(u) — log(y!)]
¥:=0 L=p y:>0

3.7

= Z log(e%iY + exp(—eXif)) + Z log(1 —p)
yi=0 ;=0

+3 log(1=p) + > (1:X:B — XP) = " log(us!)

yi>0 yi>0 yi>0

= log(e% + exp(~eX8) + 3 (1 XiB — XoF) -
yi=0

y; >0

Z log(1 + e%47) — Z log(y;!)
i=1

y; >0
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onde G; e X; representam as i-ésimas linhas de G e X.

A soma das exponenciais no primeiro termo de dificulta a maximizagdo de L(~, 3, vy).
Lambert (1992) traz uma modificagdo em (3.7)), acrescentando uma varidvel aleatéria z. Por-
tanto, supondo que seja possivel identificar quais zeros pertencem ao estado zero e quais zeros
pertencem ao estado Poisson, considera-se que z; = 1 quando y; for do estado zero e z; = 0
quando y; for do estado Poisson. A primeira etapa do Algoritmo consiste em substituir z pela
esperanca condicional dado por y, v(™) e 3(™)_ Esta esperanca condicional pode ser calculada

da forma: (Lambert, [1992):

.3(k)
| e Gy =0
A _ (3.8)

entdo a log-verossimilhanga com os dados completos (y,z) seré:

L(v,B,y,2) = log <Hf(y,z,%ﬁ)> = Zlog[f(zilv)f(yilzi,ﬁ)]

— Zlog(f(zih/)) + ZIOg(f(yi’Zh/B»

= Y (5Giy —log(1+eS7) + 3 (1 - 2) (5 XiB — XF) —

=1 =1
n

> (1 z)log(yi)

=1

n

L(V,ﬂ,y,Z) = Lc(7ay7 Z) + Lc(ﬁayv Z) - Z(l - Zi) 1Og<yll> (39)

=1

Para demonstrar a ideia apresentada na Figura[[.8] considerando que v = 0, ou seja, z = 0
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tem-se:

L(v,B,y,2) = Zlog f(zilv)) +Zlog £ (Wilzi, B))

= —nlog(1+e") + 2<yixzﬂ — eXiP) —> "log(yi!) (3.10)
=1 i=1
Nota-se que —n log(1 + €°) é uma constante que ndo influencia na estimagdo do pardmetro

3, sendo assim, a expressao se resume aproximadamente:

L(v.B,y.2) = Zlog (zl7)) +Zlog (yil2. 8))

n

Y WiXiB — X0 — Z log(y.!) (3.11)
=1

=1

Q

Portanto, pode-se observar que esta log-verossimilhanga (3.11) se torna a log-verossimilhanca
do modelo de regressdo de Poisson, expresso em (2.35). Na log-verossimilhanga (3.9) pode-
se maximizar sepadamente L.(v, vy, z) e L.(3,y, z). Pode-se observar que a Equacéo (3.9) é

linear em Z.

Com a substitui¢do (3.8)), pode-se maximizar a log-verossimilhanca (3.9) e entdo perceber
que a expressao se resume a soma da log-verossimilhanca da regressao logistica ndo ponderada
de z(™ em G (sendo um termo que nio envolve B) e a log-verossimilhanca da regressio de
Poisson ponderada de y em X (um termo que ndo envolve ) (Hall, 2000).

A segunda etapa da iteragio (m + 1) consiste em obter v(™*1), maximizando L.(v,y, )

por meio da regressdo logistica nao ponderada de 2™ em G. Em seguida obter 3(™m+1),

maximizando L.(8,y,2) = >.i (1 — 2)(y:. X, 8 — eXP) — 31" (1 — z) log(y;!), por meio

da regressdo de Poisson ponderada com pesos (1 — z;) (Hall, 2000).

De forma resumida, essa estimacdo do Algoritmo Expectation Maximization (EM) pode ser

vista no Algoritmo [3]

Baseando-se em (2.15]), para obtengdo da matriz de informacéo de fisher, é necessario reali-
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Algoritmo 5: Algoritmo EM - Poisson inflacionada de zeros
Entrada: 3,~

1 Estimar 3 para y > 0, por meio regressao Poisson.

2 Yo = (Ximy Li=0) — 21y exp(—exp(Xi3)))/n

s Estimar v = log(vo/(1 — %))

4 DiffD=1, OldD =0

5 enquanto (abs(Dif fD) > 107°) faca

6 Passo E: Estimar a esperanca condicional z;
7 se y; = 0 entao
s | | 2=1/(1+exp(—=Giy — exp(X,0)))
9 senao
10 ‘ 0
11 fim
12 Passo M para 3: Estimacdo do modelo Poisson ponderado por (1 — z),

minimizando a Deviance (D):
13 {n=XB+of fset

4 | p=-exp(n)

15| Dy= 30011 = 20) (i — )]
16 }

17 Passo M para ~: Estimacao do modelo logistico ndo ponderado, utilizando z
como varidvel resposta, minimizando a Deviance (Ds)

B8 | {n=Gvy

19 | D= 370 (zim — 32, (log(1 + exp(n:)))

20 }

21 Maximizacao: OldD = D
22 D= D1 + D2

23 DiffD=0ldD — D

24 fim

zar o célculo das segundas derivadas referentes aos pardmetros 3 e v em L(v, 3,y, z). Sendo
assim, a matriz de informacdo correspondente ao modelo Poisson inflacionado de zeros, consi-

derando os pardmetros 3 e v € dada:

[11 Il2
I(B,v) = (3.12)
[21 122
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E a matriz inversa é dada:

[L(B,7)] " =

Var(B) Cov(B,%) a1
)

Cov(B,%)  Var(4

Sendo assim, as equacOes com as segundas derivadas sdo apresentadas a seguir:

X; X; X; XiP exp(—eXif
exp(—eXiP)e 'BXinir<e B—WM_

a2L ) b) b
Iy = (‘yﬁyz): Z

08,08 i,j.ry=0 €S + exp(—e i) z‘;y(>3014)
_ ?L(v,B,y, ) _ Z GG”GijGir exp(—eXih) - i eG”GijGir G1s)

2T 0yl A (O toxp(—XR)? L (14 G -
Lo =1y = .8y, 2) = Z J XP( ) (3.16)

0v,08, (G + exp(—eXiB))?

i;y=0

As demonstracdes dessas derivadas (3.14), (3.15) e (3.16), podem ser vistas no Apéndice [B]

Seguindo a ideia feita em (3.11)), para mostrar que a Poisson inflacionada de zeros ird se
reduzir em uma Poisson, pode-se considerar v = 0, ou equivalentemente, todas as equagdes
referentes ao estado y; = 0 sejam iguais a 0 e y; > 0 passa a ser y; > 0, isto €, considerando
todos os dados, e substituir esta expressdo nas segundas derivadas. Sendo assim, a segunda

derivada, em func¢do do pardmetro 3 pode ser expressa da forma:

34
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eGi7 fexp(—eXiP)

eXp(—eXiﬁ)eXiﬁXinir <eXiﬁ . eXiB exp(—exiﬁ)) 1

> - Z X XipeXiP

82L ) b~ )
5, = L Byz) 3

9B;08, eGiY + exp(—eXiB)

1;y=0 3;y>0
n
= 0-— Z XinireXi’B = — ZXZ‘jXZ'TGXi’B
;>0 i=1
= —XTux (3.17)

Pode-se observar que resulta na segunda derivada da log-veromilhan¢a do modelo
Poisson (2.35)) com relagdo a 3. Portanto, se o pardmetro v = 0, a expressdo retorna a uma
Poisson. Desconsiderar a parte ), _,{} ou0 x >_ _,{} e fazer com que a parte > _,{} se
torne »_, ~,{} € uma forma computacional para fazer com que possa gerar a variincia

de 3 na regressao Poisson.

E as outras derivadas, usando o mesmo argumento, resulta nas seguintes expressoes:

PL(v,8,9y,2) _ Z GGGy exp(—eXP) Xn: e Gy;Gyy

07,0, = (e + exp(—eXiB))?2 p (1 + Giv)2
=0 (3.18)
82[’(’77 By, Z) _ Z eGiﬂyGij eXp(—exiﬁ)eXiﬁXiT
07,00, = (eGi7 + exp(—eXiB))?
=0 (3.19)
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3.3 Regressao binomial negativa inflacionada de zeros

A distribuicao binomial negativa inflacionada de zeros, com parametros u, k e p, pode ser

expressa da forma (Yau et al., 2003):

k
p+(1—p)<m’“u) , y=0

(3.20)
k Y
Cly+k) ( _k
(- () (#5) v>0

fy,p, k) =

onde p representa a probabilidade de zeros e u representa a média da distribuicdo binomial

negativa.

De forma andloga ao modelo Poisson inflacionado de zeros, a distribui¢cdo binomial nega-
tiva inflacionada de zeros apresenta uma modelagem para as contagens nulas, sendo chamada
de estado zero e para as contagens ndo nulas, sendo denominada como estado binomial negativo
(Garay et al.,2011). A binomial negativa inflacionada de zeros (3.20) se reduz para a distribui-
¢do Poisson inflacionada de zeros (3.1)) quando £ — oo (Yau et al., 2003)). Portanto, quando

y = 0, tem-se:

k
k
) = i 1—p)| ——
f(y,p, . k) Jim p p)(kﬂL)
= Jmp+ (=P
= p+ (L —ple™* (3.21)

E quando y > 0, tem-se:

tanes - o BER Y (22

—00 yl \k+pu +
p Tk +vy) 1
= (1—p) lim =
(1= p) Jim y! T(k)(k + p)v (1 + E)k
Yot
= (1-p* ;, (3.22)
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Portanto, nota-se que (3.21)) e (3.22)) se reduz a Poisson inflacionada de zeros (3.7)).

Com base na densidade do modelo binomial negativo inflacionado de zeros, pode-se calcular

a média da distribuicdo:

EY) =

o0

Stnn- S ) ()

1 E\'"SS Ty+k) w
P () v

y=1

(1-p)u (3.23)

E para obter a variancia, € necessario calcular a £(Y?):

E(Y? =

(1-p)
(1—=pu

(I =p)p(1+ = + ) (3.24)

k+u yl (k4 )y

;ny(y,p,u,k):(l—p)ﬁ(L) Zygf(erk) 7

y=1
(k+ (1 +k)p)p
k
(k + p + pk)
k
7

k

Com isso, a varidncia, V' (Y') pode ser obtida:

V(Y)

B(Y?) — [B(Y)]* = (1= p)u(L+ & + ) = [(1 = p)p?

(1—p)u(l+ % +u) — (0 = 2pp® + p°u®)

s 2 P 2 2 2 2,2
(= i = pp = == = pp”) = (7 = 2pp” + p7ur’)

p pu
pl+ T +pp—p—"-—p')

(1-p)(1+ % + pp) (3.25)
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Considerando & — oo em (3.25)), tem-se:

V(Y) = lim (1 —p)(1+ % + pp)

= (1-=p) A +0+pup

= (1-p)A+pun (3.26)

sendo (3.26)) a variancia da distribui¢do Poisson inflacionada de zeros, obtida em (3.4).

A estimacao dos parametros do modelo binomial negativo inflacionado de zeros na presenca
de covaridveis segue a mesma ideia proposta por Lambert (1992) na estimagdo dos parametros
do modelo Poisson inflacionado de zeros (Garay et al., [2011). Portanto, as fun¢des de ligacdo
também se baseiam nas partes ndo inflacionadas e inflacionadas de zero, sendo expressas da

seguinte forma, respectivamente:

i) A fungdo de liga¢do da parte ndo inflacionada de zeros, sendo a mesma do modelo bino-

mial negativo, € expressa como:

log(p) = X8 (3.27)

i1) A fung¢do de ligacdo da parte inflacionada de zeros, sendo o preditor linear dado pela

funcao de ligacao logit, é expressa como:

log (%) — G~ (3.28)

onde X e G representam as matrizes de covaridaveis para o modelo binomial negativo e para o

modelo binomial, respectivamente e 3 e vy representam os vetores dos pardmetros dos modelos.

Assim como o modelo Poisson inflacionado de zeros, o modelo binomial negativo inflaci-
onado de zeros deve ser ajustado de forma simultinea, considerando as duas partes distintas,
sendo que as funcdes de ligacdo também sao andlogas ao modelo Poisson inflacionado de ze-

ros, ou seja, para as contagens nulas utiliza-se a fungao logistica e para as ndo nulas, a liga¢ao
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logaritmica (Fumes, 2009).

As estimativas dos parametros do modelo binomial negativo inflacionado de zeros na pre-
senga de covaridveis, segue a mesma proposta de |Lambert (1992) para o modelo Poisson in-

flacionado de zeros (Garay et al., 2011). Portanto, a func¢do de log-verossimilhanca é dada da

forma:
L(v,8,y,k) = log ﬂp+(1—p) ("")k ﬁ(l_p)F(yﬁk) < k )’f( 1 )y
o y;=0 k+u ;>0 L'(k)y;! k+p k+p
[ k
p k

= ) log ( +< ))( -p)| +

gm0 L\17p \ktu

i T(y; + k) k g Yi
Yi 7

> log |(1-p) < ) ( > ])

w0 L C(k)y! \k+p) \k+p

Y k eXiﬁ

= —Zlog(l +€Gﬂ) + Z [k‘ log (X) + y; log (X) n
=1 y¢>0 k+€ zﬁ k+€ 113
K k
G; Kk

2 los [e b <k+exiﬁ> +
y;=0
Z [—logT'(y; + 1) — logT'(k) + log T'(y; + k)] (3.29)
y:>0

onde G; e X; representam as i-ésimas linhas de G e X.

De forma andloga ao modelo Poisson inflacionado de zeros, o algoritmo EM passa a ser
utilizado para tal estimacdo. Para o algoritmo, ha a introdu¢do da varidvel aleatéria z, sendo
uma varidvel indicadora da resposta, na qual assume 1 se a observagdo pertencer a parte infla-
cionada de zeros e 0 se a observacdo ndo pertencer a parte inflacionada (Fumes, [2009; |Garay

et al., 2011).

A etapa E do algoritmo consiste em substituir z pela esperanca condicional dada por

39



cap. 3. Modelos Inflacionados de Zeros §3.3. Regressdo BNIZ

y, 7™ e B(™) (Wang et al., 2015).

fe(m)
1+ e~ Gir™ —(,]f: - ;o 14, =0
A = ( XiB R m) (3.30)

0; v >0,

entdo a log-verossimilhanga com os dados completos (y,z) sera:

L(v.Byk) = ) {Zz — log(1 + €%i7) +

i=1
eXiB Yi k k
k + eXiB k + eXiB (3-31)

Para demonstrar a ideia apresentada na Figura considerando que v = 0, ou seja, z = 0

)

(3.32)

Lk + yi)
(1= =) log <r<k>r<1 o)

tem-se:

eXi,@ Yi

k 4 eXiB

k
k 4+ eXiB

Liv.B.y k) = { — nlog(1+¢%) + 3 log (réﬁfé :j:)y»

Analogo a Poisson inflacionada de zeros, nota-se que —n log(1 + €°) é uma constante que

nio influencia na estimag@o do pardmetro 3, sendo assim, a expressao se resume aproximada-

mente:
. n F(kﬁ + y) exiﬁ Yi e k
L k) = —nlog(l ] -
i k
~ Z 10 k + yl) eXiﬁ ’ k
- C(E)T(1 +y;) | k + eXiP k + eXiB

Q

2 llog {%} + klog(k) + 3 log(eX) — (y, + k) log(k + eX#”]

(3.33)
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Portanto, pode-se observar que esta log-verossimilhanca (3.33)) se torna a log-verossimilhanga
do modelo de regressdo binomial negativo, expresso em (2.42)

Com base em z, pode-se maximizar a log-verossimilhanca e perceber que a expressao se
resume 2 soma da log-verossimilhanga da regressdo logistica nio ponderada de z(™) em G
(sendo um termo que ndo envolve 3) e a log-verossimilhanga da regressdo de binomial negativa
ponderada de y em X (um termo que ndo envolve -y) (Garay et al., 2011).

A segunda etapa da iteragio (m + 1) consiste em obter v(™*1), maximizando L.(v,y, )
por meio da regressdo logistica nio ponderada de 2™ em G. Em seguida obter 3(m+1),
maximizando L.(3, y, z), por meio da regressao binomial negativa ponderada com pesos (1 —
z;) (Garay et al., 2011).

Como foi feito na no Algoritmo da regressao Poisson inflacionada de zeros, pode-se ver
no Algoritmo [6] a estimag@o para a regressao binomial negativa inflacionada de zeros. Neste
caso, observa-se a mesma estrutura feita para o Algoritmo da Poisson inflacionada de zeros, a
diferenca consiste na utilizacdo dos modelos logistico e binomial negativo, compondo assim, o

modelo binomial negativo inflacionado de zeros.

A matriz de informagao observada correspondente ao modelo binomial negativo inflacio-

nado de zeros, considerando os pardmetros 3, <y e k é dada por:

[11 112 ]13
I(B, v, k)= | I,y Iy Iy (3.34)

E a matriz inversa é dada:

I(B,7,k)" = | Cov(B,4) Var(y) Cou(k,~) (3.35)
)
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Algoritmo 6: Algoritmo EM - binomial negativa inflacionada de zeros

Entrada: 3,~
1 Estimar 3 para y > 0, por meio regressao binomial negativa.
2 50 = (S Loy — iy O/ (i + )
s Estimar v = log(vo/(1 — %))
4 DiffD=1, OldD =0
5 enquanto (abs(Dif fD) > 107°) faca

6 Passo E: Estimar a esperanca condicional z;
7 se y; = 0 entao
E\ -1
— -G k
8 z; = <1+e ’Ylexifu»l%] )

9 senao

10 \ 0

11 fim

12 Passo M para 3: Estimacdo do modelo binomial negativo ponderado por (1 — z),

minimizando a Deviance (Dy) :
13 {n=XB+of fset
4 | p=-exp(n)

_ _T(y) v\
5| M= s () (k)
16 | Dy=3"[(1— z)(log(M;))

17 }

18 Passo M para ~: Estimacao do modelo logistico ndo ponderado, utilizando z;
como varidvel resposta, minimizando a Deviance (D) :

v | {n=Gvy

20 | Dy=300 (zim — i, (log(1 + exp(n:)))

21 }

22 Maximizacao: OldD = D
23 D=Di+ D,

24 DiffD =0ldD — D

25 fim

Para obter os erros padrdo para a matriz de informacao observada, deve-se obter as segundas

derivadas, referentes aos parametros 3, v ¢ k. Sendo assim, as equagdes com as segundas
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derivadas sdao dadas por:

9 ) N ) K2 fr () fa ()] X X (1 - e>+ﬁ>
_L(v,B,y. k) _ Z R ([Sfi(@a)]” fa () )* X X N

fi = 95,00, — WG, X;) WGy, X;)
kX XipeXiP | y; — X
_ ;()( ps or:prymal b v e +1 > (3.36)
_ O’L(v,B,y.k) GyGiue®N [ fi(x:)]f < e97G;G,
R o D Dl ((e25 D O e AL
L(v,B,y, k) kGi; XireC [ fr(xi]* fo(2s)
Lo =1, = = 3.38
12 = Ion o5, yZ:O G X, (3.38)
2 .
Iy = ZHOwE) L(g’g’y’k) = ‘ZO (w’(lwryi) — ' (k) + k1 + (6%:2)2 — (exing k)>
,Y>
([f1 (2a)]* [log (f1(3)) + fa(xs)]) 1 [f1(@i)* [k~ [fo(4)]*]
i %::o ( MG, X;) <1 N h(GiaXi)) " MG, X;) )
(3.39)
I3 = Iy = O’L(v,B,y.k) Z Lfi ()51 eXP X5 [log (f1 () + fo(s)]
BT okap; A WGy, Xi)?
S [f1(a))" Xy (k fo @) log (fi () + fol@a)] — [folxi)]?)
2 WGs, X;)
y; — eXiP
+ yz>0 (fQ(mi)Xij (W)) (3.40)
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123 = [32 =

FL(v,By. k) [f1 (i) [log(f1(:)) + fa(@:)] e
Okdry; - Z - WG, X;)? @ Gi; (3.41)

ty=0

) k o
onde f1(x;) = ia. fola:) = ’:’:_;fw, WGy, X;) = G + (WLXE) (k) = 2ol

oy(k) _ 02logT(k
W'(k) = iggc): ai2()'

As demonstragdes dessas derivadas (3.36)), (3.37), (3.38), (3.39), (3.40) e (3.41) podem ser

vistas no Apéndice [C|

Ao aplicar o limy_,.,, pode-se notar que a binomial negativa inflacionada de zeros ird se

reduzir em uma Poisson inflacionada de zeros, como a seguir:

k+eXiBl [4eXiB

2
2 k2<[ hesl ks | XX
0 L(’Y?ﬁayvk) = lim Z .
03,0, k—o00

; 1k
t;y=0
(eGi‘)‘ —+ [“Lzﬁ

X;8
k2 e | s ) X Xar [ 1 e%s)

+ Z eGiv 4 [—E ]k

i;y=0 k+eXif
Z k’XiniTGXiﬁ
eXiB 4
X8\, X; X; XiP exp(—e*XiP
eXp(—e ﬁ)e BXIJX“« (6 B _ % — 1>

y; — eXiP

1
eXiB + k *

35y>0

>

7;y=0

2;y>0

eGiY 4 exp(—eXiB)

Pode-se perceber que (3.42) se torna igual a (3.14).
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PL(v.B,y,k) - GijGire % [ 5s ] _ieG”Gz‘jGir
0707, ot 2 £ [1 + G]?
= Gule™Tople ) i Gy (3.43)
T e RBp e @
Também percebe-se que (3.43)) se torna igual a (3.13).
G k k_eXiP
PL(v,B,y, k) — m Z kG, Xive [Hexm] e XiB
07,08, k—>00 - 2
3;y=0 Giv eXiB 11
S + [ ixm]
-y Gl ew e ™

= [eGiY + exp(—eXiB)]2
E por dltimo, percebe-se que (3.44) se torna igual a (3.16), cofirmando que a binomial

negativa inflacionada de zeros se torna a Poisson inflacionada de zeros.

Seguindo a ideia feita em (3.17)), para mostrar que a binomial negativa inflacionada de zeros
ird se reduzir a uma binomial negativa, pode-se considerar v = 0, ou equivalentemente, todas
as equagdes referentes ao estado y; = 0 sejam iguais a 0 e y; > 0 passa a ser y; > 0, isto &,
considerando todos os dados, e substituir esta expressao nas segundas derivadas. Sendo assim,

a segunda derivada, em fun¢do do parametro 3 pode ser expressa da forma:

k
| |1 - i
pan 5 (o) (o) (55|

e

. k
8/€87J i15=0 .
eGiT+eXiB ik

- 0 (3.45)
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k
PL(v, B,y k) _ 3 CuGue™ [foiﬁ} — 4Gy

- - — =10 (3.46)
8’7]’877" P . i 2 p [1 + eGi’y]Q
[W—Xﬁ] +eXb
. eXiB
82‘[’(77 /67 Y, k) _ Z kGinirecl’y[k—i-ekXiﬁ]kk+eXiﬁ —0 347
o 2 = (3.47)
87]867" 4;y=0 XiB 1p
6Gi7 + [k—i—exiﬁ]
. 2
kQ( s exfp) Xij Xir
PLopByk) 5~ o] &5
; o 2
98,08, P T
eGiY + |:4k+eXiﬁ:|
krooxi 12
K |:k:+ekxiﬁ:| |:k+exiﬁ] Xij Xir (1 - ex1,ﬁ>
+ - k
i;y=0 eGivY + [W}
kX XipeXiP | y; — eXiP )
- Z XiP | XB ik T
i;y>0
- ]{:XinirexiB Y; — eXiP
— _Z; XA | XBTE +1 (3.48)

Pode-se observar que (3.48)) resulta na segunda derivada da log-veromilhanca do modelo
binomial negativo (2.42)) com relac¢do a 3. Portanto, se o pardmetro v = 0, a expressdo retorna

a uma binomial negativa. Portanto, tal expressao (3.48) resulta em (2.49).
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2k+1
k : k X;B

<exi'6+k> GXz:BXij [log (exiﬂ+k> + <e§iﬁ+k>]

- Z kN 2
k
eXiB4k
2
k X8 X;B

k
Giv k
eEiY 4 (exiﬁJrk)

(3.49)

k 2
eXiB

L(v,B,y,k)
0kdB; .
J i;y=0 (eci‘Y 4 (
k
eXiB
(x'?uk) Xiy <exmfk
4;y=0
exiﬂXij i — eXiB
> eXiB + k\ eXiP 4 k
3;y>0
B i eXiﬂXij i — eXiB
o = eXiﬂ + k eXiﬁ —+ k
82L(7aﬁ>y7k) Z
12 2.
Y= eGi’Y +
1
1—

k
Giv Kk
e + (exiﬁJrk)

(Wk: +yi) = (k) R+

X

k 2
(o |
> :

(s + k) 2 )

(eXiB + k)2 - (eXiB + k)

_|_

1;y=0

(yi + k) 2

= 2 (Wk ) =R T s e T ke k;)> (3:20)

Por iltimo, nota-se que (3.50) torna-se a expressdo em (2.50), que representa a segunda

derivada da log-veromilhan¢a do modelo binomial negativo (2.42), considerando o pardmetro k.
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Portanto, como na Poisson inflacionada de zeros, desconsideraraparte 3, _,{} ou0x>_ _,{}
e fazer com que a parte ), _{} se torne > - ({} € uma forma computacional para fazer com

que (3.35)) possa gerar a variancia de 3 e k na regressdo binomial negativa.
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Capitulo 4

Regressao Geograficamente Ponderada

4.1 Introducao

Os modelos de regressao espacial buscam determinar a relagcdo entre varidveis, considerando
a localizagdo do espaco do fendmeno em estudo. Sendo assim, a andlise espacial de dados
consiste em estudos quantitativos de fendmenos localizados em deteminado espago, onde a
localizac@o dos dados se torna fundamental para a interpretagdo dos resultados (Druck et al.,
2004).

Na condi¢do de que os dados espacias ndo sejam estaciondrios, ou seja, dados cuja dis-
tribui¢do de probabilidade varia no espaco, o modelo global pode gerar estimativas incertas e
nao atender aos resultados com precisao, sendo assim, a Regressao Geograficamente Ponderada
(RGP) propde contornar essa limitacdo dos modelos globais, sendo uma extensdo do modelo de
regressao linear tradicional, permitindo que ocorra variagdes nos locais dos parametros (Fothe-
ringham et al., 2002).

O objetivo deste Capitulo é apresentar a Regressao Geograficamente Ponderada (RGP), pro-
posta por Brunsdon et al.| (1996), sendo uma técnica ndo paramétrica utilizada para modelagem
de dados espaciais nao estaciondrios. Uma breve apresentacdo da Regressao Geograficamente

Ponderada para dados com distribui¢do Normal serd feita, e em seguida, a Regressdo Binomial
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(ou Logistica) Geograficamente Ponderada serd detalhada, assim como a Regressdo Poisson
Geograficamente Ponderada e por fim a a Regressao Binomial Negativa Geograficamente Pon-

derada.

4.2 Regressao geograficamente ponderada

Na andlise de dados espaciais, a Regressdo Geograficamente Ponderada surge com o intuito
de descrever a relacdo entre as varidveis quando hd variagcdo no espago. Portanto, a RGP realiza
um ajuste local para cada ponto da regido de estudo com base nas observagdes mais proximas
e permite que os parametros da regressdo possam variar de acordo com a localizacdo de forma

continua (Fotheringham et al.,|2002]).

Ao definir o modelo, considera-se que existam n observagdes e k varidveis explicativas,

com isso 0 modelo RGP € definido pela expressao (Fotheringham et al., 2002):
yj :ZBk(ui,vi)xjk—I—sj, j: 17...,TL. (41)
k

onde (u;,v;) compde as coordenadas do i—ésimo ponto no espago; [x(u;, v;) é o pardmetro
para a k—ésima varidvel explicativa, em fun¢io do local da ¢—ésima observagdo, x,;, € o valor
da k—ésima varidvel explicativa para a j-ésima observacdo e ¢; € o erro associado a j—ésima
observacdo, supondo de que sejam independentes e indenticamente distribuidos, ou seja, £; ~
N(0,0?).

Para se obter os pardmetros [ (u;, v;) utiliza-se as observagdes préximas ao ponto 7, ou seja,
onde se calculam as estimativas dos pardmetros (pontos de regressao). Em (4.1)), a varidncia dos

erros € considerada fixa, ainda que os parametros da regressao obtenham variacdo espacial.

O método de minimos quadrados pode ser utilizado para a estimac@o dos parametros 3(u;, v;),

ou de forma simplificada (3(i), atribuindo pesos W (u;, v;), ou de forma simplificada W (i) nas
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diferentes observacdes, sendo assim, tem - se a expressao:
B(i) = (XTW(H)X) ' XTW ()Y (4.2)

onde B(z) representa o vetor de tamanho £ com as estimativas para os parametros no local ¢;
W (i) representa a matriz de ponderac@o para o local i, com dimensdo n x n; X representa
a matriz n X k, com o valor das k varidveis explicativas para as n observagdes e por fim y
representa o vetor de tamanho n, com o valor das varidveis respostas no ponto.

Para a matriz de ponderagdo W (i) em (4.2), deve-se calcular os valores para cada ponto de
localidade ¢. Sendo assim, a fun¢io de ponderagdo espacial € a que determina os pesos w;; da
matriz W (i) que serdo calculados. A Figura mostra um exemplo da fun¢do de ponderagdo
espacial.

w,

-/ " - /

,/"'../'f: x\- T = /\. f.";
l w e / /
/ - = T " ;’f

/ - f.l'

Figura 4.1: Fun¢do de ponderacao espacial
Fonte: |[Fotheringham et al. (2002)

Fotheringham et al. (2002) propuseram algumas possibilidades de escolha para a fun¢do de
ponderacgdo, sendo:
1. Funcdo de ponderacio espacial, considerando a distancia d;; entre o ponto amostral j e o

ponto de estimagao i:

1, dij <d

0, Caso contrario

onde d € fixo de forma arbitraria. Ao utilizar esta func@o, nao ha um decaimento da fun¢ao para
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maiores distancias, pois hd uma descontinuidade considerdavel quando ha proximidade com a

distancia d.

2. Funcdo de ponderacdo espacial para casos com descontinuidade:

Wi = e 2? (44)

a Equac@o (4.4) € uma alternativa para ndo ocorrer descontinuidade, sendo uma fun¢éo continua
exponencial quadrética e assume valores descrescentes quanto maior for a distancia d;;, na

forma da distribuicao Normal.

3. Fungdo de ponderagdo espacial, mistura das estruturas (4.3)) e (#.4):

1-—- d% , dij<b

0, Caso contrario
onde b € conhecido como parametro de suavizacdo (ou do inglés bandwidth) e quanto menor o
seu valor, maior serd o decaimento da fun¢do. Uma das funcionalidades da funcdo bi-quadrética

(4.5)) é a facilidade no esfor¢co computacional.

Existem casos em que os dados nao estdo espacados de forma igualitdria na regido ou ainda,
se concentram em dreas com tamanhos diferentes. Nestes casos, o recomendavel é que o para-
metro de suavizacdo da funcdo de ponderagdo espacial possa variar segundo a disposi¢ao dos

dados observados.

Na Figura[d.T] Fotheringham et al|(2002) mostram que dreas que possuem uma larga escala
de pontos, utilizam a funcdo kernel (maior varidncia) com pardmetro de suavizagdo menor e
areas com baixa escala de pontos utilizam um parametro de suaviza¢do maior. Alguns exemplos

para funcdes de ponderagao espacial, levando em conta a questao da dispersdo serdo descritos
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a seguir:

1, sejéum dos R vizinhos mais préximos de ¢

0, Caso contrdrio
onde R € o parametro referente ao nimero de pontos incluidos na calibragdo do modelo. Outra
opc¢ao é:

2\ 2
di; . . D 4
(1 — (Tj) ) , se 7 ¢ um dos R vizinhos mais proximos de %
wij =

4.7)

0, Caso contrario

onde R € o parametro referente ao nimero de pontos incluidos na calibracio do modelo e b

representa a distincia de ¢ até o R— ésimo vizinho. Por fim pode-se utilizar:

wij =e b (48)

Com base na Equacéo (4.2)), pode-se obter o erro padrdo das estimativas locais do modelo

RGP, ao reescrever (4.2)) como:

B(i) =Cy (4.9)
onde C = (XTW () X) ' XTW (3).

Com isso, a variancia das estimativas dos parametros é dada da forma:
Var(3;) = CCT6? (4.10)

sendo (@.10) andloga a regressdo cldssica quando w;; = 1, Vi, j e 62 é a soma de quadrados dos

residuos normalizados da regressao local, dada da forma:

n

A \2

2 (y; — 45)
= — A 4.11
7 Zn—2V1+V2 ( )

Jj=1
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com v; = tr(S) e vy, = tr(STS), onde o trago da matriz S € igual ao traco da matriz de
projecao (ou em inglés, hat matrix) da RGP, sendo relacionada com os vetores f& € y. As linhas

s; sao denotadas por:

sj = X;(XTW(H X) ' XTW (i) (4.12)

onde X representa a j—ésima linha da matriz do modelo X e W (i) a matriz de ponderacdo

espacial.

O ndmero efetivo de graus de liberdade é dado pela expressao n — 211 + 15 € 0 ndmero
efetivo de parametros estimados pelo modelo é dado pela expressdo 2v; — v5. Os valores de
tr(S) e tr(STS) sdo bem préximos, portanto, é possivel utilizar v; como aproximacdo para o

nimero efetivo de parametros no modelo (Fotheringham et al., [2002).

Na RGP, para cada estimativa de parametro global, t€m-se n estimativas de parametros
locais, sendo que n € o nimero de locais em que o modelo RGP € calibrado. A significancia
local para a estimativa do k—ésimo parametro no ponto ¢ pode ser avaliada por meio do pseudo

teste ¢, denotado por:
_ 5k(ui, Ui)
EP[Bk(Ui, Uz)]

cuja distribuicdo é aproximadamente Normal.

te(ug, v;) (4.13)

Para solucionar esse problema da utilizacdo do pseudo teste ¢, Da Silva e Fotheringham
(2016) propuseram um ajuste neste teste, ajustando o nivel de significancia «. Portanto, esse

ajuste pode ser expresso da forma:

a=Pe, bn (4.14)
Pe

p

onde p,. representa o nimero efetivo de parametros independentes estimados na RGP e € defi-
nido da forma: p. = 2tr(S) — tr(STS), p representa o nimero de parAmetros do modelo € &,

representa o nivel o desejado sem considerar a dependéncia espacial.

Enquanto isso, o AICc (critério AIC corrigido), sendo uma estatistica para adequacao re-
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lativa de comparagdo entre dois ou mais modelos, desenvolvido por Hurvich e Tsai| (1989)) é
denotado da forma:

n(n + tr(S)

AICC =2n log(a) + nlog(27r) + m

(4.15)

onde tr(.S) é o nimero efetivo de parAmetros da RGP; ¢ representa a estimativa de méxima
verossimilhanca de o e S representa a matriz que relaciona fi e y.

Na RGP, algumas medidas de ajuste e diagndstico para a modelagem local sao obtidas, como
o coeficiente de determinagdo local R? que traz a informagdo do grau de ajuste dos modelos
locais. Sendo assim, a sua expressao € dada da forma (Fotheringham et al., 2002):

g2 TS — RSSY
L TSSY

(4.16)

onde T'SSP = 3~ wij(y; — §)* e RSSY = > wij(y; — 9)*  j = 1,...,n, sdo a soma de

quadrados total e residual geograficamente ponderadas, respectivamente.

4.2.1 Estimacao do parametro de suavizacao (bandwidth)

Brunsdon et al.|(1998) afirmam que devido & suavidade das fun¢des e ao aspecto da distance—
decay, os resultados da RGP s@o pouco influenciados pela escolha da fun¢do de ponderagao,
ainda que existem vdrias op¢des de fungdo. Segundo |Leung et al.| (2000), a funcdo mais uti-
lizada é a (@.4). No entanto, Dempster et al|(2009) afirmam que a escolha do parimetro de
suavizagdo € mais critica, sendo que a escolha 6tima para este valor na calibragem da RGP seja
uma etapa importante.

Como pode-se ver na Figura [4.2] o pardmetro de suaviza¢do funciona como um fator de
variabilidade da curva dos pesos.

A Validacdo Cruzada (do inglés, C'ross—Validation—C'V'), sugerida por Cleveland|(1979)

pode ser utilizada para determinar o parametro de suavizacdo, para a regressao local da forma:
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bandwidth

0
8- &
X = (7.

X ponto da regressao W; & o peso da observacio jno ponto da regressao

® observacao d; e adistancia entre o ponto da regressaoi e a observacao j

Figura 4.2: Pardmetro de suavizacdo
Fonte: |[Fotheringham et al. (2002).

CV =3 lyi—g# O (4.17)

em que y #; (b) passa a ser o valor ajustado para o ponto y;, onde se omite a prépria i-ésima
observacdo do ajuste.

Esta abordagem tem a propriedade desejavel de contabilizar o “efeito ao redor”, ja que
quando b se torna o menor possivel, o modelo € calibrado apenas em amostras perto de ¢ € ndo
do ¢ em si. Portanto o valor que minimiza a Equagdo (4.17) € o parametro de suavizacao 6timo
do método de Validagdo Cruzada (Da Silva e Mendes, 2018). Esse parametro de suavizacao é

usualmente estimado via algoritmo de Otimizacdo por secdo durea (Golden Section Search).

4.3 Regressao binomial (logistica) geograficamente ponderada

Para dados cuja varidvel resposta é bindria, a metodologia da RGP pode ser feita por meio
da Regressdo Binomial Geograficamente Ponderada ou Regressdo Logistica Geograficamente
Ponderada - RLGP, como é mais conhecida (do inglés, Geographically Weighted Logistic Re-

gression - GWLR), introduzida por Atkinson et al. (2003). Portanto, a probabilidade de ocor-
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réncia do evento € dada por:

1L :

log (1_—j> = Zﬂk(ui,’l)i)l’jk, ] = 1,...,7’L. (418)
:u] k

onde (u;,v;) compde as coordenadas do i—ésimo ponto no espago; [ (u;, v;) € o pardmetro

para a k—ésima varidvel explicativa, em fung¢do do local da :—ésima observagdo, x;;, € o valor

da k—ésima varidvel explicativa para a observagdo 7 e j1; € dado pela expressao:

o exp (D, Br(us, vi) 1)
’ I+ eXp(Zk Bk(uz, Ui)%‘k)

(4.19)

Sendo assim, o modelo de Regressdo Logistica Geograficamente Ponderado pode ser ex-

presso da forma:
exp(Q_y Brlui, vi)wjn)
14+ exp(d_,, Brlwi, vi)xji)

y; ~ Binomial

(4.20)

A estimacdo dos pardmetros da RLGP é feita por meio da funcio log-verossimilhanca, sendo

denotada por:

n

L(B(us, 0)|B) =Y _{y;loglu; (B(0))] + (1 = y;)log[l — p; (B()}w(dyy) @21

J=1

onde p; € expresso em (4.19) e depende de (3(i) e B representa os dados {z;;}, {y;} e
{(us, vi)}

O Método Escore de Fisher passa a ser utilizado para a maximizagio de (4.21]), entretanto, é
feita uma modificacdo nesse método, onde se inclue a ponderagdo geografica dada pela matriz
de proximidade espacial W (7). Sendo assim, € feita uma multiplicacdo da matriz dos pesos do

Método Escore de Fisher pela matriz de pesos da RGP (Fotheringham et al., 2002). Tal solu¢ao
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¢ dada por:

B(ui, v;) ™ = [ XTW (u;, v;) Az, v:) ™ X)L XTW (s, v;) A (g, v:) ™ 2 (g, v;) ™
(4.22)
onde X representa a matriz das covariaveis; W (u;, v;) representa a matriz diagonal de pesos

da RGP e A(u;, v;)™ representa a matriz diagonal do MLG na interacdo m para a localidade
(m)

i. Com base na diagonal de A (u;, vi)(m), os elementos a; s onde 5 =1, ...,n, sdo dados por:

2
O
agn) = V(;j) (Tﬁj) = 115 (B(us, i) ™) (L = i (Blug, v;) ™)) (4.23)

E z representa o vetor da varidvel dependente ajustada no algoritmo do Método Escore de

Fisher, entdao para a RLGP, a expressdo € dada por:

v — 1 (B()™)

(BN = XBO LB (L - i BEY) 424
Portanto, com a convergéncia do algoritmo, tem-se que:
B(us, v;) = C(us, v;) 2 (g, v;) (4.25)
em que,
C(us,v;) = [XTW (ug, v:) A(ug, v) ™ XL XTW (g, v:) Aug, v;) ™ (4.26)

A matriz de covariancia com as estimativas dos pardmetros da RLGP pode ser obtida da

forma:

Cov <B(ui,vi)> — C(us, v)) Aus, v;) " CT (uz, v7) 4.27)
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Com isso, a estimativa do erro padrdo do k-ésimo parametro para o local ¢ é dada por:

Bk Ui, U; ] \/C’ov B(u;,v;)) (4.28)

onde 60\1)(6(11,,, v;) )k representa o k—ésimo elemento da diagonal da matriz.

A estimativa utilizada para a matriz de covariancia de z(u;, v;) ndo é ponderada pelos pesos
W (u;,v;), sendo assim, os erros padrdo estimados se caracterizam diferemente dos que se
resultam das regressdes locais ponderadas.

Na escolha da matriz de ponderacdo espacial W (u;, v;) é necessario determinar o parime-
tro de suavizagdo para a minimizagdo da estatistica AICc. A correcdo no AIC foi proposta
por Hurvich e Tsai (1989) para selecionar os modelos de regressdo com tamanhos de amostra
pequenos, sendo assim a expressao € dada por:

AIC, - —2(2% log(11,) + (1 — 1) log(1 — m) ratr(s) + ZHEII ) 49

onde tr(S) € o nimero efetivo de parimetros da RLGP e a matriz S é a que relaciona as
matrizes 1) € z, sendo 1) = Sz. Portanto, as linhas s; da matriz S sdo dadas da forma:
sj = X;[XTW () A()X]' XTW (i) A(i) (4.30)

sendo que X; € a j—ésima linha da matriz do modelo X.

4.4 Regressao Poisson geograficamente ponderada

Nakaya et al.| (2005) desenvolveram a Regressao Poisson Geograficamente Ponderada -
RPGP (do inglés, Geographically Weighted Poisson Regression - GWPR), com o objetivo de
avaliar a relac@o entre a taxa de mortalidade e alguns fatores s6cio-econdmicos na drea metro-

politana de Téquio.
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Considerando o modelo de Poisson, com a taxa f; /t;, onde t; reflete uma varidvel offset,
que pode ser o tempo de exposi¢do ou a drea de interesse do evento, e ainda considerando a

regressao de Poisson que foi apresentada anteriormente, tem-se:

log (11 Zﬁkx]k + log(t;) (4.31)

Portanto,

log (%) =3 By (4.32)
J k

[t = t; exp (Z 5kxjk) (4.33)
k

Por meio da variagdo espacial aos parametros 3, o modelo de Regressdo de Poisson Geo-

graficamente Ponderado pode ser expresso da forma:

y; ~ Poisson [tj exp (Z B (u;, vi)xjk>] (4.34)
k

Com base na fun¢ado local de log-verossimilhanga, pode ser feita uma maximizagao para
calibragem do modelo em (4.34). A funcdo de log-veromilhanga global para a Poisson é dada

da forma:

L(B(u,v)|B) = Z — 15 + y; log(11;) (4.35)

7j=1
onde f; é expresso em (4.33) e depende de 3(u, v); B representa os dados {x;;} e {y;}. Ao
considerar a hipétese da superficie de (3, sendo aproximadamente plana proximo de um ponto

1, a log-verossimilhanga local pode ser expressa da forma:

L(B(ui,vi)|B) = Z{ 15(B(#)) + y;loglu; (B(i))] }w(dis) (4.36)
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onde 1;(3(7)) representa o valor esperado de y no ponto j, baseando-se nos pardmetros do

ponto 7, sendo assim:

1 (B(i)) = t;exp (Z Bre (i, Ui)%‘k) (4.37)
k

A estimativa do valor para y no ponto j € calculada levando em conta os parametros também

estimados para o ponto j, sendo 1;(3(7)). A média que é calculada em ¢ calculada como

passo intermedidrio para estimar os pardmetros (3(i).

Assim como na RLGP, o Método Escore de Fisher também passa a ser utilizado para a
maximizagdo de (4.36), incluindo a ponderagdo geogréfica dada pela matriz de proximidade
espacial W (i). Sendo assim, é feita uma multiplicacdo da matriz dos pesos do Método Escore

de Fisher pela matriz de pesos da RGP (Fotheringham et al., 2002). Tal solu¢do é dada por:

B(ui, v;) ™ = [ XTW (u;, v;) Az, v:) ™ X P XTW (g, v;) A(ug, v:) ™ 2 (g, v;) ™
(4.38)
onde X representa a matriz do modelo; W (u;, v;) representa a matriz diagonal de pesos da
RGP e A(u;, v;)™ representa a matriz diagonal do MLG na interacio m para a localidade .
(m)

Com base na diagonal de A (u;, vl-)(m), os elementos a;; ', onde j = 1, ..., n, sdo dados por:

2
m _ L (O g o)™
ij _V(uj)(f?m> = (B (i, v;)™™) (4.39)

E z representa o vetor da varidvel dependente ajustada no algoritmo do Método Escore de

Fisher, entdao para a RPGP, a expressdo é dada por:

4 (B(i)™ = XB>i)™ + L i

(A o

~—
—
3
~
~—
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Portanto, com a convergéncia do algoritmo, tem-se que:

~

B(ug, v;) = C(uy,v;)z(ui, v;) 4.41)

em que,

C(ui, Ui) = [,X-TV‘/(U@7 UZ'>A(UZ', ’UZ‘)X]_IXTW(UI', vi)A(ui, Ui) (442)

A matriz de covariancia com as estimativas dos parametros da RPGP pode ser obtida da
mesma forma em (4.27)), assim como a estimativa do erro padrao do k-ésimo parametro para o
local i é dada por (4.28))

O AIC que ¢ utilizado por Nakaya et al| (2005) ¢ dado como AIC = D + 2k, onde D,
definido em (2.23)), é a funcdo deviance. Na RPGP, os dois conceitos de AIC sdo equivalentes,
sendo assim, com base em (@.29)) e os resultados da RPGP, tem-se:

2tr(S)(tr(S) + 1)
n—1—tr(S)

AlIC, = =2 ( Z —j + y; log uj> + 2tr(S) + (4.43)

j=1

onde tr(.S) € o nimero efetivo de pardmetros da RPGP e a matriz S é a que relaciona as matrizes

71 e z, sendo 1) = S'z. Portanto, as linhas s; da matriz S sdo dadas da forma:
s; = X;[XTW (i) A()X]| ' XTW (i) A(i) (4.44)
sendo que X; € a j—ésima linha da matriz do modelo X.

4.5 Regressao binomial negativa geograficamente ponderada

A Regressao Binomial Negativa Geograficamente Ponderada - RBNGP, proposta por/Da Silva
e Rodrigues| (2014), € indicada para modelar dados espaciais de contagem ndo estaciondrios e
com superdispersdo. A RBNGP passa a ser mais robusta que a RPGP devido a flexibiliza¢cdo da

hipétese de igualdade entre a média e variancia da distribuicdo de Poisson, devido a presenca
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do parametro « da distribui¢do binomial negativa.

A RBNGP permite a variagdo espacial aos pardmetros (3 e « do modelo global de regressao
binomial negativo, sendo uma extensdo desse modelo global. A funcdo de ligacdo logaritmica
¢ utilizada no modelo de Regressao binomial negativo global, portanto, ao parametrizar este

modelo, considerando a taxa ju; / t;, tem-se (Da Silva e Rodrigues, 2014):

yj~ BN

tjexp (Z kajk> , a] (4.45)
k

onde ¢; representa uma varidvel offset.
A RBNGP produz superficies ndo paramétricas para as estimativas dos parametros, sendo

que o modelo espacial local passa a ser descrito da forma:

yj ~ BN

tjexp (Z B (u;, vi)xjk> oy, vl)] (4.46)
k

A combinacdo dos métodos de Newton-Raphson e do Método Escore de Fisher € feita para
a estimac@o dos parimetros em (4.45)). A log-verossimilhanca da RBNGP, com fung@o de 3 é

dada pela expressao:

L(B(u,v)| B, ax(u,v)) = Z{yj log(avpiy) — (v + 1/ay) log(1 + avjpz) +

log[['(y; + 1/a;)] — log[I'(1/a;)] — log[['(y; + 1)]}

(4.47)

onde B = {z,,} e {y;},paraj =1,...n,

em que:

[y = t;exp (Z B (uj, vj)xjk) (4.48)

k

a; = a(uj,v;) (4.49)
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A log-verossimilhanca local da RBNGP, considerando a hipétese de superficie de (55 plana

na vizinhanca de um ponto 7 qualquer, passa a ser escrita na forma (Da Silva e Rodrigues, [2014)):

L(B(ui,vi)| B, a(i)) = Z{yj loglov(i) 1 (B())] = [y; + 1/e(@)]log[1 + a(i)w;(B(i))] +

log[I'(y; + 1/a(i))] = log[l'(1/a(i))] — log[I'(y; + 1)[}w(di;)

(4.50)
parai =1,.... N
em que:
1 (B(i)) =t; exp (Z B (uy, Uj>xjk> (4.51)
k
a(i) = a(u;, v;) (4.52)

Considerando os resultados de |[Nakaya et al. (2005) para a RPGP, tem-se a solu¢cdo da

maximizagdo da log-verossimilhanga local que fornece as estimativas 3(i) dos parAmetros da

RBNGP € dada por:

/3<UZ‘, Ui)(m+1) = [XTW(’LL” ’UZ‘)A(UZ', Ui)(m)X]_lXTW(Ui, ’UZ‘)A(UZ', vi)(m)z(ui, Ui)(m)
(4.53)
(m)(

Os elementos a;; ' (j = 1,...,n) da diagonal da matriz A(u;, v;)™), que é uma matriz dia-

gonal de pesos do MLG na interagdo m para o local ¢, para a RBNGP sdo dados como:

m 1 (BEH)M™) n [y; — 1 (B ™)) s (B(0)™)]

= 4.54
T T el (BO™) T 2a0mBO™) +at@soe) 40
Finalmente, os elementos da varidvel dependende 2 (u;, v;)™ sdo:
s ;) (m)
Zj(ﬁ(i)(m)) _ Xﬁ(i)(m) + [yj MJ(B(Z) )] (4.55)

a1+ ali) x p;(B(5)™))

64




§4.5. Regressdo binomial negativa geograficamente ponderada

Seguindo a ideia da RPGP, as estimativas dos parametros da matriz de covaridncia podem

ser obtidas:

Cov = (B(ui,v;)) = C(us, v;) A(ui, v;) ' CT (uy, v;) (4.56)

onde

C(UZ', Ui) = (XTW(UZ, UZ'>A<’LLZ', Ui)X)_leW(ui7 Ui)A(Ui, Ui) (457)

e A(u;,v;) e z(u;, v;) definidos em (4.54) e (@.55)), respectivamente.

Para estimagdo do parAmetro (i) é utilizado o método de Newton-Raphson, baseado na
log-verossimilhanga local e supondo que 3(u;, v;) sejam conhecidos. Ao reescrever (4.50),

considerando a estimagdo dos pardmetros k (), onde k(i) = 1/a(i), tem-se:

L((k(i)[B, B(i)) = Z{yj log[p; (B())] = [y; + k()] log k(i) + k(i) log[k ()] +

log[['(y; + k(2))] — log[T'(k(4))] — log[l'(y; + D]jw(dy;)  (4.58)

Pelo método de Newton-Raphson, pode-se maximizar a log-verossimilhanca local em (4.58),

portanto tem-se a expressao:
k(i)Y = k()™ = [H(@) ™70 ()™ (4.59)

onde U(i)™ e H(i)(™ sdo derivadas de primeira e segunda ordem da log-verossimilhanga

local, com respeito a k(7)(™, sendo:

UG = aL(k(.m:<Zw<k<z’><m>+yj>w<k<i><m>>+1og<k<z'>< ) 41— log[k()™ + s (B(0)]

0k (7)

=1
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Ay PLEG) (S ®™ oyl () - 2
o Ok2(i) (;W() P VRO GO T RO + (800
k(@)™ +y; w(d
+[/~c(i)(m)+uj(/3(i)))]2> ) ob

onde ¥(.) e ¥'(.), sdo as func¢des digama e trigama, respectivamente, sendo expressas:

ol z oU(z 0?1 z
§(e) = 28I ¢ y(2) = 242 = Pherie)

Portanto, a estimativa para a variancia de «/() é dada:

a(i) = — (4.62)

=y 1
Var(a(i)) = —H(i)l%‘l(i) (4.63)

A estimacao dos parametros de suavizagdo € necessdria para o ajuste do modelo. Portanto,pode-
se determinar este pardmetro ao minimizar o AICc. Com base na Equacéo (4.29)), tem-se que:

2r(r+1)
n—r—1

AIC, = —2L(B,a) + 2r + (4.64)

onde r representa o nimero efetivo de pardmetros e L (3, o) é alog-verossimilhanca da RBNGP.
Esse nimero efetivo de pardmetros pode ser escrito como 7 = 11 + 3, €m que 71 € 72 S0 0S

nimeros efetivos de parametros devido a 3 e «, respectivamente (Da Silva e Rodrigues, [2014).
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Capitulo 5

Regressao Binomial Negativa Inflacionada

de Zeros Geograficamente Ponderada

5.1 Introducao

Com base na proposta dos trabalhos de |Atkinson et al.| (2003)), que introduziram a RLGP,
Nakaya et al. (2005), que introduziram a RPGP e Da Silva e Rodrigues| (2014), que introduziram
a RBNGP, o intuito deste trabalho € propor a regressdo binomial negativa inflacionada de zeros
geograficamente ponderada (RBNIZGP), sendo que localmente a RBNIZGP pode ser binomial

negativa inflacionada de zeros, Poisson inflacionada de zeros, binomial negativa ou Poisson.

5.2 Modelo RPIZGP

Como dito anteriormente, a ideia da regressdo geograficamente ponderada para o modelo
Poisson inflacionado de zeros, chamada de regressao Poisson inflacionada de zeros geogra-
ficamente ponderada - RPIZGP (ou do inglés Geographically weighted zero inflated Poisson
regression - GWZIPR) foi trabalhada por Kalagirou (2016)), |Purhadi et al. (2015) e |Purhadi
et al. (2021)). Em |Purhadi et al.|(2015)), pode-se perceber que para a estimacdo dos parametros

do modelo RPIZGP foi utilizada a derivada por meio da log-verossimilhanca (Purhadi et al.,
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2015):

1-

Giv 1 ex Tere (exp(—eXiP + y; X;
LvB) = {H( ol >+H< ol - ﬂ”)}w(dm

yi=0 y; >0

log(L(v,3)) = Z log (eG” + eXp(eX"B)> w(d;;) — Z log (1 + eG”> w(d;;)
+ Z(—exﬁ+y1Xﬁ) ZlogyZ

y>0 y>0

No entanto, poderia ser mantida estrutura do MLG, utilizando a matriz A, como mostrada
no Algoritmo [2| para o modelo logistico, e a matriz A no Algoritmo 3| para o modelo Poisson.
No caso da Poisson inflacionada de zeros, que é uma combinag¢@o da distribui¢do logistica e
Poisson, a parte da RLGP seria estimada usando z; ao invés de y; e a RPGP seria ponderada por
(1 — z;), seguindo a mesma estrutura feita por Nakaya et al. (2005).

Nakaya et al.| (2005) e Da Silva e Rodrigues| (2014)) utilizaram a estrutura do MLG, com
a inclusdo do termo de ponderacdo espacial w(d;;) na RPGP e na RBNGP, respectivamente.

Portanto, essa estrutura também sera utilizada neste trabalho para a elaboragao da RBNIZGP.

5.3 Modelo RBNIZGP

A regressdo binomial negativa inflacionada de zeros geograficamente ponderada é uma ex-
tensdo do modelo global binomial negativo inflacionado de zeros. Dessa forma, utiliza-se o
modelo binomial negativo geograficamente ponderado no lugar do modelo binomial negativo,
ponderado por (1 — z) e o modelo logistico geograficamente ponderado no lugar do modelo
binomial, trocando y por z. Note que z; ndo precisa ser ponderado por W (i), pois 3(i) e 4(i)
ja sdo ponderados por W (i).

Para obter as estimativas B( ) e /(i) da regressdo binomial negativa inflacionada de zeros

geograficamente ponderada, basta usar o algoritmo EM conforme ilustrado no Algoritmo
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Algoritmo 7: Algoritmo EM - RBNIZGP
Entrada: 3;,~;

1 Estimar 3; e k; paray > 0, por meio RBNGP.

2 Yo = (3271 Lyy=0) — 2o (ki (g + Ka))*) /m

3 Estimar v; = log(~vo/(1 — ~0))

4 DiffD;=1, OldD;=0

s enquanto (abs(Dif fD;) > 107°) faca

6 Passo E: Estimar a esperanca condicional z;
7 se y; = 0 entao
ki —1
— G~ k.
8 2= 14+ %37 | _Ji
9 senao
10 |0
11 fim

12 Passo M para 3; e k;: Estimagdo da RBNGP ponderado por (1 — z;),
minimizando a Deviance (Dy) :

13 {n=XpB;+of fset

4 | p=-exp(n)

y k;
15 M = F(I’;i(;??yyll) <M$k1) (Milkz)
6 | Di=370[(1 = 2)(log(M)))]
17 }
18 Passo M para ~y;: Estimacdo RLGP nio ponderada, utilizando z; como variavel
resposta, minimizando a Deviance (Dy) :
v | {n=Gv
20 | Dy=30 (zm; — 325, (log(1 + exp(n;)))
21 }
22 Maximizacao: OldD; = D;
23 Dz = D1 + DQ
24 DiffD; = OldD; — D;
25 fim

Para a obtencdo dos erros padrao dos parametros estimados da RBNIZGP, deve-se utilizar

as equagdOes das segundas derivadas (3.36), (3.37) (3.39), (3.38), (3.40) e (3.41), multiplicando

tais equagdes pela matriz de ponderagdo espacial W (7).
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5.4 Aspectos computacionais

A estrutura geral do algoritmo da RBNIZGP foi apresentada na sec¢do anterior, entretanto,
por ser um modelo geral para dados de contagem, existem alguns aspectos computacionais
importantes tanto para a convergéncia do algoritmo quanto para a otimizacdo do tempo de

processamento. Tais aspectos serdo vistos a seguir.

5.4.1 Verificacdo da quantidade de zeros

Um ponto a se considerar antes do ajuste da regressao RBNIZGP € a verificacdo da quan-
tidade de zeros existentes da varidvel dependente, ou seja, verificar se os dados seguem de fato
uma distribui¢ao binomial negativa inflacionada de zeros.

Na regressdo Poisson inflacionada de zeros, |Lambert (1992) sugere comparar a quantidade
de zeros da varidvel dependente com os valores esperados de zeros pelo modelo Poisson, por
meio da probabilidade de excesso de 0 média observada py. Fazendo uma adaptacdo para o

modelo binomial negativo inflacionado de zeros, tem-se que:

Po = - (5.2)

k
onde (ﬁ) € o nimero esperado de zeros em um modelo binomial negativo. Note que

na distribui¢do de Poisson P(X = z) = f;”. Entio P(X = 0) = efgﬁo = ¢, sendo

A = %P no caso da regressdo Poisson. Para a distribui¢io binomial negativa, P(Y = y) =
(e (1 —p) e P(Y = 0) = ("5 )" (1 = p)° = pF onde p = K e p = eXP
no caso de uma regressdo binomial negativa. Dessa forma, como foi visto em (2.47]), quando
k — oo, esse niimero esperado de zeros converge para exp(—e*?) como sugerido por Lambert
(1992)) para a regressao Poisson inflacionada de zeros.

Portanto, se a quantidade de zeros #(y; = 0) for menor do que a quantidade de zeros

esperada pelo modelo binomial negativo, ou seja, pg < 0, ou quando ndo existirem zeros na
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varidvel dependente, entdo ndo haveria razdo para o ajuste da RBNIZGP, fazendo com que

~ = 0 e tendo o modelo RBNGP utilizado no ajuste.

5.4.2 Tamanho do parametro de suavizacao

Outro ponto importante € a verificacdo do tamanho do parametro de suavizagdao. Caso o
tamanho do parametro de suavizacdo seja pequeno € necessario fazer uma checagem da matriz
de ponderacdo W (i).

Na regressao global, ndo € possivel estimar o modelo caso a quantidade de observagdes seja
inferior a quantidade de varidveis (Neter et al., |1983). Portanto, para que seja possivel realizar
o ajuste do modelo RBNIZGP, o nimero de observa¢des medido pela soma de W (i) ndo pode

ser inferior 2 soma das dimensdes de B(p x 1) e (I x 1), ou seja " wy; > (p +1).

5.4.3 Estimacdo do parametro de superdispersao (i)

No caso do pardmetro k(i) (ou do pardmetro de superdispersdo a(i) = ﬁ), nao € ne-
cessdrio realizar uma estimacao na i-ésima localidade partindo de uma estimativa geral. Para
este caso, visando uma melhor otimizacdo computacional e visto que o algoritmo de Newton-
Raphson converge mais rdpido quando a estimativa inicial estd proxima do 6timo, pode-se ajus-
tar uma regressao binomial negativa global e utilizar a estimativa de k£ como valor inicial para

as estimativas locais, ou seja, na ¢-ésima localidade.

5.4.4 Estimacao da variancia

Para obter as estimativas das variancias dos parametros 3(i),~(¢) e k(i) da RBNIZGP é
necessdrio fazer essa estimagdo de forma conjunta, como foi visto no Capitulo [3] Conforme

(4.56), a estimativa da matriz de covariancia fica da forma

C(ui,vi)Afl(ui,vi)CT(ui,vi) = (XTW(ui,Ui)A(ui,vi)X)leTW(ui,vi)A(ui,vi)Afl(ui,vi)><

AT(UZ‘, ?)Z')WT(UZ', UZ‘)X(XTW(UZ', UZ‘)A<UZ‘, Ui)X)il
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C(ui,vi)A_l(ui,vi)CT(ui,vi) = (XTW(uZ',vi)A(ui,vi)X)_l(XTW(ui,Ui)A(ui,vi)W(ui,vi)X)><

(XTW (uj, v;) Aug, v) X) 7t (5.3)

Pode-se observar em (5.3) que a matriz de ponderagdo espacial W (u;,v;) aparece duas
vezes no termo ndo invertido, ndo permitindo que ela se torne (2.22)). Caso w;; = 1, Vi, j, ou

seja, tornando o modelo local em um modelo global, entdo (5.3) se torna equivalente a (2.22))

C (ui, v:) A (us, v;)CT (ug, 1) = (XTAX) HXTAX)(XTAX) ! = (XTAX)™! (5.4)

Note também que A em (2.49) é exatamente o termo % (Z;:;;Z + 1> em (3.48). Dessa
forma, para que a variancia do pardmetro 3(:) da RBNIZGP seja equivalente 8 RBNGP, a partir

das derivadas segundas e quando « = 0, basta fazer

I = —(XTdy X)) (X Tdpp A7 dE, X)) H (X Tdpp X) (5.5)
onde
dpy = W (u;, v;) A(us, v;) (5.6)

visto que a matriz de covariancia (3.35) € a inversa da matriz de informacdo de Fisher, tornando

esse termo igual a
Var(8(i)) = (XTdpwX) ™ (X Tdp A~ dE, X ) (X T dpp X )~ (5.7)

que € equivalente a (5.3]). Note que essa transformagdo é necessaria pois como W (u;, v;) estd
ao quadrado no termo nao invertido em (5.3)), isso faz com que a variancia de 3(i) seja menor
quanto menor for o pardmetro de suaviza¢do, quando comparada com o caso de haver apenas 1

W(Ul‘, Ui)-

No caso do ajuste de uma RBNIZGP, ou seja, com v > 0, uma aproximagao razodvel para
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a varifincia apresentada em (5.3)) seria considerar /W (u;, v;) ao invés de W (u;, v;),

onde

L = —(XTdpX) (5.8)
dsop = VW (u;, v;) A(uy, v;) (5.9

Para ilustrar essa diferenca, a Figura [5.1 mostra o efeito do tipo da ponderacdo nas esti-

mativas dos erros padrdo de 3(7) (intercepto e covaridvel VarX), em uma base simulada. Note

que ao utilizar \/W (u;, v;) ao invés de W (u;, v;) na derivada segunda dgpp, 0 erro padrio fica

muito mais préximo do da estrutura dada em (5.3)) (curva CCT na Figura[5.1).

Figura 5.1:

Erro Padraa Médio (Intercepto)

Erro Padrio Médio (VarX)

T T T T T T T T T
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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()

T T T T T T T T T
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ccT

Ajuste na Ponderagéo SQRTON) w

(b)

Efeito do ajuste na matriz de ponderagdo espacial (a) Intercepto (b) VarX
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5.4.5 Simplificacio da Deviance (D, ) a ser minimizada

Um problema que pode ocorrer no cdlculo da Deviance (D;), expressa no Algoritmo |7} é
que se o valor de k for grande, I'(k) serd um valor extremamente grande que pode ndo ser guar-

dado na memdria, gerando consequentemente um valor missing. No entanto, pode-se observar

que % € uma constante, e nio influencia na estimagdo do pardmetro do modelo 3. Ade-
: _ Clety) Clety) o :
mais, quando y = 0, Tt — 1 e quando k£ — oo, G~ 1. Portanto, para evitar

problemas de convergéncia, o valor de Dik+y) ) pode ser omitido da Deviance (D).

T'(k)(y+1

5.4.6 Solucao para o niimero de parametros efetivos referente ao parametro de super-

dispersao

Conforme discutido anteriomente por Da Silva e Rodrigues|(2014), o nlimero de parametros
efetivos da RBNGP foi definido como r» = r; + 79, onde r; = p., sendo que p. representa o
numero efetivo de parametros independentes estimados. No entanto, os autores ndo consegui-
ram estimar r,, propondo a RBNGPg, ou seja, com o parametro de superdispersdao « global e

fazendo com que ry = 1.

Uma solug@o para este problema, seria a utilizacdo da taxa %, proposta por Da Silva e
Fotheringham| (2016)) ao realizar um ajuste no nivel de significincia dos testes multiplos, como
descrito anteriormente em (4.14)). Portanto, pode-se definir ry = % > 1 e consequentemente
T = De + %. Quando o tamanho do parametro de suavizacdo for considerado grande, entdo
Pe = pery =1, gerando r = p + 1 como na regressdo binomial negativa global. Note ainda
que a correcao no nivel de significancia o = pﬁeﬁm (#.14)) proposta por Da Silva e Fotheringham

(2016) se mantém ao fazer essa corre¢do em 79, pois

1 1 1 1
p+1 _p+1 _p+1 _pp+1) _p (5.10)

ro o petB Bl p(ptl)  p
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5.4.7 Gerando modelos Poisson, binomial negativo, binomial e Poisson inflacionada de

Z€eros

O algoritmo da RBNIZGP permite estimar os modelos Poisson, binomial negativo, Poisson
inflacionado de zeros ou ainda binomial, apenas atribundo valores 0 para alguns parametros.

Como pode ser visto de forma resumida na Tabela[5.1] caso o pardmetro < do modelo bino-
mial negativo inflacionado de zeros seja igual a 0, entdo o modelo de regressdo serd o binomial
negativo. Caso o parametro de superdispersdao o do modelo binomial negativo inflacionado de
zeros seja igual a 0, entdo o modelo de regressao serd o Poisson inflacionado de zeros. Caso os
parametros « e «y sejam iguais a 0, tal modelo sera Poisson. E por fim, caso os parametros « e
3 sejam iguais a 0, o modelo serd o binomial. Essa ideia ja foi descrita com detalhes na Figura

[1.8] e mostra que pode-se for¢ar um modelo especifico para os dados.

Tabela 5.1: Mudancas no modelo binomial negativo inflacionado de zeros para se chegar a
outros modelos

Parametros da binomial negativa
] ; Modelo gerado
inflacionada de zeros
=0 binomial negativo
a=0 Poisson inflacionada de zeros
a=0, =0 Poisson
a=0, B=0 binomial

No entanto, a maior vantagem ao se utilizar o modelo de regressao binomial negativo inflaci-
onado de zeros geograficamente ponderado (RBNIZGP), € que essas mudangas nos parametros
ocorrem de forma natural para cada localidade, como foi visto na Figura sem interferén-
cia do usudrio. Ou seja, o usudrio sempre pode iniciar a modelagem dos dados com o modelo
RBNIZGP, sem precisar verificar a distribuicdo dos dados antes da andlise, pois o algoritmo
acomodard naturalmente a estrutura dos dados (a n@o ser no caso do modelo binomial em que a
varidvel dependente deve ser bindria e ndo uma contagem). Ao se observar a Figura[I.4] pode-se
observar os casos em que ocorrem mudancas na distribui¢do naturalmente: o grafico nimero 1

passa a se caracterizar como uma distribuicao Poisson; o grafico niimero 7 se assemelha a uma
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distribuicdo Poisson inflacionada de zeros; e o grafico nimero 10 parece se adequar melhor a
uma distribuicdo binomial negativa.

Da Silva e Rodrigues| (2014) criaram o algoritmo da RBNGP, mostrando que o modelo
binomial negativo retorna para o modelo Poisson, caso o parametro de superdispersdo « seja
igual a 0. Neste algoritmo da RBNIZGP, esta sendo desenvolvido um algoritmo geral que pode

retornar para outras distribui¢des, como pode ser visto na Tabela[5.1]

5.4.8 Estimacdo da Deviance e R?

A Deviance para o modelo binomial negativo inflacionado de zeros é dada por (Martin e

Hall, 2016)

—22 2,9,k y) — L(F, o, b y)] (5.11)

L(w k) = ‘Zl@g LR [kbg( )*yzlog <ki ) ;
yi >0 fi
k k
> log [ + </<: . > ] +
yi=0 T H
Z[— log'(y; + 1) —logI'(k) + log T'(y; + k)] (5.12)
y; >0
k k Yi
comtn = o ek w2
i=1 ;>0 k+y k+y;
k
yi=0 k+yi
S [~ log Ty + 1) — log T(k) + log T(y; + k)] 5.13)

y;>0

Como foi visto em (3.32), quando v = 0, entdo €7 = 1, e para que a Deviance do modelo
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RBNIZGP seja o mesmo dos modelos Poisson ou binomial negativo, a Equagdo (5.12)) deve ser

L(fr,ﬂ = —Zlog0+e i¥) +Z k:log( )—Fyllog(kij') +
yi>0 Hi
log |0 x &Y 4+ + log I'(y; + 1) —log (k) + log I'(y; + k
y;g[ e <k+m> yz>0 gT(yi +1) —logI'(k) + log I'(y; + k)]

(5.14)

Ou seja, € uma forma computacional de fazer Y = 0, ou em outra palavras, eliminar esse
termo do célculo da Deviance para a regressao Poisson ou binomial negativa. A Equagao (5.13))

ndo precisa ser alterada pois quando v = 0, entdo z = 0. Ademais, quando ndo existirem zeros

>0 OU S€ja

n

L(7, i, k;y) = =) log(0+e%7)+ >

na varidvel dependente, entdo toda a parte Zyz:o deve ser excluida e a parte Zyi>0 deve ser
i=1 i=1

k fi
k1 — | +y;l — +
o (i) e (25 )|

> [~log(yi + 1) — logT'(k) + log I'(y; + k)] (5.15)
L(z, y kiy) = —Zlog 1+ 2) +Z

i=1
Yi
k1 + y; log

> [~1ogT(y; + 1) — logT'(k) +log T (y; + k)] (5.16)
=1

+

Uma forma de calcular o coeficiente de determinag@o (R?), nos mesmos moldes do desen-
volvido a partir da Deviance para as regressoes Poisson e binomial negativa da forma (Cameron

e Windmeijer, 1997)
D(f;y)

R% =1- —C
P D(y;y)

(5.17)
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¢ dador por |Martin e Hall (2016) como

Ryng=1—- —1"— - (5.18)
L(z7y7k7y) _L(Oag7 kuy)
onde
L(0, g, = —Zlog 1+0)+ Z klog( > + y; log (&) + (5.19)
y;i>0

Z log

+ Z logT(y; +1) —log'(k) 4+ log I'(y; + k)]
y; >0

o+ (i g)

Eparao (Ridj), nos mesmos moldes do desenvolvido a partir da Deviance para as regressoes

Poisson e binomial negativa da forma (Mittlbock e Waldhor, [2000)

[D(fx; ) + /2] (5.20)

¢ dador por Martin e Hall (2016) como

L(2,y, k;y) — L(#, fu, k; )+p+l+15

(5.21)
L(2,y, k;y) — L(0,5, k; y)

RZINB adj — =1-

onde p e [ sdo as dimensdes de 3 e =y, respectivamente.
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Capitulo 6

Materiais e Métodos

6.1 Introducio

O objetivo deste Capitulo € apresentar os materias € métodos utilizados no trabalho. Primei-
ramente serdo utilizados dados simulados de distribui¢des Poisson, binomial negativa, Poisson
inflacionado de zeros e binomial negativa inflacionada de zeros, sem variacdo espacial a fim de
verificar se 0 modelo RBNIZGP € capaz de se ajustar. A seguir, serdo utilizados os mesmos
dados de |Weinstein et al.| (2021]) sobre os casos de COVID-19 na Coréia do Sul, para verificar a

qualidade do ajuste em dados reais.

6.2 Materiais

O intuito desta sec¢ao € descrever os principais materiais a serem utilizados. Primeiramente
as andlises serdo feitas baseando-se nos dados simulados para as distribui¢des comentadas an-

teriormente e na sequéncia serdo analisados os dados reais.

6.2.1 Dados simulados

A Tabelal6.1]traz os detalhes sobre os dados simulados, sendo que os dados simulados para

as distribuicdes inflacionadas de zeros foram gerados segundo Erdman et al. (2008)). Note que as
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varidveis explicativas @, €1, 2, 3 foram geradas de uma distribuicdo normal e que as varidveis
resposta y foram geradas segundo os parametros descritos seguindo uma distribui¢do especifica
para cada caso (Poisson, binomial negativa, Poisson inflacionado de zeros e binomial negativa
inflacionada de zeros). O dados ndo possuem dependéncia espacial, sendo assim, nesta etapa

tem-se por objetivo avaliar a potencialidade do algoritmo em se ajustar a dados ndo espaciais.

Tabela 6.1: Parametros dos dados simulados

. Binomial Poisson inflacionado Binomial negativa
Poisson . . .
negativa de zeros inflacionada de zeros

x ~ Normal(3,1) |  ~ Normal(3,1) | &1 ~ Normal(0,1) x1 ~ Normal(0,1)

xg ~ Normal(0,1) xg ~ Normal(0,1)

x3 ~ Normal(0,1) x3 ~ Normal(0,1)

k=3 k=1

b=22-0,8x b=22-0,3x p=-exp(l+0,3z1+0,3x2) | p=exp(l+0,3x1 +0,3x2)
p = exp(b) p = k/(exp(b) + k) p=1/(1+ pu/k)
y ~ Poisson(p) |y~ BN(p,k) Ypoi ~ Poisson(p) Yon ~ BN (p, k)

Yzero ™~ lo.git(2$3) Yzero ™~ logit(2m3)

Para poder utilizar o modelo RBNIZGP (ou qualquer modelo espacial) € necessario que
as observagdes possuam coordenadas geogréficas, e para isso foram utilizados os condados da
Georgia, EUA, analisado por (Da Silva e Fotheringham, [2016), sendo este um conjunto de dados
bastante cldssico em andlises espaciais. O conjunto de dados é composto por 159 condados e
apresenta como varidvel resposta a taxa de escolaridade e como varidveis preditoras algumas
caracteristicas da populacdo. Assim, os dados da Tabela [6.1] foram atribuidos igualmente a
todos os 159 condados, gerando dessa forma uma distribuicdo sem variacio espacial.

A fim de verificar questdes de processamento, acuracia e convergéncia do algoritmo, serdo
simulados 7 = 100 conjuntos de dados para cada varidvel resposta y descrita na Tabela[6.1] As

distribui¢des estdo na Figura[6.1]

6.2.2 Dados reais

Os dados reais a serem utilizados referem-se aos casos de COVID-19 na Coréia do Sul

em 2020, sendo os mesmos dados utilizados por Weinstein et al. (2021). O conjunto de da-
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Figura 6.1: Distribuicdes simuladas (a) Poisson, (b) binomial negativa, (c) Poisson inflacionada
de zeros e (d) binomial negativa inflacionada de zeros

dos é composto por 244 observacdes, sendo que a varidvel resposta utilizada na modelagem

€ o nimero de casos de COVID-19 na fase inicial da pandemia e as varidveis explicativas se-
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riam: MORBIDITY (Comorbidade), HIGH_SCH_P (Propor¢do de pessoas com 2° grau com-
pleto), HEALTHCARE_ACCESS (Acesso a saide), DIFF_SD (Dificuldade de distanciamento
social), CROWDING (Aglomeracgdo), MIGRATION (Migracao) e HEALTH_BEHAVIOR (Com-
portamento de sauide).

A COVID-19 teve inicio na cidade Wuhan, na China, em dezembro de 2019 (Wikipédia,
2020). A porta de entrada em outros paises ocorreu por meio dos aeroportos € em pouco tempo,
o virus se espalhou pelo mundo, devastando e matando também muitas pessoas (Wikipédia,
2020). A maior quantidade de casos esteve presente nas regides de Seoul e Daegu, além dessas
regides serem bastante populosas, elas também estdo proximas de grandes aeroportos e por-
tanto, isso facilitou a circulagdo do virus, resultando em numero expressivo de casos da doenga
(Wikipédia, 2021)).

Na Figura [6.2] que representa o mapa da Coréia do Sul, pode-se verificar a distribui¢do
espacial desses dados de COVID-19 nas fases da pandemia e observa-se a grande concentracao
de zeros, caracterizando uma possivel distribui¢cao binomial negativa inflacionada de zeros. No
entanto, analisaremos somente os dados referentes ao Early Phase, ou seja, a primeira fase da
doenca antes da quarentena, sendo uma fase em que a concentragdo de zeros foi muito maior
do que nas outras fases.

A titulo de complementagdo, a Figura [6.3] mostra o mapa da Coréia do Sul com destaque

para as regides com a maior quantidade de casos: Seoul e Daegu.

6.3 Métodos

Como foi descrito na Segéo [5.3] sobre 0 modelo binomial negativo inflacionado de zeros,
a partir dos dados ndo espacialmente dependentes, o objetivo € verificar a potencialidade do
algoritmo RBNIZGP em se ajustar as distribui¢cdes Poisson, binomial negativa e Poisson in-
flacionado de zeros. Para isso, o método a ser utilizado estd descrito na Figura [6.4] ou seja,

serdo comparados os resulados do modelo RBNIZGP com a distribuicao especificada (Poisson,
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2020
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Figura 6.3: (a) Mapa da Coréia do Sul e (b) Mapa da Coréia do Sul (representacdo do nimero
de casos de COVID-19 - Fase Early)

binomial negativa, Poisson inflacionada de zeros ou binomial negativa inflacionada de zeros),

geradas a partir do modelo RBNIZGP ajustando os pardmetros da Figura[6.4]

Note que sabendo que os dados seguem uma distribuicdo de Poisson com os parametros
especificados na Tabela[6.1] espera-se que 0 modelo RBNIZGP estime os pardmetros de super-

dispersdao « e da parte inflacionada de zeros v como zeros (ou ndo significativos caso sejam

83



cap. 6. Materiais e Métodos §6.3. Métodos
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Figura 6.4: Estrutura dos parametros na RBNIZGP (Global)

diferentes de zero) e que o pardmetro de suavizacdo (bandwidth) seja grande. Esse resultado
serd comparado com o modelo Poisson gerado a partir do modelo RBNIZGP for¢ando os pa-

rametros & = 0 e v = 0. O mesmo vale para as outras distribui¢des e parametros descritos na

Figura[6.4]

6.3.1 Estudo de caso

A andlise seguird com um estudo de caso com dados reais, conforme o método ilustrado na
Figura[6.5] Como foi descrito anteriormente nas Figuras [I.3|e[I.4] dependendo da localidade e
do tamanho do parametro de suavizacdo, o modelo local poderd ser Poisson, binomial negativo,
Poisson inflacionado de zeros ou binomial negativo inflacionado de zeros.

Sendo assim, o objetivo principal deste estudo de caso consiste em verificar e comparar as

diferengas que existem no modelo que ja foi publicado por Weinstein et al.| (2021) (onde foi

utilizada a distribuic@o binomial negativa), com a modelagem feita neste trabalho.

A titulo de ilustracdo, veja na Figura[6.3]que os pardmetros estimados na i—ésima observa-
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¢ao pela RBNIZGP (com o = 0 e v = 0) podem ser comparados com os parametros estima-
dos pela RPGP, assim como os pardmetros estimados na j—ésima observacdo pela RBNIZGP
(v = 0), podem ser comparados com os parametros estimados pela RBNGP, e assim sucessiva-
mente para os demais modelos. No entanto, os parametros estimados na j—ésima observagao
pela RBNIZGP (com ~ = 0) ndo podem ser comparados com os pardmetros estimados pela
RPGP e nem pela RPIZGP (regressdao Poisson inflacionada de zeros geograficamente ponde-
rada).

Poisson
(-ésima observ.)

Binomial Negativo |,
(F-ésima observ.) 4 (Binomial Negativo)

RBNIZGP e
(Local) Poisson
inflacionado de (Poisson
d mfiacionado de
2eros)

RBNIZGP
inflacionado de (Binomial Negativo
zeros mfiacionado de
(I-esima observ.) zeros)

_________ > inviavel <«——» viavel

Figura 6.5: Relagdo entre os modelos na RBNIZGP (Local)

Na Figura[6.6] pode-se observar a relagdo que existe entre um determinado modelo e a esti-
macdo de um dado especifico. Sendo assim, partindo de um modelo de Poisson, é possivel fazer
a estimacao de um dado Poisson, no entanto, a estimacao de dados que seguem outras distri-
buigdes (binomial negativa, Poisson inflacionada de zeros e binomial negativa inflacionada de
zeros) ndo € possivel ser feita. A mesma ideia pode ser observada nos outros casos, por exem-
plo, partindo de um modelo binomial negativo, a estimacdo para um dado que seja binomial
negativo € vidvel, assim como a estimac¢do de um dado Poisson, neste dltimo caso considerando

que o parametro de superdispersdo seja o = 0.
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No caso do modelo Poisson inflacionado de zeros, nota-se que a estimagdo pode ocorrer
para dados, cuja distribui¢do seja Poisson inflacionada de zeros ou simplesmente Poisson, neste
ultimo caso considerando que v = 0. Por ultimo, observa-se que a partir de um modelo bino-
mial negativo inflacionado de zeros, a estimacdo de um dado, cuja distribui¢do seja binomial
negativa inflacionada de zeros pode ocorrer, assim como € possivel que ocorra a estimacdo de
um dado Poisson inflacionado de zeros (se & = 0), de um dado binomial negativo (se v = 0)
ou ainda de um dado Poisson (se v = 0 e o = (). Portanto, pode-se concluir a partir da Figura

[6.6]que um modelo menos geral ndo estima um modelo mais geral.

Poisson

Binomial negaltivo - Binomial negalivo

Poisson e X Paisson
inflacionado de | &y = . inflacionado de
ZBros 3

'Binomial negativo .
inflacionado de inflacionado de
Zeros Zerns

——>» viavel ----- > inviavel

Figura 6.6: Relagdo entre modelo de regressao e estimagdo de dados
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Capitulo 7

Resultados

7.1 Introducao

Este Capitulo apresenta os resultados decorrentes do método apresentado no Capitulo ante-
rior, seguindo a estrutura apresentada nas Figuras e[6.5 O software SAS 9.4 foi utilizado
para a construcdo do algortimo, para a simulacdo dos dados e para o processamento dos re-
sultados, sendo a PROC GENMOD utilizada como parametro de comparacdo das estimativas

obtidas pela RBNIZGP.

7.2 Dados simulados

A Figura[7.T|mostra a distribui¢do dos dados simulados no condado da Georgia/EUA. Pode-
se observar que os dados estdao aleatoriamente distribuidos na regido, visto que 0s mesmos nao
sdo espacialmente dependentes. Para fins de comparagcdo com os resultados apresentados, a
distancia maxima calculada entre os centréides das regides foi de aproximadamente 690 km.
Nos mapas que representam os dados simulados para as distribuicdes Poisson inflacionada de
zeros e binomial negativa inflacionada de zeros (Figura[7.1c) e (d)), percebe-se uma quantidade
maior de zeros espalhados pelas regides, caracterizando dessa forma distribuicdes inflacionadas

de zeros e ndo espacialmente dependentes.
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Figura 7.1: Distribui¢do dos dados simulados (a) Poisson, (b) binomial negativo, (c) Poisson
inflacionado de zeros e (d) binomial negativo inflacionado de zeros

7.2.1 Simulacdo com dados Poisson

Ao testar os dados simulados a partir de uma distribui¢dao Poisson, foram utilizados trés al-
goritmos: PROC GENMOD do SAS 9.4, Algoritmo RBNIZGP (utilizando a binomial negativa
inflacionada de zeros) e Algoritmo RBNIZGP (utilizando a Poisson, ou seja, fazendo o = O e
~ =0).

O primeiro passo para utilizar os modelos geograficamente ponderados € encontrar o para-
metro de suavizacdo, que indicard se os dados apresentam dependéncia espacial ou ndo. Quanto

maior ele for, mais indicios tem-se sobre a ndo existencia de dependéncia espacial. A Figura[7.2]
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mostra as fungdes AIC' e C'V em fungio da distidncia. Note que em todos os casos, o parametro
de suavizagdo (distincia que gera o menor AIC'/C'V') tende & maior distincia entre os dados,
caracterizando dessa forma a ndo dependéncia espacial, e que 0 mesmo s6 nao € maior por estar
limitado pela mixima distancia entre os pontos, conforme o algoritmo Golden Section Search.
Assim, recomenda-se usar um grande valor para o parametro de suavizagdo a fim do algoritmo
RBNIZGP gerar todas as estimativas iguais nas regides. Caso use esse parametro de suavizacao
igual a 628.8850 km, podem aparecer pequenas diferencas nos parametros entre as diferentes

regioes.
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Figura 7.2: Esboco da Fungdo (a) AIC - RBNIZGP (binomial negativa inflacionada de zeros),
(b) C'V - RBNIZGP (binomial negativa inflacionada de zeros), (¢) AIC - RBNIZGP (Poisson)
e (d) C'V - RBNIZGP (Poisson)
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A Tabela mostra, para fins ilustrativos, os resultados de uma das 100 bases simuladas,
e nota-se que as estimativas das varidveis preditoras (Intercepto e X') foram exatamente iguais
entre a PROC GENMOD e o Algoritmo RBNIZGP (Poisson), e percebe-se ainda que tais esti-
mativas foram consideradas significativas a um nivel de significdncia de o« = 5%. Os valores de
AIC, Deviance e Log-verossimilhanga também sdo os mesmos. Pode-se observar também que
os resultados estdo muito proximos do que foi definido nas simulac¢des da Tabela ou seja,

Intercepto igual a 2,2 e parametro referente a varidvel X igual -0,8.

Tabela 7.1: Dados simulados - distribui¢do Poisson

Variaveis/ Poisson
o RBNIZGP
Estatisticas PROC GENMOD (binomial negativo RBA_’IZGP
. . (Poisson)
inflacionado de zeros)
Estimativa | Erro padrdo | Estimativa Erro padrdo | Estimativa | Erro padrdo
Intercepto 2,3039* 0,1503 2,1800* 0,1752 2,3039* 0,1503
X —0,7891* 0,0663 —0,7099* 0,0878 —0, 7890* 0,0663
@ - - 0, 0000NS 0,0001 - -
Intercepto .
(inflacionado) i i —11,8970 6,4578
X *ok
(inflacionado) i i 2,7570 1,4794 i i
Parametro de - 628, 8850 628, 8850
suavizagao
AIC 413, 4930 415, 1466 413, 4930
Deviance 152, 2006 148, 4620 152, 2004
Log-verossimilhanca —204, 7465 —202,8774 —204, 7465

(x) Significativo a 5%
(%) Significativo a 10%
NS Nao Significativo a 10%

No caso do algoritmo RBNIZGP (binomial negativo inflacionado de zeros), percebe-se que
a estimativa para « foi zero, como era esperado, e as estimativas para a parte inflacionada de
zeros foram consideradas significativas para um nivel de significAncia de o = 10%, mas nédo
para a = 5%. Isso influenciou um pouco nas estimativas das varidveis preditoras (Intercepto e
X). Para verificar isso, veja que para um registro da covaridvel G, exp(G;7y)/(1+exp(Givy)) =
exp(l x (—11,897) 44,3118 x2,757) /(1 +exp(1 x (—11,897)+4,3118 x 2, 757)) = 0.4977,

que € diferente de zero. Ainda assim, veja que tanto a Deviance quanto a Log-verossimilhanca
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tiveram resultados mais satisfatérios do que na regressao Poisson. Mas considerando que as
varidveis inflacionadas foram ndo significativas para o = 5%, elas podem ser removidas do
modelo, gerando um resultado igual a regressdao Poisson.

A Figura[7.3] mostra os box-plot das estimativas das n = 100 simulac¢des para as varidveis
preditoras (Intercepto e X) de cada modelo gerado pelos trés algoritmos. Com os resultados,
pode-se observar que nos Interceptos gerados na PROC GENMOD houve uma amplitude um
pouco superior aos demais algoritmos, trazendo um valor maximo maior € um valor minimo
menor que os demais, entretanto, observa-se que a média e mediana sdo muito préximas de 2,2.
Os resultados para as estimativas dos coeficientes de X seguem a mesma tendéncia com média

e mediana préximas a -0,8 nos trés algoritmos.
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Figura 7.3: box-plot - Resultados da modelagem com base na simulacdo dados Poisson: (a)
Intercepto, (b) X1, (c) AIC, (d) Deviance e (e) Log-verossimilhanga

Pode-se verificar também os resultados das estimativas de AIC', Deviance e Log-verossimilhanca.

Observa-se que nao existe muita diferenca entre os trés algoritmos nas trés medidas.
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A Figura[/.4 mostra os box-plot dos parametros de suavizacao estimados pelos Algoritmos
RBNIZGP (utilizando a binomial negativa inflacionada de zeros) e RBNIZGP (Poisson) mi-
nimizando AIC' e C'V. Nos resultados obtidos via algoritmo RBNIZGP (Poisson), pode-se
verificar que houve uma diferenca entre os resultados da fun¢do AIC' e C'V'; no caso do AIC, é
possivel notar que a média do valor minimo estd um pouco acima de 500 km, entretanto, no caso
da C'V, a média estd proxima de 400 km e hd uma variabilidade maior nos dados, comparando
como AIC.

Ja no caso dos resultados obtidos pelo algoritmo RBNIZGP (binomial negativa inflacionada
de zeros), no caso do AIC' é possivel verificar que praticamente todos os dados se concentraram
no valor 628.885 km, com exce¢do de pontos discrepantes existentes na distribui¢c@o, diferen-
temente da C'V' que houve uma variagdo maior de valores, mostrando que 25% dos dados se

concentram em uma faixa inferior a 200 km e a sua média € inferior a 400 km.
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Figura 7.4: box-plot do parametro de suavizacdo (Dados simulados Poisson) para as funcoes (a)
AIC e C'V - RBNIZGP (Poisson) e (b) AIC' e C'V - RBNIZGP (binomial negativa inflacionada
de zeros)

7.2.2 Simulacdo com dados binomial negativo

Como no caso anterior, ao testar os dados simulados a partir de uma distribuicao binomial

negativa, foram utilizados trés algoritmos, sendo: PROC GENMOD do SAS 9.4, Algoritmo
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RBNIZGP (utilizando a binomial negativa inflacionada de zeros) e o Algoritmo RBNIZGP
(utilizando a binomial negativa, ou seja, fazendo v = 0).

Assim como no caso da Poisson, pode-se observar na Figura que tanto minimizando
os critérios AIC ou C'V, para um parametro de suavizagdo fixo ou adaptdvel, o parametro
de suavizacdo tende a maior distincia entre os dados e ainda tal parametro s6 ndo é maior
por estar limitado pela distancia mdxima entre os pontos, em conformidade com o algoritmo
Golden Section Search. Portanto, é possivel concluir que ndo existe dependéncia espacial e
€ recomendavel utilizar também um grande valor para o parametro de suavizagdo, para que o
algoritmo RBNIZGP possa gerar todas estimativas iguais nas regioes.

Os resultados de uma das 100 bases simuladas estdo resumidos na Tabela e pode-se
observar que as estimativas das varidveis preditoras (Intercepto, X e «) estdo condizentes com
os dados que foram definidos para a simulagdo, na Tabela [6.1] sendo o Intercepto igual a 2,2, o
parametro referente a variavel X igual a 0,3 e a = % As estimativas das varidveis preditoras
(Intercepto, X e «) ficaram muito proximas, sendo praticamente iguais nos trés algoritmos
e ainda foram consideradas significativas a um nivel de significAncia « = 5%. Os valores
das medidas de ajuste também ficaram iguais, com excecido do A/C no Algoritmo RBNIZGP
(binomial negativo inflacionado de zeros).

No caso do Algoritmo RBNIZGP (binomial negativo inflacionado de zeros), percebe-se que
foram geradas estimativas para a parte inflacionada de zeros, no entanto, nao foram consideradas
significativas a um nivel de significincia « = 5%. Percebe-se ainda que esses valores da
parte inflacionada ndo influenciaram nas estimativas das outras varidveis preditoras (Intercepto,
X e ). Como exemplo, utilizando um registro da covaridvel G, tem-se: exp(G;v)/(1 +
exp(Giy)) = exp(l x (—18,0443) + 4,3118 x (—0.1393))/(1 + exp(1 x (—18,0443) +
4,3118 x (—0.1393)) = 0, portanto, é notdvel que tais estimativas praticamente nao fizeram
efeito nas outras varidveis preditoras.

Os box-plot das estimativas das n = 100 varidveis preditoras (Intercepto, X e «) de cada

modelo gerado pelos trés algoritmos estdo ilustrados na Figura[7.6] Com os resultados, pode-se
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Figura 7.5: Esboco da Fungdo (a) AIC - RBNIZGP (binomial negativa inflacionada de zeros),
(b) C'V - RBNIZGP (binomial negativa inflacionada de zeros), (c) A/C - RBNIZGP (binomial
negativa) e (d) C'V - RBNIZGP (binomial negativa)

observar que nos Interceptos gerados pelo Algoritmo RBNIZGP (binomial negativa inflacio-
nada de zeros) houve uma amplitude um pouco superior aos demais algoritmos, trazendo um
valor maximo maior que os demais, entretanto, observa-se que a média e mediana sdo muito
préximas de 2,2. E notdvel também a presenca de pontos discrepantes nos trés algoritmos (tanto
nos resultados de Intercepto e da varidvel X'). Os resultados para as estimativas dos coeficientes

de X seguem a mesma tendéncia com média e mediana préximas a -0,3 nos trés algoritmos.

J& nos resultados das estimativas de A/C, Deviance e Log-verossimilhanga é perceptivel

que existe uma tendéncia similar nos trés algoritmos para os casos do A/C e Log-verossimilhanca.
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Tabela 7.2: Dados simulados - modelo binomial negativo

Varidveis/ binomial negativa
‘o RBNIZGP
Estatisticas PROC GENMOD (binomial negativo (binfnlzgii:’llferl) tivo)
inflacionado de zeros) 8
Estimativa | Erro padrdo | Estimativa Erro padrdo | Estimativa | Erro padrdo

Intercepto 2,1340* 0,1709 2,1339* 0,1708 2,1339* 0,1708
X —0, 2462* 0,0576 —0, 2462* 0,0575 —0, 2462* 0,0575
o 0,3173* 0,0645 0,3172* 0,0645 0,3173* 0,0645
Intercepto . : 18,0443 | 4512,8199 : .
(inflacionado)
X s
(inflacionado) - - —0,1393 1490, 7306 - -
Parametro de - 628, 8850 628, 8850
suavizagao
AIC 772,4940 776,4942 772,4940
Deviance 171, 3346 171, 3346 171, 3346
Log-verossimilhanca —383,2470 —383,2470 —383,2470

(%) Significativo a 5%
(NS) Nao Significativo a 5%

No entanto, na Deviance, é possivel observar que no resultado do Algoritmo RBNIZGP (bi-
nomial negativa inflacionada de zeros) houve uma amplitude muito maior, gerando um valor

maximo maior que os demais.

A Figura[/.7/|mostra os box-plot dos parametros de suavizacao estimados pelos Algoritmos
RBNIZGP (utilizando a binomial negativa inflacionada de zeros) e RBNIZGP (binomial ne-
gativo) minimizando AI/C e C'V. Nos resultados obtidos via algoritmo RBNIZGP (binomial
negativo), pode-se verificar que houve uma diferenca entre os resultados da fungdo AIC' e C'V;
no caso do AIC, € possivel verificar a existéncia de outliers abaixo do limite inferior e possivel
notar também que a média do valor minimo esta um pouco acima de 500 km, entretanto, no caso

da C'V, a média estd proxima de 400 km e hd uma variabilidade maior nos dados, comparando

como AIC.

No caso dos resultados obtidos pelo algoritmo RBNIZGP (binomial negativa inflacionada
de zeros), no caso do AIC é possivel verificar que hd uma variabilidade menor nos dados,

comparando com o C'V e também € possivel verificar a existéncia de outliers abaixo do limite
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inferior. Ja no caso dos resultados da funcdo C'V/, pode-se perceber que houve uma variagao

maior de valores, mostrando que 25% dos dados se concentram em uma faixa superior a 200
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km e a sua média € superior a 400 km.

7.2.3 Simulacao com dados da Poisson inflacionada de zeros

Para os dados simulados a partir de uma distribuicdo Poisson inflacionada de zeros, foram
utilizamos trés algoritmos, sendo: PROC GENMOD do SAS, Algoritmo RBNIZGP (utilizando
a binomial negativa inflacionada de zeros) e o Algoritmo RBNIZGP (utilizando a Poisson infla-
cionada de zeros, ou seja, fazendo o = 0).

Como foi feito anteriormente para a Poisson e binomial negativa, o passo inicial para utili-
zacdo dos modelos geograficamente ponderados € encontrar o pardmetro de suaviza¢do. Quanto
maior ele for, mais indicios tem-se sobre a ndo existencia de dependéncia espacial. A Figura[7.§|
mostra as funcdes AIC' e C'V em fungio da distincia. E possivel perceber que em todos os ca-
sos, 0 parametro de suavizacdo tende a maior distancia entre os dados, mostrando que ndo existe
dependéncia espacial, e que 0 mesmo s6 ndo € maior por estar limitado pela méxima distancia
entre os pontos, conforme o algoritmo Golden Section Search. Portanto, também recomenda-se
usar um grande valor para o parametro de suavizac¢ao a fim do algoritmo RBNIZGP gerar todas
as estimativas iguais nas regioes.

Os resultados de uma das 100 bases simuladas estdo ilustrados na Tabela[7.3] Nota-se que as
estimativas das varidveis preditoras (Intercepto, X;, X5, Intercepto (inflacionado) e X3 (inflaci-
onado)) foram exatamente iguais entre a PROC GENMOD e o Algoritmo RBNIZGP (Poisson
inflacionado de zeros), e percebe-se ainda que tais estimativas foram consideradas significativas
a um nivel de significancia de o = 5%, com excegdo do Intercepto (inflacionado). Tais resulta-
dos estdo muito proximos do que foi definido nas simulagdes da Tabela[6.1] ou seja, Intercepto
igual a 1,0, o parametro referente a varidvel X igual 0,3, o parametro referente a varidvel X5
igual 0,3 e o parametro referente a varidvel X3 (inflacionada) igual 2,0. O motivo para que o
Intercepto (inflacionado) nao ter sido considerado significativo a um nivel de significancia de
a = 5% se deve ao fato de no ter sido definido na simulagéo, como pode ser visto na Tabela

6.1
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Figura 7.8: Esbog¢o da Fungao (a) AIC - RBNIZGP (binomial negativa inflacionada de zeros),
(b) C'V - RBNIZGP (binomial negativa inflacionada de zeros), (c) AIC - RBNIZGP (Poisson
inflacionada de zeros) e (d) C'V - RBNIZGP (Poisson inflacionada de zeros)

No resultado gerado pelo algoritmo RBNIZGP (binomial negativo inflacionado de zeros),
pode-se observar que a estimativa de o = 0.0178, ndo foi significativa para um nivel de sig-
nificincia de 5%. No entanto, como o valor de o ndo é exatamente zero, ele influéncia nas
outras estimativas e por isso que essas estimativas nao foram exatamente iguais aos resultados

dos outros algoritmos.

Os valores de AIC e a Log-verossimilhanga também sdo os mesmos nos casos da PROC
GENMOD e do Algoritmo RBNIZGP (Poisson inflacionado de zeros). Ja a Deviance gerada

pela PROC GENMOD ¢ o dobro da Log-verossimilhanca, visto que o SAS 9.4 ndo faz o cdlculo
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da Deviance, e sim atribui o dobro da Log-verossimilhanga para essa estatistica (SAS,[2011).

Tabela 7.3: Dados simulados - modelo Poisson inflacionado de zeros

Variveis/ Poisson inflacionado de zeros
Estatisticas RBNIZGP RBNIZGP
PROC GENMOD (binomial negativo (Poisson
inflacionado de zeros) inflacionado de zeros)
Estimativa | Erro padrdo | Estimativa | Erro padrdo | Estimativa | Erro padrdo

Intercepto 0,9709* 0,0823 0, 9654* 0, 0831 0,9709* 0,0823
X1 0, 3202* 0,0698 0,3241* 0,0714 0,3202* 0,0698
X5 0,3178* 0,0721 0,3219* 0,0741 0,3178* 0,0721
a - - 0,0178NS 0,0352 - -
Intercepto 0,5004N | 0,2740 | 0,5198% | 0,2778 | 0,5003NS | 0,2740
(inflacionado)
).(3 . 2,3408* 0,4092 2,3533* 0,4138 2,3407* 0,4092
(inflacionado)
Parametro de - 628, 8850 628, 8850
suavizagio
AIC 413, 7961 415, 6859 413,7962
Deviance 403, 7961 187, 7819 192, 0025
Log-verossimilhanca —201, 8980 —201, 8430 —201, 8980

(*) Significativo a 5%
(NS) Nao Significativo a 5%

A Figura mostra os box-plot das estimativas das n = 100 varidveis preditoras de cada
modelo gerado pelos trés algoritmos. Pode-se observar que os Interceptos, no trés algoritmos,
possuem um padrdo similar, mostrando também que a média e mediana estdo muito proximas
de 1,0. O mesmo ocorre com as varidveis preditoras (X, X5), se concentrando em valores
proximos a 0,3. J4 nos casos das varidveis preditoras inflacionadas de zeros (Intercepto e X3)
também € possivel verificar um comportamento similar entre os trés algoritmos.

Nas estimativas do A/C' e Log-verossimilhanga ilustradas na Figura[7.10] os resultados sdo
similares entre as trés solucdes, tendo uma diferenca na Deviance na PROC GENMOD como ja
discutido anteriormente.

A Figura(/.11|mostra os box-plot dos parametros de suavizacao estimados pelos Algoritmos
RBNIZGP (utilizando a binomial negativa inflacionada de zeros) e RBNIZGP (Poisson infla-
cionada de zeros) minimizando AI/C' e C'V. Nos resultados obtidos via algoritmo RBNIZGP

(Poisson inflacionada de zeros), pode-se verificar que houve uma diferenca entre os resultados
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Figura 7.9: box-plot - Resultados da modelagem com base na simula¢do dados Poisson inflaci-
onado de zeros: (a) Intercepto, (b) X, (c) X5, (d) Intercepto inflacionado e (e) X3
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Figura 7.10: box-plot - Resultados da modelagem com base na simulacdo dados Poisson infla-
cionado de zeros (a) AIC, (b) Deviance e (c¢) Log-verossimilhanga

da funcdo AIC e CV; no caso do AIC, é possivel notar que a média do valor minimo esta

proxima de 500 km, entretanto, no caso da C'V/, a média estd proxima de 400 km e hd uma
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variabilidade maior nos dados, comparando com o AIC.

Ja no caso dos resultados obtidos pelo algoritmo RBNIZGP (binomial negativa inflacionada
de zeros), no caso do AIC € posivel verificar que praticamente todos os dados se concentraram
no valor 628.885 km, com exce¢do de pontos discrepantes existentes na distribui¢cdo, diferen-
temente da C'V' que houve uma variagdo maior de valores, mostrando que 25% dos dados se

concentram em uma faixa inferior a 200 km e a sua média € proxima de 400 km.
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Figura 7.11: box-plot do parametro de suavizacdo para as fungdes (a) AIC e (b) C'V - Dados
simulados Poisson inflacionada de zeros - RBNIZGP (Poisson inflacionada de zeros) e RB-
NIZGP (binomial negativa inflacionada de zeros)

7.2.4 Simulacido com dados binomial negativo inflacionado de zeros

Para os dados simulados a partir de uma distribui¢io binomial negativa inflacionada de
zeros, foram utilizados dois algoritmos: PROC GENMOD do SAS 9.4 e Algoritmo RBNIZGP
(utilizando a binomial negativa inflacionada de zeros).

Como feito anteriormente através das outras simulagdes, o primeiro passo para utilizacao
dos modelos geograficamente ponderados € a busca do parametro de suavizacdo, que indicara
se os dados apresentam dependéncia espacial ou ndo. Pode-se perceber na Figura que o
parametro de suavizacdo tende a maior distancia entre os dados, caracterizando dessa forma a

nio dependéncia espacial, tanto na funcdo AIC' e C'V e esse pardmetro também nao € maior
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devido a limitagcao da distancia maxima entre os pontos.
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Figura 7.12: Esbogo da Fun¢éo (a) AIC e (b) C'V - Dados simulados binomial negativa infla-
cionada de zeros - RBNIZGP (binomial negativa inflacionada de zeros)

Na Tabela estdo os resultados de uma das 100 bases simuladas, e verifica-se que as
estimativas das varidveis preditoras foram exatamente iguais entre a PROC GENMOD e o Al-
goritmo RBNIZGP (binomial negativa inflacionada de zeros) sendo significativas a um nivel
de significAncia de « = 5%. J4 as estimativas de erro padrdo apresentaram uma diferenca. O
motivo dessas diferencas pode ser devido aos algoritmos utilizados bem como aos critérios de
parada da otimizagdo. Mas note que os valores estao proximos.

Os valores de AIC' e Log-verossimilhanga também sdo os mesmos, mas a diferenca exis-
tente na Deviance se deve ao mesmo motivo da Poisson inflacionada de zeros, em que na PROC
GENMOD, tal medida € o dobro da Log-verossimilhanga. Pode-se observar também que os
resultados estdo muito préximos do que foi definido nas simulagdes da Tabela lembrando
que no caso do Intercepto (inflacionado), assim como na Poisson inflacionada de zeros, o mo-
tivo para que esta estimativa nio ter sido considerada significativa a um nivel de significincia
de o = 5% se deve ao fato de ndo ter sido definido na simulagio.

A Figura mostra os box-plot das estimativas das n = 100 varidveis preditoras de cada

modelo gerado pelos dois algoritmos. Com os resultados, pode-se observar que em todos os
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Tabela 7.4: Dados simulados - modelo binomial negativo inflacionado de zeros

Varidveis/ binomial negativa inflacionada de zeros
Estatisticas RBNIZGP
PROC GENMOD (binomial negativo
inflacionado de zeros)
Estimativa | Erro padrdo | Estimativa | Erro padrdo
Intercepto 1,1679* 0,1714 1,1679* 0,1753
X4 0, 3430* 0,1425 0, 3430* 0, 1427
X 0,3718* 0,6727 0,3718* 0,1634
@ 1,1032* 0,3378 1,1032* 0,3220
Intercepto 0,3467N | 0,4711 | —0,3467NS | 0,4355
(inflacionado)
).(3 . 3,0298* 0,7411 3,0298* 0,7027
(inflacionado)
Pardmetro de : 628, 8850
suavizagdo
AlIC 426,1669 426, 1688
Deviance 414, 1689 142, 2856
Log-verossimilhanca —207,0844 —207,0844

(*) Significativo a 5%
(NS) Nao Significativo a 5%

resultados, o comportamento das n = 100 estimativas, de todas as varidveis preditoras sao
muito similares. Nos Interceptos, a média e mediana estdo muito préximas de 1.0, mostrando
também a presenca de outliers abaixo do limite inferior, j4 nas varidveis preditoras (X, X5),
as médias e medianas se concentram em valores proximos de 0,3. Ja nos casos das varidveis
preditoras inflacionadas de zeros (Intercepto e X3) também € perceptivel a presencga de outliers

e as médias e medianas estdo proximas de 0,0 e 2,0 (Intercepto e X3, respectivamente).

Nas estimativas do A/C' e Log-verossimilhanga ilustradas na Figura[7.14] os resultados sdo
similares entre os algoritmos. No entanto, na Deviance pode-se observar que através do resul-
tado da PROC GENMOD, as estimativas estdo em uma escalar superior a das outras solucdes,
pois esta estimativa é calculada como o dobro da Log-verossimilhanga, tal fato pode ser visto
também nos resultados do modelo gerado na Tabela [7.4], assim como na Poisson inflacionada

de zeros.

A Figura mostra os box-plot dos parAmetros de suavizagdo estimados pelo Algoritmo
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Figura 7.14: box-plot - Resultados da modelagem com base na simula¢do dados binomial ne-
gativo inflacionado de zeros (a) AIC', (b) Deviance e (c) Log-verossimilhanga

RBNIZGP (utilizando a binomial negativa inflacionada de zeros) minimizando AIC e CV.

Pode-se verificar que houve uma grande diferenca entre os resultados da fungdo AIC e C'V.

No caso da fungdao AIC, € possivel verificar a concentra¢do de valores em torno de 200km
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Figura 7.15: box-plot do parametro de suavizacdo para as fungdes AIC'e C'V - Dados simulados
binomial negativa inflacionada de zeros - RBNIZGP (binomial negativa inflacionada de zeros)

e devido a presenca de pontos discrepantes acima do limite superior (proximos de 600km), a
média se concentra em um valor acima de 200km. J4 na funcdo C'V/, a média se concentra em
um valor préximo a 400km e pode-se verificar que existe uma maior variacdo nesse conjunto

de dados.

7.2.5 Avaliacido do parametro r,

A Figura[7.16|mostra a ilustra¢do grafica da fungéo r, em uma base simulada, que representa
o nimero efetivo de pardmetros de «, conforme definido no Capitulo 4 Em ambos os casos
(binomial negativo e binomial negativo inflacionado de zeros), nota-se o rédpido decaimento
que existe na fungdo, mostrando inclusive que as fung¢des sdo estritamente decrescentes. Sendo
assim, quanto menor o valor do pardmetro de suavizacdo, maior serd o valor 7, seguindo a
mesma ideia do nimero de parametros efetivos do modelo RGP. No caso da binomial negativa
€ possivel verificar que foram necessarios valores maiores do parametro 5 e a partir de 200km

(valor do parametro de suavizacio) a funcao se estabiliza.

7.2.6 Comparacio entre os modelos

Antes de partir para a andlise com os dados reais, a ideia que foi ilustrada na Figura [6.5]

serd comentada nesta Se¢do. A Tabela apresenta algumas medidas de ajuste dos modelos
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Figura 7.16: Esbogo da fun¢do 5 (nimero efetivos de parametros de o) x pardmetro de suavi-
zacdo - (a) RBNIZGP (binomial negativa) e (b) RBNIZGP (binomial negativa inflacionada de
Zeros)

Poisson, binomial negativa, Poisson inflacionada de zeros e binomial negativa inflacionada de
zeros em relacdo aos dados seguindo os mesmos modelos. Sendo assim, partindo da ideia da
Figura [6.5] verifica-se que um modelo de probabilidade mais geral permite a estimagdo dos
parametros de um modelo de probabilidade mais simples, por exemplo, a partir de um modelo
binomial negativo, com pardmetro de superdispersdo (o = 0), o que estd sendo estimado é
um modelo Poisson. Da mesma forma, a partir de um modelo Poisson inflacionado de zeros,
quando os parametros inflacionados sdo todos iguais a zero (7 = 0), o que estd sendo estimado

€ novamente um modelo Poisson.

Na Tabela[7.5] é possivel verificar que o modelo mais geral sempre se ajusta melhor aos da-
dos. No caso dos dados Poisson, observa-se que os resultados da Deviance e a Log-verossimilhanca
foram praticamente os mesmos em todos os modelos, mostrando que a simplicidade de um dado
Poisson. Ja no conjunto de dados binomial negativo, o melhor ajuste foi da prépria binomial

negativa e na binomial negativo inflacionado de zeros.

Nos casos dos conjuntos de dados Poisson inflacionado de zeros e binomial negativo infla-
cionado de zeros, respectivamente, verifica-se que o ajuste do modelo Poisson foi considerado

0 pior em ambos 0s casos, € no caso de dados seguindo uma distribui¢ao binomial negativa
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inflacionada de zeros, verifica-se que o modelo modelo binomial negativo inflacionado de zeros
foi o com melhor ajuste, seguido do modelo binomial negativo.

Tabela 7.5: Comparacdo entre os modelos gerados pelo Algoritmo RBNIZGP, utilizando as
medidas de ajuste

. Medidas de
Dados Algoritmo - ajuste
RBNIZGP
Log- .
o s Deviance
verossimilhanca

Poisson —204, 7465 | 152,2006

Poisson binomial negativo —204, 7465 | 152,2006
Poisson inflacionado de zeros —202,8774 | 148,4621

binomial negativo inflacionado de zeros —202,8774 | 148,4621

Poisson —421,5317 | 373,3839

binomial negativo binomial negativo —383,2470 | 171,3346
Poisson inflacionado de zeros —415,5634 | 361,4476

binomial negativo inflacionado de zeros —383,2470 | 171,3346

Poisson —307,8650 | 403,9365

Poisson binomial negativo —253,2164 | 149,8475
inflacionado de zeros | Poisson inflacionado de zeros —201,8980 | 192,0025
binomial negativo inflacionado de zeros —201,8430 | 187,7819

Poisson —457.3507 | 739,9017

binomial negativo binomial negativo —240,1336 | 118,0894
inflacionado de zeros | Poisson inflacionado de zeros —262,7694 | 350,7392
binomial negativo inflacionado de zeros —207,0844 | 142,2856

7.3 Estudo de caso: dados da COVID-19 na Coréia do Sul

Como foi comentado na Se¢do|[6.2.2] os casos de COVID-19 foram analisados porWeinstein
et al.[|(2021) e a maior quantidade de casos esteve presente nas regides de Seoul e Daegu. Além
dessas regides serem bastante populosas, elas também estdo proximas de grandes aeroportos
e portanto, isso facilitou a circulagdo do virus, resultando em nimero expressivo de casos da
doenca (Wikipédia, |2021).

Para este estudo de caso, as variaveis utilizadas foram o nimero de casos de COVID-19 na
fase inicial da pandemia como varidvel dependente, e as varidveis explicativas: MORBIDITY
(Comorbidade), HIGH_SCH_P (Proporg¢ao de pessoas com 2° grau), HEALTHCARE_ACCESS
(Acesso a saude), DIFF_SD (Dificuldade de distanciamento social), CROWDING (Aglomera-
¢do0), MIGRATION (Migracdo) e HEALTH_BEHAVIOR (Comportamento de saide). A maioria
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desssas varidveis foi criada a partir da Andlise Fatorial, e mais detalhes podem ser vistos em

Weinstein et al.[(2021).

Portanto, o modelo global da parte nao inflacionada de zeros € definido como

Casos de COVID-19 = exp(f + S1MORBIDITY + ... + 3;HEALTH_BEHAVIOR)7.1)

onde (3, A1, ..., 7 representam os coeficientes da regressao.

Ja o modelo global da parte inflacionada de zeros é definido como

exp(Yo + 1WMORBIDITY + ... + v;HEALTH_BEHAVIOR)
1 + exp(vo + 1WMORBIDITY + ... + v:HEALTH_BEHAVIOR)

Prob de COVID-19 = (7.2)

onde 7, V1, ..., 7 representam os coeficientes da regressao.

Baseando-se no método proposto, o0 modelo RBNIZGP foi ajustado aos dados, buscando
o melhor pardmetro de suaviza¢do pela minimizag¢do do AIC' ou C'V (usando o pardmetro de
suavizagdo fixo) e AIC' ou C'V (usando o pardmetro de suavizagdo adaptivel). Sendo assim,
ao encontrar o parametro de suavizacdo para cada uma dessas fungdes, foi possivel verificar a
diferenca de comportamento existente em cada caso. J4 a distdncia mdxima calculada entre os
centroides das regides foi de aproximadamente 690 km. Na Figura [/.17| estdo as curvas das

fungoes AIC (Fixo e Adaptavel) e C'V (Fixo e Adaptavel) encontradas.

Na fung¢do AIC (Fixo), nota-se que o mimino global do parametro de suavizacgdo € igual a
199,96 km, gerando um valor de A/C préximo de 1480. Ja na fun¢dao CV (Fixo), nota-se que
o mimino global do pardmetro de suavizagdo € igual a 103,14 km, gerando um valor de C'V/
proximo de 18,800,000. Portanto, com base nas curvas da Figura[/.17|pode-se concluir que os
dados possuem dependéncia espacial, visto que os minimos encontrados estao longe da mdxima

distancia possivel entre os pontos.
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Figura 7.17: Esbogo da fun¢do (a) AIC (Fixo), (b) AIC' (Adaptavel), (c) C'V (Fixo) e (d) C'V
(Adaptavel) dos dados de COVID-19 na Coréia do Sul (modelo binomial negativo inflacionado
de zeros)

As medidas de ajuste do modelo sdo essenciais na escolha de qual o melhor modelo a ser
utilizado. Portanto, na Tabela constam os resultados dessas medidas e o valor minimo do
parametro de suavizacdo para cada funcdo. Pode-se observar que o menor AIC provém do
modelo em que foi utilizada a fun¢do AIC (adaptavel), tendo AIC' = 1461, 2036. Os pseudos
coeficientes de determinacdo (R? e R? ajustado) tiveram um resultado simular entre as funcdes
AIC e C'V (Adaptavel) sendo (0,9943 e 0,9936, respectivamente), diferente das fungdes AIC
e C'V (Fixo) sendo (0,5333 e 0,9899, respectivamente).

Ja na funcdo Deviance, é perceptivel que o melhor resultado foi na fungdo AIC (Fixo),

sendo Deviance = 227,9770 e o maior valor desta fun¢do foi na fun¢do C'V' (Fixo), sendo
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Deviance = 527,3921. Portanto, conclui-se que o melhor modelo foi o que resultou por meio
da fungdo AIC (Adaptavel), obtendo a maior estimativa na Log-verossimilhanga, a menor esti-
mativa no AIC' e os maiores R* e R? ajustado.

Tabela 7.6: Medidas de ajuste do modelo local binomial negativo inflacionado de zeros utili-

zando o algoritmo da RBNIZGP, segundo as fungdes: AIC e C'V (Fixo) e AIC e C'V (Adap-
tavel)

RBNIZGP
Medidas de Funcao AIC Funcio C'V

Ajuste Fixo Adaptavel Fixo Adaptavel
Log-verossimilhanca —712,3219 | —650,9548 | —819,4793 | —672, 9266
Deviance 227,9770 297, 2286 527,3921 336, 2705
AIC 1473,3000 | 1461,2036 | 1721,6389 | 1493,0188
AlCc 1478,9357 | 1539,8468 | 1738,9984 | 1557,8058
R? 0,5333 0,9943 0,9899 0,9936
R? ajustado 0,4316 0,9912 0, 9883 0, 9908
Parametro de suavizacdo 199, 96 96 103, 14 104
N° de parametros estimados 24,3281 79,6470 41, 3402 73,5828

Como foi comentado no Capitulo [6] o principal objetivo deste estudo de caso consiste em
verificar e comparar as diferencgas entre os parametros estimados e na qualidade de ajuste no
modelo binomial negativo (ja analisado por [Weinstein et al.| (2021)), com o modelo binomial
negativo inflacionado de zeros. Portanto, 0 mesmo passo para encontrar o melhor pardmetro de
suavizacdo foi feito utilizando a minimizagao do AIC ou C'V (usando o parametro de suaviza-
cdo fixo) e AIC ou C'V (usando o pardmetro de suavizacio adaptavel). Na Figura estdo as
curvas das fungdes AIC (Fixo e Adaptavel) e C'V (Fixo e Adaptavel) encontradas.

As medidas de ajuste do modelo binomial negativo esto ilustradas na Tabela [7.7] Pode-se
verificar que o menor A/C' provém do modelo em que foi utilizada a funcao AIC' (adaptavel),
tendo AIC' = 1393,4701. Como no modelo binomial negativo inflacionado de zeros, os co-
eficientes de determinagdio (R? e R? ajustado) tiveram um resultado similar entre as fungdes
AIC e CV (Fixo) tendo valores 0,4625 e 0,4304, respectivamente. No entanto, na fungdo

AIC adptavel este valor foi o maior, sendo 0,9344. Pode-se concluir que o melhor modelo
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Figura 7.18: Esbogo da fun¢do (a) AIC (Fixo), (b) AIC' (Adaptavel), (c) C'V (Fixo) e (d) C'V
(Adaptavel) dos dados de COVID-19 na Coréia do Sul (modelo binomial negativo)

foi o que resultou por meio da funcdo AIC' (Adaptavel), obtendo a maior estimativa na Log-

verossimilhanga, a menor estimativa no AIC' e os maiores valores de R? e R? ajustado.

Comparando os resultados entre os dois modelos, verifica-se que as medidas de ajuste ge-
radas nas fun¢des AIC' e C'V (fixo) foram sempre bem proximas. A Tabela [7.8| apresenta as
estimativas obtidas pelo modelo global binomial negativo inflacionado de zeros e pelo modelo
binomial negativo. Pode-se perceber que as estimativas de alguns dos parametros sdo similares,
no entanto, devido a parte inflacionada de zeros, tais estimativas nao ficam totalmente iguais.
Todas as estimativas (ndo inflacionadas) foram consideradas significativas a um nivel de 5%
de significancia, com excecdo da varidvel CROWDING no modelo binomial negativo, que foi

considerada significativa a um nivel de 12% de significancia.
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Tabela 7.7: Medidas de ajuste do modelo local binomial negativo utilizando o algoritmo da
RBNIZGP, segundo as func¢des: AIC e C'V (Fixo) e AIC' e C'V (Adaptavel)

RBNIZGP
Medidas de Funcao AIC Funcao C'V

Ajuste Fixo Adaptavel Fixo Adaptavel
Log-verossimilhanca —720,8734 | —649,0485 | —729,7504 | —715,9926
Deviance 2249974 | 277,0861 232,3174 | 222,4450
AIC 1470,4079 | 1393,4701 | 1484.9994 | 1463, 8808
AlCe 1472,3294 | 1417,2444 | 1486.5221 | 1466, 2615
R? 0,4625 0,9344 0,4304 0,4768
R? ajustado 0, 3916 0,9117 0, 3654 0,3994
Parametro de suavizagdo 156, 66 82 189,74 232
N° de parametros estimados 14,3305 47, 6866 12,7493 15,9477

Tabela 7.8: Estimativas globais dos modelos binomial negativo inflacionado de zeros e binomial

negativo
o . binomial negativo
Variaveis / . . . . .
Estatisticas inflacionado de zeros binomial negativo
Estimativas | Erro padrao | P-valor | Estimativas | Erro padrao | P-valor
o | Intercepto —15,0587* 1,8461 | < 0,0001 | —12,1913* 1,8745 | < 0,0001
<Qc MORBIDITY 0,0466* 0,0082 | < 0,0001 0,0469* 0,0080 | < 0,0001
% HIGH_SCH_P —0,1120* 0,0385 0,0026 —0,1100* 0,0387 0,0049
o | HEALTHCARE_ACCESS —0,1437* 0,0328 | < 0,0001 —0,1374* 0,0308 | < 0,0001
5 DIFF_SD 0,0671* 0,2952 0,0239 0,0717* 0,0310 0,0218
% CROWDING 0,4326* 0,1261 0,0007 0,2220** 0,1164 0,0578
5 MIGRATION -0, 3664* 0,0855 | < 0,0001 —0,3770* 0,0904 | < 0,0001
& | HEALTH_BEHAVIOR 0,0520* 0,0192 0,0073 0,0425* 0,0193 0,0288
Z | a 3,1492* 0,1477 | < 0,0001 3,6817* 0,3555 | < 0,0001
Intercepto —18,5334™ 9,4789 0,0517 - - -
S | MORBIDITY —0,0109" 0,0312 | 0,7251 - ; ;
<Zﬂ HIGH_SCH_P —0,0346NS 0,2067 0,8673 - - -
O | HEALTHCARE_ACCESS 0,1365" 0, 0853 0,1110 - - -
< | DIFE_SD —0, 1401NS 0, 1550 0, 3671 - - -
7 | CROWDING 0,6198* 0, 3044 0,0428 - - -
Z | MIGRATION 0,1181N8 0, 4040 0, 7702 - - -
HEALTH_BEHAVIOR 0,1626NS 0,1620 0,3163 - - -
2| AIC 1528,9484 1527,1617
g | Deviance 282, 67674 263,5412
© | Log-verossimilhanca —747,4742 —754, 5808

(*) Significativo a 5%
() Significativo a 12%
(NS) Nao Significativo a 12%

No modelo binomial negativo inflacionado de zeros, para fins de comparacao entre as me-

didas de ajuste local (Tabela[7.6) e global (Tabela[7.8), verifica-se que a Log-verossimilhanca e
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o AIC ficaram melhores no ajuste local, no entanto, a Deviance ficou melhor no ajuste global.
Ja no modelo binomial negativo, percebe-se o mesmo comportamento da binomial negativo in-
flacionado de zeros, as medidas de ajuste no modelo local (Tabela[7.7): Log-verossimilhanca e
o AIC ficaram melhores, ja a Deviance ficou melhor no ajuste global.

Tabela 7.9: Sumadrio das estimativas dos parametros utilizando Algoritmo RBNIZGP (binomial
negativo inflacionado de zeros) - Resultados da fun¢do A/C' (Adaptavel)

RBNIZGP
(binomial negativa inflacionada de zeros)
o . Estimativas
Variaveis Minimo Q1 Média Mediana Q3 Maximo

© | Intercepto —37,6100 —12,9812 —11,8597 —12,2736 —9,8222 6,0197
% MORBIDITY —0,0058 0,0183 0,0407 0,03335 0, 0462 0,2738
% HIGH_SCH_P —0,3722 —0, 1467 —0,1120 —0,0994 —0,0764 0,1901
T | HEALTHCARE_ACCESS —0,4118 —0, 1409 —0,1032 —0,1185 —0,0555 0,1373
3 DIFF_SD —0, 1875 —0,0042 0,0507 0,0022 0,1479 0, 3533
% CROWDING —0,7188 0,0367 0,1674 0,2331 0,3270 0,7441
—~ | MIGRATION —1,9930 —0,2708 —0,1217 —0,0202 0,0427 0,3684
19: HEALTH_BEHAVIOR —0.1308 0,0189 0,0289 0,0267 0,0422 0,1773
Z | a 0, 0000 0, 0000 1,2653 0, 5699 2,7078 3,8126

Intercepto —83271,3400 | —2273,6020 | —3285,2150 | —1341,102 | —21,1250 0, 0000
8 MORBIDITY —26, 0522 0, 0000 9, 9208 0,2363 2,0558 | 335,9579
<ZC HIGH_SCH_P —158, 8096 —0,1471 26, 8064 6, 8805 26,4502 | 621,0657
© | HEALTHCARE_ACCESS —47,20052 0, 0000 13,7097 0,1261 13,4269 | 334, 4453
% DIFF_SD —145,4886 —0,2221 19,7863 0,0484 14,0479 | 729,3378
7 | CROWDING —271,4220 0,7237 43,0420 9, 5809 46,5500 | 1045,813
Z | MIGRATION —2600, 5440 —25,2981 —66, 4887 —1,4696 0,3592 | 132,5150

HEALTH_BEHAVIOR —83,9257 —4,1299 2,2334 0,0315 0,2597 | 203,4262

Por meio dos resultados que foram ajustados no modelo global da binomial negativa in-

flacionada de zeros, Tabela [/.8, pode-se perceber que as estimativas das varidveis preditoras
em geral estdo proximas das respectivas médias/medianas dessas varidveis nas estimativas dos
modelos locais na Tabela[7.9] Na parte inflacionada de zeros, as estimativas do modelo global
ficaram ainda mais distantes das médias e medianas das estimativas locais.

Para fins de verificacdo do melhor ajuste do modelo, no caso do modelo inflacionado de
zeros, o algoritmo foi executado novamente, mas desta vez considerando apenas as varidveis
preditoras inflacionadas significativas. Na busca do melhor pardmetro de suavizagcdo pela mi-

nimizagdo do AI/C ou C'V (usando o pardmetro de suavizacgio fixo) e A/C ou C'V (usando o
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parametro de suavizagdo adaptdvel), conclui-se que o modelo gerado por meio da fungdo AIC
adaptavel gerou um melhor ajuste, como pode-se verificar na Tabela Ainda € possivel ve-
rificar através destes resultados que as medidas de ajuste A/C' e Log-Verossimilhanga ficaram
muito proximas e melhores do que o modelo binomial negativo. Um ponto interessante é que
agora ambos os modelos possuem 0 mesmo parametro de suavizacao igual a 82.

Tabela 7.10: Estimativas globais do modelos reduzido binomial negativo inflacionado de zeros
e do modelo binomial negativo

o binomial negativo
Variaveis / . . . . .
Estatisticas inflacionado de ~zeros binomial negaflvo
Estimativas | Erro padrao | P-valor | Estimativas | Erro padrao | P-valor

o | Intercepto —15,1281* 1,8349 | < 0,0001 | —12,1913* 1,8745 | < 0,0001
% MORBIDITY 0,0470* 0,0081 | < 0,0001 0,0469* 0,0080 | < 0,0001
% HIGH_SCH_P —0,1107* 0,0359 0,0023 —0,1100* 0,0387 0,0049
o | HEALTHCARE_ACCESS —0,1446* 0,0326 | < 0,0001 —0,1374* 0,0308 | < 0,0001
ﬁ DIFF_SD 0,0680* 0,0293 0,0211 0,0717* 0,0310 0,0218
% CROWDING 0,4354* 0,1250 0, 0006 0,2220** 0,1164 0,0578
5 MIGRATION —0,3671* 0,0849 | < 0,0001 —0,3770* 0,0904 | < 0,0001
< | HEALTH_BEHAVIOR 0,0513* 0,0192 0,0082 0,0425* 0,0193 0,0288
Z |« 3,1147* 0,2049 | < 0,0001 3,6817* 0,3555 | < 0,0001
SC) Intercepto —13,8643" 3,6194 0,0002 - - -
7 | HEALTHCARE_ACCESS 0,1307" 0,0602 0,0311 - - -
Z | CROWDING 0,5694" 0,2228 0,0112 - - -

. AIC 1520, 5892 1527,1617

é Deviance 286,6230 263, 5412

5 | Log-verossimilhanga —748,2946 —754, 5808

1 | Parametro de suavizagdo 82 82

5 AIC 1417,8852 1393,4701

8 Deviance 285, 8302 277,0861

Log-verossimilhanga —641, 7630 —649, 0485

(%) Significativo a 5%
() Significativo a 12%
(NS) Nao Significativo a 12%

Partindo do modelo escolhido (fungdo AIC' adaptavel), o proximo passo é mostrar a ideia
que foi descrita na Figura[6.5] Ao executar o algoritmo da RBNIZGP (binomial negativa inflaci-
onada de zeros), foi possivel identificar as localidades em que o parametro «y = 0 (Figura[7.19b),
e que o parametro de superdispersdo « foi considerado significativo (Figura[7.19a). Para fins de
ilustragcdo, pode-se observar na Figura que as observacdes (ID=124 e ID=125) marcadas

na cor verde sdo os casos em que o parametro v = 0 e que o parametro de superdispersao « foi
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considerado significativo. Portanto, ao observar esses resultados, supde-se que nessas linhas a
distribuicdo seja uma binomial negativa. Os erros padrao permanecem inalterados nessas linhas
especificas.

Para verificar isso, o algoritmo foi executado novamente, mas desta vez for¢cando o algo-
ritmo RBNIZGP a modelar uma distribui¢cao binomial negativa (ou seja, fazendo v = 0). Desta
vez, as mesmas linhas foram destacadas e é possivel perceber que as estimativas na Figura[7.19¢|
sdo as mesmas da Figura confirmando a ideia descrita na Figura [0.5] Ainda ¢ possivel
verificar na Figura [7.19¢| as outras linhas marcadas em vermelho, que s@o os casos em que o
parametro v # 0, confirmando que nessas localidades os dados ndo seguem uma distribuicdo
binomial negativa, e sim uma distribui¢do binomial negativa inflacionada de zeros. Ao compa-
rar as estimativas dessas linhas com as estimativas das linhas na Figura percebe-se que
tais valores sdo diferentes.

Seguindo o mesmo método para o modelo Poisson inflacionado de zeros, ao executar o al-
goritmo da RBNIZGP (binomial negativa inflacionada de zeros), desta vez o ntimero de varia-
veis foi reduzido (modelo da Tabela|/.10), considerando as varidveis inflacionadas: Intercepto,
CROWDING e HEALTHCARE_ACCESS (sendo as varidveis preditoras que foram consideradas
significativas a um nivel de significincia de 12%), foram observadas as linhas em que v # 0 e
a=0.

Na Figura observa-se que a observacao (ID=72) possui parametro de superdispersao
a = 0, e como os parametros inflacionados da Figura para o mesmo ID=72 nido sdo
considerados significativos, pode-se concluir que a distribuicao seja Poisson. Dessa forma, ao
executar o algoritmo RBNIZGP novamente, mas forcando uma Poisson (ou seja, fazendo v = 0
e a = 0), é possivel perceber que as estimativas do ID=72 (Figura ficaram préximas
das estimativas dos parametros da Figura Ainda € possivel verificar que a estimativa
do intercepto inflacionado em traz influencias nas estimativas da parte ndo inflacionada,
geradas em Naturalmente, os valores dos erros padrio nas linhas tiveram uma redugao

ao forcar a distribui¢do Poisson.
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id alpha std tstat probt sig_alpha
122 122 2.4878024623 0.8534816099 2.3069955988 0.0001406645 significant a2 99%
123 123 23591072222 0.5045454152 56633320536 1.4845147E-8 significant 3t 99%
124 124 28266327874 0.5716356843 45949421135 4.3286942E-6 significant a1 99%
125 125 22302076949 0.5145285268 43344485059 0.0000146113 significant =t 95%
128 126 2.8275427807 0.7208751669 3.9223750868 0.0000874804 significant a1 99%
id Inf_Intercept Inf_MORBIDITY Inf_HIGH_SCH_P Inf_HEALTHCARE_ACCESS Inf_DIFF_SD Inf_CROWDING Inf_MIGRATION  Inf_HEALTH_BEHAVIOR
— — — — = — — ey
122 -3563.490235 8.9153733503 20.86579459 21.049853123 -80.64264045 -228.7730362 34.53372856¢ 113.89138293
123 -2297.935321 34327699924 19.582654634 21.647468352 37.121627538 21798915361 1.3334991052 -4.220162%01
124 0 [] [ [ [ [ 0 0
128 ] ] v} 0 ] ] ol
126 _14¢ ?IE&-FSF 0464361599 5371104462 04445627234 22434364006 1002283559 4'274_27?sz 4,'\7583“5?35'

(b)

id Intercept MORBIDITY HIGH_SCH P HEALTHCARE_ACCESS DIFF_SD CROWDING MIGRATION HEALTH_BEHAVIOR
1 12654 4 0.04740; 5 -0.233702754 15 30368sT D00 44 -0.543787611 0.275! 5 0.0 45
123 -12.40793006 0.0175903244 -0.085469759 -0.054893425  0.1975375501 0.236674619 -0.303749382 0.030769399.

-2.918449626 0.0357278328 -0.252136461 -0.124315238  0.1252175061 -0.118960736 0.0109765555 0.0527556475

-11.41414119 0.037784766% -0.083144404 -0.098979954  0.1728174921 0.0831493621 -0.210875602 0.0445280179

id alpha std tstat probt sig_alpha

122 122 2.8655302505 0.7576775876 3.7819915717 0.0001555786 significant at 99%
123 123 3.1597795563 0.5556082672 5.6870636076 1.2924233E-8 significant at 99%
124 124 2.6266327874 0.5716356643 4.5949421134 4,3286942E-6 significant at 99%
125 125 2.2302076947 0.5145285268 4.3344685058 0.0000146113 significant at 99%
126 126 2.9797819394 0.7542807048 3.9504947169 0.0000779898 significant at 99%

(d)

id - Intercept MORBIDITY HIGH_SCH_P HEALTHCARE_ACCE... DIFF_SD CROWDING MIGRATION HEALTH_BEHAVIOR
—

122 70051363351 O.0507575327 -0.306041626 -0.164827798  0.0497268214 DA22132126 02506705657 00579726274

123 -11.62858468 0.0229511612 -0.099166064 -0.077210213  0.1621788702 0.2209234083 -0.356%907318 0.0381735187

-11.41414119 0.0377847669 -0.083144404 -0.098979954  0.1728174921 0.0831493621 -0.210875602 0.0445280179

-12.94008484 0.05593706 -0.077432515 -0.133248399  0.1845140845 0.1456578553 -0.166578623 0.0181466108

(e

Figura 7.19: Visualizagdo de algumas observacdes da base de dados com estimativas dos para-
metros: (a) & da RBNIZGP; (b) Parte inflacionada () da RBNIZGP; (c) parte ndo-inflacionada
(8) da RBNIZGP; (d) o da RBNIZGP (binomial negativa); (¢) RBNIZGP (binomial negativa)

A préxima andlise serd feita utilizando o risco relativo (ou do inglés, Relative risk - RR)
para a parte ndo inflacionada e a razdo de chances (ou do inglés, Odds Ratio - OR) para a
parte inflacionada. Neste caso, o RR traz como informacio do quanto que tal varidvel pode
trazer de acréscimo ou decréscimo no nimero de casos de COVID-19, entretanto, a OR traz

como informacdo do risco em que determinado fator pode trazer em ter ou nao ter COVID-19

(Agresti, 2003).
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id alpha std tstat probt sig_alpha

70 70 3.0675136514 08442113128 32487577831 0.0011591013 significant 2t 99%

7 71 10534500659 0.53107907%1 18536030292 0.0473001113 not significant 2t $0%.
72 I 72 1E-6 00000417909 0.0161836104 09870879108 not significart 22 90%. I
73 73 1E-6 0.0000191791 0.0521400205 09564171246 notsignificant 2t 90%.
74 74 164 5.5217565E-8 01811017926 0.8562876775 notsignificart 2z 90%

(a)

id = Intercept MORBIDITY  HIGH_SCH P HEALTHCARE_ACCESS DIFF_SD CROWDING MIGRATION HEALTH_BEHAVIOR
70 5.1499163148  0.0577461037 -0.2738036%9 -0.162351747 -0.043091871 -0.634831994 032596916 0.0552523543
71 -5.835281415  0.0185566299 -0.09075913 0.0122942594 -0.047575745 -0.169408845 0.1041208061 -0.027015591

I 72 -8.8689064215  0.0211394099 -0.037520285 -0.190364749 0.0063837835 -0.077927263 0.1640798203 0.0346990252 I
73 -4.88149288  0.0971355198 -0.251720945 0.0106151918 -0.14059406 -0.303282961 -0.0387028%5 -0.038190051
74 -9.200926312  0.1412114783 -0.093974139 -0.015098192 -0.164387325 -0.4408285932 -0.725557215 -0.054677634

(b)

id Inf_Intercept Inf HEALTHCARE ACC... Inf CROWDING Inf_sig_Intercept Inf_sig HEALTHCARE_ACC... Inf _sig CROWDING
70 43253854789 71.515016481 -521.7354493 not significant at 20% not significant at 90% not significant at 90%
71 230.34992596 7.02278029 -35.92794547 not significant at 90% not significant at 90% not significant at 90%
I 72 -17.4748332 0.1664348367 0.7921555314 not significant at 90% not significant at 90% not significant at 90% I
73 -9.85931019 0.1079415538 0.3628587549 not significant at 90% not significant at 0% not significant at 0%
74 -9.428113165 0.0744360664 0.3700300297 not significant at 90% not significant at 90% not significant at 90%

(©)

id - Intercept MORBIDITY HIGH_SCH_P HEALTHCARE_ACCESS DIFF_SD CROWDING MIGRATION HEALTH_BEHAVIOR
70 -20.0818934 0.2024054507 -0.053884111 -0.214056239 0.1169297566 -0.22548122 -0.254483127 -0.002593652
71 -11.28576421 0.0128383895 -0.011009669 -0.048624324 -0.034368551 0.0655154978 0.0332458366 0.0109343375
I 72 -B.714851076 0.0207687039 -0.036676594 -0.195877595 0.0084114729 -0.090030731 0.1669855992 0.0353971291
73 -3.801517613 00942539714 -0.255651455 0.0109934509 -0.132451459 -0.366633558 -0.014943557 -0.040680432
74 -8.121021032 0.1396561397 -0.103942657 -0.020037573 -0.171146787 -0.482014967 -0.678289811 -0.054715377

(d)

Figura 7.20: Visualizacdo de algumas observagdes da base de dados com estimativas dos para-
metros: (a) o da RBNIZGP (binomial negativa inflacionada de zeros); (b) RBNIZGP (binomial
negativa inflacionada de zeros); (¢) RBNIZGP (Poisson)

Nas Figuras [7.21]e[7.22] é possivel identificar as mudangas espaciais no RR de COVID-19,
comparando os dois modelos. Note que foi utilizada a mesma escala em ambas as Figuras,
para cada varidvel, a fim de facilitar a comparac¢do. A comorbidade (MORBIDITY) aumentou
o risco de COVID-19 na regido centro-sul e em alguns pontos da parte nordeste (sendo mais
caracteristico no caso do modelo binomial negativo). Ja a propor¢do de pessoas com 2° grau
(HIGH_SCH_P) aumentou esse risco na regido noroeste e em alguns pontos da regifio norte
também, no entanto, percebe-se um risco mais elevado na parte sul, no caso do modelo binomial

negativo inflacionado de zeros.

Na varidvel acesso a saude (HEALTHCARE_ACCESS) € possivel identificar também um
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Figura 7.21: Modelo binomial negativo - Variac@o espacial no risco relativo de COVID-19 nas
varidveis (a) MORBIDITY , (b)HIGH_SCH_P, (c) HEALTHCARE_ACCESS, (d) DIFF_SD, (e)
CROWDING, (f) MIGRATION, (g) HEALTH_BEHAVIOR
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Figura 7.22: Modelo binomial negativo inflacionado de zeros - Variacdo espa-

cial no risco relativo de COVID-19 nas varidveis (a) MORBIDITY,(b)HIGH_SCH_P,
(c) HEALTHCARE_ACCESS, (d) DIFF_SD, (¢) CROWDING, (f) MIGRATION, (g)
HEALTH_BEHAVIOR

risco mais elevado na regido noroeste (em ambos modelos), no entanto, no modelo binomial
negativo inflacionado de zeros € possivel identificar alguns trechos com destaque na parte cen-
tral e na parte sul, diferente do modelo binomial negativo que apresenta um maior destaque de
risco relativo em uma parte da regido norte. A dificuldade em distanciamento social (DIFF_SD)
e aglomeracdo (CROWDING) aumentaram o risco de COVID-19 em algumas partes na regiao
sul, sendo mais presente no caso do modelo binomial negativo. J4 a migracao (MIGRATION)
e o comportamento de saude (HEALTH_BEHAVIOR) refletiram um risco de COVID-19 similar
em ambos modelos, afetando mais a regido centro-oeste (no caso da migracdo) e afetando a

regido sul e alguns picos na regido norte (no caso do comportamento de saide).
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O préximo passo desta andlise € fazer uma comparagdo em determinadas localidades, a fim
de verificar a potencialidade do algoritmo RBNIZGP em identificar o melhor ajuste.

Baseando-se no modelo reduzido (em que todas as varidveis preditoras da parte inflaci-
onada foram consideradas significativas), para a observacdo (ID=186), que se refere a re-
gido de Jinan, provincia de Jeollabuk, pode-se dizer que se a taxa de comorbidade (MOR-
BIDITY) aumentar em uma unidade, o nimero esperado de casos de COVID-19 aumentaria
por um fator de exp(0,0306) = 1,0310, ou seja espera-se ver um aumento de 3, 1% no ni-
mero de casos de COVID-19 no caso do modelo binomial negativo, diferente do modelo bino-
mial negativo inflacionado de zeros, em que esse aumento seria de 13%, pois exp(0, 1275) =
1,1359. Na Figura [7.21h, € possivel verificar a marcag¢do da localidade, sendo que no mo-
delo binomial negativo inflacionado de zeros esta varidvel foi considerada significativa, mas
no modelo binomial negativo ela ndo foi considerada significativa. A fim de verificar a in-
fluéncia dos parametros estimados da parte inflacionada nos parametros estimados na parte
ndo inflacionada, calculou-se a probabilidade predita para as covaridveis G desta observagao:
exp(Giy)/(1 + exp(Giy)) = exp((1 x (—15,2106)) + (36,0958 x 0,1206) + (13,6873 x
0,7041))/(14exp((1 x (—15,2106))+ (36,0958 x 0, 1206) 4 (13, 6873 x 0, 7041))) = 0, 2279.
Vale ressaltar que entre as varidveis inflacionadas desta observacdo, somente o intercepto foi
considerado significativo.

No caso da varidvel propor¢ao de pessoas com 2° grau (HIGH_SCH_P), foi utilizada como
referéncia a observacdo (ID = 52), referente a regido de Daedeok , provincia de Daejeon.
Portanto, no caso do modelo binomial negativo, nota-se que o nimero esperado de casos de
COVID-19 para um aumento de uma unidade na propor¢do de pessoas com 2° grau € —0, 0691,
isso equivale a uma diminui¢do de 6,67%, pois 1 — exp(—0,0691) = 0,0667. Ja no modelo
binomial negativo inflacionado de zeros, o nimero esperado de casos de COVID-19 para um
aumento de uma unidade na proporcao de pessoas com 2° grau € —0, 0958, sendo equivalente a
uma diminui¢ao de 9, 13%, pois 1 — exp(—0,0958) = 0,0913. Também utilizando a covaridvel

G desta observacdo, tem-se:exp(G7y) /(1 +exp(Giy)) = exp((1 x (—17,8904)) + (17,1109 x
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0,1274) + (12,4154 x 0,8751))/(1 + exp((—17,8904) + (17,1109 x 0,1274) + (12,4154 X
0,8751))) = 0,0078. Como a diferenca entre as estimativas dos modelos foi pequena, era es-
perado que essa probabilidade fosse pequena, como visto, sendo menor do que a probabilidade
predita para a varidvel (MORBIDITY) vista anteriormente, que apresentou uma maior diferenga
entre os modelos. Nessa observagao, vale ressaltar que entre as varidveis inflacionadas, somente
o intercepto e a varidvel (CROWDING) foram considerados significativas.

Ja na variadvel acesso a saude (HEALTHCARE_ACCESS), foi utilizada como referéncia a
observacao (ID = 18), referente a regiao de Cheongwon, provincia de Chungcheongbuk. Sendo
assim, ao aumentar em uma unidade dessa varidvel, o ndmero esperado de casos de COVID-
19 aumentaria por um fator de exp(0,0663) = 1,0685, ou seja espera-se ver um aumento de
6, 8% no nimero de casos de COVID-19 no caso do modelo binomial negativo, diferente do
modelo binomial negativo inflacionado de zeros, que essa esse aumento seria de 8, 9%, pois
exp(0,0849) = 1,0886. Utilizando a covaridvel G desta observagdo, tem-se: exp(G;7y)/(1 +
exp(Giy)) = exp((1x(—17,3958))+(18,0329x0, 1168)4(14,9292x 0, 8460)) /(14+exp((1 x
(—17,3958)) + (18,0329 x 0,1168) + (14,9292 x 0,8460))) = 0,0655, mostrando pouca
influéncia na inclusdo dessa parte inflacionada. Nese caso, entre as varidveis inflacionadas,
somente a varidvel aglomeragdo (CROWDING) foi considerada significativa.

Para a varidvel dificuldade em distanciamento social (DIFF_SD), foi utilizada a observagao
(ID = 28), referente a regido de Sangdang, provincia de Chungcheongbuk. No caso do modelo
binomial negativo, nota-se que o nimero esperado de casos de COVID-19 para um aumento
de uma unidade na varidvel é —0,0957, isso equivale a uma diminuigdo de 9, 12%, pois 1 —
exp(—0,0957) = 0,0912. Ja no modelo binomial negativo inflacionado de zeros, o nimero
esperado de casos de COVID-19 para um aumento de uma unidade na varidvel dificuldade em
distanciamento social é —0, 0489, sendo equivalente a uma diminuigdo de 4,78%, pois 1 —
exp(—0,0489) = 0, 0478. Utilizando a covaridvel G desta observacao, tem-se: exp(G;7y)/(1+
exp(Gy)) = exp((1x (—18,1573))+(1,2602x 0, 1222)+ (14, 4881 x 0, 8882)) /(1 +exp((1 x
(—18,1573))+ (1,2602 x 0, 1222) + (14,4881 x 0,8882))) = 0, 0058, mostrando uma pequena

120



§7.3. Estudo de caso: dados da COVID-19 na Coréia do Sul

influéncia da parte inflacionada. Nesse caso, entre as varidveis inflacionadas, somente a varidvel
aglomeracao (CROWDING) foi considerada significativa.

Na variavel aglomeracdo (CROWDING), foi utilizada como referéncia a observacido (ID
= 186), que se refere a regido de Jinan, provincia de Jeollabuk. Sendo assim, no caso do
modelo binomial negativo, nota-se que o nimero esperado de casos de COVID-19 para um
aumento de uma unidade na aglomeragdo ¢ —0,0600, isso equivale a uma diminui¢do de
5,82%, pois 1 — exp(—0,0600) = 0,0582. No modelo binomial negativo inflacionado de
zeros, o valor da aglomeracéo aumentaria o nimero de casos de COVID-19 em 24, 7%, pois
exp(0,2205) = 1,2467. Tendo como base a utilizagdo da covaridvel G desta observagio, tem-
se: exp(Giy)/(1 4+ exp(Gi7y)) = exp((1 x (—15,2106)) + (36,0958 x 0,1206) + (13, 6873 x
0,7041))/(14exp((1 x (—15,2106))+ (36,0958 x 0, 1206) 4 (13, 6873 x 0, 7041))) = 0, 2279,
mostrando uma probabilidace ndo tdo pequena. Nesse caso, entre as varidveis inflacionadas
desta observacao, somente o intercepto foi considerado significativo.

A varidvel migracao (MIGRATION), referente a observagao (ID =201), localizada na regiao
de Jeollanam, provincia de Hwasun, foi considerada significativa no modelo binomial negativo
e nota-se que o nimero esperado de casos de COVID-19 para um aumento de uma unidade na
migracgdo é —0, 6696, isso equivale a uma diminui¢do de 48,8%, pois 1 — exp(—0,6696) =
0,4880. J4 no modelo binomial negativo inflacionado de zeros essa varidvel ndo foi conside-
rada significativa, sendo que o nimero esperado de casos de COVID-19 para um aumento de
uma unidade na migrac¢do é —0, 7059, o que equivale a uma diminuicdo de 50, 6%, pois 1 —
exp(—0,7059) = 0, 5063. Utilizando a covaridvel G desta observagao, tem-se: exp(G;7y)/(1+
exp(Giy)) = exp((1 x (—16,8493)) + (26,3799 x 0,1553) + (15,9508 x 0,7400))/(1 +
exp((1 x (—16,8493)) + (26,3799 x 0,1553) + (15,9508 x 0,7400))) = 0,2793, ou seja,
uma probabilidade ndo tdo pequena. Nesse casos, entre as varidveis inflacionadas, somente a
aglomeracdo (CROWDING) foi considerada significativa.

Ja na varidvel comportamento de satide (HEALTH_BEHAVIOR), foi utilizada a observacao

(ID=57), regido de Gangwon, provincia de Cheorwon. No modelo binomial negativo, percebe-
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se que o valor do comportamento de saide aumentaria o nimero de casos de COVID-19 em

6, 36%, pois exp(0,0617) = 1,0636. J4 no modelo binomial negativo inflacionado de zeros
este valor aumentaria o nimero de casos de COVID-19 em 4, 5%, pois exp(0, 0438) = 1, 04478.
Tendo como base a utilizagéo da covaridvel G desta observagéo, tem-se:exp(G;y)/(1+exp(Gy)) =
exp((1x(—19,5610))+(9, 8621 x0, 15435)+(13,2704x0,9604)) /(14-exp((1x(—19,5610))+
(9,8621 x 0,15435) + (13,2704 x 0,9604))) = 0,0050, mostrando uma baixa influéncia da
parte inflacionada de zeros. Nesse caso, entre as varidveis inflacionadas desta linha, somente o
intercepto foi considerado significativo.

Por dltimo, a parte das varidveis inflacionadas de zeros permite um conhecimento maior so-
bre a ocorréncia ou ndo de casos de COVID-19, diferentemente da parte ndo-inflacionada que
permitia estimar o aumento no nimero de casos de COVID-19. Sendo assim, ela fornece uma
andlise adicional em que € possivel identificar quais varidveis estdo mais relacionadas com a
ocorréncia ou nao de casos de COVID-19, ou seja, ela permite identificar a significancia desses
casos. Para esta andlise, foi considerada somente a varidvel CROWDING na parte inflacionada
de zeros, pois foram feitos alguns testes com o modelo anterior, e boa parte das estimativas sig-
nificativas da varidvel HEALTHCARE_ACCESS ficaram com valores muito acima do esperado,
0 que gerava probabilidades da parte inflacionada muito préximas de zero.

No entanto, ao executar o algoritmo do Golden Section Search novamente, o parametro de
suaviza¢do do modelo binomial negativo inflacionado de zeros foi igual a 174. Portanto para
garantir uma comparacdo justa, no modelo binomial negativo também foi utilizado o parametro
de suavizacdo igual a 174.

Na taxa de comorbidade (MORBIDITY), considerando a linha (ID=41), ao aumentar em
uma unidade, o nimero esperado de casos de COVID-19 aumentaria por um fator de exp(0, 0154) =
1,0155, ou seja espera-se ver um aumento de 1, 5% no nimero de casos de COVID-19 no caso
do modelo binomial negativo, diferente do modelo binomial negativo inflacionado de zeros, que
essa esse aumento seria de 2, 1%, pois exp(0,0209) = 1,0211. Tendo como base a utiliza¢do

da covaridvel G desta linha, tem-se: exp(G;v)/(1 + exp(G;y)) = exp((1 x (—12,7738)) +
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(16,0111x0,8315))/(14+exp((1x (—12,7738))+ (16,0111 x0,8315))) = 0, 6317, mostrando
uma probabilidade ndo desprezivel. Nesta observacgao, vale ressaltar que entre as varidveis infla-
cionadas, o intercepto e a varidvel CROWDING inflacionada foram consideradas significativas.

Na varidvel aglomeracdo (CROWDING), considerando a linha (ID=33), ao aumentar em
uma unidade, o nimero esperado de casos de COVID-19 aumentaria por um fator de exp(0, 0554) =
1, 0569, ou seja espera-se ver um aumento de 5, 7% no nimero de casos de COVID-19 no caso
do modelo binomial negativo, diferente do modelo binomial negativo inflacionado de zeros, que
essa esse aumento seria de 29, 6%, pois exp(0,2596) = 1,2962. Tendo como base a utiliza¢do
da covaridvel G desta linha, tem-se: exp(G;7y)/(1 + exp(Giy)) = exp((1 x (—14,5175)) +
(13,2432 x 0,9362))/(1 + exp((1 x (—14,5175)) + (13,2432 x 0,9362))) = 0,1073. Neste
caso, o intercepto inflacionado e a varidvel CROWDING inflacionada também foram considera-
das significativas.

Nestes dois exemplos, as varidveis do modelo binomial negativo inflacionado de zeros foram
consideradas significativas a 5% de significancia, mas no modelo binomial negativo ndo. Ja
nas outras varidveis, ndo houveram casos (observagdes) em que o modelo binomial negativo
inflacionado de zeros foi considerado significativo e que o modelo binomial negativo nao foi
considerado significativo.

Na Figura[7.23]¢ possivel notar que existe uma chance mais do que duas vezes das localida-
des apresentaram casos de COVID-19 quando a varidvel aglomeracio (CROWDING) aumenta
em uma unidade na provincia de Gangwon, em algumas partes no Noroeste, sendo alguns tre-
chos da regido Gyeonggi, Chungcheongnam, Gangwon e na capital Seoul.

Uma outra alternativa de andlise foi criada, dessa vez for¢cando nos dois modelos o para-
metro de suavizacdo igual a 82 (como anteriormente) e no caso do modelo binomial negativo
inflacionado de zeros manteve-se somente a varidvel CROWDING na parte inflacionada de ze-
10S.

Portanto, na taxa de comorbidade (MORBIDITY), considerando a linha (ID=200), ao au-

mentar em uma unidade, o nimero esperado de casos de COVID-19 aumentaria por um fator
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Figura 7.23: Modelo binomial negativo inflacionado de zeros - Variagdo espacial na razdo de
chances na variavel inflacionada CROWDING, considerando pardmetro de suavizagdo igual 174

de exp(0,0532) = 1,0546, ou seja espera-se ver um aumento de 5, 4% no nimero de casos de
COVID-19 no caso do modelo binomial negativo, diferente do modelo binomial negativo infla-
cionado de zeros, que essa esse aumento seria de 5, 9%, pois exp(0,0576) = 1,0593. Tendo
como base a utilizagdo da covaridvel G desta linha, tem-se: exp(G;v)/(1 + exp(Gyy)) =
exp((1 x (—15,3854)) + (18,1593 x 0,9119))/(1 + exp((1 x (—15,3854)) + (18, 1593 x
0,9119))) = 0, 7639, mostrando uma probabilidade nio desprezivel. Neste caso, somente o

intercepto inflacionado foi considerado significativo.

Na variavel dificuldade em distanciamento social (DIFF_SD), considerando a linha (ID =
176), ao aumentar em uma unidade, o nimero esperado de casos de COVID-19 aumentaria por
um fator de exp(0,2226) = 1,2493, ou seja espera-se ver um aumento de 24,9% no nimero
de casos de COVID-19 no caso do modelo binomial negativo, diferente do modelo binomial

negativo inflacionado de zeros, que essa esse aumento seria de 22,49%, pois exp(0, 2029) =
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1,2249. Utilizando a covaridvel G desta linha, tem-se: exp(G;7y)/(1 + exp(G;v)) = exp((1 x
(—15,4521)) + (16,0147 x 0,9152)) /(1 4+ exp((1 x (—15,4521)) 4 (16,0147 x 0,9152))) =
0, 3111, reforcando assim que todas as varidveis inflacionadas desta linha foram consideradas
significativas.

Nestes dois exemplos, as varidveis do modelo binomial negativo inflacionado de zeros foram
consideradas significativas a 5% de significancia, mas no modelo binomial negativo ndo. Ja
nas outras varidveis, ndo houveram casos (observagdes) em que o modelo binomial negativo
inflacionado de zeros foi considerado significativo e que o modelo binomial negativo ndo foi
considerado significativo.

Na Figura[7.24] é possivel notar também que existe uma chance mais do que duas vezes das
localidades apresentaram casos de COVID-19 quando a varidvel aglomeracdo (CROWDING)
na provincia de Daejeon, no sul da provincia de Jeollabuk e um pequeno trecho de Gangwon,
ou seja, lugares diferentes do aquele estimado quando o parametro de suavizacao foi igual a
174. Ainda assim, aparecem alguns locais onde o risco relativo ficou muito elevado, mostrando
um possivel problema de convergéncia. Portanto, nesse caso, pode-se concluir que o modelo
binomial negativo inflacionado de zeros se assemelha ao modelo binomial negativo, fazendo
com que possivelmente o0 modelo binomial negativo seja o mais indicado nesta andlise.

A diferenca entre as Figuras e mostra que o parametro de suavizacdo deve ser
recalibrado a fim de considerar a influéncia de todas as varidveis no modelo. Isso porque como
foi visto, a razdo de chances estimada quando o parametro de suavizacdo foi igual a 82, ou
seja, igual ao modelo com as varidveis inflacionadas HEALTH_BEHAVIOR ¢ CROWDING,
se assemelhou muito ao modelo binominal negativo, além de ter valores muito grandes. J4 o
modelo com o parametro de suavizagdo igual a 174, ou seja, quando o modelo foi recalibrado,
mostrou resultados muito mais consistentes.

Além disso, a significancia dessa varidvel CROWDING na parte inflacionada traz um ganho
de informagdo nao presente no modelo binomial negativo, que € a possibilidade de analisar

quais varidveis estdo mais relacionadas ao aparecimento ou ndo de casos de COVID-19, ou
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Figura 7.24: Modelo binomial negativo inflacionado de zeros - Variag¢do espacial na razdo de

chances na varidvel inflacionada CROWDING, considerando pardmetro de suavizacdo igual a
82

seja, é possivel fazer uma andlise da razdo de chances. Apesar de ter uma pequena diferenca
entre as estimativas e medidas de ajuste (com vantagem para o modelo binomial negativo),
a inclusdo da varidvel CROWDING na parte inflacionada trouxe alteracio na significincia de

algumas estimativas locais na parte nao inflacionada do modelo.
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Capitulo 8

Conclusoes

O principal intuito deste trabalho foi trazer a abordagem da modelagem de dados de con-
tagem em que existam uma quantidade considerdvel de zeros na distribui¢do. Sendo assim,
partindo do modelo RBNGP, proposto por |Da Silva e Rodrigues| (2014), foi desenvolvido o
modelo de regressdo geograficamente ponderado utilizando a distribui¢do binomial negativa
inflacionada de zeros, denominado regressao binomial negativa inflacionada de zeros geografi-
camente ponderada (RBNIZGP).

Neste trabalho foi desenvolvida uma estrutura geral, onde € possivel entender que as dis-
tribui¢des Poisson, binomial negativa e Poisson inflacionada de zeros sdo casos especiais da
distribui¢do binomial negativa inflacionada de zeros. As simula¢des permitiram verificar que
o algoritmo desenvolvido para a RBNIZGP consegue acomodar todas essas distribui¢des, além
de conseguir modelar dados sem dependéncia espacial.

No estudo de caso, inicialmente foi utilizado o modelo binomial negativo para analisar os
casos de COVID-19 na Coréia do Sul, no entanto, tendo como base no histograma deste niimero
de casos, foi possivel verificar a quantidade de zeros que existia na distribui¢ao, sendo assim,
o modelo mais adequado para tal anélise seria o binomial negativo inflacionado de zeros. Os
resultados mostraram que em algumas localidades, os dados seriam modelados por uma dis-

tribuicao Poisson e binomial negativa, mostrando a flexibilidade do algoritmo. Foi possivel a
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comparagdo do resultados entre os modelos locais Poisson e binomial negativo, pois coinciden-
temente, o melhor parametro de suavizagcdo encontrado foi 0 mesmo nos dois modelos, como
pode ser visto na Tabela [7.10] Além disso, os resultados mostraram que quando varidveis sido
retiradas e/ou adicionadas ao modelo, deve-se estimar novamente o parametro de suavizagao,
a fim de melhor adequar a dependéncia espacial. Outra anélise interessante foi a possibilidade
de analisar a razdo de chances, ou seja, a possibilidade de identificar quais varidveis estao mais
relacionadas ao aparecimento ou ndo de casos de COVID-19. No caso, a varidvel aglomera-
cdo (CROWDING) se mostrou significativa, o que faz sentido e o que levou diversos paises a
decretarem o lockdown.

Portanto, pode-se concluir que o algoritmo RBNIZGP desenvolvido neste trabalho € mais
geral do que os modelos RPGP, RBNGP e RPIZGP, facilitando dessa forma a andlise por parte
do usudrio. Isso porque ndo ha mais a necessidade de verificar qual a distribuicao dos dados
antes da andlise, pois se houver muitos zeros ou se a quantidade de zeros nao for muito elevada,
o algoritmo RBNIZGP ird se ajustar de acordo com a distribui¢do dos dados. Reitera-se que
o uso do modelo binomial negativo inflacionado de zeros s6 faz sentido se houver zeros na

distribuicao.

8.1 Limitacoes do trabalho

Uma das limitagdes deste trabalho seria em relagéo a ideia mostrada na Figura[6.5] que trata
da relacdo entre os modelos na RBNIZGP em sua forma local. Na Figura que representa
a base de dados com estimativas dos parametros de superdispersdo « na distribuicao binomial
negativa inflacionada de zeros, percebe-se na observagao 70, que o parametro de superdispersao
« foi considerado significativo para 10% de significancia, no entanto, as estimativas desta linha
nas respectivas bases de dados (Figuras e ndo sdo iguais ou ndo sdo préximas
devido as estimativas de =y, (ver Figura [7.20c), terem valores nio nulos, mas nio terem sido

significativas, considerando por exemplo os mesmos 10% de nivel de significancia.
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Uma outra limitacdo identificada seria a questao do tempo de processamento do algoritmo.
Na Tabela[8.1]estdo os tempos de processamento dos algoritmos para a fun¢do Fixa e Adptavel,
tendo como base o modelo completo na binomial negativa inflacionada de zeros (Tabela [7.8).
Note que os tempos de processamento do algoritmo RBNGP em comparacdo ao algoritmo

RBNIZGP foram muito menores, sendo necessario apenas alguns segundos para sua conclusao.

Tabela 8.1: Tempo de processamento dos algoritmos

Algoritmo Parametro de Suavizacao
Fixo Adaptavel
Golden Section Search (RBNIZGP) | 06min : 44seq | 01h : 38min
RBNIZGP 00man : 28seg | 11min : 58seqg
Golden Section Search (RBNGP) 00man : 15seg | 00min : 31seg
RBNGP 00min : 1seg | 00min : 2seg

8.2 Sugestoes para trabalhos futuros
Com base nas conclusdes apresentadas, seguem algumas sugestdes para trabalhos futuros:

* Gerar uma estrutura local de significancia, pois em alguns locais o modelo pode ser sig-
nificativo para a distribuicdo binomial negativa, em outros para a distribuicdo binomial

negativa inflacionada de zeros e assim sucessivamente para os demais modelos.
* Verificar uma forma de otimiza¢do no tempo de processamento do algoritmo.

e Analisar o motivo do pseudo R? ter tido uma grande variagdo nos parametros de suavi-
zacdo fixo e adaptdvel (considerando cada modelo), visto que os outros parametros se

manteram estaveis.
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Apéndice A

Algoritmos

Algoritmo 8: Regressdo Poisson Inflacionada de Zeros

Entrada: Dy=0, DiffD=1, offset=0, itr=1

1 po=yly=0], p1=yly>0]

2 p=(y[p1]+ylp1])/2

3 B=[XT[p1,) X [p1,]] ' XT[p1,] log(ps)

4 n=XpB+offset; p=exp(n)

5 zk=1/(1+exp(—Gv—exp(X3)))

6 enquanto (abs(DiffD)>10-6) faca

7 Do=0, D=1

8 enquanto (abs(dif D)>10-°) faca

9 A=(1—-zk)p; z:’r]-i—y;“—offset

10 B=[XTAX]|'XTAz, n=XpB+offset; p=exp(n)
11 oldDo=Do; Do=) 7 ,[(1—zk)(yn—p)]; D=D—oldDg
12 H=[XTA"'X

13 D=0, D=1

14 n=G~; ﬂ:%

15 fim

16 enquanto (abs(dif D)>10-9) faca

17 A=n(1-m); z:n—&—(zk—ﬂ)w(%_ﬂ)

18 v=[GTAG]|"'GT Az

1 n=Gv; =ity

20 oldDo=Do; Do=Y 1 ,(zkn—>_1_,(log(14+exp(n)))); D=D—oldDy
21 H=[GTA|"'G; zk=1/(1+exp(—Gy—exp(X0)))

22 fim

23 OldD=D; D=3, (log(exp(G|po,]v)+exp(—exp(X[po.]8)))+37=; (y[p1](X [p1,]8) —exp(X [p1.]8)) —
24 > i1 (log(1+exp(G)))— 327, (log(y![p1]))

25 Dif fD=0ldD—D; itr=itr+1

26 fim
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cap. A. Algoritmos §A.O.

Algoritmo 9: Regressdo Binomial Negativa Inflacionada de Zeros

Entrada: py=0, DiffD=1, offset=0, itr=1, k=1

1 po=yly=0], p1=yly>0]

2 pu=(ylp1]+ylp1])/2

3 B=[X"[p1,]X[p1,]] 7' X" [p1,]log(n)

4 n=XpB, p=exp(n)

5 zk=1/(1+exp(—G~))(k/(k+exp(X B)))*

6 enquanto ( abs(DiffD)>10"¢ & itr<100) faca

7 dpar=1

8 enquanto ( abs(dif dpar)>10-¢) faca

9 ‘ auxl=1, aux2=1, ,Dk=1, oldy=Fk, itr=1

10 fim

11 enquanto ( abs(dif Dk)>10"%, & aux2<500) faca

12 9=>_7=1 0T (k+(1—zk)y)—OT (k)+log(k)+1—log(k+(1—zk) ;) — (k+(1—2zk)y;) / (k+(1—2k) us)]
13 H=37" | [0°T (k+(1—2k)y) =0T (k)+1/k—2/ (k+(1—2k) i) +((1—2k)y+k) / (k+(1—zk)pi)?)]
14 kO0=k, k=kO0—H 'g, a=1/k, Do=0, D=1

15 fim

16 enquanto ( abs(D)>10%, & auxi<ioo) faca

17 A=(1—zk)p;  AO0=(1—zk)(p/(1+ap))+(y—p)(ap/(14+2ap+a?u?))
18 z=n+(y—p)/(n); B=[XTAX]"'XTAz

19 n=XpB+offset; p=exp(n)

20 oldDy=Dy

21 M=p/(u+k)Y (k/(u+k))*

22 Do=3""_,[(1—2k)(log(M)); D=Do—oldDy

23 auzl=auzl+1; dpar=k—oldy

24 Hb=[XTA0"'X

25 D=0, D=1

26 n=G~

z = et

28 fim

29 enquanto (abs(dif D)>10-¢ ) faca

30 A=n(1-m); zzn—i—(zk—w)ﬁ

31 v=[GTAG]|"'GT Az

32 n=G~y

3 = et

34 oldDy=Dy

35 Do=>"7",(zkn—>_"_, (log(1+exp(n)); D=D—oldDg

36 HI=[GTA]"'G

37 zk=1/(1+exp(—Gr(k/(k+exp(X B)))*

38 OldD=D, D=3}, (~log(1+exp(G[po,]7)+log(exp X [po,)B)+(k/ (k-+exp(X [po,]8))) "+
39 i1 (= log(1+exp(Gp1,]y))+y(p1] log(exp(X [p1,]8) / (k+exp(X [p1,]8))) +k log(k/ (k+exp(X [p1,]8)))
40 Dif fD=0ldD—D; itr=itr+1

41 fim
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Apéndice B

Demonstracao parametros da regressao

Poisson inflacionada de zeros

A demonstracdo dos pardmetros usam a fun¢do de log-verossimilhanca para o vetor de pa-
rametros 8 = (37, ~1)T dada por:

18) = ) log{exp(z]) + exp(— exp(a] B))} Iyico) + Y _log[l + exp(z] )]
i=1 =1
+> {yiw! B — exp(x! B} I im0 (B.1)
=1
ole) T exp(z{ v)zi B z": exp(z] )z
By 2 exp(eT) +exp(—ep@lB) | 2 1+ exp(z)
_ o) 3 —[exp(z]v)]*2i52in exp(z{ ¥)zijzin
T OO0k 570 lexp(z]) + exp(—exp(a] B))]?  exp(z]) + exp(—exp(z] B))
exp( Z v Zngzk: eXP(ZzT"/)ZijZik}
+
Z { L+exp(z] 72 1+exp(z]7)
S eXp(zz ) zijzin(— exp(z]y) + exp(z]v) + exp(— exp(z{ B)))
2 [exp(z7 ) + exp(— exp(a7 B))]2
o3 e Yz e y) <1~ el )
P [1+ exp(z]v)]?
e _ T exp(z] ) zijzin exp(—exp(a] B)) zn: exp(2] ¥)zij ik
T oy0n A= lexp(2]y) +exp(—exp(a] B))2 & 1+ exp(] )]
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cap. B. Demonstracdo pardametros da regressdao Poisson inflacionada de zeros $§B.0.

L_oue)  _ ZeXp(ziT’Y)zz-jeXp(—eXp( 1 B)) exp(a] B)xi,
YT 008 = [exp(zT) + exp(— exp(@] B))2

a1(9) > —exp(—exp(@] B)) exp(@] B)xi S (ixi — exp(aT B)x)
9B; —, exp(z]7) + exp(—exp(x{ B)) L= '
_ 82l(9) _ —[—exp(w?,@)exp(—exp( B))} X5 exp(—exp(a:lT,B))(exp(:ciTﬁ)2:L‘¢jxik
Lam = aos T 2y T e en@TBE |t 22, e + expl— exp(@TB)
7 exp(— exp(x Tﬁ))exp( B)xijxiy i ox
1;0 exp(z]y) + exp(— exp(mTﬁ)) ,;0 s exp(e )
—[exp(a] B))* [exp(— exp(] B))*xijzix . T T312, ..
Lﬁﬁ _ azl(O) _ Z exp(ziT*y)—&—exp(— exp(mZTﬁ)) + exp( exp(mi ﬁ))[exp(mz 16] xzszk;
Pk 0B00y, Pt exp(z{ ) + exp(—exp(z] B))
-y exp(— eXp (x] B)) exp(a] B)zijz S wyan exp(alB)
o= exp(zf7) +exp(—exp(@!B) L '

_ T T o exp (w] B) exp(—exp(=] B))
exp(— exp(a! B)) exp(a! B)wijzi (exp(al B) - SHE Do 0@ A0 1)

o exp(2; ) + exp(— exp(; ﬁ))
— Z TijTik exp(w;fpﬁ)

3;y>0
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Apéndice C

Demonstracao parametros da regressao

binomial negativa inflacionada de zeros

A demonstracio dos pardmetros usam a fung@o de log-verossimilhanca para o vetor de parametros
= (¢,8",~")" dada por:

n ¢ n
() = Z log {exp(ziT'y) + LHGXZW} } Tiyi—o) — Z log[1 + exp(z;f'y)]

i=1 i=1

¢ et e o[ expels
3 {086+ 0] ol + 1) ~loglr )+ ilow | 525

¢
18 B e P

¢
Para as derivadas com respeito a ¢, a funcio (ﬁm) é do tipo f(x)”, e a derivada

desse tipo de fungdo é af x) = f(x)" [log(f( ) + ff(é))m}

st o2 (srs) +0 (rsir) - (Fovitnes?)]
exp(z{y) + [W(%Tﬁ)r

(yi + &) < o) > ¢}
D= h(e) - — LA (L )0
+@yz>o{ Oru) =0 - o@Te +o T % en@lp +o) T 9
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cap. C. Demonstracdo parametros da regressdao binomial negativa inflacionada de zeros§C.0

5) +o ("5 (moerpier)]

¢
81(0) — Z [¢+exlim35)] {log (¢+exp(
¢
8¢> 1;y=0 exp(ziT’y) + [W}
(yi + ) ¢
+ 3 {vora v - IR v (ot ) )

i5y>0
¢ exp(a! B)
S a8 (¢+ex§<w?5)> " (expg)w?ﬁ)w)]
= () + [srassarm]
(yi +¢) ¢
2 { O 4) =90 = L wTh) + o (exp(as;”m T ¢>> }

¢
[2)
<{¢+exp(wfﬁ)} [IOg(qurexp TB))

cxp(m
exp(wTB)Jrzﬁ

921(0)
Loo= 502 = 2.~
o0 sy=0 exp(zl
Pz v) + d>+exp(wT,6)
& ¢ log & exp(z] B)
p+exp(x] B) d+exp(z!B) exp(x] B)+o
+ 3
1;y=0 T ]
xp(=) + | sreirs |
s *[rexp@lB) _exp@lB®) _ _ exp(@ld)
d+exp(zf B) é [exp(@] B)+¢]2  [exp(z! B)+4]?

[
exp(z{ ) + [#@Tﬁ)}
(y: + ¢) + L 2
¢ exp(zIB)+ ¢

+> { (p+ui) — ' (¢) + (=T B) + 3
exp(z? B)
exp(zT,@)+¢):|> 1
1

;>0
¢
o 2]
<{¢+exp(zTﬁ)} {log <¢+exp(wfa)) + (
- T ) ¢
exp(z; v) + |:d>+exp(a:,’irﬁ)i|

+ 2

i;y=0

¢
1;y=0 T ¢
exp(z; v) + |:7¢+exp(:c?ﬁ):|

exp(=] B) 1 1
+exp<a:TB) ¢ exp(zfB)+¢

[9)
N Z |:¢+EXP(=31T!3):| {

¢
T A ?
eXp(zi ) { ¢+exp(z] B) }

, N —1 (yi + ) _ 2
{¢ (¢+ yz) » (¢) +o " + [exp(w;ﬁ) 4 ¢]2 eXp((E;‘Tﬁ) + (j)}

i;y=0

+ 2

;>0
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§C.0.

2
& ¢ log o 4 (—exe@lB)
62l(9) ¢+exp(z] B) ¢-+exp(z] B) exp(zT )+
Lgg = - ogr 5;0 exp(zTy) 4 o P
P T Srep@TB)
) ¢ 1 exp(z] B) ?
1 o+exp(z] B) ¢texp(=] B)
B T 4 — ” . ®

Y= - v

exp(z;7) + [¢+exp(w$ﬁ>] exp(= ) + {¢+exp(wfﬁ)}
- (yi + ¢) 2

+ V(¢ +ui) =Y (¢) + o7 + -
7.%;0 { [exp(x] B) + ¢)2  exp(z]B) + ¢

810g 9log[T'(k)] w/( ) _ (k)

Usando a mesma nomenclatura de Garay et al.|(2011), (k) = T

ex w?ﬁ
gi(x;) = W@Tﬁ) 92(x;) = #@g;), h(zi, x;) = exp(z{v) + [W@Tﬁ)} » Lyg pode

Ser reescrito como:

9°1(8) ([g1.(x:))*log (g1 (x:)) + g2(x)])” 1 [g1(%:)]? [0 [g2(x:)]?]
2 { (1 T ) *

b= T T 2 Bz, ) 26,%) Bz, )
/ -1 (yz + ¢) _ 2 }
+ ;0{ (@+u)—V(d)+o + ep(Th) t oF ~ op@lB) 10
¢ ¢ s exp(z] B)
_ o) B [¢+exp(w?ﬂ>] [log (¢+exp<w? B)> i (ewfm?ﬂ)%)] Ty,
0T 060y 2 % Pz )%
=0 <eXP(ZZT v) + [¢+‘ex§‘mfﬁ>} >
_o%e) [91(x:)]” log (g1 (x:)) + g2 ()] TN,
v T M - i;o_ h(zhxz’)Z eXP(Zi 7)213
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cap. C. Demonstracdo parametros da regressao binomial negativa inflacionada de zeros §C.0.

¢ T ¢—1
@ 1 @ exp(z; B) ) (=) T 8yp. -
2% {“’“"P(m?m] [Og (‘*’*exf’(mf‘”) i (exp(mfﬁw e @Tm+e T BT 912 P A)Tij
Lyg = : = Z — 5
2608, =0 . R
SPEN | reeeTh
$—1 T
o Ty o o o (@l )
@I B o2 P Bwijé (exp(w?mw) [Og <¢+exp<m;5>> + (exp(m?ﬁ>+¢
- 3
i5y=0 T ¢
exp(z; ) + ¢+exp<m$a>]
¢ T T T T 3112
¢ ¢t+exp(z; B) —¢ T ., exp(zj B)w;j(exp(z; B)+¢)—[exp(z; B)] =,
. (exp<w?ﬁ)+¢) [( s fexp(T Ay op? O P A7is + lexp (@ B) 1 912
i;y=0

)
T ¢
exp(z; v) + |:¢ p— 7T ):|

(exp(xz! B) + ¢) ¢exp(zl Bx;; }

+ Z {wexp(w?ﬁ;)x”_
i3y>0

lexp(z! B) + ]2 @ [exp(x] B) + ¢]2
2¢ T T
& 62 (exp(x; B)+¢) T h & exp(z; B)
d)+exp(mlrﬁ):| [exp (= B)+ ]2 é exp(z; B)zij |log dtoxp@T B) - exp(zl B+
= ’Zo o\ 2
ijy= T ?
(eXp(zi n+ ¢+exp(w;r3)} )
¢ T
52 (exp(z) B)+9) s Tave.. |1 s exp(z? B)
lexp (@] B) 1 6]2 ¢ co@lmre ) O Rl | T orey | T co@Tete
- = .
isy=0 cxp(z;.r"y) + 7¢+CXP¢($T‘3)}
k2
2
A (el L ((ewels \ o ewels )
N exp(x] B)+o exp(e] @)+ ) exp(x] @)+ ) exp(x] @)+ )
i;y=0 ®

exp(=T) +
L { exp(x] B)zi; < (yi + ¢) _ 1)}
22 | e @TP) + 9) \(exp(@TB) + 9)
2¢+1 T
A Tay.. s exp(@] @)
¢+exp<mfﬁ>] oxp(@i B)vis [log <¢+cxp(miTB)> * <cxp<m?ﬁ)+¢)]
b 2

¢
$+exp(x] B)

B ¢+lexp(mT,B)Z" og o N exp(x] B)
exp(zl B)+¢ E ptexp(] B) exp(zl B)+¢

()
</J+eXP(wZTI3)

i;y=0

(o7

_ o Y ewels V7
exp(z] B)+¢ exp(z] B)+¢ K

<
Il
o

]
T )
exp(z; ) + ¢+cxp<mfﬁ>]

n { exp(z! Bz, <1IL — exp(z] B) ) }
igso L (exp(x] B) + ) \ exp(z] B) + ¢
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2¢+1

e T, ¢ exp(zl B)
|:¢+cxp(z;r[3) eXp(Cci ﬁ)l’” |:10g (¢+CXP(I?ﬁ>> + (CXF’(E?B)‘HJ’)
@ 2

i;y=0

’ <exp(z? N+ | vt )

[ T T T 2
%) oy ¢(exp(z; B) log ¢ + exp(z; B) _ exp(z; B)
exp(x] B)+¢ I\ exp(@TB)+o d+exp(zf B) exp(z] B)+6 exp(z] B)+4
=0 oxp(zT) +

exp(a:?,@):cij Yi — exp(a:ZT,B)
> { (exp(@78) + &) < exp(@TB) + ¢ ) }

1;y>0

L. _one
P 9085

—

A ¢
¢+exp(z] B)

_2%(e) [91(x)>? T exp(x7 B)4; [log (g1 (x:)) + g2 (x:)]
Lys; = W - Z h(Zi,:ii)Q

33y=0

~

=S [91(x:)1%@45 (pga(x:) log (g1 (x:)) + g2(x:)] — [g2(x:)]?)
h(z;,x;)

i;y=0

; — ex QB,LT/B
+ > {m(xi)“]’ (W)}

i5y>0

e Z eXP(z%r’Y)Zij _ zn: GXP(Z;F’Y)Zij
0, : ¢ ‘1 + exp(z)
i i;y=0 (exp(ziT'y) + [7¢+6X§(w?ﬂ)} ) i=1 p(2 )

9°1(0) lexp (2] ¥)2ijzik exp(z! ¥)zij Zik
Ly = Z - J J

070k . o\ 2 T [ @ r
o T ¢) y Y
o <‘3XP<Zi N+ g > PN | GrmiaTR)
+Z": lexp(2] 7)|*zijzin exp(z])zijzin
1t 1+ exp(zln)

=1

6
—[exp(2f v)[*2ijzin + lexp (2] )] 2izik + 2ijzin exp(z] ) [WM}

L d) 2
i1y=0 <exp(z? )+ [ﬁim%} )

n

+> lexp (=] 7)]* 2521k — exp(2]¥)2ij2ik — lexp(2]¥)]*2ijzin
[1 4 exp(z]~)]?
¢
L T _ 9
zijzik exp(z] ) [qb-l—exp(:c?ﬂ)} exp(={ ) 2ijzin

i ¢ 2_2[1+exp<z?7>]2
=0 (exp(ziT v) + [¢+exlﬂmfﬁ>] ) .

=1

L 9%1(0) > zij i exp(z] ) [g1(x:)]” _zn: exp(2] )z ik
T 9y 0y ot h(zix;)? — [1+exp(z]7)]?
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¢ P+ex Is
Ly, = 0%(0) exp(z] )20 [fb—i—ex}im?m} i )[¢+exp?mgmp exp(a; B)in
R Y gl
5Ok =0 <exp(2f v)+ [W@Tﬁ)} >

1) T
o T ¢ oxp(x, p)
¢Z’LJ:L"L]€ exp(zi 7) |:¢+exp(wfﬁ):| p+exp(z! B)

- =

K o\ 2
i5y=0 <exp(zz-T v) + [7(;5 +ex§w? ﬂ)} >
L. = o%(e) 3 dzijran exp(z] ) [g1(x:)]? ga(x:)
V3 Bk a’}/jaﬁk - h(zixi)2
-1
—¢ { T } e exp(zT B)zi; T T
o) _ 5~ eteecTs| BreoeTon L3 pleelalB) + 6) o) expla] By
9B; i5y=0 T ¢ ¢ i5y>0 ¢ [exp(2f ) + ¢J2
v (2 N+ | s GmTe ’
n Z y.eXP(wiT,@) +¢ [ exp(xlB)zi; B exp(zT B) exp(x! B)z;;
aZo ep!B)  \expa]B)+¢ [exp(x'B) + ]2
¢ ) T
[ ) ¢+exp(x; B) L.
= > | drew@T ﬁ)} ) R R ke ¢ exp(a] B)i;
= 3 - T
= exp(ziT'y) + ¢7+cxp¢(mTﬁ):| 45y>0 eXp(wl ﬁ) te
.. P Bzij
+ i;yz>0 Yi <xlj exp(w;rﬁ) + ¢>

¢ T
—¢ e e, ) i T
. Z p+exp(z] B) ¢+exp(z] B) " Z ¢Cl,’ij (yi — eXp(il:i ,3))
B exp(z] B) + ¢

. 4 .
Bv=0 exp(zfy) + |:<Z>+exp¢(m,rﬁ)} e
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2
(0  ([semtara) [22585])

Lﬁjﬁk:m = Z_

. ¢\ 2
1;y=0 T __ ¢
’ (eXp(zz N+ | sremera) >
¢ T T 3y]2
2 é ¢texp(z; B) [exp(x, B)] @
+ ) ¢ [¢+exp(mfﬁ)} 6 srop(@lB) Tk T ep@l B
é
— T o
=0 exp(z;7) + [¢+exp<m?ﬁ>}
¢ [ & ]¢> (eXp(miT,@)wijzik o [eXp(wiTﬁ)}zl“z’jffik>
_ Z ptexp(a] B) ¢texp(a? B) [texp(@; B)]?
%
— T b
Hw= exp(zi ) + [¢+exp<w?5>}
iy { oij(yi — exp(x] B) exp(®] Bz dwijin eXp(fBZTB)}
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2
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R ¢ 2
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