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Resumo

Nesta tese analisamos um método de controle impulsivo baseado na convergéncia de
trajetorias de um sistema dinamico e sua aplicacao em sistemas que descrevem modelos
epidemiologicos. O método se baseia nas propriedades da estabilidade de superficies
invariantes. O intuito é observar se este método através de impulsos cada vez mais raros
é conveniente e aplicavel para convergéncia da dinamica desses modelos em situacoes sem
a presenca da epidemia.

Palavras-chave: Sistema dindmico impulsivo; Controle; Convergéncia; Variedades in-

variantes.
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Abstract

In this work we analyze an impulsive control method based on the convergence of
trajectories of dynamic system and its application in systems that describe epidemiological
models. The method is based on stability properties of invariant surfaces. This work aims
to observe if the method through rarer impulses is convenient and applicable for converging
the dynamics of these models in situations without the presence of the epidemic.

Keywords: Impulsive system; Control; Convergence; Invariant Manifolds.
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“Have you heard of the finger maidens? They serve the Two Fingers, offering guidance, and
aid, to the Tarnished. But you, I am afraid, are maidenless. I can play the role of maiden.
Turning rune fragments into strength. To aid you in your search for the Elden Ring. You need
only take me with you. To the foot of the Erdtree.”

— Melina — Elden Ring.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos sistemas na natureza sao modelados através de sistemas dindmicos sendo que, esses
sistemas podem ser do tipo regulares ou caoticos. Sistemas regulares sdo bem comportados e
previsiveis, enquanto sistemas cadticos nao possuem uma evolugao bem definida e sdo totalmente
imprevisiveis para tempos muito longos. O controle de sistemas dindmicos é baseado na con-
vergéncia ou na sincronizagao desses sistemas com alguma superficie invariante (pontos fixos,
orbitas periodicas ou superficies de sincronizagao) através do acoplamento de um campo externo
que pode ser continuo ou impulsivo.

Os primeiros resultados na literatura consideravam que para o caso continuo, as condigoes
de estabilidade eram equivalentes a negatividade dos Expoentes Transversais de Lyapunov as-
sociados a uma dada superficie invariante [4], entretanto, mesmo quando o maior expoente de
Lyapunov era negativo, poderiam acontecer pulsos de dessincronizagao devido a presenca de
orbitas periddicas instaveis. Por outro lado, sistemas com expoentes positivos podem ser sincro-
nizados, o que demostra que Expoentes Transversais de Lyapunov nao sao condigoes suficientes
ou necessérias para garantir a estabilidade [5,6]. Para contornar esse problema, foram desenvol-
vidos métodos de retroalimentacao adaptativa, nos quais a forma de controle é continuamente
ajustada e as condigoes de estabilidade sa@o determinadas por fungoes de Lyapunov [7].

Um dos objetivos desse trabalho foi dar continuidade aos estudos de teorias menos especificas
de sistemas dindmicos, uma vez que grande parte da literatura se utiliza de métodos de compara-
¢ao baseados na estabilidade global de pontos fixos. O método consiste em levar a trajetoria para

a direcao da superficie invariante e corrigir através de pequenos impulsos qualquer instabilidade



que ocorra, tal aproximacao é de facil implementacao e permite o controle da velocidade de con-
vergéncia e da estabilidade sem nenhum conhecimento prévio sobre os Expoentes de Lyapunov,
se os intervalos entre pulsos apresentarem um limite superior [16].

A técnica permite dois tipos de condigOes para o intervalo entre impulsos consecutivos, um
fixo e um crescente e variavel, sendo que este ultimo foi escolhido para ser o enfoque desse
trabalho, visto que ele permite que as intervencoes se tornem cada vez mais raras, possibilitando
que possamos minimizar a fun¢do custo associada ao sistema.

Devido ao recente crescimento no estudo da modelagem matematica em sistemas epidemio-
logicos [8-10], surgiu uma necessidade de estudar diversas formas de controle visando a estabi-
lizacdo de epidemias em sistemas populacionais, bem como fornecer ferramentas que pudessem
auxiliar e subsidiar a tomada de decisao de politicas publicas de saide. A contribuigdo origi-
nal desta tese é a aplicacdo do método de convergéncia citado acima, no controle de sistemas
epidemiologicos.

Esta tese esté estruturada da seguinte forma: no capitulo 2 apresentamos uma descrigao geral
sobre Sistemas Din&micos, no capitulo 3 prosseguimos fazendo uma descri¢cao sobre Superficies
Invariantes e como obter os expoentes de estabilidade. O capitulo 4 contém uma abordagem sobre
como calcular o controle impulsivo e a taxa de crescimento entre os intervalos. No capitulo 5, nas
suas primeiras segoes, trata de um apanhado sobre sistemas epidemiolégicos e sua modelagem,
enquanto nas seg¢oes finais se propoe uma contribuigao original da aplicacao de controle impulsivo
para modelos de febre da dengue e sarampo. Por fim, no capitulo 6 apresentamos as conclusoes
dos resultados deste trabalho. Alguns dos algoritmos e cddigos utilizados para obter os resultados

sao apresentados no apéndice.



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos

Um sistema pode ser definido como um conjunto de elementos com um certo grau de agrupa-
mento, uma interagao ou interdependéncia, de modo que exista uma relagao de causalidade entre
esses elementos [11]. Os livros em uma biblioteca, os peixes em um lago, as placas tectonicas
da Terra sao alguns exemplos de sistemas. Um sistema ¢ dito dinAmico quando algumas de suas
caracteristicas mudam com o passar do tempo. Relacionando-se com os exemplos citados aqui:
A retirada de alguns livros, a posi¢cao de um peixe e o encontro de duas placas tectonicas.

Determinar a evolugao temporal dessas grandezas é importante para a construgao de modelos
tedricos, simulagOes e previsoes experimentais: a partir desta observacdo se pode fazer uma
previsao sobre o futuro ou uma explicacdo para o passado. Consequentemente, é necessario
conhecimento acerca das regras que governam a evolugao dessas caracteristicas.

Existem diversas classificagoes para os sistemas dindmicos: (1) Quanto & variavel temporal,
um sistema dindmico pode ser (a) discreto, onde o tempo ¢ é um ntmero inteiro ndo negativo e é
preciso esperar um tempo finito para que um novo evento possa ocorrer, ou (b) continuo, onde o
tempo t é um numero real nao negativo e os intervalos de tempo entre eventos podem variar de
maneira infinitesimal; (2) Quanto ao tipo de modelo, um sistema dinamico pode ser linear ou nao
linear. Sistemas lineares podem ser modelados por equagoes lineares e obedecem o principio da
sobreposigao de efeitos: uma entrada u; produz uma saida y;, uma entrada us produz uma saida
19 e uma entrada u; + ug produz uma saida y; + y2. Em contrapartida, sistemas nao-lineares
nao sdo modelados por equagoes lineares e ndo obedecem o principio da sobreposicao de efeitos:
Quanto aos parametros do modelo, os sistemas dindmicos podem ser classificados em relagao aos

parametros fixos, quando os coeficientes associados ao sistema nao variam na escala de tempo
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da medicao ou a pardmetros varidveis, quando um ou mais coeficientes associados sao fungoes

temporais.

2.1 Sistemas Dinamicos e Equacoes Diferenciais

Uma equagao diferencial é aquela na qual suas variaveis sao fungoes que aparecem na forma

de derivadas, como exemplo, temos:

t2% + tdzgt) + (#2 = b%)z(t) =0 , b= constante (2.1)

2
F(r,t) = m%,. (2.2)

Existem duas maneiras de solucionar um conjunto de equagoes diferenciais: uma maneira
analitica (que s6 é possivel em casos muito especiais) e uma maneira numeérica (que geralmente
s6 é valida para a situagao calculada). Muitas vezes fazemos essas anélises para encontrar um
comportamento qualitativo ou uma familia de solugoes.

Uma das motivagdes para estudar sistemas lineares é a de que podemos modelar vérios
fenomenos usando esse tipo de sistema, com uma determinada precisao. A Eq. (2.1), por exemplo,
é a equagao de Bessel e é usada para estudar érbitas planetérias; ja a Eq. (2.2) é a equagao mais
importante da fisica classica, conhecida como Segunda lei de Newton. Outra motivagao é que

através da linearizacao podemos estudar localmente um sistema nao linear.

2.1.1 Espaco de fase

O espago de fase é um espago de dimensao n onde um ponto, cujos eixos coordenados repre-
sentam a posicao e o momento de cada particula do sistema, define um e somente um estado do
sistema. A medida que o tempo decorre, o sistema evolui e passa a ser representado por outro
ponto no espago. Essa evolugao temporal é determinada por n equagoes diferenciais de primeira

ordem, na forma:

dz,,

Ty :fn(ajlyx%x?ﬂ"' 7xnat)> (23)
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de modo que, como o tempo é continuo, os estados ocupados ao longo do tempo tracam uma linha

e definem uma orbita. O conjunto de equagbes diferenciais que descrevem o sistema fornecem

a construgao das orbitas. As varidveis dependentes x; sao as varidveis de estado enquanto as

funcoes f; definem o campo de velocidade do sistema e a dimensao do espaco é determinada pelo

namero de equagoes de primeira ordem que descrevem o sistema. Uma solugdo x(t) do sistema
dx

(2.3), corresponde a uma das orbitas do espago de fases percorrida por uma velocidade T que

coincide com o campo de velocidades. A essa solugao x(t) é dada o nome de fluxo.

2.1.2 Nocoes de estabilidade

A estabilidade, no que diz respeito a solucao de equagoes diferenciais, é algo bem dificil de
ser descrito matematicamente. Defini¢coes precisas e rigorosas sao frequentemente muito deter-
ministicas, e geralmente nao fica claro, quais propriedades ou defini¢oes sdo mais importantes no

contexto de um problema particular [12]. Vamos analisar o seguinte exemplo:
i=-y, Uy=u, (2.4)
a equagao diferencial acima pode ser resolvida exatamente:
x =rocos(t+v), y=rosin(t+ 1), (2.5)

a Gnica informagao que temos é que a solugao é um conjunto de circulos concéntricos. Se fizermos
uma transformacao em coordenada polar na Eq. (2.4), temos x(t) = r(t)cosf(t) e y(t) =

r(t)sinf(t) e portanto 22 + y? = 0. Aplicando-se uma diferenciacio no tempo ¢:
2xx 4 2yy = 2r7r,
que pode ser reescrito por:

=~ (@i +yp). (2.6)
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Diferenciando as defini¢oes de z(t) e y(t)

T =7rcosf —rfsinf

§ = 7sinf — r cos
multiplicando & por —sin# e g por cosf e somando as duas, obtemos:
—&sinf + gy cosf = r6.
Em seguida, dividindo a equagao acima por r e usando sinf = y/r, cosf = x/r temos:

: oY —yd
= ———. 2.7
> (2.7
As Egs. (2.6) e (2.7) nos permitem trabalhar em coordenadas cartesianas e polares, substi-

tuindo a Eq. (2.4) temos
F=0, =1 (2.8)
cuja solugao é
r(t)=rg, O(t)=t+ (2.9)

ouparat =10

concluindo-se que as solucbes sao circulos cujo movimento tem velocidade angular igual a 1.
A origem, r = 0, é um ponto estacionario. Para discutirmos a estabilidade, é necessario um
contexto.

Se essas equagOes representarem uma particula que queremos colocar na origem, se sua posi-
¢ao inicial nao for a prépria origem, esta particula jamais permanecerd na origem. Dessa forma,
se quisermos classificar a origem como estavel, se todas as condi¢Oes iniciais tendem a ela, a ori-
gem nao é estavel. Se colocarmos a particula muito proxima da origem, ela permanecera proxima

da origem, portanto a origem sera estavel. Por outro lado, se as equagoes sao uma aproximacao,
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podemos estar mais interessados em observar se solugoes de equagoes ligeiramente diferentes pos-
suem a mesma forma. Considerando um segundo exemplo, adicionando uma pequena pertubagao

ao exemplo anterior
F=e? 0=1 €>0. (2.10)

Dessa forma, se r(0) # 0, as solugoes tendem a infinito em um tempo finito, isso implica que
o sistema é instavel, nao porque as solugoes divergem, mas também porque a solugao do sistema
original é diferente da solugdo para o sistema perturbado. Com esses exemplos, podemos notar
que existem diversos tipos de estabilidade para um mesmo sistema. Nesse trabalho daremos
énfase a ponto de equilibrio e estabilidade no sentido de Lyapunov.

Considere a equacao diferencial
&= f(x,t), zeR" (2.11)

Definigao 2.1. Um ponto x € estdvel sequndo Lyapunov se para todo € > 0 existe um & > 0 tal

que, se |r —y| < 0 entao

(@, 1) —d(y, )| <e

para todo t = 0.
Isso é mostrado na Fig. (2.1).

Definicao 2.2. Um ponto z € quase-assintoticamente estdvel se existe um § > 0 tal que, se

|x —y| < 6 entao |¢P(z,t) —Y(y,t)| — 0 quando t — oo,
como ¢é mostrado na Fig. (2.2).

Definicao 2.3. Um ponto = € assintoticamente estdvel se ele € estdvel sequndo Lyapunov e

quase-assintoticamente estdvel.

Demonstrado na Fig. (2.3).
Um ponto assintoticamente estavel x* tem como caracteristica atrair todas as trajetérias
x(t) contidas em uma hiperesfera centrada em x*. Se esta hiperesfera tiver raio finito, z* é

denominado localmente estavel, ja se a hiperesfera tem raio infinito, o ponto é denominado
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B(0,€)

Figura 2.1: Ponto estével segundo Lyapunov

B(0.4)

~
()
\ !
-

Figura 2.2: Ponto quase-assintoticamente estavel

globalmente estével. Se, dada uma pertubagao na condigao inicial z(0) = z* , e x(t) permanece
dentro de uma esfera centrada no ponto z* com o passar do tempo, o ponto é denominado
marginalmente estavel. O ponto sera instével se, dada um pertubagao na condi¢ao inicial z(0)

= z* , z(t) nao se encontra dentro de uma esfera centrada no ponto z* em um tempo finito.

2.1.3 Classificagao dos pontos de equilibrio

Dado um sistema dindmico de n varidveis

dr
— = A¥’ 2.12
T — a7 (212
onde 7 é a posi¢ao do sistema no espago de fases e A é um operador linear. Num espaco de fase
com duas variaveis x e y, a representagao matricial da Eq. (2.12) é

T AH A12 T

y Ay Az |y

Se o determinante da matriz A é nao nulo, existe um ponto de equilibrio localizado na origem.

A existéncia de valores proprios da matriz A implica que existem dire¢oes nas quais o estado se

afasta ou se aproxima do ponto de equilibrio. Esses valores satisfazem a equacao

A7 = \F. (2.14)
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Figura 2.3: Ponto assintoticamente estavel

Para linearizar fazemos

An—X  Ap
A A — A

=0

(A11 — A)(A22 — A) — A1pA21 =0

A% — (Aqp + Ago) A + Ay Agy — A12A21 =0
ou simplesmente
AN —tr(A)\ + det(A) =0, (2.15)

denominada como equagao caracteristica, onde det(A) e tr(A) sdo, respectivamente, o determi-

nante e o traco da matriz A. Resolvendo a equacgao caracteristica para A\ temos:

O \/[”(A)} t det(A) (2.16)

2 2

na qual as raizes da Eq. (2.16) se relacionam com a existéncia de vetores proprios do espago de
fase, que caso sejam nimeros complexos nao irdo existir vetores proprios, e, se existe uma tnica
raiz real, existe também, desde logo se existe pelo menos um vetor proprio e se existem duas
raizes, ha dois vetores proprios linearmente independentes [13].

Faremos agora uma analise do comportamento de .
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Ponto de sela

Caso o determinante de A seja negativo, temos

\/ [”(QA)} T der(a) > ”(QA),

o que implica que a Eq. (2.16) tem dois valores proprios reais, um valor positivo e outro negativo,
linearmente independentes. Na dire¢ao do valor positivo, a fungao se afasta da origem; enquanto
na direcdo do valor negativo, a funcio se aproxima da origem. A este ponto de equilibrio instavel

se da o nome de ponto de sela.

Noés estaveils e instaveis

Caso o determinante de A seja positivo, porém menor que o termo (tr(A)/2)?, existem duas
solugbes para Eq. (2.16), ambas com o mesmo sinal do trago da matriz A. Se essas solugoes
forem negativas, existem duas diregoes no espagco de fase nas quais o estado se aproxima do ponto
de equilibrio, sendo que este ponto de equilibrio é denominado né estavel. Caso essas solugoes
sejam positivas, existem duas diregoes no espago de fase nas quais o estado se afasta do ponto

de equilibrio, designa-se este ponto de equilibrio como né instavel

Focos e centros

Caso o determinante da matriz A seja maior que o termo (t7(A)/2)2, as solugdes da Eq.
(2.16) sao nameros complexos. O sinal da parte real determina se as curvas se aproximam ou
se afastam do ponto de equilibrio. Se a parte real é negativa, as curvas se aproximam do ponto
de equilibrio, chamado de foco estavel; caso seja negativo, as curvas se afastam, nesse caso o
ponto de equilibrio é chamado de foco instavel. Se por ventura o trago da matriz seja nulo,

todas as curvas de evolugao sao ciclos e ponto de equilibrio é chamado de centro.

Noés proprios e improprios

Na condicdo de que o determinante da matriz A seja igual ao termo (tr(A)/2)?, existe uma
tnica solucao, que é real. Nesta conjectura é necessario fazer uma segunda analise: se a matriz
for diagonal, os elementos da diagonal sdo ambos iguais ao valor proprio, ou seja, todas as curvas

de solugao do sistema sao retas que passam pela origem, se o valor proprio é positivo a solugao

10
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se afasta (n6 proprio instavel), se for negativo a solugao se aproxima (né préprio estavel);
quando a matriz nao é diagonal, o ponto de equilibrio se denomina né improéprio, que possui
duas curvas de evolugao reta (ambas na mesma diregao) e as demais curvas se acumulando nessa
diregao. Se o valor proprio é positivo o né € instéavel, se o valor proprio é negativo o no é estéavel.

A figura 2.4 apresenta um n6é improéprio estavel.

Figura 2.4: Ponto estavel segundo Lyapunov

11



Capitulo 3

Superficies Invariantes

Neste capitulo explanaremos algumas caracteristicas e definigoes referentes as Superficies
invariantes além de suas propriedades de estabilidade, tais anélises servirao de base para o

estudo de controles impulsivos em sistemas dindmicos.

3.1 Algumas definicoes importantes

As superficies invariantes sdo caracterizadas por sistemas de equacoes definidos em anéis de

fungoes.

Definigao 3.1 (Anel de fungao). Dado um espago vetorial IR, é uma estrutura algébrica que

consiste em um conjunto A
A=TR"® = {f:TR" — IR} (3.1)
com um elemento neutro e associado com as operagoes bindrias de adi¢do
(f +9)(x) = f(z) + g(x)
e multiplica¢do
(fo)(z) = f(z) + g(),
que satisfazem as propriedades de:

12
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o Associatividade da adi¢ao: (Y a, b,c € A): (a +b) +c =a + (b +¢)

e FEzisténcia de elemento neutro (0) da adicao: (Va € A):a +0=0+a =a
e Existéncia do simétrico da adigcao: (Va € A)3be A):a +b =10

o Comutatividade da adigao: (V a, b€ A): a +b =b + a

o Associatividade da multiplicagao: (V a, b, c € A): (a-b)-¢c=a- (b-c)

e Distributividade da multiplica¢ao em rela¢ao a soma: (VY a, b,c € A): a- (b +¢) =a-b

+a-bAN(a+0b)c=a-c+b-c

Definigao 3.2 (Superficies e Ideais). Um subanel (conjunto fechado com relagao as operagoes

de adi¢ao e multiplicagao) R C IR™8 . Para todo ideal I C R definimos uma superficie:
S(I)={x € IR"|f(x) =0Vf eI} (3.2)
de maneira reciproca, considerando a superficie S em IR™R, definimos o ideal:

1(S) = {f € RIf(S) = 0}. (3.3)

Se I(S) = @, a superficie S nao estd definida em R; Se I(S) # @ e S C S(I), a superficie
S estd parcialmente definida em R; Se S = S(I), a superficie S estd definida em R.

Definigao 3.3 (Operador diferencial). Um operador diferencial é um mapa D : IR™® — TR"E,

tal que para todo f, g € IR™® temos:

D(f+g) = D(f)+ D(g);

D(fg) = D(f)g+ fD(g) (3.4)

onde o mapa D € chamado de operador diferencial. As derivacoes interessantes nesse trabalho

tem a forma:

D = D1i+--~+Dni,Die]I]R{”R
8$1 8$n
0
Dp = ) Fip- (3.5)

13
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Para a derivacao D dada em 3.5, podemos associar um dado sistema de equacgdes diferenciais

ordindrias em TR™®

xlle(:Ulv 71:71)7 i = 17 5 T (36)

Trataremos agora de algumas proposigoes que nos permitirao desenvolver uma abordagem

sobre a estabilidade [14,15].

Teorema 3.1. Dado um sistema do tipo

dx
il F(x), xe€ W, (3.7)
onde X = (x1,T2,23, + ,Tpn), F(x) é um campo vetorial qualquer, e W € um conjunto aberto

onde F (x) é bem definido, e um anel R onde Dp € fechada no anel.

o Se howver um ideal I = (I1,1s,--- ,Ip) finitamente gerado de R, de modo que:

Sr#0

entao St € uma superficie invariante do sistema dado pela Eq. (3.7)
e Se S é um invariante do sistema (3.7), entao Dp(Ig) C Ig.

Demonstragao 1. Dada uma solu¢io X (Xo,t) do sistema (3.7) e um que G € R que seque

uma derivagdo por regra da cadeia do tipo

L (G(X(Xo,1) = (DR(@))(X (Xo,1) (39

temos:

e Dado um conjunto de geradores de I e como Dp(Ig) C Ig logo,

Dp(L;) = LijI;
j=1
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com Lij € R. Se Xg = X(0,t) temos

I(Xo) = I2(Xo) = -+ = Ip(Xo) = 0.

Como

d .
o = Ji(X(Xo,1) = Lij(X (X0, ) (X (Xo, 1), i=12-" ¢
7j=1

temos portanto:
[Y1(t), Ya(t), -+ Yo(t)] = [[1(X (Xo, 1)), [2(X (X0, 1)), - -, Iy (X (Xo, 1))]

como solucao de um sistema de equacgédes diferenciais homogéneas do tipo

q
Y =Y Lij(X(Xo,1))Y;,
j=1
com condigao inictal 0,0, -- 0], resultando em I;(X (Xo,t)) = 0 para todo j. Esse resul-
tado implica em X (Xo,t) € S(I).

Do teorema anterior, temos duas ideias importantes: uma condic¢ao suficiente para a existén-
cia de uma superficie invariante e uma condi¢do necessaria para a existéncia de uma superficie

parcialmente definida em R.

Teorema 3.2. Dado um anel R fechado por Dp em R, se uma superficie S do sistema (3.7) é
parcialmente definida em R e Is € gerado de maneira finita, temos Sty O S como uma superficie

invariante do sistema (3.7).

Se uma superficie é parcialmente definida em um subanel com ideais gerados finitamente,

existe uma superficie invariante definida nesse subanel.

Corolario 3.1. Dado um subanel com ideias gerados finitamente e uma solu¢ao X do sistema
(3.7), se existe uma fun¢ao nao-nula pertencente a esse subanel tal que b(X(Xo,t)) = 0, entdo

existe uma superficie invariante definida nesse subanel.

Corolario 3.2. Seja uma solugio X do sistema (3.7), se existe uma fun¢ao polinomial b tal
que, b € nula ao longo da trajetoria, entao esse sistema tem uma superficie invariante polinomial

contendo essa trajetoria.

15
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Definicao 3.4. Dado o sistema (3.7), um subanel R e um ideal gerado finitamente I C, I é

fechado sob derivac¢ao D e que S; # (), define-se o mapa:

Pr:R" - RP,

x — (I1(x),I2(x),- -, Ip(x)). (3.9)

a tmagem da superficie S em Py € a origem de RP.

Através do mapeamento Py, o sistema (3.7) se torna um novo sistema de equagoes diferenciais

ordinarias com p variaveis, de forma que
L= Lij(X(Xo,t))I;, i=1,2,--,p. (3.10)
j=1

Podemos associar a superficie invariante com a origem do sistema de coordenadas I; e a evolugao
é dada por (3.10), e a estabilidade da superficie invariante é reduzida a determinar a estabilidade
do ponto fixo na origem. O sistema (3.10) é um sistema diferencial com coeficientes dependentes

do tempo, que dependem de duas consideracoes:

e A escolha feita para os geradores de I.

e O Mapeamento (3.9), embora definido completamente pelo conjunto I;, ndo gera uma

forma tnica para (3.10). Assim, temos:
' P
L= (Lij+ Y pigeli) ;= ) Li(w) (3.11)

j=i ki j=1

onde L é uma matriz e p;j; € antissimétrico com respeito as duas tltimas componentes e

pertencente a R.

Teorema 3.3 (Desigualdade de Wazewski). Dado um sistema linear nao-auténomo, na forma

matricial
=Lt (3.12)
Usando a matriz L podemos escrever uma matriz hermitiana H

H— %(L(t) LLT(1). (3.13)

16
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Definindo a norma
1x[[* = {z,z)

e dado um V(t) = (I(t,Xo,to,I(t,Xo,t0)) (que € uma fungao de Lyapunov para a Eq. (3.12),

podemos usar a definicao da matriz H e escrever:

. 2(I(0), HI()
e O O

usando a propriedade do menor (\) e do maior (A) autovalor das matrizes hermitianas, temos:
A(t) (7)< (@, H(t)z) < A(t)(x,2), Va
onde deduzimos que

20(t) <

Q“g‘

(ln V) < 2A(t),
com' V. = ||I(t)||? e integrando o resultado acima, temos:

Ilfeap | /t:mdt'] < 1t Tovto)l| < o eap | /t:Aa’)dt’] (3.14)

Corolario 3.3. Para todo t >ty e A(t) < 0, o sistema € assintoticamente estdvel.
Corolario 3.4. Para todot > ty e A(t) > 0, o sistema € instdvel.

Teorema 3.4. Para um dominio aberto wy, C W que contém a superficie S e x pertence a esse

dominio aberto, temos algumas possibilidades:
e A(x) < 0, a solugao converge para a superficie S, assintoticamente estdvel
e A(x) < 0, a solu¢ao nunca sai de wy, superficie estdvel
e \(x) > 0, a solugdo deiza wy, a superficie é instdvel

Demonstragao 2. Considere que o conjunto wy, é mapeado por 3.9 em um dominio aberto em

torno da origem, este mapeamento contém uma bola aberta p-dimensional, dada por

B, = {I e R?/|[1|| < v?} (3.15)

17
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para um v e A(X) < 0 ou A(X) < 0 e toda vez que uma solugao de Eq. (3.10) come¢ca em B,,
os coroldrios anteriores sdo vdlidos em todos os pontos de B,. O dominio Il € a pré-imagem

da bola sobre Eq. (3.9).

Podemos concluir que, os sinais dos autovalores da matriz H no dominio wy, determinam o
comportamento do fluxo, nas proximidades da superficie invariante. Um escolha adequada para
L é necessaria para mostrar de forma explicita esse dominio, isso se deve ao fato do método estar
intimamente ligado com as func¢oes de Lyapunov apropriadas. Para superficies de dimensao n—p
> 0, com p no intervalo aberto entre 0 e n, os teoremas 3.3 e 3.4 sdo generaliza¢oes de fungoes
de Lyapunov.

Ainda temos a necessidade de determinar um dominio de atracdo, mesmo possuindo uma
superficie invariante que satisfaca o teorema (3.4). Dessa forma, dado um conjunto wy uniao de

todos os conjuntos wy,, temos:

Teorema 3.5. Seja um sistema dado pela Eq. (3.7) com uma superficie invariante S e que
satisfaca a condi¢ao do teorema (3.4), A(x) < 0, para uma regiao "‘JII C wy, temos que uma bola
p-dimensional para o mapeamento (3.9) estd contida em wII e € subconjunto de uma bacia de
atracdo da superficie invariante, desta maneira, o dominio de estabilidade de S em um mdximo

m positivo €é:

T.(S) = {X/I(X) € B} C wy. (3.16)

3.2 Expoente de estabilidade da superficie invariante

Nessa secao iremos tratar de expoente de estabilidade, tal como visto em [16]. Retomaremos
a definigdo da Eq. (3.7), de sua superficie invariante de dimensao (m — p) em R” e de I = (I).

Escrevendo a evolucao do vetor normal,

HONES \/112(X) +I3(x) + -+ [3(x) (3.17)
e sua derivada temporal
IOl _ —
L DIl (3.18)

18
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onde H é a matriz hermitiana e i ¢ dado por:

1(t)
i= (3.19)
JHON
Integrando a Eq. (3.18)
") |1 /t
= | (), H{)i(t"))dt
/to ILAGHT R
t
@] = [1T(o)[| exp [/t (i(t"), H(ti(t)at' | ; (3.20)
0
que também pode ser escrita na forma
It !
y(t) =In LIl :/ G, H(t)i(t'))dt'. (3.21)
)l Ji
Considere a seguinte transformacao de coordenada:
v, = Li(x), i=1,2--,p, (3.22)
zi, = Ji(x), i=1,2,--- ,m—p (3.23)
onde I(x) é chamada de variavel paralela e J(x) de variavel transversal.
Assim podemos reescrever o sistema (3.7) como:
dI(t)
— = L(LJ)I .24
- (L.3) (321)
dJ(t)
— = PI,J 3.25
- (1.9) (3.25)
onde P = (P, P, , P,_,)". Considerando o termo ||I(x(¢))|| muito pequeno, temos:
dI(t
d(t) = LOI=0,J)I=Lg(J)I (3.26)
dJ(t
d(t) = PI=0,J)=Pgs(J). (3.27)

. Seja o fluxo ¢(Jp,t) uma solucao para a Eq. (3.27) tal que, ¢(Jp,0) = Jo, J(0) = (Jo) e I(0)

19
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= (Ip), assim a Eq. (3.26) se torna:

T L6030, )1 (3.29)
com solugao:
I(t) = C(Jo,t)Ip; C(Jo,t) = T(t)Y(0), (3.29)

onde v(t) é a matriz fundamental do sistema (3.26) e C(Jo, t) ¢ uma matriz quadrada de dimensao

p que satisfaz as seguintes propriedades:
e C(Jo,0) = I, I, é a matriz identidade de dimensao p
e C(Jp,t+s) = C(J(t),s)C(Jo,t)

A matriz C(Jo,t) define um mapa C : R? x R — RP*P que é um co-ciclo (cocadeia fe-
chada em um topologia algébrica) do sistema (3.26). Fazendo uso do teorema de Osedelets [17]

estabelecemos o seguinte limite:

hm 71 HC(JO7 )IOH
t—oo t ITo]|
I(t

oot (ko)

que iremos definir como expoente de estabilidade da superficie invariante.

Aplicando uma derivada temporal em i, temos:

di(t) |1t R — x(p) A0l
dt T2 ’

(3.31)

substituindo a derivada temporal de I e de ||I|| na equagao anterior,

ditt) _ |0 T — 10 A
at T2
di(t)  LI-— L(i, Hi)
-~ )

di(t)

= L(LJ)i—i{,H(,J)i).

20
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Reunindo os resultados obtidos até agora, temos:

did(;) = Ls(D)i - i{i, Hs()i), i(to) = 1o
dilgf) =Ps(J), I(to) =Jo
ngiSft) = (i,Hs(J)i), y(to) =0

Usando a solugao y(t) do sistema acima temos que o expoente de estabilidade pode ser

reescrito como

y(t)

lim In =—=~.
t

Terminaremos esse capitulo admitindo que usando o teorema (3.3) os limites superior e infe-
rior do expoente de estabilidade d sao dados respectivamente pelo maior e pelo menos autovalor

da matriz H

A (Jo) < d(io, Jo) < Ag (o). (3.32)
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Capitulo 4

Controle Impulsivo - Quantidade e

Qualidade do Impulso

Nos capitulos anteriores, descrevemos sistemas dindmicos e superficies invariantes, neste ca-
pitulo, por sua vez, iremos abordar conceitos sobre sistemas dindmicos impulsivos, detalhando
um método de controle cujo objetivo é levar as trajetorias e manté-los em sua superficie in-
variante. Nos tultimos anos, o controle impulsivo tem sido estudado nas mais diversas areas
do conhecimento e com aplicagoes diversas: gerenciamento ambiental, telecomunicagoes, trans-
portes, controle de informagoes [18-20]. Controle impulsivos sdo caracterizados por mudangas
abruptas e "instantaneas"(a duragao de cada uma das intervengdes é infinitesimal), esse tipo de
controle pode ser usado para diminuir custos e também em sistemas nos quais controles conti-
nuos sao dificeis de serem aplicados ou mesmo impossiveis, como exemplo ilustrativo podemos
citar o seguinte: Imagine uma estacao espacial, ela deve ser mantida a uma certa distancia da
Terra e possui uma quantidade limitada de combustivel. Com o decorrer do tempo, devido a
perturbagoes gravitacionais, pressao da radiagao solar e outras forgas néao inerciais ela vai per-
dendo altitude, nesse caso, os diversos propulsores precisam fazer pequenas corregoes orbitais,
estas correcoes devem ser precisas e eficientes para minimizar o uso de combustivel. Além da

qualidade do impulso outro objeto de estudo deste trabalho sera o espagamento entre elas.

4.1 Consideracoes Importantes

Vamos inicialmente tratar da definicdo de controles impulsivos e tratar de alguns teoremas:

22
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Definicao 4.1. Dado um sistema, cuja varidvel de estado é x € R™, um conjunto de instantes
T =1, comT, € R, 701 > 7 V k, k € N* e um conjunto de leis de controle U(k,x) € R™.
Para cada 1y, x € modificado impulsivamente para x(1y,) = x(1, ) + U(k,x) tal que a saida y =
g(t,z), g R — 4+ xR" = R™, y € R™, se aprozima de y* € R quando k — oo. A lei de controle

é chamada de controle impulsivo [21].

Sistemas de controle impulsivo sao classificados em trés tipos, baseados em suas leis de

controle. O tipo I é dado por:

Az =U(k,y), t=m4(2) (4.1)

no sistema anterior o controle impulsivo é implementado por saltos abruptos em alguma das

variaveis de estado. O controle tipo II é dado por:

x(t) :f(t,l‘,ﬁ), t#Tk(x)
Az =ju(z),  t=m(x) (4.2)

y=g(t,z,u), u=n(ty),

nesse sistema u é uma lei de controle continuo e o sistema em si é impulsivo.

O controle do tipo III é dado por:

x(t) :f(t"T’a)? t#Tk(x)
Az =U(k,y), t = 1(x) (4.3)

y=g(t,z,u), a=y(ty).

Esse tipo de sistema apresenta dois tipos de controle, um continuo dado por @ e um impulsivo
dado por U.

Vamos utilizar agora o seguinte sistema impulsivo, dividido em duas partes: a primeira parte,
para um tempo t # t, e a segunda para um tempo t = t,, onde t, é o tempo onde ocorre o

n-ésimo impulso.

L )
WO ) i) (4.0
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Ax(t) = i(ty) —i(t,)

n

Ay(t) = y(th) —y@t) (4.5)

t} e t, sao respectivamente os limites vindo pela direita e pela esquerda, quando ¢ tende a
t,. Por se tratar de um controle impulsivo, o sistema é modificado apés o tempo t,, com isso

definimos que y(t,") = 0 [16], portanto

Ay(t) = —y(ty).

O impulso atuando em ||I|| pode ser escrito da seguinte maneira:

L&) = 1) o
an = exp(ﬁn) (46)
Bn = —y(t,)+ Bn.

No intervalo delimitado por dois impulsos consecutivos n — 1 e n e retomando a Eq. (3.20)

I(0)]| = [1E(t0)] exp [ / <i<t/>,H(t/>i(t/>>d4 ,

temos:

DI = Il exo [ [ <i<t>,H<t>i<t>>dt]

1T 1L(t5_ 1)l exp(y(t,,) (4.7)

substituindo a equagao anterior em Eq. (4.6)
IL(EDI| = (1Lt 1)l exp(Bn) (4.8)

usando uma

A forma integral da Eq. (4.7) pode ser interpretada da seguinte maneira: Estamos entre dois
instantes t,,—1 e t,, o valor do vetor de norma imediatamente antes de t,, dado por ||I(¢,,)|], é
igual ao valor do vetor de norma imediatamente depois de t,_1, dado por || I(t;_,)||, multiplicado

por um termo exponencial da integral do produto escalar (,) "varrida"no intervalo imediatamente
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depois de t,,_1 até imediatamente antes de t,,.
Utilizando uma recorréncia e ||Ig|| como condicao inicial, podemos escrever a Eq. (4.8) na

forma de um somatério:

X1 = [ITto| exp (Z Bi) ; (4.9)

=1

para todo t € (tp—1,tn)

L) = [[L(to) | exp [Z Bi+ Y yt) +y() (4.10)
i=1 =1

[T = [[X(to) | exp [ZB#Z/: (i(t),H(t)i(t)>dt+/+<i(t),H(t)i(t)>dt]- (4.11)
i=1 i=1 Yt t

n

Usando as Eqs. (4.6) e (4.11):

Bi = —ylt;)+ B

Z/Bi = —Zy(t;)JrZBi
=1 =1 =1

S f{ G(), Hi()dt  n

YBi o= —tn — +3 B (4.12)
i=1 " ‘

e reescrevendo uma parte do expoente da Eq. (4.11)

n Sy G H@OI)d+ [ G H@i)dt
Sl ) = 1 t (1.13)
=1

com essas duas equagdes, fazendo o limite de n tendendo ao infinito e fazendo uso novamente do

teorema de Osedelets, temos:

lim = (Z/: (i(t),H(t)i(t))dt) = d(ip, Jo) (4.14)

(i(t),H(t)i(t))dt) = d(ip, Jo) (4.15)
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portanto, a norma do vetor ||I]| se torna:

Il = [Xo| exp

zn: B; + d(io, Jo)(t — tn)] . (4.16)

i=1

Para dois impulsos consecutivos n e n+1, d(ig, Jo)(tn+1 —tn) se torna d(ig, Jo) Ay+1, no intervalo

t € Jtn, tnii]

> " B; +d(io, Jo) Ant1
=1

1T} < [ITof exp (4.17)

Logo, a condigdo para que o sistema convirja para S, ou seja:
lim ||I(t))] =
Tim [I(5})]| = 0

é que

nh_)rr;o <§”: Bi) = —00 (4.18)

Por ultimo, podemos considerar um conjunto formado por todos os atratores de trajetoria
cujas condigoOes iniciais pertencem a superficie invariante S, para qualquer elemento a desse
conjunto, definimos um Dg(a) = maxd(ig,Jo,) e um Dg = max Dg(a), e precisamos saber como
a desigualdade Eq. (3.32) possibilita encontrar o intervalo entre dois impulsos que garanta a
convergéncia. Dado um valor Eg = max Ag(a), onde novamente Ay é o maior autovalor da

matriz, pela desigualdade Eq. (3.32), Dg < Eg e se

n
nh_g)lo <Z1 B; + ESAn+1> = —00
1=

garante que

n
11151010 (Z B; + DSAn+1> = —00
=1

satisfazendo a Eq. (4.18) [16].
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4.2 Impulsos Regulares e Espacados

Vamos iniciar essa sessao relembrando da Eq. (4.6),

1) = 1) lan
ap = eXp(ﬁn)
Bn = —y(t,) + Bn.

Esse sistema define a forma do impulso atuando no vetor de norma ||I||. Se escrevermos
B, = —aA,,

para a > 0, temos

[o¢]
Z Bi = —a(t —ty)
n=1

cujo limite

lim (—a(t, —t9) + DsApt+1) = —00 (4.19)

n—o0

satisfaz a Eq. (4.18). Desse modo podemos fazer duas analises, uma delas é definir um limite

superior (§) para os intervalos A,, onde temos:

A, <6 (4.20)
lim (—a(tn — o) + DsAni1) < f_ol(—a(tn — tg) + Dgd). (4.21)

Se definirmos Ag = § todos os intervalos serdo iguais, portanto teremos um controle impulsivo
regular.

Uma outra andlise é definir um S positivo e menor que « tal que:

lim (—a(t, —to) + BA,) = —o0, (4.22)

n—oo
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aqui a condicdo 8 < « é para que o limite continue tendendo & menos infinito, para que o limite

lim (—a(tn — to) + DSAn—H) < nh_g.lo(—a(tn — t()) + ,B(tn — to)) = —00

n—oo
seja satisfeito temos:

ﬁ(tn - tO)

A <
n+1 DS

: (4.23)

nesse caso temos um controle impulsivo espagado. No controle impulsivo espagado, ty e t1 sao
escolhidos, enquanto os demais satisfazem a condi¢ao acima. Como exemplo da construcao dos

intervalos de tempo, temos:

to=0 t; =t (4.24)
p p
Ay =t —ty=t+——t
2 Ds — t2 +Ds
p p p p p
A= — [t + —=—t t3=—|(t+ —1 t+ —t.
3 Ds + Ds — 13 Ds + Ds +1+ Ds

4.3 Exemplos numéricos

4.3.1 Modelo Kolmogorov

Uma das primeiras tentativas de descrever a dindmica de interagao entre espécies, foi o
modelo de Kolmogorov [22], este modelo descreve as mais diversas relagoes ecologicas, como por
exemplo: presa-predador, também conhecido como modelo Lotka-Volterra, onde se supoe que a
populagao de presas tem alimento abundante, que os predadores se alimentam exclusivamente
das presas e as mudancas nas populagoes sao proporcionais ao seu tamanho; competicao, onde
duas ou mais espécies lutam por um determinado recurso, que é considerado abundante mas nao
o suficiente para todas as populacoes; mutualismo, onde duas ou mais espécies interagem entre
si, e cada uma se beneficia [23,24].

Como primeiro exemplo, iremos usar um modelo de Kolmogorov adaptado, sem nos atermos
muito a significados reais e praticos do modelo. Em uma dada regido, existem trés espécies: =z,
y e w. As espécies x e w encontram alimentos abundantes em todo o tempo, os contatos entre
T ey e entre x e w sdo maléficos para x e benéficos para ¥y, a populacao y e w sdo diminuidas

por uma taxa que depende do tamanho total da populacdo y. A dindmica entre as populagoes é
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descrita matematicamente abaixo:

ax w6

o = € Tw—dzy

d

d—g: = ~vyzw+ dxy — By (4.25)
dw
— = kw—y.

7 w — Py

Nossa superficie invariante seré considerada como a situacao sem as populagoes y e w, isso

significa:
S ={z,y,w € Rly =0,w = 0}.

O vetor I = (y, w)T e portanto a matriz L que satisfaz a Eq. (3.12) sera dada por:

ox—B vz
L(t) — K
—¢ k
e a matriz H, dada pela Eq. 3.13, seré:
dr — B 77w2—¢
H(t) =
7$;¢ k

Os expoentes de estabilidade sao calculados pela parte real dos autovalores da matriz L. Seus

autovalores dj e dg sao:

1 B k 1
d1:§(5m—§+§+§\/52962—23533—251956—47(;596-!-32+23k+k2

1 1
d2:§5x—§+§—§\/521:2—23(593—2514:56—47(;51:—1—32+QBk:+k‘2

A quantidade Dg é calculada como:

DS = max{Re(dl), Re(dQ)}
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Calculando os autovalores e e es da matriz H temos:

1 B k 1
61:5(51’—5—1—54-5\/52$2+’72x2—2B(51‘—2(5k$—2’}’¢$—|—B2+23k‘—|—/{2+¢2

1 B k 1
6125(5:6—54—5—5\/(52.%'2+")/2.%'2—23(51‘—2(5kx—2’y¢x+B2+23k—|—k2+¢2

A quantidade Eg é calculada como:

Es = max{Re(e1), Re(e2)}.

[lustraremos esse exemplo numericamente com os seguintes parametros: € = 0.0003322, v =
0.0000138, 6 = 0.00000088, B = 0.00994, k = 0.022, ¢ = 0.017, z(t = 0) = 18000, y(t = 0) =
12000, w(t = 0) = 20000. Podemos portanto, calcular as quantidades Eg = 0.054 e Dg = 0.014,

assim, Fg > Dg. Iremos definir a lei de formagao dos intervalos A, ¥V n > 2 como:

K

Apy1 = Fs(tn - to) = Heff(tn — to).

O sistema, tera impulsos definidos como:

It,)

B

exp(Bn)I(t,)
N TN
Tty
com « = 0.0005.
A figura 4.1 representa a comparagao entre a evolucao das trés populagdes no modelo de
Kolmogorov adaptado, com e sem a intervengao. A figura 4.2 compara a evolugao de [|I(t)]|
entre o sistema original e o sistema impulsivo para dois valores de k.rr. Em ambos os sistemas

impulsivos, a trajetoria do sistema converge para a superficie invariante.

4.3.2 Sistema de Lorenz

Como préximo exemplo, iremos tratar de um sistema de atrator cadtico conhecido como

sistema de Lorenz. Este modelo é uma forma simplificado de estudar a convecgao atmosférica |25,
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30000 T T T T T T 25000

25000
20000 =
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Figura 4.1: Evolucao da populacao das trés espécies. Nos dois painéis, a linha preta
representa a populacao x, a linha vermelha representa a populacao y e a linha verde
representa a populacao z. O painel (a) representa as populagoes sem nenhuma intervengao,
enquanto o painel (b) representa uma intervengao com sy = 0.5.

26]. O modelo matemaético ¢ apresentado abaixo:

d

% = O'(:L’Q — .731),

e S

dt =TI x2 13,

dx

d—tg = —bx3 + x122, (4.26)

com os pardmetros constantes o, r e b. O ponto fixo na origem, 1 = xo2 = x3 = 0, é instavel
para r > 1. Usando o modelo impulsivo desenvolvido até aqui, iremos convergir a solucao para

nossa superficie invariante,

S={xeR?|z; =0, 29 =0, 3 =0}.

Sendo o vetor I = (x1,z2,23)7, podemos escrever a matriz L e Lg, como definida na

Eq. (3.12), como sendo:

—0 o 0 -0 O 0
L(t) = r -1 —z(t) |, Ls= r —1 0
0 x1(t) -b 0 0 b
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Figura 4.2: Comparacao da evolugao de ||I(t)|| entre o sistema de Kolmogorov (linha
vermelha) e o sistema de Kolmogorov impulsivo com k.sr = 0.5 (linha verde) e kerr =

2.0 (linha preta).
A matriz H, dada na Eq. (3.13), sera:

—0 fo+7r) 0
fo+r) -1 0
0 0 —b

Os autovalores dp, ds e dg da matriz Lg sdo dados por:

dy = —b,
c 1 1

d2:—§—§+§\/407"+02—20+1,
1 1

dgz—%—i—i\/élar—i-o?—ZU—i-l.

32
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Os autovalores eq, es e e3 da matriz Hg sdo dados por:

dy = —b,
o 1 1
dy=—=——4+=\/1r2+2r0+202—20+1,
2 2 2
1 1
dgz—%—§—§\/T2+2TJ+2J2—20'+1,

onde vemos que para r > 20 temos Dg < FEg.
Para um exemplo numérico, iremos escolher os seguintes valores para os parametros: b = 8/3,

o =10, r = 28. Calculando os valores de Dg e Eg, temos:

11 1201

Do —
STy T
11 /1525
EFEg=——+
2 2
Definindo o sistema impulsivo como:
I(ty) = exp(Ba)I(ty,)
ILCE )]
I6; —In—"— — .
! Tt "

O painel (a) da figura 4.3 compara a evolugao de |I(t)|| para o sistema de Lorenz sem
impulsos, com controles impulsivos para diferentes valores de k, todos os sistemas possuem as
mesmas condigoes iniciais x;(0) = 10, z2(0) = 10 e z3(0) = 10. O painel (b) mostra a quantidade
de impulsos acumulados até um tempo t para diferentes valores de k. Observamos que o sistema
impulsivo converge para a superficie S e que o espagamento entre as intervenc¢oes determina a

quantidade e a qualidade dos impulsos.

4.3.3 Chumbo

Um outro exemplo que usaremos, é o modelo para quantidade de chumbo no corpo humano.
O chumbo, assim como demais metais pesados, sdo elementos que possuem uma grande forga
toxica e mesmo em pequena quantidade causam diversas doengas aos seres vivos. Em humanos,
o actimulo desses metais, pode afetar o sistema nervoso, circulatério, digestivo e reprodutor. O
contato se da de forma indireta; através do solo, da agua e do ar, principalmente por emissoes

industriais; ou direta, por contato com produtos que possuem esses metais acima dos limites
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Figura 4.3: Painel (a) mostra a evolugao de ||I(¢)|| para o sistema de Lorenz sem impulsos
(linha tracejada) e com controles impulsivos k = 3.0 (linha preta) e k = 7.0 (linha cinza).
O painel (b) mostra a quantidade de impulsos acumulados até um tempo ¢ para os dois

casos: k = 3.0 (pontos pretos) e k = 7.0 (pontos cinzas).

toleraveis. Depois de ser absorvido, o chumbo se armazena principalmente no sangue, nos te-

cidos moles e nos mineralizados (ossos) e sua eliminagao se da através de: urina, respiragao e

crescimento de unhas e cabelos [27].

Nesse modelo, o corpo humano é dividido em trés compartimentos (sangue, tecidos moles e

0sso0s) e a variagao da quantidade de chumbo em cada um deles, é dado por :

Ossos
w3(t)

Entrada de
chumbo, L(t)

T
T = taxa de entrada — taxa de saida

ki31 k'21
Sangue Tecidos Macios
kj13 :cl(t) k12 x2(t)
" ko2
01 respiracao
urina

cabelos, unhas

Figura 4.4: Esquema do comportamento de propagacao do chumbo nos mais diversos

tecidos do corpo humano.

A figura (4.4) mostra de maneira esquemética os trés compartimentos e como a concentragao

de chumbo varia entre eles.

Os parametros k;; sao as taxas nas quais o chumbo passa do
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compartimento ¢ para o compartimento j. O modelo matematico é apresentado abaixo:

dx

ditl = (L + kiazo + k13xs) — (ko1 + k31 + ko1)z1,
dx

cT; = koaz1 — (ko2 + k12)x2,

da-

% k31x1 — ki3zs.

Esse modelo, considera que nao ha transferéncia de chumbo entre os tecidos macios e os
0ssos, e 0 parametro L(t) pode ser entendido como a exposi¢ao ao chumbo no ambiente. Iremos
agora, analisar esse problema de maneira numérica. Para isso, iremos utilizar os seguinte valores
para os parametros k;; [28] ko1 = 0.021; kg2 = 0.016; ko1 = 0.011; kip = 0.012; k3 = 0.0039; k13
= 0.000035. A unidade do parametro k ¢ 1/dia enquanto x; ¢ medido em microgramas (ug). A

taxa de exposicao L é dada por:

35, 0 <t <365 dias,

L(t) =
0, t > 365 dias.
Z[K]D T T T T
1500 [~ .
=]
=}
£ L .
£
)
-
< 1000~ -
b
E
g
&
500 =
ol . . | . | .
0 500 1000 1500 2000

Tempo (dias)

Figura 4.5: Quantidade de chumbo no corpo humano em relagdo ao tempo (ug por dia).
Quantidade no sangue (linha vermelha), nos tecidos macios (linha preta) e nos ossos (linha
verde).
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A figura (4.5) mostra a quantidade de chumbo no organismo em relagao ao tempo em dias.
Uma vez removido a exposi¢do ao chumbo apds 365 dias, vemos que a quantidade decai nos
tecidos macios e no sangue por volta do dia 650, mas decai muito lentamente nos ossos. Vamos
analisar dois tipos de interveng¢ao impulsiva, dessa vez, sem fazer nenhuma abordagem sobre as
matrizes L e H, pois conhecemos a norma de I (||I(¢)|). No primeiro caso, a nossa superficie

invariante sera dada por:
S={xeR?|z; =0, 29 =0, 23 =0}.

e a norma [|I(¢)]|, por:
\ @i+ a3+ 2k

O sistema impulsivo mais uma vez, serd definido como:

I(ty) = exp(Bn)I(t,,)

g o DI
GA]

com o = 0.05 e kepp = 1.
A figura 4.6 mostra a quantidade de chumbo no organismo ap6s as intervenc¢oes impulsivas.
Observamos que os trés valores x; convergiram para a superficie invariante por volta do dia 640.

Para nossa segunda analise, iremos considerar a superficie invariante como sendo:
S={xcR®| |z =0, z3 =0},

e a norma ||I(t)]|, por:
\/ 23 + 3.

Utilizando um impulso semelhante ao caso anterior, s6 que dessa vez atuando apenas nas com-
ponentes x1 e x3, temos os resultados apresentados na figura 4.7. Observamos que o tempo de
convergéncia nos dois casos, para todas as componentes é bastante similar, o que demonstra que

existe uma certa liberdade na escolha das componentes de preferéncia do impulso.
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Figura 4.6: Quantidade de chumbo no corpo humano em relagao ao tempo com impulso
em todas as componentes (ug por dia). Quantidade no sangue (linha vermelha), nos
tecidos macios (linha preta) e nos ossos (linha verde).
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Figura 4.7: Quantidade de chumbo no corpo humano em relagao ao tempo com impulso
na componente z; e x3 (pg por dia). Quantidade no sangue (linha vermelha), nos tecidos
macios (linha preta) e nos ossos (linha verde).
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4.3.4 Discussoes

Iniciamos as nossas analises a partir dos fundamentos sobre estabilidade de superficies in-
variantes e do limite matematico que precisa ser satisfeito, para garantir a convergéncia do

sistema [16]:

n

lim ()" Bi+ DgAp1 = —00

Reafirmamos a importancia do vetor I e de sua norma em dois pontos sucessivos, para poder
definir a forma do impulso, normalmente tratado como exp(3,) e que diversos impulsos sao
capazes de fazer a norma convergir a zero, o que esta relacionado ao controle da velocidade dessa
convergéncia. Aprofundamos o estudo sobre a forma de definir o crescimento dos intervalos entre
dois impulsos a medida que o tempo tende ao infinito, dessa forma, podemos intervir cada vez
menos no sistema, o que é de fundamental importancia para reduzir a fungao custo. Uma vez
que apresentamos muitas das ferramentas mateméticas e conceitos que serao usados, no proximo
capitulo iremos abordar sobre o controle em sistemas dinédmicos epidemiolégicos, que foi em

parte, o grande motivador desse trabalho.
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Capitulo 5

Aplicacao do Controle em Sistemas

Epidemiol6gicos

Neste capitulo apresentaremos conceitos e discussoes sobre sistemas dindmicos epidemiologi-
cos, sua importancia e aplicabilidade, para entender e modelar epidemias e surtos de doengas,

além de propor modelos de controle baseados em controles impulsivos espagados.

5.1 Epidemiologia e Sistemas Epidemiol6gicos

A existéncia de pequenos seres vivos causadores de doengas ja era teorizado no século 4 a.C,
esta teoria ganhou forga no século 16 e foi comprovada no século 17 com o surgimento dos primei-
ros microscopios. Hoje, conhecemos a causa e as formas de transmissao da maioria das doencas:
o sarampo, causado pelo virus Measles morbilivirus e transmitido por via aérea ou através do
contato direto com secrecoes da pessoa infectada; tuberculose, causada pela bactéria Mycobac-
terium tuberculosis também transmitida por via aérea; malaria, transmitida por mosquitos do
género Anopheles e causada por protozoarios do género Plasmodium; entre outras.

Algumas doencas se manifestam como pequenos surtos localizados, enquanto outras se mani-
festam numa populacao por um longo periodo de tempo, sendo conhecidas como endemias. Em
ambos os casos, existe uma grande perda humana e econdémica. Historicamente, temos vérios
registros de grandes epidemias que causaram a morte de milhdes de pessoas, como por exemplo:
a peste negra que atingiu Europa e Asia no século 14; o surto de colera na India no século 19 e

a gripe espanhola em 1918/1919. A epidemiologia é o estudo da distribui¢ao e determinantes de
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estados, das doencas nas populagoes e os fatores que influenciam nessa distribuicao; procurando
responder porque e como uma doencga se manifesta em uma populagao e nao se desenvolve em

outra [1,22]. Os objetivos da epidemiologia podem ser resumidos em:
e identificar a causa e fatores de risco relevantes,

determinar a extensao e o grau de importancia da doenca,

estudar a histéria e os prognoésticos da doenga,

avaliar medidas preventivas e terapéuticas e modelos de assisténcia & saude,

e proporcionar bases para as politicas piblicas voltadas a satde.

O nosso foco serd na dinamica da transmissao das doengas entre "individuos"epidemioldgicos
(esse termo esta entre aspas, por que esse conceito nao remete exclusivamente a um tnico indi-
viduo, podendo se referir a uma populagdo, comunidade ou grupo). A transmissdo de doengas
entre esses individuos, pode ser ser entendida como a interacao entre um agente causador da do-
enga, um hospedeiro suscetivel e o ambiente. Essa interagao pode ser feita através de um contato
direto ou um indireto propiciado por um vetor. A figura 5.1 apresenta de forma esquemaética os

modos de transmissao.

HOSPEDEIRO|

AGENTE AMBIENTE

Figura 5.1: Triade epidemiologica das doengas. Adaptado de [1]

Com o intuito de estabelecer uma ligagao entre biologia, area da saiide, matemética e fisica,
costumam-se propor modelos matematicos para estudar os mais diversos processos epidemiol6-
gicos, como: endemias, epidemias e pandemias; e levando em conta, diversos aspectos como:
taxa de natalidade e mortalidade, taxa de contato entre faixas etarias, periodo de incubagéao,
quantidade de individuos, temperatura e outros. Esses aspectos, levantam questoes importantes:
quantos e quais deles sao relevantes, temos disponiveis e sao realmente importantes para uma

primeira aproximacgao. Essas perguntas sao dificeis de serem respondidas, uma vez que dados
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precisos e atualizados sdo complicados de ser obtidos, interpretados e fitados e modelos reais cos-
tumam apresentar comportamento cadtico [29]. Tudo isso esta relacionado ao quanto estamos
dispostos a simplificar ou complexificar um modelo. Esses modelos providenciam entendimento
dos mecanismos que atuam na propagacao e disseminagao da doenca e auxiliam no estudo de
formas de atenuacgao e controle.

Um dos principais resultados praticos advindos do uso de modelos mateméticos é conhecido
como coeficiente de reprodutibilidade ou simplesmente Ry. Esse coeficiente indica quantos casos
de novos infectados, ou casos secundéarios, surgem a partir de um individuo infectado. Isso pode
ser interpretado da seguinte maneira: Se esse valor for abaixo de 1, a doenga nao se sustenta na
populagao, enquanto que para valores maiores ou iguais a 1, a doenga persiste na populagao [30].

Os modelos matematicos, que também chamaremos de toy-model, apresentam geralmente as
seguintes caracteristicas: Uma populagao é dividida em compartimentos onde fazemos suposi¢oes
sobre a transferéncia de informages de um compartimento para o outro e essas taxas de transfe-
réncia dependem inicialmente do tamanho da populagao ou do compartimento. O modelo usado
varia com as caracteristicas da doencga em questao, se existe uma imunidade, se ela é transmitida
pessoa-pessoa ou por meio de um vetor e geralmente sdo escritos como um conjunto de equagoes
diferenciais. Em aplicagbes praticas, uma vez que o modelo estd bem definido, podemos fazer
algumas dedugbes: obter um comportamento global para as solu¢oes; ajustar, estimar e priorizar
certos dados e pardmetros; conhecer pontos de estabilidade do sistema.

Como exemplo desse processo de modelagem, apresentaremos trés modelos. O primeiro
deles ¢ um modelo SIR simples. Nesse modelo, a populagao, age de maneira deterministica e
dividida em trés compartimentos: Suscetivel, individuo que nunca teve contato com a doenca e
nao é naturalmente imune a ela; Infectado, individuo infectado e capaz de transmitir a doenca;
e Recuperado, individuo que ja foi infectado e que nao pode pegar novamente a infecgao ou

transmitir para outro individuo [31]. O modelo pode ser representado por:

ds
R I
dt ps
dl
dR

Supomos que nao ha migragdo nem nascimento na populagao, e que a populagao s6 diminua
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por morte através da doenca. Um individuo infectado tem contato e transmite a doenca com
uma taxa positiva 8 por tempo t e que a um individuo infectado se torna recuperado com uma
taxa positiva a. Como a variavel R pode ser determinada se soubermos o valor de S e I, o

modelo pode ser simplificado para:

ds
22— _BSI
i~ P

dl
o= (Bs— )l

onde dS/dt é negativo para todo tempo t e dI/dt aumenta ou diminui dependendo da relagao
entre S e a/f e o coeficiente de reprodutibilidade ¢ dado por 35(0)/«.

O segundo modelo é um modelo SIS com taxa de nascimento e 6bito. Nesse modelo a popu-
lagao é dividida apenas em suscetiveis e infectados, onde os infectados nao ganham imunidade
a doenca e depois de um tempo voltam a ser suscetiveis. E as taxas de natalidade e 6bito sao

proporcionais ao total da populagdo. E o modelo apresenta as seguintes equagoes:

as
s = —BSI+pu(N —-S)+~I
% =pBSI —ad —pl —~I (5.2)

onde N é a populagao total, § é a taxa de transmissao por contato entre infectados e suscetiveis,
~ € a taxa de recuperagao dos infectados, o é a taxa de mortalidade relacionado a doenga e u é a

taxa de nascimento ou mortalidade, o coeficiente de reprodutibilidade desse modelo é dado por

BN

Ry=—"—
wt v+

Um terceiro exemplo é o modelo de tuberculose de Castillo-Chavez-Feng. Nesse modelo, o
individuo suscetivel ap6s um longo contato com um individuo infectado, caso contraia a bactéria,
passa para o compartimento de individuos expostos antes de se tornarem infectados e se supoe
que o tratamento incompleto ou realizado de forma inadequada de pacientes com tuberculose
propicie a sele¢ao de bactérias resistentes a antibioticos, e que a tuberculose comum (TB) e a
tuberculose resistente a antibiotico (TBA) nao coexistam [2].

Nesse modelo, os individuos sao divididos nos seguintes compartimentos: Suscetiveis (5),
exposto e infectado a TB, respectivamente Ly e I , exposto e infectado a TBA, respectivamente

Ly e J e individuos em tratamento T'. A transmissao das doengas e a passagem de um individuo
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de um compartimento para o outro estd esquematizado na Fig. 5.2 e é representando pelo

seguinte conjunto de equacoes:

dsS I N
E—A—BCSN—BCSN—;LS
dL I | . J
ditl :BCSN —(p+k)Ly —m Ly +pT2I+BCTN -p CLlN
dl
E:kLl_(M+d)1_r21
dT | J
— =nrL 1—p— I—-Bcl— —B*cT— — uT .
o =l (L=p—qral = el = el —p (5.3)
L2 gl = (4 K) Lo+ e(S + Ly + T) 2
dt—CI2 1% 2 1 N
J / /
— =k Ly — d
p o—(n+d)J
N=S+Li+I1+T+Ly+J
|u Iu n+d I
] — |
k
;, S R Ly I o E— T
AT (I-p—q)r2

w+d

Figura 5.2: Diagrama para a transmissao de dois tipos de tuberculose. Adaptado de 2]

No conjunto de Eq. 5.1, 5* representa a probabilidade de um individuo tratado se tornar
infectado por um individuo infectado com TBA por contato por unidade de tempo, p + ¢ é a
proporcao de individuos infectados que nao completaram o tratamento ou o fizeram de maneira
inadequada, k é a taxa com qual expostos a TB L; se tornam infectados a TB I, k' é a taxa
com qual expostos a TBA Lo se tornam infectados a TBA J, r1 e ro sdo as taxas de sucesso do

tratamento para expostos e infectados respectivamente, A é a taxa de nascimento, i é a taxa
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de 6bito natural, d é a taxa de 6bito associada a TB e d & a taxa de 6bito associada a TBA,
detalhes adicionais podem ser observados na Fig. 5.2.
O sistema possui dois coeficientes de reprodutibilidade: R; associado a TB e Ry associado a

TBA, dados por:

R_(ﬁc+pr2)( k )
! w+d+ry w+k+nr

[ Bc 3
e = <u+d> <u+k’>

onde
RQ = maX{Rl, Rg}

Além das complexidades apresentadas nos exemplos anteriores, muitos outros ainda podem
ser acrescentados em um dado modelo: Transmissao vertical, onde existe a possibilidade de
transmissao entre geracoes; divisao de compartimentos por género, quando apenas um género
transmite a doenca ou ela é transmitida através de ato sexual; Populagbes nao homogéneas;
Populagao dividida em faixas etarias; Populacao espacialmente nao-homogénea; infectividade
variavel, quando a infectividade depende de ha quanto tempo o individuo esté infectado; casos
de doencas transmitidas por macroparasitas; e modelos estocasticos. Lembrando que isso deve
ser associado com a quantidade e qualidade dos dados, pardmetros, a importancia dada a cada
parametro e a doenca em questao [32-36|. Nas proximas segoes iremos tratar de algumas do-
encas, apresentando uma breve descricao, uma modelagem e propor uma intervencao impulsiva

utilizando o método visto no capitulo anterior.

5.2 Modelo Dengue

5.2.1 Descricoes Biolbgicas e Matematicas

A febre da Dengue, ou simplesmente Dengue, é uma doenga arboviral (vem da expressao
arthropod-borne-viral, causada por virus e transmitida por algum artropode) tipica de regides
tropicais e subtropicais. Segundo a Organizagdo Mundial da Saude (OMS), ¢ a principal causa

de morte entre criancas em paises da Asia e da América Latina.
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Existem quatro sorotipos da doencga, conhecidos como DENV-1, DENV-2, DENV-3 e DENV-
4. A infeccao e recuperacdo de um desses quatro tipos concede imunidade permanente aquele
sorotipo e uma imunidade temporaria aos outros trés sorotipos. Pessoas infectadas, ao entrarem
em contato novamente com o virus, podem adquir a forma mais grave da doenga, conhecida como
dengue hemorragica [37,38]. E transmitida aos seres humanos através da mordida de fémeas de
duas espécies de mosquitos: Aedes aegypti e o Aedes albopictus. Esses mosquitos também sao
vetores para outros arbovirus, como chikungunya e zika. Uma vez adquirido o virus e passado
um periodo de incubagao que dura de 4 a 10 dias, o mosquito é capaz de transmitir o virus pelo
resto da vida, em outras palavras, o ciclo de vida do virus dentro do corpo do inseto é mais longo
que o tempo de vida do hospedeiro. Uma vez infectado, o contato com mosquitos suscetiveis
leva a nova propagacao e multiplicagao do virus, dando continuidade a transmissao da doenca.

Os sintomas da dengue comum sao: febre alta, dor de cabega intensa; dor na regiao dos
olhos, musculos e articulagoes; nduseas; vomito e infecgdes na pele. Estes sintomas duram cerca
de 5 dias apos o periodo de incubagao. Para a dengue hemorragica, os sintomas sao: Dores
abdominais, vomito constante, pele palida e fria, sangramento, manchas vermelhas pelo corpo,
confusdo mental entre outros. Nao existe um tratamento especifico para a doenga e, embora
exista vacina, seu uso nao é recomendado em todos os casos, pois além de alto custo ela pode
trazer complicagoes para quem ja teve algum dos quatro sorotipos [39].

Fatores como a répida expansao dos grandes centros urbanos, péssimas condi¢oes de sane-
amento, falta de politicas publicas, entre outros, favorecem o crescimento rapido do ntmero de
casos da doenca. Diante disso, surgiu a necessidade de estudar a dindmica e os mecanismos que
permitiram a invasao e persisténcia da doenca nas mais diversas regides. Os modelos matematicos

de equagoes para a dindmica da Dengue, fazem uso de algumas consideragoes:

e As populagoes envolvidas, seus tamanhos absolutos e seus compartimentos,

Contato entre as populagoes,

Caracteristicas proprias da doenca,

A populac¢do humana possui uma taxa de nascimento e morte constante, e seu crescimento

depende da quantidade total de pessoas,

A taxa de recrutamento dos vetores é constante, e devido a existéncia de diversos estagios

seu crescimento nao depende da quantidade de individuos, a taxa de morte para vetores é
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constante e seu crescimento depende da quantidade de individuos.

A dengue é uma doenga transmitida do vetor para os humanos e vice-e-versa e sua transmissao
depende da quantidade de contatos entre um individuo suscetivel de uma populacio (Sy para
humanos e S, para vetores) com um infectado de outra (I para humanos e I, para vetores).
A quantidade de contatos esté ligada ao tamanho das populagoes (N para humanos e N, para
vetores), da presenga de fontes alternativas de alimento para os vetores (m), quantas vezes o
vetor precisa se alimentar por unidade de tempo (b) e qual a probabilidade de um humano ser
mordido por um mosquito [8]. Dessa forma o ntmero de contatos entre vetores e humanos é
dado por:

Jo Nu N ol
Ny Ng +m Ny Ny +m
e o niimero de contatos entre humanos e vetores é dado por:

Iy Ng _ bl
Ny Ng +m N Np+m

Atribuindo g como a taxa de nascimento/6bito de humanos; A como a taxa de recrutamento
de vetores; u, como a taxa de 6bito de vetores; S como a probabilidade de infecgao por contato
entre vetores e humanos; 3, como a probabilidade de infec¢do por contato entre humanos e

vetores; e vy como a taxa de recuperacao natural da doenga podemos escrever o modelo como:

di{ = ug Ny — %S‘HIU — nuSH,

dc‘;f - N,fibmSva — (g + 1),

% =vuly — puRy, (54)
ds, W &7 S

= A— J\/erms”IH — Sy,

dl, Wb o i

= S Ty,

com Ny = Sy + Iy + Ry e N, = S, + I,. No limite t — co N, = A/pu,. Aplicando as seguintes
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proporgoes:

SH Iy
Sy =2 1p=-2 R
H NH,H Ny’ H

_Ru g _ S L

NH’SU: A//LU7IUZ A///L/U

e escrevendo Ry = 1 — Sy — Ig e S, = 1 — I, podemos reescrever Eq. (5.4) como:

dSH Ab/@H
g~ L= Sm) = o~ S,
Iy AbBir
= Sul, — Iy, 9.5
dIv b/BUNH
= —————(1 =1L \Ig — pyly.
B (Ng ) IolE—m

5.2.2 Resultados Numéricos e Aplicagcao do Método

Como visto no Apéndice A, o sistema possui dois pontos de equilibrio, um correspondente ao
sistema livre da doenca e outro no equilibrio endémico. Para os resultados numéricos adaptamos
os parametros usados por [8], pois estamos interessados em atuar em um sistema onde a doenga
persiste, ou seja, um sistema que esteja em equilibrio endémico. Reafirmamos que os parametros
utilizados sao apenas para fins de simulagao.

A superficie invariante I desse sistema corresponde a situagdo sem a presenca de agentes

infectados, dessa forma podemos considerar:
I={(Su,In,1,)| Iy =0,1, =0}. (5.6)

Vamos considerar os impulsos a;, como na Eq. (4.6):

el
e~ 2 &)

an = exp(Bn), Bn=—1In

onde typ = 0 e o primeiro impulso estd em ¢ = t1 A e A, paran > 1 é dado pela Eq. (4.23).

Os parametros usados tém os seguintes valores numéricos: uy = 6.57 x 1075 /day, b =
5x 1072, By = 0.75, A = 5000, p, = 0.25/day, Ny = 2 x 107, m = 0, yg = 107*/day,
By =1 and € = 5 x 1075, A escala de tempo foi multiplicada por 100 devido a proposicdes

computacionais e o valor A; = 100.
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A norma da superficie invariante é dada por:

1) = \/T3,(0) + 220 (5.5)
e a matriz L que satisfaz
dlI
— = LI
dt
é dada por:
- o bBu ASH
TH — HH po (N +m) (5 9)
b8 Nu(1=1,) _ bBuNuly _ ' '
Ng+m Ng4+m — Hv

Os autovalores da matriz L(Ig = 0, I, = 0) s@o calculados no Apéndice A. Substituindo os

parametros e calculando o maior dos autovalores, temos:

Dg = —0.12508 + 1 x 10~ 71/1.875 x 10105y + 1.56 x 10'2.

Como o autovalor depende do valor numérico de Sy, iremos usar o valor inicial que é de Sg(t = 0)
= 0.5, deste modo, o expoente de estabilidade da matriz Lg, para Sg(t = 0) = 0.5 é Dg =
0.00021. Como vimos anteriormente, o valor de k pode ser escolhido de forma conveniente,
assim, escolheremos valores de x multiplos de Dg para calcularmos os valores dos intervalos e
testarmos a aplicagao do método de convergéncia.

Nosso primeiro exemplo é para k = 2Dg, substituindo na Eq. (4.23) temos:
Apt1 = 2(t, — to)
e no instante apds cada impulso,

In(t)) = anlpu(ty),

L(th) = anly(t,). (5.10)

A figura 5.3 mostra a evolugao temporal de Sy, Iy e I, com e sem impulsos, dada as condigdes
iniciais: Sy (0) = 0.5, Iy (0) = 0.1 e I,(0) = 0.3. Observamos que a nossa aproximagao, forca a

trajetoria a convergir rapidamente para a superficie invariante livre de doenga, com um pequeno
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Figura 5.3: Painel Esquerdo: Nimero de humanos e de vetores como funcao do tempo:
sem impulsos (linha preta - humanos suscetiveis; linha preta tracejada - humanos infecta-
dos; linha preta pontilhada - vetores infectados) e com impulsos (linha verde - humanos
suscetiveis; linha vermelha - humanos infectados; linha azul - vetores infectados). Painel
Direito: Zoom no intervalo de tempo onde os efeitos dos impulsos sao mais acentuados.

nimero de intervencoes.

A figura (5.4), mostra a evolu¢do da norma da superficie invariante |[I|| = y/I% + I2 ao

longo do tempo, sem impulsos e para diferentes valores de k.

0,5 T T

Sem impulso

— kappa_eff=3

= | kappa_eff =5 i
o — kappa_eff =10

0,2 —

1
0,1 —
0 i L J —/-/]
0 10000 20000

Tempo

Figura 5.4: Norma da Superficie Invariante ao longo do tempo, com e sem impulsos

Observamos que diferentes valores de k sdo capazes de controlar a convergéncia da superficie
invariante, o que permite que haja uma flexibilidade de escolha para esse parametro, o aumento

na velocidade de controle acarreta um aumento no médulo do impulso. Em termos praticos, os
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impulsos representariam campanhas de controle da doenca: eliminacao do mosquito, quarentena
de pessoas infectadas, campanhas de conscientizagao, entre outros; essas campanhas estao as-
sociadas com custos de aplicagdo e manutencgao, por isso é importante que exista um controle

associado a qualidade e a quantidade das mesmas.

5.3 Modelo Sarampo

O Sarampo é uma doenga infecciosa viral de transmissdo respiratéria transmitida através
de tosses e espirros ou contato com saliva e demais secregoes. Conhecida pela humanidade
desde o século 7, era chamada de hasbah, palavra arabe para erupgao [40]. O nimero béasico de
transmissibilidade Ry varia bastante de acordo com a populacao e a época estudada. Na Holanda
entre os anos 1976 e 2001 essa quantidade se manteve em um valor entre 20 e 25, enquanto no
continente Africano entre os anos de 1971 e 2004 esse valor variou entre 5 e 60 [41].

Uma vez infectado o paciente comega a manifestar os sintomas entre 10 a 14 dias. Os sintomas
clinicos sdo: febre (acima de 40°), mal-estar, conjuntivite e traqueobronquite (manifestada através
da tosse), em seguida, pontos brancos, chamados de sinais de Koplik surgem na mucosa bucal,
seguidas de manchas avermelhadas que surgem pela regiao da cabeca e se espalham pelo restante
do corpo [42]. A taxa de complicagdo e 6bito sdo muito variaveis, e sdo mais frequentes em
menores de 5 anos, maiores de 20 anos, imunossuprimidos e gestantes. As complica¢bes mais
frequentes associadas ao sarampo sdo: Otite média, pneumonia, diarreia, encefalite pos infecciosa,
panencefalite esclerosante subaguda e morte [40,43,44].

A principal forma de prevengao do sarampo ¢é a vacina. Os primeiros estudos sobre o assunto
surgiram em 1911, quando dois pesquisadores Goldberger e Anderson [45] transmitiram sarampo
humano para macacos, demonstrando a existéncia de um agente de infeccdo. Em 1954 outros
dois pesquisadores, Enders e Peebles conseguiram isolar o virus em cultura de células humanas e
de macacos [46] e em 1963, outros pesquisadores desenvolveram um método de cultura do virus
em embrides de frango, o que permitiu o desenvolvimento das primeiras vacinas para sarampo
[47,48]. A sazonalidade da doenga é influenciada pela dindmica de contatos entre a populagao
(normalmente através do parametro conhecido como WIW matrix, do inglés, “Who Infected
Whom? matrix”, em um traducao literal, “matriz Quem Infectou Quem?” ou matriz beta,
algumas explanagoes a cerca desse conceito serao explicadas posteriormente [49]) e o actumulo de

pessoas suscetiveis causado por vacinagao deficiente |[50.
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No Brasil, o tltimo registro de caso da doenga havia sido em 2015, e em 2018 ocorreram surtos
em diversas unidades federadas, com o primeiro caso importado sendo no estado de Roraima e
algumas semanas depois o primeiro caso registrado em um brasileiro no estado do Amazonas.
Nesse ano, foram registrados mais de dez mil casos, principalmente entre os meses de maio a

setembro [51].

5.3.1 Descricoes Matematicas

O modelo matemético usado para descrever a dindmica do sarampo foi adaptado de [52,53].
Nesse modelo, a populagao é dividida em classes (Vacinados V', Suscétiveis S, Expostos E,
Infectados I e Recuperados R) e em M faixas etarias. A escolha de divisdo em faixas etarias
se deve ao fato de que, contatos sociais tém uma distribuicao fortemente ligada a idade dos
individuos [54] e a distribuigao etaria da populagao além de diversos fatores sociais, demograficos
e econdmicos, e isso reflete na dinamica da propagacao de doencas em uma populacao.

A quantificacdo desses contatos é escrita na forma de matrizes e representam o niamero de
contatos médios de um individuo da faixa etaria ¢ com um individuo da faixa etaria j. A
preferéncia de contatos entre individuos de faixa etéria proximas é evidenciada pelo fato dessas
matrizes serem estritamente diagonais dominantes. Criancas em idade escolar (por volta dos 4
aos 17 anos), por exemplo, tém ao longo de um dia muito mais contatos com outras criangas da
mesma faixa etaria do que contatos com adultos e idosos, enquanto jovens adultos que estudam
e/ou trabalham tem muito mais contatos com outros jovens adultos do que com criangas em
idade escolar. Diversos estudos simulam os valores para esses contatos [3,54] e os valores mudam
de pais para pais e dependem da forma como a forga de contato é determinada no modelo. A Fig.
(5.5) contém exemplos de matrizes de frequéncia de contatos, para alguns paises europeus [3].

As equagobes diferenciais que regem a evolucao temporal no modelo, sdo descritas por:

dV;

dtl = pkniotdin — piVi + vi-1Vie1 — Vi,

ds;

- (1 = p)knior — psSs + vi—1Si—1 — v4.S; — NSy,
dF; .

dtl = NiSi —oE; — iy +vi 1 Ei — 1) — vy B,

dl;

ditz =ok; — vl — pili + vicalio — vili,
dR;

dtz =L — iR +viciRio1 — viR;, (5.11)
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(a) (b)

Figura 5.5: Matriz de contatos em escala logaritmica para um ano de contato domiciliar.
A escala varia de azul (valor —2) para vermelho (valor 3). Painel (a): Austria; Painel (b):
Dinamarca. Fonte [3].

onde a classe indice 7 é a populagao da classe especifica na faixa etaria i e

M
Nitot ZZ(W—FSZ'—FEZ‘-’-IZ'-}-RZ‘),
i=1
é a populacdo corrente como uma proporcao da populagao total inicial. A forca de infeccao é

dada por:
M I
A\ = Z;ﬂ”n_i (5.12)
]:

comn; = V; +8; + E; + I; + R; sendo a proporcao da populagao na faixa etaria j. (;; sao
os elementos da matriz de contato e determinam o ntimero médio de contatos possiveis de um
individuo na faixa j com um individuo 7 [55].

Os demais parametros sao apresentados na Tab. 5.1.

Descricao

Taxa de nascimento

Taxa de mortalidade

Taxa de incubacao

Taxa de recuperacao

Taxa de vacinacao constante na primeira faixa etaria
;; | Taxa de transmissao do j para o grupo i

v; | Taxa de envelhecimento do grupo ¢ para o grupo ¢ + 1

T IR (A==

Tabela 5.1: Parametros do modelo.
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5.3.2 Parametros do Modelo

Nessa subsecao iremos apresentar um estudo de caso para um toy-model, baseado em pa-
rametros de estudos de casos reais |56, 57| e na proxima, apresentar intervengoes baseadas no
método proposto nesse trabalho.

A populagao foi dividida em cinco faixas etarias: Zero até quatro anos, cinco até dezenove
anos, vinte até trinta e nove anos, quarenta até quarenta e nove anos e maiores de cinquenta
anos. Os seguintes pardmetros foram utilizados: p = 0.941 (supondo que, pouco mais de 94%
da populagao é vacinada na primeira infancia); £ = g = 0.01315 (supondo que a populagao se
mantenha estavel em um curto periodo de tempo); v = 365/7 (o tempo médio de recuperagao
de um individuo doente foi fixado em sete dias) e v; ¢ o inverso do nimero de anos em uma

determinada faixa etaria. Os valores de f3; ; estao apresentados na figura 5.6.

300

50+ 4.4 141 12.29 31.33 47.95
250
40-49 21.6 55190 31.78 109.6 49.39
200
20-39 7.91 22.92 67.58 46.68 26.12 F o 150
F o 100
5-19 13.91 28.66 87.94 38.85
F - 50
0-4 9.46 8.65 4.96 13.49 7.6
—o0
0-4 5-19 20-39 40 - 49 50+

Figura 5.6: Mapa de calor para os parametros 3;; para v = 365/7

A populagdo em cada faixa etaria para o nosso modelo é apresentada na tabela 5.2, a evolugao
natural do surto, na auséncia de qualquer intervencao além da rotineira, para um periodo de cinco
anos tomado a partir do dia zero, esta apresentada na figura 5.7, que mostra o nimero cumulativo
total de casos e as curvas epidémicas para cada faixa etéria.

A superficie invariante (que nessa segao sera chamada de J apenas para nao carregar a notagao
com um excesso de i) que queremos estudar para o nosso modelo é aquela sem a presenga da

doenca, ou seja, Expostos E e Infectados I nulos:
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Faixa etaria | 0 - 4 5-19 [20-39 |[40-49 | > 49
Populacao 582366 | 969609 | 1233642 | 668133 | 353103
Suscetiveis | 42360 | 193500 | 813600 | 183609 | 109500
Sementes 6 9 42 3 3

Tabela 5.2: Populagao, nimero de suscetiveis e de sementes por faixa etaria.

Te+05 T T T T T 2000 T T T T
— 0-4anos 1 — 0-4anos
6e+05— |— 5-19anos — [ — 5-19anos
20 - 39 anos 20 - 39 anos
— 40 - 49 anos 1 = 1500 — 40 -49 anos _
= 56405 | > 49 anos R > 49 anos
s Total é_
= @
] =]
£ E
S 4e+05 — - g
g E
- =) L -
g E 1000
£ 3e405 - -z
= 2
=
g 2
£ 2e405 - - 2
O 500 =
le+05 — =
) L | | 0 S — o | L
0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000
Tempo (dias) Tempo (dias)
(a) (b)

Figura 5.7: Painel (a): Evolucdo do total cumulativo de casos, caso ndo ocorra nenhuma
interven¢ao, com periodo de infectividade de sete dias. Painel (b): Curvas epidémicas do
nimero de casos novos por dia.

Os impulsos sdo dados por:

(D]

an =exp(Bn), fn=—1n ||I(t7i)” — ady, se J(tnt1) > J(tn). (5.14)

n

Onde a norma da superficie invariante é dada por

(5.15)

to = 0, o primeiro impulso em t = ¢; e A,, paran > 1 dado pela Eq. (4.23).
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5.3.3 Cenaérios para t; Fixo e k.;; variavel

Como primeiro cenario, vamos analisar a evolu¢ao da dindmica para um primeiro impulso
fixo e alterando a taxa de crescimento dos intervalos, e observar como isso impacta na quantidade

de casos novos, na quantidade de casos acumulados e no pico do nimero de infectados.

A1:60

A figura 5.8 mostra o ntumero total de casos acumulados para o surto de sarampo. A figura
5.9 painel (a) mostra o ntimero de casos para a faixa etaria de 0 a 4 anos, enquanto o painel
(b) apresenta o nimero de casos para a faixa etaria de 20 a 39 anos. A figura 5.10 mostra a
quantidade total de casos novos por dia. Todas as figuras apresentam valores sem intervencao e

para diferentes valores de keyy.

Te+05 T T T T T
Kappa_eff =0.2
6e+05 — Kappa_eff =0.5
—— Kappa_eff =0.8
i Kappa_eff = 1.0 .
2 5e405 0 | Kappa_eff =1.2
—— Original

4e+05 —

3e+05 —

Total de casos (acumulados

2e+05 [~

le+05 —

1 I 1
0 300 600 900 1200
Tempo (dias)

Figura 5.8: Total de casos para diferentes valores de crescimento do espacamento entre
os intervalos de interven¢ao com o primeiro impulso no dia 60.

A1:90

A figura 5.11 mostra o nimero total de casos acumulados para o surto de sarampo. A figura
5.12 painel (a) mostra o nimero de casos para a faixa etaria de 0 a 4 anos enquanto o painel

(b) apresenta o numero de casos para a faixa etaria de 20 a 39 anos. A figura 5.13 mostra a

25



5.3. MODELO SARAMPO 56

300 T 15000 T
[ —— Original 7 —— Original
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Kappa_eff = 0.5 Kappa_eff = 0.5
r / — Kappa_eff=0.8| 7 — Kappa_eff=0.8
F Kappa_eff = 1.0 F Kappa_eff = 1.0
g L -1 [ -
E 200 — Kappa_eff=1.2 ] 10000 — Kappa_eff=1.2
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Figura 5.9: Painel (a): Quantidade de pessoas infectadas na faixa etaria de 0 a 4 anos.
Painel (b): Quantidade de pessoas infectadas na faixa etaria de 20 a 39 anos.
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| —— Original |
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Figura 5.10: Quantidade de casos novos por dia sem intervencao e para diferentes valores
de Kepp com a primeira intervencao no dia 60.

quantidade total de casos novos por dia. Todas as figuras apresentam valores sem intervencao e

para diferentes valores de k.yy.

Ay, =120

A figura 5.14 mostra o nimero total de casos acumulados para o surto de sarampo. A figura

5.15 painel (a) mostra o namero de casos para a faixa etaria de 0 a 4 anos enquanto o painel
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Te+05 T T T
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Figura 5.11: Total de casos para diferentes valores de crescimento do espagamento entre
os intervalos de interven¢ao com o primeiro impulso no dia 90.
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Figura 5.12: Painel (a): Quantidade de pessoas infectadas na faixa etaria de 0 a 4 anos.
Painel (b): Quantidade de pessoas infectadas na faixa etaria de 20 a 39 anos.

(b) apresenta o nimero de casos para a faixa etaria de 20 a 39 anos. A figura 5.16 mostra a

quantidade total de casos novos por dia. Todas as figuras apresentam valores sem intervencao e

para diferentes valores de kyy.
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Figura 5.13: Quantidade de casos novos por dia sem intervencao e para diferentes valores
de Kepp com a primeira intervencao no dia 90.
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Figura 5.14: Total de casos para diferentes valores de crescimento do espagamento entre
os intervalos de intervengao com o primeiro impulso no dia 120.

A, = 150

A figura 5.17 mostra o nimero total de casos acumulados para o surto de sarampo. A figura

5.18 painel (a) mostra o nimero de casos para a faixa etaria de 0 a 4 anos enquanto o painel
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Figura 5.15: Painel (a): Quantidade de pessoas infectadas na faixa etéria de 0 a 4 anos.
Painel (b): Quantidade de pessoas infectadas na faixa etaria de 20 a 39 anos.
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Figura 5.16: Quantidade de casos novos por dia sem intervencao e para diferentes valores
de Kepp com a primeira intervencao no dia 120.

(b) apresenta o nimero de casos para a faixa etaria de 20 a 39 anos. A figura 5.19 mostra a
quantidade total de casos novos por dia. Todas as figuras apresentam valores sem intervencao e

para diferentes valores de keyy.
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Figura 5.17: Total de casos para diferentes valores de crescimento do espagamento entre

os intervalos de intervengao com o primeiro
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Figura 5.18: Painel (a): Quantidade de pessoas infectadas na faixa etaria de 0 a 4 anos.
Painel (b): Quantidade de pessoas infectadas na faixa etaria de 20 a 39 anos.

5.3.4 Cenaérios para t; Variavel e k., fixo

Como segundo cenério, iremos analisar a evolucao da dindmica mantendo a taxa de cresci-

mento dos intervalos constante e variando o tempo para o primeiro impulso, e observar como isso

impacta na quantidade de casos novos, na quantidade de casos acumulados e no pico do niimero

de infectados.
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Figura 5.19: Quantidade de casos novos por dia sem intervencao e para diferentes valores
de Kepp com a primeira intervencao no dia 150.

Reff — 0.2

A figura 5.20 mostra o numero total de casos acumulados para o surto de sarampo. A
figura 5.21 mostra o numero de casos para a faixa etaria de 0 a 4 anos. A figura 5.22 mostra a
quantidade total de casos novos por dia. Todas as figuras apresentam valores sem intervengao e

para diferentes valores de t.

Reff — 0.8

A figura 5.23 mostra o numero total de casos acumulados para o surto de sarampo. A
figura 5.24 mostra o numero de casos para a faixa etaria de 0 a 4 anos. A figura 5.25 mostra a
quantidade total de casos novos por dia. Todas as figuras apresentam valores sem intervengao e
para diferentes valores de t.

Analisando as figuras, podemos tirar as seguintes conclusoes:
e O método de controle se adapta bem a modelos epidemiolégicos,

e As intervengdes promoveram o achatamento e/ou o deslocamento do nimero de casos e da

quantidade de novos casos por dia,
e Os resultados mostram que podemos ter uma flexibilidade na escolha do primeiro dia da
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intervengao e do crescimento do espacamento entre elas, sem que haja necessariamente

uma correlacao entre os dois fatores,

e O método permite um excelente controle na velocidade de convergéncia do sistema e da

quantidade de intervencoes.
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Figura 5.20: Total de casos para diferentes valores do dia inicial com taxa de crescimento
entre os intervalos igual a 0.2.
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Figura 5.21: Quantidade de pessoas infectadas na faixa etéaria de 0 a 4 anos.
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Figura 5.22: Quantidade de casos novos por dia sem intervencao e para diferentes valores
de t; com o crescimento dos intervalos igual a 0.2.
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Figura 5.23: Total de casos para diferentes valores do dia inicial, com intervalo de cresci-
mento entre os intervalos igual a 0.8
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Figura 5.24: Quantidade de pessoas infectadas na faixa etaria de 0 a 4 anos.
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Figura 5.25: Quantidade de casos novos por dia sem intervencao e para diferentes valores
de t; com o crescimento dos intervalos igual a 0.8.

65



Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho analisamos a teoria de controle impulsivo em superficies invariantes, com én-
fase em modelos que descrevem sistemas epidemiolégicos, embora afirmemos ao longo do mesmo,
que o método pode ser usado em qualquer sistema desde que, se conheca o invariante da super-
ficie.

No segundo capitulo foi feito um apanhado sobre sistemas dindmicos. Foi mostrado como eles
sao usados para descrever os mais diversos tipos de fenémenos e como eles podem ser descritos
através de equacgoOes diferenciais. Algumas nogbes sobre espago de fase e estabilidade foram
descritas.

No terceiro capitulo foram estabelecidos os axiomas e defini¢oes necessarios para construir o
método usado nesse trabalho. Definiu-se anéis de fungoes como uma estrutura algébrica associada
com as operacoes binarias de adicao e multiplicagao e que respeita um conjunto estabelecido de
propriedades, em seguida, foi estabelecido o conceito de superficies e ideais e como um operador
diferencial atua em uma superficie, o que nos levou a definir superficies invariantes e como a
estabilidade é associada as mesmas. Por fim, foi definido como calcular o expoente de estabilidade
de uma superficie invariante.

No quarto capitulo, foi apresentado um método de controle impulsivo que garantisse a con-
vergéncia de toda trajetoria para uma superficie invariante, e que diversos campos vetoriais
impulsivos poderiam levar a condicao de estabilidade o que demostra uma liberdade na esco-
lha do controle e da velocidade de convergéncia. Estabeleceu-se que nem sempre era necessario
calcular o expoente de estabilidade, quando existe um limite superior para dois impulsos, o que

permite o espacamento cada vez maior entre eles. Foi estabelecido a preferéncia por controles
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cada vez mais raros visando a diminui¢cao de uma funcao custo associada a exemplos reais.

No quinto capitulo foram apresentados alguns conceitos sobre sistemas epidemiolégicos e
como descrevé-los através de parametros e modelos mateméticos. Foram feitas apresentagoes
de alguns modelos desde os mais simples até os mais complexos e das possibilidades de parti-
cularidades que eles podem conter. Demos énfase a dois modelos especificos: febre da dengue e
sarampo, e em seguida aplicamos o método de controle impulsivo para levar o sistema até uma
superficie invariante livre da doenga.

O método utilizado possui facil implementagao e diferente de outros métodos nao necessita
de calculos complexos, pois 86 é necessario conhecer dois estados do sistema em tempos distintos.
Os resultados obtidos sao o inicio de um estudo de aplicagdo, modelagem e controle tedrico em
sistemas epidemiologicos e se espera que eles possam contribuir para diversos estudos e tomadas

de decisao no planejamento das politicas e intervengoes na satide piblica.
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Apéndice A

Pontos de Interesse Para o Modelo

Dengue

Neste apéndice iremos calcular os pontos de equilibrio para o modelo Dengue visto no capitulo
5. O primeiro passo € igualar a terceira equacgéo de 5.5 a zero e obter uma solucao em relacéo a

Iy, lembrando que por se tratar de um modelo real, o sistema ¢é delimitado na seguinte regiao

Q= {(SH,IH,L,) :0< I, <1, 0< 8y, 0< Iy, SH‘FIHSl}

bBUNH (1 - Iv) IH

— Iy, =0
Ny +m Moy ly )
cuja solucao é
bBy NI
L} _ ﬂv HiH . (Al)
b/BUNHIH + NH,U/U + My
Substituindo a Eq. (A.1) na primeira equacao de (5.5) e igualando a zero, temos:
b2 By ASHBuNHIH B
wr (1 —SH) — =0,
Mo (NH + m) (bﬁvNHIH + Ngpy + m/‘%)
cuja solugao é
Sy — pr o (N +m) (IgNgbBy + Niprp + mysy,) (A.2)

Iy NybBy (AbBw + prptoNu + mpppee) + e (Ng +m)?
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Por fim, substituindo as Eq. (A.1) e (A.2) na segunda equagao de (5.5) e igualando a zero, temos:

v BaAumBu Nl
IgNgbBy (AbBH + pr i Ng + M pty) + prpn® (Ng +m)

5 — (yu +pu)ln =0

cujas solugoes sao:

Iy =0, (A.3)

(ANubB1 8, = p? (No +m)? (v + ) ) o

Ii = .
a bﬁUNH (7H + MH) (AbﬁH + NH W Py + m,U'H,U'v)

(A.4)

Faremos agora, algumas manipulagdes algébricas, para reescrever a soluc¢ao (A.4). Primeiro,

dividindo o numerador e o denominador por mau,? (Ng + m)2 (v + pr) o, temos:

ANV BHBy

It — po2(Ng4+m)2 (v +um)

H ™ b8, Ny (AbBr+pmpe(Ng+m)) ’
#v2(NH+m)2/JH

fazendo

ANpb* By By
po® (N +m)” (v + )

0

e reescrevendo o denominador, temos:

[ Ry—1
H P NgABy | bBuNm
w2 (Ng+m)2 g (N +m)p
agora, substituindo
bBy N,
M:'YH+/1«H65: BoNu ’
129; 1 MU(NH + m)
temos a Eq. (A.4) reescrita como:
Ry—1
Iy = ——— A5
H™ RoM + . (A-5)

Antes de calcular os pontos de equilibrio, vamos reescrever as Eq. (A.1) e (A.2) usando f3,
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Ry e M. Dividindo o numerador e o denominador da Eq. (A.1) por pu,(Ng + m) temos:

bBy NI
I = (NH +m)#v
v b8, Ny po(Ng+m)
(Ng+m)po  po(Ng+m)

portanto

I Bly
v— S5 -
BIg +1

Substituindo (A.5) na equac@o anterior temos:

I = B(RO_I)
Y Ro(M+3)

Dividindo o numerador e o denominador da Eq. (A.2) por pgp,?(Ny +m)? temos:

T NpbBy_
_ po(Ng+m)
Sy = 5
Alg N b?ByH By TgNgbBy +1
papo?(Ng+m)® ' po(Na+m)

que podemos reescrever como

Blg +1
(ROM+B)IH+1‘

Sy =

Substituindo (A.5) na equac@o anterior temos:

. M+p
H™ RoM + 8

Substituindo (A.3) em (A.6) e em (A.8) temos:

Portanto, os pontos de equilibrio do nosso sistema serao:
P, = (1,0,0) e P, = (S§, Iy, 1))

onde P; representa o ponto livre da doenga e P, corresponde ao equilibrio endémico [8].
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A matriz L do sistema 5.5 é:

—7YH — UH

bBu ASH

L — po(Ngr+m)
vaNH(l_IU) _bBuNHIH _ 7
Ng+m Nig+m Ho
ou ainda,
RoS
N 0 H(WﬁH-&-MH)
L —
5/1/11 (1 - Iv) Mo (IHﬁ + 1)
e a matriz H
L+ LT
H= i
b(—=BuvNu pvIv+BaASH+Lu N o
. vH — (=8 HM2MU(J€7I;I+T$ Bo N o)
b(_/BUNHMUIU+ﬂHASH+/317NHMU) _vaNHIH _
1y (Ng+m) Ng+m o
ou ainda,
R S 2 v 1_1'0
- N 0 H(7H+Mf2l)ﬁ+ﬁ P ( )
N 2po(1=1,
ROSH(’YH-FH%%;-B po(1—1y) — (I3 + 1)

Calculando os autovalores de L, temos:

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

g Yu + pE + By + py + \/(5/%11{ — i — i+ o) + 4o (1= Ir) Ro (yar + prr) Su

1

2

ot Bl — \/(/BNUIH — v — g + o) + 4o (1= Iir) Ro (v + nr) Sm

2

substituindo os valores numéricos dos parametros, para Iy = 0 e I, = 0, temos:

2

DS = max{Re(dl), Re(dQ)}

Dg = —0.12508 + 1 x 10~ 7/1,875 x 10108y + 1.56 x 1012
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Calculando os autovalores de H, temos:

2
ym e p+ p(TnB+ 1)+ O+ g — g (1= 1)) + (oSl 0-L)

€1 B
2
i+ o+ T8+ 1) = o + o — ua (1= 1,))? 4 LSt P
€9 =
2

substituindo os valores numéricos dos parametros, para Iy = 0 e I, = 0, temos:

Es = max{Re(e1), Re(e2)}

s = —0.12508 + 1 x 1077\/3.5 x 105552 + 9.375 x 1098 + 7.8 x 1012,

para o intervalo

Su € [0,1],

temos

Eg > Dg.
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Apéndice B
Programa C

Etapas do Programa:
1) Pagina 74: Rotina Principal.
2) Pagina 81: Sub-Rotina - Célculo da Dinamica.
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Rotina Principal

/* Resolvendo um modelo sarampo VSEIR

atraves de um RK4 e tentando implementar impulsos espacados.

Modificando o programa originalmente escrito pelo Marciano */

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <stdio.h>

#define Nmax 5

#define VRmax 5

void funcs( int M, double #*X, double *f, double #*beta, double *nu, double p, double kappa, double mu,

double sigma, double gamma,
double *lambda, double *Nage, double *pvac,
double time, double dt);

int main ()

{

int M;
long i,j;
double time,dt,tf,tsaida,tcount,pop_total;
double beta[Nmax*Nmax],nu[Nmax],kappa,mu,sigma,gamma,eps,p;
double V[Nmax],S[Nmax],E[Nmax],I[Nmax],U[Nmax],T2[Nmax],T3[Nmax],R[Nmax],X[VRmax*Nmax],X2[VRmax*Nmax],
k1 [VRmax*Nmax] ,k2 [VRmax*Nmax] ,k3 [VRmax*Nmax] ,k4 [VRmax*Nmax],f [VRmax*Nmax],lambda[Nmax], Nage [Nmax],
pvac [Nmax],tv_ini[Nmax],tv_fin[Nmax],target [Nmax],NC[Nmax],Ntot ,RO,Re,ROfe [Nmax];
double pr,propt,rectot,vactot,NCtot;
double JJ,JJ2, Jold,tempoinicial,JJalfa;

FILE *entrada,*saida,*saida2,*finfectados ,*finfectados2,*flambda,*ftot ,*frec,*fvacin,*fvac,*fepid,*fre,*fJJ;
entrada=fopen("sarampo.in","r");

fscanf (entrada, "%1f",&tf); // Tempo de integragdo total (Anos)
fscanf (entrada, "%1f",&dt); // Passo de integragdo (Corresponde a um decimo de dia)

fscanf (entrada, "%1f",&tsaida); // Intervalo entre duas saidas no arquivo (Corresponde a um dia)
// Lendo os par@metros do modelo------===-—--————— oo

fscanf (entrada,"%i", &M); // Faixas etarias

for (i=0;i<M;i++)

for (j=0;j<M;j++) fscanf (entrada,"%1f",&beta[j*M+il); // Matriz beta (representa os contatos entre j e i)

for (i=0;i<M-1;i++)
fscanf (entrada,"%1f",&nulil); // Taxa de envelhecimento (representa a passagem do individuo da classe i para i+1)

nu[M-1]=0.0; // 0 individuo da dltima classe nfo envelhece mais

fscanf (entrada,"%1f",&kappa); // Taxa de natalidade

fscanf (entrada,"’%1f" ,&mu); // Taxa de mortalidade (igual para todas as classes)

fscanf (entrada,"%1f" ,&sigma); // Taxa de incubagéo

fscanf (entrada,"%1f" ,&gamma); // Taxa de recuperagio (Estava dando errado no programa anterior, verificar)
//fscanf (entrada,"fscanf (entrada,"

// Leitura das Condigdes iniciaiS----------------

for (i=0;i<M;i++)

{
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fscanf (entrada,"%1f",&V[il); // Individuos vacinados (N&o teremos falhas primarias e p n&o & 1)
fscanf (entrada,"%1f" ,&S[i]); // Individuos suscétiveis

fscanf (entrada,"%1f" ,&E[i]); // Individuos expostos

fscanf (entrada,"%1f" ,&I[i]); // Individuos infectados

fscanf (entrada,"%1f" ,&R[i]); // Individuos recuperados

};

fscanf (entrada,"’%1f" ,&pop_total);

fclose(entrada);

// Printar na Tela os valores usados (Organizagdo ou Teste?)

printf ("\n=
printf ("dt= %1f tf= %1f tsaida= %1f M= %i\n",dt,tf,tsaida,M);
printf ("beta= ");

for (i=0;i<M;i++)

{
if (i>0) printf (" ")
for (j=0;j<M;j++) printf("%1lf ",betalj*M+il);
printf ("\n");

};

if (M>1) printf("nu =");

for (i=0;i<M-1;i++) printf("%1f ",nulil);

printf ("\n");

printf ("mu = %1f kappa = %1f sigma = %1f gamma = %1f\n",mu,kappa,sigma,gamma);
printf ("p = %1f\n\n",p);

// Printar na tela os valores iniciais (Novamente, Organizagdo ou teste?)

printf ("\n--- Initial Conditions -----------mmmmoo oo \n\n");

for (i=0;i<M;i++)

{

printf (" V[%1i] = %le S[%1il = %le E[%1i]l = %le I[%1i] = %le R[%1i] = %le\n",
i,v[il,i,8[i],i,E[i],i,I[i],i,R[i]);

}s

printf ("\n\n Total population = %1i \n\n\n",(long) pop_total);

printf ("\n=======================================================================\1n") ;

//Relacionado aos valores iniciais

for (i=0;i<M;i+=1)

{
X[6*%i]=V[il;
X[6*i+1]=s5[i];
X[5*xi+2]=E[i];
X[6*i+3]1=I[i];
X[5*i+4]1=R[i];

}s

//LOOPING

time=0.0;

tcount=0.0;
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// Definindo comandos para as saidas

saida=fopen("sarampo.dat","w");
saida2=fopen("sarampo_tot.dat","w");
finfectados=fopen("infectados_prop.dat","w"

finfectados2=fopen("infectados_tot.dat","w");
flambda=fopen("force_infection.dat","w");
ftot=fopen("total_population.dat","w"
frec=fopen("recovered.dat","w");
fvac=fopen("vaccinated.dat","w");
fepid=fopen("epidemic.dat","w");

"

fre=fopen("reproduction_effective.dat","w");

fJJ=fopen("teste.dat","w");

funcs (M,X,f,beta,nu,p, kappa ,mu,sigma, gamma,lambda, Nage,pvac,time,dt);

I1117117177777177177177177177177177177177177177177177

tempoinicial=60.0;

[17117171717771771717771111171717711111117111117111117
//Calculo do RO (OPCIONAL)

//0 nimero 5 novamente estd ligado ao nimero de equagdes

for (i=0;i<M;i++)
for (j=0;j<5;j++)
X2 [5*i+j]=X[5%i+j]/Nage[il;

fprintf (saida,"%le",time);

fprintf (saida2,"%le",time);

for (i=0;i<5*M;i++)

{
fprintf (saida," %le",X[il);
fprintf (saida2," %le",X2[il);

}s

fprintf (saida,"\n");

fprintf (saida2,"\n");

fprintf (finfectados,"%le ",time);
fprintf (finfectados2,"%le ",timex365.0);
fprintf (flambda,"%le ",time);

propt=0.0;
for (i=0;i<b*M;i++) propt+=X[i];

fprintf (ftot,"%le %le\n",time,propt);

rectot=0;

for (i=0;i<M;i++) rectot+=X[5*i+4];

for (i=0;i<M;i++)

{
pr=X[5%i+3];
fprintf (finfectados,"’%le ",pr);
fprintf (finfectados2,"’le ",pr*propt*pop_total);
fprintf (flambda,"’le ",lambdalil);
}s;

fprintf (finfectados,"\n");
fprintf (finfectados2,"\n");

fprintf (flambda,"\n");
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//
NCtot=0.0;
for (i=0;i<M;i++)
{
NC[i]=0.0;
};
//

// RUNGE KUTTA
while (time<tf)
funcs (M,X,f,beta,nu,p, kappa ,mu,sigma, gamma,lambda,Nage,pvac,time,dt);

for (i=0;i<B5*M;i++)
{
k1[il=dt*f[i];
X2[i]=X[il+k1[i]/2.0;
}s

funcs (M,X2,f,beta,nu,p,kappa,mu,sigma,gamma,lambda,Nage,pvac,time,dt);

for (i=0;i<B5xM;i++)
{
k2[il=dt*f[i];
X2[i]1=X[i]1+x2[i]/2.0;
};

funcs (M,X2,f,beta,nu,p,kappa,mu,sigma, gamma,lambda,Nage,pvac,time,dt);

for (i=0;i<5xM;i++)
{
k3[il=dt=*f[i];
X2[i]1=X[i]1+k3[i];
};

funcs (M,X2,f,beta,nu,p,kappa,mu,sigma,gamma,lambda,Nage,pvac,time,dt);

for (i=0;i<5*M;i++)
{

k4[il=dt*£[il;
};

for (i=0;i<B5*M;i++)
{

X[il+=k1[i]/6.0+k2[i]1/3.0+k3[i]/3.0+k4[i]/6.0;
};

L117777777777777777777777777177177177777177777177177177777177177177777177177177177177177117177117717717

//Calculando as intervengdes

//for (i=0;i<M;i++)
//

JJ2=0.0;
JJ=0.0;
for (j=0;j<M;j++)
{
JI2+=X[5%j+2] *X [5%j+2] +X [6%j+31*X [5%j+3];
JJ=sqrt (JJ2);
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L111777777717717717717777717717777717777717777777777717777777777777777777777777777771771771171771771777

(time*365<=1.0)

Jold=JJ;

(time>=tempoinicial/365.0) // Campanha de intervengdo

if (JJI>Jold)

X[5%j+4]1+=((1-(exp(-1log(JJ/Jold) -0.002*tempoinicial))) *X[5*j+2]+(1-(exp(-log(JJ

/Jold) -0.002+tempoinicial)))*X[5*j+3]);
X[5%j+2]x=exp(-log(JJ/Jold) -0.002*tempoinicial);
X[5*j+3]*=exp(-log(JJ/Jold) -0.002*tempoinicial);
JJ2+=X[5%j+2] xX [6*j+2]+X [5*j+3]1*X [6xj+3];

{
for (j=0;j<M;j++)
{
};

}s

JJ=sqrt (JJ2);

tempoinicial+=0.2*tempoinicial;

Jold=JJ;

};

//Calculo das curvas epidémicas

Ntot=0.0;

for (i=0;i<5*M;i++) Ntot+=X[i];

Ntot*=pop_total;

NCtot=0.0;

for (i=0;i<M;i++)

{

NC[i]l+=lambda[i]*X[6*i+1]*pop_totalx*dt;
NCtot+=NC[il;

time+=dt;

tcount+=dt;

if (tcount>=tsaida)

{

tcount=0.0;

for (i=0;i<M;i++)

for (j=0;j<5;j++)

X2 [5*i+j]l=X[5%i+j]/Nagel[il;

fprintf (saida,"%le",time);

fprintf (saida2,"%le",time);

for (i=0;i<5*M;i++)

{

fprintf (saida," %le",X[il);
fprintf (saida2," %le",X2[il);
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//

fprintf (saida,"\n");
fprintf (saida2,"\n");

fprintf (finfectados,"/le ",time);
fprintf (finfectados2,"%le ",time*365.0);
fprintf (flambda,"%le ",time);

fprintf (frec,"’le ",time*365);

fprintf (fvac,"%le ",timex*365);

propt=0.0;
for (i=0;i<b*M;i++) propt+=X[i];
fprintf (ftot,"%le %le\n",time,propt);

rectot=0;

for (i=0;i<M;i++) rectot+=X[5*i+4];

vactot=0;

for (i=0;i<M;i++) vactot+=X[5*il;

for (i=0;i<M;i++)

{
pr=X[5%i+3];
fprintf (finfectados,"%le ",pr);
fprintf (finfectados2,"/le ",pr*propt*pop_total);
fprintf (flambda,"’%le ",lambdalil);
fprintf (frec,"%le ",X[5*i+4]l*propt*pop_total);
fprintf (fvac,"%le ",X[5*il/Nagel[il);

¥

fprintf (finfectados,"\n");

fprintf (finfectados2,"\n");

fprintf (flambda,"\n");

fprintf (frec,"’%le\n",rectot*propt*pop_total);

fprintf (fvac,"’%le\n",vactot);

fprintf (fepid,"’%1f",time*365.0);

for (i=0;i<M;i++)

{
fprintf (fepid," %1f",NC[il);
NC[i]=0.0;

}

fprintf (fepid," %1f\n",NCtot);

// impress&o nova /////////////11/71171111171171171171/

fprintf (£JJ,"%1f",time*365.0) ;
fprintf (£JJ," %1£",JJ);

fprintf (£JJ," %1f",Jold);

fprintf (£JJ," %1f",tempoinicial);
fprintf (£JJ," \n");

[1177777777771777771771171771171771771771171171171171177

fclose(saida);
fclose(saida2);
fclose(finfectados);
fclose(finfectados2);
fclose (flambda) ;
fclose(ftot);

fclose(frec);
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fclose (fvac);
fclose (fepid);
fclose(£JJ);
//fclose(fre);

return O;
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Sub-Rotina - Calculo da Dinamica

// Right-hand side for the VUSEIR model

#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include <stdio.h>

#define Nmax 100

void funcs( int M, double #*X, double *f, double #*beta, double *nu, double p,
double sigma, double gamma,
double *lambda, double #*Nage, double *pvac,

double #*omega, double time, double dt)

int i,j;

double Ntot,pr;

Ntot=0.0;

for (i=0;i<5*M;i++) Ntot+=X[il;

for (i=0;i<M;i++)
{
Nage[i]=0.0;
for (j=0;j<5;j++) Nagel[il+=X[5%i+jl;

// Force of infection for each age class

for (i=0;i<M;i++)

{
lambda[i]=0.0;
for (j=0;j<M;j++)
{
lambda[i]l+=beta[j*M+i]*X[5%j+3]/Nage[il;
};
}s

for (i=0;i<M;i++)

{
f[5*il=-nul[il*X[5%i] -mu*X[5xil; // Vi
if (i>0) f[5*il+=nuli-1]*X[5%(i-1)];

if (i==0) f[5%i]+=(1.0)*p*kappa*Ntot; // Systematic vaccination

f[5*xi+1]=-lambda[i]*X[5%i+1] -nul[il*X[5*i+1] -mu*X[5xi+1]; // Si
if (i>0) f[5*i+1]+=nuli-11*X[5*%(i-1)+1];

if (i==0) f[5*i+1]+=(1.0-p)*kappa*Ntot; // Systematic vaccination

double kappa,

f[6xi+2]=1lambda[i]*X[6*i+1]-sigma*X[5*i+2] -nu[il*X[65*i+2] -mu*X[6*xi+2]; // Ei

if (i>0) f[5*i+2]+=nuli-1]*X[6*(i-1)+2];

f[5*%i+3]=sigmaxX[6*i+2] -gamma*X [6%i+3] -nu[i]*X [5*i+3] -mu*X [65*i+3]; // Ii

if (i>0) f[5*i+3]+=nuli-11*X[5%(i-1)+3];

f[6*i+4]=gamma*xX[6%i+3] -nu[i]*X [6*i+4] -muxX [6*xi+4]; // Ri
if (i>0) f[5*i+4)l+=nuli-11*X[5*(i-1)+4];
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double mu,
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return;
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