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RESUMO

Faremos um estudo trabalhando com o Teleparalelismo equivalente a Relatividade
Geral (TERG) que é dinamicamente equivalente a Relatividade Geral (RG), para tanto
a RG é introduzida e seus problemas discutidos. Com isso o TERG é posicionado
como a teoria gravitacional da tese. Nessa estrutura da tese a DCT (Dinadmica do
Campo Térmico) é usada para calcular o efeito Casimir e a lei de Stefan-Boltzmann,
inclusive a temperatura finita. Tais fen6menos sdo discutidos no ambito de buracos
negros regulares, pois 0s mesmos nao exibem uma singularidade fundamental e por
isso podem representar buracos negros reais.

Palavras-chaves: relatividade geral. dindmica do campo térmico. teleparalelismo. bu-
racos negros regulares.



ABSTRACT

We will do a study working with Teleparallelism equivalent to General Relativity (TEGR)
which is dynamically equivalent to General Relativity (GR), for which both GR is intro-
duced and its problems discussed. Thereby TEGR is positioned as the gravitational
theory of the thesis. In this thesis structure, TFD (Thermal Field Dynamics) is used
to calculate the Casimir effect and Stefan-Boltzmann’s law, even at finite temperature.
Such phenomena are discussed in the context of regular black holes, as they do not
exhibit a fundamental singularity and therefore can represent real black holes.

Key-words: general relativity. thermal field dynamics. teleparallelism. regular black
holes.
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1 INTRODUGAO

Em 1915, Albert Einstein desenvolveu a Teoria da Relatividade Geral, tendo
apresentado que a gravidade pode influenciar no movimento da luz. Pouco tempo
depois, Karl Schwarzschild fez um sistema de unidades: Sistema métrico de Schwarzs-
child para as equagdes de campo de Einstein, onde é descrito o campo gravitacional
de um ponto de massa e a massa esférica [1].Poucos meses depois de Schwarzs-
child, Johannes Droste, um estudante de Hendrik Lorentz, independentemente deu a
mesma solugéo para o ponto de massa e escreveu mais extensamente sobre suas
propriedades [2, 3]. Esta solucdo tem uma caracteristica que é chamada de raio de
Schwarzschild, tornando-se singularidade matematica, o que significa que alguns dos
termos nas equacgdes de Einstein sdo infinitos. A natureza dessa superficie ndo era
bem compreendida na época. Em 1924, Arthur Eddington mostrou que a singularidade
desapareceu depois de uma mudanca de coordenadas, embora tenha demorado até
1933 para que Georges Lemaitre percebesse que isso significava a singularidade no
raio de Schwarzschild, e,ndo era uma propriedade fisica [4], mas matematica, a partir
da descoberta da singularidade matematica. A existéncia de singularidades na Teoria
da Relatividade Geral tem sido problematica desde o seu inicio, especialmente aquelas
ligadas a buracos negros. As chamadas singularidades fundamentais ndo permitem
aplicacdes das leis da Fisica, o que produziu algumas propostas para abordar o pro-
blema. A primeira € conhecida como Censura Coésmica que foi proposta por Penrose
no século 20 [5]. A segunda veio com a solu¢ao de Buracos Negros Regulares cuja
primeira solugao foi obtida por Bardeen. E interessante observar que as solugdes que
descrevem Buracos Negros Regulares possuem horizonte de eventos e compartilham
de muitas caracteristicas com Buracos Negros Singulares. Portanto, se Buracos Negros
sao0 objetos reais, existe uma boa chance de que os Buracos Negros Regulares sejam
objetos que poderao ser percebidos experimentalmente. Desta forma, o estudo teérico
de tais solugdes se torna muito relevante. Particularmente, a andlise da termodinamica
dos Buracos Negros Regulares pode revelar implicagcdes experimentais substanciais,
mas para isso é necessario definir como a temperatura sera introduzida e como a
entropia gravitacional é obtida. Além disso, outros efeitos podem ser previstos por meio
desses termos, como a Lei Gravitacional de Stefan-Boltzmann e o Efeito Casimir. Nesse
sentido, trabalharemos com a Dindmica do Campo Térmico (DCT) porque ela provou
ser uma ferramenta muito poderosa para lidar com a termalizagdo de um determinado
campo. Essa abordagem requer a duplicacéo do espaco de Fock, que permite que o
tempo e a temperatura sejam variaveis do sistema. Esta é uma vantagem sobre a abor-
dagem de Matsubara. A Dinamica do Campo Térmico também requer a caracterizacao
do campo em analise por meio da Funcao de Green correspondente. Em relagdo ao
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campo gravitacional, usaremos uma descrigao alternativa que € conhecida como Tele-
paralelismo Equivalente a Relatividade Geral (TERG). Quando o campo gravitacional é
descrito dessa maneira alternativa algumas previsdes Unicas sao reveladas.

O buraco negro € uma regiao do espacgo da qual nada, nem mesmo particulas
que se movem a velocidade da luz, podem escapar, pois a sua velocidade é inferior
a velocidade de escape desses corpos celestes infinitamente densos. Resultado da
deformacéao do espaco-tempo, causada apds o colapso gravitacional de uma estrela
massiva com pelo menos 30 vezes a massa do Sol em uma supernova, e que logo
depois, desaparecera, dando lugar ao que a Fisica chama de singularidade, o coracao
de um buraco negro, onde 0 espacgo-tempo deixa de existir. Um buraco negro comeca
a partir de uma superficie denominada horizonte de eventos, que marca a regido a
partir da qual, se algo a atravessar, nao podera regressar.O adjetivo negro em buraco
negro se deve ao fato de que se presumia que este nao refletia nenhuma parte da luz
que venha atingir seu horizonte de eventos, atuando assim como se fosse um corpo
negro em termodinamica, porém, atualmente existe a teoria da radiacdo Hawking que,
resumidamente, prevé que os buracos negros nao sao realmente negros, e emitem
radiacdo devido a efeitos quéanticos, tais como flutuacées quanticas.

Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral € descrito em termos de
tetradas que tem muitas vantagens sobre a formulacdo métrica da gravitacdo como
usada na relatividade geral, uma vez que a equivaléncia ocorre apenas em relagéo as
equacdes de campo. Entre eles, o mais interessante é a existéncia de uma energia
gravitacional que é obtida naturalmente através da formulacdo de Hamilton da TERG.
Ademais, o propagador do graviton obtido na Relatividade Geral n&o coincide com o
predito pela TERG. Isso abre espacgo para a exploragao de Buracos Negros Regulares
via Dindmica do Campo Térmico, mas se os propagadores forem iguais poderiamos
realizar o estudo em DCT (Dindmica do Campo Térmico). Neste trabalho usaremos
o DCT para calcular a Lei de Stefan-Boltzmann e o Efeito Casimir através do TEGR,
e também utilizaremos as unidades naturais, G = ¢ = 1 = k. Denotaremos a simetria
de Lorentz pelos indices latinos a = (0), (1), (2), (3), enquanto os difeomorfismos sao
denotados pelos indices gregos, 1 =0, 1,2, 3.

Esta tese esta esquematizada da seguinte maneira: no capitulo 2, a Relati-
vidade Geral é introduzida. No capitulo 3, as ideias do teleparalelismo equivalente a
Relatividade Geral (TERG) sao brevemente lembradas. No capitulo 4, a Dindmica do
Campo Térmico (DCT) é inserida a lei gravitacional de Stefan-Boltzmann e a Entropia
sdo calculados para Buracos Negros Regulares, assim como calculamos para o mesmo
sistema gravitacional o Efeito Casimir que é dado em temperatura zero e finita. Portanto,
nos capitulos 5 e 6 apresentamos os resultados e a conclusao.
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2 RELATIVIDADE GERAL

2.1  FUNDAMENTOS

Este capitulo é dedicado a uma rapida revisao dos fundamentos da geometria
diferencial. A colecao de topicos apresentados aqui € padrao e a maioria desses
topicos deveriam ter sido encontrados em um curso introdutério sobre Relatividade
Geral. Alguns, no entanto, podem ser novos, ou podem ser tratados aqui de um ponto
de vista diferente ou com um grau maior de completude.

Comegamos na Secao 2.1.1, fornecendo defini¢des para tensores em uma
variedade diferenciavel. O ponto de vista adotado aqui e ao longo do texto é totalmente
pouco sofisticado: ndo temos a formulagao abstrata da geometria diferencial e definimos
tensores a moda antiga, em termos de como seus componentes se transformam sob
uma transformacao de coordenadas. Enquanto a formulacdo abstrata (na qual os
tensores sao definidos como mapeamentos multilineares de vetores e vetores duplos
em numeros reais) é decididamente mais elegante e bonita, e deve ser parte integrante
de uma educacdo em relatividade geral, a abordagem antiga tem a vantagem da
economia, e isso motivou sua adogao aqui. Além disso, a maneira antiquada de definir
tensores produz uma distingao imediata entre campos de tensores no espago-tempo
(quadri-tensores) e campos de tensores numa hipersuperficie (trés-tensores).

A diferenciacao covariante € revisada na Secéao 2.1.2 e os vetores de Killing
sao introduzidos na Secao 2.1.4. Na Sec¢ao 2.1.3 desenvolvemos a teoria matematica
da geodésica. A teoria € baseada em um principio variacional e emprega uma para-
metrizacao arbitraria da curva. A vantagem dessa abordagem (mais de uma na qual a
geodésica € definida pelo transporte paralelo do vetor tangente) que € o caso limitante
da geodésica nula pode ser tratado com mais naturalidade. Além disso, geralmente é
conveniente, especialmente com geodésica nula, usar uma parametrizagdo nao-afim.

Na Secéao 2.1.5, revisamos um teorema fundamental da geometria diferencial, o
Teorema da Planicidade Local. Aqui provamos o teorema de maneira padrao, contando
0 numero de fungbes necessarias para passar de um sistema de coordenadas arbitrario
para um quadro lorentziano local.

Resultados uteis envolvendo o determinante do tensor métrico sdo obtidos na
Secao 2.1.6. O determinante métrico € usado na Secéo 2.1.8 para definir o tensor
Levi-Cevita. O tensor de curvatura de Riemann e suas contracdes sao introduzidas na
Secéao 2.1.7, juntamente com as equagdes de campo de Einstein.

Ao adotar as convencdes de sinais com uma métrica de assinatura (-1,1,1,1),
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com o tensor de Riemann definido por, R ; =13 s+ ..., € 0 tensor de Ricci definido
por R,z = aw indices gregos («, 3,...) vado de 0 a 3, e indices latinos maiusculos
(A, B,...) vao de 2 a 3. Unidades geometrizadas, no qual G = ¢ = 1, estdo empregados.

2.1.1 Vetores, vetores duplos e tensores

Considere uma curva v em uma variedade. A curva é parametrizada por \ e é
descrita em um sistema de coordenadas arbitrario pelas rela¢cdes +*(\). Desejamos
calcular a taxa de mudanga de uma funcao escalar f(z®) ao longo desta curva:

df  Of dx*

d\ Oz d\
Este procedimento nos permite introduzir dois tipos de objetos na variedade : u* =
dz®/dX\ € um vetor tangente a v em toda parte, e f, = 9f/0x* € um vetor duplo, o
gradiente da funcéo f. Esses objetos se transformam da seguinte maneira sob uma
transformac&o de coordenadas arbitraria de z* & z*
of  Of ox*  0x
or®  dx®dx®  dx

= fau®. (2.1)

Jor = [ (2.2)

/ /

,dx® 8x "dx®  Ox®
o _ a. 2.
TN T 0z dx . are ! (2:3)

A partir dessas equacdes, recuperamos o fato de que df /d\ € invariavel: f,o/ua' = fau®.
Qualquer objeto A* que se transforma como:

;o oxY
AY =
oz

(2.4)

sob uma transformagéo de coordenadas sera chamada de componentes vetoriais.
Por outro lado, qualquer objeto, p,, que se transforma como:

ox®

8 a/pOU (2.5)
sob uma transformacéo de coordenadas sera chamado vetor duplo. A contracdo A%p,,
entre um vetor e um vetor duplo é invariavel sob a transfromacao de coordenadas,
portanto, é escalar.

Por =

Generalizando essas definigdes, um tensor do tipo (n,m) € um objeto Tjjf
que se transforma como:
or®  02% 97 0x°
T = Y e 4 2.6
K Jz® " OxP dx7 " Oxd (2.6)

sob uma transformagéo de coordenadas. O numero inteiro n € igual ao numero de
sobescritos, enquanto que m é o igual ao nimero de subescritos. Note-se que a ordem
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dos indices é importante; em geral Tfjf #+ Tjjf;jf. Por definicdo, vetores sdo tensores
do tipo (1,0), e os vetores duplos sédo tensores do tipo (0,1).

Um tensor muito especial é o tensor métrico g,s3, usado para definir o produto
interno entre dois vetores. E também a quantidade que representa o campo gravitacional
na relatividade geral. A métrica ou seu ¢*° inverso podem ser usados para diminuir
ou aumentar os indices. Por exemplo, 4, = g.sA” e p* = g*’ps. A métrica inversa é
definida pelas relagoes g**g,s = d5. A meétrica e seu inverso sao tensores simetricos.

Os tensores nao sao realmente definidos pela prépria variedade. Para ilustrar
isso, considere o vetor u* tangente a curva v, como representado na Figura 1. O
diagrama deixa claro que o vetor tangente realmente "sobressai"da variedade. De
fato, um vetor em um ponto P da variedade é definido em um plano tangente em P.
Da mesma forma, os tensores em um ponto P podem ser vistos como vivos nesse
plano tangente. Os tensores em P podem ser adicionados e contraidos, e o resultado
também é um tensor. No entanto, um tensor em P e outro tensor em () ndo podem
ser combinados de maneira tensorial, porque esses tensores pertencem a diferentes
planos tangentes. Por exemplo, as operagdes A%(P)B?(Q) e A%(Q) — A*(P) ndo sdo
definidas como operacdes tensoriais. Isso implica que a diferenciagdo ndo € uma
operacgao direta nos tensores. Para definir a derivada de um tensor, uma regra deve ser
fornecida para transportar o tensor de um ponto para outro.

FIGURA 1 - Um tensor em P existe no plano tangente das variedades em P.

u®

Fonte: E.Poisson- A Relativist’s Toolkit, Cambridge University Press,2004.

2.1.2 Diferenciacao Covariante

Uma dessas regras € o transporte paralelo. Considere uma curva -, seu vetor
tangente «“, e um campo vetorial A* definidos em uma vizinhanga de ~ Figura (2) [6].
Deixe o ponto P na curva ter coordenadas x“, € o ponto ) tem coordenadas z* + dx*.
Como foi dito anteriormente, a operacao:

dA” = A*(Q)— A*(P) (2.7)
A%(2P + daP) — A*(2P)
= A%da”,
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nao é tensorial. Isso é facilmente verificado: em uma transformacgéao de coordenadas,

o o 0z , 0x* 0z° , 0% 02°

BT 9pB P T Qae gxP P + 0z 0P 0xb'
e isso ndo é uma transformagéo tensorial. Para ser adequadamente tensorial, a derivada
do operador deve ter a forma, DA* = A%(P) — A*(P), onde A%(P) é o vetor obtido
"transportando”A® de @ e P. Podemos escrever isso como, DA® = dA* + § A%, onde
IAY = A%(P) — A%(Q), também n&o € uma operacao tensorial. A regra precisa para o
transporte paralelo agora deve ser especificada. Exigimos que 0 A* seja linear em A" e
dz”, de modo que A% = FfjﬁA“d:pﬂ, para algum campo (n&o-tensorial), I';; € chamado
de conexao. A priori, esse campo é livremente especificavel.

A, (2.8)

Agora temos, DA* = A%dx” + T, A*dz”, e dividindo por d), o incremento no
parametro da curva, obtemos:

DA*
i AP, (2.9)

onde u” = dz” /d\ é o vetor tangente, e
A% = A% + T, A", (2.10)

Esta é a derivada covariante do vetor A“. Outras notagées padrao sao: Aj = VA~
e DA®/d\ = V,A°.

O fato de A¢; ser um tensor que nos permite deduzir a propriedade de transfor-
magao de conexao. A partir de I';; A" = A% — A%, € facil mostrar que:

, ozt 9z 9P 92z 9z

| R = GAr — ——— — — AH, 2.11
W ggr — Qpe 9xB T HP OxtoxP OxP ( )
Expressando A* em termos de A* no lado esquerdo e usando o fato de que A* é um

campo vetorial arbitrario, obtemos:

, Oz 0z 9a% Oz 2P

g = - 2.12
L ozt Qx 9xB M dxrdxB 9P ( )
Multiplicando por dz* /02" e reorganizando os indices, chegamos a
, 9z 9P dxt 2z OxP Ot
Sy = ——————— 10, — : 2.1
L oz 0B Az M QrrdxB OxP dxH (2.13)

Esta é a lei de transformacgao para a conexao; o segundo termo impede que ele se
transforme como um tensor.

A diferenciacdo covariante pode ser estendida a outros tipos de tensores
exigindo que o operador D obedeca a regra do produto do calculo diferencial (para
escalares, entende-se que D = d.) Por exemplo, podemos derivar uma expressao para
a derivada covariante de um vetor duplo do requisito:

d(A%po) = D(A%pa) = (DA%)pa + A"D(pa)- (2.14)
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Escrevendo o lado esquerdo como Af"ﬁpadxﬁ + A% ,sdz” e usando as equagdes (2.9)
e (2.10), obtemos:

« B
L/ 2.15

onde

Pa;s = Pa,s — Fggp;r (21 6)

Este procedimento generaliza para tensores do tipo arbitrario. Por exemplo, a derivada
covariante de um tensor do tipo - (1,1) é dada por:

Tg., =15, + o T4 — T4 T2, (2.17)

A regra é que existe um termo de conexao para cada indice tensorial; ele vem com
sinal de menos se o indice for subescrito.

Até agora, a conexao foi deixada completamente arbitraria. E feita uma escolha
especifica exigindo que seja com métricas e simétricas compativeis,

% =15y Gasy =0. (2.18)
Na relatividade geral, essas propriedades sdo uma consequéncia do principio de

equivaléncia de Einstein. E facil mostrar que as equacdes (2.18) implicam:

1

ng = 590[#(9#57“/ + Guy,8 — gﬁ%u)- (2.19)

Assim, a conexado € totalmente determinada pela métrica. Nesse contexto, I'j, €
chamado de simbolo de Christoffel.

Concluimos esta secédo introduzindo alguma terminologia. Diz-se que um
campo tensorial, Tj, € transportado paralelamente ao longo de uma curva v se
essa derivada covariante ao longo da curva desaparecer: DTg /d\ = Tg": ut = 0.

FIGURA 2 — Diferenciagdo de um tensor.

A%(Q)

Fonte: E.Poisson- A Relativist’s Toolkit, Cambridge University Press,2004.
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2.1.3 Geodésica

Uma curva € uma geodésica se ela aumentar a distancia entre dois pontos
fixos [7,8].

Deixe uma curva ~ ser descrita pelas relagdes z*(\), onde A € um parametro
arbitrario, e P e () sejam dois pontos nessa curva. A distancia entre P e Q ao longo de

~ € dada por:
Q
(= / /£ Gugiitd), (2.20)
B 8

onde ¢* = dx“/d)\. Na raiz quadrada, o sinal positivo (negativo) € escolhido se a curva
for tipo espaco (tipo tempo); supde-se que v ndo seja nulo em nenhum lugar. Deve ficar
claro que ¢ é invariante sob uma reparametrizagéo da curva, A — \'(\).

A curva para qual ¢ € um extremo determinado pela substituicdo da "lagrangiana"L(i*, z*) =
(£g,,4"3")1/? nas equagdes de Euler-Lagrange,

@ o 9% . (2.21)
Um célculo direto mostra que z“(\) deve satisfazer a equagéao diferencial:
i+ 15,4787 = k(A)i?, (2.22)

(parametro arbitrario), onde x = dinL/d\. A equagdo geodésica também pode ser
escrita como uu’ = ku®, no qual u* = #* é tangente a geodésica.

Uma escolha util do parametro € o tempo préprio 7 quando a geodésica € tipo
tempo, ou a distancia prépria s quando a geodésica é tipo espaco. (E importante que
essa escolha seja feita apos a extremizagéo, e nao antes). Como dr? = —g,sdzr*dz”?
para geodésica tipo tempo e ds* = g,sdr*dz®, para geodésica tipo espago, temos L = 1
em ambos 0s casos, e isso implica que x = 0. A equacao geodésica se torna:

i+ 15,4787 =0, (2.23)

ou u?‘ﬁuﬁ = 0, que afirma que o vetor tangente é transportado paralelamente ao longo
da geodésica. Essas equacdes sao invariantes sob reparametrizacdo da forma A —
N = a) + b, onde a e b sdo constantes. Parametros relacionados a s e T por essas
transformagdes sdo chamados de pardmetros afins. E Gtil notar que a equagao (2.23)
pode ser recuperada substituindo L' = $g.si*%” nas equagdes de Euler-Lagrange, o
que da origem a um método pratico de calcular os simbolos de Christoffel.

Por continuidade, a forma geral u.aﬁuﬁ = ku® para a equacao da geodésica deve
ser valida também para a geodésica nula. Para que isso seja verdade, o parametro A
ndo pode ser afim, porque ds = dr = 0 ao longo de uma geodésica nula e o limite é
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entao singular. No entanto, os parametros afins podem, no entanto, ser encontrados
para geodésica nula. A partir da equacgao (2.22) é sempre possivel introduzir um novo
parametro \* de modo que a equacao geodésica assuma a forma da equacao (2.23).
E facil verificar se a transformac&o apropriada é:

‘?; = exp [ / A/{(X)d)\’] . (2.24)

Note-se que, enquanto a versao nula da equagao (2.22) foi obtida por um procedimento
de limitagdo, a versao nula da equacao (2.23) nao pode ser considerada um limite da
mesma equacao para geodésicas tipo tempo ou espaco : a parametrizagao é altamente
descontinua.

Concluimos esta secao com a seguinte observacao: Ao longo de uma geodé-
sica parametrizada afim (tipo tempo, espaco, ou nula), a quantidade escalar ¢ = u®u,, é
uma constante. A prova requer uma unica linha:

O~ )’ = (e + 0 o) = 0. (2.25)

)

Se o tempo préprio ou distancia prépria forem escolhidos para A, entdo ¢ = 1,
respectivamente. Para uma geodésica nula, ¢ = 0.

2.1.4 Vetores de Killing

Se, em determinado sistema de coordenadas, as componentes da métrica nao
dependerem de z, entdo pelo teorema precedente £¢g.5 = 0, onde £* =45 e £ éa
derivada de Lie. O vetor ¢~ é entdo chamado de vetor de Killing. A condi¢cao para £*
ser um vetor de Killing é que:

0= "EEgaB = ga;ﬂ + éﬂ;a- (226)

Portanto, o tensor &,.3 € antisimétrico se £* € um vetor de Killing.

Vetores de Killing podem ser usados para encontrar constantes associadas ao
movimento ao longo de uma geodésica. Suponha que u* é tangente a uma geodésica
afim parametrizada por \. Entéo,

u“éy) = (uafa);ﬁuﬁ
= uGulE® + Lopuu’
= 0.

d
I

Na segunda linha, o primeiro termo desaparece em virtude da equacao geodésica e 0
segundo termo desaparece porque &,.; € um tensor antissimétrico enquanto u“u” é
simétrico. Portanto, u“¢, € constante ao longo da geodésica.
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Como um exemplo, considere um espaco-tempo estatico, esfericamente simé-
trico com métrica:

ds® = —A(r)dt* + B(r)dr® + r*dQ?,

onde dQ? = db?* + sen?0d¢p*. Como a métrica ndo depende de ¢t nem de ¢, os vetores:

g = o

§o) = %7
séo vetores de Killing. As quantidades:

E = —uagf,

L = uafy

sao entdo constantes ao longo de uma geodésica a qual u“ é tangente. Se a geodésica
é tipo tempo e u“ é a quadri-velocidade de uma particula que se move nessa geodésica,
entdo E e L pode ser interpretado como energia e momento angular por unidade de
massa, respectivamente. Deve-se notar também que a simetria esférica implica a
existéncia de dois vetores de Killing adicionais,

§1)0a = sengdy + cotfcosddy,
£2)0a = —cospOp + cotlsengdy.

é facil mostrar que estes realmente satisfazem as equagdes de Killing (2.26).

2.1.5 Plano local

Para um dado ponto P no espago-tempo, sempre é possivel encontrar um
sistema de coordenadas = tal que:

ga’ﬁ’ (P) = 7]0/5/7 (227)
re.(P) = 0,

onde 7,5 = diag(—1,1,1,1) & a métrica de Minkowski. Esse sistema de coordenadas
sera chamado de plano local de Lorentz em P. Observamos que também né&o é
possivel definir as derivadas da conexdo como zero quando o espago-tempo € curvado.
A interpretacéo fisica do nivelamento-local € que os observadores em queda livre ndo
veem o efeito da gravidade em sua vizinhanga imediata, conforme exigido pelo principio
da equivaléncia de Einstein.

Agora provamos o teorema. Seja z* um sistema de coordenadas arbitrario e
assumimos, sem perda de generalidade, que P é a origem de ambos os sistemas de
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coordenadas. Entao as coordenadas de um ponto préximo de P sao relacionadas por:
! 2
¢ = Agx'g—l—O(:c ),
/ 2
= Aga” +0(2"),

onde Ag' e A2, sio constantes métricas. E facil verificar se um é de fato o inverso do
outro:

o m o o
Al" ABI — 55/,
a A¢ s«
A% AN = 5.
Sob essa transformacéao, a métrica se torna
galﬁl(P) = Ag/Ag/gaﬂ(P)

Exigimos que o lado esquerdo seja igual a 1,5 . Isso nos da 10 equacdes para as 16
componentes desconhecidas da matriz A%,. Uma solug&o sempre pode ser encontrada,
com 6 componentes indeterminados. Isso corresponde a liberdade de executar uma
transformacao de Lorentz (3 parametros de rotagcao e 3 parametros de reforco) que
nao altera a forma da métrica de Minkowski.

Suponha que uma escolha especifica foi feita para A%,. Entdo, A2 é encontrado
invertendo a matriz e a transformacao de coordenadas € conhecida pela primeira ordem.
Vamos prosseguir para a segunda ordem:

/ / 1 !/ b
r* = Aj 7+ §B§7xﬁx7 + O(z?),

onde os coeficientes constantes Bg,’v, sao simétricos nos indices mais baixos. Recor-
dando a equacao (2.13), temos que a conexao se transforma como:

5., (P) = A2 Aj, AT By*(P) — By, A5 AL,
Para colocar o lado esquerdo em zero, basta impor
By, = A(T3,(P)

Essas equagbes determinam Bg‘; exclusivamente, e a transformacéo de coordena-
das agora é de segunda ordem. Independentemente dos termos de ordem superior,
aplicando as equacgoes (2.27).

2.1.6 Determinante da Métrica

A quantidade \/—g, onde g = det[g.s], ocorre frequentemente em geometria
diferencial. Primeiro notamos que /¢’/g, onde ¢’ = det|g. 5], € 0 jacobiano da trans-
formagéo, & — 2 (2®). Para ver isso, lembre-se do calculo diferencial comum que,
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sob essa transformacéo, dz* = Jd*z’, onde J = det[02z®/0x*'] é 0 jacobiano. Agora
consideremos a transformagéo da métrica, [9]
oz 02
N B lch
Como o determinante de um produto de matrizes € igual ao produto de seus determi-
nantes, essa equacao implica, ¢ = ¢gJ?, o que prova a afirmacao.

Como uma aplicacdo importante, considere a transformacéo de z*', um plano
local de Lorentz em P, para ', um sistema de coordenadas arbitrario. O elemento de
volume quadridimensional em torno de P é d*z’' = J~'d*z = \/g/¢'d*x. Mas desde que
g = —1, temos que:

V—gd*z (2.28)

€ um elemento de volume invariavel em torno do ponto arbitrario P. Esse resultado
generaliza para uma variedade de qualquer dimensdo com métrica de qualquer assina-
tura; nesse caso |g|'/?d"x é o elemento de volume invariavel, em que n é a dimens&o
da variedade.

Vamos agora derivar outro resultado Util,

1 1
e, ==

a"g v = T /—
27 =g
Considere, para qualquer matriz M, a variagao de In |det M| induzida por uma variagao
de elementos M. Usando a regra do produto para determinantes, temos:

(vV=9)a- (2.29)

dln|detM| = In|det(M + 6M)| — In|det M|
det(M + 0 M)

In——= 2.
BT detM (2.30)
= IndetM (M + §M) (2.31)
= Indet(1+ M~ '5M), (2.32)

onde 1 representa uma matriz identidade. Agora introduzimos a identidade:

det(1+¢) =1+ Tre + O(e?), (2.33)

valido para qualquer matriz "pequena", <. Isto da:
SIn|detM| =In(1+TrM *6M)=TrM *5M.
Substituindo o tensor métrico no lugar de M da d1n |g| = g*?§gas, OU
3}
i — g*B
o 191 = 9% gasu

isso estabelece a equacéo (2.29).
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A equagéo (2.29) da origem a formula da divergéncia: Para qualquer campo
vetorial A%,

1
AY = ——(v/=gAY) 4. 2.34
0= = (VmeA, (2.34)
Um resultado semelhante é vélido para qualquer campo tensorial antissimétrico B*”:
1
B = —_(\/=¢B*) 4. (2.35)
.5 — g< )8

Essas férmulas sao Uteis para o calculo eficiente de divergéncias covariantes.

2.1.7 Tensor Levi-Cevita

O simbolo de permutagéo [« 5 v ¢], definido por:

* +1 se [a B~ ] € uma permutacdo uniforme de 0123;
* —1se [a (3~ d] é uma permutacao impar de 0123;
* 0 se quaisquer dois indices forem iguais.

E uma quantidade nao-tensorial muito Gtil. Por exemplo, ele pode ser usado para
fornecer uma definigcdo para o determinante: Para qualquer matriz 4 x 4 M,g,

det[Maﬁ] = [Ozﬁ’yé]MOaMlgMgfyMg(s (236)
= [aBy0]Mao Mgy My Mss.
Qualquer igualdade pode ser estabelecida pelo calculo da for¢a bruta. A propriedade
bem conhecida que det[Mpg,] = det[M,s], segue diretamente da equacéo (2.36) [9].

Vamos agora mostrar que a combinacao:

Eafys = V _g[a/ﬁfy&] (237)
€ um tensor, chamado tensor Levi-Civita. Considere a quantidade:

0z 0xP 0x7 0x°

Ox® 0xP Oz 0%’

que é completamente antissimétrico nos indices iniciados. Portanto, deve ser proporcio-
nal ao [o//'/0']:

[aB70]

ox® 9xP Oz 9zl
oz 0x8 Oz 0z

por algum fator de proporcionalidade A\. Colocando o/f'y'¢é" = 0123, da:

[a 4] = Ma'6'7'd],

ox® 0xP dxY Ox°
0xY Ozl 02 Ox3'’

A = |afy0]
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0 que determina \. Mas o lado direito é apenas o determinante da matriz 9z /0z*', isto
é, 0 jacobiano da transformagéo z* (z). Assim, A = \/¢'/g, e temos:

0z® 0x” 0x7 Ox° S
V _9[04575] axa/ 8%3/ 01"7/ axé/ =V =g [OZ 6 Y 5]

Isso estabelece o fato de que ¢,4,5, de fato se transforma como um tensor tipo - (0,4).

A prova poderia ter comeg¢ado em vez disso com a relagéo

ox® dxP oz 0z

implicando X' = /¢g/¢’ € mostrando que:
1
A p—— 17 1 2.38
\/_—g[ 4] (2.38)

transforma-se como um tensor do tipo - (0,4). O sinal de menos é importante. E
facil verificar se esse também ¢é o tensor Levi-Cevita, obtido de ¢,4,5, aumentando os
quatro indices. Como alternativa, podemos mostrar que c.s,s = gaugsrgoags,c™ . Essa
relacao implica:

1 1
go123 = — = |WAP|Gog1v 923y = — =9 = vV
e \/—_g[ lo0ns1-9213% e

evidentemente compativel com a equagéo (2.37).

O tensor Levi-Civita é usado em varios contextos em geometria diferencial.

2.1.8 Curvatura

O tensor de Riemann Rj_; pode ser definido pela relagao:

Al — Al = —RE A, (2.39)

B vaf

que vale para qualquer campo vetorial A*. A avaliacdo do lado esquerdo produz
explicitamente:

o1
Raﬂw& - 5(9&6,,87 — Jarv,86 — 9B6,ay + gﬂfy,ozé)a

e isso implica as relagdes tensoriais:

Ra,@wé - _R,Boz'yé - _Raﬂdw - Rwdab’ (240)

Rwﬁv + Rwaﬁ + Ruﬁw =0, (2.41)
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que sao validos em qualquer sistema de coordenadas. Um pouco mais de trabalho na
mesma linha revela que o tensor de Riemann satisfaz as identidades de Bianchi,

Ruvaﬁw + RWW;B + RuVﬁv;a = 0. (2-42)

Além da equacéo (2.39), o tensor de Riemann satisfaz as relagdes:

Dusop — Puspa = R,szﬁpu (2.43)
e
Tzﬁaﬁ - Tzﬁﬁa = _RKQBT;\ + Rli\aBT)lf7 (244)

que vale para os tensores arbitrarios p,, € Tj. A generalizagéo para tensores de niveis
mais altos € ébvia: o numero de termos de tensores de Riemann no lado direito € igual
ao numero de indices dos tensores.

As contragoes do tensor de Riemann produzem o tensor de Ricci R.s e 0 R
escalar de Ricci. Elas s&o definidas por:

Rys = R, (2.45)
R = R

E facil mostrar que R,; & um tensor simétrico. O tensor de Einstein é definido por:
1

este também € um tensor simétrico. Em virtude da equacao (2.42), o tensor de Einstein
satisfaz:

Gy =0, (2.47)
as indentidades de Bianchi contraidas.
As Equacoes de Campo de Einstein,
G = 8nTP, (2.48)

onde G*? deve ser uma combinagéo linear do tensor métrico com suas derivadas de
primeira e segunda ordem. A equacéao (2.48) relaciona a curvatura do espaco-tempo
(representada pelo tensor de Einstein) a distribuicdo da matéria (representada por 77,
o tensor energia-tensao). A equagéo (2.47) implica que o tensor energia-tensao deve
ter divergéncia zero: ngﬁ = 0. Essa é a expressao tensorial para a conservacao do
momento energia. A equacéao (2.47) implica também que, das dez equagdes (2.48),
apenas seis sdo independentes. A métrica pode, portanto, ser determinada em até
quatro fungbes arbitrarias, e isso reflete nossa total liberdade na execugao do sistema
de coordenadas. Observamos que as equacgdes de campo também podem ser escritas

na forma:

R = &1 (T@ﬁ — %Tgaﬂ) , (2.49)

onde T'= TS é o trago do tensor energia-tensao.



28

2.2 A SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD

Agora voltamos nossa atencao para resolver as equagdes do campo de vacuo
no caso mais simples, a saber, o da simetria esférica. Como preliminar, nas proximas
duas secbes, deixamos clara a distincdo entre solu¢des estacionarias e solugdes esta-
ticas. Em termos simples, uma solucao € estacionaria, se for independente do tempo.
Isso ndo significa que a solugédo nao seja de forma alguma evolutiva, mas simplesmnete
que o vinculo ndo entra nela explicitamente. Por outro lado, o requisito mais forte de
que uma solugao é estatica significa que ela ndo pode ser evolutiva. Nesse caso, nada
mudaria se, a qualquer momento, atrasassemos o tempo, ou seja, estatico significa
tempo simétrico sobre qualquer origem do tempo. Pense no movimento de um gas em
um tubo, Figura 3. Se estiver sendo bombeado por algum dispositivo independente do
tempo, 0 movimento sera nao estacionario. Se o gas viaja com velocidade constante
em cada ponto do tubo, 0 movimento € estacionario. Se a velocidade do gas é zero em
todos os lugares, o sistema é estatico [6].

Uma métrica sera estacionaria se existir um sistema de coordenadas especial,
no qual a métrica seja visivelmente independente do tempo:
OGab -
020
onde z° é uma coordenada semelhante ao tempo. Obviamente, em um sistema de
coordenadas arbitrario, a métrica provavelmente dependera explicitamente de todas
as coordenadas. Portanto, precisamos tornar a declaragao (2.50) independente de
coordenadas. Se definirmos um campo vetorial:

0, (2.50)

X = g8 (2.51)
no sistema de coordenadas especial, entdo:
LXgab = Xcgab,c + gachb + gchf;
= Sgab,c = GJab,0 = 0

por (2.50). Lxg., € um tensor, portanto, se desaparecer em um sistema de coordenadas,
desaparecera em todos os sistemas de coordenadas. Portanto, segue-se que X* é um
campo vetorial de Killing. Por outro lado, dado um campo vetorial de Killing tipo tempo
X, sempre existe um sistema de coordenadas que € adaptado do campo vetorial de
Killing, ou seja, no qual (2.51) se mantém e, em seguida,

0= LXgab = Gab,0,

e assim a métrica é estacionéria. Portanto, estabelecemos a definicdo das coordenadas
independentes:

Diz-se que um tempo espacial é estacionario se e somente se ele admite
um campo vetorial de Killing tipo tempo.
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FIGURA 3 - Duas particulas de gas num tubo em : (a) ndo estacionario, (b) estacionario e (c)
fluxo estatico.

Before (t=1,) After (t=1,>1)
X1 X2 X X2
L !
X1 X2 X1 X2
(C) ° [ ] Y °
ik I I L
X1 X2 X1 X2

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

2.2.1 Campos vetoriais em hipersuperficie ortogonais

Para discutir solucdes estaticas de forma independente das coordenadas, pre-
cisamos introduzir o conceito de um campo vetorial de hipersuperficie ortogonal, o que
fazemos nesta secao. Comecamos com a equagao de uma familia de hipersuperficies
dadas por:

fa®) =, (2.52)

onde os diferentes membros da familia correspondem a diferentes valores de p, Figura
4. Considere dois pontos vizinhos P e () com as coordenadas (z“) € (z* + dz®) em S,
também temos, por (2.52),

p= f(z*+dx*) = f(z%) + aa;dx“
para a primeira ordem. Subtraindo (2.52) desta equacao, encontramos:
of dz® =0 (2.53)
o

em P. Se definirmos o campo vetorial covariante n, para a familia de hipersuperficie
por:

of
= — 2.54
e = 50 (2.54)

entdo (2.53), torna-se:

Nedz® = gupndz® = 0,

em P, que nos diz que n* € ortogonal para o campo do vetor contravariante infinitesimal
dz®. Uma vez que dz® reside em S por construcao, segue-se que n® é ortogonal
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para S e, portanto, € conhecido como o campo de vetor normal para S em P, Figura
5. Qualquer outro campo vetorial X é dito ser hipersuperficie ortogonal se estiver
em todo o lado ortogonal para a familia de hipersuperficie, caso em que deve ser
proporcional a n® em todos os lugares, isto &,

X = Ax)n®, (2.55)

para algum fator de proporcionalidade A, que geralmente varia de ponto a ponto. Entao,
as orbitas de X sao ortogonais a familia das hipersuperficies, Figura 6. De (2.55) e
(2.54), a condicao hipersuperficie - ortogonal também pode ser escrita:

Xo = >\f,a7 (256)
e entdo:
Xaach = )‘f,a)\,bf,c + )‘Qf,af,cb-

Tomando a parte totalmente anti-simétrica dessa equacéao e que o primeiro termo a
direita seja simétrico em a € ¢, € 0 segundo termo seja simétrico em b e ¢, de modo que
suas partes totalmente anti-simétricas desaparecam, entao:

X(a0,Xy = 0. (2.57)

Mostramos que qualquer campo hipersuperficie-ortogonal satisfaz (2.57). Vamos agora
estabelecer um universo parcial, a saber, qualquer campo vetorial de Killing ndo nulo
que satisfaz (2.57) é necessariamente hipersuperficie-ortogonal. Como X é um vetor
de Killing, ele satisfaz

Lxgay = VpXa + VaXp = 0.

Usando isso, que trocamos os indices nas derivadas covariantes de X, introduzem um
sinal de menos:

VaXp = — Vb Xa- (2.58)
Utilizando isso, os seis termos em (2.57) reduzem para trés termos:
Xa Vb Xe+ Xe Vo Xo + Xp Ve Xy = 0.
Contraindo com X¢ e escrevendo, X? = X,X¢?, obtemos:
XX 70 Xe+ X2 V0 X+ X X Ve Xy = 0,
ou, usando (2.58),

XX Xo + X2 V0 Xp — XX V0 X, = 0.
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Trocando o indice levantado e abaixado pelo indice ¢, e usando (2.58) o termo médio,
isso se torna:

Xo X X — X207 Xy — X X Vo X = 0.
Adicionando essas duas ultimas equacoes, obtemos:
Xo b X? = X3 Vo X? + XH(VaXp — V1 Xa) = 0,

ou, como X? é um campo escalar e os termos entre parénteses que envolvem a
conexao desaparecem, ou seja,

VpPa = OpPa),

X0, X? — X0, X2 4+ X?(0,Xp — 0, X,) = 0.
Escrevemos isso na forma:
X20, Xy — X30,X? = X?0,X, — X,0,X2,
ou equivalentemente, dividindo por X*,
Xb Xa
(9a (F) - 6b <F> y (259)

uma vez que X é ndo nulo por suposigdo e, portanto, X? # 0. Esta Gltima equagéo
requer que o termo entre parénteses seja um gradiente de algum campo escalar, por
exemplo f, isto &,

X
2= fa (2.60)
e finalmente
Xo=Xfa, (2.61)

Esta é uma condigao hipersuperficie-ortogonal (2.56) com \ = X?2.

FIGURA 4 — Uma familia de hipersuperficies classificado por .

u=us
H=Up

u=u

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.
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FIGURA 5 — O campo vetorial normal n* em um ponto P.

dx* fix)=u
S

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

FIGURA 6 — Um campo vetorial hipersuperficie-ortogonal X .

AN
U=y
/,_" A nlR I U=y,
U=y

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

2.2.2 Solucbes estaticas

Se uma solugéo € estacionaria, entdo, em um sistema de coordenadas adap-
tado a métrica serd independente do tempo, mas o elemento de linha ainda continuara
em geral a conter termos cruzados em dz°dz®. Se, além disso, a métrica for estatica,
esperamos que esses termos cruzados estejam ausentes pelo seguinte motivo. Consi-
dere o intervalo entre dois vetores (2°, ', 22, 23) e (2" + da®, 2! + dz', 2%, x*) em nosso
sistema de coordenadas espacial. Entdo:

ds® = goo(dz®)? 4 2go1da’dxt + g1 (dxt)?, (2.62)
onde todos os g,, dependem apenas de z*. Sob uma reversao de tempo:

¥ — 20 = —2f (2.63)

0 gu» PErManece inalterado, mas ds? torna-se:
ds® = goo(dz®)? — 2go1da’dz’ + g11(dz')?. (2.64)

A suposicio de que a solugao é estatica significa que ds? é invariavel sob uma inversao
de tempo sobre qualquer origem do tempo e, portanto, equacionando (2.62) e (2.64),
descobrimos que gy, desaparece. Da mesma forma, gg2 € go3 devem desaparecer e,
portanto, mostramos que ndo ha termos cruzados dz'dz* no elemento de linha no
sistema de coordenadas espacial.
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Vamos investigar a condicao hipersuperficie-ortogonal (2.61) em um espaco-
tempo estacionario em um sistema de coordenadas adaptado ao campo vetorial de
Killing, tipo tempo, ou seja, X, = ;. Entéo,

Xa == gabXb = gab58 = 90a;

X? = X, X = goab§ = goo,
entdo (2.61) da:
9oa = 9oo.f (2.65)
para algum campo escalar f. Quando a = 0, isso produz f, = 1, entdo a integragao da:
f=a"+h(z%),

onde h € uma funcao arbitraria apenas das coordenadas espaciais. Considerar as
transformagbes de coordenadas definidas por:

2 — 2 = 2% + h(2®), ¥ — 2 =2 (2.66)

Entao encontramos no novo sistema de coordenadas,

X = 5 (2.67)
Jabo = 0, (2.68)
Joo = Yoo, (2.69)
g = 0. (2.70)

A Ultima equacdo revela que nao ha termos cruzados em dz'dz“ e, portanto, a solugéo
€ estatica. Portanto, estabelecemos a seguinte defini¢cao.

Diz-se que um espaco-tempo é estatico se, e somente se, ele admite um
campo vetorial de Killing tipo tempo hipersuperficie ortogonal.

Além disso, estabelecemos o seguinte resultado importante.

Em um espaco-tempo estatico, existe um sistema de coordenadas adap-
tado ao campo vetorial de Killing, tipo tempo, no qual a métrica como indepen-
dente do tempo e sem termos cruzados aparece no elemento de linha que en-
volve o tempo, isto é, g,, = 0.

Pode ser demonstrado que ainda existe a liberdade de coordenadas:
20 — 2" = Az + B, 2% — 2/ = W*(2), (2.71)

onde A e B sao constantes e as funcdes h® sdo arbitrarias. Se as condicdes de
contorno exigem goo — 1no infinito espacial, isso requer A = +1. Negligenciar a
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inversao do tempo, entdo isso corrige A como 1 e, portanto, definimos uma coordenada
de tempo, chamada linha de mundo, que é definida para escrever uma constante aditiva
sem importancia. Assim, em um espago-tempo estatico, recuperamos a velha idéia
newtoniana de um tempo absoluto, no sentido de que a variedade pode ser fatiada de
maneira bem definida nas hipersuperficies ¢, Figura 7. Existe uma classe privilegiada
de observadores que medem o tempo do mundo e, portanto, podem concordar que 0s
eventos sejam simultaneos. As coordenadas correspondentes sdo gaussianas, pois,
Joa = 05

FIGURA 7 — Dois eventos "simultaneos"no horario mundial.

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

2.2.3 Solugdes simétricas esféricas

A simetria esférica pode ser rigorosamente em termos de campos vetoriais de
Killing, como segue,

Diz-se que um espaco-tempo é esférico simétrico se, e somente se, ele
admite trés campos vetoriais de Killing tipo espaco, linearmente independentes,
cujas Orbitas estao fechadas (isto é, calculos topolégicos) e que satisfazem.

Existe um sistema de coordenadas no qual os vetores de Killing assumem uma
forma padrao, conforme expresso no resultado a seguir:

Em um espaco-tempo esfericamente simétrico, existe um sistema de co-
ordenadas (z*) (chamado cartesiano) no qual os campos de Killing X“ sao da
forma:

X0 = o,

a - a,.B
X = wgx”,
W = —Waa

A quantidade w,s depende de trés parametros que especificam trés rotacoes
espaciais. Os resultados levam a uma forma canénica para o elemento de linha. O
calculo € bastante detalhado, portanto, procederemos de maneira diferente e apresen-
taremos um argumento heuristico para determinar a forma do elemento de linha.
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Intuitivamente, a simetria esférica significa que existe um ponto privilegiado,
chamado de origem O, de modo que o sistema é invariante sob rotacées espaciais
resultara em P varrendo uma esfera bidimensional centrada em O. Podemos entédo
introduzir uma coordenada axial, ¢, € uma coordenada azimutal, 8, na esfera de maneira
usual. Largando uma perpendicular de P ao plano equacional, (z = 0) em @, entéao
¢ € 0 angulo que OQ faz om o eixo positivo -x e 6 € o angulo que OP faz com o eixo
z positivo, Figura 8. Todos os pontos na esfera bidimensional serdo cobertos pelos
intervalos de coordenadas:

0<0<m, (2.72)

—T<¢ <. (2.73)
Além disso, o elemento de linha da esfera bidimensional é:
ds® = a®(d0* + sen’0d¢?). (2.74)

E natural assumir que, em quatro dimensées, podemos aumentar ¢ e ¢ com uma
coordenada tipo tempo arbitraria ¢ e algum parametro do tipo radial », de modo que o
elemento de linha se reduz a forma (2.74) em uma esfera bidimensional ¢ = constante,
r = constante. A simetria esférica requer que o elemento de linha no formato (d6? +
sen?dg¢?). Além disso, usando um argumento analogo ao que usamos no inicio da
segao 2.2.2, ndo pode haver termos cruzados em df ou d¢ porque a métrica deve ser
invariavel separadamente sob as reflexdes:

00 =m—10 (2.75)

o= ¢ =—¢ (2.76)
Nosso ansatz inicial, entdo, é que existe um sistema de coordenadas espacial,
(%) = (2, 2%, 22, 2%) = (t, 7,0, ¢)
em que o elemento de linha tem a forma:
ds* = Adt* — 2Bdtdr — Cdr® — D(d6* + sen*d¢?), (2.77)
onde A, B,C e D ainda sao fungdes indeterminadas de ¢ e r, isto é,
A= A(t,r), B=B(tr), C=C(tr), D=D(t,r).
Se introduzirmos uma nova coordenada radial pela transformacéao:

f— ' =DY?
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entao (2.77) torna-se:
ds* = A'(t,r")dt* — 2B'(t,7")dtdr’ — C'(t,r")dr"® — r"*(d6* + sen’*d¢?). (2.78)
Considere o diferencial:
Al(t,r")dt — B'(t,r")dr'.

A teoria das equacodes diferenciais ordinarias nos diz que sempre podemos multiplicar
isso por um fator de integracao, I = I(¢,r’), o que torna um diferencial perfeito. Usamos
esse resultado para definir uma nova coordenada de tempo ¢’ exigindo:

dt" = I(t,r")[A'(t,r")dt — B'(t,r")dr'].
Elevando ao quadrado, obtemos:
dt” = I*(A”dt* — 2A'B'dtdr’ + B™dr'?),
e entao,
Aldt* — 2B'dtdr’ = A7 7%t — A7 BPdr”,
e o elemento de linha (2.78), torna-se:
ds* = A7 24t — (C' — ATPBYdr’ — r2(d6? + sen®0d¢?).

Definindo as duas novas fungdes v e A, por:

AT =, (2.79)
e
C'— A7'B? = ¢, (2.80)
finalmente obtemos a forma:
ds® = e’dt* — erdr? — r*(df* + sen0d¢?), (2.81)

onde
v=uv(tr), XA=Atr).

As definicdes de v e A em (2.79) e (2.80) sdo em termos de exponenciais, 0 que, por
serem sempre positivos, garante que a assimetria da métrica seja —2. De fato, ha
argumentos rigorosos que confirmam que o elemento de linha esfericamente simétrico
mais geral em quatro dimensdes (com assinatura —2) pode ser escrito na forma
candnica (2.81).
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FIGURA 8 — As coordenadas esféricas padréo 6 e ¢.

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

2.2.4 A Solucao Schwarzschild

Agora usamos as equagdes de campo de vacuo de Einstein para determinar
as funcoes desconhecidas v e A em (2.81) a métrica covariante é:

Jap = diag(e”, —e*, —r?, —r?sen?0) (2.82)
e, como a métrica é diagonal, sua forma contravariante é:

-

g = diag(e™, —e™*, —r72, —r"2sen"%0). (2.83)

Se denotarmos as derivadas em relagéo a t e r por ponto e linha, respectivamente, os
componentes ndo nulos do tensor de Einstein sao:

(N1 1
G)=e? (7—5) + 5 (2.84)
Gt = —eMrth = -2V @Y, (2.85)
S| 1
Gi = —e <”? + 72) + 3 (2.86)

. 1 0 D U VA Ve 1 DT V7
2: §:_—A s = i ~ v oS ) 27
G2 =G5 26(2+r r 2 ”)+2€ <A+2 2) (2.87)
As identidades contraidas de Bianchi revelam que a equacao (2.87) desaparece auto-
maticamente se as equacoes (2.84), (2.85) e (2.86) desaparecem. Portanto, existem
trés equacoes independentes a serem resolvidas, a saber,

e (5 — l) + 1_ 0, (2.88)

roor? 72

e (i’ + l) =0, (2.89)
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A =0. (2.90)
Somando (2.88) e (2.89), obtemos:
N+ =0
e integrando da:
A+ v = h(t), (2.91)

onde h é uma funcgédo arbitraria da integragédo. Aqui, A é puramente uma funcgao de r por
(2.90), e entéo é simplesmente uma equacao diferencial ordinaria, que escrevemos:

e N —re N =1,
ou equivalentemente
(re ) = 1.
Integrando, obtemos:
A

re " =r 4 constante.

Escolhendo a constante de integragdo como —2m, para conveniéncia posterior, obte-
mos:

ed=(1—-2m/r)"". (2.92)
Portanto, nesta fase, a métrica foi reduzida em (2.91) e (2.92), para:
Jab = diagle" (1 —2m/r), (1 — 2m/r)~", —r? —r?sen’d]. (2.93)

O estégio final é eliminar h(t). Isso é feito transformando para uma nova coordenada ¢,
isto &, t — t/, onde ¢’ & determinado pela relagéo:

t
f:/e

onde ¢ € uma constante arbitraria. Em seguida, o Unico componente da métrica com a
mudanca é:

NG

7 (2.94)

oo = (1 —2m/r).

Mostramos que sempre é possivel encontrar um sistema de coordenadas no qual a
solucao esfericamente simétrica mais geral das equacdes de campo do vacuo é:

ds® = (1 —2m/r)dt* — (1 — 2m/r) " tdr? — r*(d6* + sen?0d¢?). (2.95)

Este é o famoso elemento de linha de Schwarzschild.
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2.2.5 Propriedades da solugédo de Schwarzschild

Restringimos a atencéao para a regiao externa r» > 2m, onde as coordenadas
¢t e r sdo tipo tempo e ao espaco, respectivamente. E imediato a partir de (2.95)
que gu0 = 0, € portanto a solucdo é estacionaria. Além disso, as coordenadas sdo
adaptadas ao campo vetorial de Killing, X* = §5. Como:

Xa = gabXb = 9ab58 = G0a = 90062 = (1 - 2m/7’, 07 07 0)7
vemos que X“ é hipersuperficie-ortogonal, isto &, X, = \f,, com:
A= X?=gy e f(z%) =t=constante.

Assim, o campo vetorial tipo tempo X* é hipersuperficie ortogonal a familia das hi-
persuperficies, t = constante e, portanto, a solugao é estatica e ¢t € uma linha mundo.
Alternativamente, € de forma imediata de (2.95) que a solucéo é simétrica no tempo,
uma vez que é invariante sob a reflexdo do tempo, t — ¢’ = t, e invariante na conver-
sdo no tempo, uma vez que é invariante na transformacao, ¢t — t' = t + constante, €
novamente é estatica. Assim, provamos o seguinte resultado inesperado.

Teorema de Birkhoff’s : Uma solucao de vacuo esfericamente simétrica
ha regiao externa é necessariamente estatica.

Isso é inesperado, porque na teoria newtoniana a simetria esférica ndo tem
nada a ver com dependéncia do tempo. Isso destaca o carater especial das equagdes
diferenciais parciais ndo lineares e as solugdes que elas admitem. Em particular, o
teorema de Birkhoff implica que, se uma fonte esférica simétrica como uma estrela
muda de forma, mas o faz sempre esférica simétrica, nao pode prorrogar disturbios
no espagco circundante. Olhando para o futuro, isso significa que uma estrela esférica
simétrica pulsante nao pode emitir ondas gravitacionais (Figura 9).

FIGURA 9 — Uma estrela esférica pulsante ndo pode emitir ondas gravitacionais.

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

Se uma fonte esférica simétrica estiver restrita a regidao » < a para alguma
a > 2m, a solugéo externa de Schwarzschild ndo é necessariamente esférica simétrica,
Alguns contra-exemplos sdo conhecidos. Assim, em geral, uma fonte ndo precisa herdar
a simetria de seu campo externo.



40

Se tomarmos o limite de (2.95) como » — oo, obteremos a métrica do espacgo
plano da relatividade espacial em coordenadas polares esféricas, isto &,

ds* = dt*dr® — r*(d0* + sen*0dp?). (2.96)

Temos, portanto, que uma solugdo a vacuo esfericamente simétrica &€ necessariamente
assintoticamente plana. Alguns autores obtém as solucdes de Schwarzschild a partir
das suposicoes iniciais de que a solugao é esfericamente simétrica, estatica e assintoti-
camente plana. No entanto, como vimos, ndo ha necessidade de adotar essas duas
ultimas premissas como prioritarias, porque as equag6es de campo as impdem a voceé.
Vamos tentar uma interpretacéo da constante m que aparece na solucéo, considerando
que a teoria newtoniana da origem a um potencial ¢ = —GM /r. Inserir isso no limite de
campo fraco

2
goo = 1+ C—f + O(v/e),

goo = 1+2¢/c* =1—2GM/cr, (2.97)
e, comparando isso com (2.95), vemos que:
m=GM)/c?, (2.98)

em unidades nao relativisticas. Em outras palavras, se interpretarmos a solucéo de
Schwarzschild como devido a uma particula pontual situada na origem, a constante m
é simplesmente a massa do buraco em unidades relativisticas. E evidente a partir de
(2.95) que m tem as dimensdes do comprimento. As vezes é conhecida como massa
geométrica. Terminamos esta se¢cao resumindo as propriedades que encontramos. A
solucao de Schwarzschild:

1. € esfericamente simétrica;

2. é estacionaria;

3. possui coordenadas adaptadas ao campo vetorial de Killing tipo tempo X*;
4. ¢ estatica & é simétrica e o tempo é invariante na conversao de tempo;

5. é estatica « tem um campo vetorial de Killing semelhante ao tempo hipersuperfi-
cie ortogonal como X¢;

6. € assintoticamente plana;

7. tem massa geométrica m = GMc 2.
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2.2.6 Coordenadas Isotrépicas

Nesta secao, buscamos um conjunto alternativo de coordenadas em que as
partes de tempo t = constante, S80 0 mais préximo possivel do espaco tridimensional
euclidiano. Mais especificamente, tentamos escrever o elemento de linha na forma:

ds* = A(r)dt* — B(r)do?,
onde do? é o elemento de linha do espaco tridimensional euclidiano, a saber,
do® = da® + dy? + dz?,
em coordenadas cartesianas, ou equivalentemente,
do? = dr? +r*d0? + r*sen’d¢?,

em coordenadas polares esféricas. Nessa forma, a métrica na parte t = constante é
conforme a métrica do espaco tridimensional euclidiano e, portanto, os angulos entre
vetores e proporcdes de comprimentos sdo 0s mesmos para cada métrica.

Consideramos uma transformacao na qual as coordenadas 6, ¢ e t permane-
cem inalteradas

r—p=p(r), (2.99)
para que p seja alguma outra coordenada radial e tentamos colocar a solu¢do na forma:
ds® = (1 —2m/r)dt* — [\(p)*[dp? + p*(dO* + sen®dp?)]. (2.100)

Poderiamos considerar como (2.95) usando a transformacgao (2.99), mas é mais facil
proceder da seguinte forma. Comparando (2.100) com (2.95), os coeficientes de
df? + sen0dp* devem ser iguais, o que requer

r? = \2p?. (2.101)
Igualar os dois elementos radiais produz:
(1 —2m/r) " tdr* = Ndp®. (2.102)

Eliminando )\ e criando raizes quadradas, encontramos

dr . dp

Esta € uma equacao diferencial ordinaria na qual as variacoes sao separadas. Como
exigimos p — oo e r — oo, pegamos o sinal positivo e, pela integragdo, encontramos:

r=p (1 + %m/p)Q (2.104)
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e assim, de (2.101),

M= <1 + %m/p)4 (2.105)

Usando (2.104) para eliminar r, descobrimos que a solu¢do de Schwarzschild pode ser
escrita da seguinte forma isotropica:
1—Lm/p)? 4
ds® = (Q—m/p)zdzs? - (1 + 1m/p) [dp* + p?(d6* + sen*0d¢?)]. (2.106)
(1+ 1m/p) 2

2.3 TESTES EXPERIMENTAIS DA RELATIVIDADE GERAL

Nesta secao consideraremos o status experimental da Relatividade Geral.
Veremos que o status é muito diferente daquele da relatividade especial, que foi
submetida a uma série de testes diferentes. De fato, existem poucas teorias cuja
base experimental foi tdo bem estabelecida. Por outro lado, existem pouquissimos
testes da teoria geral. A principal razao para esse pequeno numero € que 0S campos
gravitacionais experimentados em nossa localidade s&o muito fracos e seus efeitos néo
séo significativamente diferentes dos campos newtonianos correspondentes. Também
é discutivel até que ponto os testes que temos sao testes do conjunto particular de
equagdes de campo da relatividade geral, em oposicéo a afirmagdes muito mais fracas,
como o principio da equivaléncia.

Os primeiros testes da teoria foram os trés "testes classicos"da Relatividade
Geral, a saber, a precessao do periélio de Mercurio, a inclinacdo da luz e o desvio para
o vermelho gravitacional. Esses testes foram aumentados mais recentemente por um
quarto teste classico, o atraso de um sinal de luz em um campo gravitacional. Talvez
o teste mais significativo da teoria envolva o movimento orbital do pulsar binario PSR
1913+16, devido a sua indicacao indireta de radiacédo gravitacional. Parece provavel
que os testes que se mostrem mais conclusivos sejam os que ocorrem de maneira
cosmologica, em particular, através da possivel deteccao de buracos negros e ondas
gravitacionais.

Provavelmente, houve pelo menos uma série de teorias relativisticas alterna-
tivas da gravitacdo propostas desde o advento da Relatividade Geral. Essas séo as
teorias alternativas classicas. O que mais chamou a atencao até hoje é a teoria de
Brans-Dicke, especialmente dos anos 1960, quando houve uma deteccao relatada de
oblatidade solar. Vamos considerar brevemente a histéria sobre oblatidade solar nesta
secao. Terminaremos com uma breve cosmologia dos principais eventos experimentais
ou observacionais relacionados a Relatividade Geral. Embora os testes experimentais
sejam poucos, 0s que existem apoiam a Relatividade Geral como a melhor e mais
simples teoria classica que temos.



43

2.3.1 Movimento Classico de Kepler

Primeiro, revisaremos o problema classico de Kepler, a saber, 0 movimento de
uma particula de teste no campo gravitacional de um corpo macigo, antes de considerar
sua contraparte relativista geral. Parte da suposi¢éo de que uma particula de massa m
se move sob a influéncia de uma forca de lei quadrada inversa cujo centro de atragéao
esta na origem O, isto é,

IR
F = —m 5t (2.107)

onde 1 € uma constante. Entdo a segunda lei de Newton é:
mit = —mtep, (2.108)

O momento angular de m é definido como:

L=rxm (2.109)
e, entao:
% = FxXmi+7r X mi (2.110)
- o ()
= 0,

onde os produtos cruzados de » com ele e r com 7 desaparecem porque os vetores
sao paralelos. Portanto, 0 momento angular é conservado e

L = mh, (2.111)

onde h € um vetor constante. Supondo h # 0, segue de (2.109) que r € sempre
perpendicular a h, e portanto, a particula é restrita a se mover em um plano. Se
introduzirmos coordenadas polares planas (R, ¢), entdo a equagdo de movimento
(2.108) se tornara:

.. A 1 o R
(R— ROR+ = (R2)p = —= R, (2.112)
Tomando o produto escalar com ¢ e integra-lo produz:
R%p =h, (2.113)

que é novamente a conservacao do momento angular, onde h é a magnitude do
momento angular por unidade de massa. Levando o produto escalar com R ao longo
de (2.112) da:

R—Ry*=—-L.. (2.114)
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Estamos interessados em obter a equacao da 6rbita da particula, que no plano de
coordenadas polares é

R = R(¢). (2.115)

Se introduzirmos a nova varidvel u = R™', isso pode ser escrito como u = u(¢).

Encontramos:
. dR d (1
R=" = @(a)

_ _1ldudd
 w2do dt
_ L pde
T d¢o
du
_hd_gb
por (2.113). Similarmente,
.. d*u
. _p2,27
R= i, (2.116)
e entdo (2.114) torna-se a Equacao de Binet:
d*u I

A equacao de Binet € a equacao diferencial orbital da particula e tem solucéo:

w= % + Ceos(¢ — o), (2.118)

onde C' e ¢, sdo constantes. Isso pode ser escrito em termos de R como:

% =1+ ecos(p — ¢y), (2.119)

onde | = h?/u e e = Ch?/u. Esta é a equacgdo polar de uma segéo conica na qual [
(lateral semi-reta ou semi-latus rectum) determina a escala, e (excentricidade) a forma,
e ¢ a orientacdo ( em relacdo ao eixo-x). Em particular, se 0 < e < 1, entdo a candnica
€ uma elipse, Figura 10, e 0 ponto de aproximagao mais préximo da origem é chamado
periélio. O movimento de uma particula de teste no campo de um corpo massivo é
chamado de problema de um corpo. Estabeleceremos o resultado classico de que, na
teoria newtoniana, o problema de dois corpos de massa de dois pontos que se movem
sob sua atracao gravitacional mutua pode ser reduzida a um problema de um corpo.
Considere duas massas m; e my com 0s vetores de posicao r; € ry, respectivamente.
(Figura 11) Definimos o vetor de posicao de m; (digamos) em relacdo a m, por:

r=1r—T.
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FIGURA 10 — Movimento de Kepler em uma elipse.

Perihelion

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

FIGURA 11— O problema dos dois corpos.

n r

>- m;
o A 2

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

Se Iy, é a forca em m, devido a m,, € F», a forca em m, devido a m,, entao pela
terceira lei de Newton,

Fo = —Fra. (2.120)

Usando a segunda lei de Newton, (2.120), e a lei universal da gravitagao F' = —G™327,
obtemos:

. . Gmims .
Flo = m iy = —mofy = — 2 T,
e entao
R . Gmy . Gmy . G(my + ma) .
T_TI_TQZ_ r — T = — T.

72 72 72

Finalmente encontramos que a equagao de movimento pode ser escrito como :

Fio = mit = —mL 7, (2.121)
T

onde m, a massa reduzida, é dada por:
mq1Mmso

m= 12 (2.122)

(m1 + mg)

w=G(my +ms). (2.123)

Comparando (2.121) com (2.108), vemos que esse € o problema de um corpo que
discutimos anteriormente . No modelo mais simples de movimento planetéario, conside-
ramos my COMo a massa do sol e m; como a massa do planeta. Entao, adequadamente
interpretado, 0 movimento de um planeta € novamente uma elipse de Kepler.
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2.3.2 Avanco do peri€lio de Mercurio

Agora, examinamos o problema do corpo Unico na relatividade geral. Assu-
mimos que 0 corpo macico central produz um campo gravitacional esfericamente
simétrico. A solugao apropriada na relatividade geral € entdo a solugdo de Schwarzs-
child. Além disso, uma particula de teste se move em uma geodésica tipo tempo, e
assim comeg¢amos estudando algumas das geodésicas da solu¢do de Schwarzschild. A
abordagem mais simples é empregar o método variacional. Deixando um ponto denotar
diferenciacéao em relacao ao tempo proprio 7, descobrimos entao, para geodésicas tipo
tempo,

-1
2K = (1 - Q—m) 2 (1 - 2_m) 72— 1202 — r2sen20¢® = 1. (2.124)
T T
Em seguida, elaboramos as equacdes de Euler-Lagrange. E suficiente restringir a
atencdo as trés equacdes mais simples, que sdo dadas quando a = 0,2,3 em gjﬁ —
L 5K — (), e que sao:
2 .
4 [(1——7") t] — 0, (2.125)
dr r
d 2 2 12
d—(r 0) — r*senficosfp* = 0, (2.126)
-
d 2 20 ]
(résen“6¢) = 0. (2.127)

-
Isso ocorre porque precisamos de quatro equacgdes diferenciais para determinar nossas
quatro incognitas, a saber,

t=1t(r), r=r(r), 0=0(1) ¢ = ¢(7).

No entanto, (2.124) € ele proprio parte integrante do movimento e, juntamente com
(2.125) - (2.127), fornecem as quatro equacgdes necessarias. Vimos na teoria newto-
niana que o movimento correspondente esta confinado num plano. Vamos ver se o
movimento plano € possivel na relatividade geral. Especificamente, consideramos o
movimento no plano equatorial § = 1/2x (o plano (z,y)). Neste plano, 6 = 0, e portanto,
por (2.126), segue-se que = 0. Diferenciando (2.126), podemos mostrar que todas
as derivadas superiores de 6 devem desaparecer também e, portanto, segue-se que 0
movimento planar € possivel. Entdo (2.127) pode ser integrado diretamente para dar:

rd =h, (2.128)

onde h € uma constante. Isso € conservagao do momento angular (comparando com
(2.113) e observando que , no plano equatorial, a coordenada polar esférica » € a
mesma que a coordenada polar do plano R). Da mesma forma, (2.125) fornece:

(1 - 2—m> f= (2.129)
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onde k é uma constante. Substituindo em (2.124), obtemos:

2 (2m - 2m\ ! 2 279
kvl 1— — 1—7 7 —rop° = 1. (2.130)

r

Prosseguimos como fizemos na teoria classica e definimos v = !, o que leva a:

T = _hd_¢’

entdo, usando (2.128), encontramos (2.130), torna-se:

do h2 h2

Esta é uma equacao diferencial de primeira ordem para determinar a 6rbita de uma
particula de teste ou mais precisamente usando a trajetéria do projétil do corpo de
teste (Figura12), t= constante. Usaremos um método de aproximagao para resolvé-lo.

du\? -1 2 ‘
( u) +u? = ~|——mu+2mu3. (2.131)

FIGURA 12 — Movimento de uma particula de teste (a) em um espacgo-tempo e (b) projetado
para t=constante.

t
(a) (b)

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

Diferenciando (2.131), obtemos a equacao de segunda ordem:

d*u m )

W+u:ﬁ+3mu (2.132)
Esta é a versdao relativistica da equacao de Binet (2.117) e difere do resultado new-
toniano pela presenga do ultimo termo. Para orbitas planetarias, este ultimo termo é
pequeno, porque a propor¢do dos dois termos no lado direito de (2.132) é de 322/r? , 0
gue para Mercurio, por exemplo, € igual a 10~7. Nesta suposi¢éo, podemos resolver a

equacao aproximadamente por um método de perturbacao. Introduzimos o parametro:

3m?

S (2.133)

€ =

que em unidades nao-relativisticas € adimensional (lembre-se que definimos ¢ = 1). Se
denotarmos diferenciacao em relagdo a ¢ por um primo, entao (2.132) se tornara:

2,,2
u"+u=ﬁ+e(h“). (2.134)

m
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Assumimos que isso tem uma solugéo da forma:
u = ug + euy + O(e?). (2.135)
Substituindo em (2.134), encontramos:

2,2
h*ug

- ) +0(e*) = 0. (2.136)

//+ _ E_{_ //+ _

Se igualarmos os coeficientes de poténcias diferentes de ¢ a zero, entdo a solugéo de
ordem zero u, € a se¢ao canénica usual (2.118):

Uy = %(1 + ecoso),

onde, por conveniéncia, pegamos ¢, = 0. A equacao de primeira ordem é:

2
ui +uy = %ug, (2.137)

e assim substituindo por u, obtemos:

uf +up = %(1+ecosd))2
= %(1+2ecos¢+e20032¢) (2.138)
m 1 2me me?
= D14 zer) 4 22 T 0526
% ( —|—2€ ) + % cosp + 2h2003 )

Se tentarmos uma solucéo especifica da forma:

uy = A+ Boseng + C'cos2¢, (2.139)
entao encontramos,
m 1, me me?

Assim, a solucao geral de (2.134) a primeira ordem é:

m

1 1
~Y JE— 2 —_—
u_u0+eh2 {1+e¢send)—|—e (5— 60052¢>} . (2.141)

A conexao mais importante para uy € o termo que envolve egseng, porque apds cada
revolucao ele se torna cada vez maior. Se negligenciarmos as outras corregdes, isso
se tornara:

m
~

2 [1 4 ecosp + eepsend],

U
ou

U~ %1+€COS[¢<1—E)], (2.142)
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novamente negligenciando os termos da ordem 2. Assim, a érbita do corpo de teste
€ apenas aproximadamente uma elipse. A érbita ainda é periddica, mas nao mais do
periodo 27; mas sim do periodo:

2
1—c¢

~ 27(1 + €). (2.143)

Em termos intuitivos simples, um planeta viaja em uma elipse, mas o eixo da elipse
gira, movendo-se em uma quantidade de 27e entre dois pontos de aproximag¢ao mais
proxima, esta é a famosa precessao do periélio (Figura13).

FIGURA 13 — Precessao do periélio.

Perihelion 3

Perihelion 2

Perihelion 1

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

Em unidades nao-relativisticas, isso se torna:

2me 2 ——————~ 2.144
e AT?(1 —e?)’ ( )

onde a € o eixo semi-principal da elipse e T' é o periodo da 6rbita.

Agora, de fato, na teoria newtoniana, ha também um avanco do periélio. Isso
ocorre porque o sistema planetario ndo € um sistema de dois corpos, mas um sistema
de um corpo, e todos os outros planetas produzem um efeito de perturbacado no
movimento de um planeta em particular (efeito semelhante a perturbacao em (2.132)).
Por exemplo, o planeta Jupiter produz uma perturbagcao mensuravel porque sua massa
é relativamente grande, sendo cerca de 0, 1% do Sol. Mercurio tem uma 6rbita com alta
excentricidade e pequeno periodo (2.144), e a posicao do periélio pode ser determinada
com precisao pelo observador. Antes da relatividade geral, havia uma discrepancia
entre a previsao classica e a mudancga observada de cerca de 43 segundos de arco por
século. Embora essa seja uma diferenca muito pequena , € muito significativa em uma
escala astrofisica e representa cerca de cem vezes o provavel erro observacional. Essa
discrepancia preocupava os astrénomos desde meados do século passado. De fato,
na tentativa de explicar a discrepancia, sugeriu-se a existéncia de outro planeta, que
recebeu 0 nome de Vulcano, cuja 6rbita estava dentro da érbita de Mercurio. (De fato,
ha um famoso incidente de sua "observagao"relatada por um astrénomo francés). No
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entanto, Vulcano nédo existe, e a relatividade geral parece explicar a discrepancia, pois
fornece uma previsao teérica de 42,98 segundos de arco por século. A concordancia
da precesssao residual do periélio com os outros planetas ndo é tdo acentuada por que
suas procissdes observadas sdo muito pequenas e alguns dos dados observacionais
envolvidos ndo sao suficientemente precisos.Uma excessédo € uma medida em 1971
da precessao residual do planeta Icarus, que mais uma vez esta de acordo com 0s
valores previstos da relatividade geral. Como aparece na tabela:

TABELA 1 — Valores teéricos e de observacao da precessao residual do periélio

Planeta Predicdo GR Observado

Mercurio 43.0 431 £ 0.5
Vénus 8.6 8.4+48
Terra 3.8 50+1.2
lcarus 10.3 9.8 +0.8

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

2.3.3 Curvatura da Luz

Em seguida, consideraremos o caso da trajetoria de um raio de luz em um
campo gravitacional esfericamente simétrico. O calculo é essencialmente 0 mesmo que
o indicado na ultima secao, exceto que um raio de luz viaja em uma geodésica nula, e
portanto, um ponto agora denota diferenciagcao em relagdo a um parametro afim e o
lado direito de (2.124) é zero. O analogo de (2.132) é encontrado como:

2
;% +u = 3mu. (2.145)
No limite da relatividade especial, m desaparece e a equacao se torna:
d’*u
dT&—FU:O, (2146)

cuja solugéo geral pode ser escrita na forma:

u= %sen(qﬁ — o), (2.147)

onde D é uma constante. Esta é a equacao de uma linha reta, pois ¢ vai de ¢q a ¢g + ,
onde D é a distancia da aproximagao mais préxima da origem. O movimento da linha
reta (Figura 14) é o mesmo que é previsto pela teoria newtoniana.

A equacgdo de um raio de luz no espaco-tempo de Schwarzschild (2.145)
pode novamente ser pensada como uma perturbacdo da equacao classica (2.146).
Entretanto, desta vez tratamos a quantidade sem dimensdes mu ou m/r como pequena.
Portanto, buscamos uma solucéo de aproximacgao da forma:

u = uy + Imuy, (2.148)
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FIGURA 14 — Movimento em linha reta de um raio de luz na relatividade esférica.

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

onde uy € a solucao (2.147). Novamente, por conveniéncia, podemos tornar ¢, = 0.
Entao, se negligenciarmos os termos de ordem (mu)?, e a equagéo para u; se torna:

2
2 + 2 Sen ¢

Isso tendo (1 + Ccos¢ + cos?¢)/3D* como solugdo, onde C' é uma constante arbitraria
de integragao e, portanto, a solucéo geral de (2.145) é aproximadamente:

(2.149)

seng  m(1+ Ccosp + cos?¢)
U — + D2 . (2.150)

Como m/D é pequeno, isso é claramente uma perturbagcdo do movimento da linha reta.
Estamos interessados em determinar o angulo de deflexao, diz ¢, para um raio de luz
na presenca de uma fonte esférica simétrica, como o Sol. Muito longe da fonte, r — oo
e portanto © — 0, que requer que o lado direito de (2.150) desaparec¢a. Vamos tomar
os valores de ¢ para os quais » — oo, OU seja, 0s angulos das assintotas, sejam —e; e
T + €2, respectivamente, como mostra a FIGURA 15.

FIGURA 15 — Deflexao da luz em um campo gravitacional.
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Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

Usando as férmulas de angulo pequeno para ¢, e ¢, obtemos:

€1 m .
—5 + ﬁ(? + O) = 0,
€9 m
=4 (2 =
o) + D2( ) 0
Adicionando, encontramos:
4
S=e1 e =2 (2.151)

D
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ou, em unidades nao-relativisticas,

5 AGM
2D

(2.152)

A deflexdo prevista para um raio de luz que apenas toca o Sol € de 1,75
segundos de arco. Tentativas foram feitas para medir essa deflexdo em um momento de
eclipse total, quando a luz do Sol é bloqueada pela Lua, para que a posicao aparente
das estrelas possa ser registrada. Entdo, se as fotografias de um campo estelar nas
proximidades do Sol em um momento de eclipse total forem comparadas com fotografias
da mesma regido do céu tiradas no momento em que o Sol ndo estiver presente, elas
revelam que as estrelas parecem se mover radialmente devido a deflexdo da luz (Figura
16).

FIGURA 16 — Posicao das estrelas em um campo (a) quando o sol esta ausente e (b) durante
o eclipse total.

(@

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

A primeira expedicdo a registrar um eclipse total foi em 1919, realizada no
interior do Ceara, em Sobral, sob a lideranga de Sir Arthur Eddington. O fato de
isso ter ocorrido logo apos o final da Primeira Guerra Mundial (e, além disso, que
a expedicéo foi liderada por um cientista inglés tentando confirmar a teoria de um
cientista alemao) capturou a imaginacao de um mundo cansado da guerra. Quando
Eddington relatou que as observacdes confirmaram a teoria de Einstein, tornando-se
uma espécie de celebridade e o0s jornais da época traziam artigos populares tentando
explicar como agora viviamos em um mundo quadridimensional curvado. Einstein
estava tdo convencido de que sua teoria estava certa que, segundo relatos, ele teria
sentido pena de Deus se as observagoes tivessem discordado da teoria. De fato,
acredita-se agora que as observagdes nao foram tao claras quanto pareciam, por causa
de problemas associados a coroa solar, erros sistematicos e emulsdes fotograficas. Ao
todo, foram realizadas sete tentativas de fazer mediacdes do eclipse. Os resultados
variam acentuadamente de 0,7 a 1,55 vezes a previsao de Einstein. Portanto, o melhor
que se pode dizer é que os resultados estdo em concordancia qualitativa com a
previsao de Einstein, mas sdo incertos em termos de concordancia quantitativa. Com
o advento de grandes radiotelescépios e a descoberta de fontes pontuais chamadas
quasares (objetos quase estelares), que emitem grandes quantidades de radiagao
eletromagnética, a deflexdo agora pode ser medida usando técnicas interferométricas
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quando essa fonte passa perto do Sol. As medigdes iniciais variam de 1,57 a 1,82 40,2
segundos de arco, mas uma melhoria significativa na precisao dessas medi¢oes deve
ser possivel.

Se considerarmos uma familia de curvas que representam os raios de luz que
se aproximam paralelamente de uma fonte distante, a presenca de um objeto macico
como o Sol faz com que os raios de luz converjam e produzam uma linha caustica no
eixo ¢ = 0. Dessa maneira, um campo gravitacional esférico simétrico atua como uma
lente gravitacional (Figura 17).

FIGURA 17 — O efeito de lente gravitacional de um campo de Schwarzschild.

@Sun

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

Além disso, fontes distantes do tipo ponto podem produzir imagens duplas
(Figura 18).

FIGURA 18 — Representacao esquematica do efeito de imagem dupla da lente gravitacional.
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Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

Houve um interesse consideravel em 1980, quando os astrdnomos relataram
pela primeira vez a identificagdo do que anteriormente era considerado dois quasares
distantes (conhecido como 0957 + 561 A, B), separados por 6 segundos de arco. A
evidéncia € que existe uma galaxia, aproximadamente um quarto do caminho de nés
até o quasar, que é o principal componente de uma lente gravitacional.

2.3.4 Desvio para o vermelho gravitacional

O terceiro teste classico é o desvio gravitacional para o vermelho. Inicialmente,
pensava-se ser um teste direto da relatividade geral, pois empregava a solucéao de
Schwarzschild. No entanto, agora esta claro que qualquer teoria relativistica da gravita-
¢cao consistente com o principio da equivaléncia prevera um desvio para o vermelho.
Esbogamos abaixo um experimento mental que leva diretamente a existéncia de um
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desvio gravitacional para o vermelho. Considere uma cadeia interminavel que ocorre
entre a Terra e o Sol carregando baldes contendo atomos em um estado excitado de
um lado e um numero igual de atomos no estado fundamental do outro lado (FIGURA
19).

FIGURA 19 — Um perpetuum gravitacional mével?
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Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

Como os atomos excitados possuem maior energia, eles devem ter maior
massa (usando £ = mc?). Serdo mais pesados que os atomos do estado fundamental
e, pelo principio da equaivaléncia, cairdo em diregdo ao Sol, cujo campo gravitaci-
onal predomina. Suponha que tenhamos um dispositivo que retorne um atomo que
chega ao Sol ao seu estado fundamental, colete a energia emitida irradiada em um
espelho e a reflita de volta a Terra, onde € usado para excitar um a&tomo que entra no
estado fundamental. Em seguida, a corrente rotativa funcionara indefinidamente. Dessa
maneira, construimos uma maquina movel perpétua ou de movimento pérpetuo. Tal
dipositivo contradiz o principio da conservagao de energia, a pedra angular da fisica e,
portanto, algo deve estar errado com o argumento. Ele se decompde porque a radiacao
que chega a Terra nao é suficientemente energética para excitar o atomo do estado
fundamental. Em outras palavras, é desclassificado subindo o campo gravitacional: a
radiacao foi deslocada para o vermelho.

Devemos obter uma expressao quantitativa para a mudanga vermelha no caso
especial de um espacgo-tempo estatico. As coordenadas sao tomadas para serem:

(%) = (2°,2%),

onde z° é tempo mundo e z* sdo coordenadas espaciais. Consideramos dois obser-
vadores carregando relogios atdmicos ideais cuja linha mundo é z = z¢{ e 2 = 9§,
respectivamente (ver FIGURA 20).
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FIGURA 20 — Emissao e recepgao de cristas de ondas sucessivas de um sinal.

X World-line
A of

emitter dT@

| Word-line
of absorber

d
J

a

"
» X
XT X2

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

Deixe o primeiro observador possuir um sistema atémico que esta enviando
radiacdo ao segundo observador. Denotamos a separacao do tempo entre as cristas
de ondas sucessivas, medida pelo primeiro reldgio por dr em termos do tempo préprio
e por dz{ em termos do tempo de coordenadas. Resulta da definicdo de tempo préprio
que:

dr* = gup(a)daidz] = goo(7)(dz})?, (2.153)

ja que g, s6 pode depender das coordenadas espaciais. Que o intervalo correspon-
dente de recepcgao registrado pelo segundo observador seja adr no tempo préprio e
dz$ no tempo coordenado. Da mesma forma,

(ad7)? = goo(z5) (da)?. (2.154)
No entanto, a suposicao de que o espaco-tempo € estatico significa que:
dat) = dx), (2.155)

porque, caso contrario, haveria um acumulo ou esgotamento das cristas de ondas
entre dois observadores, violando a suposi¢ao estatica. Dividindo (2.153) e (2.154),

encontramos:
o= (M) . (2.156)
Joo (%)

O fator « registra quantas vezes o segundo relégio passou entre a recep¢ao das duas
cristas de onda. Segue-se que, se o sistema atdmico possui frequéncia caracteristica
vy, 0 segundo observador medira uma frequéncia para o primeiro reloégio 7, onde:

7= = (900(‘”;)) . (2.157)
goo(5)

Entédo, em particular,

Joo(27) < goo(25) = Vo < Wy, (2.158)
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0 que significa que a frequéncia é o deslocada para o vermelho. Definimos a mudanca
de frequéncia, para ser:

—= , (2.159)
v y
que, no caso do limite de campo fraco gopo = 1 + i—‘f + O(v/c), ou seja,
2
Goo =~ 1+ _Zba
C
da
v -t (2.160)
v C

Observe que obtivemos essa expressao sem recorrer as equagdes de campo. No caso
especial da solucédo de Schwarzschild, isso se torna em unidades ndo-relativisticas,

Ly, GM (l—i). (2.161)
1% C T1 D]
Ent&o,
ry <ry= Av <0, (2.162)

e assim a frequéncia é deslocada para o vermelho.

Se considerarmos r; como raio observado do Sol e r, como raio da 6rbita da
Terra (FIGURA 21),

FIGURA 21 — Observagao do deslocamento para o vermelho dos atdmos perto da borda do
Sol.

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

entdo (negligenciando o campo gravitacional da Terra):
Av

v

~ —2.12 x 107 (2.163)

Observacoes dos espectros do Sol perto de sua borda dao resultados dessa ordem,
mas ha uma grande dificuldade em interpretar os resultados geralmente devido a falta
de conhecimento da estrutura detalhada do Sol e da atmosfera solar. Comentarios
semelhantes s&o validos sobre as anés brancas, que, por causa de seus pequenos
raios em comparacao com suas massas, tém uma mudanga mais pronunciada.
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Como existem dificuldades associadas as medicoes astronémicas do desvio
gravitacional para o vermelho, tem havido interesse na possibilidade de um teste
terrestre. Essa é uma tarefa dificil, porque a mudanga esperada em uma distancia
vertical de 100 pés, digamos, é apenas da ordem de 105, Felizmente, a descoberta do
efeito Mossbauer', em 1958, deu um método de producéo e detecgio de raios gama
monocromaticos para 1 parte em 10'2, e portanto, viabiliza um teste terrestre. Pound e
Rebka realizaram esse teste em 1960. Eles colocaram um emissor de raios gama na
parte inferior de uma torre vertical de 72 pés com um observador na parte superior. Os
raios gama emitidos na parte inferior sofreram um desvio gravitacional para o vermelho,
foram observados menos favoravelmente. Movendo o emissor para cima a uma pequena
velocidade medida, foi produzido um deslocamento Doppler compensatério que permite
que os raios fossem absorvidos ressonantemente. O resultado experimental deu 0.997+
0.009 vezes o deslocamento previsto de 4.92 x 10~1°, isso &, concordancia melhor que
1%. Outras experiéncias desde 1960 mediram a mudanca na taxa de relégios atémicos
transportados em aeronaves, foguetes e satélites; estes produziram concordancia com
as previsdes tedricas quase na mesma ordem de precisdao. Um exemplo é a mudancga
experimentada pelos sinais de radio da sonda espacial Voyager | em seu v6o apo6s
Saturno em 1980. A precisao foi aumentada em mais duas ordens de magnitude em
relagéo ao resultado de 1960 em 1976, quando um relégio de hidrogénio foi disparado
em um foguete Scout para uma altitude de cerca de 10.000km e comparada com um
relégio semelhante no chao. E intrigante notar que o comprimento do foguete Scout era
quase exatamente 0 mesmo que a altura da torre do Laboratério de Fisica Jefferson da
universidade de Havard usada para o experimento de 1960.

2.3.5 Atraso do tempo da luz

Um quarto teste que também pode ser considerado teste classico de relativi-
dade geral foi proposto por Shapiro em 1964. A ideia é usar métodos de radar para
medir a viagem no tempo de um sinal de luz em um campo gravitacional. Como o
espaco-tempo € curvado na presenca de um campo gravitacional, esse tempo de
viagem é maior do que seria no espaco plano, e a diferenca pode ser testada experi-
mentalmente.

Comecamos considerando pelo caminho de um raio de luz no plano equato-
rial # = ;7 no espago-tempo de Schwarzschild onde, usando ds* = (1 — 27"‘) dt? —
(1= 22)7" dr? — r2(d6? + sen0d¢?):

—1
(12—””) dt? — (1 - Q—m) dr? — r2d¢? = 0. (2.164)
T T

O efeito Méssbauer € um fenémeno descoberto pelo fisico aleméao Rudolf Méssbauer em 1957.
Envolve emissdo ressonante e sem recuo e absorgao de fétons de radiagdo gama por atomos ligados
em uma estrutura sélida e forma a base da espectroscopia Méssbauer.

1
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Para encontrar o tempo de viagem de um raio de luz, precisamos eliminar ¢ em termos
de r e, assim, obter uma equagao diferencial para dt/dr. Poderiamos usar ou solucionar
(2.150), mas, como trabalharemos apenas de primeira ordem em m/r, é suficiente
adotar a aproximacao linear:

rseng = D.
Diferenciando, temos:
rcos¢dg + drseng = 0,
a fim de que

rdp = —tangdr

2

r2 _— D2

r2d¢* = tan’¢dr? = dr?. (2.165)

Substituindo em (2.164), encontramos

om\ 2 om\ ' D?
9 _ B 2
dt —<(1 e ) —l—(l . ) o 2) dr”.

Expandindo em poténcias de m/r, temos, em primeira ordem,

4m 2m D?
dt? ~ 1+ — 1+ — dr?
( + . + ( + . > 2 —DQ) r

_ (7"2 + dmr — 2mD2/r> g

r2 — 2

Tomando raizes quadradas, obtemos:

+ 4 omD2\ /2
dt:—r(ﬂ——m— m ) ar.

(TQ _ D2)1/2 r 73
que, de novo na primeira ordem da:
+r 2m  mD?
dt ~ —(7’2 — D2)1/2 (1 + T — 7”‘3 ) dr. (2166)

Estamos interessados no tempo de viagem para um sinal entre um planeta e a Terra.
Integrando, descobrimos que o tempo de viagem é:

T = [(D} - D)2+ (Dy — D*)'?
4 2mln { (D} — D)'V? + nggD%E — D)2 4 Dy }

(D% —D*)"? (D% — D)
m [ D + P : (2.167)
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FIGURA 22 — Um raio de luz viajando de um planeta para a Terra no campo gravitacional do
Sol.

Earth's orbit

Planet's orbit

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

onde D é a aproximagao mais préxima do Sol, Dp € o raio da érbita do planeta e Dy é
o raio da o6rbita da Terra (veja FIGURA 22).

O primeiro termo entre colchetes em (2.167) representa o resultado espaco
plano (como deve ser claro na figura e também configuramos m = 0).

A verificagdo experimental do atraso consiste no envio de sinais de radar
pulsado da Terra para Vénus e Mercurio e cronometrando 0s ecos conforme as posi¢oes
da Terra e do planeta mudam em relacédo ao Sol. Para Vénus, o atraso medido é de
cerca de 200us, 0 que concorda com a previsao tedrica superior a 5%.

2.3.6 Uma cronologia de eventos experimentais e observacionais

Terminamos as nossas consideragdes sobre a relatividade experimental em
uma breve cronologia dos eventos experimentais e observacionais mais importantes
relacionados a Relatividade Geral.

» 1919 Expedicao Eclipse: Realizada no interior do Ceara, em Sobral, que cien-
tistas brasileiros e ingleses ajudaram o famoso fisico alemao, Albert Einstein, a
comprovar a Teoria da Relatividade Geral. Esta proeza foi alcangada em 29 de
maio de 1919, com as fotografias de um eclipse solar, tiradoas na cidade de So-
bral e na llha do Principe (Africa), foram fundamentais para comprovar a deflexdo
da luz pela gravidade, prevista por essa teoria. Tendo grande repercussao na
imprensa brasileira, européia e nos Estados Unidos, transformando Einstein em
celebridade mundial. Completa 102 anos este ano a expedicdo em Sobral.

« 1922 Experimentos de equilibrio de torcao de E6tvos Expedicao Eclipse:
Ebtvés era um famoso fisico experimental que mediu a correlagdo entre massa
inercial e massa gravitacional, demonstrando que as duas eram a mesma coisa,
com muita precisao. Um experimento muito preciso usando um equilibrio de torcao,
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comecando por volta de 1885, continuando em 1906 até 1922 quando Pekar e
Fekete publicaram as medigdes completas do Equilibrio de Ebtvés, que é um
dispositivo comumente usado hoje em prospecc¢ao procurando por concentracées
de massas locais.

1936 Expedicao Eclipse: Expedicao do Comité Conjunto Permamente de Eclipse
das Sociedades Astronémicas Reias e da Universidade de Aberdeen, que foi
realizada em Osmk, observaram o eclipse solar total de 19 de junho de 1936, em
excelentes condigoes.

1947 Expedicao Eclipse: Trabalho realizado em Bocailva, Minas Gerais, durante
o fim da Segunda Guerra Mundial. Aterrisaram avides militares com toneladas de
equipamentos, dezenas de cientistas de diversas na¢des e muitos jornalistas do
mundo todo. O alvo era o eclipse solar fotografando-o nas suas varias fases em
plena estratosfera e colhendo resultados satisfatérios.

Década de 1930 A Gravitacao Teleparalela, ou Teleparalelismo, é criada para
descrever a gravitagdo através da torcdo do universo, e ndo através da curvatura,
como a Relatividade Geral. O Teleparalelismo se encaixa dentro do esquema das
Teorias de Gauge, que explicam, por relacdes de simetria, as demais interacdes
da natureza — a eletromagnética, a For¢a Fraca e a Forga Forte. Tendo como
uma das principais caracteristicas ser diferente da Relatividade Geral, ele permite
separar a gravitacao de efeitos inerciais;

1952 Expedicao Eclipse: Um eclipse total solar que durou 3 minutos e 9 segun-
dos no maximo, criando um espetaculo incrivel para os observadores em um
caminho de até 138 km de largura, em 25 de fevereiro de 1952. Artigo publicado
pelo Prof R.O.Redman, F.R.S., na Revista Nature.

1960 Experimentos de anisotropia em massa Hughs-Drever;
Experimento gravitacional de desvio para o vermelho de Pound-Rebka;

1962 Experimentos em Princeton de Ebtvés;

1965 Descoberta da radiacdo césmica de fundo em microondas de 3K;
1966 Deteccao relatada de oblatidade solar;

1967 Descoberta de pulsares;

1968 Medicdes de radar planetario de atraso de tempo;
Primeiras medi¢des de desvio de radio;

1970 Cygnus X1: primeiro candidato a buraco negro;
Mariner 6 e 7 medicdes de atraso;
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1972 Experiéncias em Moscou de Eétvos;

1973 Expedicao Eclipse: Eclipse solar de 24 de dezembro de 1973, de forma
anular, ou seja, o didmetro aparente da Lua é menor que o do Sol, fazendo com
que o Sol e pareca com um anel, onde a duragao da anularidade no eclipse
maximo foi de 12 minutos, 2,37 segundos no Oceano Atlantico perto da costa
brasileira. Foi o eclipse mais longo depois do eclipse solar de 14 de dezembro de
1955.

1974 Descoberta do pulsar binario;

1976 Experimento gravitacional de deslocamento para o vermelho do foguete;
Resultados Mariner 9 e Viking com atraso de tempo;

1978 Medicao da diminuigéo do periodo de 6rbita no pulsar binario;
1979 Foguete Scout medicdes de desvio para o vermelho do relégio maser;
1980 Descoberta de lentes gravitacionais.

2015 Deteccoes diretas de ondas gravitacionais no Observatério Avancado de
Ondas Gravitacionais por Interferémetro Laser- Ligo e Virgo;

2018 Observacao da Orbita completa da estrela SO-2 em torno do Buraco Negro
Supermassivo que habita a Via Lactea e a Teoria da Relatividade Geral de Einstein
pela equipe da Astrofisica Andrea Ghez, da UCLA (Universidade da Califérnia
em Los Angeles).
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3 TELEPARALELISMO EQUIVALENTE A RELATIVIDADE GERAL (TERG)

O equivalente teleparalelo da Relatividade Geral (TERG) é uma formulacéo
geométrica alternativa da Relatividade Geral de Einstein. Pode ser formulado em termos
dos campos tetrada e* , e desde uma conexdo independente SO(3,1) (Lorentz) w,q,
ou em termos apenas dos campos tetrada.

Uma teoria teleparalela construida unicamente a partir de e, preserva as
caracteristicas fisicas da teoria. Dado um conjunto de campos tetrada, sera possivel
construir o tensor geométrico g,,,, 0s simbolos de Christoffel 01“3,,, e a conexdo livre
da Torgao de Levi-Civita “w,(¢) a ser definida adiante. Também é possivel construir
a conexao Weitzenbdck I',, = e**d,.e,, [10]. O tensor de curvatura construido a partir
do ultimo identicamente nulo. No campo de uma teoria construida apenas a partir dos
campos de tetrada, sera possivel tratar de questdes das geometrias de Weitzenbdck e
Riemanniana. Portanto, a tetrada da gravidade € uma estrutura geométrica mais geral

do que (e consistente com) a geometria Riemanniana.

O teleparalelismo € um cenario geométrico onde € possivel estabelecer a nogao
de paralelismo distante. Para este propésito, € necessario uma estrutura fixa, mas no
TERG é permitido qualquer estrutura em vista das equagdes de campo. Em um espaco-
tempo dotado de um conjunto de campos tetrada; dois vetores em pontos distantes
sdo chamados de paralelos se tiverem componentes idénticos em relagéo as tetradas
locais nos pontos considerados [11]. Assim, considere um campo vetorial V#*(z). No
ponto z* seus componentes tetrada séo V*(z) = e/ (x)V*(x). Para os componentes
tetrada V¢(z + dz) em z* + dz?, é facil ver que V¢(z + dz) = V*(z) + VV%(x), onde
VVe(z) = e} (V\V*)dz*. A derivada covariante V é construida a partir da conexéo
Weitzenbdck. Portanto, o desaparecimento dessa derivada covariante define uma
condigéo para o paralelismo absoluto no espago-tempo. GComo Ve, = 0, as tetradas
constituem um conjunto de campos auto-paralelos. A falta de simetria SO(3, 1) local ndo
significa que uma determinada estrutura seja distinguivel. Todas as estruturas fisicas
sao solucdes das equacgdes de campo. A geometria teleparalela pode ser estendida
como um caso limitante das geometrias mais gerais de Riemann-Cartan [12,13], que
sao definidas por configuragdes arbitrarias dos tensores de curvatura e de torgao [14].
As grandezas geométricas mais simples que sao obtidas a partir dos campos de tetrada
é o tensor geométrico g, = eZe’;nab, onde 7., € 0 tensor espago-tempo métrico plano
e o tensor de tor¢éo T,,, = 0,4 — O,eq,. O tensor 1), = e$71,,, é precisamente a
tor¢éo da conexdo de Weitzenbock. Fora do T, = e}'e’T,,, pode-se construir os trés
invariantes de Weitzenbock: I; = AT Ty, Io = BTT . € I3 = CT*T,, onde T, = T

ba’

e A, B, C sao constantes numéricas arbitrarias. Valores arbitrarios das constantes A, B
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e C' levam a teorias arbitrarias de gravidade teleparalelas , definidas pela densidade da
Lagrangiana L = e(Al, + BI, + Cl3), onde e = det(ej). No periodo entre 1928 e 1931,
Einstein observou que as equac¢des de campo obtidas a partir da teoria para a qual
A=1/4,B =1/2e C = —1 sado simétricas nos dois indices de espago-tempo livre, e
que a teoria linearizada resultante descreve os valores fracos do campo gravitacional.
Ele permitiu que as trés constantes adquirissem valores ligeiramente diferentes dos
valores acima, e buscou a formulagédo de uma teoria de campo unificada de gravitacéo
e eletromagnetismo.

Este capitulo tem como objetivo resumir o trabalho que vem sendo desenvolvido
desde 1994 em que estabelece o TERG, enfatizando o papel crucial dos campos de
tetrada como estruturas adaptadas a observadores arbitrarios no espago-tempo. As es-
truturas aceleradas sao com torcao. Os campos de tetrada descrevem ao mesmo tempo
0 campo gravitacional e a estrutura. Em particular, o tensor de tor¢ao 7, desempenha
um papel importante na definicdo do tensor de aceleragéo inercial, uma quantidade que
evidentemente depende da estrutura trabalhada. E natural considerar o TERG como
uma descri¢ao alternativa do campo gravitacional, porque a teoria é construida a partir
de T,,,. Argumentaremos que a dependéncia da estrutura de grandezas como o vetor
de energia-momento gravitacional € uma caracteristica fisicamente consistente, uma
vez que 0s conceitos validos na teoria da relatividade especial também sao validos na
teoria geral, pois ndo ha divisao clara dos conceitos fisicos nas teorias geral e especial
da relatividade. A introducédo do campo gravitacional ndo modifica a dependéncia de
estruturas da energia de uma particula em relatividade especial (que é o componente
zero de um vetor) e, portanto, a energia gravitacional de um buraco negro, por exemplo,
vista como uma particula em distancias muito grandes, também deve ser dependente
da estrutura. Também revisaremos brevemente a formulagdo hamiltoniana do TERG,
que é de fundamental importancia para uma compreensao completa da teoria.

3.0.1 Os campos de tetrada e a estrutura de referéncia

Um conjunto de campos de tetrada é definido por quatro campos vetoriais orto-
gonais e linearmente independentes no espago-tempo, ¢* = ¢tdz* = {el/, el el e,
que estabelece a estrutura de referéncia local de um observador que se move ao longo
de uma trajetoria C, representada pela linha mundo z#(7) [15-17] ( é o tempo pré-
prio do observador). Os componentes e,(f’) e e,(f) sao vetores tipo tempo e espaciais,
respectivamente; e} se transforma como campos vetoriais covariantes sob transforma-
cbdes de coordenadas e como campos vetoriais contravariantes nas transformacoes
SO(3,1) (Lorentz), ou seja, &, = A° bez, onde as matrizes Ay sdo representagdes do
grupo SO(3,1) e satisfazem A?Abn,, = n.q. O tensor métrico g,,, é obtido pela relagéo
etelna = g OS campos tetrada permitem a projecéo de vetores e tensores no espago-
tempo na estrutura local de um observador. Para medir as grandezas dos campos
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com magnitude e direcédo, o observador deve projetar essas quantidades no quadro
transportado pelo observador. A projecdo de um vetor V#(x) em uma posi¢ao z*, em
uma estrutura especifica, &€ determinada por V*(z) = e (x)V*(z). Dada a linha mundo
C' de um observador, representada por x*(7), a velocidade do observador ao longo de
C' é denotada por u#(7) = dz*/dr. ldentificamos a velocidade do observador com o
componente a = (0) de ef. Assim, e/, = u*(7)/c.

A aceleragao «* do observador é dada pela derivada absoluta de «* ao longo
de C,

Dut Dey, .
at = = d7(') =cu Vaeé‘o) (3.1)

onde a derivada covariante € construida a partir dos simbolos de Christoffel °T*, ;. A
ultima igualdade segue de:

" " o
Dey _ w0 opu da°
dr dr B qr "0
_ A%y g da®
dr Oz~ B qr "0
= uavaeﬁ)). (3.2)

Assim, e/ caracteriza a velocidade e aceleragdo de um observador ao longo da linha
mundo. Portanto, um determinado conjunto de campos tetrada, para os quais e’(‘o)
descreve uma congruéncia de curvas tipo tempo, é adaptada a uma classe especifica
de observadores, ou seja, para observadores caracterizados pelo campo de velocidade
u' = ce;, dotado com aceleragéo a*. Se e}, — dj; no limite r — oo, entéo e}, esta
adaptado para observadores estaticos no infinito espacial.

A caracterizagdo geométrica dos campos de tetrada como quadro de um
observador pode ser dada considerando a aceleragdo do quadro ao longo de um
caminho arbitrario, z*(7), do observador. A aceleracdo de todo o quadro é determinada
pela derivada absoluta de ¢/ ao longo de z#(7). Assim, assumindo que o observador
carrega uma estrutura de tetrada ortonormal e#, a acelera¢do da estrutura ao longo do
caminho € dada por [18,19]:

De#

dr
onde ¢, é o tensor de aceleracao antissimétrico. De acordo com as referéncias [18,19],
em analogia com o tensor de Faraday, podemos identificar ¢,, — (a/c,2), onde a é
a aceleragao translacional (¢« = a@)/c) e 2 é a frequéncia de rotagdo da estrutura
espacial local em relacdo a uma estrutura transportada Fermi-Walker nao rotativa.
Segue da equacéo (3.3) que

= ¢oey, (3.3)

b €q boA
G, = €,—— =€ u V ek (3.4)
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O vetor de aceleracao a* definido pela equacao (3.1) pode ser projetada em quadro, a
fim de produzir:

ab = eZa“ = ce uaVae = c<b’(’0). (3.5)

Assim, a* e ¢y ndo so diferentes aceleragdes de translagdo da estrutura. A expres-
sao de a* dada pela equacéo (3.1) pode ser reescrita como:

at L
(6% (6%
— = u Vae = u*Vu"

c
8u 40
= F‘u
ds ( 8m0‘ )
d?zH dz® da”

_ opn GT GV .
ds? t s ds ds’ (3.6)

onde T4 sdo os simbolos de Christoffel. Vemos que se v* = ce(o) representa uma
trajetéria geodésica, o quadro esta em queda livre e a*/c = ¢« = 0. Portanto,
concluimos que os valores nao nulos das Ultimas quantidades representam aceleracoes
inerciais do quadro.

Como as tétradas sao vetores ortonormais, podemos reescrever a equacao
(38.4) como ¢’ , = —u e“VAe onde VAe = 8>\e -0 IS, Agora consideramos a identi-
dade:
8,\62 019 el 40 wAce =0,

Apo

onde %w? . é a conexdo Levi-Civita compativel com métricas e sem torgao,

1
Ow;w,b = _iei(Qabc - Qbac - Qcab)u

Qape = €an(€y0,el — el ey), (3.7)

e a expressao ¢’ como ¢! = ce‘(‘o) (“w?,) . Por fim consideramos a identidade °w?, = — K2,
, onde K}, € o tensor de contorgéo deflnldo por

1
K,uab = §€2€Z<T)\MV + TV)\/J, + Tuz\y) (38)

a
T)\w/ = 6)\Taul/

(secéo 3.1 da referéncia [20];a identidade pode ser obtida por célculo direto). Apés
algumas manipulagdes matematicas obtemos:

¢
Pap = §[T(0)ab + Taoyp — Th(0)al- (3.9)
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A expressao acima claramente ndo é invariavel nas transformagdes locais
SO(3,1), mas é invariante nas transformag¢des de coordenadas. Os valores de ¢,
para determinados campos da tetrada podem ser usados para caracterizar o quadro.
Interpretarmos ¢,, como acelerag¢des inerciais ao longo da trajetéria =+ (7).

Portanto, dado qualquer conjunto de campos tetrada para um espaco-tempo
arbitrario, sua interpretagdo geométrica pode ser obtida:

* (i) identificando adequadamente a velocidade u* = ce’(‘o) do campo de observa-
dores, juntamente com a orientacdo no espaco tridimensional dos componentes

e’(‘l) e’é)e e’(‘3) ou;

* (ii) pelos valores do tensor aceleragéo ¢,, = —¢u,, que caracterizam o estado
inercial do quadro.

A condig&o e, = u'/c corrige apenas os trés componentes €lo) €0y €oy» POrque o
componente e?o) é determinado pela condi¢éo de normalizagao u*u"g,, = —c*. Nos
dois casos, a fixagdo do quadro requer a fixagcdo de 6 componentes dos campos de
tetrada.

As estruturas de transporte de Fermi-Walker definem um padrao de néo rotagao
para observadores acelerados. Sao estruturas para as quais a frequéncia de rotacao
b:)(;) desaparece [16]. Suponha que uma estrutura seja dada de modo que ¢y # 0,
pode transformar essa estrutura em uma estrutura de transporte de Fermi-Walker por
meio do seguinte procedimento. Primeiro, notamos que, em termos do tensor de tor¢ao
as quantidades ¢;x) sao escritas como:

]' v v 12
P05 = e et Tow + el Tim — el Tum (3.10)
Sob uma transformacao local de Lorentz dos componentes espaciais, temos
~ k
&y = A >eg‘k), (3.11)

Tiyw = Oueiy — iy,
= Ao Ty + [0y P ey — 10080 e (3.12)

Os coeficientes {A)"?(z)} das componentes espaciais da transformago local
de Lorentz s&o corrigidas exigindo gfs(i)(j) = 0. E possivel mostrar que, para os dados
que nio sdo nulas das quantidades ¢ ;x), a condicdo ¢ ;) = 0 é alcangada desde
que os coeficientes A" da transformagéo de Lorentz satisfagam a equagéo [16]

(9) _
€0y Ay Ou i)k = Pk m) = O (3.13)
Assim, dada uma estrutura arbitraria, € possivel, pelo menos formalmente, girar

e obter uma estrutura de transporte de Fermi-Walker. Observamos que a transformacao
local de Lorentz (3.11) ndo afeta o componente e’(‘o).
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3.0.2 A formulacdo lagrangiana do TERG

Teorias teleparalelas da gravidade sao construidas a partir dos campos de
tetrada e, e o tensor de torgéo 7, = 0,eq., — 0,€,,. A classe de teorias cuja equagdes
de campo séo equacoes diferenciais de segunda ordem s&o estabelecidas a partir da
densidade lagrangiana construida a partir dos invariantes Weitzenbdck 77T .., T% Ty,
e T°T,, onde T, = T},. A equivaléncia de uma teoria teleparalela em particular com a
relatividade geral de Einstein é verificada por meio de identidades entre os campos
tetrada, o tensor de torgéo, o tensor de contorséo e a conexdo SO(3,1) (Lorentz) “w,,u,
que é a conexao Levi-Civita sem tor¢ao. Primeiro apresentaremos as identidades e
depois discutiremos as equagdes de campo, as equagdes de balango e o tensor de
momento de energia do campo gravitacional.

3.0.2.1 Identidades Geométricas

A identidade mais importante relaciona a conexdo Levi-Civita de ‘w,,., dada
pela equacéo (3.7) com o tensor de contorgdo K, definido por

1
Kuab = 56265(7—}\“” + TV)\M + Tu)u/)' (314)

A identidade 1é

Owuab = _Kuab~ (315)
Essa identidade pode ser obtida por calculos diretos ou por meio do procedimento
a seqguir. Vamos considerar uma variedade pseudo-riemanniano quadridimensional
dotada de um conjunto de campos tetrada e; e uma conexao independente e arbitraria
SO(3,1), wues- Essas quantidades definem a torgéo e os tensores de curvatura de
acordo com

Ta

W(e, w) = Oue, — Oye), + wzbeg — wﬁbez, (3.16)

R(bluu (w) = auwculb - anZb + chwgb - wgcwzbv (31 7)

respectivamente (nossa notagdo é a mesma que na referéncia [21]). A equacéo que
define 7,,.. (e, w) pode ser resolvido para w,.,. Apds varias manipulacdes, onde levamos
em consideragéo a antisimetria w,., = —w,sqa, € POssivel obter a identidade

Wpab =0 W,uab(e> + ]C/.Mllh (318)
onde

1
Icuab = 56262\(7—)%1/ + 7:/)\,u + 7;)\1/)' (319)
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E possivel verificar se a conexdo arbitraria wuer N0 desempenha nenhum papel na
dindmica dos campos tetrada no TERG, como concluimos nas equacées (3.6) e (3.9)
da referéncia [22]. Portanto, dispensamos essa conexao e exigimos que ela desapareca:
wuap- COMO consequiéncia, 7, reduz para 7,,, e equagéo (3.18) para a equagéo (3.15).

A derivada covariante dos campos de tetrada em relacdo aos simbolos de
Christoffel e a conex&o Levi-Civita °w,,;, esta desaparecendo identicamente,

D, = 9,e +° wzbeb 019 et = 0. (3.20)

v uw o

Baixamos o indice na equagéo acima, multiplicamos todos os termos por e** e obtive-
mos:

e“”\auew =0 F;\W — e”(%wb)e’;. (3.21)

O lado esquerdo é a conex&o Weitzenbdck, que denotamos como antes por I';,,. Tendo
em conta a equacéo (3.15), obtemos a identidade:

F/);l/ =0 FI)LV + €a/\K/mb€l;. (322)

Com a ajuda das identidades acima, podemos escrever a densidade da curvatura
escalar eR(e) = ee™e™ Ry, construido a partir da conexdo Levi-Civita %w,q.;, €m
termos dos campos de tetrada e do tensor de tor¢éo 7,,, = 9,4 — O €4,. Tendo em
conta a equacao (3.15) na expressao de eR(e), obtemos:

1 1
eR(e) = —e (ZTabCTabc + 5T The TaTa> +20,,(eT),) (3.23)

onde T, = Ty,..

A identidade (3.23) também € obtida por meio da equacéao (3.22). Primeiro
notamos que o tensor de curvatura construido a partir da conexdo Weitzenbdck desa-
parece identicamente, R,,..3(I") = 0. Entdo consideramos a forma padrao da densidade
da curvatura escalar em termos do tensor métrico e dos simbolos de Christoffel,
V—99"*9"° R,.,.5(°T"), fazemos uso da equagédo(3.22) e, eventualmente, chegamos a
equacao (3.23).

Observamos finalmente que, desde o lado esquerdo da equacéao (3.23) é
invariavel sob transformagdes locais de SO(3,1), o lado direito da equagéo (incluindo a
divergéncia total) também é invariavel sob as mesmas transformacdes.

3.0.3 As equactes de campo do TERG e o tensor energia-momento gravitacional

Introduzimos o tensor X% definido por [22]:

1 1
ZabcTabc — Z(Tvabc + Tbac + Tcab) + 5(,'7achb . nach)’ (324)
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que produz a combinac¢ao quadratica do tensor de torcao,

1 1
DT e = ZT“bCTabC + §T“bCTbac —T°T,. (3.25)
Assim, a identidade (3.23) pode ser reescrita como:
eR(e) = —eX™ Ty, + 20,(eTH). (3.26)

Exceto pela divergéncia total, a densidade escalar quadratica eX*°T,;. é equivalente a
densidade da curvatura escalar eR(e).

Portanto, definimos a densidade lagrangiana do TEGR como [20, 22]:

1
L(e) = —fieZ“bcTabc — —LM, (327)
Cc

onde L), representa a densidade Lagrangiana dos campos de matéria, k = ¢*/167G
ou, em unidades naturais, £k = 1/167 (G € a constante gravitacional). A auséncia na
densidade de lagrangiana da divergéncia total que surge no lado direito da equacgao
(3.26) evita a invariancia da equacéao (3.27) em transformacdes locais e arbitrarias de
SO(3,1). No entanto, se as matrizes da comunidade local as transformagdes SO(3,1)
caem suficientemente rapido no infinito tipo espaco, entao a integral de acao formada
pela combinagao quadratica eX*°T,,. é invaridvel sob essas transformagoes especiais
[23]. Assumimos nesta revisdo que a densidade lagrangiana acima € construida para
tempos espaciais assintoticamente planos. A densidade lagrangiana para espacgos-
tempo mais gerais podem ser construidas com termos de superficie adequadas (como
na formulacdo métrica comum da relatividade geral) que produzem uma agao invariante
integral S, cuja variacdo ¢S leva as equacdes de campo esperadas.

As equacgdes de campo derivadas de variagdes arbitrarias de L(e) em relagao
a e** sdo dadas por [20, 22]:
1 1
earesndy (eX) — e (EZVT,W - Zewacdzbcd) = 1 Ton (3.28)
onde T,,, é definido por 0L,;/ée** = €T, . Embora a densidade lagrangiana ndo é
invariavel sob transformacdes arbitrarias de SO(3, 1), as equag¢des de campo (3.28)
sao covariantes sob transformagodes locais do grupo SO(3,1).

A teoria definida pela densidade lagrangiana (3.27) é equivalente a relatividade
geral de Einstein, porque pode ser demonstrado que é o lado esquerdo da equagao
(3.28) reescrito de forma idéntica como e [R,.(e) — 3eq.R(e)]. Para provar a identidade,
€ mais facil comegar com o lado esquerdo da equagéo (3.28) e chegar na ultima
expressao. Para esse fim, as trés identidades a seguir sdo Uteis. Vamos definir %w# =°
wy". As identidades:

T, = %, (3.29)
0 0
tZ—jU)\V =  Wivp — W
1
0 0 0
Ve = 5 Wabe — €p,We + €0, W),

2
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s&o Uteis na obtencdo de je [R,.(e) — 1e,,.R(e)] por meio de manipulagdes algébricas
do lado esquerdo de (3.28). Observamos que, por meio dessas identidades, é possivel
sempre transformar a forma padrao das equacgdes de Einstein por um espaco-tempo
geral (ndo assintoticamente plano) nas equacdes de campo do TERG.

Na referéncia [24] € mostrado que o acoplamento de um campo de spinor
de Dirac com o campo gravitacional, no ambito da densidade Lagrangiana (3.27), é
consistente. O acoplamento é estabelecido considerando-se w,,., = — K ,,; Na derivada
covariante do campo Dirac. Usando equacao de Dirac resultante, pode ser demonstrado
que o tensor energia-momento para o campo de Dirac € simétrico.

Os indices na equagéo de campo (3.28) podem ser convertidos em indices de
espaco-tempo e, portanto, o lado esquerdo da ultima equacéao se torna proporcional
para (R,, — 39, R) . Consequentemente, um tensor métrico g,,, que é uma solugéo das
equagodes de Einstein também é uma solugéo da equagéao (3.28) para uma determinada
métrica espago-tempo, existindo uma infinidade de quadros permitidos. Portanto, todos
os resultados fisicos determinam as considerac6es da derivada de um tensor métrico
espaco-tempo, que é a solucédo das equacdes de Einstein que sédo vélidas na presente
formulacdo do TERG. Em particular, o acoplamento do campo gravitacional com o
campo eletromagnético pode ser estabelecido da maneira padrao de acordo com
egtg"?F,, F.z5, onde F,, é o tensor de Faraday. Assim, o campo eletromagnético pode
acoplar torgdo, mas neste contexto o conceito de torgdo ndo € o mesmo que na teoria
de Einstein-Cartan, onde a tor¢cdo é normalmente considerada como uma quantidade
geomeétrica adicional em uma teoria métrica.

A equacgéo (3.28) pode ser reescrita

1
0, (eXV) = Reefb(t)‘“ +T™), (3.30)
onde T = e} e t* é definido por:

t)\,u — E(4Eb6/\Tblé o g)\,uzbchbcd). (331)

O tensor X é anti-simétrico nos ultimos dois indices, X% = —¥**" e a partir desta
propriedade, segue-se que 9,0, (eX*" = 0). Portanto,

Onleet, (1M + TM)] = 0. (3.32)

Na formulacdo métrica padrao da relatividade geral, ndo existe uma equacao equiva-
lente a (3.32). A equacgéo acima produz a continuidade, ou equagao de equilibrio,

i/ d*ree® (1% + TO) = — f dS;leet (" + T)], (3.33)
dt v K S K

onde a integragéo é realizada em um volume tridimensional V', delimitada pela superficie
S.
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Os tensores t* e T** aparecem na mesma parte nas equagdes (3.32) e (3.33).
Somos levados a interpretar t** como tensor do momento da energia gravitacional, e a
quantidade no lado esquerdo da equacéao (3.33)

P* = / d*xeel,, (t% + T, (3.34)
v

como o0 momento-energia total contido no volume V' [25,26]. Na vista da equacéo do
campo (3.30), P* um pode ser reescrito como

aj aj
P [ @[] =~ §asT[, (3.35)
\%4 S

onde [[¥ = —4ke > *”. A expressdo acima é a definicdo para 0 momento-energia
gravitacional apresentado nas referéncias [25, 26], obtido na estrutura das equagdes
do campo de vacuo na forma hamiltoniana. Isto é, invariante sob transformacées
das coordenadas do espaco tridimensional, reparametrizagdes sob o tempo e sob
transformagodes globais de SO(3,1). No vacuo, a equagao (3.35) representa o vetor
gravitacional de momento-energia P* = (E/c, P). Expressdes para a energia, momento
e momento angular do campo gravitacional surgem no contexto das equagdes de
restricdo da formulagdo da teoria Hamiltoniana. A definicdo do momento angular
gravitacional, a ser apresentado adiante, s6 pode ser obtido na estrutura hamiltoniana.

Vemos que a equacgao (3.32) é uma verdadeira conservacdo do momento-
energia. E se deixamos V' — oo, no lado direito da equacéo (3.33) chega a zero se
as informacdes relevantes as quantidades de campo caem suficientemente rapido no
infinito espacial. Inspecionando o lado direito da equacao (3.33), definimos [20]:

D¢ = ]i dS;(eet™), (3.36)
como o fluxo gravitacional do momento-energia, e
o — f 4, (et T), (3.37)
S

como o fluxo de energia-momento da matéria. Portanto, o componente « = (0) da
equacao (3.33), obtemos:
dP©)
dt
As expressoes e definicbes acima sao consequéncia das equacdes de campo (3.28)
ou (3.30) apenas. Nenhuma consideracao ¢é feita para integrais de acéo, termos de
superficie ou limites.

= -0l — 30 (3.38)

Este formalismo pode ser usado para obter a pressao gravitacional no horizonte
de eventos externos do buraco negro de Kerr [27]. No vacuo, a equagéo de conservagao
(3.33) é escrita como:

dpP*® ,
- _ Tped i
o %gdSJ [eent"]. (3.39)
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Considerando a equacéao de campo (3.30), o lado direito da equagao acima torna-se

A ]4 d5,0,(ex"). (3.40)
dt s

Restringindo agora o indice a para a = (i), onde ¢ = 1, 2, 3, encontramos:

dP® iy Ny
- 745 45,007 — _ ]g 45, [ecD 7], (3.41)

onde
QI = 4k0, (eX7Y), (3.42)

O lado esquerdo da equacéo (3.41) representa 0 momento do campo dividido pelo
tempo e, portanto, tem dimensao de forga (Q2)7) ndo deve ser confundido com ¢,;, dado
pela equagao (3.9). Como no lado direito d.S; € um elemento de area, vemos que —Q(7,
representa a presséo ao longo da direcéo (i), sobre o elemento da &rea orientada
ao longo da direcédo j . Em coordenadas cartesianas o indice j = 1, 2,3 representa
as direcdes z, y, z, respectivamente. Na referéncia [27] a pressao gravitacional no
horizonte de eventos externos do buraco negro de Kerr foi avaliado na analise da
relacédo termodinamica TdS = dE + pdV .

E importante ressaltar que o vetor energia-momento respeita a simetria de
Lorentz e é invariante sob a formacéo de coordenadas.

E possivel usar a densidade lagrangiana do TERG acima para estabelecer uma
funcéo de Green de dois pontos, considerando as tetradas como campos observaveis
no espaco-tempo. Assim, de:

G = My + Py (3.43)
€ a expressao,
eR(e) = —e (}lTabCTabc + %T“bchac — T“Ta) +20,,(eT"), (3.44)
0 propagador de graviton é [28]:
<eb,\, ed»y> = DNpary = /f?f;”f (3.45)
Entao a funcao de Green fica:
Go(z,2') = —ilpar, g 1" (3.46)
Explicitamente, isto é:
Golz,a') = _ii“, (3.47)

q
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com g = x — ', onde = e =’ sdo quadri-vetores. Com a aproximacao do campo fraco, o
tensor energia-momento gravitacional t*#, torna-se:

()= Kk [0 epn — ¢M1 0% 0, ep0 — ¢P (010,040 — O Dney,
Y v v y

— 2g)‘“8“’eba(aweba — On€py)]- (3.48)

Para evitar divergéncias, adotamos a procedimento habitual para escrever o tensor de
impulso de energia em diferentes pontos do espago-tempo e depois tomando o limite
adequado. Consequentemente:

(t¥(x)) = (0[t*(x)|0), (3.49)
= lim 4ik(=5¢™70, + 29"*0*0.)Go(x — '),

z/h—h

onde:

{(eX(2), epa(x)) = inwbpGo(z — ).

E importante notar que na aproximagao de campo fraco o TERG se torna um campo
usual que € muito diferente da formulacao da métrica que nao pode dissociar a métrica
do espago-tempo.

3.0.4 Teorias da gravidade f(T)

A estrutura teleparalela permite a formulacdo de uma classe interessante
de teorias alternativas da gravidade, conhecidas como teorias f(7'), onde f € uma
funcao de T = ©*T,,.. Uma das primeiras tentativas foi a construgédo de uma teoria
do tipo Born-Infeld, com o objetivo de chegar a solugdes livres de singularidade das
equacoes de campo, assim como na formulacado Born-Infeld da eletrodindmica. Essa
abordagem foi realizada por Ferraro e Fiorini [29, 30], que propuseram a teoria definida

pela densidade lagrangiana
abc
,/1+%—1] (3.50)

onde )\ é um parametro de Born-Infeld que controla a escala na qual as solucées
deformadas diferem das soluges da teoria padrdo (obtida no limite A > 39T, ).
Ferraro e Fiorini investigaram solucdes de buracos negros, e o modelo cosmoldgico
espacialmente plano de Friedmann-Robertson-Walker.

AP
— e
167G

Talvez a aplicagdo mais interessante das teorias f(7') seja a tentativa para ex-
plicar a expansao acelerada do universo. Atualmente existe uma variedade de modelos
tedricos que propéem uma explicacdo da expansado césmica, sugerida por recen-
tes observagdes cosmoldgicas de Supernovas. A gravidade teleparalela modificada
permite uma compreensao alternativa deste importante problema, sem recorrer aos
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conceitos de energia escura, modelos inflacionarios, gravidade unimodular ou teorias
da gravidade com uma constante cosmoldgica. Uma caracteristica relevante desses
modelos é que as equacdes de campo da teoria sdo sempre equacdoes diferenciais de
segunda ordem, independentemente da forma funcional de f(7") (esse recurso nao
€ compartilhado pelos modelos f(R) correspondentes, em que R é a curvatura esca-
lar). As equagbes de Friedmann sao ligeiramente modificadas e podem ser resolvidas
numericamente para produzir resultados muito interessantes. As equacdes de campo
também permitem a investigacao da existéncia de estrelas relativisticas na estrutura de
teorias f(7) [31] e solu¢des de buracos de minhoca em alguns modelos vidveis [32].

3.1 A FORMULAGAO HAMILTONIANA DO TERG

A formulagc&o hamiltoniana € de fundamental importancia na analise da estru-
tura de qualquer teoria fisica. Na teoria de campo, revela a existéncia das equacodes
diferenciais hiperbdlicas (equacgdes de evolucao no tempo), das equagdes diferenciais
elipticas (equagdes de restricdo), das quantidades de campo dinamicas e nao dina-
micas e dos radiantes graus de liberdade da teoria. Uma teoria fisica definida deve
necessariamente ter sido bem definida e consistente na formulagcao hamiltoniana. A
relevancia da formulagdo hamiltoniana da relatividade geral € clara a partir do trabalho
de Arnowitt, Deser, Misner (ADM) [34]. A formulagdo ADM é usada em abordagens
para a quantizagao do campo gravitacional, bem como no estabelecimento do problema
do valor inicial para configuragées como buracos negros binarios, com o objetivo de
investigar a evolucao temporal do sistema. Com o uso da analise numeérica e ferramen-
tas computacionais, a formulagao hamiltoniana permite a investigacado da natureza nao
linear de campo forte do campo gravitacional.

A formulacao hamiltoniana do TERG é formulada por meio do seguinte proce-
dimento. Comegamos com a densidade Lagrangiana (3.27) e fazemos L), = 0. A idéia
€ escrever a densidade lagrangiana L na forma p¢ — H, onde H € reconhecido como
a densidade hamiltoniana. O procedimento requer a realizacao da transformacéao de
Legendre. Como na formulagéo da ADM, este € um passo nao trivial. O procedimento
exige a capacidade de identificar os multiplicadores de Lagrange como componentes
nao dinamicos dos campos de tetrada e as restricdes primarias dos componentes do
momento. A formulacdo Hamiltoniana do TERG foi abordada pela primeira vez na refe-
réncia [22], onde a condi¢do Schwinger do medidor de tempo foi imposta aos campos
de tetrada para simplificar os céalculos. A formulacdo hamiltoniana resultante € muito
semelhante a formulacdo ADM. Em particular, as restricoes algebricas assemelham-se
as expressoes correspondentes da formulagdo da ADM.

A formulagdo Hamiltoniana completa do TERG foi estabelecida na referéncia
[35], mas uma formulacéo refinada foi apresentada na referéncia [36]. A algebra de
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restricdo apresentada nesta ultima referéncia € semelhante a algebra do grupo de
Poincaré. A formulagdo hamiltoniana da gravidade unimodular no dominio do TERG
foi investigado na referéncia [36]. Vamos dispensar a condicao de unificagdo modular
no tensor métrico e seguir a referéncia [36] nesta breve apresentacao da formulacéo
hamiltoniana do TERG.

Na construcao atual da formulacdo hamiltoniana, lidamos diretamente com os
componentes espacgo-tempo dos campos tétricos e tensores métricos. Nao realizamos
uma decomposicao 3+1 das quantidades do ultimo campo, ou seja, 0s campos tetrada e
o tensor métrico nao sao projetados em hipersuperficies tridimensionais tipo espacgo. A
partir da densidade lagrangiana (3.27), obtemos 0 momento conjugado canonicamente
aeg,. Lé:

[ = oL _ —4reX Ok, (3.51)

déay

onde o ponto acima de e, representa a derivada do tempo. Dado que
Eabc — _Eacb
temos []* = 0, o que é uma conseqiiéncia do fato de ndo haver derivada temporal de
€a0 [36]
Primeiro obtemos o Hamiltoniano priméario Hy = [[* ¢.; — L. E dado por:

, i Ke PP 1
H0<eai7Hm»6a0> = —eq0 11" — w (ngjlpjp g §P2> (3-52)

1. . 1 . , .
e (3070 o+ 307 5T~ ' TIT ).
A quantidade P é definido por:
S A
Pr = —T1(%) — AR (3.53)
Ke

onde
Ki Om/  Kiri el kg km 07 im Ok j
A = =g (g™ T, + 97T = 29" T,) = (97"g™ + 99" ) Ty
A definigdo de momento [[* leva a vinculos primérios T'* = 0,
[ = -1 = " 4 dpe(S9 — £, (3.54)

e para H“O = 0. Restricdes secundarias C* = 0 surgem da evolucao temporal das
principais restricdes []*, isto &, exigindo que Hao desapareca fracamente. As restricdes
', ndo produzem restricdes secundarias. A densidade hamiltoniana completa é dada
por:

H (€ay, T Ay Aa) = €a0C + AgpD™ + A\ 1%, (3.55)
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onde )\, € A\, s&o multiplicadores de Lagrange que sao determinados com precisao
pelas equacdes da evolucdo. A expressao completa de C* pode ser apresentado numa
forma simplificada como [36]:

C* = e Hy + e Hj, (3.56)
onde H; é definido por
H; = —e;0, 1% — TI%T,,.;. (3.57)

Segue da equacdo (49) que e,C* = H,. E importante observar,no entanto, que a
restricdo C'* também pode ser reescrita como

o = 9% — he, (3.58)

onde h* é obtido das equacdes (45) e (49). Esta forma de C° sera crucial na secao a
sequir.

Os colchetes de Poisson das restricoes C? e I'* sdo dados por [36]

{C(x),C"(y)} =0, (3.59)
{C2), T*(y)} = (™ C° = 1*C")d(x — y), (3.60)
{Fab(l‘), ch<y>} — (nadrbc + 77chad . nacl-\bd o nbdrac)a(l‘ . y) (361)

Todos os parénteses de Poisson das restrices [[*° com C* e I'** desaparecem forte-
mente. Em vista da algebra de restricdo acima, vemos que as restricdes C, I'** e H“O
constituem um conjunto de restricdes de primeira classe. Assim, a formulagdao hamilto-
niana matematica do TERG esta matematicamente bem estabelecida, e o problema de
valor inicial estd bem definido.

As restricbes O e I'* s&o escritas com indices latinos por questdes experimen-
tais SO(3,1) e, consequentemente, as densidades de momento-energia gravitacional e
de momento angular, a serem discutidos na préxima secao, também sao escritas com
esses indices. Além disso, a algebra dada pelas equacdes (52-54) € muito semelhante
a algebra do grupo Poincaré. Esses recursos justificam o uso dos indices de SO(3, 1)
na rotulagem das restricoes.

Os graus fisicos de teoria da liberdade podem ser contados seguindo 0 caminho.
O par de quantidades de campos dinamicos (e,;, H‘”) exibe 12 + 12 = 24 graus de
liberdade. As restrigoes 4 + 6 de primeira classe (C?, I'**) geram simetrias da agéo e,
assim, reduzem 10 + 10 = 20 graus de liberdade. Portanto, na teoria do espacgo de fase,
existem 4 graus de liberdade, como esperado.
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3.2 MOMENTO-ENERGIA E MOMENTO ANGULAR DO CAMPO GRAVITACIONAL

As definicbes de energia, momento e momento angular do campo gravitacional
constituem um problema de longa data na teoria geral da relatividade. Essas definicoes
Sa0 necessarias para se obter uma ampla compreensao da teoria. A primeira aborda-
gem para uma solucao deste problema consistiu na derivacédo de pseudo-tensores de
energia-momento. Contudo, a solugao apresentada por essa abordagem nao ¢é satisfa-
toria por pelo menos duas razdes importantes. A primeira é que os pseudo-tensores
nao estao bem definidos com relagao as transformacoées de coordenada. Como con-
seqgliéncia, os resultados obtidos retidos por pseudo-tensores séo "validos"apenas em
um sistema de coordenadas. A segunda razao é que existem varios pseudo-tensores
disponiveis na literatura e ndo ha explicacao para o porqué de um pseudo-tensor ser
melhor do que o outro. O principio da equivaléncia é as vezes invocado para justificar a
inexisténcia de uma expressao bem definida para a densidade de energia gravitacional.
A ideia € que, como se pode transformar num tensor métrico arbitrario ao tensor me-
trico de Minkowski em qualquer linha mundo de um observador, uma expressao bem
definida para a densidade de energia gravitacional ndo pode existir, uma vez que se
pode "remover"o campo gravitacional ao longo desta linha mundo. O problema com
esse argumento é que a transformacao em consideracao pode ser realizada também
em qualquer trajetoria espacial, independentemente do tensor métrico obedecer a
qualquer equacéo de campo. A reducao do tensor métrico ao tensor métrico de Min-
kowski em qualquer linha mundo € uma caracteristica da geometria diferencial e nao é
manifestagdo de nenhum principio fisico [37] . Além disso, essa critica ndo se aplica a
estrutura teleparalela, porque o tensor de torgdo nao pode desaparecer em um ponto
no espacgo-tempo por meio de uma transformacéo de coordenadas.

Um passo importante em diregdo ao conceito de momento-energia gravitaci-
onal foi fornecido pelo trabalho de Arnowitt, Deser e Misner [34]. Nesse contexto, o
momento-energia gravitacional total € dado por integrais de superficie, construido a
partir dos componentes do tensor métrico no infinito espacial, e é valido apenas para
tempos espaciais assintoticamente planos. O momento-energia ADM apareceu pela
primeira vez na constru¢cao da formulagao hamiltoniana da relatividade geral. Deve
estar presente na teoria hamiltoniana total (a integral das restricobes Hamiltoniana e
vetorial, multiplicada pelas fungdes lapse e shift, respectivamente), de modo que o
Hamiltoniano total possui derivadas funcionais bem definidas em relacao as variaveis
do espaco de fase. Nesse caso, o hamiltoniano total gera as equagdes corretas de
movimento [38]. E importante mencionar que a busca pela densidade de energia gravi-
tacional dentro da formulagdo Hamiltoniana da relatividade geral foi sugerido a seguir
de uma transformacéao canénica das variaveis do espaco de fase da formulacao ADM,
para novas variaveis que seriam classificadas como (i) incorporar variaveis e (ii) os
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verdadeiros graus gravitacionais de liberdade [39]. Ap6s essa transformacao, seria de
se esperar que as restricbes fossem escritas como Hy = P+ hs =0, (A=0,1,2,3),
em que P, € o momento de incorporacao e h 4 é a densidade de energia gravitacional e
o fluxo de energia transportado pelos verdadeiros graus gravitacionais da liberdade [40].
No entanto, essa sugestao nunca foi implementado na formulagdo métrica do ADM.

Fica claro nas andlises dos pseudo-tensores e do momento-energia gravitacio-
nais fornecido pela abordagem ADM, que a densidade de energia gravitacional deve
ser dada pelas derivadas de segunda ordem do tensor métrico. No entanto, n&o existe
uma expressao covariante nao trivial construida a partir do tensor métrico que produz,
ao mesmo tempo, uma densidade escalar que pode ser interpretada como a densidade
de energia gravitacional, e a energia total da ADM, quando integrada em todo o sistema
espacial tridimensional. Essa é uma limitacdo da formulagdo métrica da relatividade
geral. Acontece que essa expressao existe em uma teoria formulada em termos do
tensor de torgao.

No TERG, as equacdes de campo da teoria (Euler-Lagrange e primeiras
equacdes de restricdo de classe) sao interpretadas como equagdes que definem a
energia, momento e momento angular do campo gravitacional. Verificamos que, no
contexto das equacdes de campo de Euler-Lagrange, podemos obter definices (34) e
(35), juntamente com as equacdes de equilibrio (33), (38) e (40), que estabelecem a
conservacao do momento-energia gravitacional. Na estrutura hamiltoniana, um recurso
semelhante ocorre. A interpretacdo de uma equacéao de restricdo como uma equacgao
de energia para um sistema fisico ndo é uma caracteristica especifica do TERG. Ocorre,
por exemplo, na consideracdo da acao de Jacobi [41] para uma particula ndo-relativista
parametrizada. Para deixar claro esse recurso, consideremos uma particula de massa
m descrita no espacgo de configuragdo por coordenadas generalizadas ¢, i = 1,2, 3.
A particula esta sujeita ao potencial V (¢q) e possui energia constante £. Denotando
¢* = dq'/dt, onde t € um numero parametro crescente monotonicamente entre os
pontos inicial e final (fixos) do caminho, a integral de Jacobi para esta particula pode
ser escrita como [42]

1= / "ty fmgs (@i /2E — V@) (3.62)

A acéo é finalizada variando o caminho do espago de configuragao e exigindo dq(t;) =
dq(t2) = 0. Podemos simplificar o integrando escrevendo:

dt\/mgi;'q) = \/mgs;dgidgd,

que mostra que a acao € invariante em reparametrizagdes do tempo ¢. Assim, na
formulacdo do principio da agdo de Jacobi, € a energia E da particula que é fixa, nao
seus instantes inicial e final de tempo. Em vista do tempo de reparametrizacéo da acao
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integral, o hamiltoniano construido a partir do periodo lagrangiano acima desaparece
identicamente, o que é uma caracteristica das teorias invariantes de reparametrizagao.
Se denotarmos p’ como 0 momento conjugado a ¢* achamos:

bi = (gijqj/\/E)\/ 2(E-V)/¢?,

0 que leva a restricao

1 .
Clg,p) = =—9"pip; +V(¢) — E = 0. (3.63)

2m

A equacao de movimento obtida a partir da integral de acao deve ser complementada
pela equacéo de restricdo C' = 0, para ser equivalente a Equagdo de movimento de
Newton com energia fixa F [42]. Portanto, vemos que a equacgao de restricao define
a energia da particula. Essa é exatamente a caracteristica que ocorre no TERG: as
definicbes de momento e momento angular do campo gravitacional surgem a partir
das equacdes de restricdo da teoria [26, 43]. Essas definicbes sao viaveis desde
que produzam valores consistentes na consideragdo de informacdoes relevantes e
configuracbées de campo gravitacional compreendidas.

3.2.1 Momento-energia gravitacional

Vamos considerar a expressado da equacao de restricao C* = 0, onde C*
€ dada pela equacao (3.58). O primeiro termo no lado direito da equacéao (3.58) é
—0; [T*. Lembramos que o momento I1% é uma densidade tal que [[* = —4ke 3", de
acordo com a equacao (3.51). Na formulacao métrica da relatividade geral, nao existe
qualquer quantidade do tipo de —9; [[* = h¢, isto &, uma divergéncia total no trivial. O
surgimento de uma densidade na forma de uma divergéncia total € a motivacao para
considerar a forma integral da equacgao de restricdo C'* = 0,

Y s Ly (3.64)

como uma equagao para o0 momento da energia gravitacional. Este é exatamente o
argumento apresentado nas referéncias [26, 44]. Por isso, definimos:

P = — / dro,I1% = — 7{ dS;T1%, (3.65)
\% S

como o0 momento-energia gravitacional total. Esta é a expressao exata (3.35), obtido no
dominio da formulagao lagrangiana. Lembramos que a equacéo (3.65) foi apresentado
pela primeira vez na referéncia [25]. Os componentes do vetor P* sdo (E/c, P). Se
assumirmos que os campos de tetrada satisfazem as condicdes de limites assintéticos:

1
Cap = Nap + §hau(1/r), (3.66)
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no infinito espacial, ou seja, no limite r — oo, entdo a energia gravitacional total
E = cPY é a energia ADM [26],

C4

E= 167G
A definicao (3.65) foi aplicada a vérias configuragdes do campo gravitacional e todos
os resultados s&o consistentes. Nesta tese, reconsideraremos apenas um resultado
importante que se segue da equagao (3.65) . E importante, no entanto, para resolver o
problema da regularizagao da definigdo (3.65).

S—o0

A maioria dos conjuntos de campos tetrada adaptados a observadores comuns
satisfazem as condicdes de contorno assintéticas (3.66). E claro que, quando aplicamos
o desaparecimento dos parametros fisicos do tensor métrico, como massa, momento
angular e carga, o espaco-tempo em consideracao € reduzido ao espaco-tempo plano
e, neste caso, espera-se que os componentes do tensor de tor¢cdo T, desaparecam.
De fato, todos os componentes 7,,,, desaparecem se forem obtidos a partir dos campos
tetrada que satisfazem (3.66), quando exigimos o desaparecimento dos parametros
fisicos.

No entanto, os campos tetrada nem sempre tém o mesmo comportamento
assintético do tensor métrico. Quando este for o caso, podemos ter 7, # 0 mesmo
para o espago-tempo plano. Um exemplo é dado pelo seguinte conjunto de campos de
tetrada,

1 00 0
010 0
Ei(t,r,0,0) = 3.68
M o) 00 r 0 (3.68)
0 0 0 rsenb

Os campos de tetrada acima produzem o elemento de linha para o espago-tempo plano
em coordenadas esféricas. A partir desse conjunto de campos de tetrada, obtemos
trés componentes: Tioy12 = 1, Ti3)13 = sent) € T(3)23 = rcosf. Transformando a equagéo
(3.68) em coordenadas cartesianas, vemos claramente que este ultimo ndo exibe as
condi¢cbes de contorno dadas da equacao (3.66) [17].

Vamos denotar o conjunto de tétradas planas que exibe o recurso acima como
E¢, e 0 momento construido a partir de E¢ por [[*(E). A forma do momento-energia
regular gravitacional P é definido por [17]

P =— /V 310, [T1% (&) — I (E)]. (3.69)

Esta definicdo garante que o momento-energia do espaco-tempo plano sempre desa-
parega. Os campos tetrada E, sdo obtidos dos campos fisicos e, apenas exigindo o
desaparecimento dos parametros (m, a, g, ...). Observamos que expressdes regulariza-
das como a equacao (3.69) séo uteis na investigacao de modelos cosmologicos, onde
nao se dispbe das condi¢des de limites assintéticos [45].
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A avaliacao da definicao (3.65) é realizada no espago de configuracao. A
definig&o é invariante sob

« (i) transformagobes gerais de coordenadas do espago tridimensional,
« (ii) reparametrizagbes temporais e

« (iii) covariantes sob transformagdes globais de SO(3,1).

A n&o covariancia da equacgéao (3.65) no grupo local SO(3,1) reflete a dependéncia de
quadros da definicdo. No TERG cada conjunto de campos tetrada é interpretado como
um quadro de referéncia no espago-tempo. Quantidades integrais como P* ndo podem
ser covariantes nas transformagées locais SO(3,1).

A invariancia das quantidades de campo nas transformagdes locais de SO(3, 1)
(Lorentz) implica que a medi¢ao dessas quantidades € a mesma em quadros inerciais
e acelerados. Este ndo € um recurso esperado dos conceitos como energia, momento
e momento angular. A energia € sempre 0 componente zero de um vetor de momento-
energia. Nao pode ser invariante sob qualquer tipo de transformagéao SO(3,1).

Vale a pena recordar uma situacao fisica simples em que o quadro ocorre
a dependéncia do momento-energia gravitacional. Para esse fim, consideramos um
buraco negro de massa m e um observador muito distante do buraco negro. O buraco
negro aparecera para esse observador como uma particula de massa m, com energia
E = cP©® = mc?. O parAmetro m é a massa restante do buraco negro, ou seja, a massa
do buraco negro no quadro onde o buraco negro esta em repouso. Se, no entanto,
0 observador estiver se movendo na velocidade v em relagdo a um buraco negro,
entdo sua energia gravitacional total sera E = ymc?, onde v = (1v2/c?)Y/2 . A energia
gravitacional é de fato o componente zero do vetor gravitacional do momento-energia.
Este exemplo é uma consequéncia da teoria da relatividade especial e demonstra a de-
pendéncia do sistema de referéncia do momento-energia gravitacional. A dependéncia
do sistema de referéncia néo é restrita para observadores no infinito espacial. Isso vale
para observadores localizados em todos os lugares no espaco tridimensional.

Por fim, mencionamos que a avaliagdo do P* em um observador caindo livre-
mente no espago-tempo de Schwarzschild leva a um desaparecimento do momento-
energia gravitacional, ou seja, P® = 0 [46]. Este resultado esta de acordo com o padrao
descrito do principio da equivaléncia, uma vez que os efeitos locais da gravidade nao
sdo medidos por um observador em queda livre. Esse observador nao pode medir
sua proépria aceleragao gravitacional. Os campos tetrada que estabelecem o quadro
observado em queda livre esta relacionado a quadros estaciondrios, por exemplo, por
uma transformacao de quadro, ndo por transformacgao de coordenadas.
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3.2.2 Momento angular gravitacional

No TERG, a definicdo do momento angular gravitacional também é obtida a
partir das equagdes de vinculo da teoria, em semelhanga com a definigho do momento-
energia gravitacional discutido na secao 3.2.1. As restricoes primarias na densidade
Hamiltoniana, I'**, produzem as equagdes I'** = 0 ou

2IT[® 4 4pe(R900 — p¥0e) — 0, (3.70)
Portanto, definimos a densidade do momento angular gravitacional como
M® = 2011 = _4pe(R0% — xb0), (3.71)

e 0 momento angular total do campo gravitacional, contido em um volume V' do espaco
tridimensional, de acordo com [43,47]

L% = — / dBxMP. (3.72)
14

A expressdo acima pode ser calculada a partir das quantidades de campo no es-
paco de configuracédo da teoria. Em contraste com a expressdo do momento-energia
gravitacional, a equacéao (3.72) nao surge sob a forma de um divergéncia total.

Na descrigdo newtoniana da mecanica classica, o momento angular da fonte
€ dependente do sistema de referéncia. Esse recurso também se aplica a mecanica
relativistica. Se 0 momento angular da fonte em geral € dependente do quadro, é
razoavel considerar que 0 momento angular do campo também depende do quadro.
Diferentemente de outras definicdes de momento angular gravitacional, formuladas
em termos de integrais de superficie no infinito espacial e dependem apenas do
comportamento assintético do tensor métrico, a definicdo considerada aqui depende
naturalmente do quadro, uma vez que é covariante sob transformacdes globais de
SO(3,1) dos campos tetrada. Na presente estrutura, os observadores que estdo em
movimento rotacional em torno da fonte rotativa mede o momento angular do campo
gravitacional de maneira diferente dos observadores estaticos. Observadores rotativos
e estaticos também obtém valores diferentes para o momento angular da fonte. Na
mecanica newtoniana, 0 momento angular da fonte, no quadro de observadores que
co-gire com a fonte, desaparece.

Vamos considerar um elemento de linha geral para um espago-tempo com
simetria axial,

ds?® = goodt® + gi1dr® + goadf? + g33dd? + 2gosdedt, (3.73)

onde todos 0os componentes métricos dependem das coordenadas esféricas r e 6:
9w = gu(r,0). Aqui vamos adotar ¢ = 1. Um quadro relevante € determinado pelo
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conjunto de campos tetrada adaptados a observadores estacionarios. Esse quadro é
estabelecido pelas condi¢des:

eéo) =u' =0, (3.74)

em coordenadas esféricas. Também escolhemos o componente e(; a ser orientado
assintoticamente (r — oo) com o vetor unitario z ao longo do eixo z, ou seja,

6?3)(t7xay7z> = <0707071) (375)
O sistema de referéncia resultante nas coordenadas (¢, , 6, ¢) 1€ [47]

-A 0 0 —C
0 Jgusenbcos¢p \/gaacosfcosp —Drsenfseng

Cap = . (3.76)
0 \/giisenflseng \/gaacosfsened Drsenficos¢
0 \/g11cosf —\/g22senb 0
As fungbdes A, C' e D séo definidas por
Alr,0) = (—goo)2,C(r,0) = —— 9% __ 3.77
( ) ( gUO) ( ) (_900)1/2 ( )

D) = |Gt

r2sen?0)goo
onde § = go3go3 — G00933-
Usamos a definicdo (3.71) para calcular os componentes do M. E possivel

para verificar se apenas dois componentes ndo desaparecem. Esses componentes
eventualmente surgem como divergéncias totais. Nés encontramos [47]

MO — 9, {al (903? \/9_2;:7;7W> s (903? Vﬂilgl(;()seﬂ : (3.78)
e
1/2 9 1/2 [
MOG) — 9, [31 (5— V_QQ;W) _ 0, (5— v_glglozosﬂ : (3.79)

Para obter o momento angular total do campo gravitacional, no quadro determinado
pela equacgao (3.76), avaliamos a integral da equagéo (3.78) como integral de superficie,
de modo que a superficie de integracao S, determinada pelas condi¢cdes r = constante,
esta localizado no infinito espacial. N6s obtemos

L@ — _/dst(l)(Q) — _QK]{ dfdg (gm”? ng;jjng) (3.80)

Podemos entéo verificar se, para um dado tensor métrico espaco-tempo, 0 momento an-
gular gravitacional total € finito, desaparece ou diverge. Se for dado g,,, em coordenadas
esféricas e se o seguinte comportamento assintético for verificado,

gos = O(/r)+ ..
g2 = P +0(r)+ ..
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entdo a expressao (3.80) sera finita.

Na referéncia [47] um modelo especifico para uma estrela rotativa de néutrons
foi investigado em detalhe. Verificou-se que o momento angular do campo é dado em
termos do momento angular da fonte .Js de acordo com a equagdo L™M® = (2/3)Js.
Esse resultado parece ser geral e também é verificado para o espago-tempo de Kerr,
no quadro de observadores estaticos, onde encontramos LM = (2/3)ma = (2/3).J.

A quantidade L(“®) ¢ interpretado como o centro de massa gravitacional. Ele
desapareceu para a estrela rotativa de néutrons investigada na referéncia [47]. O
modelo determinado por (3.73) é arbitrario no sentido de que o tensor métrico depende
arbitrariamente de 6. Tendo em vista a simetria axial do modelo, € natural que o
centro de massa gravitacional desapareca ao longo das dire¢des = e y, mas devido a
dependéncia # do tensor métrico, a integral de (3.79) ndo desaparece em geral.

Em semelhanca com a definicdo do momento-energia gravitacional regular,
também podemos estabelecer uma definicdo para o0 momento angular gravitacional
regular. Em vista da equacéo (3.69), podemos estender a definicdo do momento angular
gravitacional como

LY = — / Br[M®(e) — M®(E)], (3.82)
\%

onde E; € definido exatamente como na Segéo 3.2.1.

Com o objetivo de analisar a dependéncia de quadros do momento angular
gravitacional, vamos considerar a forma geral (e simples) do elemento de linha que
descreve uma estrela de néutrons rotativa, por exemplo. Este elemento de linha é dado
por [47]

ds* = —a?dt? + F2dr? + r*d6? + rsen®0(d¢ — Qdt)?, (3.83)

onde «, (5 e 2 sdo fungdes apenas da coordenada radial . Novamente adotamos ¢ = 1.
O raio da estrela é denotado por R. Essas quantidades sao definidas para o interior
(r < R) e para o exterior (r > R) da estrela. Na regido exterior, temos Q(r) = 2G Js/r3.
Em vez de adotar o quadro determinado pela equacéao (3.74), vamos considerar um
quadro que satisfaca a condi¢do de gauge de tempo de Schwinger,

ety =0, (3.84)
juntamente com a condicao (3.75). Nas coordenadas (t,r, 6, ¢), 0 quadro mostra [47]

—« 0 0 0
Qrsenflsen¢  [Bsenfcos¢p rcosbcosdp —rsenfsend (3.85)
Capy = . .
: —Qrsenflcos¢p [senfseng rcosfseng  rsenfcoso

0 Bcost —rsent 0
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Esse sistema de referéncia é adaptado ao campo de observadores cuja velocidade e‘(‘o)
€ dada por

el (,7,6,6) = ~(1,0,0,0(1). (3.86)
Q(r) é a velocidade de arrasto dos quadros inerciais que giram sob a a¢do da estrela
de néutrons. A expressao acima para e‘(‘o) descreve o campo de velocidade dos obser-
vadores que sao arrastados em movimento circular ao redor da estrela. Acontece que o

momento angular do campo gravitacional calculado a partir de (3.85) desaparece [47],
LY@ =g, (3.87)

desde MM® = (., De fato, todos os componentes do M desaparecem. Essa classe
de observadores é conhecido na literatura como observadores de momento angular
zero (ZAMOs). Eles seguem trajetdrias com coordenadas radiais constantes » e com
velocidade angular dada pela velocidade de arrasto dos quadros inerciais.

O resultado dado pela equacgéao (3.87) mostra que os observadores que estao
em rotagcdo o movimento ao redor da fonte rotativa mede o momento angular gravi-
tacional de maneira diferente dos observadores estaticos. Uma explicacao para este
resultado deve levar em considera¢cdo o momento angular da fonte, que é diferente para
0s observadores em repouso e para aqueles que giram em torno da fonte. Na teoria
newtoniana, o0 momento angular da fonte, no quadro de observadores que giram na
mesma frequéncia angular, desaparece. NGs sabemos que esse recurso vale para um
corpo rigido na mecanica newtoniana, onde o momento angular depende nédo apenas
do quadro, mas também da origem da moldura. Observadores cuja velocidade angular
ao redor da fonte rotativa € o mesmo que a velocidade de arrasto €)(r) ndo mede essa
velocidade de arrasto (e possivelmente outros efeitos de arrasto) e, portanto, para
esses observadores, 0 momento angular gravitacional desaparece.

Descrevemos a relatividade geral em termos do campo tetrada e,,, € do tensor
de tor¢éo 1,,, = Jueq — O,e.,. OS campos tetrada constituem o quadro adaptado
aos observadores no espago-tempo. Todos os observadores sao permitidos, e para
cada um existe um quadro adaptado a sua linha mundo. Essa descricao alternativa
ndo implica uma dindmica alternativa para a métrica do tensor. Os campos tetrada
satisfazem as equagdes de campo estritamente equivalentes as Equagdes de Einstein.
Nesta descricdo geométrica, os campos tetrada produzem varias novas definicdes que
nao podem ser estabelecidas na formulagao do sistema métrico comum. As equacdes
de campo levam a uma equagao de conservacao real e definicbes consistentes de
energia, momento e momento angular do campo gravitacional. Na analise de algumas
configuracdes padrdo do campo gravitacional, essas definigdes levam a resultados
consistentes com a configuracao fisica. As definicbes nédo sao invariantes ou transfor-
magodes covariantes locais do SO(3,1), mas apenas covariante nas transformacgoes
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globais. Invariancia de quantidades de campo sob transformagdes locais de SO(3,1)
implica que a medi¢do dessas quantidades € a mesma em termos inerciais e quadros
acelerados. Essa invariancia ndo é uma caracteristica natural de conceitos como ener-
gia, momento e momento angular. A energia € sempre o componente zero de um vetor
de momento-energia.

Embora a gravidade teleparalela tenha sido abordada pela primeira vez por
Hayashi e Shirafuji [48,49] em uma estrutura geométrica semelhante a adotada aqui,
pode ser considerado um caso limitante da estrutura mais geral das teorias métricas-
afins da gravidade. Existe uma ambiguidade na determinagdo dos multiplicadores de
Lagrange [50]. Além disso, em nossa opinido, a invariancia local de Lorentz ndo é uma
caracteristica natural do paralelismo distante, ou teleparalelismo.

Em resumo, o TERG é uma descricao simples e consistente do campo gravita-
cional. Ele incorpora todas as caracteristicas fisicas da formulagdo métrica padrao e
permite definicdes para a energia, momento e momento angular do campo gravitacional
que satisfazem a algebra do grupo Poincaré no espaco de fase da teoria.
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4 DINAMICA DO CAMPO TERMICO (DCT)

4.1 PRINCIPIOS GERAIS DA TERMODINAMICA

A termodinamica é a parte da fisica que estuda as leis que regem as relacoes
entre calor, trabalho e outras formas de energia, mais especificamente a transformacao
de um tipo de energia em outra, a disponibilidade de energia para realizacao de trabalho
e a direcdo das trocas de calor.

Durante o século passado, a apresentacao desta teoria seguiu os desenvolvi-
mentos histéricos, com leis e exemplos baseados e explicados considerando funda-
mentalmente os problemas classicos de engenharia térmica. Seguindo essa tendéncia,
ainda é comum ver a formulacdo da segunda lei com base nas prescricdes de Kelvin
e Clausius. Historicamente, com essa lei, usando o ciclo de Carnot e o teorema de
Clausius, a existéncia de uma fungao de estado chamada entropia (do grego, transfor-
macao) é entdo formulada. Tisza [51,52] e Callen [53], usaram a fungéo de entropia e a
nogao de um principio extremo como ponto de partida ontol6gica para construir a teoria
termodinamica. Este procedimento abastece um fisico com um formalismo legivel,
fornecendo uma maneira de abranger o efeito do tempo no contexto das abordagens
térmicas e, no entanto, trazendo nocdes de leis térmicas para o dominio de teoria
quantica de campos.

Quanto a estrutura teérica do formalismo térmico, vale ressaltar que é seme-
Ihante a teoria de um sistema mecanico, primeiro introduzimos uma definicao para a
nocao de estado térmico e, depois, as mudancas nos estados sdo analisadas com leis
causais. Embora, em equilibrio, o tempo termodinamico ndo desempenha um papel
como na mecanica, ainda podemos distinguir os aspectos cinematicos e dindmicos da
teoria. Os cinematicos estam relacionados as definicdes de variaveis termodinamicas
(térmicas), a mensurabilidade, a definicdo do estado de um sistema térmico e definicao
de processos especificos. Os aspectos dindamicos estéo relacionados as mudangas no
estado e as leis que regulam tais mudancgas. Esse esquema também funciona quando
o tempo é um parametro relevante, de modo que ocorrem processos sem equilibrio.

4.1.1 Aspectos cinematicos da fisica térmica

Nesta secao, consideraremos a termodinamica nao-relativistica. Entao temos
que a descricao tedrica de um sistema fisico é realizada definindo os pontos no espaco
e no tempo em que os processos de medicao e testes de tal teoria devem acontecer.
Isso nos traz a nocdo usual de um quadro de referéncia, definido pela transformacao
de um ponto para outro em espaco e tempo. Um aspecto importante associado a
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introducédo de uma estrutura de referéncia é que as nogdes de espaco e tempo sao
definidas simultaneamente, mas para processos térmicos de equilibrio, o espaco
desempenha apenas um papel significativo e é a definicdo adequada de uma régua.
Assumimos como estrutura de referéncia o sistema de laboratério, sem considerar
nenhuma mudanca de coordenadas. As caracteristicas de um sistema térmico séao
dadas por um conjunto de varidaveis macroscopicas previamente selecionadas por um
observador localizado no laboratério. Essas variaveis sdo, por exemplo, energia interna
(E), pressao (P), volume (V), entre outros. A definicdo de tais varidveis térmicas sao
dadas juntamente com o processo de medicao através do uso de restricées e paredes.
O volume é medido por réguas; a temperatura, que é interpretada inicialmente como
uma quantidade que fornece o grau de calor de um corpo (fluido calorifico),e € medida
por termémetros. As paredes definem um volume quando seus tamanhos sao fixos, ja
as paredes restritivas a qualquer tipo de energia d4 origem a um sistema isolado, mas
quando as paredes de um sistema permitem um fluxo muito lento de energia para um
sistema apenas atraves de trabalho mecanico, as paredes sdo chamadas adiabaticas.
As paredes sdo chamadas de diatérmicas quando mudancgas na energia entre dois
sistemas sao permitidos através de uma diferenca de temperatura.

Existem dois tipos de varidveis térmicas e para percebemos isso, considerare-
mos uma analise macroscopica do sistema homogéneo, dividido em varios subsistemas
semelhantes. Uma variavel é considerada extensiva quando seu valor € igual a soma
dos valores de cada subsistema. Exemplos desse tipo de variaveis sao: energia, volume
e numero de mols. Uma variavel é considerada intensiva se seu valor for independente
dos subsistemas. Como exemplos temos temperatura, pressao e todas as densidades
definidas a partir das variaveis extensas como: densidade de energia, densidade de
volume e assim por diante.

O estado de um sistema macroscépico é definido especificando um conjunto
de variaveis, ou seja, por uma funcao de estado do sistema. Geralmente, a evolucao
de um sistema isolado é encontrado ap6s algum tempo quando o sistema atinge
um estado final no qual suas variaveis nd&o mudam mais no tempo, tal estado é
chamado estado de equilibrio térmico e é definido por um conjunto de parametros
extensos, incluindo necessariamente energia. Um estado de equilibrio sera denotado
por x = xg, 1, ..., T, COM o = E. Um sistema simples € definido pela configuracéao
1 =V, x9 = Ni,23 = N, ..., onde Ny, N,, ... S0 0S numeros de mols de diferentes
substancias.

A mensurabilidade de variaveis como V' e NV, como dissemos, seguem métodos
padrdo, ja a medicdo da energia EF, no entanto, requer uma discussao detalhada.
Primeiro precisamos lembrar que a nocao de energia tem sua origem na mecanica,
ou seja, a energia é definida em termos da nocao de trabalho, medida no sistema
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MKS' em Joules, J, com 1J = 1Nm, de modo que a diferenga entre dois niveis de
energia de um sistema esta fisicamente associada a alteragéo do estado mecanico.
Portanto, mesmo tratando um sistema térmico, a energia interna deve ser medida por
um processo que envolve trabalho mecéanico. O conceito de conservagao de energia,
no entanto, é apoiado pelo experimento de Joule.

Existem fluxos de energia de ou para um sistema condicionado pela diferenca
de temperatura, através das paredes diatérmicas, esse fluxo é chamado de calor e
foi inicialmente medido em unidades arbitrarias chamadas calorias (Cal). Com Joule,
a energia de cada conteudo cal foi estabelecido experimentalmente resultando em
1Cal = 4,184.J.

Se tratarmos estados de equilibrio, assumimos que dois estados arbitrarios
podem ser conectados entre si através de um processo composto por uma infinidade de
estados intermediarios, sdo chamados quase-estaticos. Essa nog¢do € necessaria para
que possamos definir corretamente uma quantidade térmica diferenciavel. O trabalho

TABELA 2 — Trabalhos mecénicos e Forcas generalizadas

Trabalho infinitesimal dW Tipos de Forgas

—PdV Presséo P
Sy midN; Potencial quimico s,
poHeqr.dl; Campo Magnético H

E...dp Campo Elétrico £

Fonte: Khanna, F.C.; Malbouisson,A.P.C.; Malbouisson, J.M.C.; Santana, A.E. - Thermal Quantum Fiel
Theory (Algebric Aspects and Applications), World Scientific, 2009.

mecanico associado a um sistema descrito pelos parametros © = F, x4, ..., z, pode ser
escrito como:

l
dW = fdx =Y fidz;, 1 <7 (4.1)

j=1
onde f; é a forga generalizada aplicada e x; é o parametro extensivo correspondente
modificado pela agéo de f;. Expressdes para trabalhos mecanicos sdo dadas na
segao seguinte para sistemas diferentes, onde P significa presséo; j; para o potencial
quimico?; 1, para a permissividade do vacuo 3; H para o campo magnético externo;
I; para o0 momento dipolo magnético *, em que poH..; € a forga associada a variavel
extensa [;;E..; para o campo elétrico °> e p o momento do dipolo elétrico®. Até agora,

1 MKS: Sistema Internacional de Unidades que corresponde as iniciais dos simbolos das trés unidades
de base usadas: comprimento, massa e tempo (LMT).

Pode ser considerado a for¢ga motriz para a difusdo de atomos, num sentido amplo da palavra.

E o quociente dos campos nesse meio.

E uma medida da intensidade da fonte magnética.

E uma grandeza fisica vetorial que mede o médulo da forga elétrica exercida sobre cada unidade
de carga elétrica colocada em uma regido do espacgo sobre a influéncia de uma carga geradora de
campo elétrico.

6 E a medida da polaridade de um sistema de cargas elétricas.

a » W N
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as caracteristicas de um sistema térmico foram baseadas em aspectos envolvendo as
definicdes de um estado térmico, sem uma especificagdo das leis que descrevam as
mudancas no estado. Essa caracterizacao dindmica é objetivo da se¢ao a seguir.

4.1.2 Aspectos dinamicos da fisica térmica
4.1.2.1  Primeira Lei da Termodinamica

Para estabelecer as leis que controlam a evolugdo de um estado de equilibrio
térmico, primeiro consideramos um fluxo infinitesimal de energia para um sistema
via trabalho (dW) e calor (d@)) e vamos assumir a conservacao de energia. Entao do
experimento de Joule, podemos escrever as mudancas infinitesimais na energia interna
(dF) no seguinte caminho:

dE = dQ + dW. (4.2)

Essa expressao € chamada de primeira lei da termodinamica, principio da conserva-
cao de energia aplicada a termodinamica, o que torna possivel prever o comportamento
de um sistema gasoso ao sofrer uma transformagao termodindmica. Observe que
o conteudo do diferencial matematico pode ser assumido para dE, pois E pode ser
tomado como uma funcéo de variaveis do sistema térmico - uma funcédo do estado.
Mas este ndo é o caso de dQ e dIW, que expressam apenas pequenos fluxos para o
sistema, por isso é usado como §@). Conhecendo esta lei, podemos agora observar
seu comportamento:

» Primeiro: recebe calor quando realiza trabalho, por consequéncia a energia
interna aumenta, ou seja, > 0.

« Segundo: cede calor quando recebe trabalho, por consequéncia a energia interna
diminui, ou seja, < 0.

« Terceiro: ndo troca calor, entdo ndo realiza e nem recebe trabalho, por con-
sequéncia a energia interna n&o varia, ou seja, = 0.

4.1.2.2 Segunda Lei da Termodinamica

A primeira lei ndo é suficiente para tratar todos os processos térmicos, en-
tdo para isso, um resultado experimental é prescrito, se dois sistemas simples forem
estabelecidos em contato térmico, o fluxo de calor ocorrera do sistema mais quente
para o mais frio. A reversao desse processo, sem qualquer intervencao externa, nao
€ observada, embora n&o contradiga a primeira lei. Para discorrer sobre esta ques-
tdo, consideramos um sistema em um estado dado pelo conjunto: x = E, xq,...,z, €
assumimos a existéncia de uma fungéo de estado: S = S(E, x4, ..., ) que € chamado
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de entropia. A entropia, S(E, x4, ..., x,) é definida como uma funcdo extensa, analitica
e monotonicamente crescente na variavel E. Além disso, na auséncia de restricées
internas, valores de variaveis extensas sdo aqueles que tornam S maximo para um
estado de equilibrio. Quer dizer,

6S|equilib7‘io - 07

525|equilibrio < 0
. Este principio € chamado de segunda lei da termodinamica.

Com a segunda lei, os processos térmicos podem ser classificados como
reversiveis ou irreversiveis. Um processo irreversivel é aquele que, se considerado
reversivel, tenderia a minimizar S, contradizendo a segunda lei. Um exemplo desse
processo € a expansao livre de um gas, que é um processo sem equilibrio. No caso do
equilibrio, um processo é reversivel quando pode ser recuperado quase estaticamente
através de um conjunto de estados de equilibrio. Nesse caso, a entropia é constante,
de acordo com a segunda lei.

41.2.3 Terceira Lei da Termodindmica

A terceira lei afirma que, por varias etapas finitas, é impossivel diminuir a
temperatura para 7" = 0. Uma consequiéncia desse principio € que, se um sistema,
em um estado caracterizado por uma variavel x (finito), € resfriado para outro estado
caracterizado por x + dz, entdo em T' = 0, 65|, = 0 ou:

(%) - "

Um resultado experimental derivado desse principio é que
= 0.

lim 0_5 =—1 8_V
T—0 \ OP T_>0_ 50 oT P_

Essa lei, formulada por Walther Nerst em 1905, as vezes é interpretada na mecanica
estatistica como uma condicdo de entropia, explicando melhor, a entropia teria a
tendéncia de apresentar um valor minimo, caso a temperatura de uma substancia pura
fosse igual ou aproximada a zero absoluto, ou seja, fixando o valor da entropia como
S=0emT =0 [53,54].

4.2 FUNGAO DE PARTICAO E INTEGRAL DE CAMINHO

O objetivo central desta secdo € mostrar que a fungao de particdo pode ser
usada para introduzir a nocao de funcao geradora, uma ferramenta importante para
realizar calculos em sistemas quanticos, dando origem a métodos perturbativos podero-
sos. Esse fato abre portas para trazer a termodinamica para o reino da teoria quantica
de campos.
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O conceito de integral de caminho foi apresentado pela primeira vez por Wie-
ner [55,56], no contexto de problemas estocasticos’. Feynman [57,58] baseado em
uma generalizacado do trabalho de Dirac [59], desenvolveu a idéia de integral de ca-
minho como um esquema geral para quantizagao. O conceito de funcao geradora foi
introduzido por Heisenberg e Euler [60], e Schwinger [61] utilizou tal no¢do com o forma-
lismo da integral de caminho, propondo uma teoria de particulas e fontes. Foi também
Schwinger [62] que, pretendendo escrever férmions por meio de um formalismo da
integral de caminho, introduziu os nimeros de Grassmann na fisica.

Aqui, apresentamos um esboc¢o para o uso do método da funcéo geradora,
com sua extensao para campos quanticos em temperatura zero [63—67].

4.2.1 Funcéao de particdo e o propagador

A média estatistica de um observavel A, no conjunto candnico € dada por:

=1ir = L r eﬁH
(4) =Trlp(B)A] = - Tl AL (4.4)
onde a fung¢éo de particdo é:
Z(B) =Tr(e™™), (4.5)

B = 1/T é o inverso da temperatura (tomamos kg = 1 em todo lugar), e H é o
hamiltoniano. O principal papel da fungdo de particao é funcionar como uma soma de
estados, fornecendo a normalizagao de p.

A fungéao de particdo também fornece uma maneira de calcular a energia do
estado fundamental em temperatura zero. Para uma base em que o hamiltoniano é
diagonal, temos:

1 o0
(H) = Z(B)Tre_BHH— §0 {(nle"PH|)
1 —pPe€o - —Pén
= 7 | 8 +n§1jene 7 ] (4.6)

Considerando g = 1/T — oo (equivalente a tomar 7' — 0), o termo principal na equagao
(4.6) é apenas a energia do estado fundamental. Algumas quantidades basicas como
energia livre, pressao e entropia sao calculadas diretamente de Z. Na verdade, a partir
da definicdo da energia interna, temos:

(H) =

A energia livre de Helmholtz flca:

(e™PHH) = —% InZ(B). (4.7)

F= ()

7 Cujo estado é indeterminado, com origem em eventos aleatérios.
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que é consistente com a entropia dada por:

1 1. 50
S = TF+TE—B%F

48 (tua).

A presséao € entao escrita como:

Outro resultado importante a respeito da natureza do conjunto canénico (ou mesmo
o grande canbnico) sao as condicdes de Kubo-Martin-Schwinger (KMS) [68, 69] que
afirmam que a média estatistica de um operador na imagem de Heisenberg, digamos
Ag(t) = e ™ A(0)e'H | é periddico no tempo com um periodo i3 (0 subscrito “H” em
Ay (t) representa a imagem de Heiserberg). Este resultado pode ser comprovado
diretamente a partir da média estatistica:

(Ar(t)) = Trlp(B)A(t)] = Trle M A())

1
Z(P)
— 1 r efBHefitH eitH
1

= —PH —iB) = t—i8H)).

Z(ﬁ)Tr[e At —iB)) = (Ay(t —iBH))
A mudancga no argumento de Ay, t — t — i € chamada de rotagdo Wick do eixo do
tempo. Vamos investigar a consequéncia da condigcdo KMS 8 para a fungéo de partigao.
Para isso, uitlizamos o trago na equacao (4.5) usando a representacao de posi¢cao; ou

seja,

2(3) = Tre " = [ da(ale"")o). (4.8)
Definindo:
Za = (@l |qa), (4.9)
encontramos:
Z() Z/dqaZaa-

Agora examinamos o significado da quantidade Z,,. Introduzindo uma rotagcao Wick,
definida pela identificagao:

B — i(tb — ta),
8 As condigdes de Kubo-Martin-Schwinger (KMS)
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de tal modo que
Zya = (e |ga) = {@le™ " |q,) = (qts|qata), (4.10)
onde
|qata) = €™ "qa), |avts) = ™" |qp).

O conjunto de estados |qt) = ¢"|¢) formam uma base completa, com a relagéo de
integrais:

/dq|Q><q! = /de|qt><qt| =1

Tal base pode ser usada para construir um estado da imagem de Schrddinger [ (t)),
na representacao de posicao, a partir de um estado na imagem de Heisenberg ]w)H.
Na verdade, desde que:

() = e [(0)) = e ),

temos

¥(g,1) = (ale () = (gt -

Este resultado mostra o conteudo fisico da equacao (4.10), ou seja, Z,, = <qbtb|qata> e
uma amplitude de transi¢ao de |qata> para |qbtb>. A funcéo 7, é chamada de propagador,
por considerar uma amplitude arbitraria em um tempo ¢,, ¥(q,, t.) = <qata\w>, e usando
a relagao de completude, obtemos:

<thb|¢}> = /an<qbtb|Qata><Qata|w>
= /anZbaw(Qaata)-

Nesta expressao Z,, descrevemos como o estado |« (t)) evolui de [¢') em ¢, e ¢, para
) em ¢, e ¢,, com t, > ¢, garantimos causalidade. A quantidade fundamental aqui
€ 0 propagador 7,,. Sabendo sobre Z,,, descobrimos que Z,, é o propagador em
um intervalo de tempo fechado. No caso da funcao de particao temos entdo uma
rotacao Wick, com periodo 5. Os resultados apresentados acima mostram uma estreita
associacao de Z ndo sé com as grandezas térmicas, mas também com as néo térmicas,
exigindo entdo uma anélise detalhada de 7,,.

4.2.2 Integral de caminho na mecanica quéantica

Para calcular o propagador 7,,, dividimos o intervalo de tempo de ¢, a t, em
ponto n, resultando em n + 1 onde 6t; = t;11 —t;; 7 = 1,2,...,n, cOm n — oo, €
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ot — 0. Em cada ponto j, caracterizado por ¢; e ¢;, usamos uma relagéo de completude
[ dgjlajt;){g;t;| = 1 em {gyty|gat.), resultando na expresséo:

<thb|Qata> :/dq1-~-dQn<thb|qntn><qntn|qn—1tn—1>--~<q1t1|Qata>~ (411)

O propagador em um pequeno intervalo arbitrario ¢¢; resulta em:

Zit1,j = <Qj+1tj+1’%'tj>
= (gnle ™ Mg;) = (g1 — i6t;H|q;)
= 0(gj1 — q;) —i0t;{q;11|Hlg;). (4.12)

Consideramos o sistema unidimensional de uma particula em um potencial V(g). Entéao
o hamiltoniano fica:

o D .
H =—+V
(4,p) om T (9),
onde qlq;) = g;lq;) € plp;) = pslp;), com
(g;|pi) = Leiqﬂ%
V2T
e
1 ip(q;—as)
(gilas) = 0(q; — @) = o dpe™ =9 (4.13)
Finalmente, obtemos,
A2 1 p2
— dpe?d4i L
<qy+1| —laj) o [ AP,

. 1 ivSa:
@M@M>:W%%/WMJ
onde d¢; = gj11 — ¢j, € @Q; = (¢;+1 + ¢;)/2. Reunindo esses resultados, obtemos:
1 iD8a
(qir1|Hlg;) = g/dpewéq]ﬂ(@j,ﬁ)-

Usando a representacao integral para a fungcao J, a equacao (4.13), obtemos da
equacao (4.12),

1 | -~
Zing = o= [ o™ —istyo- [ dper (@)
1 et
— or [ e = i H(Q,p)
_ L / e8[54, /5~ H(@, )]
2m

_ 1 / dpei®t o= En =V (Q)],
2
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Completando o quadrado na variavel de integracao p, e usando a integral de Gauss:

) b2
/ dpe= @ thrte — exp (— + c) \/E,
oo 4ac a

m 1/2 . 1 )
Zj+1,j = (27TZ5t]) exrp {Z&tj [57711}]- - V(Q]):| } .

Substituindo esse resultado na equacao (4.11), e tomando o limite n — oo, obtemos:

obtemos:

m ) (n+1)/2
20T

X /quje:cp {2 Z& quf — V(Qj):| } , (4.14)
j=1 J=0

onde definimos: §, = dt;, ¢y = gn+1 € ¢u = qo- Este limite leva a:

Zba = <q1)tb‘Qata> - nll—{EO (

Zba = <thb|qgta> = N/quisaby (415)

onde | € um fator de normalizagao,

Dqg = lim quj
7j=1

n—00 -

€ a medida de integragéo e:

123
Su= [ diila.d) (4.16)
ta.
€ a agao definida pelo Lagrangiano
N
L(g,4) = 5md* = V(q). (4.17)

E importante enfatizar que esta derivacdo de Z,, expressa uma soma (uma integragao
funcional) ao longo de diferentes trajetérias de um sistema classico; e, por sua vez,
um esquema de quantizagao é fornecido usando a agao classica S,,, chamado de
formalismo integral de caminho e pode ser generalizado para campos quanticos.

4.2.3 Campos classicos

O que foi feito na equacéao (4.16) é, na fisica classica, a ferramenta fundamental
para derivar equagdes de movimento por meio de um principio de extremo. Na verdade,
assumindo a condic¢ao 4S,, = 0, obtemos:

ty ty
55, — / A5 L (g, ) = / Gt L(q + 54, + 6d) — L(¢, )
ta ta

t L L
- / at (544 %L54) =0, (4.18)
ta dq Jq
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onde definimos dq(t) = eo(t), com e sendo uma quantidade infinitesimal e o(¢) € uma
funcao arbitraria, mas analitica de ¢, de modo que:

5q(t) = 5d‘il—(t“ - %@(t).

Usando este resultado na equacgéo (4.18) e realizando uma integral por partes, obtemos:

b [OL d (0L
5Sab—/ta dt [a—q—a(a—q)] (5(]—0,

onde a condigdo de extremo é fixo, isto €, dq(t,) = dq(t,) = 0, foi usada. Como
dq(t) = eo(t) € uma quantidade arbitraria, obtemos a equagéao de Euler-Lagrange:

d (9L _dq
dt\9¢) 0Oq

Para L dado na equacao (4.17) obtemos a Segunda lei de Newton: mq = —0V/0q.
Este procedimento pode ser generalizado para um namero arbitrario de parametros,
considerando ¢(7) = ¢(7°,7%,...,7"), e L(q,0q) = L(q,0vq, 014, ...,0,q), onde O,q =
dq/0T“. Ou seja:

S = /FdTTE(q,ﬁq), (4.19)

onde L(q,0q) é a densidade Lagrangiana. Como antes, assumimos a condi¢do extrema
agora definida por uma hipersuperficie I', §q(7)|r. De 65 = 0, derivamos:
oL oL

“00aq) 04"
onde ha uma soma sobre os indices repetidos. Se ¢, tem mais de um componente,
entdo na equacao (4.20) temos que substituir ¢ por ¢;, onde o subindice j = 1,2, ...
representa o numero de componentes de ¢. Uma interpretacao fisica deste método
é realizada quando especificamos a natureza dos parametros 7 e da funcao ¢. Para
iSso, assumimos que 7 é um quadrivetor no espacgo-tempo de Minkowski (M3t1) com

=0,1,..,r, (4.20)

O=a20=ct; ! =2, 72 = 222, 7% = 23, ou seja, v = (20, 2, 22, 23). O tensor métrico é
dado por:

T

1 0 0 0
0 -1 0 0
-
J 0 -1 0 |’
0 0 0 -1

de forma que g = ¢~ '; com (¢**)"! = g, T, = g’ € z* = g"x,. A coordenada
candnica generalizada, ¢(z), € entdo um campo, definindo alguma quantidade em
um ponto = do espago-tempo. Para um campo escalar, em vez de ¢, uma letra grega
o(x) = ¢(t,x) é usada. Nesse caso, a equacao (4.20) Ié:

0.8 9. (4.21)
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onde o = 0,1, 2, 3. A densidade Lagrangiana é entao especificada por condicbes de si-
metria, impondo restricées na forma dos diferentes modelos. Para campos relativisticos,
a invariancia de Lorentz é a simetria basica levada em consideracéao. Isso corresponde
a invariancia sob um conjunto de transformagoes lineares em M?3*! que preserva o
produto escalar entre os vetores, z.y = g, 2"z". Escrevendo a transformacao linear
como:

' = Abax¥,
a invariancia do produto escalar requer a invariancia da métrica, ATgA = g, onde AT é
a transposta da matriz A, com componentes dados por:

ox'u

AP = .
v oxv

Entdo temos det A = 1. Para det A = 1, 0 mapa de Lorentz é chamado de transforma-
coes de Lorentz proprias, que é o grupo conectado a identidade. Para transformacdes
infinitesimais adequadas, escrevemos:

ot =t + wha”

onde w,, = g,,w" € uma matriz anti-simétrica. Neste caso, uma transformagéo de
Lorentz finita em uma representacao infinita dimensional (ou seja, atuando sobre, por
exemplo, fungdes analiticas definidas em M3*!) pode ser escrita como:

A = explw,, M"],
onde M*"” sdo os geradores das transformagdes de Lorentz dadas por:
MW" = i(z"d” — 2" 0").

Usando essa simetria e a densidade Lagrangiana sendo um escalar de Lorentz real,
uma variedade de modelos pode ser proposta. Um simples, para um campo escalar
real, é

L= % L PO — %quﬁ? + Jo. (4.22)
Usando a equacéo de Euler-Lagrange, derivamos:
0a0%) + m2p = J,

que é a equacao de Klein-Gordon que descreve uma particula com massa m, com um
termo fonte, J.
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4.2.4 Integral de caminho para um campo escalar

Nesta secao, generalizamos a equacao (4.15) para um campo escalar, usando
S dado na equacéo (4.19) e o Lagrangiano na equacao (4.22), resultando em:

ZolJ] = N/Dqseisab :N/ngexp{i/ { Do 0™ ) — m 2¢° +J¢”
= N/D¢exp{—z/d4 [ H(O+m?)p — J¢” (4.23)

onde usamos o indice 0 em Zy[J] para indicar campos livres. Para lidar com essa
expressao, desenvolvemos alguns elementos da funcéo da integral.

Comecando com o produto de r integrais gaussianas que é dado por:

2 2 2 2 T‘/2
/e“1w1/2e“2w2/2...earw"/zdwl...dwr = —(Tﬁ) 2 (4.24)
[Tici @
onde a; > 0, para ¢ = 1, ..., r. Definindo:
a - 0
A=(Ag)=1 &+ |3
0 --- a,
w1
w = )
Wy
(w, Aw) Z w; Ajjw; = Zaiw? (4.25)
i,0=1 =1
e a equacao (4.24), fica:
1
—(w,Aw) /2 _
/ o (wAw) /23, RS AT (4.26)

onde a medida da integral é dada por dw = dw;...dw, /(27)"/2. Analisando integrais do
tipo | dwexp(—f(w)), onde

1(w, Aw) + (b,w) + ¢, (4.27)

flw) =

com b e ¢ sendo vetores de componente . O minimo de f(w) é calculado por:

df:ig ZwZAzJﬂLZCZ—O
=1

i,7=1
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gue tem a solugéo w® = —A~1b. Entdo a equacéo (4.27) é reescrita como:
1
f(w> = f(w0> + 5('11} - w07 A(U) - IUO)),

E da equacéo (4.26) temos:

1
(det A)1/2"

Tomando o limite continuo, escrevemos w; — w(x); A;; — A(z,y) de modo que

/6—[(w,Aw)/2+(b,w)+c]dw _ 6(b,A_lb)/Q—c

(), = Sy (A1) = / Az, y)b(y)dy,

(w, Aw) = ZwZAwa%/ w(y)dzdy

i,7=1

/dw... = /dwl...dwr/(Qﬂ)T/Q — /Dw(m)

Esses resultados s&o generalizados para mais de um parametro, de modo que x pode
ser considerado um quadrivetor. Portanto, a equagao (4.23) identificando: w(x) = ¢(x);
A=i(0+m?);b=—iJ;c=0, torna-se,

ZolJ] = Nexp [% / J(x)(O+ m2)_1J(y)d4xd4y} [det (0 + m?)]"/?, (4.28)

onde

[det i(0 4+ m?)]Y/? = /D¢exp {z’ / d'z Bcp(m + m%] } :

Este fator pode ser incorporado ao fator de normalizagdo N. Além disso, usando a
notagdo acima, a equagdo (0 + m?)Gy(z — y) = —id(z — y), é escrito numa forma do
operador como:

Go(z —y) = —(O+m?)~".

Entdo a equacéo (4.28), fica:
Zy|J] ./\fea:p[ /J VGo(z — ) J (y)d zd'y
Aqui J é arbitrario. Este fato é usado para tomar Z,[.J] como uma fun¢ao geradora do

propagador e isso € conseguido tomando derivadas funcionais.

Uma fungéao F|w(z)] € um mapeamento de fungbes analiticas no campo real. A
derivada de Flw(x)] em relagdo a w(y) é definida como uma generalizagdo da derivada
ordinaria de funcdes, por

MZL(@)] — lim E{F[w(x) +ed(z —y)] — Flw(z)]}.
w y) e—0 ¢
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Vamos testar a veracidade de tal definigdo usando dois exemplos. Consideramos:

= /H(x,y)w(x)dx

onde H(z,y) € uma dada func¢do arbitraria. Entdo nos temos:

O [ ittt e [ G- potoris

= /Hmye5m—z)d H(z,y).
Considerando:
Flw] = Flw(z)] = exp [H (z,y)w(x)dz] . (4.29)

Neste caso temos:

(;ZEZ))] = lg%g{exp{/ffxy dx+€5(x—z)]d4—exp[/ffx?/ ()dﬂf”

= Heny | [ Hepulods] = H ) Flu)

Esses resultados podem ser aplicados para calcular as derivadas de Z,[J] em relagdo
a J, envolvendo agora uma integral dupla:

%io([j)] {%/ exp [‘7@ / J(x) +ed(z — 2)|Go(x — y)[J(y) + £y — Z)]d%d@} }

- {gwp {_—i [ st - y)J(y)d“xdﬂ }

= {__i / J(2)Go(z — y)d(x — y)d4xd4y; / o(x — 2)Go(z —y)J (y)d%d"‘y} ZolJ]

e—0

e—0

_ / J(2)Golx — 2)d 2 Zo|J]

52Z0[J] . / -\ 2 4 ’
57200 () = —iGo(z — 2) Zo[J] + (=) {/ J(x)Go(x — 2)d x} ZolJ].
A partir dessas expressoes, Z,|.J] é considerado uma funcéo geradora de Gy(z — 2')
se definirmos a constante de normalizagdo como N = 1, tal que, Zy[J = 0] = 1; entéo
encontramos:

82 Z[J]

78Iz =0 = 1Golz =) = (0T [p(x)6()][0). (4.30)

O formalismo da integral de caminho e as fungdes geradoras sao as ferramentas
fundamentais para a construgéo de teorias quanticas para campos de bosons, férmions
e gauge tanto em temperatura zero quanto finita.



102

4.3 DINAMICA DA TERMODINAMICA: BASE ALGEBRICA DE SIMETRIA CINEMA-
TICA

Nesta secao sao apresentadas as principais idéias da DCT. Posteriormente,
apresentamos uma derivacao da teoria baseada em argumentos gerais de simetria.
Isso fornece ndo apenas uma base de simetria para DCT, mas também para a mecanica
estatistica, uma vez que podemos derivar a equacao de Liouville-von Neumann. Este
procedimento aponta o caminho para explorar representagcdes de teoria de grupo para
derivar propriedades da fisica térmica (relativistica e nao relativistica). O aspecto central
€, entao, apresentar o formalismo da fisica estatistica como um referencial teérico, a
partir da simetria.

4.3.1 Espaco térmico de Hilbert

Os Espacos de Hilbert foram criados por David Hilbert, que os estudou no
contexto de equagdes diferenciais. Foi John von Neumann quem criou a nomenclatura
"der abstrakte Hilbertsche Raum"em seu artigo sobre operadores Hermitianos nao
limitados, publicado em 1929, ele foi 0 matematico que deu mais importancia a esse
trabalho original. Na matematica, um espaco de Hilbert é uma generalizagdo do espaco
euclidiano que nao precisa estar restrita a um numero finito de dimensdes.

Os espacos de Hilbert permitem que, de certa forma, nogdes intuitivas sejam
aplicadas em espagos funcionais. Por exemplo, podemos generalizar os conceitos de
séries de Fourier em termos de polinbmios ortogonais. Os espacos de Hilbert sdo muito
importantes para a Mecanica Quantica, por exemplo, um sistema fisico é descrito por
um espacgo de Hilbert complexo que contém os vetores de estado, que contém todas
as informacdes do sistema e complexidades multifocais.

Para um sistema em equilibrio térmico, a média do conjunto de um operador A
€ dada por:

1

(A) = Z(ﬂ)TT(e_BHA). (4.31)

Entdo assumindo que H|n) = E,|n) com (n|m) = 6,,,, obtemos:

(A) = % Z e PEn(n|Aln).

n

Estamos procurando um estado |0(5)) tal que [70,71]

(4) = {0(8)lA]0(8))
1

= — e PE{n|Aln). .
= S5 L nlAln) (4.32)

n
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Primeiro vamos investigar se |0(3)) pode ser um vetor no espago de Hilbert; ou seja,
0(8)) = Z 1) (nl0(8)) = Y ga(B)In

Isso implica que (0(8)|A|0(8)) = Y., 95(8)gm(B)(n|A|lm), e o requisito dado pela
equacao (4.32) impde a seguinte condigao sobre os coeficientes g,,(5) e ¢ (5),

4 B)an(P) = 505

Mas sabemos que tal relagdo nédo pode ser satisfeita por c-niumeros. Portanto, |0(ﬁ)>
nao pode ser um elemento do espacgo de Hilbert original. A condicdo acima é como uma
condicdo de ortogonalidade, sugerindo que ¢,,(3) deve ser um elemento de um espaco
vetorial. A maneira mais simples de conseguir isso € introduzindo uma duplicagdo do
espaco de Hilbert, resultando em um produto tensorial de espagos, como um vetor da
base é dado por |n,m) = |n) @ |m). No caso presente, tomando ¢,,(3) = fm(8)|m),
temos:

e PEng

- an(ﬁ)mv ,ﬁ'>7

de tal modo que

OBIAB)) = S f1(8) fin(B)(n, | Alm, i)
= > [2(B)(B){n]Aln),

onde assumimos que o operador A atua apenas em vetores néo til, ou seja,
{(n,n)|Alm,m) = (n| @ (A|Alm) @ |im) = (n|Alm)(a|m) = Anwmdun-

O til em um vetor |m,m) indica que |m) é a réplica de |m), com m e m representando
0 mesmo nimero: m = m. E por iSsO que escrevemos <ﬁ|m> = d,m, S€M referéncia
ao til em 4,,,,. Em um vetor como (7|m), o til enfatiza o elemento do espago til-Hilbert
apenas. Para reproduzir a média térmica, temos f:(5)f,.(3) = Z~*(B)e #E», que tem a
solugéo f,(3) = Z~/2(B)e~PE»/2, Portanto, o estado térmico pode ser escrito como:

0(8)) =

\/—Z ILI

De acordo com as médias, o vetor [0(3)) é entdo um estado puro, definido neste espago
de Hilbert duplicado, equivalente a um estado misto que descreve o equilibrio térmico
de um sistema.

Em termos de matriz de densidade, a duplicacao esta presente quando es-
crevemos p(t) como um projetor, ou seja, p ~ [¢){1|, e a equagao de Liouville-von
Neumann é escrita na forma

id,p(t) = Hp(t). (4.33)
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A evolugdo do tempo é controlada por # = [H, ], o Liouvillian, que é um objeto
associado, mas diferente do operador Hamiltoniano, H#. Em DCT como no formalismo
da matriz de densidade, a principio, essa duplicacao parece um procedimento artificial.
Mas isso nao é mais verdade e pode ser entendido explorando o fato de que DCT é
um formalismo térmico baseado em um espaco de Hilbert vetorial, que pode ser usado
como o espago de transporte para representagoes de grupos de Lie.

4.4 O SIGNIFICADO DA DUPLICAGAO: TERMO-ALGEBRAS

441 Geradores de simetria e observaveis

A fim de introduzir um formalismo baseado em estados |0(3)) a partir de
suposicoes gerais, assumimos que o conjunto de variaveis cinematicas, digamos V/, é
um espaco vetorial de mapeamentos em um espaco de Hilbert denotado por Hy. O
conjunto V' € composto por dois subespagos e é escrito como V = V,;,, ® V., onde
Vs Fepresenta o conjunto de observaveis cinematicos enquanto V., é o conjunto de
geradores cinematicos de simetrias.

Ambos, na teoria quantica e classica, geralmente V,,,, e V., séo idénticos entre
si e com V. Para cada gerador de simetria existe um observavel correspondente e
ambos sao descritos pelo mesmo elemento algébrico. Por exemplo, consideramos o
gerador de rotagdes:

L3 = Z[K’la/al’g — Zl’ga/al'l

e o gerador de translacao espacial
0
P =—i—.
3x1
Como sabemos, L3 e P, também sdo considerados observaveis fisicos, um momento
angular e um componente de momento linear, respectivamente. O efeito de uma rotagao

infinitesimal a« em torno do eixo-z3 no momento observavel P, é:

exp(iaLs)Piexp(iaLls) =~ (14 ials)Pi(1 —ials)
= P1 + iOé[Lg, Pl] (434)

O comutador, expressando o efeito de quanto P, mudou, é dado por [L3, P,| = L3P, —
P, L; = iP,. Procedendo de forma semelhante com outros componentes, escrevemos
em geral, [L;, P;] = ie;;, P;. Esta expressdo mostra que P = (P, P, P3) é transformado
como um vetor por uma rotacéo, ou seja, o gerador L, muda P; por meio da operacao
do comutador dando origem a outro observavel, ic;;, P,. Nesta operagéo, L; deve ser
pensado como um simples gerador de simetria, ndo como um observavel. O mesmo
tipo de interpretacéo é valido quando consideramos

[Li7 L]] = iéijkLk, (435)
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a algebra de Lie do grupo de rotacao. Neste caso, 0 mesmo objeto, o vetor L =
(L1, Lo, L3), € usado com dois significados diferentes: L; no comutador se encontra o
gerador de uma rotacgo infinitesimal sobre o observavel fisico L;, resultante do curso
em outra quantidade fisica, ie; i Ly

Embora a correspondéncia um a um entre observaveis e geradores de simetria
sao baseados em fundamentos fisicos, ndo existe imposicao dinamica ou cinematica
para considerar um gerador de simetria e o observavel correspondente como sendo
descrito pela mesma quantidade matematica. Na verdade, podemos assumir uma
situacdo mais geral; e temos ja observada essa separa¢ao na equacao de Liouville-
von Neumann escrita na forma da equacao (4.33). Que sao dois objetos diferentes
associados a evolucao do tempo: H, o hamiltoniano, que descreve a energia observavel
de um sistema, e H, o Liouvillian, o gerador da evolugdo do tempo. Consideramos aqui
a mesma correspondéncia um-para-um entre geradores e observaveis, mas explorando
0 caso em que Vy, e V., sdo diferentes um do outro, ou seja, Vs € Vi, correspondem
a diferentes mapeamentos em Hp. Para enfatizar esses aspectos, denotamos um
elemento arbitrario de V,,, por A e por A o elemento correspondente em V,,,. Agora
analisamos as consequéncias de tal condi¢cao de separabilidade para um grupo de
simetria arbitrario.

4.4.2 Algebra de Lie dobrada

Vamos denotar por | = {a;,7 = 1, ..., s} 0 conjunto de geradores que abrangem
uma algebra de Lie sobre R, o campo real. No conjunto [ existe um produto, (.,.),
denominado produto de Lie, dado por:

(a;,a;) = C’fjak,

onde a soma dos indices repetidos é assumida. Os c-niimeros C; sdo as constantes de
estrutura, que caracterizam a natureza do grupo de simetria associado a . O produto
de Lie satisfaz a condi¢ao de anti-simetria,

(ai, a;) = —(aj, a;),
e a identidade de Jacobi, dada por:
(ai, (aj, ar)) + (ax, (ai, a;)) + (a;, (ak, a;)) = 0.

Um exemplo bem conhecido € a algebra de Lie do grupo de rotagdo dado na equagao
(4.35) onde o produto Lie é um comutador.

Tomando Hy como o espacgo portador para representagdes de [, escrevemos

[A;, Aj] = z'c*;;Ak, (4.36)
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onde A; € V,en- O imaginario ¢ na equagéo (4.36) é para caracterizar que estamos
tratando de uma representacao unitaria. Embora a equacgéao (4.36) forneca uma repre-
sentacao para [, os operadores do tipo A devem ser levados em consideragdo em uma
representacao no espaco de Hilbert completo Hy, caso contrario, as representacoes
ser&o restritas ao conjunto de operadores de chapéu, V., ; resultando na representacéo
unitaria usual. Portanto temos rela¢cdées de comutagéo adicionais entre os operadores
Ae A, e entre os operadores do tipo A. Vamos entdo escrever:

Ay, Aj] = iEL Ay, (4.37)

onde D}; e E}; s&o constantes a serem fixadas com o seguinte raciocinio. Observamos
que as equacbes (4.36) - (4.37) descrevem uma algebra de Lie, a ser denotada por
lr, que é a definicdo de um produto semidireto de duas subalgebras, V., € V.,
caracterizada pelo fato de que V,,; € uma subalgebra invariante. O motivo para isso
€ uma imposicao fisica. Como os operadores ndo-chapéu descrevem os observaveis
cinematicos, a equacao (4.37) é interpretado como a acao infinitesimal de uma simetria
gerada por A; no observavel A;, resultando em outro observavel dado por injAk. Este
€ encontrado na relacéo:

emA"Aje_mAi = Aj(a).

Considerando a < 1, escrevemos:

Aj(Q) = A; + a (a%jé&))ao

eiaAiAje*iaAi ~ Aj -+ iOé[Ai7 AJ]

Assim, tomando a — 0, temos:

. 9A;(a)
[Az’, AJ] = —1 8]04 .

O importante nesta relacéo é que:
9A;(a)
1oJe"

€ outro observavel especificado pela relacao de comutacao. Por outro lado, o contetido
da equacao (4.37) é a natureza da comutatividade entre os observaveis. Por exemplo:

Sejal=a; =s;,i=1,2,3 seja a algebra de Lie do grupo SU(2), de modo que:

[li, l]] = ieijklk-
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Uma representacao de su(2)r é dada por:

[Si, SJ] = ’iEiijk, (438)
[SZ', Sj] == ieijksk, (439)
[SZ', Sj] = iGiijk, (440)

onde S; (equivalente a um operador chapéu) descreve uma rota¢do, enquanto s;
(equivalente para um operador nao chapéu) é o observavel de spin. O fato de que o
spin se transforma como um vetor sob rotagées é representado pela equagéo (4.39). Os
componentes do spin ndo comutam um com o outro, de acordo com a equacéao (4.40),
como conseqUiéncia da imposi¢ao de medigao. Neste caso, temos Cf; = D, = Ef; =
e;;5- Com o exemplo acima, descobrimos que simetrias também podem ser usadas
para definir os resultados das relagées de comutagao entre observaveis e, como tal,
assumimos que nas equagdes (4.36) - (4.37), Cf; = D}; = E} . Assim, escrevemos:

[A;, Aj] = iCE Ay, (4.41)
[A;, Aj] = iCE Ay, (4.42)
[A;, Aj] = iCE Ay (4.43)

Essas relagbes definem a algebra de Lie no espago de Hilbert térmico Hr. Esta repre-
sentagao sera chamada de &lgebra de Lie térmica [72]. Observe que este procedimento
abre a possibilidade de explorar a no¢ao de espacgo de Hilbert no contexto da fisica
classica, se considerarmos EJ; = 0 na equagéo (4.37) [73].

4.4.3 Regras de conjugacao de til

Algumas propriedades de I; podem ser derivadas. Definindo a variavel:
A=A- A, (4.44)
mostramos que as equacoes (4.41) - (4.43) também podem ser escritas como:

[A4;, Aj] = injAk, (4.45)

[A;, Aj] = —iCE Ay, (4.46)

A A =0 (4.47)
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Este resultado mostra que foi introduzida uma duplicacdo dos graus de liberdade, na
forma de um produto direto. Esta é uma consequéncia da separabilidade algébrica
entre 0s mapeamentos em Hp que descrevem os geradores de simetria e 0os dos
observaveis.

Essa duplicacdo pode ser considerada como um mapeamento em V = V,,, ®
Vyen, digamos J : V' — V, denotado por JAJ = A, e atendendo as seguintes condicdes:

(AiA))™ = AA;, (4.48)
(cAj + Aj)~ = c*A; + A; (4.49)
(A~ = (A, (4.50)
(A)~ = A, (4.51)

[A;, Aj] = 0. (4.52)

Essas propriedades, chamadas de regras de conjugacao de til, sdo introduzidas
como consequéncia das equacdes (4.45) - (4.47). Por exemplo, comparando a equagao
(4.45), escrito como:

e a equacao (4.46), escrita como:
encontramos (4;4;)~ = A, A;. As outras relagdes decorrem de tais comparagdes.

De acordo com a equagéao (4.44), um operador til é introduzido pela diferenca
entre geradores de simetria e observaveis. Mas quando os operadores til sdo usados
para definir geradores de evolucao do tempo, sao referidos como variaveis de banho
de calor; que podem ser vistos na referéncia [73].

Se os operadores til, ndo forem interpretados de forma consistente, seu uso
seria considerado um tanto artificial, e por esta razao tais variaveis foram designadas
como variaveis fantasmas. Mas essa artificialidade é removida, uma vez que dobramos
os graus de liberdade em teorias térmicas lembrando que esta relacionado a simetrias.
Além disso, uma vez que existe uma conexao entre o formalismo Matsubara e as abor-
dagens em tempo real, com a interpretacdo adequada da duplicagédo, compreendemos
melhor o real significado de trabalhar com um formalismo de tempo imaginario.
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Observamos que o papel das variaveis til € dar origem a estados fisicos descrito
por matrizes de densidade, no sentido que temos: |m,m) — |m)(m|. O significado
dos estados térmicos introduzidos a partir desta duplicacao € interpretado em termos
dessa associacdo com os estados da matriz de densidade. Uma vez que temos uma
duplicagao nos graus de liberdade, podemos explorar mapeamentos lineares do tipo
fornecido por uma transformagéao de Bogoliubov neste espaco de Hilbert duplicado.
Este sera o mecanismo de introdugéao da temperatura, e assim os fendbmenos térmicos
podem ser visualizados como um processo de condensacdo. Além disso, usando
a condicdo KMS (Condi¢ao de Kubo-Martin-Schwinger) com as transformacdes de
Bogoliubov, podemos estender este método para descrever a compactificagdo no
espago de coordenadas de uma teoria de campo em topologias como (S!)?X RP~4,
onde d(< D) é o numero de dimensdes compactadas em uma variedade D-dimensional
[74,75]. Estes desenvolvimentos surgirdo de representacdes de grupos cinematicos,
Poincaré e Galilei, sendo aplicados para descreverem processos como a quebra
espontanea de simetria e transicées de fase para campos compactados no espaco, em
temperatura finita.

4.4.4 Transformacao de Bogoliubov

Na fisica tedrica a transformacao de Bogoliubov, também conhecida como
transformagéo de Bogoliubov-Valantin, desenvolvida de forma independente em 1958
por Nikolay Bogoljubov e John George Valantin para encontrar solu¢des da teoria BCS
(A Teoria BCS foi proposta por John Bardeen, Leon Cooper e John Robert Schriffer e
explica o fendmeno da supercondutividade) em um sistema homogéneo [76, 77].

Definindo a transformacgéo de Bogoliubov temos a soma na equacgao:
0(8)) = VI—efvy
€ um exponencial, isto &

0(8)) = V1 — ePrexp(e?/ala")|0,0). (4.54)

Este resultado € escrito apenas como uma fung¢ao exponencial e como um operador
unitario, levando em consideracéao a relacao do operador:

efnﬁw/Q

(ah)"(@")"0,0). (4.53)

n!

ea(A+B) _ 6tanha,861n coshoaCetanhoaA’ (455)
onde C = [A, B]. Definimos:
1
coshf(p) = = u(p), (4.56)
1—e P
e—Bw/Q
senhf(f) = ———— = v(f), (4.57)
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que é uma definicao consistente desde que:
u?(B) — v*(B) = cosh®0(3) — senh*0(B) = 1. (4.58)
Um resultado dessas definigcdes é que:

tanhf(B) = e P/2. (4.59)

Usando entao as equacées (4.56) e (4.59), a equacao (4.54) fica:

0(8)) = cosh™'9(B)e!*""P'a" |0, )
= exp[tanhfa'a'|exp|—In coshf(aa' + a'a)lexpltanhf(—aa)]|0,0),

(4.60)
onde usamos a relagao de comutagao [a,a] = 1 e:
f@'3)0.0) = ¢°]0,0) = |0,0),
onde f(#) € uma funcao arbitréria de 6.
Considerando a equacao (4.55) com:
A = —aa, B=da,
C = [A B]=—aa' —dla,
a = 0=0(5),
a equacao (4.60) é reescrita como:
0(8)) = e*“?0,0), (4.61)
onde
G(B) = —ib(B)(aa — a'al). (4.62)

Portanto, o operador unitario, transformando [0, 0) para |0(3)), & dado por:
U(B) = e ¢, (4.63)

O operador U(3) é chamado de transformacao de Bogoliubov.

4.5 PROCESSO DE ESPALHAMENTO EM TEMPERATURA FINITA

O campo quantico de temperatura finita tem sido usada para definir fungées
de resposta em sistemas de muitos corpos [71,78]. Com relacao a teoria de campo
de temperatura zero, as partes de autoenergia > e polarizacédo (I1) séo definidas e, a
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funcéo de resposta € obtida com um nivel arbitrario de precisao. Isso foi aplicado ao
caso de sistemas magnéticos, e também supercondutores ou qualquer outro caso de
sistema de muitos corpos. A DCT forneceu resultados que sdo validos em qualquer
momento, ¢, e temperatura finita, 7. Todavia, a questao de aplicar a DCT aos processos
microscopicos foi considerada apenas recentemente [79]. Usando o método do tempo
imaginario [80], uma expansao de espalhamento multiplo da energia prépria foi tentada
e foi usado para calcular a fungao finita de resposta a temperatura. As fung¢des de
retardo de Green foram usadas para calcular a amplitude de espalhamento para frente
em dois loops. O método do caminho do tempo fechado [81] foi empregado para
calcular as taxas de decaimento, amplitudes de espalhamento [82,83] e também pode
ser usado para processos de equilibrio e ndo-equlibrio. Enfatizamos que a abordagem
do tempo imaginario é util para processos em equilibrio. O método usando DCT sera
considerado aqui para fornecer um procedimento geral para calcular as taxas de
decaimento, amplitudes de transicao e taxas de reacao para particulas em temperatura
finita.

4.5.1 Matriz de dispersao em DCT

Quando queremos calcular quantidades como taxas de decaimento, taxas
de reacéo e transicao de amplitudes em temperatura finita utilizamos o método de
Feynman. Este método € descrito por Dyson [84] quando ele compara a abordagem de
Schwinger, Tomonaga e Feynman para resolver o problema da eletrodindmica quantica.
Na abordagem de Feynman [57], F(z1), Fs(x3), ..., F.(x,) s@o operadores definido nos
pontos 1, s, ..., x,, respectivamente. Assim:

T[Fy(z1)Fo(xg)...Fp(xy)],

denota um produto desses operadores, lendo da direita para a esquerda, em que as
superficies o(xy),o(x3), ..., 0(x,) ocorrem ordenados no tempo. Com isso definimos
o operador de ordenacdo de tempo 7. Diante disso, F;(z;) e F;(x;) comutardo se z;
e x; estéo localizados fora do cone de luz, ou seja, o produto depende apenas em
x1, T, ..., T, ordem do tempo. Consideramos uma integral:

I, = /_OO dml.../_+oo da,T(H' (20) Hy(z1)...Hi(2,,)),

o0 e}

onde H;(z;) é a interagdo hamiltoniana e H'(z,) € um operador arbitrario. A integral é
uma funcao simétrica de z;, ..., x,,. O valor da integral € exatamente igual a n! vezes
a integral obtida ao restringir a integral de modo que a superficie o(z;) ocorre apds
o(x; + 1) para cada i. Agora, a integral restrita pode ser dividido em (n + 1) partes, a
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j-ésima parte sendo uma integral com o(z,) situada entre o(z; — 1) e o(x;), temos:

N o(xo) o(xn—1)
I, = n‘Z/ dxj.../ dx,,

X / dl’j_l... H[(l’l)...H[(Z‘j_l)Hl(ZL’())H](IJ')...H](Z‘”>.
o(zo) olng

Finalmente obtemos,

Hr(ao) = S(=iy'~1,

n=0 n'
S Y ) 00 +00
n=0 s - -

Escolhendo H'!(x,) = 1, temos:

= Y [
Hr = ZT/_OdeI.../_ dz,

n=0 o0

Ao tomar os elementos da matriz deste operador entre os estados apropriados, varias
amplitudes e taxas de decaimento s&o obtidas ndo apenas na temperatura zero, mas
também em temperatura finitas, e os estados precisam ser definidos adequadamente.
Notamos que o operador H, conforme definido por Feynman, € o mesmo que a matriz
S definido pelo uso de estados de espalhamento assintoéticos. Entretanto, é importante
que em temperatura finita ndo ha estados assintoticos bem definidos. Necessitamos
usar o método de Feynman para escrever tal operador.

Continuamos os célculos para calcular processos individuais em temperatura
finita. E possivel encontrar as regras de Cutkosky [85] para obter partes imaginarias de
diagramas de Feynman e calculamos as partes imaginarias usando a expressao acima
explicitamente bem como usando as regras de Cutkosky.

A equagéao (4.64), como uma matriz S, é escrito como:

S = isn (4.65)

— Z (_i>n/d:md:vg...dan[HI(x1)H1(952)-'-Hf(x")]'

Considerando a duplicacao e as regras de conjugacéo de til, a matriz S para
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DCT é:
S = i Sn (4.66)
n=0
_ i (_nﬁ)" / dnyd...dan T{Hy (21) Ey (22)... Hy(2,)]. (4.67)
— nl
onde H; = H;(z) — H;(x). Em particular no terceiro nivel:
S—1—i / dia[Hy () — I (2)]. (4.68)

Para calcular as amplitudes explicitamente, as expressoes para H;(z) e H;(x)
devem ser introduzidas. Entao o teorema de Wick é usado, como na teoria de campo
de temperatura zero, para obter todas as contribuicdes em qualquer ordem da teoria
de perturbagédo. Encontrar a dependéncia da temperatura, as transformacdées de Bogo-
liubov de béson e férmion, os operadores criacao e aniquilacdo tém que ser usados.
Essas operacdes trazem os fatores dependentes da temperatura nos elementos da
matriz das funcdes de Green 2 x 2. A se¢do transversal e as taxas de decaimento de-
pendem dos elementos da matriz, com a fase o espago nao é afetado pela temperatura
finita.

4.6 CAMPOS COMPACTADOS

Supondo uma topologia do tipo 'Y, = S x ... x St x RP~4, 0os campos com-
pactados no espaco e no tempo foram estudados. Na analise, uma transformacéao de
Bogoliubov é introduzida sendo responsavel simultaneamente pela compactacao dos
efeitos espaciais e térmicos. Tal transformacgao de Bogoliubov fornece uma generali-
zacao da dindmica do campo térmico [86—88] [73, 75, 89]. Desse modo, as regras de
Feynman séo evidentes e esses resultados sao a ferramenta bésica para as aplicagées
que seréao discutidas nas secdes seguintes.

A formulacao da teoria quantica de campos no espaco-tempo curvo € impor-
tante porque varios sistemas fisicos sao descritos dentro deste formalismo. Quando
encontramos a classe de sistemas definidos em espacgos planos, com topologias nao
triviais temos o caso do espaco-tempo considerado simplesmente ou nao-simplesmente
conectado com uma variedade D-dimensional com topologia do tipo I'4,. A estrutura
topoldgica do espago-tempo ndo modifica as equagdes de campo locais escritas no
espaco de Minkowski, mas impde modificagdes na fronteira e condigdes sobre campos
e as funcdes de Green [90,91].Por exemplo, flutuacdées da energia do vacuo, dando
origem ao efeito Casimir, ou nas transi¢coes de fase, a dependéncia da temperatura
critica dos parametros de compactagéo. No caso do efeito Casimir, [92], as flutuacdes
de vacuo do campo eletromagnético confinado entre duas placas condutoras com
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separacao L dao origem a uma forca de atracao entre as placas. O efeito foi aplicado
a diferentes geometrias, campos e condicdes fisicas de contorno [93,94] com inte-
resse em diferentes areas, como o confinamento em fisica de particulas e modelos
cosmoldgicos. A topologia I'Y, surge na teoria quantica de campos em temperatura
finita, assim temos I'} = S x R?, onde a dimensao de compactagao é o eixo do tempo,
e a circunferéncia S tem comprimento 5, onde T € a temperatura. O formalismo da
teoria quantica de campos em temperatura finita pode ser desenvolvido para o espaco
de coordenadas. Um aspecto ainda a ser entendido neste caso é como derivar essa
prescricdo de um nivel topoldgico, de forma que se possa levar em consideragao outras
condicdes de contorno além daquelas impostas pela condicado KMS. Este é um dos
aspectos importantes a serem considerados nesta se¢cao. Uma consequéncia fisica
de tal procedimento € que a compactacéo é interpretada como um processo com
condensacédo do campo no vacuo.

4.6.1 Compactificacédo e topologia

Considere um espaco de Minkowski de dimensao D, como um espago-tempo
plano simples ou nédo simples conectado, mas com uma topologia I'4, onde d é o
numero de dimensdes compactadas. Considerando o campo escalar, a fungao de
Green satisfaz a equacgéao de Klein-Gordon na dimensao-D.

(O+m?*)G(x; B) = 6(x). (4.69)

A topologia I'4, ndo altera as propriedades locais do sistema, isso implica que localmente
0 espaco de Minkowski, e a equacao diferencial da evolugao do sistema sédo os mesmos.
No entanto, a topologia impde modificacbes nas condi¢ées de contorno a serem
cumpridas pelo campo e a respectiva funcao de Green.

4.6.2 Compactificacdo de uma dimensao espacial

Iniciamos com d = 1 e D = 4, com S! representando a compactagédo de uma
dimensé&o espacial, z!, e com o comprimento da circunferéncia S' sendo L'. Para esta
topologia I';, a fungdo de Green satisfaz a condigdo de contorno periédica,

G2, 2t 2% 2°) = G(2° 2" + Ly, 2%, 2%) = G(z + Liny), (4.70)

onde n; = (ny)* = (0,1,0,0) & um vetor tipo espago. Observe que z! = 0 é identificado
com z! = L, devido a topologia, tal que 0 < z! < L;; as outras variaveis do eixo
espacial sdo executadas no intervalo (—oo, +00). Uma solugéo para a equagéo (4.69),
com a condicao (4.70), é obtida através da analise da expanséo de Fourier da fungao
de Green, resultando em:

[e.9]

1

1 4
Glx—y; L) = I Z W/dpodpgdpge”’"(“y)G(pn;Ll), (4.71)
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onde
2mn
Pn = (poaplapmp:s% Pin = T
1
e
-1
G(pn; L1) = pra—t (4.72)
Alias, podemos escrever,
Ly
G(pn; L1) = / dt / dz’daz?da®e™ VG (x — y; Ly). (4.73)
0

Esta solucéo é util para tratar teorias perturbativas, como mostrado por Birrel e Ford [90].
Contudo, seria interessante separar a contribuicao divergente do espago-tempo plano
dos termos que descrevem o efeito topoldgico na expresséo para G(x — y; L1). Nesse
caso, podemos investigar e tratar as contribuicées divergentes decorrentes do espaco-
tempo livre, e analisar os limites como, por exemplo, L; — oo, resultando em um espago-
tempo plano 3+ 1, ou L; — 0, a 2+ 1 espaco-tempo plano. Seguindo alguma adaptacéao
dos calculos de Dolan e Jackiw para separar o efeito da temperatura na funcéo de
Green para o campo escalar [95]: o método é baseado em encontrar a transformada de
Fourier (a representagéao integral de Fourier) de G(z — y; L,). Escrevemos G(z — y; L1)
como:

Gz —y; L) = 0(z" —y")G™ (& —y; L1) + 0(y' — 2" )G=(z — y; Ly). (4.74)

O G~ ou G*= séo usados para encontrar a transformada de Fourier com relagao ao
intervalo 0 < z!' < L;.

Da equacao (4.70), temos:
G (25 L)|ar=0 = G7 (5 L) |a1=L, - (4.75)
Usando esta férmula, a equacao (4.73) torna-se:
Glpn: L1) = /0 Y / 42 da2dae P G (z: L. (4.76)
A transformagéo da integral de Fourier de G(z — y; L,), expressa por G(p; L,), é:

— —(1

G(p: L) = GV (p; L) + G (p; L), (4.77)
onde:

E“an—/#mmwfmwah» (4.78)

5®an=/fmmﬂﬂﬁGﬂ%h% (4.79)
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Escrevendo
G~ (x; Ly) :/%e_ipm@>(p; Ly) (4.80)
e usando a representacao integral da fung¢ao degrau,
g—ika! 11
/dklm — (“2mi)e™ " 0z,
na equacgao (4.78), derivamos:

>
—(1) [ dk' G (po, k1, p2, p3; Ln)
G L) = — ) 4.81

(p; L1) Z/ 27 k' — p! + e ( )

Com

< d4p —ipr <
G (val): (271')46 G <p7L1)7

e a representacéao integral da fungao degrau,

—iklz!
€ . iplgl
/dk‘lm = 2mie” P 9(-1’1)

Na equacao (4.79), derivamos:

—(2) . = dkl a<(va k17p27p3; Ll)
G (pi L) = z/% Mo (4.82)

Substituindo as equacdes (4.81) e (4.82) na equacéao (4.77), obtemos:

— [ dE?
G(p; L) = /g

G~ (po, kv, pa, ps; Ln) B G (po, k1, p2.p3; 1) (4.83)
k' — pl + e k1 —pl —ie '

Mostramos agora como a condi¢ao de periodicidade € escrita no espa¢co de momento.
Da equacao (4.75), temos:

G<(2%, 2", 2% 2% L) = G7(2° 2" + Ly, 2%, 2% L)

= G720 2t 2% 2P Ly).
Considerando a transformada de Fourier de G<(z, L,), obtemos:
[eh (p; L1) = /d4p€imG<<$; Ly)
= /dp4peipzeL181G>($;L1).
Usando a equacao (4.80) nesta expressao, encontramos:

G (p;L1) = M7 G (p; Ly). (4.84)
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Definindo,
Frab) =
escrevemos
G (s L1) = fr,(p1)Alp; L) (4.85)
G~ (piL1) = [f1, () + UA(p; L), (4.86)

onde usando a equacéo (4.84), da:
A(p; L) =G~ (p; L1) = G (p; Ln).
Com esses resultados, a equacao (4.83) fica:
= /d_kl {le(kl)A(Poj kv, p2.psi L) [fr (k) + 1A(po, k1, pa, ps; L1) (4.87)

k' — pl + e k' — pl — e

G(P§ Ll) =1 o

Nao temos ainda uma expressao explicita para A(p; L,). Para determinar essa fungéo,
usamos o fato de sabermos que G(p,; L,), conforme a equagéo (4.72). Combinando as
equacoes (4.76) e (4.80) temos:
= 1 07,273 pnx d'k —ika N>
G(pn; L1) = /0 dx /dm dx*dx’ el /We G~ (k; Ly).
Agora usando a equacéao (4.85) e a integral:

L 1 i
/ dxte—iPr—k)z! _ ’
0 fr.(KY) pL, — K

obtemos:
dk* A(po, k1, pa, p3; L
Glpni L) =i | —— (po; k1, pa; p3 1)7
2m pL — k!
onde A(p) é a fungéo espectral associada ao momento p;. Consideramos a continuacéo
analitica de G(p,; L,) para levar p! a uma variavel continua, p;. A Unica continuagao
analitica possivel de G(p,; L1) sem singularidade essencial em p — coé a fungao:

. dkl A(p07 k17p27p3)
go(p)zz/g pl — k! )

onde, por definicao,
-1
Go(p) = 5—— (4.88)

o p2 —m2’
Usando este resultado, calculamos A(p), mostrando que:
G(p.e) = Golpo,p' + i€, p*,p°) — Golpo, p* — i, p*, p°)

dk! 1 1
2/ o (pos k1, p2, p3) Pkl tie  pl— Kkl —ic

[ dE! |
= ’L/gA(p(Jykl?p%p?,)(Zﬂ'l)d(pl_kl)'
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onde usamos

5(x):1imi{ CE }

e—02m |x — 1€ x + 1€

Este resultado em

A(p) = Go(po, p" + i€, p*, p*) — Go(po, p* — ic, p°, p°)

descrevendo uma descontinuidade de G,(p) ao longo do eixo real p;. Como Gy(p) é
dado na equacao (4.88), encontramos a funcao espectral:
-1
(P°)? = (p' +i€)* + (p*)* — (p*)? — m?
1
(p°)? = (" —i€)* + (p?)* — (p*)* — m?’

Alp) =

+

Resultando em,
A(p) = —2mid(p® — m?). (4.89)

Entdo, a fungcéo espectral garante a condicao de camada de massa. Usando a equagao
(4.89) e a identidade:

1
(2 —y*) = 5= [0(z +y) + d(z — y)],
2[y|
A equacao (4.87) fica:

G(p; L) = Go(p) + vip(p'; L1)[Go(p) — G5 ()],

onde

G ==
o(p) p? —m? +ie

vip(p' L) = fr,(p1) = Z‘ffﬂLlp{
=1
O subscrito B em v%(p!, ) é para enfatizar a natureza béson do campo. Por fim,
encontramos:
d4 —ip(x— *
6o~ yiLy) = | e "HG) + R0 L)IGolr) ~ Giw)}, (490)

onde
Go(p) — Gi(p) = 2mid(p* — m*) = —A(p).

Um resultado basico e importante nesta representacéo € que o conteudo do espaco
plano € dado em um termo separado envolvendo apenas Gy(p), enquanto o efeito topo-
l6gico esta presente no termo com v%(p, L), descrevendo o efeito de compactificagao.
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4.6.3 Compactificacdao do tempo dimensional

A ocndicao KMS para operadores de bdson na teoria quantica de campos em
temperatura finita, é:

(Au(t)Bu(t)), = (Bu(t)Au(t+iB)) ;-

Uma consequéncia imediata da condicdo KMS é que a funcado de Green também é
periodica, ou seja,

Gz —y; 8) = G(x —y — ifing; B), (4.91)

onde ny é um vetor semelhante ao tempo dado por (n5) = (1,0,0,0). Com uma rotagédo
Wick, tal que ¢t — i, a condigdo KMS garante que G(x — y,5) € uma solu¢do da
equagao Euclidiana de Klein-Gordon com [0 = —(9? + O) sob a condi¢édo de contorno
periddica, com periodo 5. Como resultado da periodicidade, a representacao de Fourier
para G(z,3) € escrita como:

e~ Pn(z—Y)
Gz —y: B) = Z / (4.92)

3p? —l—m2+ze

com p, = (p°,p', p*,p®) e p° = 27n /3 sendo a frequéncia de Matsubara. Logo, o efeito
da temperatura introduzido pelo formalismo de Matsubara corresponde a tomar a teoria
euclidiana 7' = 0 escrita em uma topologia S' x R?, onde a circunferéncia S! tem
perimetro 3. Portanto, a representacao integral de Fourier de G(x — y; 5) é calculada
seguindo 0s mesmos passos usados para a compactacao de uma dimensao espacial,
usando a fungao espectral de energia dada por [95, 96]

A(p) = Go(po + i€, P) — Go(po — i€, P).

O resultado final é:

4
Gz — ;) = / gT’;emwao(p; 8), (4.93)
onde
Go(p; 8) = Go(p) + v3(po; BGolp) — G5(p)] (4.94)
= Golp) + 2miv(po; B)5(p* — m?)
e
Gl ) = eI = o = () (4.95)

n=1
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4.6.4 Compactificacao do espaco e tempo

Considerando a topologia I' = S! x S! x R?, num campo de béson em duas
dimensdes compactadas nas diregdes z° e z'. Isso é equivalente a impor a funcdo de
Green as condigoes de contorno periddicas ao longo de duas diregdes. No eixo = , a
compactacdo estd em uma circunferéncia de comprimento L;; e no eixo z° euclidiano,
ela ird ocorrer em uma circunferéncia de comprimento 5. Neste caso, a expansao da
integral de Fourier da série da funcao de Green é:

Glx—y;6,L1) = (4.96)
l —00 n=—oo
X / dpadpse” PG (p,y; B, Ly),
onde
Pni = (p%apl17p27p3)7
com
2mn 27l
0o_ Mmoo 4T
pn B ) pl Ll
e
Gpuss B, L) = —— (4.97)
Pnis P, L _pil_mz- .

Para encontrar a representacdo da integral de Fourier de G(x — y; 5; L), tratando
primeiro a soma em [. Escrevemos a equacéo (4.96) como:

Gz —y; B, L) = Z Gn(z —y; L), (4.98)
onde
1
Gu(z —y; Ln) = on )2L1 Z /dpzdpge DG (po; Ln).

l=—0

Logo, seguindo os mesmos passos do caso de G(z — y; L), obtemos:

Gu(r —y; Ly) = / dprdpydpse” """V G(p,, Ly),

1
(2m)?
onde

G(pn, L1) = Go(pn) + vB(p1, L1[Go(pn) — Go(pn)].

Usando este resultado na equacdo (4.98), e seguindo as etapas para o caso de
confinamento de tempo, derivamos:

Gle—y: B L)) — / 57’346—@@—”{5@, L) (4.99)

+ vy(po; B)G(p; Ln) = G (p; L))},
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que também pode ser escrito como:
d*p

G(l’—y76,L1) = /(271_)4
+ vB(po, p1; B, L1)[Go(p) — Go(p)]},

e—ip(w—y){GO(p)

onde
vi(ko, k1; B, Ln) = vi(po; B) + v (p1; Ln) + 205 (po; B)vs(pr; L), (4.100)

Observe que:

v5(ko; B) = Llign v%(ko, k13 B, L), (4.101)

1—00

U%(kjlv Ll) = ﬁh—EEO U2B(k07 kla 57 Ll)
O mesmo procedimento pode ser realizado para campos de férmions, impondo condi-
cOes de contorno anti-periédicas para campos e fungdes de Green. Fisicamente para o
eixo do tempo, reproduzimos as condi¢cdes de contorno KMS e, portanto, a compacta-
cao descreve a temperatura. Para os componentes do espaco, a antiperidicidade para

férmions é equivalente as condicoes de contorno do modelo de bolsa, confirmando que
as correntes de férmions ndo cruzam o limite da bolsa.

Tomando a topologia S! x S! x R?, o resultado ap6s compactificagcoes é:
Se-ypi) = [ o2

Y P, L - (271')4

+ U%(p()?pl; /87 Ll)[S()(p) - Sg<p)]}7

=PI {Sy(p) (4.102)

onde
Vi (po, p1; B, Ln) = vE(po; B) + vi(p1; L) + 20%(po; B)vE (p1; Ln), (4.103)
com vZ(po; B) € v&(py; Ly), obtido por:
- 1
2 . _ _1\loBro _
vE(poi ) = gl( o = (4.104)

o0

U%(phLl) = Z(—l)ll‘*‘le—illLlPl.

=1

Mais uma vez, é importante notar que:
U%‘(pmﬁ) = Lhm U%(pl)?pl;B)Ll)?
1—00
vp(p; L) = BILIQOU%(PO,pl;ﬁaLl)-

Explicitamente temos

o0

VAo, pri B L) = Y (—1)lottetolo 4N (—q)htlemibieth (4.105)

lp=1 I1=1

e}
+ 2 E : (_1)lo+l1+2€—5p0lo—iL1plzl
lo,li=1
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4.6.5 Compactificagdo em d-dimensdes

Em duas dimensdes compactadas os resultados derivados para bdsons e
férmions podem ser generalizados para uma variedade de dimenséo D e a topologia
4, =Sh x ... x Sle x RP~?. Para desenvolver isso, distinguimos a variavel de tempo e
tomamos d = 1+ N, sendo N o numero de coordenadas do espaco compactado. Entao
escrevendo a = (ay, a1, as, ..., ayy ), para o conjunto de parametros de compactacgao, e
k() = (ko, ..., kn), obtemos:

N+1 S
Vilk@a) = D) (H f(ozgn)> 951 (4.106)
s=1 {0} n=1

o0

« Z (_5)54—2?:1 loy exp{— i o, loj kgj }7

oy, j=1

onde f(«;) =0 para a; =0, f(a;) = 1 caso contrario e o, denota o conjunto de todas
as combinagdes com s elementos, oy, 09, ...0,, dO primeiro N + 1 numeros naturais
0,1,2,..., N, ou seja, todos os subconjuntos contendo s elementos, que escolhemos
escrever em uma forma ordenada, o; < 03 < ... < 0s. AQui, vg(k(a),a) representa os
campos de boson (£ = —1) e férmions (§ = +1).

A funcao de Green para bosons e férmions sao, respectivamente, dadas por:

Gz —yia) = / éi];e‘““(””‘y){Go(k) + vp(ka;a)[Go(k) = G5(R)]}  (4.107)

(o= wi0) = [ e SIS0 + o )So) — Sy} (4108

Estamos usando a notacao:
V2 (ky; @) = vi(ka; @),
vi(k@))ia) = vi(ke ).

Esses resultados sdo semelhantes ao caso do propagador DCT.

4.6.6 Transformacao generalizada de Bogoliubov

Anteriormente vimos como encontrar a transformacéo de Bogoliubov, agora
vamos fazer os calculos para a transformagéo generalizada segundo a DCT. Como
sabemos a estrutura de G(z — y; «) € semelhante ao propagador no campo quéantico
para bésons em temperatura finita, usando vg(k,; «) para introduzir uma transformacéo
de Bogoliubov seguindo as regras algébricas da DCT, definimos u(k,; ) por:

u2(ka;&) - vz(ka; a) =1,
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X o u(ka;a) _U(ka;a)
Blko;a) = ( i) b ) (4.109)

Abandonamos o subscrito de B por simplicidade. Escrevemos uma funcéao de Green
duplicada como:

Gi'(a — o) = / (% G (ks ), (4.110)
onde
G (k; @) = B (ky; @) = B (ko3 @) G5 (k) BI® (ko5 ),
com

@y [ GE 0
(G <k>>—( ; _G3<k>>.

Em termos das componentes, temos:

Gél(k’; a) = Go(k) + vz(k’a; a)|[Go(k) — G5(k)], (4.111)
G (k; ) = Gg' (k@) = v(ka; a)u(ka; a)[Go(k) — G5 (k)] (4.112)
G (k; a) = —Gi(k) — v (ka; @)[Go(k) — Go(k)). (4.113)

E uma generalizagao da fungdo de Green da DCT , pois aqui v2(k,, o) descreve compac-
tacdo de espaco e tempo. Logo, a estrutura duplicada da DCT é usada para introduzir
a forma canonica de G2°(x — y; o) em termos de campos quanticos. A duplicagéo é
definida pelas regras de conjugagéo de til.

Para incluir a transformac&o unitéria equivalente a matriz B, uma nova parame-
trizacéo é definida em termos do parametro 6(k,; «) como:

u(ky; ) = coshB(ky; ), (4.114)
V(ko; ) = senhf(ky; ).

Usando 6(k,; «), a transformagéo de Bogoliubov aplicada a todos os modos é escrita
na forma

Ul) = exp{) _ 0(ko;a)la’ (k)al (k) — a(k)a(k)]} (4.115)
k

= [JUk0),
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onde
Ul(ka; @) = exp{0(ka; a)[a’ (k)al (k) — a(k)a(k)]}.

O k£ na soma e no produto da equacao acima devem ser considerados no limite continuo.
Como U(«) tem a mesma forma que no caso da DCT padréao, todos os resultados
derivados dos campos seguem as mesmas linhas. Aqui foram mostrados apenas alguns
resultados, onde acentuamos a compactificagdo-d e vimos que nao ha necessidade do
ensemble de Gibbs na analise.

Usando os operadores de criagdo e aniquilagao de bésons, af(k) e a(k) intro-
duzimos os operadores « por:
alk;a) = Ulke;@)a(k)U (k) (4.116)
w(ka; @)a(k) — v(ky; a)al (k).

O inverso é:
a(k) = u(ky; a)alk; a) + v(ka; @)l (k; a).

de modo que os outros operadores a'(k), a(k) e a'(k) pode ser obtido aplicando as
regras de conjugacgéo hermitiana ou til. As relagées de comutagdo sao:

[a(k; @), a' (K; o)) = (27m)*2kod (k — k), (4.117)

[a(k; o), a (K5 o)) = (2m)*2ked (k — k'), (4.118)

todas as outras relagdes de comutacédo sendo zero.

O espago de Hilbert é construido a partir do vacuo «, [0(e)) = U()|0, 6>, onde
10,0) = ®,.10,0) e |0,0) é o vacuo para o modo k. O vacuo « é tal que:

a(k; @)|0(a)) = a(k; @)|0(er)) =0,
e (0(a)|0(a)) = 1. Os vetores de base sao dados na forma:
[aT (ky; )™ .. [a" (K ap; )] [a" (ky; o)]™ . [T (ky, o)™ ]0(a)>, (4.119)

onde n;, m; =0,1,2, ..., com N e M sendo indices para um modo arbitrario.

Para simplificar, escrevemos |0(«r)) em termos de u(«) e v(a),

@) = e e

_ u(la) zn: (ZEZ;)H In, ) (4.120)

] 10.0)
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Definindo:

P = % (Z(a))n,

escrevemos.
- o)

que €, para compactacéao arbitraria, a contraparte da DCT. Concluimos a média de um
observavel A, um operador ndo-til, € dada por

< |A|O Zprm nn — TT pu A)7

onde a matriz p é:

st (1)

Esse resultado é uma generalizacdo da DCT no sentido de que, se considerarmos,
como exemplo, S1 x R3, compactado no eixo do tempo, entdo p = e #7/Z, onde H é o
hamiltoniano para o sistema de béson livre e Z(3) = u?(3).
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5 RESULTADOS

No capitulo 2 (Relatividade Geral) vimos que um buraco negro podia ser escrito
como uma solucao das Equacdes de Einstein. Aqui exploraremos as consequéncias
da DCT (Dinamica do Campo Térmico) em uma classe diferente de buracos negros,
aqueles sem singularidade ndo removivel por uma transformacao de coordenadas.
Passamos a descrevé-los antes de aplicarmos a termalizagao.

A existéncia de singularidades na teoria da relatividade geral tem sido problema-
tica desde o seu inicio, especialmente aquelas ligadas a buracos negros. As chamadas
singularidades fundamentais nao permitem a aplicacao das leis da fisica, que é um
tipo de dificuldade que da origem a algumas propostas para abordar o problema. Uma
delas é conhecida como censura cosmica que foi proposta por Penrose no século
passado [5]. Outra proposta mais particular veio com a solugao de buracos negros
regulares cuja primeira solugéo foi obtida por Bardeen [97]. E interessante notar que as
solucdes que descrevem buracos negros regulares que tém um horizonte de eventos e,
portanto, compartilham muitas caracteristicas com buracos negros singulares. Entéo,
se o0s buracos negros sao objetos reais, ha uma boa chance de que os buracos negros
regulares sejam objetos que serdo percebidos experimentalmente. Desta forma, o
estudo tedrico de tais solucbes se torna muito relevante. Particularmente, a analise da
termodinamica dos buracos negros regulares pode revelar implicacbes experimentais
substanciais. Para isso, € necessario definir como a temperatura € introduzida e como
a partir dela a entropia gravitacional é obtida. Além disso, outros efeitos podem ser
previstos por meio dessa terminacdo, como a Lei de Stefan-Boltzmann Gravitacional e
o Efeito Casimir. Nesse sentido, trabalhamos com a Dindmica do Campo Térmico (DCT)
porque provou ser uma ferramenta muito poderosa em lidar com a termalizacao de um
determinado campo [98]. Essa abordagem requer dobrar o Espacgo Fock, permitindo
que o tempo e a temperatura sejam variaveis do sistema. Esta é uma vantagem sobre
a abordagem de Matsubara [80]. A Dindmica do Campo Térmico também requer a
caracterizacdao do campo em analise por meio da Funcao de Green correspondente.
Em relagcdo ao campo gravitacional usamos uma descri¢cdo alternativa que é conhecida
como Teleparalelismo Equivalente a Relatvidade Geral (TERG). Quando o campo gravi-
tacional é descrito dessa maneira alternativa, algumas previsdes Unicas sao reveladas.
Isso abre espaco para a exploracao de buracos negros regulares via Dinamica do
Campo Térmico. Neste capitulo usamos a DCT para calcular a Lei de Stefan-Boltzmann
e o Efeito Casimir através do TERG, e ele esta organizado da seguinte maneira: Na
secao 1, Buraco Negro Regular e suas subsecoes explicando a Dinamica do Campo
Térmico (DCT) aplicada ao buraco negro regular, as idéias de teleparalelismo, equiva-
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lentes a Relatividade Geral também sao colocadas para o buraco negro regular; e por
fim a lei gravitacional de Stefan-Boltzmann e a Entropia sdo calculados. Além disso,
também calculamos para o0 mesmo sistema gravitacional sob o Efeito Casimir que é
dado em temperatura zero e finita.

5.1 BURACO NEGRO REGULAR

A teoria da evolugao estelar nos diz que as estrelas cujas massas sao da ordem
da massa do Sol podem atingir um estado de equilibrio final como uma ana branca ou
uma estrela de néutrons. Mas para massas muito maiores, tal equilibrio nao é possivel,
e em tal caso a estrela se contraira de tal forma que os efeitos gravitacionais superarao
a pressao interna e as tensdes que nao serao capazes de deter a contracao adicional.
A relatividade geral prevé que uma estrela esfericamente simétrica necessariamente
se contraira até que toda a matéria contida nela chegue a uma singularidade no centro
da simetria.

Imagine uma situacao na qual ocorre o colapso de uma estrela nao giratéria
simétrica efericamente e continua até que a superficie da estrela se aproxime do seu
raio de Schwarzschild. Para se ter uma ideia da magnitude do raio de Schwarzschild,
notamos que o raio de Schwarzschild para a Terra é de cerca de 1 cm e do Sol
€ de 3km. Desde que a estrela permaneca esfericamente simétrica, o seu campo
externo permanece o dado pela solugéo de Schwarzschild. A Figura 23 € um diagrama
espaco-temporal bidimensional do colapso gravitacional, onde a solugéo de vacuo de
Schwarzschild é tomada nas coordenadas de Eddington-Finkelstein. Como fica claro no
diagrama, um observador pode seguir uma estrela em colapso através do seu raio de
Schwarzschild. Se os sinais forem enviados de um observador na superficie da estrela,
atingindo o raio de Schwarzschild, um observador distante recebera esses sinais com
um intervalo de tempo cada vez maior entre eles. O sinal em r = 2m nunca escapara
de r = 2m, e todos os sinais sucessivos serdo finalmente arrastados de volta para
a singularidade no centro. De fato, ndo importa quanto tempo o observador distante
espere, sO sera possivel ver a superficie da estrela como era antes de mergulhar através
do raio de Schwarzschild. Na pratica, entretanto, o observador distante logo veria nada
da superficie da estrela, ja que a intensidade observada morreria muito rapido devido ao
desvio para o vermelho no raio de Schwarzschild. A estrela desapareceria rapidamente
da vista deixando para trds um "buraco negro"no espacgo, esperando para engolir
qualquer coisa que se aventurasse perto demais.
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FIGURA 23 - Colapso gravitacional (duas dimensdes espaciais suprimidas).

Signals sent from
surface of star at
regular intervals

Y%

World-line of
distant observer

coordinates

—> I

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

Com a colaboracdo do LIGO (Laser Interfometro Gravitational-Wave Obser-
vatory) anunciou o resultado mais importante em fisica no ano de 2016: a detec¢éo
das ondas gravitacionais [99], que era uma teoria prevista pela relatividade geral de
Albert Einstein, criando a nova area na ciéncia: fisica das ondas gravitacionais. Com
o resultado do LIGO sobre as ondas gravitacionais foi possivel detectar os buracos
negros, pois de acordo com o experimento as ondas gravitacionais foram detectadas
a partir da colisao de dois buracos negros. E buracos negros sao uma previsao tao
antiga da teoria da relatividade geral quanto as ondas gravitacionais.

O primeiro buraco negro proposto foi em 1916, o fisico alemao Karl Schwarzs-
child [98] quem prop6s, num famoso artigo, onde as equag¢des do campo gravitacional
de uma massa pontual no vacuo foram resolvidos. Hoje ela € conhecida como solucao
de Schwarzschild, em homenagem ao autor. Tal solucao foi interpretada como uma
descricao de um objeto astrofisico compacto, onde seu campo gravitacional gerado
por sua massa impede que mesmo a sua luz emitida escape: nasce entao o conceito
de buraco negro, termo popularizado por John Wheeler nos anos de 1950. A solugao
ou métrica de Schwarzschild tem massa, simetria esférica e nao possui carga elétrica,
sendo uma aproximacao para descrever objetos astrofisicos sem ou com pouca rota-
cao sobre o seu proprio eixo como o Sol. Objetos imersos num espaco-tempo vazio,
sem conteudo de matéria. Uma solucao similar, mas com carga elétrica, foi proposta,
independentemente, por Hans Reissner [100] e Gunnar Nordstrdm [101] pouco tempo
depois. Sendo conhecida como métrica de Reissner-Nordstrém ou buraco negro de
Reissner-Nordstrdm, que assim como o buraco negro de Schwarzschild ndo tem um
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movimento de rotacdo, apresentando a simetria esférica. Em 1963, Roy Kerr [102]
prop6s uma métrica com rotacdo ou com simetria axial, nascia entdo o primeiro buraco
negro com rotacao no vacuo, a primeira solucao das equagdes de Einstein com esta
caracteristica.

As solucgdes ja citadas possuem uma limitacao da teoria de Einstein ou suas
préprias limitacoes, elas apresentam o que ficou conhecido como singularidades que
significa uma falha, ou "fissura"nas equacdes e solugdes da relatividade geral, ou seja,
no interior desses buracos negros a singularidade significa o n&o funcionamento das
solucdes. Na década de 60 do século passado uma possivel solugdo comecou a surgir
para o problema das singularidades no contexto da teoria da relatividade geral, foi o
russo Andrei Sakharov, com o trabalho sobre a formacéo de estruturas num universo
jovem [103], obteve um resultado interessante: conforme a métrica se aglomera devido
a gravitacao, a densidade de energia nao diverge no interior desse aglomerado de
matéria, que pode ser uma galaxia em formacao. A ndo divergéncia ou ocorréncia
de uma singularidade somente é satisfeita caso o espago-tempo, no interior desse
aglomerado, seja um espaco-tempo conhecido como de Sitter, em homenagem a Willem
de Sitter. Pouco tempo ap6és o resultado de Skharov, o inglés James Bardeen [97]
utiliza-o e constroi a primeira métrica de buraco negro sem singularidade. A solugéo
ou métrica de Bardeen tem simetria esférica, ndo possui carga e difere da solucao de
Schwarzschild por possuir uma massa m mas sim uma fungéo m(r), que depende da
coordenada radial. A fungédo m(r) ndo pode ser uma qualquer, deve necessariamente
fazer com que a métrica de Bardeen seja, no nucleo, um espaco-tempo do tipo de
Sitter. Com esta exigéncia, o0 espaco-tempo no interior do buraco negro é regularizado,
sendo entdo chamado de buraco negro regular. Isto €, um objeto compacto, com um
horizonte de eventos e sem uma singularidade.

5.1.1 Caracterizacao das coordenadas

Nesta secao vamos entender a solucdo de vacuo de Schwarzschild. A solugao:
ds* = (1=2m/r)dt*— (1—2m/r) " dr* —r*(d6*+ sen*dd¢?) , é a apresentacdo do sistema
de coordenadas de campo. Em geral, se quisermos anotar uma solugao das equacgoes
de campo, precisamos fazé-lo em algum sistema de coordenadas especifico. Mas qual
é o significado de algum sistema de coordenadas em particular? Por exemplo, usamos a
solucéo de Schwarzschild e aplicamos uma transformacéao de coordenadas complicada,
como vocé pode imaginar, rotulando as novas coordenadas z’*. Agora, suponha que
vocé tenha recebido essa solucao e tenha sido solicitado a interpretar a solucéo e
identificar as coordenadas z’*. A solugao ainda satisfara as equacdes de campo do
vacuo, mas provalvemente havera pouco ou nenhum significado geométrico ligado as
coordenadas z'®. Por exemplo, ndo se pode definir 2’° = ¢, digamos, e interpretar ¢
como um parametro de "tempo". Como uma ilustracao trivial disso, consideramos a
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transformacéo:
=0, 2t =r %=t 2°=0¢.
Uma coisa que podemos fazer, no entanto, é estabelecer se a hipersuperficie:
2\ = constante (5.1)

(onde os parénteses que envolvem o indice significa que ele deve ser considerado fixo)
€ temporal, nula ou semelhante a um ponto. Para o campo vetorial normal é:

ny = 0.,
ou em forma contravariante:
né — gcbnb _ gcb (5l()a) _ gc(a)’
que tem magnitude ao quadrado, dada por:
n? = nn, = g°96@ = @@ (sem ser somado).

Portanto, se a assinatura for —2, entao a hipersuperficie (5.1) em P é tipo tempo, nulo,
ou tipo espaco dependendo do ¢, se é > 0, = 0, ou < 0. Em qualquer ponto
em que o sistema de coordenadas é regular, as coordenadas das hipersuperficies
podem ter qualquer caractere, mas os quatro campos de vetores normais nlga) devem
ser linearmente independentes. Assim, por exemplo, as hipersuperficies poderiam ser
todas nulas, cronoldgicas ou espaciais, ou qualquer combinacao das trés. Estaremos
cumprindo as trés situacées mais comuns nas quais as quatro coordenadas consistem
em:

* 1 tipo tempo, 3 tipo espaco ;
* 1 nulo, 3 tipo espaco ;

» 2 nulo, 2 tipo espaco.

Embora uma métrica possa ser exibida em qualquer sistema de coordenadas, se ela
possuir simetrias havera coordenadas preferenciais adaptadas as simetrias. Se uma
solugcao possui mais de um campo vetorial de Killing, entdo as coordenadas podem
ser adaptadas para cada um deles, desde que os campos de vetor de Killing comutem,
entdo a historia € mais complicada, mas n&ao obstante as simetrias podem ser usadas
para amarrar os possiveis sistemas de coordenadas.

Com essas ideias em mente, vamos olhar para a solu¢gdo de Schwarzschild,
para ver se podemos caracterizar as coordenadas (¢, , 6, ¢). Em primeiro lugar:

2m ! 2m 1 1
00 11 22 33
g — 1 g =— 1= — g - — g e 52
( r ) ’ ( r ) ’ T27 7“28671297 ( )
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daqui resulta que 2° = t é tipo tempo e = = r é tipo espaco, enquanto r > 2m e ambos
2? =0 e 23 = ¢ sdo tipo espaco. Em seguida, uma vez que a métrica é independente
de t e ndo ha termos cruzados em dt, segue-se que a solugao é estatica e t é o tempo
mundo invariavelmente definido como:

20 — 2% = Az’ + B, 2% — 2/ = W*(2),

onde A e B sao constantes e as fungdes h'® sdo arbitrarias. Se as condicdes de limite
exigirem ¢°° — 1 no infinito espacial, entdo isso exige que A = £1. Negligenciando a
reversao do tempo, fixamos A para ser 1, e assim definimos uma coordenada de tempo,
chamada tempo mundo, que é definido para dentro de uma importante constante
aditiva.

A coordenada r € um parametro radial que possui a propriedade que a 2-esfera,
t = constante, r = constante, tem 0 elemento padrao de linha:

ds? = —r*(d6* + sen*0d¢?),

do qual segue que a area da superficie da 2-esfera é 47r2. Isto ndo seria o caso se nos
tivessemos escolhido um parametro radial diferente, como a coordenada isotrépica p
em:

(1—3gm/p)® , ( 1 )4 2, 2

2 T a2 — (14 =m dp® + p*(df? + sen®9de?)].

Entdo, finalmente, 0 e ¢ s&o as coordenadas angulares esféricas polares usuais na
2-esfera, que sao invariavelmente definidas pela simetria esférica. Em suma, as coor-

denadas de Schwarzschild sdo as coordenadas canodnicas definidas invariavelmente
pelas simetrias presentes.

ds® =

5.1.2 Singularidades

Agora voltamos para outro problema associado com coordenadas, isto €, o
fato de que, em geral, um sistema de coordenadas cobre apenas uma parte da va-
riedade. Assim, por exemplo, as coordenadas de Schwarzschild ndo cobrem o eixo
6 = 0, w, porque o elemento de linha torna-se degenerado aqui e a métrica deixa de ter
classificacao 4. Esta degeneracao pode ser removida pela introdugcéo de coordenadas
cartesianas, (z,y, z), onde, como de costume,

x = rsenbflcosp, y = rsenfsend, z = rcosb.

Tais pontos sdo chamados de coordenadas de singularidades, porque refletem defici-
éncias no sistema de coordenadas usado e, portanto, removiveis. Existem dois outros
valores das coordenadas para as quais a solucao de Schwarzschild € degenerada, a
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saber, r = 2m e r = 0. O valor »r = 2m é conhecido como o raio de Schwarzschild. A
hipersuperficie » = 2m volta a ser uma coordenada singular removivel. Isto é indicado
pela invariante escalar do tensor de Riemann:

Rapea R™ = 48m*r~°,

que é finito em r = 2m. Como € um escalar, seu valor permanece o0 mesmo em todos
0s sistemas de coordenadas e referenciais. Da mesma forma, esse invariante explode
na origem, » = 0. A singularidade na origem é, de fato, inamovivel e € chamada de
singularidade intrinseca, curvatura, fisica e essencial ou real. Note também por:

1/2
o (900@3)) /
goo(2Y) ’
uma vez que gy desaparece no raio de Schwarzschild, a superficie r = 2m é uma
superficie de deslocamento para o vermelho infinito.

A interpretacao da solugéo de Schwarzschild € como uma solugao de vacuo
externa a algum corpo esférico de raio a« > 2m (Figura 24). Uma métrica diferente
descreveria 0 proprio corpo para r < a, € corresponderia entdo a alguma distribuicao
de matéria resultando em um tensor de energia-momento diferente de zero. De fato,
Schwarzschild obteve uma solugdo fluida estatica esfericamente simétrica, conhecida
como solucgao interior de Schwarzschild. Entretanto, nesta se¢éo iremos investigar a
solucéo de vacuo de Schwarzschild abstraida de qualquer fonte para todos os valores
de r. Nesse caso, deve estar claro a partir da equacao (5.2), que » = 2m € uma
hipersuperficie nula dividindo a variedade em dois componentes desconectados:

1. 2m <r < o

2. 0 <r < 2m.

Dentro da regido 2, as coordenadas ¢ e r revertem sua caracteristica, com ¢ agora sendo
tipo espaco e r tipo tempo. Segue-se que a topologia da solugédo de Schwarzschild néo
€ simplesmente euclidiana.
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FIGURA 24 — Interpretacao padrao da solugcao exterior de Schwarzschild.

Schwarzschild
radius

Vacuum

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

5.1.3 Diagramas espaciais e espago-temporal

A técnica principal que devemos usar para interpretar a solugéo € investigar
sua estrutura do cone de luz local futuro. Um cone de luz local € definido como o local
onde os pontos z§ + dz*, na vizinhanga de um ponto x{, para o qual:

gabdx“dxb =0.

A estrutura do cone de luz coloca restricdes nas possiveis histérias de um observador,
uma vez que um observador se move em linha de mundo temporal cuja diregdo em
qualquer ponto deve estar no cone de luz futuro no ponto. Os diagramas nos ajudara a
tentar entender a natureza da solugéo.

Em um diagrama puramente espacial, devemos nos interessar pelo que acon-
tece em varios pontos da variedade em dois intervalos sucessivos de tempo, t; € to,
digamos. No instante ¢;, um ponto luminoso é emitido de cada ponto de interesse e o
diagrama espacial indica onde as ondas desses flashes atingiram o tempo t,. Isso é
ilustrado na Figura 25, para o espaco-tempo de Minkowski. Nesta figura, a luz de cada
ponto formard uma frente de onda esférica centrada no ponto. Se houver simetrias,
pode ser suficiente considerar o que acontece se suprimirmos uma dimensao espacial.
Por exemplo, a Figura 25 se torna a Figura 26 no plano z = 0, digamos, e as esferas
agora se tornam circulos. Em um diagrama de espacgo-tempo estamos interessados
na histéria desses flashes de luz. Suponha que tomemos sucessivos "instantaneos"das
frentes de onda que emanam de algum ponto P, nos instantes ¢4, ¢., t3, etc. (Figura
27). A ideia, em um diagrama de espaco-tempo, € empilhar essas imagens no tempo.
Como isso envolveria um quadro quadri-dimensional - e ha problemas suficientes para



134

FIGURA 25 — Diagrama espacial do espago-tempo de Minkowski.

‘ .‘I

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

FIGURA 26 — Diagrama espacial do esp¢o-tempo de Minkowski (uma dimensao espacial
suprimida).

ol O

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

desenhar figuras tridimensionais em duas dimensdes - suprimimos uma dimensao
espacial e desenhamos o eixo do tempo verticalmente. Para ser especifico vamos
restringir a atencdo ao plano z = 0, e entdo as frentes de onda se tornaréo circulos
(que aparecerao como elipses no diagrama para levar em conta a perspectiva), no
cone de luz futuro através de P (Figura 28). Da mesma forma, podemos incluir o cone
de luz do passado que pode ser considerado como uma frente de onda implodida.
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Novamente, muitas vezes sera suficiente considerar um diagrama espaco-temporal
com duas dimensbes espaciais suprimidas (Figura 29). Em um espago-tempo curvo,
se a curvatura de manifesta em um espaco-tempo através dos cones de luz sendo
esmagados ou abertos e inclinados ou inclinados de varias maneiras, como veremos

na préxima subsecgao.

FIGURA 27 — Flash de luz de um ponto em trés vezes sucessivas.

b4 2 2
) P - ‘
y ' y y
X t x L>h X >t

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

FIGURA 28 — Diagrama de espaco-tempo do flash de luz (uma dimenséo espacial suprimida).
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X

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.
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FIGURA 29 — Diagrama de espaco-tempo do flash de luz (duas dimensdes espaciais suprimi-
das).

t |

L

> X

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

5.1.4 Diagrama espacgo-tempo em coordendas Schwarzschild
Consideramos primeiro a classe de geodésicas nulas radiais definidas pela
exigéncia:
ds? =0=¢ =0, (5.3)

Entao, usando essa abordagem de principio variacional, temos:

2K:<1—2—m>i2—<1—2—m>_ 72 =0, (5.4)

r r

onde o ponto denota a diferenciacdo em relacdo a um parametro afim ou ao longo da
geodésica nula. A equacao de Euler-Lagrange:

0K d (0K\ .
ox®  du \oie)

correspondendo a a = 0 é:

que se integrar, obtemos:

(1 — 2—m> t =k, (5.5)

r

onde k € uma constante. Substituindo em (5.4), encontramos:
7 = k2, (5.6)
ou

P = +k, (5.7)
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do qual, segue que r € um parametro afim. Em vez de encontrar a equacao paramétrica
dessas curvas, vamos olhar diretamente para sua equacao na forma ¢ = t(r). Entéo

a4
= du = =, (58)
T

dr o

que pode ser encontrado em (5.5) e (5.7). Tomando o sinal positivo em (5.7), obtemos:

dt r
=~ 5.9
dr r—2m’ (5.9)
onde integrando, temos:
t=r+2mln|r —2m|+ constante. (5.10)

Na regiao I, por (5.9),

dr

> 2m =
T m dt

> 0,

de modo que r aumenta conforme ¢ aumenta. Portanto, definimos as curvas (5.10)
como uma congruéncia de geodésicas nulas radiais de saida. Da mesma forma, o sinal
negativo fornece a congruéncia de geodésicas nulas radiais de entrada,

t=—(r+2mln|r —2m|+ constante). (5.11)

Observe que, sob a transformacao ¢ —+ —t, de entrada e geodésicas de saida sao
trocados, como seria de se esperar.

Podemos agora usar essas congruéncias para desenhar um diagrama espaco-
temporal (Figura 30) da solu¢do de Schwarzschild com duas dimensdes suprimidas. O
diagrama de espago-tempo é desenhado para alguns 6 e ¢ fixos. Como o diagrama sera
0 mesmo para todos os ¢ e ¢, devemos pensar em cada ponto (¢, r) no diagrama como
representando uma 2-esfera de area 4rr2. Observe que, como r — oo, as geodésicas
nulas criam angulos de 45° com o0s eixos coordenados como no espaco plano em
unidades relativisticas, que deveriamos esperar, pois a solucéo é assintoticamente
plana. A luz local aparece na regidao /1, porque as coordenadas t e r invertem suas
caracteristicas. Por exemplo, a linha t = constante € uma regido /1 da linha de tempo,
e portanto, deve estar dentro do cone de luz local. Um observador na regido /1 nao
pode ficar em repouso, isto €, a um valor constante de r, mas é forcado a se mover
em direcdo a singularidade intrinseca em r = 0. Este diagrama parece sugerir que um
obervador na regido I que se mova em direcdo a origem levaria uma quantidade infinita
de tempo para alcancar o raio de Schwarzschild, » = 2m. Igualmente, o diagrama
sugere que 0 mesmo é verdadeiro para um raio de luz que entra. No entanto, acontece
que esse diagrama de espaco-tempo é enganoso, como veremos.
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FIGURA 30 — Solugéo de Schwarzschild em coordenadas de Schwarzschild (duas dimensdes
suprimidas).

Ingoing null congruence

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

5.1.5 Coordenadas Eddington-Finkelstein

A ideia € muito simples: mudamos para uma nova coordenada de tempo na qual
as geodésicas nulas radiais que entram se tornam linhas retas. Segue imediatamemte
de (5.10) que a mudanca apropriada é dada por:

t —>t=t+2mln(r —2m), (5.12)
para r > 2m, porque no novo sistema de coordenadas (¢, r,6, ¢), (5.11), torna-se:
t = —r + constante, (5.13)

que é uma linha reta fazendo um angulo de 45° com o eixo - r. Diferenciando (5.12),
obtemos:

dt = dt +

dr, (5.14)
r—2m

e, substituindo por dt no elemento de linha de Schwarzschild:
ds* = (1 = 2m/r)dt* — (1 —2m/r) " tdr® — r*(d6? + sen®0dp?), (5.15)
encontramos a forma Eddington-Finkelstein:

r r r

gs? — (1 _ 2_m> i — ™ gy — (1 + Q—m) dr? — v2(d6? + sen®0de?).  (5.16)

Esta solucédo é agora regular em » = 2m; na verdade, é regular para todo
o intervalo 0 < r < 2m. Assim, em certo sentido, a transformacéao (5.12) estende o
intervalo de coordenadas de 2m < r < co para 0 < r < oco. O processo é um tanto
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reminiscente de continuar analiticamente uma funcdo em analise complexa e, por causa
disso, (5.16) é chamada de uma extensao analitica de (5.15) (veja a Figura 31).

Pode-se objetar que a transformacao de coordenadas (5.12) ndo pode ser
usada em r = 2m, porque se torna singular. No entanto, (5.12) é apenas um dispositivo
conveniente para nos levar de (5.15) para (5.16). Nosso ponto de partida é realmente
os dois elementos (5.15) e (5.16). Dadas essas solugdes, fazemos a pergunta: Qual
€ 0 maior intervalo de coordenadas para o qual cada solucao € regular? A resposta
€ o intervalo 2m < r < oo ( juntamente, é claro, com —co <t < 00,0 < 0 < 7, €
—7 < ¢ < 7, além do problema usual com as coordenadas no eixo ¢ = 0, 7) para (5.15)
e o intervalo 0 < r < oo para (5.16). Na regiao de sobreposi¢do (2m < r < o), as duas
solugbes sao relacionadas por (5.12), e portanto, devem representar a mesma solucao
nessa regido. Note que a solucdo em coordenadas Eddington- Finkelstein ndo é mais
simétrica no tempo. Podemos obter uma solugao de tempo inverso introduzindo uma
coordenada de tempo diferente:

t—t"=1t—2mln(r —2m),

que endireita geodésicas nulas radiais de saida.

Podemos escrever (5.16) de uma forma mais simples, introduzindo uma coor-
denada nula

’U:t—i—’]“’ (517)

que por razdes histéricas € chamada de parametro de tempo avangado. O elemento de
linha resultante é:

ds®> = (1 — 2m/r)dv? — 2dvdr — r*(d6? + sen®0d¢?). (5.18)

E entdo facil mostrar que a congruéncia da geodésica nula radial de entrada é dada por
v = constante, 0 que deve ser evidente a partir de (5.13). O diagrama de espacgo-tempo
para a solucao de Schwarzschild nas coordenadas de Eddington-Finkelstein é dado
na Figura 32. Como antes, os cones de luz se abrem para 45° como r — oco. A borda
esquerda dos cones de luz estd a —45° do eixo - r. A borda direita comega em 45°
até o eixo r no infinito e inclina-se a medida que r diminui, tornando-se vertical em
r = 2m e inclinando-se para dentro de r < 2m. Observe que em r = 2m, os fétons
radialmente "permanecem onde estdo". Podemos obter uma figura tridimensional (no
plano equatorial § = 0, digamos) gerando a Figura 32 sobre o eixo-t. A Figura 32 agora

ilustra corretamente o que acontece com uma particula radialmente infalivel.
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FIGURA 31 — Extenséao analitica da solugao de Schwarzschild.
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Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

FIGURA 32 — Solugao Schwarzschild em coordenadas avangadas de Eddington-Finkelstein.

Radially infalling
particle

Singularity—;

v=constant

r=0

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

5.1.6 Horizonte de eventos

A Figura 32 suprime a informacao angular na solucdo de Schwarzschild. Isso
pode ser melhor representado no plano equatorial em um diagrama espacial, como
mostrado na Figura 33. Longe da origem, a imagem espacial é semelhante a da
relatividade especial (Figura 26). A medida que nos aproximamos da origem, as frentes
de ondas esféricas sao atraidas para dentro, de modo que os pontos de onde emanam
nao estdo mais no centro. Isso se torna mais acentuado até que na superficie r = 2m,
apenas os foétons de saida radiais permaneg¢am onde estdo, enquanto todo o resto é
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arrastado para dentro. Na regido /1, todos os fétons, mesmo radialmente "que sai", sao
arrastados para dentro em direcao a singularidade.

Fica claro a partir dessa imagem que a superficie r = 2m atua como uma
membrana unidirecional, permitindo que as curvas temporais e nulas direcionadas para
o futuro cruzem apenas do lado de fora (regido I) para o interior (regido 71). Além
disso, nenhuma curva nula ou temporal orientada para o futuro pode escapar da regiao
I para a regido I. A superficie r = 2m € chamada de horizonte de eventos porque
representa o limite de todos os eventos que podem ser observados em principio por
um observador inercial externo. No entanto, eles eram dependentes do obsevador. O
horizonte de eventos de Schwarzschild € absoluto, uma vez que isola todos os eventos
internos de todos os observadores externos.

Se, em vez disso, usarmos a coordenada nula,
w=t—r, (5.19)
chamada de paramtero de tempo retardado, entao o elemento de linha torna-se:
ds? = (1 —2m/r)dw? + 2dwdr — r*(d6* + sen®dfdd?). (5.20)

Esta solucéo é novamente regular para 0 < r < oo € corresponde a reversao temporal
da solucao avangada de Eddington-Finkelstein (5.16) (Figura 34). A superficie r = 2m
€ novamente uma superficie nula que atua como uma membrana unidirecional. No
entanto, dessa vez, ela age na outra direcao do tempo, permitindo que somente curvas
nulas ou nulas direcionadas para o passado passem de fora para dentro.

FIGURA 33 — Diagrama espacial da solugdo de Schwarzschild em coordenadas avancadas de
Eddington-Finkelstein.

Singularity

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.
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FIGURA 34 — Diagrama espacial do espago-tempo de Minkowski.

-~

Fonte: R. D’Inverno - Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press,1998.

5.1.7 Buraco Negro de Bardeen

James Maxwell Bardeen é um fisico estadunidense conhecido por seu trabalho
em relatividade geral, particularmente por sua atuacado na formulagao das leis da
mecanica dos buracos negros, descobriu 0 vacuo de Bardeen, uma solugao exata das

equacoes de campo de Einstein. O buraco negro de Bardeen foi o primeiro exemplo de
um buraco negro sem uma singularidade [104].

A métrica:

2

ds® = —f(r)dt* + % + r*(d6” + sen®0dg?),

com simetria esférica, a que descreve um buraco negro sem rotacdo. Esta solugcao
descreve tanto a de Schwarzschild quanto a de Bardeen [104]:

(5.21)

+ quando a massa do buraco negro € constante, f(r) = 1 — 2m/r, temos Schwarzs-
child;

« quando temos f(r) = 1 — 2m/r, e a fungdo m(r) tem uma forma determinada, ou
seja, é uma funcéo representada por:

<—r2 N €2>% 7 (5.22)
temos o buraco negro de Bardeen.
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Na equagéo (5.22), M € considerada como um parametro de massa, e ¢ € um tipo de
carga. Ao aceitar uma fungdo para massa, ao invés da mesma ser constante, resulta
em algumas diferencas entre as solucdes de Schwarzschild e Bardeen, ndo apenas
ao problema da singularidade. Em Schwarzschild temos uma superficie do tipo luz
importante que é o horizonte de eventos. Tal superficie, que tem como fungéo ser
tipo uma membrana de méo unica, pode se apresentar em dobro no buraco negro de
Bardeen. Dependendo da relagéo entre M e e, pode existir um horizonte interno e um
horizonte externo (um horizonte de eventos como no buraco negro de Schwarzschild).
Para observamos o desaparecimento da singularidade e a solugédo deste problema
utilizando a equagéo (5.22), ao usar uma aproximagao para a fungdo da massa, sendo
r pequeno, dada por:

m(r) ~ M (—)3, (5.23)
que resulta
firy~1-0Cr? (5.24)

sendo C' = 2M/e? uma constante positiva. Com essa aproximagéo obtida para f(r),
sendo substituida em (5.21), a métrica de Sitter é obtida para valores pequenos de r,
ou seja, com o uso da funcao de massa de Bardeen, a métrica (5.21) que descreve
um buraco negro esférico apresentard um nucleo, que € uma regido interna, do tipo
de Sitter. Uma regiao para valores pequenos de r onde o espaco-tempo apresenta-se
como de Sitter. O simples "truque"matematico feito por Bardeen, a substituicdo de m
por uma determinada funcdo de massa, tornou a métrica (5.21) regular, removendo a
singularidade situada na origem do sistema de coordenadas r = 0, fazendo deste ponto
um ponto qualquer de M. A regularidade da solugdo de Bardeen fica clara quando se
observarmos diretamente a métrica ou quando se calcula escalares.

Portanto, o buraco negro de Bardeen mostra-se como regular, sem possuir
uma singularidade na origem do sistema de coordenadas e mostra-se como buraco
negro, acima de tudo, por possuir, no minimo um horizonte de eventos.

5.1.8 Buraco Negro de Hayward

A métrica de Hayward é a descricao mais simples de um buraco negro nao
singular. A métrica foi escrita por Sean Hayward como o modelo minimo que € regular,
estatico, esférico simétrico e assintoticamente plano [105]. A métrica, ndo é derivada
de nenhuma teoria da gravidade alternativa em particular, mas fornece uma estrutura
para testar a formacdo e evaporacdo de buracos negros nao singulares dentro da
relatividade geral e além. Hayward publicou sua métrica pela primeira vez em 2005 e
varios artigos a estudaram desde entdo [33].
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O espaco-tempo regular (sem singularidade) é dado a partir da descricao da
formacao de um buraco negro em uma regiao de vacuo definida localmente, como uma
regiao estéatica, e evaporacéo subsequente em uma regidao de vacuo [106]. O elemento
de linha de uma esfera simétrica é descrito na equacao:

1

ds* = —f(r)dt” + 30

dr? + r2dQ?, (5.25)
onde f(r) e g(r) sao fun¢des determinadas de acordo com o tipo de solugédo das
equacoes de Einstein e tomando a assinatura (—,+,+,+). Para o espago-tempo
Hayward [106] f(r) é igual a g(r) e tem a seguinte forma:

ds® = — (1 — ﬂ) dt* + (1 — Qm—rz) 1 dr? + r*dQ?, (5.26)
r3 + 202m r3 + 202m

com m correspondendo a massa do buraco negro e [ é a constante cosmoldgica, a
equacao (5.26) descreve um buraco negro regular, ou seja, ndo possui singularidade
quando r = 0, com simetria esférica, assintoticamente plano, que pode ter um ou
dois horizontes de eventos dependendo da relagdo entre a massa e a constante
cosmoldgica, quando [ = 0, a métrica é reduzida a um espago Schwarzschild, que é
descrito pelo elemento de linha:

2 om\ !

ds? = — (1 _ —m) di? + (1 - —m) dr? + r2d0? + r2d02, (5.27)
r T

como podemos ver € uma solugdo com simetria esférica e assintoticamente plana.

Entao de (5.27) temos que o f(r) diverge em r = 0, entdo o elemento de linha ndo

pode ser medido, entdo pode-se dizer que em r = 0 ha uma singularidade, além disso,
f(r) é zero em r = 2m criara uma superficie conhecida como horizonte de eventos.

Esta é uma solugéo regular, similar a de Bardeen, com outra fungéo m(r) com
o proposito de descrever a formacéo e evaporagao de buracos negros regulares.

5.1.9 Efeito Casimir Gravitacional e a Lei de Stefan-Boltzmann em temperatura finita
para Buracos Negros Regulares

Nesta secao, a estrutura da DCT é usada para calcular o valor médio do tensor
energia-momento gravitacional (3.49) que € obtido na aproximacao de campo fraco do
TERG. Assim, temos:

(PHAB) (32 0)) = lim dik(—5g™07, + 2" 0*00)GSP (z — ;). (5.28)

T—T

Se usarmos a prescri¢gao Casimir:

TR 31 ) = (PHOP)310) — (PO (2)) (5.29
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entao:
TV (250) = lim din(~5g™0"0, + 20"00)Gy (v = s ), (5.30)

onde:
G —ata) = 6P (@ —aia) = G (w — ). (5:31)

E possivel descrever uma classe de buracos negros regulares pelo seguinte elemento
de linha [107]:

d 2
ds® = — f(r)dt® + WZ) 4 r2(d6? + sen®0dg?), (5.32)
com
2M,
fr)=1- — (5.33)
P+ (3)7"

onde M, é a massa do buraco negro regular, na verdade coincide com a massa da ADM
no limite » — oo. O parametro r, pode ser visto como um comprimento fundamental

do buraco negro regular. Tal elemento de linha reproduz solugdes conhecidas para
uma escolha adequada dos parametros p e ¢ que devem ser numeros inteiros. Por
exemplo, as solucdes de Bardeen é alcancada para p = 3 e ¢ = 2, enquanto que a
solucao de Hayward para p = ¢ = 3. Assim, deve-se notar que a métrica da equacéao
(5.32) representa uma classe de solugdes. Esses buracos negros regulares surgiram
para lidar com um problema aberto da gravitacao, a existéncia de singularidades. Na
verdade, a solucdo de Bardeen foi a primeira classe de buracos negros regulares
que podem ser entendidos como um monopolo magnético acoplado a equacao de
Einstein [108]. E importante ressaltar que embora a métrica na equacao (5.32) nao
tenha singularidade em r = 0, ela possui um horizonte de eventos dado pela solucao
de f(Rg) = 0. Por outro lado, a estabilidade de tais solu¢des precisa ser investigada.

5.1.10 A Lei de Stefan-Boltzmann Gravitacional

Para analisar a Lei Gravitacional de Stefan-Boltzmann, temos o parametro de
escolha a = (3,0,0) no formalismo DCT . Entéo, a transformagao de Bogoliubov, como
ja foi visto na secao 4.4.4, é [109]:

o0

VA(B) =) e, (5.34)

Jo=1

Por isso, temos que usar a seguinte funcao de Green:

~(11)

Gy (x—2';8)=2 Z Géu)(x — 2" —iBjono), (5.35)

Jo=1

' Dinamica do Campo Térmico
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onde ny = (1,0,0). Assim, de (5.30) podemos calcular a energia com (AB) = (11) que
€ o componente fisico na matriz obtida em DCT. Lé:

4 M,
("

Too(ll)(x;a) =¢(r,T) = lim Z 4rki{-3
z—z’ o1

1+

] 8406 + 50,0,

5 2M, ) 1, A s a
+T2 1+ . [1 N (%)q]p/q (82(92 + S€n298383) }GO (I x Zﬁjono), (536)
Uma vez que a fungéo zeta de Riemann € definida por ¢(4) = Z;j:l j% = g—g entdo a
energia gravitacional de Stefan-Boltzmann é:
27t M,
e(r,T) = 321 1+ 0, ; T (5.37)
SO

Aqui temos que observar que para o desaparecimento do parametro fisico do buraco
negro regular, M,, a energia nao vai a zero. Portanto, precisamos regularizar essa

expressao exigindo E(r, T) = e(r, T) — 221" Isso leva a:

19274 M, .
E(r,T) = T, 5.38
) {15r[1+(m)q}p/q} 539

r

que é a energia regularizada.
A primeira lei dos estados termodinamicos:

oP
E+P=T|—) . 5.39
er=1(57), (539
Entdo se usarmos a energia regularizada acima, essa equacao diferencial de
primeira ordem tem a solugéo P = £. E muito interessante notar que é igual & equagao
do estado do féton. Em termos de temperatura, a pressao € explicitamente:

19274 M,

P(r,T) = T =T (5.40)
457 [1+ ()17

Para calcularmos a entropia gravitacional, recordamos a definicdo P = =2£, onde F é

ov ?
a energia livre, e S = =9F. Portanto, de (%), = (&%), a entropia é:

3072Mom Y\ 5 [ r
S=(—F")T - b dr, 5.41
() {[H(rmm} >4

que para as solugdes de Bardeen e Hayward pode ser representado graficamente pela
Figura 35.

Optamos por analisar a dependéncia em relagéo a r, para uma constante R,
em vez da temperatura, cuja dependéncia é bastante simples. E interessante notar que
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FIGURA 35 — Entropia gravitacional. O eixo y é 905/3072Mym®R?*T3 e = = ro/R
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Fonte: S. C. Ulhoa, E. P. Spaniol, R. Gomes, A. F. Santos, A. E. Santana, "On Regular
Black Holes at Finite Temperature", Advances in High Energy Physics, vol. 2020, Article
ID 5712084, 9 pages, 2020. https://doi.org/10.1155/2020/5712084

ha uma descontinuidade para o ponto em torno de « = 0,5 para a solugao de Hayward.
Esse recurso reflete um limite natural para a escala rq; afinal ndo se espera que a
estrutura geométrica do buraco negro regular coincida com a prépria superficie de
integracao. A hipersuperficie de integragao € uma esfera de raio R. Assim, a entropia
gravitacional existe em uma porg¢éao arbitraria do espaco que € uma abordagem diferente
da termodinamica usual de buracos negros. Normalmente, um buraco negro tem uma
entropia escrita em termos de sua area de horizonte de eventos. Aqui, 0s seguintes
principios sdo assumidos: i a entropia € uma funcdo de parametros macroscépicos. Se
os teoremas "sem cabelo"sao validos [110], entdo a entropia é uma fungcédo da massa,
momento angular e carga. ii O processo Penrose leva a uma manipulacao arbitraria
desses parametros, desde que a area do horizonte de eventos permaneca inalterado.
Isso vale para buracos negros regulares [111]. Isso implica que a entropia deve ser
uma funcéo da area. Deve-se notar que a métrica do buraco negro regular tende para a
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métrica de Schwarzschild para uma posicao distante do horizonte de eventos. Portanto,
a entropia tende a ser proporcional a area do horizonte de eventos, portanto, € razoavel
adimitir que Sy = Ay /4 para um buraco negro regular, onde Ay = 47R%, com Ry
sendo a solucéo de:

2 M,
o \? p/q
By 1+ (2)]
Portanto, a temperatura do horizonte de eventos de uma classe de buracos negros
regulares definidos por (5.32) é:

= 1. (5.42)

1/3
90R?

Ty = R
3072Momt { [ rdr/[1 -+ (ro/r0)]7/%)}

(5.43)

Assim, para as solugcbes de Bardeen e Hayward, a temperatura do horizonte assume a
forma da Figura 36.

Deve-se notar que a mesma descontinuidade de entropia na solugao de
Hayward também aparece na temperatura. Essa descontinuidade também pode ser
interpretada como uma improbabilidade da solucdo de Hayward para ser uma realidade
experimental. Por outro lado, a diferenga marcante entre as solugdes para r, pequeno
indica uma escolha imediata quando um experimento para medir a temperatura do
horizonte de eventos de um buraco negro regular pode ser realizado. Tal expressao é
uma previsao unica de DCT aplicada ao TERG.
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FIGURA 36 — A temperatura do horizonte acima de [90R?/3072My7*]'/3 é mostrado como uma
funcéo de = = ry/R.
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Fonte:S. C. Ulhoa, E. P. Spaniol, R. Gomes, A. F. Santos, A. E. Santana, "On Regular
Black Holes at Finite Temperature", Advances in High Energy Physics, vol. 2020, Article
ID 5712084, 9 pages, 2020. https://doi.org/10.1155/2020/5712084

5.1.11 Efeito Casimir Gravitacional

Na descricao do efeito Casimir é desejado entdo a escolha,
o = (0,42d,0,0),

tem que ser feita o que leva a seguir a transformacéo de Bogoliubov:

o0

vz(d) _ Z 6—i2dk:1l1 (5_44)

l1=1

Se a fungéo de Green é dada por:

— (1)

Gy (x—a'5d) =2 Z Géu)(x — ' — 2dlyr), (5.45)

I1=1
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entao:
4 M,

rli+ (%)q}p/q]

1+ 0 + 50,01

Too(n)(d7 r) = e(d,r) = lim/ Z4mi{—3
li=1

T—T

5) 2M, 1
+5 [1 + 0 ] (a;aQ + —agag) YOS (@ — o/ — 2dlyny),  (5.46)
buracos negros regulares é:
2 M, dl
o (5 1) . (5.47)
e ()N T
que para a aproximacao d < r, torna-se:
d~*. Para levar em consideracdo apenas a contribuicdo regular do buraco negro é

Pl ()" et
onde n; = (0,1,0,0). Portanto, a energia associada ao efeito Casimir gravitacional para
4 2M,
ec(d,r) = -1 - +
PR { Pl ()"
2t 2M,
e(dr) = —— 41— 0 (5.48)
A5d4 , [1 4 (m)q]P/q
Deve-se notar que a contribuicdo do vacuo é negativa e tem uma dependéncia de
necessario um procedimento de regularizagdo. Assim, subtraindo a energia do vacuo,
temos:

47T4M0
E.(d,r) = , 5.49
(@) {45d4r i+ (go)qy’/q} (5.49)

onde E.(d,r) é a energia Casimir regularizada. E interessante notar que no horizonte
de eventos é exatamente menos a energia do vacuo.

Da mesma forma, a pressao de Casimir é:
T30 (d,r) = pe(d,r)

2M,

e

N 2My
= xll_{r;,zélm 1— {5

qp/q
=L ]

] 4%

2M, , ) 1 , (11)
— 3 [1 - T (r_o)q]f’/‘i’] 0101 — 3 (8§62 - maﬁg) }Gy
(x — 2’ — 2dlyny). (5.50)
Isso produz:
4 1 18 M, 6dl, M,
pe(d,r) = —— —<3- — : (5.51)
(d,r) 4 ; lil { . [1 n (Tf)q}p/q 2 [1 i (ﬂrl)q]P/Q}

que, apds do limite ¢ < 1 é tomado, lé:

27T4 6M(]
pc(d,r):—15d4 {1— . (r_o)q}P/Q}' (5.52)




151

Novamente, para considerar a contribui¢do do ndo-vacuo, é necessario uma
pressao regularizada. Assim, a pressao gravitacional de Casimir regularizada é:

1274 M,
Pc<dar):{ - ° QP/Q}
15d4r [14 (2)7]

Deve-se notar que tanto a energia de Casimir regularizada quanto a pressao
sao muito pequenas devido a fraca aproximacao do campo. Gostariamos de salientar
que, nesse formalismo, o préprio vacuo possui algumas caracteristicas gravitacionais
que explicam porque € necessaria uma regularizagao.

5.1.12 Efeito Casimir Gravitacional a Temperatura Finita

O parametro de escolha a = (f3,i2d,0) é adequada para descrever o efeito
Casimir em temperatura finita. Como consequéncia seguindo a prescricao da DCT, a
transformacéao de Bogoliubov é dada por:

V(R K% B, d) = (k% B) + (kY d) 4 207 (k% B)v (K d), (5.53)
_ Zefﬁnoj0+zef¢2dnlll 49 Z efﬁmojofﬁdnlh,
Jo=1 l jo,li=1

onde o primeiro termo leva em consideracao os efeitos da temperatura, o segundo
termo representa apenas o efeito Casimir e o ultimo termo a interagdo entre ambos. A
funcéo de Green é, entéo:

G0~ 0,) = 437G o '~ it — 24 50
Jo,l1

Como antes, a energia gravitacional de Casimir é obtida da expressao (5.29),
que lé:

4 M,
o (7"

e(B,d) = lim Y 4ri{-3 |1+ 9Dy + 50,0,

z—ax’
Jo,l1=1

2M, 1
N % N LR <a;a2 - — agag>}
PL )] et
G\ (x — o' — iBjon — 2dlyr), (5.55)

onde ¢.(3,d) = 711 (B;d). Vale a pena obter a energia Casimir regularizada em
temperatura finita que € obtida subtraindo a energia do vacuo de ¢.(3, d), explicitamente
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o 1
Ee(p.d)=~64 3
Jo,li=1 4d2l% (1 + W) +]g <1 o | P/q

2
M,
4212 |1+ 12 0 +
1 [ ( 1+ ("70)"]”/") '
2M, ”
<1+T[1+(r_0)q}p/q) _‘70[3_72( p/q)

My M %
oo () () (“ o)

4d?1? — 35232
64 )
« (AP} + jg 5?)?

(5.56)

onde E.(B,d) € a expressao regularizada. Da mesma forma a pressao gravitacional de
Casimir, p.(5, d), a temperatura finita € dada por:

. : 2M,
pe(B,d) = lim E 4K [1 — ]
vl L r [1 + (%O)q}p/q
2M,

, 2 My ,
1+ 050 — 3 |1 — 0,0
r[u(%)q}m] . [ r[u(r—o)q}m] .

5 / /
— 3 (8282 + 98 8;),)}
G(()H)(x — 2 — iﬁjon —2dlyr), (5.57)

onde p.(3,d) = 71D (5; d). Como a energia regularizada, a pressdo de Casimir regula-
rizada, é:

3

d)=—64 > ! {4d?1?
jo,i=1 | 4d212 [ 1 + —2Mo____ 2 (1 - —2Mo 2
J 1 ( + T[l+(rT())q]p/q) +]O ( r[1+( T ) ]p/q 6

_3+8 (ﬁf ~ 6dhy (rﬁlfﬁ) (1 ) (ﬁ»

() | [ (Y () 6 (2)
()

> 4d2l2 '262
2
B }+64 Z 4d2l2_|_]262)3’

(5.58)
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onde

(e}

4d2l2— 2 02
PBud) = () + 64 3 i
Jo,li=1

AR+ )

As expressodes regularizadas levam em consideragao apenas as contribuicées dos
buracos negros regulares. Eles sdo pequenas corregdes para as quantidades de vacuo
que tem o limite conhecido para § — oo. Deve-se notar que o efeito gravitacional de
Casimir € uma ideia muito controversa devido ao problema de energia na relatividade
geral. Na verdade, a falta de um tensor energia-momento gravitacional nesta abordagem
impede que se analise tal efeito. Por outro lado, no &mbito do TERG, o efeito Casimir
gravitacional pode ser explorado.
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6 CONCLUSAO

Os buracos negros regulares foram estudados em temperatura finita e os efeitos
da temperatura sao introduzidos usando o formalismo DCT. A DCT é uma ferramenta
que nos permitiu analisar os efeitos de temperatura além da dependéncia do tempo.
Usando o teleparalelismo equivalente a Relatividade Geral [112], a termodinamica
gravitacional para os buracos negros regulares foi investigada nesta tese. Esta teoria
gravitacional tem um tensor energia-momento bem definido que permite calcular a lei
de Stefan-Boltzmann gravitacional e o Efeito Casimir associados aos buracos negros
regulares. Uma lei de Stefan-Boltzmann gravitacional regularizada para buraco negro
regular foi obtida. Usando a primeira Lei da Termodindmica conseguimos determinar a
pressao gravitacional e a entropia gravitacional. Descobrimos que a relacao entre a
energia gravitacional e presséo é igual a relacdo que descreve o foton.

A entropia gravitacional obtida nesta tese existe em uma porcéo arbitraria do
espaco, entdo, € uma abordagem diferente da termodinamica usual de buracos negros,
uma vez que o buraco negro usual tem uma entropia fixa dada em termos de sua
area do horizonte de eventos. Além disso, a temperatura do horizonte de eventos
para buracos negros regulares foi calculada, e a energia de Casimir gravitacional e a
pressao de Casimir em temperatura zero e finita para esta classe de buracos negros
regulares foram determinadas. E interessante notar que tais resultados podem ser
verificados experimentalmente, no CERN, na parte do experimento LHCb, onde séo
feitos experimentos de tudo o que aconteceu apds o Big Bang, o que vai ser feito no
pds-doutorado; uma vez confirmado, sugere que o tensor de torcao é a quantidade
responsavel pela gravitagao ao invés da curvatura como a principal abordagem para o
campo gravitacional.

Como perspectivas futuras no pos-doutorado, vejo a necessidade de confir-
macao experimental do que foi obtido teoricamente nesta tese, e também com uma
possivel invencao de um novo tipo de laboratério sem utilizacdo de humanos no
espaco,onde serdo mini robés do tamanho de peixe e se comportaram como um "car-
dume", eles irdo "nadar"no Universo unidos indo para varios lugares, seja supernovas
ou até mesmo préximo a buracos negros, a sua base ficara préxima a Terra e podera
ser controlada a distancia, mais detalhes serao feitos com o passar dos anos, esta
€ uma idéia inicial e verei se sera possivel tal manobra fisica. Além disso, também
variacoes do potencial quimico (1) para ver o que sera encontrado,ou seja, muitas
possibilidades sao possiveis para este estudo.
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