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RESUMO

UNIFICACAO DE DIFERENTES FORMULACOES CORROTACIONAIS APLICADAS
NA ANALISE NAO-LINEAR DE VIGAS, PORTICOS E ARCOS

Autor: Eder Leonardo do Rego Nascimento

Orientador: William Taylor Matias Silva

Programa de Pés-graduacao em Estruturas e Construcao Civil - PECC/UnB
Brasilia/DF, agosto de 2021

O presente trabalho descreve a obtencdo de elementos finitos consistentes a partir de
formulacbes corrotacionais baseadas em diferentes teorias, apontando as semelhancas que
justificam sua unificacdo. A cinematica corrotacional tem como base a decomposicdo dos
deslocamentos de um sélido em uma parcela deformacional e outra devida ao movimento de
corpo rigido. Enquanto os deslocamentos de corpo rigido, no plano, sdo dados por duas
translacOes e uma rotacdo do sistema de referéncia local, a parcela de deformacdo € também
representada por trés graus de liberdade, sendo uma translacdo devida ao esforco axial e duas
rotacOes relativas aos esforcos de flexdo simétrica (flexdo pura) e antissimétrica (flexdo com
cortante). Os esfor¢os internos sdo obtidos a partir do principio dos trabalhos virtuais (PTV) em
relacdo ao sistema local, uma vez definidas as funcdes de interpolacéo que descrevem o estado
de deformacdo para cada teoria de viga utilizada, sendo elas as teorias de Euler-Bernoulli,
Timoshenko e Euler-Bernoulli ndo linear, este Gltimo considerando o acoplamento entre
esforcos de flexdo e axiais. E descrita a obtencdo da matriz de rigidez tangente em diferentes
parcelas, sendo uma delas, denominada matriz de rigidez elastica, distinta para cada uma das 3
teorias de viga. Através de alguns exemplos numéricos, se demonstra a habilidade da
formulacéo unificada para obter respostas de comportamento severamente nao linear para vigas,
porticos e arcos, que sdo comparadas com solucbes analiticas e com exemplos numéricos

extraidos da literatura.

Palavras-chave: Formulacdo corrotacional; Elemento de viga Euler-Bernoulli; Elemento de

viga Timoshenko; Elemento de viga Euler-Bernoulli néo linear.
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ABSTRACT

UNIFICATION OF DIFFERENT CO-ROTATIONAL FORMULATIONS APPLIED TO
NON-LINEAR ANALYSIS OF BEAMS, FRAMES, AND ARCHES

Author: Eder Leonardo do Rego Nascimento

Advisor: William Taylor Matias Silva

Postgraduate Program in Structures and Civil Construction — PECC/UnB

Brasilia/DF, August, 2021

The present work describes the obtaining of consistent finite elements from co-rotational
approach based on different theories, pointing out the similarities that justify their unification.
Co-rotational kinematics is based on the decomposition of the displacements of a solid in a
deformational portion and another part due to rigid body motion. The rigid body displacements
in the plane are given by two translations and one rotation of the local reference system. The
deformation portion is also represented by three degrees of freedom, with one translation due
to axial force and two rotations related to symmetrical bending (pure bending) and anti-
symmetrical bending (bending associated to shear force). The internal forces are obtained in
relation to the local system, using the principle of virtual works. Different interpolation
functions that describe the deformation state for each beam theory used are defined, namely the
theories of Euler-Bernoulli, Timoshenko, and shallow arch Euler-Bernoulli considering the
coupling of flexural and axial forces. The obtainment of the tangent stiffness matrix in different
portions is described, one of them being the said elastic stiffness matrix, which is different for
each of the 3 beams theories presented. Through some numerical examples, the ability of the
unified element to obtain responses with rough non-linear behavior for beams, frames and
arches is demonstrated, which are compared to analytical solutions and to numerical examples

taken from the literature.

Keywords: Co-rotational kinematic; Euler-Bernoulli beam element; Timoshenko beam

element; shallow arch Euler-Bernoulli beam element.
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1. INTRODUCAO
1.1 MOTIVACAO

Até a primeira metade do século XX, as estruturas civis correntes eram compostas por
elementos de geometria relativamente robusta, o que implicava em condi¢fes de utilizacdo nas
quais 0s materiais costumavam trabalhar com esforgos e deslocamentos em uma margem
consideravelmente distante da falha. Desse modo, admitir que os deslocamentos fossem
infinitesimais e que o material permanece em regime linear elastico eram hipdteses bastante
representativas da realidade. Em paralelo, o avanco das industrias automobilistica, naval,
aeronautica e aeroespacial implicava em estruturas submetidas a condigdes criticas, e a
necessidade de componentes mais leves obrigava tanto o emprego de materiais de menor peso
especifico como de elementos estruturais de elevada esbeltez. Posteriormente, tal avango passa a
ser incorporado também pela inddstria da construcdo civil, que tem como consequéncia o0 emprego
de novos materiais, que por sua vez implicam em elementos estruturais de dimensdes
consideravelmente reduzidas. Tais condi¢cdes de geometria podem fazer com que os elementos
estruturais estejam submetidos a estados de tensdo e deformacdo de magnitude superior aquelas
correspondentes aos limites que definem a fase elastica linear, de modo que se faz necessaria a
utilizacdo de modelos ndo lineares para que se obtenha uma resposta satisfatoria ao analisar essas

estruturas.

Nos projetos que envolvem estruturas compostas por elementos esbeltos, os efeitos de néo-
linearidade geométrica passaram a ser relevantes e, portanto, sua consideracao se torna essencial
para que seja possivel garantir a estabilidade do sistema estrutural. Embora muitas vezes a resposta
pré-critica seja suficiente para os propdésitos de projeto, a determinacdo da resposta no intervalo
pos-critico € essencial quando se deseja identificar a habilidade da estrutura resistir a
carregamentos no dominio de grandes deslocamentos (Bellini e Chulya, 1987). Além disso, uma
andlise pos critica também serve de subsidio para elaboracdo de projetos de reparo e recuperacao

de estruturas colapsadas.

No contexto do método dos elementos finitos (MEF) para analise ndo linear geométrica,
trés diferentes descri¢des cinematicas tém sido amplamente utilizadas: descrigdo lagrangeana total,
descricdo lagrangeana atualizada e descricdo corrotacional (Menin, 2006). Na descricdo
lagrangeana total as equacbes do MEF sdo formuladas em relacdo a uma configuracdo de

referéncia fixa, em geral, a propria configuracdo inicial assumida pela estrutura. Assim, 0s

1



deslocamentos calculados numa andlise incremental se referem a um mesmo referencial fixo
(origem). A descricdo lagrangeana atualizada caracteriza-se pelo fato das equaces do MEF serem
formuladas em relagdo a uma ultima configuracdo de equilibrio atingida pelo elemento. A
configuracdo de referéncia é mantida fixa durante todo o processo iterativo, dentro de um mesmo
passo de carga e, atingido o equilibrio, os esforcos internos e deformacdes passam a ser definidos
a partir daquela nova configuracdo. A formulacdo corrotacional, que é a mais recente e ainda
menos consolidada entre estas, tem como principio bésico a possibilidade de representar o
movimento do sélido a partir da superposi¢cdo de duas parcelas, sendo uma delas relativa aos
deslocamentos de corpo rigido e outra relacionada ao movimento deformacional. Tal hipétese traz
algumas vantagens de ordem tedrica, por oportunizar uma compreensao intuitiva do significado
fisico da decomposicdo do movimento e gerar simplificacdes matematicas importantes na
formulacdo. Além disso, podem ser apontadas vantagens de ordem pratica, como a possibilidade
de implementacdo de novos modelos constitutivos e geometria de elementos reaproveitando parte
consideravel do cddigo referente a contribuicdo ndo-linear ou a0 movimento de corpo rigido.
Entretanto, a formulacdo tem aplicacdo limitada a problemas cuja magnitude das deformacdes €
pequena, da ordem de 2% segundo De Borst (2012), o que ainda é uma hipdtese satisfatoriamente
representativa da realidade na grande maioria dos casos de estruturas que apresentam
comportamento ndo-linear geométrico. Desse modo, a formulacdo corrotacional apresenta-se
como uma importante ferramenta para a analise ndo linear geométrica de estruturas, com larga

aplicacdo nas engenharias civil, mecanica, aeronautica e aeroespacial.
1.2 OBJETIVOS

A presente pesquisa tem como objetivo principal contribuir a consolidacdo teorica da
formulacdo corrotacional como ferramenta de analise ndo linear de estruturas planas, apontando
as semelhancas que podem ser estabelecidas entre diferentes formulagGes corrotacionais
constantes na literatura a partir de uma formulacdo unificada. Aponta-se também os seguintes
objetivos especificos:

e Detalhar a obtencdo da formulagcdo corrotacional unificada, explicitando as parcelas
componentes da matriz de rigidez tangente.

e Obter elementos de viga baseados em 3 teorias cinematicas distintas, constatando a
possibilidade de aproveitamento de elementos finitos previamente definidos para anéalise

linear.



e Desenvolver um codigo computacional em linguagem Fortran para solucéo de problemas
numericos.

e Validar a formulacdo proposta a partir da comparacdo de resultados aqui obtidos com
aqueles constantes na literatura.

e Comparar o desempenho dos trés tipos de elemento de viga 2D ao retratar o

comportamento nao linear de vigas, porticos e arcos.
1.3 METODOLOGIA

A partir do referencial teérico aqui elaborado, baseado nos trabalhos de renomados
pesquisadores da area de mecénica computacional e analise ndo linear geométrica via MEF, como
Battini, Crisfield, Felippa e Krenk, € construido o arcabouco teérico necessario a deducédo de uma
formulacdo corrotacional capaz de resolver problemas estruturais que envolvem grandes

deslocamentos de corpo rigido.

Tomando como referéncia a configuracdo deformada de um elemento genérico de viga 2D,
sdo estabelecidas as variaveis cinematicas envolvidas no problema. Em seguida, a aplicacdo do
principio dos trabalhos virtuais associado a operacOes algébricas e diferenciais leva a deducdo das
matrizes de rigidez tangente para cada um dos elementos aqui estudados. Vale salientar que
independente da matriz de transformacdo utilizada, é possivel obter uma matriz de rigidez tangente
que pode ser decomposta em diferentes parcelas, sendo uma delas coincidente com a matriz de

rigidez de um elemento linear, aqui nomeada matriz de rigidez elastica do elemento.

A formulacdo aqui descrita é implementada computacionalmente no programa
2Dbeam_nl.f90 que, diante dos sistemas de equacdes ndo lineares obtidos na formulacdo
apresentada, utiliza técnicas de solucdo numérica capazes de contornar pontos criticos que venham
asurgir nas trajetdrias de equilibrio, como pontos limites (limit points) e pontos de retorno (turning
points), bem como obter trajetdrias tipicas de problemas com severas ndo linearidades, como saltos

dindmicos (snap-throught) e lagos (loopings).

Por fim, de posse do cddigo computacional anteriormente mencionado, € feita a
comparacdo dos resultados obtidos pelo programa utilizado no presente trabalho com a solugao
analitica de problemas constantes na literatura, quando possivel, e também com resultados
numéricos obtidos por outros autores, para fins de validacdo da formulacdo estudada. Sé&o

resolvidos 5 exemplos, sendo eles:



¢ Viga engastada com extremidade livre submetida a uma carga momento;
¢ Viga-coluna de Euler engastada com extremidade livre;
e Podrtico de Lee;
e Arco semicircular birrotulado rebaixado;
e Arco semicircular birrotulado com carga concentrada excéntrica.
Na apresentacdo dos resultados, percebe-se que sdo problemas que apresentam severas ndo
linearidades geométricas, o que demonstra que, apesar de simples, a formulacéo aqui desenvolvida

é suficientemente versatil para resolver problemas complexos.
1.4 CONTRIBUICOES

Embora ndo se proponha nova solucdo para problemas de mecéanica computacional, este
trabalho apresenta resultados que trazem significativa contribuicdo tedrica ao desenvolvimento da
formulagdo corrotacional para anélise ndo linear de estruturas. Apontar a semelhanca entre
formulagcGes distintas pode levar a uma melhor compreensdo do desenvolvimento tedrico
necessario para maiores avangos no estado da arte, especialmente para pesquisadores menos

experientes.

Como resultado deste trabalho, foi produzido o artigo intitulado “Formulagéo corrotacional
unificada aplicada a analise ndo linear de vigas, porticos e arcos”, apresentado no 111 Congresso
Nacional de Engenharia Civil da Universidade Federal Rural do Semiarido (11l CONGRESA). Na
ocasido, o trabalho foi premiado como melhor artigo cientifico da area de Estruturas e Construcéo
Civil,

1.5 ESTRUTURA DO TRABALHO

Para chegar aos objetivos estabelecidos na secdo 1.2, o presente trabalho foi dividido em 6

capitulos.

O primeiro capitulo faz uma breve introdugédo ao tema abordado no trabalho, trazendo as
motivacgdes para o desenvolvimento deste, além dos objetivos gerais e especificos, a metodologia

utilizada e suas contribui¢cdes para a comunidade cientifica.

O capitulo 2 traz a revisdo de literatura que consiste em um apanhado historico de
importantes trabalhos na area de analise ndo-linear geométrica de estruturas, descrevendo o avango

das teorias cientificas que possibilitaram a solucdo dos problemas relativos a area em funcéo do
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tempo. Posteriormente, a atencdo € voltada para o desenvolvimento da formulagéo corrotacional
nas ultimas décadas, culminando com trabalhos contemporaneo que definem o estado da arte,
dando destaque aqueles produzidos no ambito do Programa de Pos-graduacdo em Estruturas e
Construcédo Civil da Universidade de Brasilia, PECC/UnB.

No capitulo 3 é feita a deducdo matematica da formulacdo corrotacional unificada de um
elemento de viga a partir do principio dos trabalhos virtuais. S&o definidas as variaveis cinematicas
do problema, necessarias para montagem do vetor de deslocamentos globais e do vetor de forcas
nodais, também em coordenadas globais. A partir da aplicacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais
(PTV) séo estabelecidas correlacdes entre as variaveis definidas para o sistema local do elemento
e o sistema global de referéncia. Com isso, € obtida a matriz de rigidez tangente do elemento, a
partir da variagéo virtual das expressdes que correlacionam o vetor de deslocamentos com o vetor
de cargas, sendo utilizadas matrizes de transformacao para estabelecer as correlacfes entre as

matrizes de rigidez do elemento e a matriz de rigidez tangente global.

O capitulo 4 traz a deduc¢do da parcela da matriz de rigidez tangente correspondentes as
distintas teorias de viga consideradas, denominada matriz de rigidez eléstica, a partir do
estabelecimento de diferentes fungdes de forma para cada tipo de elemento aqui estudado.

O capitulo 5 tem por objetivo validar a formulacdo aqui apresentada, estabelecendo um

comparativo com resultados numéricos obtidos em trabalhos ja consolidados na literatura.

Por fim, as consideracgdes finais constam no capitulo 6, no qual os resultados obtidos no
presente trabalho sdo abordados de forma critica, ressaltando sua e reconhecendo as limitacdes
daquilo que é proposto. Além disso, sdo apontadas sugestbes de trabalhos que podem ser
desenvolvidos em complementacdo a esta producdo cientifica, a fim de ampliar a gama de

problemas que podem ser resolvidos pela formulacgdo aqui definida.



2. REVISAO DE LITERATURA

A formulacdo corrotacional tem como base o principio teérico oriundo da aplicacdo do
teorema da decomposicdo polar de Cauchy, ilustrado na Figura 2-1. Segundo este, o tensor
gradiente de deformacdo F pode ser decomposto em duas parcelas: uma delas é responsavel pelo
movimento de corpo rigido Q, enquanto a outra corresponde a mudanca nas dimensdes do corpo,
definida como estiramentos. Matematicamente, tem-se a relacdo da equacdo (2.1), sendo U
definido como o tensor de estiramento direito, enquanto V representa o tensor de estiramento

esquerdo.

F=QU=VQ (2.1)

Figura 2-1: Contribuicdo de U, V e Q na deformacéo e rotacdo de um cubo de volume unitario
(adaptado de Reddy, 2013)

Cubo deformado

Configuracio de / Configuracio
referéncia Q\ v final

(cubo de aresta
unitaria)

Cubo rotacionado

Partindo deste fundamento, a formulacdo do MEF utilizada passa por uma modifica¢do na
qual é estabelecido um sistema de eixos local para cada elemento finito ao invés do sistema Gnico
global para a estrutura. Simultaneamente, admite-se que os deslocamentos deformacionais do
elemento sdo infinitesimais, isto é, de pequena magnitude se comparados com os deslocamentos
de corpo rigido sofridos pelo sistema de eixos locais do elemento. Embora possa parecer limitadora
a principio, esta hipétese €, na verdade, um fator determinante para o sucesso da formulacao
corrotacional. Desde que se tenha um problema com material linear elastico, € possivel a
reutilizacdo de elementos finitos lineares em problemas envolvendo nédo-linearidade geomeétrica,
e caso a hipotese de material linear elastico ndo seja atendida para um elemento em particular, o
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mesmo pode ser subdividido em mais elementos por meio de um refinamento da malha, a fim de

evitar perda de precisdo na analise (Menin, 2006).

Menin (2006) compila uma serie de vantagens do emprego da formulagdo corrotacional

em relacdo as formulacGes lagrangeanas na andlise ndo linear de estruturas, enumeradas a seguir:

Eficiéncia no tratamento de problemas envolvendo grandes rotacbes e pequenas
deformacdes, lembrando que este assunto estd associado a uma grande variedade de
problemas praticos de engenharia estrutural, sendo particularmente importante em
estruturas aeroespaciais;

Permite a reutilizacdo de bibliotecas de elementos finitos lineares pré-existentes em uma
analise ndo-linear geométrica de estruturas, em especial se a formulagdo EICR (Element
Independent Corrotacional Formulation) for empregada;

Facilidade no estudo de ndo-linearidades materiais caracterizadas por pequenas
deformacdes, juntamente com néo-linearidades geométricas;

Facilidade de adaptacdo ao estudo de elementos estruturais com graus de liberdade de
rotacdo (vigas, placas e cascas) submetidos a grandes rotagdes, lembrando que tais
elementos sdo razoavelmente complicados de serem estudados com descri¢fes cinematicas
lagrangeanas;

Facilidade de interface com programas envolvendo multibody dynamics (MBD).

Ainda de acordo com Menin (2006), dentre as desvantagens da formulacéo corrotacional,

Se enumeram:

A formulacédo corrotacional ndo é vantajosa no estudo de problemas envolvendo grandes
deformacoes plasticas;

Pode levar a uma matriz de rigidez tangente ndo simétrica para elementos com graus de
liberdade de rotacdo no espaco. Entretanto, conforme ja foi apresentado por Cole (1990),
Crisfield (1990), Nour-Omid & Rankin (1991) e Menin & Taylor (2005a), pode-se utilizar
processos de simetrizacdo sem prejudicar a precisdo dos resultados ou o grau de
convergéncia da solucdo;

Envolve formulagdes matematicas mais complexas na avalia¢do dos graus de liberdade de
rotacéo;

A formulacéo é eficiente somente para o caso de elementos finitos com geometria inicial

simples: elementos de trelicas e vigas contendo dois nds e elementos de placas ou cascas
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contendo trés ou quatro nos. Para elementos com geometrias mais complexas, o nivel de
dificuldade aumenta. Felizmente, os elementos com geometria mais simples séo,
geralmente, os elementos utilizados com maior frequéncia na analise n&o-linear geométrica

de estruturas.
2.1 HISTORICO DA FORMULAGCAO CORROTACIONAL

Segundo Felippa (2005), a primeira publicacdo a tratar daquela que viria a ser conhecida
como formulagéo corrotacional nos dias atuais foi escrita por Truesdell e Toupin (1960), numa
abordagem de problemas de fluxo de tensdo pela teoria de campos classicos no contexto da
mecanica dos meios continuos. Argyris (1965) traz uma abordagem pioneira do conceito de
decomposicdo dos movimentos de corpo rigido e deformacionais, que foram inicialmente
denominados de “aproximag¢do natural”. Os principios teodricos estabelecidos nesses trabalhos
serviram de sustentacdo teorica para os trabalhos que viriam a ser desenvolvidos nas décadas

seguintes e nos dias atuais.

Belytschko e Hsieh (1973) estudaram elementos finitos de viga submetidos a grandes
rotacOes e propuseram um método baseado em um sistema de coordenadas curvilineas (convected
coordinates). Fraeijs de Veubeke (1976) introduziu o conceito de configuragdo sombra (shadow)
no estudo da analise dindmica para estruturas flexiveis aporticadas na industria aeronautica. Sua
formulacdo valeu-se mais de solu¢bes do que de uma formulacdo numérica de elementos finitos.
No trabalho citado, utilizou-se um Unico sistema de eixos corrotacionais para a estrutura como um
todo, e tal abordagem acabou gerando uma série de dificuldades, de modo que o conceito de

“configuracdo fantasma” foi substituido pelo conceito de “elemento sombra” (shadow element).

Rankin e Brogan (1986) introduziram a formulacdo EICR, que foi posteriormente refinada
por Rankin e Nour-Omid (1988), e Nour-Omid e Rankin (1991). e implementada no programa
STAGS. A formulagido EIRC nao faz uso explicito do conceito “shadow element” na obtengao dos
deslocamentos deformacionais, utilizando em vez disso operadores de projecdo. Este processo é
bastante similar ao que foi utilizado por Bergan e Nygard (1989). Estes autores usaram a
formulacdo corrotacional para obter uma matriz de rigidez tangente consistente. A formulagéo
proposta por Nour-Omid e Rankin (1991) ainda apresentava restricdes no nimero de grau de
liberdade que poderiam participar na rotacdo do sistema de coordenadas do elemento e manter
simultaneamente a consisténcia da matriz de rigidez tangente. Haugen (1994) resolve este

problema desenvolvendo um trabalho aplicado ao estudo de cascas planas discretizadas por
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elementos triangulares e quadrangulares, que apresentavam o grau de liberdade de rotacdo
torcional, combinando a natureza invaridvel da formulacdo de Bergan com o equilibrio e a
consisténcia da formulacdo de Rankin. Ao fim da década de 80, Cardona (1989) utilizou o conceito

de formulacéo corrotacional no estudo de mecanismos.

Crisfield (1990) apresentou uma formulacdo consistente para a analise nao linear
geométrica de porticos espaciais. Peng e Crisfield (1992) apresentaram uma formulacao
consistente para o estudo de estruturas de cascas, utilizando uma combinagdo do elemento
triangular de membrana com deformagdes constantes e do elemento triangular de placa com
curvatura constante. Crisfield e Moita (1996) apresentaram um procedimento tedrico inicialmente
voltado para o estudo de elementos finitos sélidos, que em seguida fora modificado para abranger

0 estudo de vigas e porticos espaciais.

Pacoste e Eriksson (1996) e Pacoste (1998) apresentaram uma formulagéo corrotacional no
contexto do estudo de instabilidades. No primeiro, estudaram-se problemas de instabilidade para
elementos de viga no plano e no espaco, comparando as descricdes lagrangeanas total e
corrotacional. Foram avaliados oito exemplos numéricos planos e espaciais, e percebeu-se que 0s
exemplos que fizeram uso da formulagéo corrotacional apresentaram melhor taxa de convergéncia.
Com isso, concluiu-se que ndo era suficiente aumentar o nimero de graus de liberdade dos
elementos ou refinar a malha no tratamento de fendmenos complexos como a instabilidade de
estruturas. No segundo, Pacoste fez estudos de instabilidade de cascas utilizando elementos finitos
planos e triangulares de trés nds e seis graus de liberdade por nd. O autor seguiu a formulacéo de
Rankin e Nour-Omid (1988) por meio da utilizacdo de projetores e implementou uma
parametrizacdo das rotaces finitas no espaco. Tal procedimento levou a uma mudanca adicional
de variaveis, de modo que as variaveis relacionadas as rotacdes no espago fossem transformadas
em grandezas aditivas e, com isso, tornaram-se desnecessarios eventuais procedimentos de

atualizacao.

Nos anos 90 e 2000, Felippa e seus colaboradores publicaram uma série de artigos: Felippa
e Militello (1992), Felippa e Alexander (1992), Felippa (2000), Felippa e Park (2002), Felippa
(2003) e Felippa e Haugenn (2005). Nestes trabalhos, os autores propuseram a formulacéo de um
elemento triangular de trés nds com nove graus de liberdade, incluindo a rotagdo torcional, para
parametrizar os principios variacionais. Esses principios serviriam como uma espécie de base
unificada para diversas técnicas de deducdo de elementos que viriam posteriormente, tal qual a

Formulacdo Livre (Free Formulation - FF), Formulacdo Livre Estendida (Extended Free
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Formulation - EFF) e Formulacdo de Deformacdo Deviatéria Natural (Assumed Natural
Deviatoric Strain - ANDES).

Battini (2008) apresentou um elemento ndo-linear corrotacional plano de baixa ordem para
andlise de estruturas sob grandes deslocamentos e pequenas deformacdes, evidenciando as
vantagens obtidas utilizando elementos de baixa ordem para analises em grande escala, isto &,
problemas que acabam gerando grande custo computacional devido seu elevado nimero de nos e

graus de liberdade.

Krenk (2009) aborda uma formulagdo corrotacional utilizando um elemento de viga
unificado Bernoulli-Timoshenko, por meio do uso dos modos de deformacédo natural. Na obra, é
demonstrado que sua formulacgéo é capaz de livrar os elementos do inconveniente do travamento
por cisalhamento, conhecido como shear locking. Tal fendbmeno é caracterizado pela ocorréncia
de deslocamentos de flexd&o menores relacionados ao enrijecimento do elemento, este provocado
pela inabilidade do elemento de obter deformacdes de cisalhamento nulas mesmo em casos que

apresenta geometria esbelta.

No panorama mais atual pode-se citar alguns trabalhos em que é feita aplicacdo da
formulacdo corrotacional utilizando outros métodos de discretizacdo. Em Yaw et al. (2009) séo
demonstradas aplica¢bes da formulacdo corrotacional e de métodos sem malha na anélise de
solidos bidimensionais incluindo efeitos de ndo linearidade fisica e geométrica. Este trabalho é o
primeiro na literatura a tratar de métodos sem malha no contexto da formulagdo corrotacional. O
trabalho de Xu et al (2012) apresenta, também de forma pioneira, uma formulagéo corrotacional
com aplicacdo do Método dos Elementos Finitos Estendidos (XFEM) para tratar de problemas de
ndo linearidades severas relativas a conexdes por pinos e rotulas plasticas, abrangendo tanto

deformagcdes infinitesimais quanto deformacdes finitas.
2.2 ESTADO DA ARTE

Dentre as formulagdes do tipo lagrangeana, a formulacdo corrotacional é a menos
desenvolvida, o que se justifica pelo fato de ser também a mais recente dentre aquelas. Embora
ndo muito explorada no Brasil, percebe-se o grande interesse dos pesquisadores em todo 0 mundo

em consolidar a formulagéo corrotacional para a analise ndo linear geométrica de estruturas.

O processo de consolidacdo da formulagdo corrotacional nos Gltimos anos permaneceu
firme, apesar do desenvolvimento de técnicas relativamente mais recentes de modelagem numérica
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que demandam interesse e dedicacdo por parte dos pesquisadores atuantes na area de mecanica
computacional, como, por exemplo, a formulacao posicional, método dos elementos de contorno,
métodos sem malha, além do método dos elementos finitos estendidos (XFEM) e método dos
elementos finitos generalizados (GFEM). O gréfico da Figura 2-2 foi elaborado a partir de dados
extraidos da plataforma Google Scholar, no qual tem-se o nimero de trabalhos retornado em cada
um dos ultimos 11 anos quando efetuada uma busca com o termo “co-rotational finite element
nonlinear analysis”, que em tradug&o livre, pode ser escrito como “analise ndo linear via elementos
finitos com uma formulagao corrotacional”.

Figura 2-2: Numero de trabalhos com o tema “analise ndo-linear via MEF corrotacional” nos
ultimos anos

"CO-ROTATIONAL FINITE ELEMENTS NONLINEAR
ANALYSIS"
GOOGLE SCHOLAR

B Numero de trabalhos
450

399

400
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200
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Para além do considerdvel numero de publicacGes, observa-se nos ultimos anos a
ocorréncia de trabalhos que ja ndo possuem como objetivo principal dar contribuicbes ao
desenvolvimento tedrico da formulacdo propriamente dita, mas sim utilizar-se da formulacao
corrotacional em aplicagdes diretas na resolucdo de problemas praticos da engenharia estrutural.
Em Flores et al. (2014), é proposto um modelo para simulacdo de voos de paraquedas considerando
0 acoplamento fluido-estrutura. Segundo o autor citado, devido a grande mudanca de geometria
durante a trajetdria, a simulacdo demanda que a malha seja redesenhada algumas vezes, o que gera
alto custo computacional e reduz a robustez do processo de solu¢do como um todo. Tais limitacGes
foram superadas a partir uma analise dindmica explicita, utilizando elementos corrotacionais de
cabo e de membrana para a estrutura do paraguedas e elementos de contorno na modelagem do

fluido circundante. Em Jia e Liu (2018), é apresentada uma formulacgdo corrotacional aplicada a
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simulacdo do fenbmeno da endocitose, um processo celular fisiologico de vital importancia do
sistema imunologico e metabdlico, relacionado a doencas como Alzheimer e cancer. A partir
destes, é demonstrada a versatilidade da formulacdo para tratar de modelos constitutivos mais
genéricos, acompanhando o avancgo nas areas de bioengenharia e biotecnologia nos Gltimos anos.
Nesse contexto, surgem problemas que requerem a modelagem computacional de sistemas
mecanicos compostos por tecidos vivos, cujas solucBes sdo elaboradas a partir da atuacdo do

pesquisador da &rea de simulagcdo numérica.

Na area de projetos de estrutura, Addessi et al. (2020) estabelece uma interface argamassa-
bloco modelada a partir de elementos de viga corrotacional na analise de estabilidade de elementos
em alvenaria estrutural armada. Possidenti et al. (2020) faz uma analise do problema de tor¢do em
vigas em situagdo de incéndio a partir de uma analise em elementos finitos de cinematica
corrotacional, com parametros de expansibilidade térmica conforme Eurocodigo EN 1993-1-2
(CEN 2005).

Recentemente, diversos pesquisadores tem trabalhado no desenvolvimento da formulacéo
com intuito de desenvolver elementos capazes de lidar com situagdes menos correntes. O trabalho
de Morord et al. (2019) apresenta elementos laminados de paredes finas capazes de simular o
comportamento de vigas compdsitas submetidas a grandes rotac6es. Heng et al. (2019) apresenta
uma formulacdo bidimensional para vigas rigidas com rotulas elasto-plasticas generalizadas
submetidas a carregamentos dindmicos de impacto, utilizando um processo de condensacao
estatica a fim de desconsiderar nds internos extras e seus correspondentes graus de liberdade. No
trabalho, a carga de impacto € aplicada a partir de um modelo de contato descrito no ambito de
ndo linearidades severas, em que as equacgdes de movimento sdo deduzidas a partir de diferentes
medidas diferenciais e ferramentas de analise convexa, nas quais a lei de impacto de Newton é
imposta pela instituicdo de um coeficiente de restituicdo capaz de contemplar perdas de energia.
Em Tang et al. (2020), foi deduzido um elemento de viga corrotacional de eixo curvo, 0 que
possibilita uma melhora na precisdo das analises de estruturas curvilineas em decorréncia da ndo
necessidade de aproximacao da geometria de estruturas curvas por trechos retos. Lanfeng e Zhang
(2020) deduziram uma formulagdo corrotacional capaz de resolver problemas dinamicos
envolvendo vigas deslizantes, através de uma abordagem energética e modelagem dos elementos
como um sistema de massa variavel. Tais situa¢fes estdo comumente presentes em problemas na
industria mecatronica, como antenas de aeronaves e bragos de rob6s, e na construcao civil em

dispositivos de dissipagéo de vibracdes sismicas em edificacdes.
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2.3 TRABALHOS DESENVOLVIDOS NO PECC/UNB

No ambito da Universidade de Brasilia e do Programa de P6s-graduacdo em Estruturas e
Construcdo Civil (PECC), Cortivo (2004) estudou problemas de ndo-linearidade fisica e
geomeétrica de estruturas de cascas finas, no dominio de pequenas deformacdes, adotando o modelo
elastoplastico por camadas baseado no critério de escoamento plastico de Von Mises. Menin
(2006) aplicou a descricdo cinematica corrotacional na analise ndo-linear geométrica de estruturas
discretizadas por elementos finitos de trelica, vigas e cascas. Dentre os trabalhos publicados pelo
autor, podem-se destacar: Menin e Taylor (2003a), que estudaram problemas de instabilidade de
porticos planos, discretizados com elementos finitos de viga de Euler-Bernoulli. Menin e Taylor
(2003b) e Menin et al. (2006), que estudaram o comportamento pds-critico de sistemas de barras
articuladas no plano e no espaco, utilizando distintas medidas de deformacdes. Menin e Taylor
(2004), que estudaram problemas de ndo-linearidade geométrica de porticos espaciais, baseando-
se no conceito de operadores de projecdo da formulacdo EICR. Finalmente, Menin e Taylor
(2005a) e Menin e Taylor (2005b), que estudaram problemas de instabilidade em estruturas de
cascas, discretizadas com elementos finitos triangulares, com base em modificagdes feitas na
formulacdo EICR. Em parceria estabelecida entre pesquisadores da UFSC e UnB, Belo (2009)
desenvolveu elementos ANDES de casca com uma formulacdo EICR, capazes de contemplar
efeitos de ndo linearidades fisicas a partir da adaptacdo de um elemento linear de casca a um
modelo constitutivo de hiperelasticidade. Silva (2011) desenvolveu uma formulacédo corrotacional
para porticos planos considerando ndo linearidade geométrica e ndo linearidade fisica através da
implementacdo de um modelo constitutivo de plasticidade por camadas. Da Silva (2013)
desenvolveu um programa de elementos finitos para andlise estatica e dinamica ndo-linear
geomeétrica de pdrticos espaciais com o uso do elemento de viga 3D Euler-Bernoulli corrotacional,
implementando a formulacdo EICR. Cunha (2015) apresentou uma analise de vigas e pérticos
planos utilizando um elemento corrotacional de viga generalizado Bernoulli-Timoshenko, capaz
de superar o inconveniente do fendmeno de travamento por cisalhamento, e Oliveira (2016)
demonstrou a aptiddo da formulagdo em também lidar com estruturas de arco, através da
aproximacdo de trechos curvos por elementos retos. Silva (2019) utilizou uma formulacao

corrotacional em elementos enriquecidos de baixa ordem na analise inelastica de placas e laminas.
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3. FORMULAGCAO CORROTACIONAL UNIFICADA PARA ELEMENTO DE VIGA
2D

Para que uma abordagem via MEF seja considerada corrotacional, usualmente adota-se o
principio de decomposi¢do dos movimentos dos elementos estruturais em uma parcela de corpo
rigido e uma parcela deformacional, associado a existéncia de um sistema de coordenadas locais
que apresenta rotacOes e translacfes conjuntamente com o elemento. De maneira geral, tem-se
adicionalmente a hipotese de deformacdes infinitesimais, que sdo estabelecidas em relagéo a este
sistema local de referéncia. Contudo, é possivel admitir a ocorréncia de deformacdes finitas de
maneira aproximada em alguns casos, conforme De Borst (2012).

A formulacdo apresentada por Crisfiel (1991) e tem como base teorias de viga de Kirchhoff
e de Timoshenko, com a transformacdo dos deslocamentos definidos no sistema local para o
sistema global através da matriz de transformacéo B. Tal formulacdo foi tomada como referéncia
no desenvolvimento do trabalho de Silva (2011). J4 em Krenk (2009), a formulacédo corrotacional
apresentada obtém os deslocamentos locais a partir da superposicdo dos modos naturais de
deformacdo, e sua transformacéo para o sistema de coordenadas globais é feita a partir das matrizes
S e R. Esta formulacéo serviu como referéncia para os trabalhos de Cunha (2015) e Oliveira
(2016).

Desse modo, mesmo atendendo as condicdes estabelecidas no primeiro paragrafo, tem-se
que é possivel adotar diferentes abordagens matematicas, teorias cinematicas e relagdes
constitutivas para os elementos estruturais estudados. Em outras palavras, embora tomando um
ponto de partida comum (decomposicdo dos deslocamentos em deformacionais e de corpo rigido,
com associacdo de um sistema local de referéncia aos elementos), é possivel adotar caminhos
intermediarios ao longo do desenvolvimento da formulagéo, e ainda assim chegar ao mesmo ponto
final. A seguir, sera demonstrado que, apesar das diferencas admitidas para as formulacGes, 0s
resultados obtidos sdo similares, tanto do ponto de vista algébrico/matematico como do ponto de
vista numeérico, conforme ser4 mostrado no capitulo 5, o que permite definir uma formulacéo

unificada.
3.1 DEFINICAO DAS VARIAVEIS CINEMATICAS

As variaveis cinematicas tomadas como referéncia para a formulacdo corrotacional aqui

definida, para elementos de viga 2D, sdo mostradas na Figura 3-1. Nela, tem-se ilustrado o
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elemento na sua configuracdo inicial a esquerda, e na configuracdo final a direita, isto €, apos

atingir uma nova configuracédo de equilibrio devido o processo de carregamento.

Figura 3-1: Varidveis cinematicas do elemento de viga 2D.

(X,,V,) t

As coordenadas dos nds 1 e 2 (inicial e final) do elemento na configuracdo de referéncia
sdo (X1, Y1) e (X2, Y2), respectivamente. Na configuracdo deformada, as coordenadas nodais sdo
definidas por (xz, y1) e (X2, y2). Tal notacdo é baseada naquela comumente utilizada na mecénica
dos meios continuos, em que letras maiusculas referem-se a coordenadas materiais enquanto letras

minusculas definem coordenadas espaciais.

Tomando como referéncia a configuracdo deformada do elemento, o vetor de

deslocamentos globais é definido pelos deslocamentos nodais na forma:

ug = (ull V1, 911u21v2l HZ)T (31)

cujas componentes serdo obtidas pela soma dos deslocamentos de corpo rigido com os
deslocamentos deformacionais, estes definidos, a principio, em relacdo ao sistema local de
referéncia do elemento. Vale salientar que tal soma ndo ocorre de forma algébrica ou direta, visto
que sdo necessarias transformacdes das varidveis. Os deslocamentos do sistema de coordenadas
do elemento, que definem os deslocamentos de corpo rigido, devem ser transformados em
deslocamentos nodais, visto que a origem do sistema de coordenadas locais do elemento é

15



estabelecida em seu centro. Ja os deslocamentos deformacionais, por serem obtidos em relacdo ao

sistema local, precisam ser transformados para o sistema global.

A cada elemento é associado um sistema de coordenadas local de referéncia (xe, Ye), que
tem sua origem no centro do elemento e 0 acompanha durante seu movimento. Os deslocamentos
do sistema local definirdo o movimento de corpo rigido, conforme observa-se na Figura 3-2, e

compdem o vetor ur, definido a seguir:

U, = (U, vy, @)’ (3.2)

Figura 3-2: Deslocamentos do sistema local de referéncia

no qual ur e vy S0 as componentes translacionais em relagcdo aos eixos X e Y, respectivamente, e a
= [ - (% denota a rotacdo de corpo rigido, sendo fo a inclinacdo do elemento na configuracéo
inicial e 8 a inclinagdo da reta que une os dois nés do elemento na configuracdo atual. Tais angulos
podem ser obtidos a partir de correlagdes trigonomeétricas entre os deslocamentos e 0 comprimento
do elemento em sua configuracéo inicial e atual, respectivamente, conforme pode-se perceber na

Figura 3-1 e se mostra nas expressoes seguintes:

cosfly = — (3.3)



senfy = — (3.4)

cosp = ———=—= (3.5)

Yo1 + v _Ya (3.6)
l l .

sendo lp 0 comprimento inicial e I o comprimento atual do elemento, dados pelas expressoes:

lo = 1’X212 + Y212 (3-7)

L= (X1 + Uupp)? + (Yay + v51)2 (3.8)
de modo que:
X=X, — X; (3.9)
Y=Y, -V, (3.10)
Uyy = Uy — Uy (3.11)
Uy =Vp — 1y (3.12)

A fim de estabelecer relacdo direta entre a rotacdo de corpo rigido a e os deslocamentos
nodais do elemento, sdo estabelecidas algebricamente as seguintes correlacbes entre senos e

COSSenos:

sena = cosfysenfl — senfS,cosf (3.13)

cosa = cosfycosf3 — senfysenfs (3.14)

A partir das correlagdes estabelecidas em (3.3) a (3.6), pode-se reescrever as equacoes
(3.13) e (3.14) da forma seguinte:

17



cosa = 2% (3.15)
N/
sena = 221 (3.16)
[yl
X31 = Xp1X21 + Y2121 (3.17)
Va1 = X21Y21 — Ya1X21 (3.18)

sendo as coordenadas x;, e y;, relacionadas a diferenca entre as translacdes dos nds do elemento
nas direcdes x ey, respectivamente. Pode-se ainda estabelecer a relagdo conforme descrito em
(3.19), de modo que a rotacdo de corpo rigido serd dada como apresentado na Equacéo (3.20).

a 1-—cosa

tan— = ——— (3.19)
2 sena
1—cosa ol — x5
a = 2tan”! (—) =2tan~! <¥) (3.20)
sena Vo1

Como pode-se observar, a expressao (3.20) é singular nos casos em que y5, = 0, sendo
entdo atribuido o valor de #= 0 para x;, = lol ou @= 7 para x5, = —lol. Com 0 objetivo de admitir
qualquer magnitude no valor dos angulos relativos as rotacdes deformacionais, as expressoes
constantes em (3.28) e (3.29) devem ser reescritas utilizando a fungdo médulo, conforme constante
em (3.21) e (3.22).

0, =40, +n)—n (3.21)

A funcdo moédulo assume um valor arbitrario no intervalo /0, 2x], e o ultimo termo
reestabelece a simetria em relacéo ao valor zero, podendo assim superar a ocorréncia de problemas
de divergéncia quando o elemento venha a sofrer rotacbes multiplas de +z. Na Figura 3-3 é
ilustrada a aplicacdo da funcdo modulo definida nas equagdes (3.21) e (3.22) para angulos de valor

arbitrario no intervalo /0, 20x], o que corresponde a 10 voltas em um circulo de raio unitario.
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Figura 3-3: Funcdo modulo para angulos arbitrarios.

F=mod(f+m)—m
A

Considerando que a origem do sistema de coordenadas locais situa-se no centro do
elemento tanto na configuracdo inicial quanto na configuracéo atual, e a variacdo do comprimento
do elemento serd distribuida uniformemente, pode-se definir as componentes do vetor de

deslocamentos de corpo rigido ur e vr em funcéo dos deslocamentos nodais, tal que:

u Xt XNHX w ity (3.23)
T2 2 2
" Yyt LA vty (3.24)
T2 2 2

0 que permite reescrever o vetor de deslocamentos de corpo rigido na forma:

( uZ + u1 3
2
Uy vy + vy
u, = {vr} = < 5 > (3.25)
a .
[yl — x
2tan™?! <#>
\ Y21 /

A parcela deformacional do movimento é dada pelo vetor de deslocamentos locais como
19



uy = (i,60,0,)" (3.26)

sendo % o deslocamento relativo entre os nos 1 e 2 na direcdo do eixo local x; 6, e 8, sdo as
rotacbes deformacionais dos nés 1 e 2, respectivamente. As componentes do vetor de

deslocamentos locais séo definidas conforme segue:

u=10-1, (3.27)
6, =6, —a (3.29)

Ao vetor de deslocamentos globais, esta associado um vetor de cargas globais, definido

como:

fg = (fxllfyl'mzl'foIfyzrmzz)T (330)

que tem suas componentes definidas a partir da transformacéo do vetor de esforcos internos pela

matriz B, definida no proximo item.
3.2 RELACAO ENTRE VARIAVEIS LOCAIS E GLOBAIS

A partir da definicdo de um sistema local para que sejam calculados os deslocamentos
deformacionais, se faz necessario estabelecer uma correlacdo entre as varidveis locais e as
variaveis globais. Tal correlacdo € obtida a partir do teorema dos trabalhos virtuais, aplicando uma

variacdo virtual nos deslocamentos locais, tal que:

8t = 6l = (—cosp, —senp, 0, cosp, senf, 0)" su, (3.31)
56, = 66, — 5o = 56, — 6 (3.32)
50, = 56, — 6a = 50, — 6B (3.33)

A equacdo (3.31) é obtida a partir da diferenciacdo da equagdo (3.8), que define o
comprimento atualizado do elemento, em relacdo aos deslocamentos globais. Por outro lado, a
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variacdo virtual de £ é calculada diferenciando a equacdo (3.6) em relacdo aos deslocamentos

globais, assumindo a forma:

_ 1

6p = 7 (senp, —cosp,0,—senp, cosp, 0)"suy, (3.34)

Reagrupando na forma matricial as relacdes entre as variacfes virtuais das variaveis locais

e globais, se define a matriz de transformacdo B como:

duy = Béuy (3.35)

—cosfp —senfS 0 cosf senf O]
| (3.36)

B=[_senﬁ/l cosﬁ/l 1 senﬁ/l _cosﬁ/l 0
Il_senﬁ’ /l cosf /l 0 senf /l __cosP /l 1 J

O trabalho realizado pelos esforcos internos esta diretamente relacionado a energia de
deformacéo dos elementos, enquanto o trabalho das forgas externas sera funcéo dos deslocamentos
nodais ocorridos. Para obter a relacdo entre os esforcos internos e os esfor¢os globais imp&e-se

que o trabalho virtual realizado por ambos seja igual, de modo que

V =6ulf,=06ulf,=06ulB"f, (3.37)

Sendo a igualdade descrita em (3.37) valida para qualquer valor arbitrario de dug tem-se

que:

fqo=B"fq (3.38)

onde o vetor de esforgos internos fq = (n, m1, mz)™ depende da definigdo do tipo de elemento de

viga utilizado, que serdo definidos no préximo capitulo.
3.3 ESFORCOS NODAIS EM COORDENADAS LOCAIS E GLOBAIS

A combinacéo dos esforcos internos gera um vetor de forcas nodais que se expressa tanto

em coordenadas locais quanto em coordenadas globais, conforme consta na Figura 3-4.
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Figura 3-4: Vetor de esfor¢cos nodais. a) Em coordenadas globais. b) Em coordenadas locais. c)
Autoequilibrados

A relacdo entre os esforcos internos e o vetor de forgcas nodais expresso em coordenadas

locais sera estabelecida a partir da matriz de transformacéo S. Assim:

fe=Sfa (3.39)
-1 0 0
[0 i 1/1}
_lo 1 0
s=19 5 0 (3.40)
0 -1/l —1/1
0 0 1

E importante destacar que ao assumir £ = 0 na equacéo (3.36), ou seja, a ocorréncia de
rotacéo de corpo rigido nula, chega-se a igualdade BT = S. A relagdo entre o vetor de for¢as nodais
em coordenadas locais e o vetor de forcas nodais em coordenadas globais, mostrado na Figura

3-4b, respectivamente, é dada por:

fq = Rf. (3.41)

na qual R é a matriz de rotacdo do sistema de coordenadas locais para o sistema de coordenadas

globais para elementos planos, dada por:
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rcosff —senf 0 0 0 07
senf cosf O 0 0 0
_|1 0 0 1 0 0 0
k= 0 0 0 cosp —senf O (3.42)
0 0 0 senff cosp O
0 0 0 0 0 1

Finalmente, substituindo a equacdo (3.39) em (3.41), se obtém a relacdo entre os esforcos

internos e o vetor de forcas nodais em coordenadas globais, que se escreve como

fg=RSfq (3.43)

Comparando as equacdes (3.38) e (3.43), percebe-se que BT = RS para quaisquer valores

n&o nulos de 2.
3.4 MATRIZ DE RIGIDEZ EM COORDENADAS GLOBAIS

A relagdo entre as variages virtuais do vetor de forgas globais e do vetor de deslocamentos

globais é descrita por:

5fy = Kéu, (3.44)

sendo K a matriz de rigidez tangente global, que sera obtida diferenciando a equacao (3.38), o que

resulta na expressao:

8fy = BT8fq +6BTfq = B'Sf 4 + néby + m,8b, + m,8b, (3.45)

sendo by, b, e bz a primeira, segunda e terceira coluna da matriz BT. Para auxiliar a deducdo

algébrica da matriz de rigidez tangente, sdo definidos os seguintes vetores auxiliares:

r = (—cosp, —senp, 0, cospB, senf3,0)" (3.46)
z = (senpB, —cosf, 0, —senf, cosf3, 0)T (3.47)

cujas variagoes virtuais sdo, respectivamente:
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or = z6pB (3.48)
6z = —rdép (3.49)

Tomando como referéncia os vetores auxiliares, podemos reescrever as equagdes (3.31) e

(3.34) da seguinte forma:
5u =6l =r"éu, (3.50)
Lo 3.51
5B = 72 Su, (3.51)

Para esta notacéo, os vetores by, b2 e bz se escrevem como:

b,=r (3.52)

1
b, =(0,0,1,0,0,0)" — 72 (3.53)

1
b, = (0,0,0,0,0,1)" — 72 (3.54)

cujas variacdes virtuais sao dadas por:
_sr == (3.55)
6b1—5r—7(z®z)5ug :
1 6l 1

8by =8bs = —782+ 2= (r@z+z @1y (3.56)

O primeiro termo da equacdo (3.45) é calculado ao introduzir a matriz de rigidez elastica
local Kg, que, como ja dito anteriormente, depende do tipo de elemento de viga adotado e sera
calculada no proximo capitulo. Por outro lado, a relacdo entre a variagdo virtual dos esforgos

internos e os deslocamentos globais € definida por:

5fd = Kd5ud = Kstug (357)

24



e finalmente, a partir das equacdes (3.44), (3.45), (3.55) e (3.56), obtém-se a expressao da matriz

de rigidez tangente global como:

K=BTKdB+?(z®z)+li2(m1+m2)(r®z+z®r) (3.58)

O primeiro termo da equacdo (3.58) representa a matriz de rigidez material. Da mesma

mq+ms,

forma, levando em conta que o esforco cortante se define como Q = , conforme constante

na Figura 3-4c, a matriz de rigidez geométrica global pode ser escrita mediante a seguinte
expressao:
N
Kg=7(2®z)+%(r®z+z®r) (3.59)

3.5 MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE EM COORDENADAS LOCAIS

A relacdo entre as variacdes virtuais do vetor de forcas e do vetor de deslocamentos

expressos em coordenadas locais pode ser escrita como:

5f. = K,6u, (3.60)

Levando em consideracdo o elemento de viga 2D em sua configuracdo deformada atual,
conforme consta na Figura 3-5, e é aplicada uma variacdo infinitesimal de deslocamentos a partir
desta configuracdo de equilibrio, a variacdo infinitesimal da rotacdo de corpo rigido e do

comprimento do elemento se escrevem, respectivamente, conforme o seguinte:

e e
_ 6v; — vy

5B = l (3.61)

51 = dug — suf (3.62)

onde (dU1®, d1®, du.°, Jv-°) sdo as componentes da variacdo virtual dos deslocamentos nodais

descritos em coordenadas locais.
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Figura 3-5: Movimento incremental do elemento de viga 2D
3 + (513

V¢

Por outro lado, lembrando que o trabalho interno ndo varia em relacdo aos diferentes
sistemas de coordenadas e levando em consideracdo a equacao (3.39), a variacdo do trabalho

interno pode ser escrita como:

8V = Sulf, = SulSf, = Sulf, (3.63)

onde sul; = (61, 60,,60,) é avariagdo virtual da parte deformacional do movimento do elemento
de viga 2D. A ultima igualdade se cumpre para qualquer valor arbitrario de f4, 0 que implica na

relacao:

Suy; = STéu, (3.64)

A variacdo virtual do vetor de forgas expresso em coordenadas globais dado pela equacao
(3.43) se escreve como:

0fy, =RS5f,+ R6Sf, + 6RSf, (3.65)
com:
—senf —cosf 0 0 0 07
cosfp —senfi 0 0 0 0
— 0 0 0 0 0 0
OR = 0 0 0 -—senf —cosp 0 op (3.66)
0 0 0 cosp —senf O
0 0 0 0 0 0-
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0 0 0
0 —1/12 —1/12
_lo 1 0
5s=lo o o |9 (3.67)
0 1/12 1/12
0 0 0

Tendo em conta as equacgoes (3.57) e (3.64), a equacéo (3.65) pode ser reescrita da seguinte

maneira:

5f. = SK,ST5u, + (35 + RTSRS)f (3.68)

Finalmente, de posse da equacédo (3.60), a matriz de rigidez tangente em relacédo ao sistema

de coordenadas locais pode ser escrita como:

K, =SK; ;ST + K, (3.69)

onde o primeiro termo, como dito anteriormente, representa a matriz de rigidez material, enquanto
K: é a matriz de rigidez corrotacional, que representa o efeito da variacdo da rotacdo de corpo
rigido do sistema de coordenadas local e do efeito do esforco cortante devido a variacdo no

comprimento do elemento, que de acordo com as equacdes (3.55) e (3.56) se define como:

K,du, = (55 + RTSRS)f (3.70)

De acordo com as equacdes (3.50) e (3.51), percebe-se que a variacdo da matriz de
transformacdo S depende da variavel dl e a variacdo da matriz de rotacdo R depende de J4. Tendo

em conta as equaces (3.61) e (3.62), apds algum desenvolvimento algébrico, chega-se a

0 Q 0 0 -0 0
Q N 0 -Q —-N 0
_1l0 0 0 0 o0 0
K:=1o 200 0 0 o (3.71)
~Q -N 0 Q N 0
0 0 0 0 0 0

27



Esta matriz faz parte da matriz de rigidez geométrica completa do elemento de viga 2D
como se demonstrara posteriormente. Para =0 as equacdes (3.46) e (3.47) podem ser reescritas

como:

r=(-10,0,1,0,07 = (—e;, e))7 (3.72)
z=1(0,-1,0,0,1,0)T = (—ey, e;,)T (3.73)

Substituindo as equacdes (3.72) e (3.73) na equacéo (3.59), chega-se na seguinte expressao:

_N/—e, —e, Q/—e; —e, —e, —ey 3.74
Kg_T({ez}®{ez})+7({e1}®{e2}+{ez}®{e1}) (3.74)

Ao desenvolver algebricamente a equacéo (3.74), chega-se na expressdo da matriz K dada

pela equacéo (3.71). Portando, demonstra-se que a formulagéo corrotacional descrita nas se¢des

3.3 e 3.5 é um caso particular, para £ = 0, da formulacdo corrotacional descrita no item 3.4. Para

os demais valores de /4, ambas sdo idénticas. Finalmente, para obter a matriz de rigidez tangente

em coordenadas globais utiliza-se a matriz de rotacdo dada em (3.42), de modo que:

K, = RK,RT (3.75)

Por outro lado, a matriz de rigidez elastica Kq é obtida por meio da diferenciacdo dos

esforcos internos fq em relagdo aos deslocamentos locais ug, tal que:

r on on on 7
ou 08, a6,
K, = |0 Om Omy (3.76)
“"ou 06, a0,
dm, dm, Jdm,
[ du 06, 06,

No préximo capitulo serdo obtidas as matrizes de rigidez elasticas para os elementos de
viga de Euler-Bernoulli, de Timoshenko e Euler-Bernoulli ndo linear. O primeiro é definido a
partir da formulacdo classica de Euler-Bernoulli utilizada na analise linear de estruturas e
resisténcia dos materiais; o segundo elemento é obtido considerando uma relagdo entre 0s

deslocamentos e a curvatura, além das deformagdes por cortante e esforco axial, a partir de fungoes
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de interpolacdo lineares; no terceiro, leva-se em consideracdo o acoplamento entre os efeitos dos

esforcos de flexdo e axial, que gera coeficientes ndo lineares na matriz de rigidez elastica.
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4. MATRIZ DE RIGIDEZ ELASTICA PARA DIFERENTES TEORIAS DE VIGA
4.1 ELEMENTO DE VIGA EULER-BERNOULLI

O movimento deformacional deste elemento é descrito pelas seguintes fungdes de forma:

7 (4.1)

2
lo lo \lo

E importante destacar que os deslocamentos transversais vi e vz sdo nulos, devido as
funcBes de formas estarem descritas em relacdo ao sistema de referéncia local na configuracao
deformada do elemento conforme consta na Figura 3-1. Por consequéncia disso, a curvatura e a

deformacéo de um ponto no interior do elemento se definem como:

0%v 4 x\° _ 2 x\ -
_0w (4 X 2. (4.3)

=22 ( lo+6lg> 91+< lo+6lg)02

ou u 4 X 2 2 X
=— —Ky=— ——6—=]| 0 ——6—=6 4.4
ET0x Y 10+y<<10 zg) 1+<lo zg) 2) 44

Ao aplicar uma variacdo virtual no vetor de deslocamentos locais, tem-se uma variagdo

virtual da deformacdo, e por consequéncia, a partir do principio dos trabalhos virtuais, tem-se:

14

n= fadA; m; = faydA; m, = —faydA (4.6)
A A

A

Assumindo que o = Eee substituindo a equacéo (4.4) nas relacdes estabelecidas em (4.6)

se obtém o vetor de esforcos internos, que é descrito como:
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( EA _ )
—1u
lo

n
fa= {ml} = ?(4@ + 26,) 4.7
0

"

Ef 20, + 46.
k10(1 2%

Agora, diferenciando cada componente do vetor de esforgos internos na equacao (4.7) em

relagdo aos deslocamentos locais (i, 8, 8,), obtém-se a matriz de rigidez elastica dada por:

_EA —_

— 0 0

lo
AEl 2EI

Ka=|0 —— = (4.8)

0 0
2EI  4EI

O -

| b, o

4.2 ELEMENTO DE VIGA TIMOSHENKO

No elemento de viga de Timoshenko sdo usadas func¢des de interpolacdo lineares para 0s

deslocamentos u, v e #no sistema de referéncia local como:

w=% (4.9)
lo
x\? _ 2 _
v=x<1——) 91+x—(f—1)92 (4.10)
lo lo \g
X\ — X _
lo lo

A curvatura, a deformacdo por corte e a deformagdo axial sdo dadas, respectivamente, por:

69 9_2_6_1
K=—=

4.12
dx [y (4.12)

av X\ _ X _
y=o—0=—(1-2)8, -4, (4.13)



_Ou _u 6,6,
“ox YT T

¢ y (4.14)

As equacodes constitutivas se definem como o = Ese 7= Gp. Os esforgos internos séo
calculados usando o principio dos trabalhos virtuais considerando as deformagfes por cortante.

Assim, tal principio pode ser escrito como:
SV = f(a&s + ©8y)dV = néu + m,;66, + m,866, (4.15)
14

Além disso, as variagdes virtuais dy e dsse calculam a partir das equacdes (4.13) e (4.14),

respectivamente, 0 que permite escrever que:

v [
14

Utilizando um Unico ponto de Gauss, x = lo/2, para evitar o bloqueio por cortante nas

L o lo

o (617 My) _¢ ((1 - f) 56, + f&@)] v (4.16)

equac0es (4.15) e (4.16), os esforc¢os internos sdo obtidos como:

o
n= j L dv = J odA (4.17)
4
o T Ly
m; = (—y - —) dV = | oydA —— | ©dA (4.18)
l,” 2 2
4 A A
o T Ly
m, = (—— - —) dV = — | oydA ——= | tdA (4.19)
lo 2 2
4 A A

Levando em consideracéo as equagOes constitutivas definidas anteriormente e as equacdes

(4.13) e (4.14), obtém-se a seguinte expressdo para o vetor de esforgos internos:

32



El _ _ 1 _ _
E(91 —0,) + ZGA10(91 + 0,)

EA
—Uu

lo

EI _ — 1 _ _

(4.20)

~~

Por ultimo, diferenciando cada componente do vetor de esforcos internos na equacao (4.20)

em relacéo aos deslocamentos locais, obtém-se a matriz de rigidez elastica, dada por:

rEA
— 0 0
lo
K;=10 EI+1GAZ E1+1GAZ 4.21
d — lO 4 0 lO 4 0 ()
E1+1GAZ E1+1GAZ
lob 4 % 1, 4 °)

4.3 ELEMENTO DE VIGA EULER-BERNOULLI NAO LINEAR

A denominacdo ndo linear refere-se ao acoplamento entre os efeitos do esforco axial e de
flexdo, o que resulta na obtencdo de coeficientes ndo lineares na matriz de rigidez elastica do

elemento. Portanto, a deformagdo em um ponto qualquer do elemento € dada por:

B — (4.22)

1 fou 1w
A (a*z(&) )d""‘y
0

onde & é uma medida de distribuicdo média de deformacdo axial ao longo do comprimento do
elemento, estabelecida com o objetivo de evitar o bloqueio por deformagdo de membrana. E
admitida a linearizacao da rotacdo do elemento, definida pela segunda derivada dos deslocamentos
verticais, pelo fato de assumir a hipétese de deformaces infinitesimais. Percebe-se que no
integrando da equacdo (4.22) constam parcelas tanto da deformacao axial quanto da rotacéo da
secdo transversal para o calculo da dita deformacdo. Usando as funcbes de interpolacdo dadas
pelas equacdes (4.1) e (4.2) e a definicdo de curvatura dada na equacéo (4.3), a equacéo (4.22)

pode ser reescrita como:
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rile ltaa i taiy((Eo6X)a 4 624 (4.23)
e=p i T3t R Y| ( 2 , 2] '

cuja variacao virtual se expressa da seguinte maneira:

su 20,60, 0,80, 6,80, 26,50, 4 (2 x\ .
= — - — —— —— 6= 4.24
S¢e I +— = 20 0 T Y o 612 560, + o 613 50, (4.24)

Ao aplicar o principio dos trabalhos virtuais e tendo em conta a equacao (4.24), obtém-se

os esforcos internos como:

n= flfdv - fadA (4.25)

2 _ 1 _ 4 X 2 _ _
- =(— ——9>lf dA f dA .
my = (1591 309)f0dV+ ay(lo 6lz)dV (1591 3002)lo | 0 + | oy (4.26)
v a

A
2_ X dv—( ls 25)1 dA+f dA (4.27
ayg—g ——%14'1—52 ofa oy (4.27)
A A

Admitindo o=Ee¢ e utilizando as equacbes (4.25), (4.26) e (4.27), obtém-se o vetor de

esforcos internos da seguinte forma:

EAe
n E1(4é +26,) + EAl
-_— ee
fo= {ml} =t 2 0=t (4.28)
m El _ _
2 l—(201 + 46,) + EAlyee,
0
em que:
a1 - 1 _
=1L, 15 5% 39 500+ 50 (4.29)
2 1 _
e = E 1= %92 (430)



1 - 2 _
- il (4.31)
Por ultimo, diferenciando cada componente do vetor de esforcos internos na equacao (4.28)

em relacdo aos deslocamentos locais, obtém-se a matriz de rigidez elastica dada pela seguinte

expressao:

[ EA

N EAeq EAe,
0

4El 2 )\ 2EI 1

Kd = EA€1 T + EAlo (Ee + €1> T + EAlo (—%e + 81€2> (432)
2EI 1 4E] 2 )
_EA@Z T-I_EAIO (—%e+€1€2) T-FEAZO (1—5€+€2>

Observa-se que 0s termos e, e1ez, €12 e e2? sio fungbes quadraticas das variaveis 8, e 65,
portanto os coeficientes da matriz em (4.32) que possuem estes termos sao ndo lineares em reacéo

af,e0,.
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5. EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo serdo apresentados os resultados de simulagcGes numéricas realizadas com
os elementos obtidos no presente trabalho. As respostas serdo comparadas com aquelas
apresentadas por outros autores em trabalhos ja consolidados, de modo a validar a formulagéo aqui
obtida.

Para realizar as andlises ndo linear geométricas dos exemplos apresentados neste capitulo,
utilizou-se um cédigo computacional em linguagem Fortran denominado 2Dbeam_nl.f90. Na
apresentacéo das trajetorias de equilibrio, serdo convencionadas as siglas EB para o elemento de
viga Euler-Bernoulli; EBNL para o elemento de viga Euler-Bernoulli ndo linear; e Tl para o
elemento de viga Timoshenko. Em todos os exemplos foi admitida uma tolerancia de convergéncia
de 10°. O objetivo é demonstrar o desempenho destes elementos de viga para reproduzir o

comportamento diante das ndo linearidades severas caracteristicas de alguns sistemas estruturais.

E importante ressaltar que dentre os trés elementos de viga aqui apresentados, o elemento
de viga Timoshenko é o menos refinado, pois utiliza func@es de interpolacéo lineares, enquanto o
elemento de vige Euler-Bernoulli ndo linear é o mais refinado, pois além de utilizar funcdes de
interpolagéo de terceiro grau, ainda considera o acoplamento entre os efeitos dos esforgos axiais e
de flexdo. Em consequéncia disto, a resposta ndo linear de um sistema estrutural obtida utilizando
0s trés tipos de elemento sé sera a mesma se a magnitude das deformacdes for infinitesimal; se as
deformac6es forem pequenas ou medianas, a resposta sera ligeiramente distinta. Além do mais,
conforme sera visto nos exemplos, os elementos de viga aqui descritos possuem a habilidade de
lidar com grandes translacdes e rotacGes de corpo rigido, e o elemento de viga Timoshenko nédo

apresenta bloqueio por cortante.
5.1 VIGA ENGASTADA SOB FLEXAO PURA

O seguinte exemplo ilustra a habilidade da formulacdo desenvolvida no presente trabalho
em lidar com grandes rotagdes e translagGes de corpo rigido devido a aplicacdo da fungdo modulo
definida nas equag0es (3.21) e (3.22). Tem-se uma viga engastada, sujeita a um momento fletor
em sua extremidade livre, que se enrolara em circulos de raio cada vez menores a medida que
cresce o valor do momento aplicado. Na Figura 5-1 sdo detalhadas as propriedades geométricas e
mecanicas da viga, que foi discretizada em 10, 20 e 40 elementos. Foram utilizadas malhas mais

refinadas a fim de obter uma melhor aproximac&o para os circulos de raio menor. Observa-se que
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guanto mais a malha é refinada, melhor ¢é a representacdo da magnitude dos deslocamentos a

medida que aumenta o nimero de voltas.

Figura 5-1: Propriedades geométricas e mecanicas da viga engastada.

A E =1000, G'=380

[
Z h I :1 .4 - l
) [ =1000, b=+/3/6
| b h=2V3. [f=5/6

Na Figura 5-2, tem-se a deformada da viga com 5 voltas completas, obtida com a malha de
40 elementos. O primeiro circulo se forma quando | = 27r, ou seja, quando se completa uma volta.
Nesse caso, o raio de curvatura sera r = /27, a curvatura = 2711 e 0 momento fletor M = 2zEI/I.
No exemplo foram simuladas 8 voltas com 80 passos de carga, tendo o raio assumido o valor de
1000/1677 = 19,89, com a extremidade livre apresentando uma rotacdo de 2880°. N&o foi possivel
representar com precisao 8 circulos com malha de 40 elementos, pois 0 comprimento de cada
elemento é de 1000/40 = 25 > 19,89.

Figura 5-2: Deformada da estrutura discretizada com 40 elementos para 50 passos de carga.

Deformada - EBNL

Passo 4

Passo 6

Passo 8

Passo 10
Passo 20

Passo 30

Passo 40

Passo 50

As trajetdrias de equilibrio obtidas para diferentes niveis de discretizagéo s&o ilustradas na
Figura 5-3. Para a discretizacdo com 10 elementos, a trajetoria de equilibrio foi obtida com um
namero médio de 5,68 iteracOes; para 20 elementos, o valor medio foi de 5,04 interacGes, enquanto

para 40 elementos o valor médio foi de 6 iteragdes.
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Figura 5-3: Trajetorias de equilibrio para diferentes niveis de discretizacao.
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5.2 COLUNA DE EULER

Neste exemplo é considerada a flambagem da coluna de Euler com uma extremidade
engastada e a outra livre, conforme a Figura 5-4, na qual também séo descritas as propriedades
geométricas e mecanicas da coluna, que foi discretizada com 10 elementos de viga EB, EBNL e
TI.

Figura 5-4: Propriedades geométricas e mecanicas da coluna de Euler.

0.001P
y l E=210 GPa, v=0.3, f=5/6
] _ - p h 1=8.333x107% m*, A—0.01 m?
_ 1\15 ; [=32m, b=0.1m, h=0.1 m
| d |
|

Para que fosse possivel obter a trajetdria secundéaria de equilibrio, foi aplicada uma carga
transversal de 0,001P na extremidade livre. Na Figura 5-5 é mostrada a referida trajetoria obtida
pela aplicagdo de uma integral eliptica completa de primeira espécie extraida de Timoshenko
(2009) que foi comparada com a trajetoria de equilibrio obtida para os trés tipos de elemento de
viga. Observa-se uma boa concordancia entre os resultados analiticos e numericos, e também se
observa uma coincidéncia entre os resultados numéricos obtidos para os trés diferentes elementos,
0 que possibilita concluir que as deformagdes s&o infinitesimais no comportamento pos critico da
coluna, pelo fato desta apresentar grandes translacOes e rotacdes de corpo rigido. Para obter a
resposta néo linear da flambagem da coluna de Euler utilizou-se o método de controle variavel dos
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deslocamentos conforme Matias (2002). O valor do comprimento de arco foi de 0,01 para 500
passos de carga. O nimero medio de iteracdes foi 2. Estes dados foram os mesmos para 0s trés

tipos de elemento de viga utilizados na analise numérica.

Figura 5-5: Trajetoria secundaria de equilibrio da coluna de Euler.

P
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A
3.0 -
i O EB
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TI
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Na Figura 5-6, tem-se a deformada da estrutura, indicados os respectivos passos de carga.
Observa-se a ocorréncia de grandes deslocamentos de corpo rigido, enquanto as deformacdes

ainda permanecem em regime infinitesimal, com valores de magnitude da ordem de 10,

Figura 5-6: Deformada
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5.3 PORTICO DE LEE

Este exemplo consiste na unido de uma viga e uma coluna formando entre si um angulo
reto. Uma das extremidades possui um apoio com duas restrigdes, enquanto o outro apresenta um
apoio com apenas uma restrigdo, que permite o deslocamento na dire¢do do eixo y. As condicGes
de carga, assim como as propriedades geométricas e mecanicas estdo descritas na Figura 5-7. A

estrutura foi discretizada com 20 elementos de viga EB, EBNL e TI, respectivamente.

Figura 5-7: Portico de Lee. Propriedades geométricas e mecanicas.
P

v,

M H% A =6 cm?
l'v T / 0.3

/=

~ I =2cm?

5 0.1P b=3 cm

I~ h=2cm

- f=5/6
A

120 em h
h - b

Na Figura 5-8 se mostram as trajetorias de equilibrio, onde se descreve a evolucdo dos
deslocamentos verticais v1 do n6 rigido do portico e v2 do apoio de primeiro género, conforme
indicados na Figura 5-7. S&o relacionados os deslocamentos com o fator de carga para 0 processo
de carga para os trés tipos de elemento aqui deduzidos. Observa-se que na maior parte da trajetéria
de equilibrio os diferentes tipos de elementos apresentam curvas coincidentes, tanto para vi quanto
para vz, exceto nos trechos proximos aos pontos limites PL2, PL4 e PL5. Estas diferencas devem-
se ao fato de as deformacdes nesses trechos da trajetdria sdo consideraveis. Os resultados foram
comparados com aqueles obtidos por Fuji et al. (1992), no qual foi usada uma malha de 10
elementos de viga 2D. A trajetoria foi obtida com o0 método de comprimento de arco com restri¢ao
cilindrica. O comprimento de arco inicial para os trés tipos de elemento foi de 12,5. Para o
elemento EB foram atingidos 285 passos de carga com 43 cortes automaticos devido a divergéncia
do processo iterativo, com um namero médio de 4,43 iteragdes. Com o elemento EBNL foram
dados 328 passos de carga, 55 cortes automaticos e nimero médio de iteracOes de 4,41. Para o
elemento TI foram 350 passos de carga com 78 cortes automaticos e um namero médio de 4,65
iteracGes. Nota-se que o comportamento do portico de Lee é severamente nao linear, com Varios

pontos limites, pontos de retorno e loopings.
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Figura 5-8: Trajetorias de equilibrio dos deslocamentos v e vo.
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Na Tabela 5-1 sdo mostrados os valores maximos de deformag&o obtidos nas analises para
cada tipo de elemento, considerando todos os elementos da malha. A partir dai, percebe-se que
apesar da estrutura apresentar grandes deslocamentos de corpo rigido, as deformacdes situam-se

no dominio de valores infinitesimais.

Tabela 5-1: Deformacdo maxima obtida para cada tipo de elemento e passo de carga
correspondente.

EB EBNL TI
-3,71%  -3,70% -3,70%

Valor de deformacao
méaximo absoluto

Passo de carga 148 150 135

Na Figura 5-9, tem-se as deformadas obtidas para o elemento EBNL, indicados 0s passos
de carga correspondentes, 0 que também consta na Figura 5-10 e na Figura 5-11. A diferenca entre

as deformadas obtidas para os diferentes tipos de elementos adotados ndo foi significativa.
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Figura 5-9: Deformada para o elemento EBNL - Passos 20 a 100
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Figura 5-10: Deformada para o elemento EBNL - Passos 120 a 220
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Figura 5-11: Deformada para o elemento EBNL - Passos 240 a 328
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Passo 320

—— Passo 328

5.4 ARCO CIRCULAR BIARTICULADO REBAIXADO

Neste exemplo considera-se um arco rebaixado de diretriz circular, ambas extremidades
em apoios de 2° género, e submetido a uma carga g uniformemente distribuida na primeira metade
do arco conforme constante na Figura 5-12. Nela, sdo definidas as propriedades geométricas e

mecéanicas do arco, que foi discretizado com 20 elementos de viga EB, EBNL e TI.

Na Figura 5-13 sdo ilustradas as curvas de carga normalizada qr®/El em funcgdo do
deslocamento vertical normalizado v/r no vértice para os trés elementos de viga. As trajetorias de
equilibrio foram obtidas com o0 método de controle variavel de deslocamento, e para os trés tipos
de elemento foi adotado o comprimento de arco inicial de 0,1. Com o elemento EB, foram
atingidos 176 incrementos de carga e o numero médio de iteracdes foi 3,89. Para o elemento Tl
foram dados 173 passos de carga com namero medio de 4,00 iteracfes. Com o elemento foram

169 passos de carga com 4,00 itera¢cdes em média.

43



Figura 5-12: Propriedades geométricas e mecanicas do arco circular biarticulado rebaixado.
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Figura 5-13: Trajetoria de equilibrio para os elementos Tl, EB e EBNL.
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Observa-se que ndo ha diferencas significativas entre as trés trajetorias de equilibrio, exceto
nos valores proximos aos pontos limites PL2, PL3 e PL4. Os valores normatizados da carga nos
pontos limites PL1, PL2 e PL3 foram comparados com os valores obtidos por Xu e Mirmiran
(1997), no qual os autores utilizaram uma formulagdo corrotacional e um elemento de viga que
inclui termos néo lineares da deformacdo axial de Green, com uma malha de 20 elementos. Os

valores destas cargas sdo detalhados na Tabela 5-2. A maior diferenca foi verificada para o
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elemento T1 no PL2, o que se justifica pelo fato de ser o elemento mais simples dentre os que

foram utilizados.

Tabela 5-2: Valores da carga qr3/El nos pontos limites

PL1 PL2 PL3

Xue
Mirmiran 13,77 -20,09 33,99
EB 13,92 -20,71 34,86
diferenca (%) 1,09 3,09 2,56
EBNL 13,83 -20,25 34,17
diferenca (%) 0,44 0,8 0,53
TI 14,02 -21,28 35,62

diferenca (%) 1,82 5,92 4,80

Na Figura 5-14, Figura 5-15 e Figura 5-16 sdo ilustradas as configuragdes deformadas
obtidas para o elemento EBNL.

Figura 5-14: Deformada para elemento EBNL. Passos de carga 15, 30 e 45.
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! Passo 30
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Figura 5-15: Deformada para o elemento EBNL. Passos de carga 75, 90 e 120.
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Figura 5-16: Deformada para o elemento EBNL. Passos de carga 135, 150 e 165.

5,0

—Passo 135
——Passo 150
——Passo 165

-5,5 5,5

5.5 ARCO SEMICIRCULAR BIARTICULADO

Neste exemplo, considera-se um arco semicircular biapoiado submetido a uma carga P
excéntrica a seu vértice, como mostrado na Figura 5-17. Sdo detalhadas as propriedades

geométricas adotadas da estrutura, que foi discretizada em 50 elementos de viga EB, EBNL e TI.

Figura 5-17: Propriedades geométricas e mecanicas do arco semicircular biarticulado.

E=2( )(H] psi, G= 1000 psl
I=1i A= 10 in?
[ =10 )111 f=5/6

Na sdo ilustradas as trajetérias de equilibrio, correlacionando a carga P com o
deslocamento vertical do vértice v para os trés modelos de viga. Percebe-se que hd uma boa
concordancia entre as trajetorias de equilibrio, exceto em valores proximos dos pontos limites PL6,
PL7, PL8 e PL9, porém com diferencas mais acentuadas em torno dos pontos PL8 e PL9, ao que
indica serem trechos nos quais os elementos apresentam deformacdes finitas, devido a propria
configuracgdo deformada que a estrutura assume.
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Figura 5-18: Trajetoria de equilibrio do deslocamento vertical no vértice do arco x fator de carga
para os elementos TI, EBNL e EB.
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Na Tabela 5-3, os valores da carga P nos pontos limites foram comparados com os valores

apresentados por Yang e Kuo (1994), que utilizaram uma formulacao lagrangeana atualizada e um

elemento de viga que inclui termos néo lineares da deformacdo axial de Green e uma malha com

26 elementos.

Tabela 5-3: Valores de carga P nos pontos limites

PL1 PL2 PL3 PL4 PL5 PL6 PL7 PL8 PL9
Yange Kuo 5,813 -8,498 16,149 -22,162 38,566 -49,896 64,875 -82,42 104,61
EB 5811 -8,495 16,204 -22,086 38,932 -50,206 66,786 -83,138 108,61
diferenca (%) 0,03 0,04 0,34 0,34 0,95 0,62 2,95 0,87 3,82
EBNL 5802 -8,464 16,108 -21,912 38,453 -49,394 65,227 -80,967 104,99
diferenca (%) 0,19 0,40 0,25 1,13 0,29 1,00 0,62 1,76 0,36
TI 5816 -8518 16,278 -22,240 39,328 -50,909 68,081 -85,055 111,81
diferenca (%) 0,05 0,24 0,8 0,35 1,98 2,03 4,94 3,2 6,88
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Para o elemento EB, a maior diferenca obtida foi de 6,88%, no ponto limite PL9. Para o
elemento EBNL, a maior diferenca foi de 1,76%, no ponto limite PL8. Para o elemento TI, a maior
diferenca foi de 6,88% no ponto limite PL9. Para os pontos limites PL1, PL2, PL3 e PL4, as
diferencas podem ser consideradas insignificantes, enquanto nos pontos PL6, PL7, PL8 e PL9

foram detectadas as maiores diferencas.

Na obtencdo das trajetorias de equilibrio foi utilizado o método de controle variavel dos
deslocamentos. O valor inicial do comprimento de arco foi de 2,2 para os trés tipos de elemento
de viga. Para o elemento EB foram utilizados 859 passos de carga com 91 cortes automaticos
devido a divergéncia do processo iterativo. O numero médio de iteracdes foi 4,23. Com o elemento
TI foram 840 passos de carga, 93 cortes automaticos e um namero médio de 4,25 iteracGes. Para
o elemento EBNL foram 859 passos de carga com 89 cortes automaticos e um nimero médio de
4,22 iteragdes. Nota-se que as trajetorias de equilibrio do arco, mostradas na Figura 5-17b, séo
severamente nao lineares, com varios pontos limites, pontos de retorno e loopings. A estrutura
deforma para o elemento EBNL é ilustrada na Figura 5-19, Figura 5-20, Figura 5-21, Figura 5-22,
Figura 5-23, Figura 5-24 e Figura 5-25, nas quais € indicado o passo de carga correspondente a
cada uma das configuragdes deformadas exibidas.

Figura 5-19: Deformada para elemento EBNL até o 100° passo de carga.
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Figura 5-20: Deformada para elemento EBNL do 120° ao 220° passo de carga.
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Figura 5-21: Deformada para elemento EBNL do 240° ao 360° passo de carga.
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Figura 5-22: Deformada para elemento EBNL do 380° ao 500° passo de carga.
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Figura 5-23: Deformada para elemento EBNL do 520° ao 640° passo de carga.
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Figura 5-24: Deformada para elemento EBNL do 660° ao 740° passo de carga.
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Figura 5-25: Deformada para elemento EBNL do 760° ao 840° passo de carga.
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6. CONSIDERACOES FINAIS
6.1 CONCLUSOES

Os elementos aqui utilizados apresentaram excelente desempenho na anélise nao linear de
vigas, porticos e arcos. Verifica-se que as trajetorias de equilibrio obtidas sdo praticamente
idénticas para as diferentes tipologias estruturais analisadas, no caso de deformacdes
infinitesimais. Para estados de deformacdes no dominio das deformacdes finitas, ha uma pequena
diferenca nas trajetorias de equilibrio. De maneira geral, os resultados obtidos com os trés modelos
de viga coincidem com trabalhos de outros autores.

A formulacdo corrotacional aqui descrita € independente do modelo de viga 2D que sera
utilizado, o que permite destacar uma das principais vantagens da formulacdo corrotacional, cujo
desacoplamento entre os efeitos locais e globais permite utilizar bibliotecas de elementos finitos
oriundos da andlise linear. A extrapolagdo destes para a analise ndo linear geométrica se da ao
considerar os efeitos globais devidos aos movimentos de corpo rigido, e diferentes tipos de nao
linearidades fisicas podem ser incorporadas a formulacdo descrita pelo fato de serem consideradas

como efeitos locais, na parcela relativa a rigidez elastica da matriz de rigidez tangente.

Nos exemplos numéricos, percebe-se a habilidade dos trés modelos de vigas contemplarem
grandes rotacdes de corpo rigido quando se utiliza a formulacdo corrotacional e o artificio da
funcdo modulo. Através de operacdes algebricas bastante simples, descreve-se de maneira
explicita 0 movimento de corpo rigido do elemento e a obtencdo da matriz de rigidez tangente em
coordenadas globais.

As trajetorias de equilibrio obtidas nos exemplos numeéricos evidenciam a necessidade da
analise da estrutura ir além dos pontos limites, pois em boa parte dos casos estes apresentam-se
como pontos de méaximo local, o que indica que a estrutura ainda apresenta capacidade resistente
adicional. Tal fato atesta a importancia das técnicas de solu¢do numérica via comprimento de arco
para que os sistemas estruturais possam ter sua resposta estudada por completo, considerando a

fase pos-critica do processo de carregamento.
6.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Embora a formulagéo aqui apresentada tenha se mostrado satisfatoriamente eficiente para

aquilo que se propde, percebe-se que ainda ha aspectos que podem ser adicionalmente abordados,
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0 que superaria algumas limitacGes dos tipos de problemas que o programa é capaz de contemplar,
especialmente relativos as condicdes de carregamento, geometria e modelos constitutivos dos

materiais componentes das estruturas analisadas.

Além disso, pode-se mencionar a possibilidade de melhoria na usabilidade do programa,
no qual os dados de entrada e saida sdo constituidos por arquivos de texto, sendo necessaria a
utilizacdo de programas complementares para visualizacdo grafica dos dados de entrada e
resultados obtidos. Dessa forma, apds concluida esta etapa do trabalho, pode-se prosseguir com as
seguintes possibilidades de continuagéo:

e Implementacdo de modelos de ndo linearidade fisica, abordando diferentes relagdes
constitutivas para os materiais empregados, a partir de modelos elastoplasticos e/ou
viscoelasticos.

e Previsdo do efeito de cargas dindmicas.

e Implementacdo de um modelo de dano mediante analise plastica limite pelo método
cinematico e/ou analise plastica incremental pelo método estatico, possibilitando a
modelagem do comportamento da estrutura em colapso por perda de equilibrio quando da
formagdo de sucessivas rotulas pléasticas.

e Comparacdo dos resultados obtidos pelo programa 2Dbeam_nl.f90 com aqueles fornecidos
por softwares comerciais de utilizacdo consolidada no meio técnico e cientifico, como
Abaqus e ANSYS, por exemplo.

e Extrapolacdo da formulacdo para elementos de viga tridimensionais, possibilitando a
analise de estruturas de maior aplicabilidade pratica.

e Modificacdo do algoritmo de solu¢do numérica dos sistemas de equagdes nao lineares com
0 estabelecimento de uma estratégia de deteccdo de pontos de bifurcacdo, para que seja
possivel obter trajetdrias secundarias de equilibrio.

e Desenvolvimento de uma interface grafica de pré e pds processamento de dados, o que
facilitaria a utilizacdo do programa e possibilitaria a visualizacdo e interpretagdo dos

resultados de forma mais répida e intuitiva.
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