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RESUMO

O objetivo deste trabalho € mostrar a aplicagdo de topicos estudados em
espacos vetoriais em algumas equagdes da Fisica como, a Equacdo do Calor e
principalmente a Equac&o de Onda culminando com alguns conceitos introdutérios da
Fisica na musica. Para isso fazemos uma breve revisdo dos principais conceitos
estudados na teoria dos Espacos Vetoriais e damos énfase numa importante fungao
estudada nos Espacos Vetoriais: o Produto Interno. Dessa forma procuramos
estender o conceito de Produto Interno a espacgos vetoriais diferentes daqueles que
sdo trivialmente estudados, como por exemplo o espaco vetorial das matrizes
quadradas ou espaco vetorial das func¢des reais. Com isso fica bem claro o conceito
de Fungdes Ortogonais o que sem duvida alguma é a esséncia das chamadas Séries
de Fourier. Assim damos um destaque para essa Série que permite a resolugcao de
Equacdes Diferenciais as quais ddo sentido na resolugcédo de problemas fisicos. Por
fim fazemos um breve estudo do som produzido por ondas mecéanicas dando como
exemplo de onda a corda do violao dedilhada, a ressonancia e o batimento, permitindo

um entendimento fisico e matematico empregado nesses fenémenos.



ABSTRACT

The aim of this work is to show the application of topics studied in Vector Spaces
in some Physics equations such as the Heat Equation and mainly the Wave Equation
culminating with some introductory concepts of Physics in music. For this, we make a
brief review of the main concepts studied in the theory of vector spaces and emphasize
an important function studied in Vector Spaces: the Internal Product. In this way we try
to extend the concept of Internal Product to vector spaces different from those that are
trivially studied, such as the vector space of square matrices or vector space of real
functions. This makes the concept of Orthogonal Functions very clear, which is
undoubtedly the essence of the so-called Fourier Series. Thus, we highlight this Series,
which allows the resolution of Differential Equations which give meaning in the
resolution of physical problems. Finally, we make a brief study of the sound produced
by mechanical waves, giving the strummed guitar string as an example of a wave,

allowing a physical and mathematical understanding used in this phenomenon.
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1 INTRODUGAO

Espacos vetoriais sdo o objeto de estudo da algebra linear e sdo bem
caracterizados pela sua dimens&o, que, a grosso modo, especifica 0 numero de
diregdes independentes no espacgo. Espagos vetoriais de dimenséo infinita surgem
naturalmente em analise matematica, como em espacgos funcionais, cujos vetores sao
funcdes. Esses espagos vetoriais sdo munidos em geral de uma estrutura adicional,
que pode ser uma topologia, permitindo a consideragdo de conceitos como
proximidade e continuidade. Dentre essas topologias, aquelas que sédo definidas por
uma norma ou um produto interno sdo mais frequentemente utilizadas, por possuirem
uma nog¢ao de distancia entre vetores. Historicamente, as primeiras ideias que
levaram ao conceito de espacos vetoriais podem ser associadas aos avancgos durante
o século XVII, nas areas de geometria analitica, matrizes, sistemas de equagdes
lineares e os vetores euclidianos. O tratamento moderno e mais abstrato, formulado
pela primeira vez por Giuseppe Peano em 1888, contém objetos mais gerais que o
espaco euclidiano, mas muito da teoria pode ser visto como uma extensao de ideias
da geometria classica como retas, planos, e seus analogos de dimensdo mais
alta [10].

Assim, quando trabalhamos com vetores no R? ou R3, a nossa percepgao
sobre os conceitos que sédo explorados é muito clara, ja que um vetor pode ser visto
como um segmento orientado. Ja no R", com n > 4, essa percepgao foge do ponto
de vista geométrico e simplesmente verificamos que os conceitos estudados no R?
ou R3 se encaixam perfeitamente no R", apesar de ndo termos uma visdo geométrica.
A mesma ideia acontece com o espacgo vetorial das matrizes quadradas ou das
funcdes reais, ou seja, ndo temos uma interpretacdo geomeétrica, mas temos toda uma
gama de conceitos aplicados no R™ que também podem ser aplicados ao espago das
matrizes quadradas ou espacgo das fungdes reais. Logo um dos objetivos deste
trabalho é introduzir aqueles conceitos basicos que sao estudados em algebra linear
e da-los sentido em outros espacos vetoriais destacando os espacgos das fungdes
reais. Com isso abre-se um nitido e claro caminho para a Série de Fourier na medida
em que verificamos que uma dada fung¢ao destacada num certo espaco vetorial pode
ser representada por essa Série. Essa série surgi na histéria na tentativa de Fourier

solucionar um problema fisico, que gerou novas fronteiras na matematica durante o
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estudo da propagacgéo de calor em corpos solidos, admitindo que essa propagacéo
deveria ser por ondas de calor e levando em consideracdo que a forma mais simples
de uma onda € uma funcdo senoidal. Assim Fourier demonstra através da
transformada que qualquer funcdo complexa, pode ser decomposta em uma
combinacao infinita de senoides, dividida como uma soma de senos e cossenos [11].

Propomos entdo um trabalho simples e direto que possibilite a aplicacdo da
Série de Fourier em equacgdes diferenciais de segunda ordem culminando assim com
o grande objetivo deste trabalho que € o estudo introdutorio da onda aplicado a
musica. O estudo de uma corda vibrante, por exemplo, pode ser estudado em
laboratorios de Fisica e muito bem ilustrado se aplicado diretamente a vibragao de
uma corda em um instrumento musical, como um violdo ou um violino. Através do
violdo, os alunos perceberdao fenbmenos que estdo em seu cotidiano como por
exemplo a ressonancia, o batimento, as ondas estacionarias e outros que podem ser
associados a varios instrumentos musicais.

Para uma melhor compreensao do assunto destacamos que este trabalho foi
construido tendo por base as referéncias bibliograficas [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7],[8],

[9], [10], [11] e [12], embora alguns exemplos sejam de autoria do préprio autor.
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2 CORPOS E ESPAGOS VETORIAIS [1]

21

Corpos

Um conjunto K sera chamado de Corpo se for munido de um operagéo de

adicao (+) e uma outra de multiplicagcéo (x), verificando as condigbes a seguir

A1

A2

A3

A4

M1

M2

M3

A adicao € associativa:

(a+b)+c=a+ (b+c), paratodosa,b,c € K.

A adicao é comutativa:

a+b=>b+a,paratodosa,b € K.

A adicao possui um elemento neutro:

Existe 0 € K, talque a + 0 = q, paratodo a € K.

A adigao possui simétricos:

Para todo a € K, existe —a € K tal que a + (—a) = 0.

A multiplicagéao é associativa:

(axb)xc=ax(bxc), paratodosa,b,c € K.

A multiplicagao € comutativa:

aXb=b>bxXa,paratodosa,b € K.

A multiplicagao possui elemento neutro:

Existe 1 € K \ {0}, talque a X 1 = a, paratodo a € K.

11



M4 A multiplicagdo possui inversos:

Paratodo a € K \ {0}, existe a™! € K talquea x a™! = 1.

AM A multiplicagao é distributiva com relagéo a adigao:

aX(b+c)=axb+axXc,paratodosa,b,c€K.

Portanto sdo corpos os conjuntos Q,R e C, com suas respetivas adicdes e
multiplicagdes.

A operagdo de multiplicagcdo em um corpo muitas vezes é denotada por (-),
escrevendo a-b, ou mesmo ab, no lugar de a X b. Como exemplos de corpos
podemos citar o corpo de Galois F ={0,1} e as operacgdes usuais de adi¢do e
multiplicagdo modulo 2. Para ficar mais claro, vamos separar essas operagdes em

duas tabelas:

Para a primeira tabela envolvendo adig¢ao:

e 0+0=0e0mod?2=0.
e 0+1=1elmod?2=1.
e 1+0=1el1mod?2=1.
e 1+1=2e2mod?2=0.

Para a segunda tabela envolvendo a multiplicag&o:

e 0x0=0e0mod2=0.
e 0x1=0e0mod2=0.
e 1xXx0=0e0mod2=0.
e 1xXx1=1elmod2=1.
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Observamos na primeira tabela que a adi¢cdo obedece as quatros operagdes A1, A2,
A3 e A4 sendo 0 o elemento neutro. Para a segunda tabela, a multiplicagdo também
obedece as quatro operagbées M1, M2, M3 e M4. Por ultimo observe que a
multiplicagdo modulo 2 é distributiva em relacdo a adigdo modulo 2.

2.2 Espacos Vetoriais [1]

Os espacos vetoriais sdo os principais objetos de estudo da Algebra Linear. Os
espacos R", com a adi¢cao e multiplicacdo por escalares por vetores sdo o modelo
para a definicdo de espaco vetorial a seguir.

Um conjunto V sera dito um espacgo vetorial sobre um corpo K, se possui uma
adicao (+) com as mesmas propriedades da adicdo em um corpo; sou seja,

A1 A adicao € associativa:

(u+v)+w=u+ (v+w), para todos u,v,w € V.

A2 A adigdo é comutativa:
u+v=v+u,paratodosu,veVv.
A3 A adigdo possui um elemento neutro (elemento neutro):

Existe 0 e V,talque v+ 0 = v, paratodov e V.

A4 A adigdo possui simétricos:

Para todo v € V, existe —v € V tal que v + (—v) = 0.

E além disso, existe uma operacdo chamada multiplicagcao por escalar, que associa a

um elemento a € K e a um elemento v € IV, um elemento av € V, tal que

ME1 a(u+v) =au+ av, paratodosa € Keu,veV.
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ME2 (a; + a,)v =a,v+ a,v, paratodos a;,a, E KevelV.

ME3 (a,a,)v = a,(a,v), paratodos a,,a, E KeveV.

ME4 1v = v, paratodo veV.

Os elementos de V serdo chamados de vetores e os elementos de K de
escalares. Assim , o elemento 0 de V sera chamado de vetor nulo e o elemento —v
sera o oposto de v.

O fato a seguir decorre da definicdo de espago vetorial. Paraae K e v eV,

tem-se que

a=0o0uv=0av=0.

De fato, sejama e Ke 0 € V. Como 0 + 0 = 0, pela propriedade ME1, segue-se que

ME1
a(0+0) =2 a0+ a0.

I35

a0

Somando o simétrico —a0 de a0 a ambos os lados da igualdade acima e utilizando as

propriedades A4, A1 e A3, temos que

0 = a0+ (—a0) = (a0 + a0) + (—a0) = a0 + [a0 + (—a0)] = a0 + 0 = aO.

De modo semelhante, mostra-se que para 0 e K e v €V tem-se Ov =0, onde o
elemento O da direita € o elemento zero de V.
Reciprocamente, suponhamos que av = 0 e a # 0, entdo, multiplicamos ambos

os lados da igualdade acima pelo escalar a™1, temos que

0=a'0=aYav) = (aa)v = 1v = v.

Dentre os sistemas de equagdes lineares, ocupam lugar de destaques os

sistemas homogéneos, ou seja, aqueles do tipo

14



a11x1 + a12x2 + oo+ alnxn = O
alel + azzxz + -+ aann = O

A1 X1 + A Xy + -+ QX = 0

Esses sistemas possuem peculiaridades ndo compartilhadas pelos sistemas mais
gerais. Por exemplo, o vetor (0,0, ...,0) pertence ao conjunto S, de solu¢des do
sistema. Além disso, se os vetores u = (cy,¢3,...,¢,) € U = (¢, ¢35, ..., ¢,') s@o
solugdes do sistema, e se a € R, entdo os vetores u +u' = (¢; +¢;', ¢, + ¢, ..., +
c,') e au = (acy, acy,, ..., ac,) também séo solugdes do sistema. Logo o conjunto S,
das solucgdes do sistema é um espaco vetorial sobre R. De fato, as propriedades A1
e A2 da definicado sao satisfeitas para todos os vetores de R" e em particular para os
de S,. Também (0,0,..,0) €S, e se (cy,¢y ..., Cqp) €Sy, €ntdo —1(cy, ¢y, ..., Cp) =
(=c¢;,— €3, ...,—Cp) €Sy, 0 que mostra que a adicdo em S, possui também as
propriedades A3 e A4. Além disso, as propriedades ME1 — ME4 da multiplicagao por

escalar sao facilmente verificadas para S;,.
Exemplo 1 Conjunto das fungbes de um conjunto ndo vazio A em R.

O Conjunto das fungbes de um conjunto n&o vazio A em R forma um espago
vetorial sobre R, onde a soma é a soma usual de fungbes com valores reais
(f+9)(x) = f(x) + g(x), para todo x € A e a multiplicagdo de uma fungéo f por um
escalar a € R é definida como sendo (af)(x) = af (x), para todo x € A. Considere o
conjunto F = {funcdes de um conjunto ndo vazio A em R}. Sejam f,g,h € F e a € R.

Como as fungdes f, g e h representam numeros reais, entéo:

A1 A adicao € associativa

(f + (g + W) @) = F() + (g(x) + h(x))
=(f)+g(x)+h(x) =((f+9)+h)x).

A2 A adigdo é comutativa

f+9)@=fx)+g)=gx)+fx)=(g+ ).
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A3 A adigao possui elemento neutro
Para toda f(x) € F, considere 0(x) =0 € F, logo f(x) + 0(x) = f(x).
A4 A adigcdo possui simétrico
Para toda f(x) € F, considere —f(x) € F, tal que f(x) + (—f(x)) = 0(x) = 0.
ME1 Distributividade da multiplicagdo de um escalar pela soma de dois vetores
a(f + 9)(0) = a(f(x) + g(x)) = af (x) + ag(x) = (af) (x) + (ag) (x).
MEZ2 Distributividade da multiplicagdo da soma de dois escalares por um vetor
(a1 + a)f) () = (a1 + @) f(x) = ar f () + apf (x) = (ar /) () + (@) ().
ME3 A multiplicagdo envolvendo dois escalares e um vetor é associativa
((a1a2)f) () = (a105)f (%) = a;(a,f (%)) = a1(a,f) (x).
ME4 O escalar 1 é o elemento neutro
Para toda f(x) € F, considere I(x) =1 € F, logo f(x)I(x) = f(x).
Assim F € um espago vetorial.

Exemplo 2 Seja R* ={v € R;v > 0} e considere as operagdes de adi¢do e de
multiplicagao por escalar definidas por

u®v = uv, para u,v € R,

a@u =u%*, paraa € Reu € R" [2].

16



Vamos mostrar que R* com essas operacgdes é um espaco vetorial sobre R. Note que,

para todo u, v € R*, tanto u®v e a®u sao elementos de R*. Agora, vamos verificar

as operagoes A1, A2, A3 e A4. Sejam u,v,w € R* e a, B € R. Segue entdo que

A1

A2

A3

A4

A adicao € associativa
[udv |&w = (w)dw = (u)w = u(vw) = ud(ww) = ud[vedw].
A adicao é comutativa
uPv=uv=vu=rvéhu
O elemento neutro da adigdo é o 1. Veja
v 1=vl=nw

. r s 1 .
Dado um elemento v, o elemento simétrico de v é —, pois

v % = v% = 1 (elemento neutro da adig&o).

Para a multiplicacéo pelo escalar a € R, temos

ME1

Distributividade da multiplicacdo de um escalar pela soma de dois vetores

aQu dv) = a®@uv) = (uv)* = u*v®* = u®* G v* = (a@u) A (a®v).

MEZ2 Distributividade da multiplicagdo da soma de dois escalares por um vetor

(a + )OOV = v**E = v*F = V*PVF = (aOV)B(LOV).

ME3 A multiplicagdo envolvendo dois escalares e um vetor é associativa

(@B)Ov = v = (WF)* = (BOV)* = aO(BOW).

17



ME4 O escalar 1 é o elemento neutro

10V =v! = v.

Conclui-se entdao que R* = {v € R;v > 0} € um espaco vetorial com as operagdes

definidas acima.

2.3 Subespacos Vetoriais [1]

Seja V um espaco vetorial e W um subconjunto n&o vazio de V. Dizemos que
W é um subespaco vetorial de V ou simplesmente um subespaco de I/, se W, com as
operacdes de adicdo em V e de multiplicagao de vetores por escalares, € um espaco

vetorial.

Proposig¢ao 2.3.1

Seja V um espago vetorial e W um subconjunto ndo vazio de V. Entdo, Wé um

subespaco de I/ se, e somente se, as seguintes condi¢gdes séo satisfeitas:

(i) seu,veW,entdiou+veWw,

(ii) sea€ReuelW,entdoaueWw.

Demonstragao

Se W é um subespacgo de V, entdo claramente as condigdes (i) e (ii) sdo
verificadas.

Reciprocamente, suponhamos que W possua as propriedades (i) e (ii). Para
mostrar que W é um subespaco de IV precisamos somente verificar que os elementos
de W possuem as propriedades A3 e A4. Tome um elemento qualquer u de W, o que
é possivel pois W # @. Pela condi¢ao (ii), au € W para todo a € R. Tomando a = 0,
segue que Ou = 0 € W e tomando a = —1, segue que (—Du=—-uew.

A proposigcédo acima afirma que um subconjunto ndo vazio de um espaco vetorial IV é
um subespaco de V se, e somente se, a adicdo e a multiplicagcdo por escalar sao

fechadas em W e pode ser reescrita da seguinte forma:
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Corolario 2.3.2

Seja IV um espago vetorial e W um subconjunto n&o vazio de V. Temos que W
€ um subespaco de V se, e somente se, u + av € W, para todo a € R e para todos
u,vev.

Considere V um espago vetorial. Entdo o conjunto {0}, constituido apenas do
vetor nulo, e também todo o espago V sdo subespagos de V. O conjunto {0} é

chamado de espaco vetorial nulo.

Exemplo 3 O subconjunto P de R" cujas coordenadas formam uma progressao

aritmética € um subespaco vetorial [3].

Considere os vetores u, v € R" tais que

u=(a;,a,+ra,+2r,..,a, + (n—1r),

v = (by,by +5,by +2s,... ,b; + (n—1)s)

e a € R. Para mostrar que P é um subespaco vetorial, precisamos mostrar

que u + av € P. Segue que

u+av = (a; + aby,a, +r+ab, + as,a, + 2r + ab, + a2s,...,a; + (n — Vr + ab,
+ a(n —1)s).

De fato as coordenadas de u + av formam uma progressao aritmética, pois sendo

u+av = (cq, ¢y, ..., ) €NtAO

c; —¢i=a,+r+ab; +as—(a; +aby)) =r+as

c3—C,=a,+2r+ab; + a2s — (a; + r+ab; + as) = r + as

e de forma geral
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Ch—Choy=a;+(n—Dr+ab; +a(n—1)s — (a; + (n — 2)r + ab; + a(n — 2)s)

=r+as.
Logo P € um subespaco vetorial de R™.

2.4 Subespacos Gerados [1]

Seja VV um espaco vetorial e sejam v,, v,, -, v, vetores de V. Diremos que um
vetor v de IV € uma combinacgao linear de v,, v,, ..., v, Se existirem 0s numeros reais
a, a,, ..., a, tais que,

v = alvl + azvz + e+ a-rv-r.

Por exemplo, o vetor (1,6,0) em R3 é uma combinagdo linear dos vetores

v; =(1,2,0)ev, =(-1,2,0), ja que v = 2v; + 1v,. De fato, a equacéo
(1,6,0) = a,(1,2,0) + a,(—1,2,0)
Equivalente ao sistema de equacdes lineares

{ al—a2=1
2a1+2a2:6'

cuja solugéo é unicaedadapora; =2ea, = 1.
Proposicao 2.4.1

Seja W = G(vq,v,,+,v,), Onde vy, vy, -, v, S&0 vetores de um espago vetorial

V. Valem as seguintes afirmagdes:
(i) W é um subespaco de V;

(i) W é o menor subespaco de V contento v;, v,, -+, 1., OU seja, qualquer

subespaco de V, que contém v,, v,, :--, v, também contém W.
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O subespago gerado por G(vq,v,,:,v,.) € chamado o subespaco gerado por

vl, vz, "-,Ur.

Exemplo 4 O subespago gerado pelo vetor v=(1,1,2) em R3 é o conjunto
w = {a(1,1,2);a € R}, ja que uma combinagao linear de v € multiplo escalar de v.
Dizemos que um vetor w = av € uma dilatacdo, uma contragdo, ou uma
inversdo,dev,sea>1,0<a<1,oua <0, respectivamente.
Assim um elemento do subespaco W, acima, € uma dilatagdo, uma contracao

Ou uma inversao de v.

Exemplo 5 Expressar o polindbmio p(x) =2+ 5x como uma combinagao linear

dos polindmios p; (x) = 2 + x + 4x2, p,(x) =1 —x + 3x%2 e p;(x) = 3 + 2x + 5x2
Devemos encontrar os numeros reais a,, a, € a; tais que
p(x) = a;p1(x) + azp,(x) + azps(x),
ou seja,

2+4+5x=a;(2+x+4x?) + a,(1 —x + 3x2) + a3(3 + 2x + 5x?)
2+ 5x = 2a, + a, + 3a; + x(a; — a, + 2a3) + x2(4a, + 3a, + 5a3)

gue é equivalente a ao sistema

al_a2+ 2a3 == 5.

{2a1+a2+3a3=2
4a1+3a2+5a3:O

Trabalhando apenas com a matriz dos coeficientes do sistema acima encontramos

2 1 3|2 1 -1 2|5 1 -1 2] 5

1 -1 2({5-{2 1 3(2-10 3 -1 -8 -
4 3 510 4 3 510 0 7 =3I-20

1 -1 2 5 1 -1 2 5

0 21 -7 -56 -0 21 -7 -56,

0 21 -9 —60 0 0 =21 -4
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gue nos da facilmente

_2a3 =4 as = 2,
21a2 - 7a3 = _56 (= a2 = _2

al_a2+2a3:5@a1:_1.

Logo

24+5x=-12+x+4x?) —2(1 —x + 3x%) + 2(3 + 2x + 5x2)

2.5 Dependéncia e Independéncia Linear [1]

Sejam vy, vy, -, v, vetores de um espacgo vetorial V. Dizemos que os vetores
V1, Uy, -, U, SA0 linearmente independentes, ou simplesmente independentes, se a

equagao

av; + av, + -+ a, v, =0

€ satisfeita somente quando a, =a, =--=a, =0. Caso exista algum a; # 0,
dizemos que os vetores v,, v,, -, 1. S&0 linearmente dependentes, ou simplesmente
dependentes.

Se um dos vetores vy, v,, -+, v, € 0 vetor nulo, digamos v; = 0, entédo os vetores

sdo dependentes.
Exemplo 6 Considere o espago vetorial dos polindmios K[x]; = { p(x); grau p(x) < 3}
com coeficientes reais. Mostre que os polindmios f(x) = x3 + 4x? —2x+ 3, g(x) =

x3+6x2—x+4 e h(x)=x3+8x%—8x+ 7 sao linearmente independentes.

Sabemos que f(x),g(x) e h(x) sao linearmente independentes quando

a.f(x) + ayg(x) + azh(x) = 0, somente se, a; = a, = a; = 0. Entdo

a,(x3+4x?-2x+3)+a,(x3+6x>—x+4)+a;(x>+8x2—-8x+7)=0,
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a, +a, +2a3;=0
4a, + 6a, +8a3 =0
—2a, —a, —8a; =0’
3a, +4a, +7a3; =0

0 que nos leva ao sistema

Escalonando a matriz dos coeficientes do sistema acima, obtemos o sistema

equivalente
1000
0100
001 o0f
0000

ou seja, a; = a, = az = 0. Dai os polindbmios f(x),g(x) e h(x) sao linearmente

independentes.

2.6 Base e Dimenséo [1]

Seja a = {vy,v,, -+, 1.} um conjunto ordenado de vetores de um espago vetorial
nao nulo V. Dizemos que a é uma base de V se as seguintes condi¢gdes sao

verificadas:

(i) a € linearmente independente.
(i) V=6(a).

Repare que os vetores do conjunto a = {e,, e,, e3} talque e; = (1,0,0), e, =
(0,1,0) e e3 = (0,0, 1) sado linearmente independentes. Também qualquer vetor v em
R3 pode ser escrito como uma combinagao linear dos vetores e,, e,, € e3, ou seja, v =

(x,y,z) = xe; + ye, + ze;. Assim o conjunto a € uma base para R3.

Exemplo 7 Considere o espago vetorial das matrizes quadradas de ordem 2

0 0

. 1o 0 1 _
M(2) sobre o corpo R. Temos que as matrizes E; = [0 O],E2 = [0 O],E3 = [1 0

e E, = [8 (1)] formam um base para M(2). De fato qualquer matriz A = [Z Z] €

M (2) pode ser escrito como uma combinagéo linear dos vetores E;, E,, E; e E, pois
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a b
[C d] = aE1 + bEZ + CE3 + dE4_,
e também

a[(l) 8]+b[8 (1)]+c[(1’ 8]+d[8 g’z[g 8](:)a=b=c=d=0.

Assim E,, E,, E; e E, formam uma base para M(2).

O numero de elementos de uma base de um espaco vetorial ndo nulo VV de
dimensao finita € chamado de dimensao de V. O espaco vetorial nulo, por convencéo,
tem dimenséao dimV = 0.

Para o exemplo anterior cujo espago vetorial € o espago das matrizes
quadradas de ordem 2, dimV = 4, pois E,,E,,E; e E, formam uma base para tal
espaco. A dimensdo de R" € n, ja que a base candbnica de R" tem n elementos. Por
essa razdo, R" é chamado de espago n — dimensional. Os espacgos R? e R3 séo
usualmente chamados de espacos bidimensional e tridimensional, respectivamente.
Ja o espaco vetorial das matrizes M (m, n) tem dimensao m - n. O espago R[x], espago
dos polinbmios com coeficientes reais, € um espaco vetorial que tem dimenséo infinita.
De fato, tomemos n € N e suponhamos que a = {p;,p,, ***, pn } € uma base de R[x].
Observemos que qualquer combinacg&o linear dos elementos de a tem, grau no
maximo M, onde M = max{ grau(p; );1 <i <n}. Assim, o polindmio g(x) = xM*1
estd em R[x], mas ndo pode ser escrito como combinacgéo linear dos elementos de a.
Portanto, a ndo forma uma base para R[x]. Como n foi tomado de modo arbitrario,
vemos que nenhum conjunto finito de vetores R[x] constitui uma base para este

espaco vetorial.
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3 PRODUTO INTERNO [1]

Vamos imaginar agora uma fungdo que associa dois vetores u,v € V a um
numero real qualquer, ou seja, (u,v) = R. Se tal fungdo satisfazer as cincos
propriedades listadas abaixo, ela sera chamada de produto interno e sera denotada

daqui para frente por (u, v). As propriedades sao:
Pl1 (uu)=0;
Pl2 (u,u)=0 se, e somente se, u = 0;
PI3 (u,v)=(v,u);
Pl4 (u+vw)=uw)+ (v,w)
PI5 (ku,v) = k(uv).
Exemplo 1 Sejam u = (xq,x3, ..., x,) € v = (V1, V2, .-, ¥Yn) €M R™. Vamos mostrar que
(w,v) = x1y1 + x39, + -+ x,y,, satisfaz as cincos propriedades listadas acima e
portanto define um produto interno. E fato que
(wu) =x2+x,2+ -+ x,220,
pois o quadrado de um numero real € sempre maior do que zero ou igual a zero.
(W, v) = X1y1 + X2Y2 + -+ XY = Y121 + YaXg + 0+ Ypxn = (v, 1),
pois a propriedade comutativa se verifica facilmente para os numeros reais. Assim
ficam claras a veracidade das propriedades Pl 1 e Pl 3. A propriedade Pl 2 também
se verifica pois
wu)=x?+x2++x2=00x;,=x,=x, =0 u=0.

Sejaw = (24, 2y, ..., Z,), €ntéo

(u + U,W) = (xl + yl)Zl + (xz + yZ)ZZ + et (xn + yn)Zn'
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pela propriedade distributiva da multiplicacdo em relagao a adigdo de numeros reais

(1 +y1)zy + (0 + )z + -+ (e + Yn) 2y

= X1Z1 T Y1Z1 t X223 T Y2Zy + o+ XpZp + YnZy,

e pela propriedade associativa da adigao de numeros reais

X121 + Y121 T X223 + YoZy + o+ XpZp + YnZp

= (x1Z1 + x2Z2 + -+ ann) + (y1Z1 + y2Z2 + -+ ynZn) = (u, W) + (v, W),

portanto Pl 4 também se verifica. Por ultimo

(ku,v) = (kx)ys + (kxp)y, + -+ (kxp) s

pela propriedade associativa da multiplicagdo de numeros reais

(kx)ys + (kxp)y, + -+ (kxp)yn = k(x1y1) + k(xpy2) + - + k(xpy,)
= kQx1y; + x2y5 + 0+ x9) = k{u, v).

Portanto (u,v) = x;y; + x,¥, + - + x,, ¥, define um produto interno em R". Este é o
famoso produto interno usual de R™ ou produto escalar de R", ficando claro que o

produto escalar de R? ou R3 sdo casos particulares do caso geral.

Exemplo 2 Considere o espacgo vetorial V = M(2) das matrizes quadradas de ordem
2. Mostrar que (4, B) = tr(B* - A) define um produto interno em V, tal que, tr(A) (trago

da matriz A) é a soma dos elementos da diagonal principal de A.

. , . a a b b
Considere as matrizes A, B € V tais que 4 = [ai ali] eB = [b“ blz]. Tem-
21 22
t bll b21
se que B' = . Segue que
b12 b22

¢ 4y _ [P11 ba1] [@11 @Qi2] _ [b11Gy1 + bp1Ga1 bi1Gyp + Dyiay;
(Bt-4A) = = .
bi; by az1 Az biza11 + byza31  bypaq; + byray,
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Logo
tr(B' - A) = by1a41 + by1ay1 + bipa4; + byyay;.

VamOS mostrar que (A, B) = tT(Bt - A) = b11a11 + b21a21 + b12a12 + b22a22 deflne um

produto interno. De fato

— — 2 2 2 2
Pl1 (AA) =ay1ay; + ay1051 + a12015 + a0y, = ay1% + ay1° + ag,% + ay,% = 0.

Portanto (4, 4A) > 0.
PI2 (=) Considere (4,4) = 0. Entido

O = (A, A) = a11a11 + a21a21 + a12a12 + a22a22 = a112 + a212 + a122 + a222, e |SSO

implica a;; = a,; = a;; = a,, = 0, ou seja, A = 0 (matriz nula).
() Se A = 0 (matriz nula), entao
(A,A):a112+a212+a122+a222 =04+04+04+0=0.

= ay1b11 + ap1by1 + aq2b15 + azyb,; = (B, A).

biy +¢11 byt

c c
Pl4 SejaC = [Ci C;z] € V. Entdo (B + 0)° = [b1z +C12 byy + Cyp

]. Assim

(B+CA=(A4B+C)=tr(B+C)t-4) = tr([bll +c11 by + 021] _ [a11 a12])

b12 + Ci2 b22 + Coo Az azz
= (b1 + c11)agq + (byy + ca1)az1 + (byp + €12)a12 + (byy + C22)a5,
= by1a41 + C11G11 + by1Az1 + €101 + b12a15 + C12a47 + bypayy + €20,

= (b11a41 + by1G1 + b1pay; + bypayy) + (C11a11 + C2101 + C12a42 + Co205;)

=tr(B'-A) +tr(C'-A) =(A,B) +(A,C) = (B,A) +(C, A).

27



PI'5 Sejak € R. Entédo
(kA,B) = by (kayq) + by (kayy) + bip(kayy) + byy(kayy)
= kbyya41 + kbyiay, + kbypaq; + kbyyas,
= k(b11a11 + by1a,1 + b0y, + byyay;) = k(A,B).

Portanto (4, B) = tr(B* - A) define um produto interno em V = M(2).

Considere V' um espaco vetorial com produto interno (u,v), k€R e u,ve w

elementos de V. Verificamos facilmente que
(i)  (Ou)=(u0)=0;
No caso do R" e o produto interno usual, (0,u) = 0x; + 0x, + ---+ 0x,, = 0.
(i) (w,v+w) =(u,v) + (u,w);
Pela propriedade PI 3, (u,v + w) = (v + w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u,w).
(i) (w, kv) = k(u,v);

Novamente pela propriedade Pl 3, (u,kv) = (kv,u). Pela propriedade PI 5,

(kv,u) = k(v,u). Por ultimo, novamente por Pl 3, k(v,u) = k{u,v).
(iv) (u—v,w)=(uw)—(v,w).

Pela propriedade Pl 4 (u—v,w) = (u+ (—v),w) =(u,w) + (—v,w). Pela
propriedade PI 5, (u, w) + (—v,w) = (u,w) + (—1)(v,w) = (u,w) — (v, w).

Se estabelecemos um produto interno em um certo espago vetorial V, a norma

de cada vetor desse espaco vetorial sera o numero real denotado por ||v|| tal que

vl = (v, v)"/2 = ||[v]|2 = (v, v).
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Dessa forma, v € um vetor unitario quando ||v|| = 1. Ja a distancia entre dois vetores

quaisquer de V sera o numero real definido por

du,v) =|lu—-v|| =/{(u—v,u—v) .

lu—v||?> =(u—v,u—"v).

Logo, se u = (x4, x5, ..., xp) € v = (¥4, V2, ..., Yn) SA0 vetores em R" e o produto interno

€ o usual, entao

ull?2 = (u,u) = x,2 + x,% + -+ x,2

ull = Vx,? + 252 + - + 27

dw,v)* = lu—v|l* =(u-v,u—v) -

llu = vll = /(21 = y1)2 + (6 = ¥2)% + - + (X — ¥n)?.

3.1 Angulos entre Vetores e Ortogonalidade

Considere 6 a medida entre dois vetores quaisquer v, e v, do espaco vetorial
R3 com produto interno usual. Esses dois vetores formardo dois &angulos.
Consideraremos o menor desses dois angulos. Assim entendemos que 0 <0 < m.

Mostraremos agora que tal &ngulo satisfaz a igualdade

u-v
cosf = ————(1) ~
llull vl
u-v .
6 = arc cos (m), sendo u - v o produto interno usual.

Para definir esse angulo ha a necessidade de mostrarmos a veracidade de (1)
onde o produto interno generaliza o produto interno usual. Temos que ter a certeza de
que

[{u, v)| <1
llull (v
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sendo u e v vetores quaisquer de V nao nulos. Para isso fazemos uso da

Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Teorema  Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Se ue vsaovetoresde um espago com produtointernoV, entdo [(u, v)| <
llullllv]l, com a igualdade valendo se, e somente se, u e v sdo linearmente

dependentes.
Demonstragao

A desigualdade é clara se u € o vetor nulo de V. Suponhamos, entéo, u
diferente do vetor nulo. Para qualquer t € R, temos que (tu + v,tu + v) = 0, ou seja,

para qualquert € R,
(w,udt? + 2{u, v)t + (v,v) = 0.

Definamos p(t) = (u,u)t? + 2{u, v)t + (v, v), t € R. Observamos que p é uma fungao
polinomial ndo negativa. Além disso, como o coeficiente do termo quadratico & ndo
negativo, segue que o discriminante A de p(t) € um numero real nao positivo.
Portanto, A = 4(u, v)? — 4(u, u)(v,v) = 4(u, v)? — 4||ul?|lv]|> < 0, o que equivale a
(u, v)? < ||lull?||v||?. Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade

acima, obtemos o desejado.

Vamos agora resolver a questdo do dngulos em espagos com produto interno
arbitrarios. Suponhamos que u e v s&o vetores ndo nulos de um espago com produto
interno V. Considere a |(u,v)| < ||lullllv||. Dividindo ambos os membros dessa

desigualdade por ||ul|||v]|, obtemos

[{u, v)| <1
llull (v

ou equivalentemente
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(u, v)
1= g = 1)

Como cos # assume, uma unica vez, cada valor no intervalo [—1, 1] quando 8 varia no

intervalo [0, ], segue de (*) que existe um unico 6 € [0, ] tal que

u, v

[l 1wl

Definimos o &ngulo entre u e v como o numero real 8 acima mencionado.
Sejam u e v dois vetores ndo nulos de um espago com produto interno V e seja
@ o angulo entre eles. Segue que cosf =0 se, e somente se, (u,v)=0.

Equivalentemente, temos 6 = % se, e somente se (u, v) = 0. Convencionamos que se

u ou v € o vetor nulo, o angulo entre eles é % Assim definimos:

Dois vetores u e v em V sao ortogonais quando (u, v) = 0.

3.2 Bases Ortonormais [1]

Um espaco vetorial com produto interno possui bases que se destacam das
demais, chamadas de bases ortogonais. Trabalhar com este tipo de base torna V
geometricamente muito parecido com o espago R".

Um conjunto de vetores em IV € chamado conjunto ortogonal se quaisquer dois
vetores distintos do conjunto sdo ortogonais. Por exemplo, o conjunto
{(1,2,1),(2,1,—4),(3,—2,1)} € um conjunto ortogonal em R3 com seu produto interno
usual.

Um conjunto ortogonal no qual cada vetor tem norma 1 € chamado conjunto
ortonormal. Se v € um vetor ndo nulo em um espaco com produto interno, entdo o
vetor ||[v||~tv tem norma 1. O processo de multiplicar um vetor ndo nulo pelo inverso
de sua norma para obter um vetor de normal 1 € chamado de normalizagdo. Assim
um conjunto ortogonal de vetores n&o nulos pode ser sempre transformado em um

conjunto ortonormal, normalizando-se cada um de seus vetores.
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Proposi¢cédo 3.2.1 Todo conjunto ortogonal de vetores ndo nulo de V € linearmente

independente.

Demonstragao

Seja {v,, ..., v} um conjunto de vetores ortogonais de V com produto interno.

Consideremos a equacéao

a,vq + av, + -+ a, v, = 0.

Vamos mostrar que aq; =0, para todo 1<i<r. Fixel<i<r. Entéo,
(av; + ayv, + -+ a,v,v;) = a{v,v;) + -+ ai{v,v) + a1 Vi, V) + -+

a (v, v;) = a;{v;, v;) (*), ja que (v;, v;) = 0 sempre que j # i. Por outro lado

(a,v; + ayv, + -+ a,v,., v;) = (0,v;) = 0 (xx).

De (x¥) e (xx) segue que a;(v;,v;) =0 e como v; € um vetor ndo nulo, temos
necessariamente que a; = 0. Como i foi tomado de modo arbitrario em seu intervalo
de variagao, o resultado segue. A reciproca do resultado € obviamente falsa, pois, por
exemplo, o conjunto {(1,1),(1,0)} de vetores em R? com produto interno usual é

linearmente independente, mas ndo € um conjunto ortogonal.

Teorema Se a ={v,,..,v,} € uma base ortonormal de V, entdo, para todo v € V,

podemos escrever v = (v, v,)v; + (v, V), + -+ + (v, v)vy,.
Demonstragao

Sejav =a v, +a,v, + -+ a,v, a escrita de v na base a. Fixei,com1 <i <
n. Temos (v,v;) =(a1v; + Ay + 4 @, ) = ay(vy, v ) + -+ avy, v ) + - +

an{Vn, v; ) = a;, jaque (v, v;) = 0se j # ie(v,v;) = |lv;]|* = 1. Como i foi tomado de

modo arbitrario, a demonstragéo esta completa.
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Se B = {v,, ..., v,} € uma base ortogonal de V, normalizando cada um dos vetores de

f, obtemos a base ortonormal a de V, onde

{ Uy ) Un }
a = cee .
12 R 72 | R | E79 |

Pelo teorema anterior, para cada vetor v em V, temos que

v, v v v (v,v7) (v, v, )
v:(v'_1>_1+...+(v' n ) n__ 12 v1+...+—nzvn_
v ll” llvy i vl llvnll vl [l
O numero real aq; = % € chamado de coeficiente de Fourier de v em relagéo ao
L

vetor v;. Este escalar admite uma interpretacdo geométrica relacionada com a nogao

de projecao.
Proposicdo 3.2.2 Seja w um vetor ndo nulo de V. Se v € V, entéo

_{vw)  (v,w)

(w,w) w2

€ 0 unico numero real tal que v’ = v — kw é ortogonal a w.

O escalar k é o coeficiente de Fourier de v em relagédo ao vetor w. A projecao de v ao

longo de w é denotado por proj,, (v) e € definido por

(v, w)

(w,w)

proj,(v) = kw = w.

Preposigdo 3.2.3 Suponhamos que {w;,w,,...,w,} seja um conjunto ortogonal de

vetores ndo nulos de V. Se v € V, entao

_ (v, w;)

w2’

k; 1<i<r,
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S80 0S Uunicos numeros reais tais que o vetor v' = v — kyw; — k,w, — - — k,w,

€ ortogonal aos vetores wy, w,, -+, w,.

3.3 Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Trabalhar com bases ortonormais é bastante conveniente. Veremos a seguir
que todo espacgo com produto interno, ndo nulo, de dimenséo finita tem uma base
ortonormal. A constru¢do dada na prova do resultado abaixo é chamada de processo
de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, pois leva os nhomes de Jorge Pedersen Gram
(Dinamarca, 1850 — 1916) e de Erhard Schmidt (Alemanha, 1876 — 1959).

Teorema Um espaco vetorial V com produto interno possui uma base ortogonal.

Demonstragao

Seja {v4,...,v,} uma base de V. Entao

W1=v1,
W, =7V ——(UZ'W1>W
S A
Wa = 1 _(v3;W1>W _(v3;W2>W
T AwliE T w2 T
W = v (van1>W (vnrwn—1>w
= —_—— Wy — e ——————— _1-
R (172 |& w2 "

Pela preposig¢ado 3.2.3, o conjunto {w,, w,, -+, w,} € um conjunto ortogonal. Além disso,
como o conjunto {v,, ...,v,,} € linearmente independente, cada vetor w; é nao nulo.

Assim o conjunto {w;, w,, ---,w, } € um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos de V.

Exemplo 3 Considere o conjunto de vetores {(2,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}. Tais vetores
sdo linearmente independentes e formam um base para R3. Vamos agora determinar
uma base ortogonal {w;,w,, w; } para R3 aplicando o processo de Gram-Schmidt a

tal conjunto e considerando o produto interno usual.
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Seja v; =(2,0,0), v, =(1,1,0) e v3 =(1,1,1). De imediato vamos tomar
w; = (2,0,0). Assim

wy = (2,0,0),
(v, w,) 1-241-040-0
=y, 2 (1.1,0) — 2.0,0) = (0,1,0),
WZ vZ ||W1||2 Wl ( ) 22 + 02 + 02 ( ) ( )
(v3, wy) (v3, wy) 1-24+1-04+1-0
= vy — - =(1,1,1) — 2.0,0) —
Ws = Vs T W T e 2 T LD T g (20.0)
1-041-141-0

0,1,0) =(0,0,1).
sz )= )
Note que w;,w, e w3 s&o dois a dois ortogonais, pois o produto interno usual é zero.

Logo o conjunto {(2,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} € uma base ortogonal em R3.

Exemplo4 Considere as matrizes quadradas de ordem 2: A= [é _01] B =
[O 2
1 5V
independentes. De fato:

1o 11 3 . . -
C—[O 1] e D—[_4 O]' Note que tais matrizes sdo linearmente

aly Zl+ely glevlo 2l Gl=@ o)ea=p=r=2-0
pois

a+08+y+1=0
Oa+2+0y+31=0
3a+f+0y—41=0
—a+56+y+01=0

€ um sistema homogéneo com determinante da matriz dos coeficientes diferente de
zero. Portanto a solugéo € unica e homogénea. Sabemos que o espago V = M(2),
chamado de espago das matrizes quadradas de ordem 2, tem dimensé&o 4. Logo as
matrizes acima formam uma base para V = M(2). Vamos determinar uma base

ortogonal usando o processo de Gram-Schmidt a partir de tais matrizes e usando
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o produto interno (4, B) = tr(Bt - A). Ja mostramos que (4,B) = tr(Bf - A) = a1 by

a21b21 + a12b12 + azzbzz. Entao

(i) Chamemos w; de A.
_1 o

Wy = [3 _1].

(ii) w, = B — )

(wq,w1) 1

(B,wy )

(w,wq)’

Vamos calcular

(Bbw;)=04+0+3—-5=-2
(w,wy)=14+0+9+1=11,

assim
2
w—B_w'—Wl)W_[O 2_(—2)[1 0]_ /11 2 ]
N o -1~ (17, 53/ |
(wy, wy) 1 51 1113 -1 T
(i) wy3=C-— (Cwi) — (Cwy)

(wiwy) L (wawg) 2

(Cwyq ) (C,wy)

(Wlﬁwl) (WZ:WZ).

Vamos calcular

(w,w))=1+0+9+1=11

(C )—2+0+0+53—5
RICRRET 11

4 +4+289+2809_326
121 121~ 121 11’

(Wz,W2> =

assim

+
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(Clwl ) 0 (Cl w> ) 5 55

(wy,wy) 11 ¢ (wy, W) - 326 - 326
11
logo
C C 55 [ 2/ 2
W=C—('W1>W—('WZ>W=[1 O]_O[O o= 5217
’ wowy) 1 (wywyy 2 loo1 0 ol 732617/, 53/,

5 55
W3:'1 0]_[ /163 /163]
0 1 85/326 265/326

e = (158/163 7163
7|85/ 61/, |
| 77/326 326

_ (Diwl) _ (DvWZ) _ (D!W3)

(wiawg) L (wawa) 2 (wawg) S

(iv) w,=D

(Diwl ) (D!WZ ) (D!W3 )

(wy,wy)’ (wa,w3) (wz,ws)’

Vamos calcular

(D,w;)=14+0-124+0=-11
(Ww,w)=1+04+9+1=11

( . 4,289 2809 326
W W2l =779 121 7121~ 11

158 165+170+0_ 163 )
163 163 163 163

( >_<158)2+<55)2_}_<85)2+<61)2_377
Wa Ws? =163 163 326 326) _ 326

(D,ws3 ) =

assim

(D,W1> _ _11 _ 1
(wy,wy) 11
(Dl WZ) O _ O

(W2:W2> N & B
11
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(D, ws) 1 326
(w3, ws) ~ 377 377
326

(D, wy ) W — (D, w, )W _ (D, ws)
(wy, wq) ! (wa, wy) 2 (w3, ws)

2 158 —55
i 3ok 2 e S
— — 17 53 —85 61

40 3 1 /11 /11 377 /326 /326

1241
158 55 =
wy = 2 31_326("%163 /163] 377 377
4 — .
-1 -117377(-85 61 —292 438
/326 /326 7

W4:D_

2 2
Em resumo as matrizes wlz[1 O], ) = /11 ] w3 =

3 -1 17/11 53/11'

158/ —55/ 438/ 1241/

163 163 _ 377 377

—85/ 61/ ] o [—292/ —438/
326 326 377 377

base para o espaco vetorial das matrizes quadradas de ordem 2. E bastante

] séo ortogonais e formam uma

satisfatério que encontremos (w;,w,) = (W, w3) = (W, w,) = (W, w3) = (W, w,) =
(w3, w,) = 0. Lembrando que, dadas as matrizes quadradas A e B de ordem 2, temos
que (A, B) = tT(Bt * A) = a11b11 + a21b21 + a12b12 + a22b22. Dall

( y=1- 2+0 2+3- 17+( 1)- 53—2+51 53—0
Wo W2l =217 11 11711 11
( - 158 = =55 —85+( 5 61 _158 255 61 _
WoWsl = 2163 163 326 326 163 326 326

( - 438 1241 —292+( N —438 _ 438 876 438 _
WoWa) = 21377 377 377 373 377 377 377
2 158 55 17 —85 53 61

wo,wa) =9 763+ 2 763+ 17 326 T 11 326
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632 — 2420 — 1445+ 3233
- 3586 -

2 438 1241 17 —-292 53 —438

11377 2 377 1 3 Y1 3
876 + 27302 — 4964 — 23214

- 4147 -

(Wa,wy) =

158 438 —55 1241 -85 —292 61 —438

163 377 T 163 377 1326 377 326 373
138408 — 136510 + 24820 — 26718

- 122902 -

(Wi, wy) =

Outro topico interessante € o calculo da norma dessas matrizes. Ja mostramos que

vl = (v, v)1/2. Como no espaco vetorial das matriz quadradas de ordem 2 cada matriz

€ um vetor, entdo a norma de w,, € ||lw,||? = (w,,w,), ou seja

lwy]|? = 11 = |lwy|| = V11 = 3,31

326 /3586
2 IE— ~
Iwall? == = llwall =[5 === 5,44
wsl? = 222 5wl = |22 = 1,07
Ws 326 "3 326
| ”2_2009033:” |- 2009033 _ V2009033 = aoe
Wallm =377z Wa 3772 377 o

Para normalizar o conjunto {w,,w,, ws;, w, } multiplicamos cada um dos vetores pelo

inverso de sua respectiva norma. Segue entdo que

‘/ﬁ 0
Wl_\/__[ Al 3\/_ Vi
11 11
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5 V3586 V3586
_ V3586 [ /11 ]__ 1793 163
W2 = 17 53 -
326 |17/, 53/,,] [17V3586 53v3586|
3586 3586
%%2158 _ %%255
158/ ~55/
326 [ 163 163] 163 163
326 326 _ 346 326
37785 37761
326 326
438 1241 4382009033 1241+/2009033
o = v20090331 377 377 | _| 2009033 2009033
* 5329 |—292 —438 —2924/2009033 —438v/2009033

377 377 2009033 2009033

Finalizando podemos afirmar que qualquer matriz de ordem 2 pode ser escrita como

uma combinagao dos vetores w;, w,, w; € w,.
3.4 O Produto Interno < q(x),p(x) >

Seja q(x),p(x) € R[x], tal que R[x] representa o conjunto de todos os
polindbmios de coeficientes reais. Mostrar que (q(x),p(x)) = f01 q(x)p(x)dx define um

produto interno.

PI1 Considere h(x) = q(x)q(x). Dai
(@(0),q(x) = [} q(x)2dx = [, h(x)dx = 0, pois h(x) = 0. Portanto PI 1 é valida.

PI2  Sendo (q(x),q(x)) = [} q(x)2dx, temos que

f q(x)?dx =0 qg(x) =0.
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PI3 Como gq(x)p(x) = p(x)q(x), entdo

@@ = [ aCIpCdx = [ pIaCIx = G900

Pl 4 Considere q(x),p(x),t(x) € R[x]. Entdo

((0), p() + £()) = f a0 + t00))dx = f [GOP() + q()ECO] dx

= f q(x)p(x)dx +f q()t(x)dx = (q(x),p(x)) + (q(x), t(x)).

PI5 Sendo k € R, temos que
(ka(0,p(0) = | ka@pGIdx = k [ a@p(dx = Ka@,p.

Mostramos entdo que (q(x),p(x)) = f01 q(x)p(x)dx define um produto interno.

Exemplo 5 Determinar o angulo entre os vetores (2,0) e (2,2+v3) e as fungdes f(x) =

2 e g(x) =+/3x.

Estamos diante de dois vetores que pertencem ao R? e de dois vetores que
pertencem ao espacgo vetorial dos polindmios com coeficientes reais K[x];, ou seja,

de grau n < 1. Em R? usaremos o produto interno usual (u,v) = x;x, + y,y, € em

(w,v)

K[x]; o produto interno (f(x), g(x)) = [, f(x)g(x) dx. Sabemos que cos6 =

llull vl

Entao calculemos 8 para o caso dos vetores em R2.

(u, v) 2:2+40-2V3 4 1

llull vl \/m/22+(2\/_ \/_\/_ 24 2

9——(:)9—
COoS >

cosf =

§;
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e agora o caso para os vetores f(x) e g(x) em K[x],

(u, v) f012-\/§x dx \/§x2]z
cosa = = _ i
el i \/folz : zdx\/folx/gx-\@xdx Vax]g - Va3]
cosa = V3:1-V3-0 —ﬁcosa—ﬁ(:)a—z
J@-1-4-0/-0) V& 2 6

Neste exemplo consideramos as fungdes f(x) =2 e g(x) = V3x de modo que os
graficos de tais fungdes contivessem respectivamente os vetores (2,0) e (2,2V3). E
obvio entdo que o menor angulo entre as retas responsaveis por tais fungbes é o
mesmo que o angulo entre os dois vetores dados. Mas estamos nos referindo a tais

fungdes como vetores do espaco vetorial K[x],, motivo esse que faz com que 6 # «.

Note também que a norma do vetor f(x) =2 é ffol 2-2dx = 2 e isso ndo pode ser

confundido com o absurdo que seria o0 comprimento da reta do grafico de f(x) = 2,

pois reta ndo tem comeco e nem fim. O mesmo para o vetor g(x) = v/3x que tem

norma \/f01\/§x-\/§x dx = 1.

Exemplo 6 Usando o produto interno (4, B) = tr(B* - A), mostre que as matrizes E; =

[(1) 8]']52 = [8 (1)]'53 = [(1) 8] e E, = [8 2] sao ortonormais.

Demonstramos anteriormente que tr(B'-A) = b;;ayq + by1ay, + bipaq, +
b,,a,, em que A e B sdo matrizes quadradas de ordem 2 define um produto interno.

Precisamos mostrar que o angulo entre duas quaisquer matrizes do conjunto

{E,,E, E;,E,} €0 = % e que cada uma das matrizes do conjunto tem normaigual a 1.

Calculo da norma de

||E1||2 = (E1,E1> =12+0%24+0%24+0%2=1-~ IELll = 1,
||E2||2 = (Ez,E2> =0%2+1%24+0%24+02=1-~ IlE; 1l = 1,
||E3||2 = (E3,E3> =0%2+0%24+124+02=1~ IIEs] =1,
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||E4,||2 = (E4_,E4_> = 02 + 02 + 02 + 12 = 1 < ||E1|| = 1.
Calculo do angulo 6.

E facil verificar que em se tratando das matrizes E,, E,, E; e E,, o produto interno para

(E;, Ej) =0, i,j = 1,2,3,4, sempre que i # j . Temos por exemplo entdo que

(E{, E5) 1-04+0-14+0-04+0-0
cosf = =
IELI| 1| E2 |l 1-1

T
=O:.cost9=0(:>9=§.

Logo

(Ei, Ej)

g =—>
O TN TE]

T
=O:.cost9=0(:>9=§.

Portanto as matrizes E,, E,, E5 e E, sao ortonormais e formam uma base para M(2).

Considere a sequéncia de polinémios 1, x,x2, x3, ... que sabemos formar uma
base para todos os polindmios R[x] de coeficientes reais. Por exemplo, o polindmio
p(x) = x> — 2, pode ser escrito como uma combinagdo linear dos termos de tal

sequencia da seguinte forma
p(x) = -+ 0x™ + 0x™ 1+ -+ x> + 0x* + 0x3 + 0x? — Ox — 2.

Sendo p(x) # 0 e p(x) = a,x"+a,_1x" 1 +--+a;x +a, um polinébmio qualquer,
entdo pelo menos um dos coeficientes a,,a,_4, ..., a1, a, € ndo nulo, ou seja,
1,x,x2,x3, ...  linearmente independente e geram todo o espacgo R[x]. Dizemos que
os polindmios p,(x), p,(x), p,(x), ... de graus respectivamente iguais a 0, 1, 2, ... sédo

ortogonais se

(pi(x),p;(x)) =0, parai # j
e

(pi(x),p;(x)) # 0, parap;(x) # 0 [8],
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tal que o produto interno €& dado por (q(x),p(x))zffw(x)q(x)p(x)dx,

w(x),q(x),p(x) € R[x], comw(x) = 0 e continua em [a, b]. A fungdo w(x) é chamada

de fungado peso. Como exemplos de polinbmios ortogonais temos

3.5 Polinémios de Legendre [8]

Sao aqueles tal que (g(x),p(x)) = f_ll q(x)p(x)dx, ouseja,w(x) =1,a=—-1e
b = 1. Para obté-los vamos usar o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt

aplicados aos polinémios da sequencia 1,x, x2,x3, ... . Os trés primeiros sdo

po(x) =1
1
xZ
1 zZ_
x,1 x - 1dx 2]
pl(x)zx—( >-1=x—f_11—-1=x— L =x-0=x
(1,1) [l 1-1dx X
-1
(x2, x) (x2, 1) f_ll x? - xdx f_ll x?-1dx
_ .2 _ — 2 _ _
p(x) = x X 1=x 0 X 0
{x, x) (1,1) Jo % xdx Jo 1-1dx
1 1
7, %
4 3 1
o
3 -1

3.6 Polindmios de Hermite [8]

S&o aqueles tal que (q(x),p(x)) = J__ e *"q(x)p(x)dx, ou seja, w(x) = e™*’,
a = —oo e b = oo. Para obté-los vamos usar o processo de ortogonalizagdo de Gram-

Schmidt aplicados aos polindmios da sequencia 1, x, x2, x3, ... . Os trés primeiros sdo

Po(x) =1
(x,1) [ Ze**x-1dx 0
s — L] 1 s — @ %) L] 1 s — L] 1 s — s
pi(x) =x 1) X f_oo T 1de X 177 x—0=x
(x%,x)  (x% 1) 0 0,89 89
_ 2 _ _ 2 _ R
P (%) = x* == A LT 08t 177 177
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4 FUNGCOES ORTOGONAIS

No capitulo 3 definimos o que vem a ser um produto interno e em 3.4 fizemos
o caso (q(x),p(x)) = f: w(x)q(x)p(x)dx em que w(x) =1,a=0e b =1 mostrando
a validade das propriedades Pl 1, Pl 2, Pl 3, Pl 4 e Pl 5. Ficou bem claro, tanto no
R? ou no R3, que dois vetores u e v sdo ortogonais quando (u, v) = 0, ou por exemplo,
no conjunto das matrizes quadradas M(2) de ordem 2 quando (4, B) = 0, sendo
(A,B) =tr(B*-A) e A,B € M(2). Trazemos a mesma ideia para o conjunto das
fungdes reais definidas em [a, b], ou seja, se (f(x), g(x)) = f: f(x)g(x)dx = 0, entdo
f(x) e g(x) séo ortogonais em [a, b]. Como exemplo facil temos f(x) = x? e g(x) =

x3 definidas em [—1, 1]. De fato

portanto f(x) e g(x) s&o funcdes ortogonais em [—1,1]. E bom salientar que essas

mesmas fung¢des ndo sao ortogonais, por exemplo, no intervalo [0, 1], pois a integral
definida tem resultado é %

Consideremos agora o conjunto F = {f, f1, ..., fi, ...} das fungbes definidas
em [a,b], com i =0,1,2,.., tal que {(fi(x),fj(x)) = f:fi(x)fj(x)dx =0 para i #j.
Dizemos entdo que o conjunto F = {f;, fi, ..., f;, ... } define um conjunto de funcgdes
ortogonais em [a, b]. Quando falamos da norma de um vetor em R? ou R3, ficou bem
claro que a norma é o comprimento do segmento orientado e expandimos esse

conceito também para o R". Assim por exemplo para u = (x,y,z) € R3, a norma de u

é

lull = Jx-x+y-y+z-z=(uu)

= ||ull* = (u, u).
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1

Se quisermos normalizar o vetor u = (x,y, z) # 0, basta multiplica-lo pelo escalar T

ou seja, o vetor — tem norma igual a 1.

[l
A ideia para fungdes reais definidas em um intervalo [a,b] € a mesma. Se

considerarmos f(x) = x% e g(x) = x3 definidas em [—1, 1], entdo

1 g1 1
IFCOIl = VTFG, G = lIF GO = f x‘%ix:%l

-1

1 Iy 2 2 10
:>||f(x)||2=§—<—§)=§:>||f(x)||:\/;:g

Lol = VigG9G) = lgGl = | x6dx:x7]

-1

1 1 2 2 14
= lg@ollP? =2 = (=3) = 5= lg@ll = f; e

4.1 O Conjunto {1, cos x, cos 2x, ...} [4]
Um exemplo de conjunto ortogonal é o conjunto {1, cos x, cos 2x, ...}, tal que

x € [—m, ]. Para mostrarmos esse fato de forma genérica considere dois elementos

quaisquer desse conjunto dados por cosnx e coskx com n,k € Z e o produto interno

f_z cos nx cos kx dx. Da trigonométrica conhecemos a seguinte identidade
cos(A + B) = cos Acos B F sin Asin B (*).
Note agora que
cos(n + k)x + cos(n — k)x = cos(nx + kx) + cos(nx — kx).
Aplicando (*) ao 2 membro da equagéo acima, obtemos
cos(nx + kx) + cos(nx — kx)
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= cosnx cos kx — sin nx sin kx + cosnx cos kx + sin nx sin kx = 2 cos nx cos kx.
Segue entdo que
cos(n + k)x + cos(n — k)x =2 cosnx cos kx (*x*).

O produto interno é escrito da seguinte forma

s s

(cosnx,coskx) = f cos nx cos kx dx =§f 2 cosnx cos kx dx.
-1 -1

Substituimos (**) na integral definida acima, obtemos

(cosnx, cos kx)

1r" 1r" 1r"
= —f [cos(n + k)x + cos(n — k)x]dx = —f cos(n + k)xdx + —f cos(n — k)x dx.
2 -1 2 —TT 2 -1

Como

. d(sin mx+C)
sin mx m

fcosmxdx=T+C,pois = cosmx,comm # 0 e onUmeron +

k € Z / {0}, entao
Vs Vs

1 1
Ef cos(n + k)x dx + Ef cos(n — k)x dx

_1fsin(n+k)x] " 1/sin(n—k)x1"
-i(ern L))

-1

Perceba também que sin(mm) = 0, qualquer que seja o valor do inteiro m. Logo

2

_ 1/sin(n+k)r  sin(n +k)(—m) 1 /sin(n—k)m sin(n — k)(—m)
_< )+ ( (n—k) (n—k) )

2\ (n+k)  (+k

1 1
=-0-0)+5(0-0) =0.
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Logo o conjunto {1, cos x, cos 2x, ...} define um conjunto de fungdes ortogonais em x €
[—m, ]. Se desejarmos ortonormalizar o conjunto {1, cos x, cos 2x, ...}, basta multiplicar

cada elemento do conjunto pela norma do vetor cosnx, com n € Z. Pela definigdo de
norma ja dada, ||ul|? = (u,u) = (cosnx,cosnx) = ||lu||? = f_Z(cos nx)%dx. Da relagao

fundamental da trigonometria sabemos que
(sinnx)? + (cosnx)? = 1 = (sinnx)? = 1 — (cosnx)?(x).
Como cos(nx + nx) = cos nx cos nx — sin nx sin nx, entdo
cos(2nx) = (cosnx)? — (sinnx)?(*x).
Substituindo (*) em (**) obtemos

cos(2nx) = (cosnx)? — [1 — (cosnx)?] - (cosnx)? = M.

2
Segue entdo que
T Tcos(2nx) +1
llull? = (u,u) = (cosnx,cosnx) = ||u||? = f (cosnx)?dx = f %dx
- -

1" 1(" 1(sin2nx1 ™\ 1 -

=§f_n cos(2nx)dx+§f_ndx=§ on ]_” +§(x]_”)
1 /sin2nm  sin2n(—m) 1 1 2

=3 (o )P (W =500+ =

[ull? = 7 = Jlull = V.

Para normalizar o conjunto {1, cosx,cos2x,..} de fungdes definidas no

intervalo [—m, 7], basta dividirmos cada elemento do conjunto por +/m, ou seja,

{1 COSX COS2X

NI AR A } € um conjunto de fungdes ortonormais definidas no intervalo [—m, 7].
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4.2 O Conjunto {1, cos (nmx/p), sin (mmx/p)} [4]

Vamos mostrar que o conjunto {1, cos (”pﬂ),sin (%)} commn=0,1,2,..

é ortogonal no intervalo [—p, p], sendo {f, g) = f_Z cos (npﬂ) sin (%) dx. Note que

nmx mmx X 27X X 27X
{1, cos (—) ,Sin ( )} = {1, cos (—) , COS (—), ..., Sin (—), sin (—), }
p p p p p p

Seja f(x) =1,g(x) = cos (npﬂ) e hix) = sm( 5 ) Vamos mostrar primeiro que
(f,g)={f,h)=(g,h)=0.

(i) (f,g)= f 1- cos( . )dx —fpcos(nzx) dx.

nmx

Resolvemos a integral fcos( > )dx por substituicdo. Se u = > =>du =

M dx o dx = £ du. Assim
P nm

nmx p p psinu
fcos(—)dx=fcosu—du=—fcosudu= + c.
p nm nm nm

D sm( nx)

nm

Logo [ cos (”pﬂ) dx = + ¢. Segue entdo que

nrm nrm nrm
-p

. (nmx\1 P . (NTp . (nn(=p)
P — psin(—— psin(—=) psin (—)
fcos(n)dxz —(p) (p) P
-p

P sin(n) psin(—nm) B
T onm nm B

pois sin(nm) = sin(—nm) = 0, qualquer que seja o valor do inteiro de n > 0. Assim

f(x) e g(x) sédo ortogonais em [—p, p].

(i) (f,h)= f 1- sm( . )dx—fpsm(m:x)dx.
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mmnx

Resolvemos a integral [ sin (T) dx por substituicdo. Se u = % = du = %dx

dx = 2 du. Assim
mrim

. /mmx . p p . p cosu
fsm( )dxzfsmu—du:—fsmuduz— + c.
p mmn mmn mmn

D cos(m)

Logo [ sin (%) dx = ———-P=+ c. Segue ent&o que
cos (mnx) b cos (mnp) cos (_mn(—p))
fpsin<mnx)dx— _P—p __p p 7 _ _p p _
. p B mn B mn mm B

-p

p cos(mm) N p cos(—mir) _o
mm mm o

pois a fungdo cosx € par, ou seja, cos(mm) = cos(—mm). Assim f(x) e h(x) sao

ortogornais em [—p, p].
= [ P cos () sin (™=
(iii) (g, h) = f_p cos( . )sm( . )dx.
Considere a seguinte identidade trigonométrica

1 1
5 [sin(A + B) + sin(A — B)] = 5 [sin A cos B + sin B cos A + sin A cos B — sin B cos A]
1
=5 [2sin A cosB] = sinAcosB -

1
5 [sin(A + B) + sin(A — B)] = sin A cos B.
Segue entdo que

p nmwx\ . (mmnx 1P /nmx+mnx 1 (P  /nnx—mnx
f cos ( ) sin ( ) dx = —f sin <—) dx + —f sin <—) dx
p P P 2J P 2Jp P

1P  (mx(n+m) 1(?  (mx(n—m)
= —f sin (—) dx + —f sin (—) dx.
2)_, p 2J, p

50



Resolvemos a integral %fsin (%im)) dx por substituicdo. Se u=——"—=du =

M) gy = dx = 2™ Assim
14 n(mtn)

1. mx(ntm) 1 _ pdu p _ _ —pcosu
Efsm <—p )dx —Efsmu m 1) _Zn(m ) sinu du _—Zn(m ) +c
nx(n £ m)
—pcos | ———=
- < P ) +c,
2n(m +n)
logo
1 p nx(n +m) nx(n —m)
zf_pmn( )dx+ f sm(—p )dx
[ -p cos nx(n + m) _pcos (nx(np— m))' P
2 2m(m + n) 2n(m —n)
-p
| [~p cos (22 p+ m) pcos (2R m)
2 2n(m + n) B 2n(m +n)
_ mp(n —m)\ _ n(—p)(n —m)
o[ reos () peos (TR
2 2n(m —n) 2n(m —n)
_1(—pcos(n(n+m)) —pcos(m(n+m))
B E( 2n(m + n) B 2n(m + n) )
1/—pcos(n(n— m)) —p cos(—m(n — m)) 1
+§< 2n(m —n) 2n(m —n) > 2073 (O 0=0

pois a fungdo cosseno € par. Logo g(x) e h(x) sao ortogonais em [—p,p]. Para
finalizarmos, precisamos mostrar que (g,g') = (h,h’) =0 quando g e g’ diferem

segundo o valor de n e h e h’' segundo o valor de m. Note entdo que g,g’,h e h' séo

elementos distintos do conjunto {1, cos (”pﬂ) ,sin (%)}

(iv) (9.9 =|_ pcos( . )cos (n,;:x) dx.
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Ja mostramos anteriormente que cos(n + k)x + cos(n —

k)x =2 cosnxcoskx, tal que n,k sdo inteiros quaisquer. Substituindo na integral
acima temos

p nmx n'mx 1P nx(n+n')
f cos( )cos dxz—f cos| ——|dx +
p P P 2J, P

N =

f ? os (M) dx,
—p p

)

.:|

psm(

nm

analogamente como j& sabemos que [ cos (npﬂ) dx = + ¢, entdo

1 + 17
= nx(n ) dx + —f cos —nx(n n) dx
2 2)_,

1 psm
+_

1
~2

(n+n")m 2 (n— n’)n

( nx(n+n)) P . nx(n n)

-p

1
2 (n+n)m B (n+ n’)n
poin (E=1) i (K =)
+= P —
2 (n—n"m n—n )n

psm np(np+n)) psin( m(— p)(n+n >

1 (psin(r(n +n')) _ psin(= —n(n+n')) psin(r(n —n')) _ psin(= —n(n—n'))
_2< (n+n)m (n+n)m >+2< (n—n")m (n—n"rm )

1 1
:E(O—O)-}' E(O—O):O,

pois sin(+m(n £ n")) = 0, seja quais forem os valores dos inteiros n,n’ > 0. Logo g(x)

e g(x)' sado fungdes ortogonais em [—p, p].

(v) (hh')= f_Z sin (%) sin (m;)"x) dx.
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Considere a seguinte identidade trigonométrica
1 1
5 [cos(A+ B) — cos(A—B)] = 5 [cos A cos B —sinAsin B — (cos A cos B + sin A sin B)]
1
= —E[ZsinAsinB] = —sinAsinB -

1
—3 [cos(A + B) — cos(A — B)] = sin Asin B.

Logo

p mmx m'mx
f sin ( ) sin ( ) dx
-p p p
1P nx(m+m')\ 1P nx(m—m")
=——f cos| ———— +—f cos| ——= | dx
2)_, p 2)_, p

sin <nx(m + m’)) P sin <nx(m — m’)) P
Y p 1P p
2 (m+m-)n 2 (m—-m-m

-p -p

1 1
=—=(0-0)+-(0+0)=0,
20— 0) +5(0+0)

ou seja, h(x) e h'(x) sao fungdes ortogonais no intervalo em [—p, p]. Para normalizar

. nmx . mmx .
o conjunto {1, cos (7) ,sin (T)} calculemos a norma dos seguintes vetores

@) Nz =/ 1 1dx= [ dx=x]1)=p~(-p)=2p-

Il =/2p

|2 = f_Z (cos (npﬂ))z dx.

cos(2x)+1
2

(i) | cos (”pﬂ)

Como (cosx)? = , entdo

2nmx

p nmwx\\2 p COS ( p ) +1 1(°P 2nmx 17
f (cos (—)) dx = f dx = —f cos( )dx + —f dx.
—p p —p 2 2)_, p 2)_,
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Znn'x)

2NmTX
Sendo [ cos (2”;”) dx (") = poin(% + ¢, entéo

-— 2nm

1[7’ <2nnx>d +1fpd 1 psinann]p +1(]p)_
2), O\ ) T2) T2\ T2 L) T2V T

1 /p sin 2npn pstn( p)m _ 1
2( 2nm 2nm ) (=P = (O Otz =p

Segue entdo que ||cos( )” =

|2 2

= f_z (sin (%)) dx.

(iii) ”sin (%)

2
Para resolvermos a integral f(sin(%)) dx, usamos a identidade

trigonométrica (sinx)? = =°222% Assim
2mnx
_/mmx\\? 1_COS( p ) 1 1 2mmx
f(sm( )) dxzf dx=—fdx——fcos< )dx.
p 2 2 2 p
Por uma simples substituigdo chamamos u = 2% = du = 2m—"alx dx = p:l” Assim

1fd 1[ <2m7rx)d _1fd 1[ pdu_lfd 1[ dy =
5 | dx—5 | cos > x=g7|dx—z|cosu-——=c[dx—_——| cosudu =

Entao

. (mnx) 2
sin
p
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2mmp . (2mn(—p)
r sin (—p ) p sin <—p ) P N p _sin2mm N sin 2m(-m) _
|2 4mn 2 4mn 2 2  4mm 4mn

pois sin(+2mmnx) = 0 seja qual for o valor do inteiro m. Logo

. (mnx)
sin
p

2
:p:}

() - .

b,

Dividindo todos os elementos do conjunto {1,cos(ﬂ),sin(m)}, com m,n =
p p

nmx
. i 1 cos(—
0,1,2,.., pela sua respectiva norma, obtemos o conjunto {— (” )

N

ortonormal no intervalo [—p, p].

VP

(5]
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5 SERIE DE FOURIER GENERALIZADA (4]

Considere um conjunto infinito de fungdes F = {fy, fi,...,f:, ..}, (f; # 0)
definidas e ortogonais em [a, b] (com produto interno f:fi(x)fj (x)dx =0,i # j) e seja

g(x) uma fungdo qualquer definida em [a, b], ndo necessariamente pertencente
ao conjunto F. Como F = {fy, f, ..., f;, ... } € ortogonal em [a, b], tal conjunto forma uma
base para a fungédo g(x). Logo g(x) se escreve como uma combinagdo linear dos

vetores fy, f1, .-, fi, ., cOM i = 0,1, 2, ..., OU seja, existem os numeros reais a; tais que,

9(x) = aofo + arfi + axfo + -+ aifi + -

que pode ser escrito como

0]

909 = > afix).

i=0

Para determinarmos os numeros reais a; multiplicamos ambos os membros da

equacgao acima por f; (o que é possivel pois f; # 0). Entdo

9gX)fi = aofofi + atfifi + axfofi + -+ aififi +

Integramos de a até b ambos os membros da equacgéo obtida e separamos a integral

do segundo membro em somas de integrais definidas, ou seja,

fbg(X)fidx = fbaofofidx+fb alflfidx+---+fbaiﬁ.fidx+...

fbg(x)fidx = a, fbfofidx +a,; fbflfidx + ot oq fbfifidx 4 e

Como o conjunto F = {f,, fi,...,f;, ...} € ortogonal em [a,b], segue que todas as

integras definidas acima sdo iguais a 0, com excegao da integral definida f: fifidx ,
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pois essa integral definida define um produto interno de dois vetores iguais, ou

seja, fffifidx =0 © f; = 0 e sabemos que f; # 0. Dai

fbg(x)fidx = a fbfifidx

f 9fidx
f fifidx
o [} gGo fidx
l 1771/
Aqui vale observar a clara semelhanga de a; com o coeficiente de Fourier 22 dado

I| ill?
anteriormente na proposicao 3.2.2 do capitulo 3 quando trabalhamos no espaco R",

ja que a; acima pode ser escrito da seguinte forma

o = 9. fi)
S

Finalizando temos que

(g0, f)
g(x)—nZO TR

Suponhamos agora o conjunto de fungdes {f,}, n =0,1,2,..., definidas no
intervalo [a, b] tal que, (f;(x), f; (x)) = fffi(x)fj(x) # 0, ou seja, f;(x) e f;(x) ndo séo
ortogonais. Se adicionarmos uma fungdo w(x) ao integrando da integral definida e
verificarmos que f:w(x)fi(x)fj(x) = 0, seja quais forem os valores de i e j, entdo o
conjunto {f,,} sera chamado de ortogonal em relagdo a fungdo w(x) chamada de

funcao peso no intervalo [a, b].

Em seguida veremos a Série de Fourier para o conjunto

{1,cos(”pﬂ),sin(%)}. Ja& sabemos que o conjunto das fungdes reais de um

conjunto n&o vazioA em R, onde asoma é a somausual de funcdes
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fF+9)x)=fx)+g(x),vx € A e a multiplicagdo € a multiplicagdo de f por um
escalar a € R definida por (af)(x) = af(x), € um espago vetorial. Consideremos
uma fungdo f(x) definida no intervalo [—p,p]. Tal fungéo f(x) € um vetor do

espaco vetorial das fungbes reais definidas em [—p,p] e como tal pode ser escrita
. ~ . . X 21X . X . 27X
como uma combinagéo linear do conjunto {1, cos—=, cos—=, ..., sin—=, sin ==, } que

j@ mostramos ser ortogonal no intervalo [-p,p]. Logo existem os reais

ag, 41, Ay, ..., by, by, ... tais que

()_ao 14 nx+ 2nx+ t b i nx+b _ 2nx+
fx—2 alcosp azcosp 1smp Zsmp )

Justificaremos agora o motivo de tomarmos o coeficiente ? para o coeficiente da

funcdo constante 1. Para isso multipliquemos ambos os membros da igualdade acima
por 1 (fungcdo constante pertencente ao conjunto). Assim

ay X . X
f(x)-l=7-1-1+a1-cos?-1+---+b1-sm?-1+--- (%).

Integramos de —p ate p ambos os membros
p Pa, p X p . mX
f f(x)-ldxzf —-1-1dx+f al-cos—-ldx+---+f by -sin—-1+ ---.
S p 2 —p p —p p

Repare que no segundo membro todas as integrais definidas, com exceg¢do da
primeira, ttm como resultado 0, pois no integrando as fungdes s&o ortogonais. Segue

entao que

fpf(x)-ldxzfp%-ldx
-p -p
= f_:f(x)dx =%f_:dx

14
= | r@ax =305 =F o~ (» =32 = aup @i ) -
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Y (F@),1)
a, = pf_pf(x)dx =11z

De forma analoga, multiplicando ambos o0s membros da equagao

(*) por cosnpﬂ (depois por sin”pﬂ) , integrando de —p ate p ambos os membros
. . . ~ . p nmwx 2
verificando que todas as integrais, com excec&o da integral f_p (cosT) dx

2
<f_z (Sin npﬂ) dx), sdo iguais a zero, obtemos

p nmwx p nmwx\?
f f(x)cos—dx = a, f (cos —) dx
-p p -p p

p nmwx p nmwx\?
f f(x)sin—dx = b, f (sin —) dx.
-p p -p p

2 2
Segue que as integrais definidas f_Z(cos”pﬂ) dx e f_z (sin”pﬂ) dx ja foram

resolvidas por substituicdo anteriormente e o resultado de ambas é p. Logo

p nmx
f f(x) cos e dx = a,p
-p

1[ pf( ) nnxd
a, = — X)CoOS—ax
" opl, P

p nmx
_ f_pf(x) cos == dx

Jeos (55

an

p . nmx
f f(x)sin e dx = b,p
-p
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1[ pf( )si nnxd
=— x) sin—dx
PJyp p

p _ nmx
f_p f(x) sin > dx

Jsin (5

n =

Com tudo ja apresentado, podemos definir a Série de Fourier de uma fungéo f(x)

definida num intervalo [—p, p] como

a, = nmx . nmx
flx) = > z (a cos—+ b, SIHT)'

n=1

em que

1fpf( )d 1fpf() MY e, b 1fpf() in "2t g
aAnp = — X X, a, = — X)cos——ax, = — X)SIn——dax.
" pl, "pl, p "pl, p

Exemplo 1 Expressar a fungdo f(x) ={122 _Oﬂ<<xx<<ﬂ0 como uma Série de

Fourier.

Vamos determinar os coeficientes a,, a,, € b,, da Série de Fourier. Neste caso

estamos trabalhando em um intervalo (—m, m) — {0}. Sabemos que
=~ [ “reoar =1 [ reoa
ao—p _pfx X = _nfx X.

Como f(x) € uma fungao definida por duas sentengas, dividimos a integral definida

acima em duas outras integrais definidas, uma de —w a 0 e a outra de 0 a ©. Assim

1" 1[0 1 ("
=—f f(x)dxz—f —2dx+—f 2dx
n -7 n -7 n 0

o ao =~ (-2x].0) 4~ (241 )
T T
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=>a0=%(—2-0—(—2-(—ﬂ))+%(2-n—2-0)

1 1
>ay=——'2n+—-2n=0.
I8 I8

Calculemos agora a,,
[ reeos™ ax = [ " pecos™ ax = [ oy cosna
a, =— X)COS—dAdXxX = — X)COS—ax =— X)cosnxax.
" opl, p T)_, T T)_,

Novamente dividimos a integral definida acima em duas outras integrais definidas,

uma de —mr a 0 e a outrade 0 a . Assim

0 T

1(" 1 1
a, = ;f f(x)cosnxdx = ;f —2 cosnxdx + ;f 2 cosnxdx
—T —T 0

-2(° 2 ("
a, = —f cos nxdx + —f cosnxdx.
ToJ_, ),

sinnx

+ ¢, entdo

2 sinnx] 0 +2 sinnx]"
= n I,) o\ n 1,

-2 (sin 0 sin n(—n)) 2 (sin nm  sin O)

Como [ cosnxdx =

n

a, = —

TT n n TT n n

@, =200-0)+20-0)
T T

a, =0
pois sin0 = 0 e sinn(—m) = sinnw = 0, qualquer que seja o valor do inteiro n > 1.

Calculemos b,

b 1fpf()_nnxd 1f”f()_nnxd 1f"f()_ J
= - x)sin—dx = — x)sin—dx =— x) sinnxdx.
" p -p p 3 —TT T[ T =TT
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Novamente dividimos a integral definida acima em duas outras integrais definidas,
uma de —m a 0 e a outra de 0 a . Assim

0 T

1(" 1 1
b, = —f f(x)sinnxdx = —f —2sinnxdx + —f 2 sinnxdx
T)_, TJ)_, TJo
—2(° 2 ("
b, = — sinnxdx + —f sinnxdx.
I I

-7 0

Como | sinnxdx = _C(:nx + ¢, entdo

—2/—cosnxy 9 2/—cosnx1 ™
-2 )2 )
T n - T n

0

n

n n

b = -2 <— cosO0 —cos n(—n)) N 2 <— COSNmT  —CoS O)
I

I n n
-2/ 1 cos(—nmn) 2 (—cosnt 1

b= (- Ly osCnmy 2 —cosn 1y
I n n I n n

Sabemos que n é um inteiro, n > 1. Logo o valor de cosnm (ou cos(—nm)) tem como
resultado —1 ou +1 dependendo do valor de n, ou seja, para n impar cosnmt = —1 (ou

cos(—nm) = —1) e paran par cosnm = 1 (ou cos(—nm) = 1). Isso nos faz pensar que

~ + )"
a expressao COS(T‘ln") = ¢ n) . Logo

n n T n n
n n T n n

b :g<g_ D" D" +1>

n n n n

b =22 2C0)
mT\n n

by =2 2(1— (_1)n>
A n n

by = (1 = (D)™,
nm
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Por fim

0- cos—+—(1—( ") smi)

Nlo

fo) =

)

4
F@) =Y — (1= (~D"sinnx,

n=1

Atribuindo valores para n podemos “abrir” a série assim obtida. Ressaltamos que a

expressdo 1 — (—1)" = 0 se n é par e caso contrario 1 — (—1)" = 2. Dai

4 4
—2:sin5x+0+—-2-sin7x +
7T

4 . 4 .
f(x)——-2-smx+O+§-2-sm3x+0+5ﬂ
8sinx 8sin3x 8sin5x 8sin7x
+ + +
57 7

fe) = T + 3n

Com a ajuda de programas computacionais podemos plotar graficos da fungao
f(x) dada pela Série de Fourier encontrada acima. Observe pelos graficos obtidos
abaixo que quanto maior o valor n, mais o grafico da fungcado descrita pela Série de

Fourier se aproxima do grafico da func&o original definida por duas sentengas
Paran =5 en = 11 temos os respectivos graficos

Figura 1

n/l2

—n}2

Fonte: Proprio autor (2021)
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Figura 2

|
- -n/2 0 n/2 m
\ |
\‘ S
w |
| |
\ /‘
( |
\ 21
\\ /
Fonte: Proprio autor (2021)
Figura 3
N A
20+ —
|
1 \\
| |
| \
—I‘\H —n} 2 0 n/|2 n
\ r‘
\‘ _ﬂ‘
|
¥ —20
\/ \J

Fonte: Proprio autor (2021)

Consideremos agora uma fungao f (x) periédica com periodo 2p. Para ficar bem claro
o comentario que se segue, chamaremos de g(x) a fungdo expressa pela Série de

Fourier corresponde a f(x). E natural nos perguntarmos se a funcédo g(x) converge
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para a fungdo f(x) (ndo expressa pela Série de Fourier). No grafico anterior
percebemos que em x = 0 isso ndo acontece, pois g(x) = 0, enquanto que na fungao

f(x) = {_22 6n<<xx<<no, £(0) ndo existe. Logo funcdes dadas pela Série de Fourier

nem sempre convergem para o valor da funcdo em determinados pontos. Mas
podemos determinar o ponto de convergéncia de g(x) se pensarmos em fungdes
seccionalmente continuas. Considere entdo uma funcgéo f (x) definida em um intervalo
[a,b] e considere também um numero de pontos finitos x; pertencentes a este
intervalo tal que, a=x,<x; <x, <--<x,=b, i=0,1,2,... Entdo esses pontos
determinardo n subintervalos fechados do tipo [x;_;,x;]. Se em cada um deles a
funcéo for continua e os limites laterais nas extremidades em cada um deles existirem,
diremos que a fungao € uma fungéo seccionalmente continua. No grafico do exemplo
anterior se tomarmos como exemplo um subintervalo do tipo [x;_q,x;],
verificaremos que a fungdo dada nesse subintervalo € seccionalmente continua. Se
pensarmos que x;_; < 0 e x; > 0, verificaremos que apesar dos extremos possuirem
sinais diferentes a fungdo € seccionalmente continua nesse subintervalo, pois dado

um ponto a qualquer distinto dos extremos de [x;_;, x;], lim | f(x) = lim_ f(x).
x—a x—a

Logo a fungdo dada no exemplo 1 é seccionalmente continua. Podemos ent&o
enunciar o seguinte teorema para a Série de Fourier, chamado Teorema da

Convergéncia.

5.1 Teorema da Convergéncia [9]

Se existe uma fungao periddica de periodo 2p tal que, f(x) e f'(x) séo

seccionalmente continuas no intervalo [-p,p], entdo a Série de Fourier

_ % | yo nmx in X _1pvp
dada por g(x)= > + Y0 (an cos — + b, sin . ), tal que q, = pf_pf(x)dx,

an=§ [ f(x)cos”pﬂdx e bnzi f_Zf(x)sinnpﬂdx, estai bem  definida e

g =3[ lim_ f(©)+ lim_f(0)|

Exemplificando, vamos tomar o grafico da figura 3 aonde aparecem o grafico

da fungao f(x) e o grafico da corresponde Série de Fourier g(x). Temos que no ponto
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em que c¢=0, lin})+ flc)=2 e lin(l)_ f(c) =—-2. Nesse ponto g(0) =
c— c—

1[ ;. . _1 _ _

i lim, F@+ tlim_ (@] =3[2+ (=2)] =0.

5.2 Série de Fourier do Cosseno e do Seno

Fungoes pares e fungdes impares

Definicdo  Considere uma fungao f(x) de dominio D. Dizemos que uma fungao é

i) parquando f(x) = f(—x),Vx €D,
i) imparquando f(—x) = —f(x),Vx € D.

Como exemplo temos que as fungdes h(x) = x? e f(x) = cosx sdo fungbes pares

enquanto que as fungdes g(x) = x3 e t(x) = sinx sdo fungdes impares.
Propriedades
i) Se f(x) e g(x) sao fungdes pares, entao f(x)g(x) é par.

De fato. Seja h(x) = f(x)g(x). Como f(x) = f(—x) e g(x) = g(—x), entdo
h(=x) = f(=x)g(—x) = f(x)g(x) = h(x).

i) Se f(x) éuma fungao par e g(x) é impar, entdo f(x)g(x) € impar.

De fato. Seja h(x) = f(x)g(x). Como f(x) = f(—x) e g(x) = —g(—x), entdo
h(x) = f(=x)(—g(—x)) = =[f (=x)g(-x)] = —h(-x).

i) Se f(x) é uma fungéo impar e g(x) é impar, entédo f(x)g(x) é par.

De fato. Seja h(x) = f(x)g(x). Como f(x) =—f(—x) e glx) = —g(—x),
entdo h(x) = F(X)g () = (—f(—1))(=g(=)) = F(~x)g(~x) = h(~x).
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Uma funcdo pode ndo ser par e nem impar. E o caso da funcdo
f(x) =x%2—5x+ 6. Neste caso f(x) # f(—x) e f(—x) # —f(x). Por ndo ser par e
nem impar a funcédo € uma fungao sem paridade.

Interpretamos a integral definida f:f(x)dx como a area da regiao do plano
delimitada pelo grafico da fungdo f(x), pelas retas x = a,x = b e pelo eixo x. Uma
observagao interessante das integrais definidas é quando integramos essas integrais
em intervalos simétricos, por exemplo de —p a p, pois podemos dividir o calculo da
integral definida em outras duas, uma de —p a 0 e a outra de 0 a p. Entdo quando a
funcdo do integrando é par e o intervalo de integracao € simétrico, estamos diante da
soma de duas areas iguais em termos de valor absoluto, ou seja,
f_Zf(x)dx = f_;f(x)dx + [ f(x)dx =2 [ f(x)dx. Vejamos o grafico para a

fungdo f(x) = x? no intervalo [—2, 2].

Figura 4

-2
/ x?dx = 2A,
Jo2

Fonte: Proprio autor (2021)

Quando a fungdo do integrando é impar e o intervalo de integracdo é simétrico,
estamos diante da diferenga de duas areas iguais em termos de valor absoluto,

ou seja, f_Zf(x)dx = f_;f(x)dx + fgf(x)dx = 0, pois fgf(x)dx = —f_zf(x)dx.
Como exemplo temos a funcao f(x) = x3 e f(x) = x. Vejamos o gréfico para a fungao

f(x) = x no intervalo [-2, 2].
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Figura 5

2 P
/ z?dx = 0
J—=2

A= Ay A,

Fonte: Proprio autor (2021)

Voltemos agora para a Série de Fourier e suponhamos que exista uma fungéo f(x)
que satisfaga as condigdes do Teorema da Convergéncia. Entao

a, & nmwx . nmx
flx) = > + z (an cosT + b, smT),

n=1

em que
1fpf( ) 1fpf() "X e, b 1fpf() in 2% g
aAnp = — X X, a, = — X)cos——ax, = — X)SIn——dax.
" pl, " pl, p "pl, p

Temos entdo os seguintes casos para o calculo de a,, a,, € b, em que o integrando

f(x) € uma fungao

1) Par

) ag= %f_:f(x)dx = %- 2 fgf(x)dx = %fgf(x)dx, pois f(x) é fungado par.
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i) a, =%f_§f(x) cosnpﬂdx. Como f(x) é par e cosnpﬂ é par, entdo o

produto f(x) cos™ > & par. Assim a, =~ [ 7 f(x) cos > dx + a = - [ f (x) cos™ = dx.

iii) b, =% S f) sin%dx. Como f(x) é par e sin”pﬂ é impar, entéo

f(x) sinnpﬂ é impar. Logo b,, = %I_Zf(x) cosnpﬂdx = 0.

Neste caso entdo chegamos a conclusdo que

f(x)—70 z<a cos + b, sin?)

flx) = 70 i (a cos@)

em que a, = %fgf(x)dx, a, = %fopf(x) cosnpﬂdx e b, =0.
2) impar
) ap= %f_;’f(x)dx = 0, pois f(x) é uma fungdo impar.

i) a,= %I_Zf(x) cosnpﬂdx. Como f(x) é impar e cosnpﬂ é par, entdo o

produto f(x) cosnpﬂ é impar. Logo a, = %I_Zf(x) cosnpﬂdx = 0.

iii) b, = % S f) sin%dx. Como f(x) € impar e sin”pﬂ é impar, entéo o

produto f (x) sin“* é par. Logo b, = [ f(x)sin"=dx = by = 7 [ f(x) sin* = dx.

Neste caso entdo chegamos a conclusdo que
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Em que a, =0, a, = 0 by zgfgf(x)sinnpﬂdx_

Exemplo 2 Expressar a fungéo f(x) = x® definida no intervalo —2 < x < 2 como

uma Série de Fourier.

Percebemos de imediato que a fungdo f(x) =x3 é impar, pois para
todo x, f(x) = —f(—x). Entdo pelo caso 2), precisamos apenas calcular

b, = gfff F(x) sin”pﬂdx, com p = 2. Entdo

b prf( )si nnxd
= - X)SIin——ax
"ol P

. _2[2 3 i T
n =3 0x sin——dx
2 nmx
bn:f x3 sin——dx.
0 2

Vamos integrar fx3sin”2£dx por partes. Sabemos que a integral de

nmx

. -2
fudv=uv — [vdu. Se u =x3= du =3x%dx e se dv = smnzﬂdx:v = —cos—~.

Logo
_ nmx —2x3  nmx 2 nmwx
fx3 sin dx = cos —f——cos—-?)xzdx
2 nm 2 nm 2
f 3 g X _—2x? nnx+ 6[ 2 005 X 4 4
x°sin——dx = ———cos— | x7cos— x.(1)
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Precisamos agora resolver a integral [ x2?cos>=dx. Novamente resolvemos por
2

2 . .
partes. Seu = x? = du = 2xdx e se dv = cosnzﬂdx S>v= Esmnzﬂ. Assim

nmwx 2x?  nmx 2 nmx
fxz cos——dx =—sm——f2x-—sm—dx
2 nm 2 T 2
f 2 ops X _2x*  nmx 4 L
x”cos——dx = ——sin— — | xsin— x.(2)

Precisamos agora resolver a integral [ x sin nzﬂ dx. Novamente resolvemos por partes.

. -2 .
Seu=x=>du=dxesedv= smnzﬂdx >v= Ecosnzﬂ. Assim

nwx —2x nwx 2 nwx
fxsin—dx =——CcoS— — f ——cos—dx
2 nm 2 nm 2
nwx —2x nmx 2 nwx
fxsin—dx =——cos—+— | cos—dx
2 nm 2 nm 2
. NTX
. nmx —2x nmx 2 S—H—
x sin > dx = — cos > +E.—n_ﬂ
2
. nmx —2x nmx 4 . nmx
xsdex =—_—cos— +n2n2 sin— (3).
Substituindo (2) em (1)
_ nmx —2x3 nmx 6 [2x? nmnx 4 _ nmx
fx3sm—dx= coS— + —|—sin— — — | xsin—dx
nm 2 nmw| nm 2 nm 2

—2x3  nmx 12x?  nmx @ 24
= cos + sin —
nm 2  n’m? 2  n?m?

nmx
fxsianx .(4)

Substituindo (3) em (4)

f A sin nmx D = —2x3 cos nmx N 12x? sin nmx 24 1-2x cos nmx N 4 sin nmx
2 nm 2 n2m? 2 nm?| nmw 2 n2m? 2
—2x3  nmx 12x?  nmx  48x nmx 96  nmx
= ———cos— + 2SN + 33 C0S o~ gsin—
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nmx [ 48x  2x3 Cnmx (12x* 96
IR (e sin 2 \n2n?2  n*r*

(48x - 2x3n2n2> nmx (12x2n2n2 - 96) nmx
CcoS +

= sin—— -
n3m3 2 n*m4 2

f , . MmX (48nnx—2n3n3x3> nmwx (12n2n2x2—96> _ nmx
X cos + sin

sin—dx =
2 ntm? 2 n*m4

Por fim

2

b = 48nxm — 2x3n3n3 nnx+ 12x2n%n2 — 96\  nnx]’
n = —, cos — - sin— 0

(48n27r -2 23n3n3> nmw2 (12 - 22n%m? — 96) - nm2
b, = Ccos + sin

2, . nmx
b, = | x°sin—dx
0

ntm? 2 n*m4 2

48n0r —2-03n3n® nm0 12-0%n%m%2-96 = nn0
— oy, Ccos > + oy sin >
96nm — 16n3m3 48n°m? — 96 6\ .
n = agd cosnn+Tsmnn—(O-cosO—n4ﬂ4)smO
96nm — 16n3m3 48n°m? — 96
n = Ry, cosnm +TSIHTLTI.

Como sinnm = 0 para todo n inteiro positivo e cosnm = (—1)", entao

96nm — 16n3n3
- ()"

n*m4

n

0=y, (P aan )

n*m4 2

>
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5.4 Fenomeno de Gibbs

—2,n<x<0

+2, 0<x<m e sua respectiva Série de

Considere a fungéo f(x) :{

Fourier g(x). Mostramos no exemplo 1 anterior que
glx) = Z;‘f=1:—”(1 — (—=1)™) sinnx e ficou bem claro neste exemplo que, quanto maior

o valor de n, mais g(x) se aproxima de f(x). Por exemplo vamos tomarn =3 en =

5. Temos entao

8sinx 8sin3x 8sinb5x
+ +
37 51
8sinx 8sin3x 8sin5x 8sin7x
+ + + :

g(x)s =

g7 = T 37 51 7

Para x = % temos facilmente f(%) = 2. Com o uso de uma calculadora cientifica

calculemos g G) e g, G) ou seja

8sin% 8sin?>E 8sin5E

N _ 2 2 _
Is (2) i + 3 + cr 2,21
8sin% 8sin3% 8sin5% 8sin7%
9(x)7 = T + 3 + 57 + 2 184

Assim, podemos pensar nos seguintes erros de aproximacéo relativos

") — g (g)| —2-221| =021

.
/X
N

I (3) -9, (5)| =12 - 1841 = 016

Se aumentarmos expressivamente o valor de n, por exemplo n =15 e n =21 e

fizermos os devidos calculos, encontraremos

8sin% 8sin?>E 8sin5E 8sin7E 8sin9E 8sin11E 8sin1?>E

N _ 2 2 2 2 2 2
915(2)_ T + 3T + 57 + 7 + o + 11w + 13w
8sin15%
+T—1,926
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8sin% 8sin3E 8sin5E 8sin7E 8sin9E 8sin11E 8sin13E

Ty 2 2 2 2 2 2
921 (2) T + 31 + 57 + 7T + o + 11w + 137
8sin15% 8sin17% 8sin19Z% 8sin21L%
+ 24 2y 2y 2 =206
157 171 197 21w T

portanto

i (g) — 15 (g)| — |2 -1,92| = 0,08

£ (5) - 921 (3)] = 12— 2,061 = 0,06.

Vejamos agora o que acontece se fizermos os mesmo calculos feitos até aqui, porém

num ponto x mais proximo da descontinuidade da fungéo f(x), por exemplo x = 0,15.

Assim

|£(0,15) — g5(0,15)| =]2-1,10] = 0,90
|£(0,15) — g,(0,15)| =]2—-1,41] =0,59
1£(0,15) — g,,(0,15)| = |2 — 2,35| = 0,35.

Considere o grafico

Figura 6

34 ’

1C = (0.15, 2.35) g21()

Fonte: Proprio autor (2021)
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Pelo resultados acima somos levados a pensar que quando maior o valor de n menor
o erro no ponto x = 0,15. Para o que iremos falar agora, o grafico acima enfatiza
apenas a parte do grafico de f(x) compreendida no intervalo 0 < x < & para efeito de
estudo. Para a parte em que —m < x < 0 0 mesmo pode ser feito. Considere entdo as
Séries de Fourier g:(x), g;(x) e g,,(x) e seus respectivos valores g:(0,15), g,(0,15)
e ¢,1(0,15). Temos entdo os seguintes pontos determinados: A = (0,15;1,1), B =
(0,15;1,41) e € = (0,15;2,35). O ponto D = (0,15;2) pertence ao grafico de f(x).
Observamos que todos estes pontos estdo sobre a reta x = 0,15 e portanto eles séo
colineares. Pensando em segmentos percebemos claramente que AD > BD > CD, ou
seja, o ponto C € aquele que esta mais proximo do ponto D pertencente a y = 2. Entao,
se continuarmos aumentando os valores de n, sera que os pontos obtidos na reta x =
0,15 estardo de fato mais préximos da reta y = 2? Quem da a resposta para essa

pergunta € o famoso Fenémeno de Gibbs que € dado pelo seguinte teorema

Teorema Dada uma Série de Fourier g(x) correspondente a uma funcgéo f(x), ha
um limite para a aproximagao de g,(x) em relagdo a f(x) nas proximidades das

descontinuidades, ficando o erro absoluto em torno de 9 %.

Ou seja, para o nosso grafico anterior, segmentos da forma XD permanecerdo

praticamente com o mesmo comprimento tal que, o ponto X (proximo da

descontinuidade em x = 0) é obtido aumentando n e calculando g,,(0,15).
Consideremos novamente a fungdo dada no exemplo anterior

_(—2,-m<x<0
f(x)_{+2, 0<x<m

chamemos de Sy (x) a sequéncia das somas parciais, ou seja, a soma dos primeiros

, g(x) a Série de Fourier correspondente a fungéo f(x) e

N termos

N
4
Sy(x) = Z — (1= (=DMsinnx
n=1
8 < si
sSin nx
SN(X):EZ n
n=1

sinnx

Como para n par = 0, podemos afirmar que

n
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N

8 > sinnx 8 sin(Zm + 1)x
SN(X)ZEZ =—Z—,m=0,1,2

n T 2m+1
n=1 m=0
8 o sin(2m + 1)
sin(2m X
S =— _
v() T Z 2m+1
m=0

Portanto estamos diante da Série de Fourier da fung&o f(x) mas com a soma de N
termos. Entdo é natural pensar, segundo o teorema dado, que perto da
descontinuidade da fungdo, mesmo aumentando o valor de n, os segmentos de
extremos f(a) e Sy(a), tal que a € um ponto critico de Sy (x), praticamente ndo alteram
seu comprimento. Assim Sy (a) = 0. Calculemos a partir de agora os pontos criticos

de Sy(x) no intervalo de (0, 7). Derivando Sy (x) encontramos

N

8 sin(Zm + 1)x
Swx) =;Z 2m + 1

m=0

N
8 1
Sy (x) = 202m+ 1-cos(2m+ Dx-2m+1) =
m=

N

Sy(x) = g z cos(2m + 1)x.

m=0

Encontrar Sy (x) = 0 € muito trabalhoso. Mas podemos calcular Sy (x) = 0 usando a
formula de Euler e = cos@ +isinf. A parte real de e serd denotada por

cos@ = Re {e'?}. Dessa forma

N N
8 Z . 8 Z o
Sll\l(x) — ;Re { el(2m+1)x} — ;Re { e2mix elx}

m=0 m=0
g N
Sy(x) = ;Re {ei" z ezmi"} (%), pois e independe de n.
m=0

Considere agora a série geométrica
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i m_r”—l
rm=——

m=0

Substituindo r por e?** na série geométrica, ficamos com (x) da seguinte forma

oix [(eZix)N _ 1]

(ezix — 1)

8
Sy(x) = ;Re

eix[eNix(eNix _ e—Nix)]
eix(eix _ e—ix) }

Sy(x) = gRe {

eNix(eNix _

, B 8 e—Nix)
Sy (x) —;Re { e — o™ }

elx_ p—ix

2

Uma outra igualdade que nos ajudara €& sinx = que implica
2isinx = e — e~ Substituindo nas expressdes (eV* — e NiX) e (e — ) de

Sy (x) obtemos

S () = 8R eNiX2jisin Nx
NX B € 2isinx
8 eNX sin Nx
Sy (x) = < Re {& 20X
T sin x

Usando novamente a relagdo de Euler e? = cos6 + isin 0 para e"*, ficamos com

, 8 (cosNx + isin Nx) sin Nx
Sn(x) = ;Re sin x '

Analisando a igualdade acima, como queremos apenas a parte real de

{(cos Nx+i sin Nx) sin Nx
sinx

}, teremos

, 8 cos Nxsin Nx
SN(x) - ;Re { sin x }
, 4-2 cos Nx sin Nx
SN(x) - T Re { sin x }
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, 4 2cos Nxsin Nx
SN(x) - ;Re { sin x }
, 4 sin 2Nx
S (x) :ERe { sinx }

Achemos agora os valores de x tais que sin 2Nx = 0, pois nestes pontos Sy (x) = 0.

Isso acontece quando 2Nx = kr,k =0,1,2,---, ou seja, x = '2‘—; Dai

k = 0 = x = 0 (esse valor ndo tem sentido, pois f(0) ndo é definido)
Vs

k:1:>.X1:2N

Logo Sy (%) = 0. Calculemos agora o valor de Sy (x) para x = %

,ym 20,1,2,'”.

ﬂ 8%5' (2m+1)2N]
_n 2m+1

m=0

2Napmy

Sea, =(2m+ 1)% = (2m+1) = . Segue entdo que

2N T 2Nam
m=0 T
8 < si
T Sin @ T
Sy (= ——E ™.
N(ZN) T U 2N
m=0
4 N
T Sina,,, T
Sy (= ——E m_
”(zzv) s a, N
m=0

sin x

Se N - 400 = Sy (ZN) —f" dx. Vamos explicar com mais clareza essa ultima

afirmacgao. Uma Soma de Riemann é expressa por
ll\i,m Zf(fi)Aixr onde §; € [x;, xi41] e Ajx = x;44 — x,1=0, 1, -

e define-se
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N b
m, Y Fax = [ fwa
i=0 a
O comprimentos de cada subintervalo [a,,, a,,+1] &€ exatamente % pois
T T
Ams1 — Ay = (M + 1) + Dﬁ_ 2m+ Dﬁ
A1 — A = 2m + 3)%— 2m+ 1)%

s
am+1—am=ﬁ(2m+3—2m—1)

T

0{m+1_0{m:2N'2
w

Am+1 — Am = N

sinay, @

Se N tende +o0 , YN _, P

corresponde a soma de infinitos retdngulos de base

g — Oy = % (% = Aix) e altura S‘?T(jl) onde & € [a,,, @ms1]. LOgo

N
T 4 sina,, t 4 ("sinx T 4 ("sinx
Sugg)=n 2 o= Sraxes () =1 | S

m=0

. x3 x5 X7 ~
Comosinx =x——+——-=-+———+ -, entdo
3 s 70 9 11l

mN_ A XTEITEI T it
S I —_ . . . . . d
N(ZN) nfo X x
o (T 4 (™ . x? x* x® x8 10 4
o=z (- mte-mt )@
i 4 x3 x° x”7 x° x11 i
S (—)=—(x— _ —
v (zm) n(x 3-3175-51 7-7179-91 1-111 L)

¢ (l)_i - 3 N 5 ~ o N 2 ~ il o) o
NN/ T 3-31 5.5 7-719.91 11-11!

Sy (%) ~ 235549

Logo a diferenca entre Sy (1) —f (%) = 2,35549 — 2 = 0,35549. Como f(x) = 2

2N

0,35549
4

e f(x) = -2, entdo a amplitude de f(x) é 2 — (—2) = 4. Por fim = 0,088872 =
8,89%, como sugere o Fendmeno de Gibbs.
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6 EQUAGOES A DERIVADAS PARCIAIS [5]

Quando existe uma equacéo diferencial em que a funcédo u a se determinar tem
mais de uma incégnita, ou seja, a fungado incégnita u tem duas ou mais variaveis, a
equacéo diferencial € chamada de equacao a derivadas parciais. Para o exemplo que
se segue considere as condigdes de contorno u(0,t) =t e u(2,t) = 2t*, que nada

mais sdo do que os valores de u(x, t) em pontos diferentes.
Exemplo 1 Determinar a funcéo u(x, t) sabendo que

1 %ulx,t) .
6 d0x? -

As condigdes de contorno sado funcbes de t. Portanto em x =0, u(0,t) é t

enquanto que em x = 2, u(2,t) = 2t*. Assim

0%u(x,t) 0%u(x,t)
eyt —— =

32 32 6xt.

1
6
Logo integramos membro a membro em relagdo a x e obtemos

ou(x,t) x? ou(x, t)
Fy 671: +nr() & %

= 3 x%t + 1, (t),

r,(t) € uma constante. Integrando novamente em relagao a x obtemos

x3
u(x, t) = 371: + 1 (t)x + r,(t)

u(x,t) = x3t+r()x + r,(¢).
Como u(0,t) = t, entdo

t=03t+7r(t)0+nr(t)

r,(t) =t
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e como u(2,t) = 2t*, entdo

2t =23t +r(0)2+ ¢t
2t* — 9t
t) = ——.
r1( ) )
Por fim

2t* — 9t
u(x,t) = x3t+ X + t.

6.1 Equacao do Calor [5]

Como mais um exemplo de equacgdes a derivadas parciais, temos a equacao
do calor dada abaixo numa barra homogénea aonde k €& uma constante de
proporcionalidade chamada de difusividade térmica e a fungdo u(x, t) é a temperatura

da barra dada na posi¢ao x no instante t.

kazu(x, t)  dulxt)
axz2 ot '

ou seja, a derivada parcial segunda em relagdo x de uma fungéo u(x, t) multiplicada
por uma constante k é igual a derivada parcial também de u(x, t), mas em relagéo a
t. Entendemos entéo que existe uma fungao u(x, t) e uma relagéo entres as derivadas
parciais em relagdo a x e t. Neste contexto x representara a posigdo de um ponto na
barra enquanto t o tempo. Vamos trabalhar entdo com o caso geral em que

2u(x,t) _ oulxt)

k
0x?2 ot

. Para isso vamos considerar uma barra homogénea contida no

eixo x cujas extremidades estdo em x = 0 e x = L e supor as condigdes de contorno
u(0,t) = 0 e u(L,t) = 0. Isso nos diz que nas extremidades da barra a temperatura é

igual a 0. Vamos considerar também a condigao inicial que diz que u(x,0) = F(x).

emmol
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Como u(x,t) é uma fungado de duas variaveis, entdo podemos imagina-la como um

produto das fungdes F(x) e T(t), ou seja, u(x,t) = F(x)T(t). Assim

0%u(x,t) oulx,t) 0%(FT) O0(FT)
k = =>k =

ax2 ot a2 = ot )

0%2(FT) _ ., 82%(F)
ax2 r ax2’

Com isso entendemos que (Z)

2(F)

d?F
passa a ser uma derivada ordinaria de segunda ordem e escrevemos T =T—.

du(xt) _ O(FT) _ a(T)
at ot

De forma analoga temos que Logo F passa a ser uma

oD _ par

. Com essas
ot d

derivada ordinaria de primeira ordem e escrevemos F——=

conclusdes podemos escrever (*) na seguinte forma

02(FT) A(FT)
K —oxr = ot
d2F _dT
KT ——=F—
d2F 1 _dT
T =7F=

2
Dividindo ambos os membros de T%L = %F% por FT obtemos

dx?

1d*F 1dT

Fdx? kT dt

Para que essa ultima igualdade se verifique nao ha sentido algum que encontremos

fungdes que n&o sejam constantes, p0|s —-— é uma fungéo de x e —— uma funcao
. . . . 1 d?F 1 dT ~ .
de t. Logo a igualdade acima so faz sentido se ~oz © g Sao constantes. Seja
1d?F _ 14T 2 e .
entdo —— = —— = —1° (justificaremos o quadrado de A1). Assim

F dx? kT dt

1 sz IPTIN d*F _ _p2F
F dx2 - dx?
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Se a taxa de variagédo de uma funcao é proporcional a fungdo num determinado ponto,

~ ~ , . . dy _ rx .
entdo essa fungado € a exponencial, ou seja, se =Ty > y= Ae™, onde r é uma

constante. Dessa propriedade e trabalhando com a funcdo F segue que

dF d’F
F =Ae™ = E = Are”‘(**) e W = Arzerx(***).

2
Substituimos entao (x*) e (¥*x) em ZTF = —A%F obtendo

2

Ar2e™ = —Q24Ae™* ..
r2=—)% .
r=+—-4%2 .

r = +Ai (justificando o quadrado de A).

2 , . .
Logo a solugéo para ZTF = —A%F sera do tipo F(x) = 4,;e™* + A,e~**  Como e =

2

cosf +isinf e e”® =cosO — isin@, ficamos com

F(x) = A;(cos Ax + isin Ax) + A,(cos Ax — i sin Ax) -
F(x) = (A, + A,) cos Ax + i(A; — A,) sin Ax.

Chamando 4A; + 4, = A e i(A; — A,) = B ficamos com a solugao geral
F(x) = AcosAx + B sin Ax.

Voltemos agora para as condigdes de contorno u(0,t) =0 e u(L,t) = 0 dadas no

inicio. Sabemos que u(x,t) = F(x)T(t). Dai

u(0,t) = F(0)T(t) -
0=F(0) -
0 =AcosA0 + Bsin A0 -
0=Acos0+ BsinO0 -
0=A-14+B-0-~
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Substituimos agora o valo de A em F(x) = A cos Ax + B sin Ax obtendo F(x) = B sin Ax.

Usando u(L,t) = 0, ficamos com

u(L,t) = F(L)T(t) -
0=F(L)T(t) -
F(L)=10 -~
Bsin AL = 0.

Para que essa ultima igualdade se verifique AL =nm, ou seja, /1=nL—", com

n=1,23,...Entdo escrevemos 1, = nL—" pois 1 depende de n. Logo
nm
F(x)=B sinTx.

Observamos que ndo determinamos o valor B, mas achamos uma familia de valores
para 1. Entdo podemos pensar numa familia de valores para B associando para cada

valor de n um B,,. Assim reescrevemos a equacao F(x) = B sinnL—"x como sendo

nm
E,(x) =B, sinTx.

~ 1 dT . daT
Pensando agora na funcdo T e sabendo que e —A2, ou seja, == —kA?T,

segue que T =e% (Se ataxa de variagdo de uma fungdo é proporcional a,

funcdo num determinado ponto, entdo essa fungdo € a exponencial, ou seja, se

% = aT(t) = T(t) = Ae*). Sendo assim

T(t) = e ¥t
—knznzt
T(t)=e 17
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Como assumimos u(x,t) = F(x)T(t), a solugado sera

—kn?m?

. nm t
un(x,t)ansme-e 12 :

—knn’t . nm
u,(x,t) = B,e 17 sin—-x.

Pelo principio da superposicdo e comon = 1, 2, 3, ..., entdo fica claro que
—kn2m? ni
u(x, t)—ZB e 12 sme.

Assumimos também no inicio do nosso problema a condigao u(x,0) = F(x), ou seja,

parat =0

u(x,0) = F(x) = ZB ef sme

F(x)—ZB sm

A funcdo encontrada acima € “interessantissima”, pois nos remete a 5.2 aonde

ficou provado que

nm
F(x) = ZaninTx
n=1

€ a Série de Fourier na qual
L nmx
B, = —f F(x) sianx,

0

no caso em que F(x) é impar. Finalmente temos
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i —kn?m?
— 2 t . nn .
u(lx, t) = B,e L sin—-x =
n=1

2.2

o (2 (L  nmx 15 SV
u(x, t) = E I F(x)sdex e 1# sin—-x.
0
n=1

Exemplo 2 Determine a temperatura de uma barra homogénea com coeficiente de
difusividade k = 1 no ponto dabarraemque x =2 et =5 talque, F(x) = x, L = .

—kn2m?

Sabemos  que u(x,t) = Y%, Be 12 tsin”L—"x em que B,=

2 rL . . . , .
= [, F(x) sin==dx. Fazemos primeiro o calculo de B,. Assim

B _Zf”F _nnxd
n=_ . (x) sin —dx

2 s
B, = —f x sinnxdx.
/o

Aintegral [ x sin nxdx pode ser resolvida por partes chamando u = x e dv = sin nxdx.

cosnx

Portanto du = dxev = — . Como [ udv = uv — [ vdu, segue que

. cosnx cosnx
udv = uv — | vdu = xsmnxdxzx(— )— — dx -
n n
. cosnx cosnx
x sinnxdx = x (— ) - | - dx
n n
_ xcosnx 1
xsinnxdx = ———+— | cosnx
n n
_ xcosnx 1sinnx
x sinnxdx = — + — +c
n n n
_ X cosnx sinnx
x sin nxdx = — + —+c.
n n
2 (™ 2( sinnx xcosnx]"
B, =—| xsinnxdx =—(+—5——
/), T n n 0
B 2 sinnx xcosnx1"
=—\| 4+ —_
" om n2 n g
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_ 2 [sin Nnmw  TCOSNT (sin n0 Ocos nO)]

" ml n? n n2 n
2o
T n

2(=1)"
n — n .

2 DL 2 -1 n+1

B, = (=1) ( " _ A n)

B 2(_1)n+1
T

SendoL =m,x=2et =25, entdo

> —knzn'zt ni
u(x, t) =z< f F(x)sm—dx)e 12 sinTx

2(-Mt —mim?o o
u(2, 5)=ZL6 7 °sin—2
n Vs

u(2, 5)_22(

)n+1 ,
e ~>"" sin 2n.

6.2 Equacao da Onda [5]

O transporte de energia sem haver o transporte de matéria € o que chamamos
de onda. Vamos trabalhar com a onda mecanica ao longo de uma corda. Entdo dado
uma corda e um ponto qualquer da corda, esse ponto se desloca para cima e para
baixo verticalmente, ou seja, se considerarmos um movimento ondulatério de uma
corda sendo executado num sistema de coordenadas cartesianas xy, a coordenada
x permanece constante enquanto que a coordenada y varia com o tempo. Dessa
forma o ponto se move apenas verticalmente. Definimos cristas como os pontos mais
altos de uma onda, vale os pontos mais baixos de uma onda e amplitude a distancia
da corda em repouso a uma crista ou vale. A distancia entre duas cristas ou vales
consecutivos da onda € o que chamamos de comprimento de onda sendo
representado por 1. Segue entdo que cada ponto da corda no movimento ondulatorio
tem um valor para y e admitimos que y depende de x e t, sendo t a variavel tempo.
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Dai existe uma fung&o de duas variaveis y = (x, t). Nosso objetivo agora é encontrar

a equacao diferencial que da toda a dinamica desse movimento.

Figura 7

A é a amplitude

A é o comprimento de onda

A Crista

Vale

Fonte: Préprio autor (2021)

O circulo que vemos acima no grafico é para chamar a atengdo que daremos
um zoom nessa parte do grafico e o destacaremos no grafico que se segue. Nesse
trecho do grafico vamos considerar dois pontos da corda infinitamente proximos um
do outro e de abcissas respectivamente x e x + dx. Ora, se o comprimento da corda
€ L, entdo o comprimento da corda correspondente a esses dois pontos é
simplesmente dl, ou seja, dl € um elemento infinitesimal. Se esses pontos estdo
infinitamente préximos um do outro, entdo a forca que atua neles é F. A segunda lei
de Newton nos diz que a forga resultante que atua em um corpo € igual a sua
massa multiplicado pela aceleragdo, ou seja, F. = m - a. Podemos entdo decompor
em cada um desses pontos a forca F nas componentes horizontal e vertical. Em x

temos as componentes F, ,, € F,

Seja 6,)0 angulo entre F,

em x + dx temos as componentes F,

(x) € (x+dx) e

e F € O(x4ax) O @ngulo entre F, e F.O

(%) (x+dx)

grafico a seguir ilustra todas as nossas ideias até aqui. Veja

Fy (x+dx)”
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Figura 8

F,

(+dz)

F,

T (2+dz)

+dx

Fonte: Préprio autor (2021)

Segue entdo que a forga resultante na horizontal sera F cos 8 44x) — F €0s 0. Dai

F oS Ox1ax) — F cos Oy = dm- a,.

Como 6 é muito pequeno, pois estamos trabalhando com um elemento de corda,

entdo cosf = 1, ou seja,

Ja a forga resultante na vertical sera F sin 6, 4y — F sin 8(yy. Dai

FSin6(y14x) — Fsinfy = dm-a,,.
Ressaltamos novamente que 6 € muito pequeno. Isso nos leva a considerar
sinf@ = 6 = tan 6. Assim

Ftan 0,4y — Ftanf, = dm-a,.
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Como dissemos no comego, y € uma fungdo de duas variaveis x et. Entdo

fica bem claro que se derivarmos y em relagdo a x, temos uma derivada
.. . a a
ordinaria, ou seja, = (x +dx,t) = tanO(x 4y € (X, t) = tan ). Logo
0 0
F—y(x+dx,t) —F—y(x,t) =dm-a,
dx dx
y-

0 0
F —y(x+dx,t)——y(x,t) =dm-a
dx dx

Chamemos agora Z—z = h(x,t). Entao

F[h(x + dx,t) — h(x,t)] = dm - a,,.

Multiplicamos e dividimos o primeiro membro da igualdade acima por dx. Entéo

h(x +dx,t) — h(x,t
A dx ) — GOy _

" Ay
dx Y
p . I h(x+dx,t)—h(x,t) . h(x+Ax,t)—h(x,t)
Como dx é muito pequeno substituimos ————— por klxn_lm (—Ax )
Entao
h(x + Ax,t) — h(x,t
Fdx[lim ( ( ) ( ))]: dm- a,,.
Ax—0 Ax
Mas lim (w) € a derivada de h(x,t) em relagdo a x, ou seja
Ax—0 Ax

lim (h(x+Ax,t)—h(x,t)) _ ah(x,t). Entdo
Ax—0 Ax 0x

dh(x,t)
X I = dm-ay.

. . A ey . . , ~ 0 .

Para finalizarmos temos trés ideias. A primeira € que sendo y = (x,t), entéo a—i da a
. . 92 . ~

velocidade do ponto da corda se deslocando verticalmente e a—tf da a aceleragao.
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_ 9%y . . _m _dm _
Logo a, = Sz A segunda é que a densidade da corda u = T Sendo dx =

dlcosf, com cosf = 1, entdo dx = dl. Segue entdo que dm = udx. A ultima é que

) 62 . . ~ . . ~
=D _ 9% substituindo essas trés ideias na equagéo Fdx ahgi’t) = dm - a, obtemos

ax  ox2

0%y 0%y
Fde = ydxﬁ
%y _ 9%
oxz _ Moz
%y _ KkO%y
0x%2  F Ot?

que é a equacdo da onda em uma variavel. Podemos trocar a variavel y pela variavel

u sem prejuizo de nossas ideias e ficarmos com

0°u _ po*u

0x2  Fot?

Enfatizamos que se fizéssemos o estudo de uma onda se deslocando em duas

dimensdes teriamos, além da variavel t, as variaveis x e y. Em trés dimensdes, além

., . 92 92 . ~ .y .
de ¢, as varidveis x, y e z. Portanto —— =~=— é a equagéo da onda unidimensional.

Agora

0%u _F 0%u N 0%u
at2  p\dx2  0y?2
e

d0%u F(azu 0%u 62u>

9~ u\oxZ Ty T 922

sdo equacoes de onda bidimensional e tridimensional respetivamente. Da Fisica
e 2 F 1 u .
também provamos que v‘ = PR Al Assim

p2

0%u 1 0%u

0x2  v2 9t?’
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Voltemos para o caso unidimensional e consideremos uma corda de comprimento L,
ou seja, qualquer ponto x da corda é tal que 0 < x < L. Considere também as
condicoes de contorno u(0,t) = 0 e u(L,t) = 0, tal que t > 0. Dai temos a certeza de
gue as extremidades da corda estio presas, pois a posi¢ao vertical nas extremidades

€ sempre igual a 0 mesmo o tempo variando. Além disso vamos assumir as condigdes

iniciais u(x,0) = f(x) e Ou

ol = g(x). A primeira condigdo nos diz em que posigao
t=

inicial se encontra a corda e a segunda nos da a velocidade vertical inicial. Assim

como na equagao do calor vamos assumir que u(x,t) = G(x)T(t). Assim

ou G  0%u d?G

x Tax "o Tz
e
au_ oT 0%u dT

—=60=>=5=0—=.
ot Jat  ot? dt?
9%u 1 9%u

322 - 2o entao

Como

d’6 1 _d°T

dx?  v?  dt?
Dividindo ambos os membros da igualdade acima por TG encontramos

1d%G 1 d*T

Gdx? Tv?dt?

Como o primeiro membro tem como resultado uma funcdo que depende de x e 0

~ ~  1d%G 1 d?T ;

segundo membro uma fungdo que depende de t, entdo —— = —— = —A%. Dai
G dx Tv= dt

d?G P dzr 242 ~ . ~

— =—GA° e —z = —Tv*A“. Em 5.9 encontramos a solugcdo de tais equagdes

dx?

diferenciais. Fica claro entdo que
G(x) = AcosAx + BsinAx e T(t) = C cos Avt + D sin Avt.

As condigdes de contorno nos diz que u(0,t) = 0 e u(L,t) = 0. Segue entdo que
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u(0,t) = G(0)T(¢t)
G(0)=0
G(0) = AcosA0 + Bsin A0
A=0
e
u(L,t) = G(L)T(t)
0=G(L)T(t)
G(L)=0
G(L) = AcosAL + Bsin AL
0=0-cosAL + BsinAL
Bsin AL = 0.

Concluimos da mesma forma com que fizemos com a equacgéao do calor que

AL =nm -
1 nm
n L'
onde n=1,2,.., pois os valores negativos levardo a solugdes linearmente

dependentes e n = 0 para a solucgéo trivial. Assim
G(x) =B, sinnL—nx.
A solugao de T(t) é analoga a anterior. Segue entdo que
T(t) = C, cos A, vt + D, sin A, vt, n=1,2,...
Com T(t) e G(x) determinamos u(x,t). Como u(x,t) = G(x)T(t), entdo
u, (x,t) = [C, cos A vt + D, sin 1,,vt] sin A,,x,

com a observagao que inserimos o coeficiente B,, em C,, ou D,,. Entao
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u(x, t) = Z([Cn cos A,,vt + D, sin A, vt] sin 1,,x).

n=1

Usamos agora a condigao inicial que diz que u(x, 0) = f(x) naigualdade acima. Entdo

u(x,0) =f(x) = Z([Cn cos 1,,v0 + D,, sin 1,,v0] sin 4,,x)
u(x,0) = f(x) = Z([Cn 14D, - 0] sind,x)
flx) = ZC sin A, x

flx) = z C, sm—x

Percebemos entdo que f(x) € uma Série de Fourier dos senos e que f(x) € uma

funcdo impar. Segue entdo que
c _ZfL X
n=7 0f(x)sm [ ax

s x s . a . . .
A outra condigéo inicial diz que a—;‘| = g(x), ou seja, precisamos calcular a derivada
t=0

de u(x,t) em relagdo a t no ponto em que t = 0. Assim, se

0]

u(x, t) = z [C,, cos A, vt + D,, sin A,,vt] sin 1, x =

n=1

du  Odu(x,t)
ot ot

Z[C (=sinA,vt) (A,v) +D,,(cos A, vt)(4,,v)] sin A,,x

= z [—2,,vC,, sin A,,vt +A,vD,, cos A, vt] sin A, x.
Emt =0, temos g(x) = Z—;‘| . Segue entao que
t=0

glx) = Z([—/lnan sin A,v0 +A,vD,, cos A,v0] sin A,,x)
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0]

glx) = z [—2,,vC,, sin 0 +A,vD,, cos 0] sin A, x

n=1

glx) = Z([—/lnan -0 +A,,vD, - 1] sin1,,x)
n=1

0]

glx) = Z[/lnan] sin A, x

n=1
(e}
. nm
glx) = z A,vD, sin—-x.
n=1
Mas uma vez temos uma Série de Fourier dos senos em que g(x) é impar. Assim

2 (*  nmx
A,vD,, = Zf g(x) sdex
0

D = 2 fL()'med
) ngsmL X.

Por fim temos a solugéo geral

( t)_i ZJL X o 2 JL st nmx  \one]oonm
u(x, t) = 1 I Of(x)sm [ dx|cos—-v FRy) ng sin——dx | sin——vt|sin—-x.
n=
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7 ONDAS ESTACIONARIAS

Quando observamos um padrao de vibracao estacionaria de uma onda, temos
a onda estacionaria. Essas ondas formam-se a partir da superposi¢cao de duas ondas
idénticas, porém com sentidos opostos. Podemos citar como exemplo as ondas
criadas em uma corda de certo comprimento com as extremidades fixas. Vamos
pensar agora na corda de um violdo de comprimento L que sabemos ter as
extremidades presas. Quando fazemos vibrar essa corda varias figuras responsaveis

pelas ondas surgem. Uma delas aparece abaixo.

Figura 9

Fonte: Préprio autor (2021)

. A A~ . .
Essa onda tem comprimento 4, e neste caso ?1 = L. Como a frequéncia da onda é

definida como f,, = li onde v é a velocidade da onda, entédo f; = i Se encurtamos
n

. L ~ . ~ .
o comprimento dessa mesma corda para 5@ frequéncia muda. Portanto a frequéncia
fo = li depende da velocidade e do comprimento de onda. Outra coisa interessante
n

diz respeito a velocidade da onda que depende do meio em que ela se propaga, ou
seja, se tocamos numa corda de comprimento L porém mais grossa ou mais esticada

entdo muda o meio em que a onda se propaga e consequentemente a velocidade
. . A p . .
também. O som produzido por uma onda aonde ?1 = L sera chamado de primeiro

harmdnico. Voltamos agora para a solugdo da equagéo da onda demonstrada em

6.2 u(x,t) =Yy [C, cos A, vt + D, sin A, vt] sin A,,x, ou seja

ulx, t) =u(x,t) +uy(x, t) + us(x, t) + -+
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Dai, qualquer parcela u,, do segundo membro da igualdade acima pode ser escrita
como

u, = [C, cos A,,vt + D, sin 1,,vt] sin A, x.

Vamos pensar numa constante E, talqueC, =E,sin® e D, =E, cos@®. Assim

podemos escrever u,, = [C, cos A,,vt + D,, sin 1,,vt] sin A,,x como

u, = [E, sin @ cos A, vt + E, cos @ sin 1,,vt] sin A, x

u, = [E,(sin @ cos 1,,vt + cos @ sin A, vt)] sin A, x.

Da trigonometria sabemos que sin(A + B) = sin A cos B +sinB cosA. Usando essa

relagédo trigonomeétrica na igualdade u,,, temos

u, = E,(sin A,vt + @) sin A, x.

Aqui podemos afirmar também que E,, = /an +D,*etan @ =g—", pois C,* = E,*sin?@

e D,? = E,%cos?® . C,*+ D,? = E,*sin?@ + E,*cos®@ . C,*+ D,* = E,*(sin?@ +

2 . _ 2 2 C_n_ E;, sin @ ~ _C_n
cos“Q) ~ E, = an + D,“. Como Dy Bycosd’ entao tan @ =5,

Faremos agora um estudo do grafico de u,,. Antes disso considere o grafico da fungéo

msinx, com m= 2,1,

N | =

1 ,
'3 Perceba que quanto menor o valor de m menor é a

amplitude do grafico.

Figura 10

Fonte: Préprio autor (2021)
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Usando essa mesma ideia podemos verificar facilmente que para n=1,2,3,... as
ondas estacionarias sdo os graficos de sin 1,x com amplitude que varia com o tempo
da forma E, (sin A,vt + @), ou seja, se compararmos com o grafico exposto acima da
fungdo mssin x, E, (sin A, vt + @) faz o papel de m e sin 1,,x 0 de sin x. Logo se fizermos
o grafico de sin 4,,x com a amplitude variando de acordo com E,, (sin A, vt + @) temos

as seguintes ondas estacionarias:

. . 1 . TTX .
n=1=sinx = sin—x =sin—=, ou seja, para n= 1 temos a onda
estacionaria E; (sin A, vt + 0) sin % Para determinarmos os pontos fixos ou aonde a

corda nao vibra fazermos sin"L—x = 0 cujas solugdes sdo x =0 ou x = L. Note que

esses sdo os pontos aonde a corda esta presa também chamados de nés. O grafico

abaixo mostra o grafico da fungé&o sendo o pontilhado resultado de algumas ondas de

amplitudes diferentes quando t varia. Sabendo que v = \[% f= %v e que neste caso

Ay =2L,entéo f; = i\[% também chamado de 1° harménico.

Figura 11

Fonte: Préprio autor (2021)

. . 2T . 27X .
n=2=sinl,x = sin——x =sin——, ou seja, para n= 2 temos a onda
. ;. . . 2 . .
estacionaria E, (sin A,vt + @) sin % Para determinarmos os pontos fixos ou aonde a

~ . . . ~ ~ L
corda nao vibra fazermos sm"L—x = 0 cujas solugdes sdo x = 0,x = S Oux =L Note

que esses sao os pontos aonde a corda nao vibra. O grafico abaixo mostra o grafico
da fung¢ado sendo o pontilhado resultado de algumas ondas de amplitudes diferentes
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. 1
quando t varia. Da mesma forma, como v = \/g f= SV eque neste caso 1, =1L,

~ 1 . A s
entdo f, = Z\/g também chamado de 2° harmdnico.

Figura 12

Fonte: Proprio autor (2021)

. .. 3T . 3mx .
n=3 = sindzx = sin——x = sin——, ou seja, para n = 3 temos a onda

. , . . . 3 . .
estacionaria E; (sin A;vt + @) sin % Para determinarmos os pontos fixos ou aonde a

~ . . . ~ ~ L 2L
corda ndo vibra fazermos San_x = 0 cujas solugbes sdox = 0,x = 7 X=7 oux=L

Note que esses sdo os pontos aonde a corda n&o vibra. O grafico abaixo mostra o
grafico da fungdo sendo o pontilhado resultado de algumas ondas de amplitudes

diferentes quando t varia.

Figura 13

Fonte: Proprio autor (2021)
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De forma geral temos amplitude E, (sinA,,vt + @), f; € a frequéncia e define a altura

do som produzido pela corda.

7.1 A Corda Dedilhada

Vamos pensar na corda de um violdao e imagina-la num sistema de
coordenadas cartesianas de modo que o0 eixo x coincida com a corda parada. Seja
também u(0,t) =0 e u(L,t) =0, ou seja, as extremidades da corda estdo presas.
Se dedilharmos (puxarmos a corda para cima) a corda exatamente na sua metade,

entdo a posicao final de cada ponto da corda sera

2hx L
T, SGOSXSE
u(x,0) =f(x) = x L .
Zh(l—z), se —<x<L
2 2
Sendo a—(x 0) = 0 e sabendo que a—” —%‘;7, entédo

- nnvt nnvt nmx
u(x,t) = z ([A cos—— + B, sin I ]sinT).

Agora u(x, 0) é tal que

= nmvl nmvl nmx
u(x,0) = f(x) = z ([A cos—— + B, sin I ]sin—)

L
nmx
u(x,0) = f() = ) ([An-11sin—)
n=1
2hx L
o _ seOSxSE
u(x,0) = f(x) = z A sm = L X L )
n=1 Zh(l——) se§<xSL

Mas ¥%_, (An sin “Lﬂ) é uma Série de Fourier tal que 4, = 2 [ f(x) sin ™ dx, ou seja
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)

L
4 2 fi 2hx nnxd +fL Zh(l x) _ nnxd
n=7 0LsmLx . 7)sin——dx

pois a corda é dedilhada no meio. Vamos resolver cada integral entre parénteses por

. . 2hx 2h
partes separadamente. Para a primeira temos que se u = de =>du = de e se

dv = sin2ZZ dx = v = — = cos 2=, Dai
L nm L
2hx nnxd _2hx< L nnx) f L nmx Zhd
I sin I x = I mTcos I mTcos T X
2hx nnxd _ 2hx nnx+2h nnxd
LsmL x = nnCOSL — cosL X
. MTX
2hx  nnx 2hx  nmx 2h SMM——
T Sinmdx = o eos T o
2hx nnxd _ 2hx nnx+ 2hl = nmx
I sin I x = — cos I nzﬂzsm R
Logo
L L
2 2hx = nmx 2hx  nmx 2hL  nmx |2
. Tsdex:_mr cos i +n2ﬂ251n L,
L L L
2h5  nm5  2npL nmy 2h0  nm0 2hL _ nm0
e €0s L +n2nzsm L _<_ nmw €os L +n2ﬂ251n L )
hL nt 2hL nm hL nt 2hL nm
:_ECOST-}_nZnZSln?_(O-}_O):_ECOST-}_nZnZSln?(*)
Agora
th(l x) _ nnxd —IZh _ nnxd 2hx nnxd
LsmLx— smLx LsmLx
nmwx 2h nmwx
=2hfsin—dx—— x sin—dx
L L
nmwx
COS—— 2h . nmx
:—ZhT—T xsdex
2hL nmx 2h . nmx
———cos— — — | xsin—dx.

nm L L
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. . L .
Para fxsanﬂdx seu=x=>du=dxesedv = sanﬂdx >v= —EcosnLﬂ. Assim

nmwx L nmwx L nmwx
fxsin—dx = —x—cos—+ | —cos——dx
nm L nm L
nmwx xL nmx L nmwx
fxsin—dx = ——CcoS— +— | cos—dx
L nm L
_ nmx xL nmx L* nmnx
fxsdexz—Ecos i +n2ﬂ251n A
logo
th(l —E)sin@dx = —%cos@—&<—ﬁcosnﬂx+ L sinnnx>
L L nmw L L nmw L ném? L
f 2h (1 - E) sin@dx = - 2hL cos ol + 2hx cos nex_ 2hL sin nnx.
L L nmw L nmw L ném? L
Assim
fL 2h (1 - E) sin@dx = - 2hL cos ol + 2hx cos ner_ 2hL sin nax |
L L nmw L nmw L ném? L %
2hL nnl 2hL nmlL
=—mTcos I +mTcos I
L L L
2hL  nml 2hL, nm5 2hs  nmn 2R, Ny
2 sin T cos I + — cos I oig2 sin I
2hL 2hL nm  hL nt 2hL nm
=3 sinnm — <_EC057 + ECOST 2 sin 7)
2hL 2hL nm  hL nt 2hL nm
=~z 0 (0T sy ~amzeing)
2hL nm  hL nt 2hL nm
= ECOST_ECOST-}_nZnZ sm7
hL nt 2hL nm
= C0S—- + 22 Sin—- (%),

Por (x) e (xx) temos que

hL nt 2hL  nm hL nt 2hL nm
( sin—+—cos— + sm—)

2
A ==(-=cos— +
oL nnCOSZ n2m? 2  nm 2  n2?m? 2
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2 ( 4hl mr)

T L\n2e2 ¥
8h  nm
A, = 2.2 sm7
8h 8h 8h 8h 8h 8h
Anzzlzﬂz'l'kzzﬂz t322° -0-%52”2-1-F62ﬂ2-0-+-~
A = 8h (="
T2l (2n+1)7
n=1
Agora derivando u em relagéo a t encontramos
& nnvt nmx
u(x, t) = z [A cos + n Sin ]sin—
~ L L
ou i[ nnvA _ nnvt+n7wB nnvt] . nmx
Fri [ Ansin— [ Bncos——[sin—
n=1
Ju mv i [ nnvt LB nnvt] . nmx
Frinie) nd, sin nB,, cos sin—
n=1
du(x,0) nvi [ A si nrv0 LB nnvO] . nmx
Fr nd, sin— nB,, cos sin—
n=1
du(x,0) mv nmx
(—) Z[nB 1] sm—
du(x,0) mv . nmx
Toe LM
n=1
Como a”(’; 9 — 0, entéo
du(x,0) 0  ~ B s nmx B 0y
_ " = = — i1 =
5t I 1n sin n ,Vn
n=

Com A, e B, determinados, temos

- nnvt . nnmvt] | nnx
u(x, t) = z [A cos + B, sin |sin

103



- 8h  nm nnvt _ nmvt] | nux
u(x, t) = z [(nznz sm7) rcos— + 0 - sin I ]smT
n=1

- 8h  nm nnvt] . nmx
u(lx, t) = z [(nznz sin 7) rcos— ]sm -
n=1

Com essa ultima igualdade fica claro que podemos interpretar (nizz sin”z—") . cos%"t
como a amplitude das ondas estacionarias quando t varia. Uma outra observacao que
podemos dar € que quando dedilhamos no meio da corda, ondas estacionarias do tipo
em que n = 2,4,6,... ndo existem pois para esses valores u(x,t) = 0. Assim s os

harmdnicos impares existirdo. Para o primeiro 1° harmdnico temos ondas com

8h . T vt 8h vt o n -
sin—) -+ cos—| = —cos—. Para o 3° harmonico temos ondas com

2,2 2

141 2 L T L

amplitudes [(

h . 3m 3nvt 8h 3nvt . .
>sin —) FCOS—— = (——2) - cos—— e assim por diante. Como todas as
T 2 L I L

. 8
amplitude (32
ondas do 1° harmdnico tem comprimento de onda igual, entdo o som produzido por

essas ondas tem a mesma frequéncia e geram um mesmo som.

7.2 Ressonancia e Batimento

Antes de tudo é preciso entender que os corpos possuem uma frequéncia
natural de vibracdo. Como exemplos classicos podemos citar um diapaséo, o péndulo
harmdnico simples e o oscilador harménico. Quando batemos em um péndulo ele
vibra com um frequéncia que dependera do comprimento do péndulo e a aceleragao
da gravidade do local aonde ele se encontra. Ja o oscilador quando estimulado vai
oscilar numa determinada frequéncia que tem haver com a constante elastica da mola
e com a massa pendurada no oscilador. Quando a vibragdo de um sistema A estimula
a vibracado de um outro sistema B que sabemos ter a mesma frequéncia que A, temos
um fendmeno chamado ressonancia. Assim podemos dizer que a ressonancia
aumenta drasticamente a amplitude de oscilacdo do sistema B estimulado pelo
sistema A. Pensando novamente no péndulo como o sistema B cuja frequéncia
conhecemos e aplicando uma forga nele com a mao porem com uma frequéncia maior
do que a dele, ndo existira ressonancia apesar do péndulo continuar em movimento.
Agora se aplicarmos com a m&o uma forga com a mesma frequéncia ao do pendulo,

veremos um aumento dramatico na oscilagdo do péndulo. Logo fica bem claro a
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importancia desse conceito na Fisica. Na constru¢ao de um edificio, por exemplo, os
engenheiros precisam levar em consideragcdo se acontecem terremotos ou outros
fenbmenos que possam provocar a oscilagdo da edificacdo que tenha a mesma
frequéncia de vibragdo do solo, pois se houver ressonancia também havera um
aumento dramatico na oscilagao do prédio o que pode acarretar o desabamento do
prédio. Entendido isso mostraremos agora que a ressonéncia € um fenbmeno
presente em instrumentos musicais. Trataremos agora de um experimento que
ilustrara a ressonancia e um software que ajudara numa melhor compreensao do

batimento.
Experimento
1) Levamos para sala de aula um violdo de seis cordas afinado definindo seus

elementos e observando que as cordas sao contadas de baixo para cima ou da mais
fina para a mais grossa.

Figura 14

Corpo

Rastilho
Cavalete

Fonte:http://primeirosacordes.com.br/images/stories/partes%20viola.jpg

2) Vamos nos concentrar apenas na 5% e 62 cordas do violdo. A 62 corda quando
tocada solta produzira um som correspondente a nota musical Mi e a 52 corda quando
tocada solta produzira um som correspondente a nota musical La, ou seja, temos

frequéncias diferentes.

105



3) Tocamos agora a 62 corda com o dedo pressionado na 52 casa do violao.
Verificaremos que a nota produzida sera a mesma que a nota produzida pela 52 corda
solta, ou seja, a nota La. Isso se deve ao fato de que as cordas quando estimuladas

tem a mesma frequéncia.

Figura 15

Fonte: Proprio autor (2021)

4) Tocando apenas a 62 corda pausadamente com o dedo pressionado na 52 casa
os alunos perceberao que a 52 corda, apesar de nao tocada, também vibrara e neste
caso sera a unica a vibrar, pois ambas agora tem a mesma frequéncia. Dai podemos
interpretar isso como a transmiss&o de energia de um sistema para um outro sistema,
ambos com a mesma frequéncia, ou seja, ressonancia. Estimulando ou tocando a 62
corda com o dedo na 5% casa é fato que a 5% corda vibrara cada vez mais
drasticamente enquanto que as outras cordas ndo vibram porque possuem

frequéncias diferentes.

Figura 16

Fonte: Proprio autor (2021)
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Podemos agora entender um outro fenémeno chamado batimento. Se no experimento
acima desafinarmos a 62 corda afrouxando por exemplo a tarraxa do violdo, a
frequéncia ndo sera a mesma que a 52 corda. Com isso, tocando a 62 corda com o
dedo pressionado na 5% casa e em seguida a 52 corda solta, percebemos nitidamente
uma diferenga de volume no som produzido, ou seja, as frequéncias agora estao bem
proxima mas nado sio idénticas. Esse fenbmeno é chamado de batimento e é
resultante da superposicdo de duas ondas com frequéncias muitos proximas. O
batimento € usado para a afinacédo do violdo. Como no exemplo acima afrouxamos a
tarraxa correspondente a 62 corda, faremos agora o contrario, ou seja, vamos apertar
a tarraxa. A cada aperto tocamos a 62 corda com o dedo pressionado na 5% casa em
seguida a 5% corda solta. Verificaremos que a medida que as frequéncias
correspondentes se aproximam, a diferenca de volume diminui. Se cuidadosamente
apertamos a tarraxa e fazemos o procedimento de tocar as cordas como ja descrito,
verificaremos que a diferenca de volume desaparecera até que as duas cordas
tocadas produzam o mesmo som, ou seja, mesma frequéncia. Pronto, o violdo esta

afinado.

Seja agora a 5% corda do violao visualizada num sistema de coordenadas
cartesianas tal que

u(0,t) =u(L,t) =0,
u(x,0) = fo(x) para0<x <L,

ou(x,0)

— = ()

e seja g(x,t) a equagdo de onda produzida pela 6% corda do violdo tocada ou
estimulada com o dedo pressionado na 5% casa. Ja sabemos entdo que a onda
produzida pela 62 corda tocada nessas condi¢des tem a mesma frequéncia que a onda
produzida pela 52 corda tocada solta. Assim a 62 corda servira como um estimulo ou

forga externa e assim teremos
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Para essa equacéo a ideia é tentarmos solu¢des do tipo

0]

nwx
u(x,t) = z ¢, (t) sin A
n=1

Com coeficiente ¢, (t) a se determinar. Suponhamos que a fungdo g(x,t) possa ser
escrita como uma Série de Fourier da seguinte forma

g(x,t) = Z gn(£) sin

Assim, por (1) temos que

ac2 = ox? Z gn(8) Sm_

0]

nix nnx n’m?
z () sinT = —k? z z gn () sm—
n=1

n=1

0 (S en©sin"TE) 0% (B ca(®) sin T

0]

Dessa ultima igualdade verificamos que todas as expressées com somatorios
.. nmx s £
possuem sin—-. Dai ficamos com

2.2

¢, (t) = —k? 2 cn(t) + gn (D),

2.2

n
¢ (8) + k2

Cn(t) = gn(t)

k
e (©) +(2157) n(®) = gal®)
¢ () + 2rwyp)?cn () = gn (D),

k ~ . . A s . . .
onde w, = Z—L € a frequéncia do enésimo harmdnico da corda livre. Além disso

usando as condig¢des iniciais
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0]

nmnx

u(x,0) = fo(0) = ) ca(0)sin"-

n=1 L
e
w(x,0) = i(®) = ) 6O sin"r—

n=1

Como ambas as igualdades acima definem uma Série de Fourier entao

¢, (0) =%f0 fo(x) sin?dx e ¢, (0) =%f0 fi(x) sin?dx (2).

O que nos interessou desde o comeco foi o termo ¢, (t) que aparece em u(x,t) =
Yimeq Cn(0) sinnLﬂ e que € a solugdo da equagdo diferencial ordinaria de segunda
ordem dada por ¢, (t) + (2nw,)?%c,(t) = g,(t). Mas a solugdo geral desta equacao

diferencial de segunda ordem é dada por
Cp = a, cos(2mw, t) + b, sin(2aw,t) + ¢, (t),

onde a,, € b,, sdo constantes arbitrarias que podem ser determinadas pelas condi¢coes
dadas em (2) e é,(t) € uma solugao particular. Em resumo note entdo que a 52 corda

do nosso exemplo vibrara por ressonancia tendo como equacao de onda

0]

nmwx
u(x,t) = z ¢, (t) sin A

n=1

em que ¢, = a, cos(2nw,, t) + b, sin(2nw,t) + ¢é,(t) e é claro, estimulada ao tocarmos

a 6?2 corda cuja equagéo de onda é g(x,t).
O Software Batimento [12]

Com a incluséo da informatica no cotidiano das pessoas surgiram novas
possibilidades para a demonstragcdo experimental de batimentos sonoros. Uma

” 1]

dessas possibilidades € a utilizacdo de softwares como o “Mathematica” , “Geradores
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de Tons” e o “Batimento”. Dentre essas opcdes de softwares, falaremos apenas do
Software Batimento.

Esse software foi desenvolvido especificamente para o estudo de um tipo de
interferéncia de ondas, que é o fenbmeno chamado batimento. Mais especificamente,
o software possibilita estudar de forma ampla o batimento de ondas sonoras. A tela
principal do software Batimento pode ser vista na Figura 14, em que se percebe os

menus “Experimento” , “Roteiro Experimental” , “Sobre” e “Sair”.

Figura 17

BATIMENTO

100000€ +211

Tela principal do software Batimento.

O Menu “Experimento”

Observando a Figura 15, percebe-se que o menu Experimento dispde de trés

itens (opgodes).

Figura 18

Experimento  Roteiro Experimental Sobre  Sair

Batimento Sonoro
Animagdo sobre Batimento

Dois Madveis em MCU

Itens do primeiro menu.
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O primeiro item, denominado Batimento Sonoro , € aquele que executa os sons nas
frequéncias selecionadas pelo usuario. E o item referente & realizagéo do experimento
propriamente dito, e disponibiliza um conjunto de ondas sonoras senoidais, com
frequéncias diversas, nas vizinhangas de 200 e de 500 Hz, através da caixa de dialogo
mostrada na Figura 16.

Figura 19

Estabelecimento de Frequéncias E3
Frequiéncias

500 Hz I
— Segunda Frequéncia

Primeira Frequéncia
' 201 Hz

" 202Hz
" 203Hz
" 205Hz
" 210Hz
" 220Hz
" 250Hz

Cancelar I oK I

Selegéo de frequéncias

Quando o botdo OK dessa caixa de dialogo é clicado, aparece uma nova caixa de
dialogo (Figura 16) que possibilita ao experimentador ndo sé ouvir as ondas

selecionadas mas também produzir a superposigéo.

Figura 20

Frequéncias Estabelecidas e Batimento

— Opgles

’, Ouvir as Frequiéncias Estabelecidas

201 Hz I

Quvir as duas frequéncias através do "MPlayer" |

Cancelar I

Opgoes de audicdo
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O segundo item do menu, chamado Animagé&o sobre Batimento , mostra uma
simulagdo da amplitude da onda obtida pela superposi¢cdo, ao longo do tempo, em
funcdo da distancia das fontes sonoras. O terceiro item desse menu, chamado Dois
moveis em MCU , apresenta um experimento sobre Movimento Circular Uniforme,
possibilitando que alunos do ensino médio possam fazer uma analogia entre o periodo
e a frequéncia dos alcances de dois méveis em MCU com os mesmos elementos do
batimento produzido por duas ondas sonoras. E um passo rumo a deducdo da
expressao para a frequéncia dos batimentos, o que geralmente n&o é feito nos livros

texto.
O Menu “Roteiro Experimental

Esse menu apresenta trés roteiros experimentais conforme pode ser visto na

Figura 18.

Figura 21

TS BATIMENTO

Experimento | Roteiro Experimental Sobre  Sair

Batimento: Ensino Superior
Batimento: Ensino Médio

Dois Méveis em MCU

Itens do segundo menu

O primeiro item desse menu apresenta um roteiro destinado a realizagao da
experiéncia sobre batimento, enfocando o nivel superior de ensino. Ja o segundo item
propde o mesmo experimento para o nivel médio. O terceiro item do menu também é
voltado para o ensino médio, e apresenta um roteiro que propde um experimento

preparatoério , envolvendo dois méveis em MCU, com frequéncias de valores proximos.
A Realizagao do Experimento

Durante a realizacdo do experimento, pode-se perceber claramente as
vantagens deste software em relagdo a todas as outras opg¢des ja mencionadas. A
primeira é a facilidade de uso. A segunda é a completa definicdo sonora dos

batimentos (mesmo para f;, > 10 Hz), independentemente da posigao do observador
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em relacdo as fontes. Isso viabiliza a realizagdo do experimento com um Unico
microcomputador em uma sala repleta de alunos. Outra vantagem do software
Batimento é o controle absoluto do experimentador sobre cada onda sonora, ja que
cada uma delas € executada de forma independente da outra. Assim, cada onda pode
ter a sua execugao (em loop infinito) interrompida ou mesmo ter o seu volume sonoro
alterado sem que a outra onda seja afetada. Didaticamente, isso € importante para
uma investigagdo minuciosa, ja que o fenbmeno em estudo € um pouco intrigante:
como dois sons tdo parecidos podem produzir um efeito tdo inesperado , quando séo
executados simultaneamente? Além de todas essas vantagens, o software
desenvolvido ocupa pouco espago no disco rigido, e todas as instrugdes, tanto do
software em si quanto dos roteiros experimentais, sdo escritas em portugués. Quanto
ao experimento, em si, além dos aspectos qualitativos que podem ser explorados até
mesmo em uma aula tedrica, o aluno é provocado a medir a frequéncia dos batimentos
e comparar o valor obtido com aquele previsto pela teoria. Para o roteiro experimental
preparado para o ensino meédio, por exemplo, sugere-se selecionar as frequéncias
fo =201Hz e f; = 200 Hz. Entdo, com essas ondas sendo executadas de forma
independente e em loop infinito, o aluno deve medir o intervalo de tempo referente a
40 batimentos consecutivos. Um exemplo de resultado obtido: At =40,12s.
Naturalmente, o periodo dos batimentos, dado por T, = t/40, neste experimento €,
entdo, T, = 1,003 s. Consequentemente, a frequéncia dos batimentos, dada por f, =
1/Tp, tem um valor experimental igual @ fjexperimentary = 0,9970 Hz. Ao longo do
roteiro experimental, sdo propostas reflexdes que possibilitam ao aluno deduzir uma
expressao tedrica para a frequéncia dos batimentos: fj tesricay = f2 — fi- Assim,

teoricamente, neste experimento, deve-se esperar o valor fj tesricay = 1 HzZ.

Comparando o valor experimental com aquele previsto pela teoria, percebe-se que

nao existem erros sistematicos importantes: o erro percentual € de 0,3%.
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8 CONSIDERAGOES FINAIS

Quando iniciou-se o trabalho de pesquisa para este trabalho constatou-se que
havia uma certa dificuldade em se interpretar e usar certos conceitos da algebra linear
em outros espacos vetoriais daqueles comumente estudados. Dai a importancia de
expandir esses conceitos para outros espacos vetoriais o que possibilitaria o
entendimento de novos conceitos matematicos.

Diante disso o trabalho teve como o objetivo geral a aplicagdo desses novos
conceitos para a compreensdo da equacao de onda. Aqui demonstrou-se o
comportamento de uma onda mecéanica com o uso de equagdes diferenciais.

O primeiro objetivo especifico foi a preocupagado de uma revisdo detalhada
sobre os principais topicos abordados em algebra linear. J& o segundo objetivo
especifico foi um estudo a parte do produto interno para o entendimento das fungdes
ortogonais e por fim a Série de Fourier Generalizada.

Diante da metodologia proposta percebe-se que o trabalho poderia ter sido
realizado com uma pesquisa mais ampla na bibliografia o que permitiria analisar por
exemplo a equacgao do calor em duas ou trés dimensdes bem como a equacgao de
onda se expandindo em duas ou trés dimensdes o0 que mostra uma certa limitagéo ou
dificuldade enfrentada até aqui. Poderia também se fazer um estudo da corda
dedilhada mais amplo se pensarmos que € possivel dedilharmos duas ou mais cordas
ao mesmo tempo. Assim dedilhando duas cordas de um violdo podemos pensar que
em cada corda exista um tipo de funcdo que descreve a posi¢cdo de cada ponto da
corda e que o som produzido seja produto de um conjunto de harmdnicos que podem
existir em uma corda em quanto na outra ndo. Fica entdo aqui essa perspectiva de

novas ideias relacionadas a ondas.
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