E! Universidade de Brasilia

UNIVERSIDADE DE BRASILIA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Sobre o Método de Mahler para

Transcendéncia

por

Pedro Gabriel Ferreira Jordao

Brasilia

2021






Pedro Gabriel Ferreira Jordao

Sobre o Método de Mahler para

Transcendéncia

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-Graduagao
em Matematica da Universidade de Brasilia, como re-
quisito parcial para obtencao do titulo de Mestre em
Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Diego Marques Ferreira.

Brasilia

2021






Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Sobre 0 Método de Mahler para transcendéncia

por

Pedro Gabriel Ferreira Jordao*

Dissertagdo apresentada ao Departamento de Matematica da Universidade

de Brasilia, como parte dos requisitos para obtengdo do grau de

MESTRE EM MATEMATICA
Brasilia, 18 de maio de 2021.

Comissido Examinadora:

-_—D__a-k — ar >

Prof. Dr. Diego Marques Ferreira - MAT/UnB (Orientador)

o

Prof. Dr. He a Teixeira Godinko — MAT/U}rB_(Membro)

(e rualoct Q. R

Profa. Dra. Ana Paula de Araujo Chaves — UFG (Membro)

* O autor foi bolsista da CAPES e do CNPq durante a elaboragio desta dissertacdo.






Ficha catalografica elaborada automaticamente,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

JJ82s

Jordao, Pedro Gabriel Ferreira

Sobre o Método de Mahl er para Transcendéncia / Pedro
Gabriel Ferreira Jordao; orientador D ego Marques
Ferreira. -- Brasilia, 2021.

72 p.

Di ssertacdo (Mestrado - Mestrado em Matematica) --
Uni ver si dade de Brasilia, 2021.

1. Método de Mahler. 2. Naneros Transcendentes. 3.
Funcbdes Transcendentes. 4. Equacdes Funcionais. |. Ferreira,
Di ego Marques , orient. Il. Titulo.







Dedico este trabalho aos meus familiares, minha esposa, meus amigos e professores que
incessantemente me apoiaram e incentivaram em minha jornada como estudante, me

auxiliando sempre a ser uma pessoa a cada dia melhor.



“Na vida, podemos enxergar trés verdades maximas: Deus, a morte e a matematica.”
Luciano Pontes






Agradecimentos

Gostaria de agradecer primeiramente a Deus, pela vida, satide e provisao em tudo o que
precisei para que eu pudesse aproveitar a oportunidade de estudar durante todos esses
anos no meio académico.

Aos meus pais, Andrea e Marcio, por toda a coragem e o esforco que ja fizeram e ainda
fazem para que eu possa realizar meus sonhos. Aos meus irmaos Bruna e Matheus, pela
parceria e os incentivos durante toda a minha jornada de estudos.

Um agradecimento especial para minha esposa, Nathalia, que cuida, escuta e me
incentiva em tudo o que eu fago. Muito obrigado por tudo que fez e faz por mim, e por
tudo que vocé esta disposta a aprender comigo e junto comigo sobre a vida.

Mais um agradecimento especial para meu orientador, o professor Diego Marques que
me orientou e pacientemente me ajudou muito neste trabalho com toda a sua experiéncia
e habilidade no uso de técnicas da teoria. Também quero agradecé-lo pela disposicao de
continuar trabalhando comigo nas minhas proximas fases da carreira.

Ao professor Fabio Menezes de Souza Lima, pelos anos em que foi meu orientador.
Obrigado por me auxiliar nas minhas dificuldades mais bésicas e me incentivar a seguir
na area.

Aos amigos e colegas de curso que nesses anos de universidade, me ajudaram a des-
bravar a matemética e os inimeros "é facil ver" apresentados nas literaturas. Eu nao sou
capaz de citar todos os nomes sem cometer a injustica de deixar de mencionar algum, eles
sabem da minha capacidade de memoria reduzida.

Quero também agradecer a professora Luciana Avila Rodrigues por todos os conselhos,
adverténcias e atividades propostas enquanto tutora do Programa de Educagao Tutorial
- PETMAT. Agradeco imensamente a oportunidade de participar desse programa, sem

davidas ele faz parte do despertar do meu interesse em matemaética pura, pois foi no



programa que tive minha primeira oportunidade de pesquisar. As atividades realizadas
no programa me fizeram ser um professor muito melhor do que eu seria, assim como faz
parte da minha formacao em matemética e como pessoa.

Ao professor Emerson Ferreira de Melo, por me orientar mesmo que por pouco tempo,
mas ainda assim me mostrar a existéncia dos niimeros transcendentes e me fazer se inte-
ressar por essa area da matemaética.

Também agradecer imensamente aos professores Ana Paula de Araijo Chaves e Hemar
Teixeira Godinho, que participaram da banca, pelas intimeras sugestoes para a melhoria
deste trabalho.

Ao CNPq, pelo apoio financeiro concedido durante o primeiro ano de estudos no
mestrado, e a CAPES pelo apoio financeiro concedido durante o segundo ano e o término

deste trabalho.



Resumo

Seja a = (a,)n>0 uma sequéncia de inteiros positivos. Neste trabalho, estudamos o com-

portamento aritmético de valores da funcao f,(z) = E 2. Primeiro, no caso de uma
n>0
sequéncia superexponencial a, mostramos (em particular) que fy(«) é um nimero trans-

cendente, para todo nimero algébrico nao nulo o € B(0,1). Depois disso, o objetivo
principal é estudar o caso em que a é uma sequéncia exponencial. Para isso, apresen-
tamos e usamos o chamado Método de Mahler (que é particularmente util para fungoes
que satisfazem alguma equagao funcional) para obter resultados de transcendéncia sobre
valores de func¢oes em argumentos algébricos.

Palavras-chave: Método de Mahler. Ntimeros Transcendentes. Fungoes Transcendentes.

Equagoes Funcionais.






Abstract

Let a = (an)n>0 be a sequence of positive integers. In this work, we study the arithmetic

behavior of values of the function f,(z) = Z 2. First, in the case of a super-exponential
n>0
sequence a, we show (in particular) that f,(«) is a transcendental number, for all nonzero

algebraic number o € B(0,1). After that, the main focus is to study the case in which
a is an exponencial sequence. For that, we present and use the called Mahler’s method
(which is particularly useful for functions satisfying some functional equation) to derive
transcendental results about values of functions at algebraic arguments.

Keywords: Mahler’'s Method. Transcendental numbers. Transcendental Functions.

Functional Equations.
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Introducao

Esta dissertacao é um estudo sobre nimeros transcendentes. Estes nimeros séo assim de-
nominados, pois segundo L. Euler (1707-1783), tais ntimeros "transcendem" as operagoes
algébricas envolvendo ntimeros racionais. Mas o proprio Euler nao conseguiu mostrar que
tais nimeros existiam. Os primeiros exemplos de ntmeros transcendentes foram dados
somente em 1844 por J. Liouville (1809-1882), estes receberam o nome de nimeros de
Liouwille.

Em especial, neste trabalho apresentaremos uma ferramenta que nos fornece a trans-
cendéncia de numeros dados por valores de fungoes aplicadas em pontos algébricos, onde
estas funcoes pertencem a uma certa classe. Tal ferramenta é conhecida como Método de
Mabhler. Este método surgiu quando K. Mahler (1903-1988) investigava a irracionalidade
de valores de tais fungoes aplicadas em pontos racionais.

No Capitulo 1 sao apresentadas as definicoes de ntmeros algébricos e transcenden-
tes. Na sequéncia, mostramos a existéncia de nimeros transcendentes. Tal prova foi
primeiro feita por Liouville, mas apresentaremos uma demonstragao feita por G. Cantor
(1845-1918), que utilizou argumentos de enumerabilidade. Apos estabelecer a existéncia,
introduzimos os primeiros exemplos de ntmeros transcendentes. Este capitulo foi em
grande parte escrito com base em |[8].

Ja mirando na apresentacao do tipo de problema que sera abordado neste trabalho, na
ultima secao do Capitulo 1, definimos Séries Formais e também tratamos os conceitos da
Teoria Bdsica de Alturas, que utilizaremos no Método de Mahler para achar um limitante
inferior para uma funcao auxiliar que sera criada. Ainda nesse capitulo, apresentamos
a Desigualdade de Liouville também com o objetivo de trabalhar nesse mesmo limitante
inferior.

No Capitulo 2, apresentamos nosso objetivo principal, que serd estudar o comporta-



mento aritmético de valores de func¢oes em pontos algébricos. Estamos interessados em
saber se tais valores sao niimeros racionais, algébricos, de Liouville ou transcendentes.
Tais fungoes sao séries que tém uma sequéncia de ntimeros inteiros como expoentes.

Ainda no Capitulo 2, apresentamos o Método de Mahler que sera aplicado na resolugao
dos problemas mencionados, para um tipo de sequéncias. Explicamos seu processo e tam-
bém apresentamos o primeiro uso do método, denominado Teorema de Mahler. Também
apresentamos o uso do Método de Mahler para alguns outros tipos de equacgoes, generali-
zamos o Teorema de Mahler para func¢oes que satisfazem um tipo destas. Apresentamos
outras consequéncias do uso do método, a série de Thue-Morse e a série dos reciprocos
dos nimeros de Fibonacci.

Nosso capitulo final busca apresentar alguns problemas envolvendo outros tipos de
sequéncias, que nao abordaremos neste trabalho, assim como citar outras aplicacoes do
Método de Mahler. Uma destas implicagoes é a transcendéncia de valores de fungoes
multivaloradas. Outra implicagao é a independéncia algébrica entre fungoes que satisfa-
zem uma determinada equacao linear, e também estabelece independéncia algébrica entre
certas funcoes e suas derivadas.

Seja K um corpo arbitrario de caracteristica zero. Seja também z uma incognita.

Consideramos as seguintes notacoes:

e K|z] é o anel de todos os polinémios em z com coeficientes em K.

e K(z) é o corpo quociente de K[z], seus elementos sao as fungoes racionais de z com

coeficientes em K.

e K[|z —¢]], onde ¢ € K, é o conjunto de todas as séries formais

(o)
F=Y ="
h=n
com coeficientes f;, em K, onde n é algum inteiro que depende de f.

e K((z —c)) é o conjunto das séries convergentes para 0 < |z — ¢| < p em K, com
p€RL.
Por fim, para melhor aproveitamento do texto, recomenda-se que o leitor tenha do-

minio de fundamentos de aritmética, estruturas algébricas, teoria dos conjuntos, algebra

linear, anélise real e complexa.



Capitulo 1

Ntimeros Algébricos e Transcendentes

1.1 Uma breve historia dos niimeros transcendentes

Um ndimero complexo é dito transcendente se ele nao é raiz de nenhum polindémio nao
nulo, com coeficientes inteiros. O termo transcendente, segundo Euler, significa que tais
numeros "transcendem" o poder das operagoes algébricas.

A existéncia de nimeros transcendentes foi demonstrada em 1844, por Liouville, que
também conseguiu exibir o primeiro exemplo de niimero transcendente, apds estabele-
cer uma simples propriedade que todo ndmero algébrico (ntmero que é raiz de algum
polindémio nao nulo com coeficientes inteiros) satisfaz.

J. Lambert (1728-1777), em 1768, conjecturou que os nimeros 7 e e sdo transcenden-
tes, a comprovagio desses fatos s6 ocorreram em 1873, quando C. Hermite (1822-1901)
demonstrou a transcendéncia de e, e em 1882, quando F. Lindemann (1852-1939) provou
a transcendéncia de w. Com este tltimo, um problema geométrico que estava em aberto
desde os tempos da matemética dos antigos gregos, foi resolvido: € impossivel construir
um quadrado com a mesma drea de um circulo dado, utilizando somente régua e com-
passo'. Em 1884, Lindemann conseguiu generalizar o resultado de Hermite mostrando
que e € transcendente para todo o algébrico nao nulo. Como consequéncia desta ge-

\/g’ e log2 sao numeros transcendentes. K. Weierstrass

neralizagao, os nimeros cos 1, e
(1815-1897), um ano depois, conseguiu melhorar os resultados de Lindemann e Hermite,

ele mostrou que se ay, ..., a, sao numeros linearmente independentes sobre Q, entao os

'Este ¢ o famoso problema da Quadratura do Circulo.



Qn

sao algebricamente independentes. Como consequéncia, temos que
V3

numeros e*t, ... e

V2 sao transcendentes .

os nameros e +eV“ ee+e

Em 1874, Georg Cantor nao s6 mostrou a existéncia de nimeros transcendentes, mas
mostrou que o conjunto dos nimeros transcendentes é um conjunto nao enumeravel, en-
quanto que o conjunto dos ntmeros algébricos é enumeravel. Com isso, foi possivel con-
cluir que, essencialmente, todo ntmero é transcendente. Entretanto, estes niimeros sao
caracterizados somente pelo que eles nao sao, existindo assim uma grande dificuldade em
estabelecer a transcendéncia de um ntmero em particular.

No Congresso Internacional de Matematica, realizado em Paris no ano de 1900, D.
Hilbert (1862-1943) propos uma lista com 23 problemas que ele considerava interessantes
para serem resolvidos no século XX. Usualmente, referido como 7° problema desta lista
perguntava se a’ é transcendente, para a um namero algébrico diferente de 0 e 1 e b um
numero algébrico irracional. Em 1934, dois mateméticos de forma independente resolve-
ram esse problema, A. Gelfond (1906-1968) e T. Schneider (1911-1988). Este resultado
ficou conhecido como o Teorema de Gelfond-Schneider, que estabelece se o € algébrico,
diferente de 0 e 1, e B wm outro nimero algébrico ndao racional, entio o nimero o é
transcendente. Como consequéncia deste resultado, os nimeros \/5\/3 e 2V% sdo transcen-
dentes. Como (—1)" = €™ no ramo principal do logaritmo, temos também que o niimero
e" é transcendente. Este teorema também nos diz a respeito da natureza aritmética
de poténcias de ntimeros algébricos por nimeros algébricos. Entretanto, mesmo sem a
existéncia de um resultado geral para poténcias de ntimeros transcendentes por nimeros
transcendentes, estas podem ser tanto algébrica quanto transcendente, por exemplo, . E
isso nao deve ser possivel, pois os nimeros log?2 e e sao transcendentes, mas o nimero
€82 = 2 ¢ algébrico.

Numa formulagao equivalente, o Teorema de Gelfond-Schneider mostra que se aj,
s, 1 e P2 sao numeros algébricos, com log oy, log as linearmente independentes sobre
Q, entao filogay + Brlogas # 0. Em 1966, A. Baker (1939-2018) mostrou que se
A1, ...,Q, SaG0 numeros algébricos nao nulos tais que logaq, ..., loga, sao linearmente
idependentes sobre Q, entao 1,logaq, ..., loga, sdo linearmente independentes sobre

o corpo de todos os niumeros algébricos. Generalizando assim o Teorema de Gelfond-

Schneider para um ntmero arbitrario de logaritmos. Como consequéncia, obtemos a



transcendéncia dos nameros log 2 + log 3, log5 + v/51log 7 e 7 + log 2.

Até os dias de hoje, mesmo quase 140 anos depois de estabelecidas as transcendéncias
de e e w, é desconhecido se os niimeros 7-e e T+¢e sao numeros transcendentes. Sabe-se que
pelo menos um deles ¢ transcendente, e imagina-se que os dois sao, pois estes niimeros sao
raizes do polindémio 2? — (74 e)z +7-e e o corpo dos niimeros algébricos ¢ algebricamente
fechado.

O principal problema em aberto hoje na Teoria dos Numeros Transcendentes, é co-
nhecido como a Conjectura de Schanuel. Seu enunciado diz que se x4, ..., z, sdo numeros
complexos linearmente independentes sobre Q, entdo existem pelo menos n niumeros al-

1

gebricamente independentes, dentre xq,...,x,, et ... ™.

Esta conjectura implica na
independéncia algébrica dos niimeros e e 7, e assim na transcendéncia dos nimeros 7 + e,
m-e, e, ", m° e logm e implica também em generenalizagoes para os Teoremas de Lin-
demann, Weierstrass, Gelfond-Schneider e Baker. Ou seja, esta conjectura, se correta,
promete dar solugao para todos os principais problemas na Teoria dos Numeros Trans-
cendentes hoje em aberto.

Para um aparato histérico mais completo, recomendamos a leitura de [8,9].

1.2 Definicoes iniciais

Nesta secao serao definidos nimeros algébricos e niimeros transcendentes. Na sequéncia,
vamos apresentar algumas propriedades envolvendo os ntmeros algébricos, assim como
nos familiarizar com a algebra destes niimeros. Nosso problema inicial serd investigar

quando um determinado nimero complexo é algébrico ou transcendente.

Definigao 1.1. Um nimero £ € C € dito algébrico se existe um polinomio P(x), nao
nulo, com coeficientes inteiros tal que P(§) = 0. Um nimero que nao € algébrico € dito

transcendente. Denotamos por Q o conjunto de todos os nimeros algébricos.

Exemplo 1.1. Todo nimero racional € algébrico (Q C Q). De fato, para p,q # 0 nimeros

inteiros, temos que o numero racional o = p/q satisfaz a equagao algébrica gx — p = 0.

Exemplo 1.2. Todo mimero 8 € Q(i) = {a+bi:a,b € Q} C Q € algébrico. Observe que

o miimero complexo 8 = (p+ qi)/r satisfaz a equagdo algébrica r*z® — 2pra +p* +¢* = 0.



Proposicao 1.1. O conjunto Q ¢ denso em R e em C.

Demonstra¢ao. Como Q e Q(7) sdo densos em R e em C, respectivamente, o resultado

segue dos exemplos anteriores. O

Observacdo 1. Q é um corpo. Em particular se a, 5 € Q, entdo a + 5 € Q e af € Q.

Também podemos notar que, se £ é transcendente e a # 0 é algébrico, entdao af
também é transcendente. Assim, se existir pelo menos um nimero transcendente, entao

o conjunto de todos os nimeros transcendentes deve ser denso em R e em C.

Defini¢ao 1.2. Considere K = Q(a). O polindémio minimal de « sobre K, é definido
como o polindmio monico (isto €, com coeficiente lider igual a 1) P,(x) de menor grau,
tal que P,(a) = 0. Se o grau de P, € igual a n, denotado por O(P,) = n, dizemos que «

€ um algébrico de grau n.

Definicao 1.3. Uma equagao funcional € toda equag¢ao em que as varidveis relacionadas

sao funcoes.

Observagao 2. Dada uma equagao funcional, em geral queremos determinar todas as

funcoes que satisfazem essa equacao, caso existam.

Exemplo 1.3. A equacao funcional a sequir, que € comumente chamada de Equacao

Funcional Aditiva de Cauchy, € dada por
fl@+y) = flx)+ fy),
para todo x,y € R.
Defini¢ao 1.4. Uma funcao y = f(x) é dita algébrica se satisfaz uma equagao do tipo
Po(z)y" + Pi(x)y" ' + ...+ P.(z) =0,

onde Py(x),...,P,(x) € Z[z] sao polinémios nao todos nulos. Uma fungao que ndo €

algébrica é chamada de transcendente.



Existéncia de niimeros transcendentes

A prova da existéncia de nimeros transcendentes foi apresentada por volta de 100 anos
apos a apresentacao do problema, por Euler. Aqui apresentaremos uma demonstracao da
existéncia de nimeros transcendentes devida a Cantor feita em 1874, para mais detalhes
ver [§].

Cantor mostrou que existem ntimeros transcendentes provando que Q é um conjunto

2, 2y € ~ € . ~ » . 2, ~ 2,
enumeravel, e como QU Q = C, entao Q ¢é nao enumeravel, pois C é nao enumeravel.
Teorema 1.1. (Cantor) O conjunto Q € enumerdvel.

Demonstragao. Inicialmente, dado um polinomio P(x) = ag+ajz+- - -+ a,x", denotamos
por Rp o conjunto das raizes de P, lembramos que esse conjunto tem no maximo n
elementos distintos. Afirmamos que para todo n € N, existe apenas uma quantidade
enumeravel de polinomios de grau n em Q[z]. De fato, considerando X,, = {Q € Q|z] :
9(Q) = n} e denotando Q"™ = Q x --- x Q x Q* possuindo n copias de Q e uma copia
de Q*, tome ¢ : Q"' — X, dada por

U(ag, ay,...,a,) = ag+ arx+ -+ ax".

Note que v é uma bijecdo. Assim, como cada Q é enumeravel, temos que Q"™ & enume-
ravel, e portanto, X,, é enumeravel.

Agora, definimos A,, = Uy(p)—n R p. Pelos comentérios anteriores e pelo fato de a uniao
enumeravel de conjuntos finitos ser enumeravel, temos A,, enumeravel. Agora note que

@: UAn

neN

Portanto, como a uniao enumerével de conjuntos enumeraveis é enumeravel, Q é enu-

meravel.

]

Observacao 3. Nao somente Q é enumerével, mas todos os seus subconjuntos também
sdo enumeraveis. Em particular, o conjunto de todos os numeros algébricos reais (ou

complexos), no intervalo (0,1) (ou com |z| < 1), é enumeréavel.



1.3 Primeiros exemplos de ntimeros transcendentes

Liouville primeiro mostrou em 1844 o seguinte teorema, que de certa forma, caracteriza
como "ruim" a aproximacao de niimeros irracionais algébricos por nimeros racionais.
Assim ele observou uma caracteristica importante dos ntimeros algébricos: "ntmeros al-

gébricos nao sao "bem aproximados" por ntimeros racionais".

Teorema 1.2. Seja & um nimero irracional raiz real de um polinémio irredutivel P(x) €

Z[z], de grau n. Entao existe uma constante positiva c¢(§) tal que

<€)
q’l’L

p
q
para todo p/q € Q. Uma escolha conveniente para essa constante é
1
c(§) = )
(€) 1+ max |P'(t)]

[t—£1<1

: (1.1)

E

-

(1.2)

Demonstragao. Inicialmente, suponhamos | — p/q| < 1. Observe que P(p/q) # 0, pois
se P(p/q) = 0, entao teriamos P(x) = (v — p/q)Q(x), mas P(x) é irredutivel sobre Q,
pois é irredutivel sobre Z (Lema de Gauss). Como O(P) = n, entdo ¢"P(p/q) € Z*, e
assim |¢"P(p/q)| > 1. Pelo Teorema do Valor Médio, como P(z) é continuo por ser um
polindmio, existe ¢ € R, entre £ e p/q, tal que

P - (2)|=|e-2] i

mas como P(§) = 0, obtemos

Q)| g o

q

Multiplicando ambos os lados por ¢",

< P(?)\ =q"\P'<t>r\§—9 |
q q
e entao
D 1
S I — 1.3
’5 q‘ SarI0) (1.3)

Agora, observe que como t esté entre € e p/q, entao |t —&| < |€ —p/q| < 1, e também
que |[P'(t)] <1+ |P'(t)] <1+ nax |P'(t)]. Assim em (1.3), obtemos
t—€|<1

- 1 c(§)
(It maxy <1 [P'(B)]) "

-

8



onde escrevemos c(§) :=1/(1 + ‘mgiil |P'(t)]).
t—=¢£|<
Observe que se | —p/q| > 1, entdo [€ —p/q| > 1 > ¢(€)/q". Concluindo a prova do

teorema. O

Assim, Liouville construiu uma classe de ntimeros que sao "muito bem" aproximados

por racionais, chamados niumeros de Liouwville, definidos como:

Definicao 1.5. Um niumero real o € dito nimero de Liouville se existir uma sequéncia

de infinitos racionais (pr/qx)k>1, com q, > 1, tal que

(1.4)

para todo k > 1.
Proposigao 1.2. A sequéncia (qx)r>1 € ilimitada.

Demonstrag¢ao. Suponha, por contradi¢ao, que (gx)x>1 € limitada, assim existe C' > 0, tal
que g < C, para todo k > 1. Pela defini¢ao, como |py/qr — a| < 1, multiplicando por g
obtemos

Pk
— —
qk

qk < Gk,

ou seja,
Pk — qrr| < ..
Pela desigualdade triangular,
Pkl — gk < [pr — | < g

Assim,

Pl < (Jof + 1)ar < (Jof +1)C,

limitando assim a sequéncia (py)g>1. Mas isso implica que a sequéncia (pg/qx)r>1 € limi-

tada, uma contradi¢do. Portanto, (gx)g>1 ¢ ilimitada. ]
Proposicao 1.3. Todo numero de Liouville € irracional.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradi¢ao, que p/q € Q é um ntmero de Liouville. Pela

definigao, existem infinitos py/qx, diferentes de p/q, tais que

1 - 1
_k>'g_@:‘qu apx| 7
a g a qqs. |qlax




pois qx — qpx € Z*.
Assim, ¢; ' < |g|, o que limita a sequéncia (gi)x>1, uma contradigio. Portanto, ndo

existe um nimero racional que é namero de Liouville. O
Teorema 1.3. Todo nimero de Liouville € transcendente.

Demonstracdo. Suponha, por contradicio, que a € Q, de grau n, seja um namero de
Liouville. Vimos que « ¢ Q, assim devemos ter n > 1. A desigualdade do Teorema 1.2 é
valida para todo ntmero racional, em particular, para os px/qi’s da definigao de ntimero
de Liouville. Combinando as desigualdades (1.1) e (1.4), obtemos

gy qk

ou seja, ¢f " < c¢(a)”!, para todo k > 1, limitando a sequéncia (g )x>1, uma contradicio.

Portanto, o nao é algébrico. O]

Dai Liouville construiu o primeiro exemplo de niimero transcendente: o ntumero real

Z 107" = 0, 1100010000000000000000010000 . . .

n=1
conhecido como constante de Liouville.

Uma outra caracterizagao dos numeros de Liouville, é dada na proposi¢ao a seguir:

Proposigao 1.4. Seja & um nimero real. Se existir uma sequéncia (wy)g>1 de nimeros

reais, com lim wy = +00, e uma sequéncia (pr/qr)ken cOm G > 2 de nimeros racionais
k—o0

satisfazendo,
1

— Wi )
k

_ b
3

0< (1.5)

entao & € numero de Liouville.

Demonstrac¢ao. Como klim wr = +00, dado n € N, existe wy, > n. Escreva a, = pg, €
—00

by, = q,. Assim, por (1.5), temos

Dk, 1
‘f - S o
qk, qkn
paran =1,2,..., entao
(w1
b,| — b7
O que mostra que ¢ é nimero de Liouville. n
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Exemplo 1.4. Considere
o0
g=> o2
n=1
Para mostrar que esse € um numero de Liouville, considere
k
P = 2M Z 27 o g =2
n=1

para k =1,2,3,.... Entao

N D
Ik n=k+1
S 27(16«%1)!(1_’_271 _{_272_’_ )
S 9. 2—(k‘+1)!
— 9.9 (k+Dk!
e portanto,
Pk 2
0< (- q_k < &

k
Assim £ € um numero de Liouville, e € transcendente.

Generalizando a construgao do exemplo anterior, podemos obter um conjunto nao
enumeravel de ntimeros de Liouville. Também podemos mostrar que o conjunto desses
nameros tem medida nula em R, veja [9, p. 85 |.

Utilizando o conceito de Fragoes Continuas, em 1929 O. Perron (1880-1975) mostrou
que a constante de Euler, o niimero e, nao é um numero de Liouville, entretanto ¢ um
namero transcendente [17]. Usando consideragoes mais técnicas, Mahler em 1932 mostrou

que 7™ nao é um nimero de Liouville.

Teorema de Roth

Desde a época de Liouville, o Teorema 1.2 foi melhorado sucessivamente por A. Thue
(1863-1922) em 1908, C. Siegel (1896-1981) em 1921, F. Dyson (1923-2020) em 1947 e K.
Roth (1925-2015) em 1955. Roth exibiu a melhor estimativa possivel:

Teorema 1.4. Se £ é um numero irracional algébrico, entao dado € > 0, existe ¢ =

c(&€) > 0 tal que

p C
-5

11



para todo p/q € Q.

Desse Teorema segue novamente uma condicao suficiente, mas nao necesséria, para a

transcendéncia.

Teorema 1.5. Sejam &, 7 € R, com 7 > 2. Se existir uma sequéncia (pr/qr)ken de

numeros racionais distintos satisfazendo

para k=1,2,... . Entao, £ € transcendente.

As demonstragoes dos Teoremas 1.4 e 1.5 podem ser encontradas em [12].

Como uma consequéncia deste tultimo teorema, a constante de Champernowne
M :=0,123456789101112. ..

¢ transcendente e ndo ¢ um namero de Liouville, veja [18].

O conjunto dos ntmeros que satisfazem o Teorema 1.5 é nao enumerével, pois contém
um subconjunto nao enumeravel do conjunto dos niimeros de Liouville.

Tais aproximacoes sao parte da area denominada Aproximacoes Diofantinas que es-
tuda a aproximacao de niimeros reais por racionais. A génese das Aproximagoes Diofan-
tinas se deu com Teorema de Dirichlet, em 1842, devido a J. Dirichlet (1805-1859).

Nas proximas duas secoes desejamos apresentar algumas defini¢oes e alguns resultados,
que serao de extrema importancia para realizar estimativas em todas as demonstracoes

presentes no Capitulo 2 deste trabalho.

1.4 Séries

Nesta secao, lembramos definigoes basicas sobre expansao em séries de poténcias de fun-

goes.

Definicao 1.6. Uma série formal ou expansao em série de Laurent, para uma funcao

complexa f(z) em torno de um ponto ¢ € C, é dada por
F2) =Y fz=0o",
h=n

12



onde os coeficientes fr # 0, e esta série converge no dominio
Uyc) : 0 < |z —c| <p,
onde pe Ry en € Z.

Observagao 4. Se n < 0, diz-se que f(z) tem um polo em z = ¢, e se n > 0, entao f(z) é
regular também no centro de U,(c). Nesse tltimo caso, a série de Laurent sera a série de
Taylor usual para f(z) no disco |z — ¢| < p. Quando p = 0o, a Série de Laurent converge
em todo o plano complexo, exceto possivelmente em z = ¢. Por outro lado, se p é finito,

entdo f(z) pode ser continua fora do dominio U,(c).

Seguindo as notagoes acima, considere ¢ = 0 e K C C um corpo, e seja

F=> "
h=n

um elemento de K[[z]]. Essa série formal converge para uma fung¢ao analitica f(z) em um
dominio

U,:0<|z| <p,

onde p > 0. A funcdo f(z) tem no méaximo um poélo em z = 0 e é regular em U,

Lema 1.1. O conjunto K|z — c|] com as operagoes

f+9)=) =D (taz—0o" e
(f-9)(z) == Z < Z fkgh—k> (z =",

onde f,g € Kl[z — ¢]], € um corpo.

No Lema anterior, se considerarmos a fungao H = f-g, os coeficientes Hj, = E fegn—k
recebem o nome de produto de Cauchy dos coeficientes das funcoes f e g.

Agora apresentaremos um teorema, devido a Weierstrass, que fornece um critério de
convergéncia para séries.
Teorema 1.6 (Teste M de Weierstrass). Sejam 5 fn uma série de fungoes definidas

n>1
em um conjunto A C C, e uma sequéncia numérica de majorantes (My,)n>1, tais que

13



|fu(z)| < M, para todo n > 1 e para todo x € A, e com

oo
Z M, < oco.
n=1

Entao, a série

> fn

n>1

converge uniformemente em A.

A demonstragao deste resultado pode ser encontrado em [16, p. 301].

1.5 Teoria de alturas e a Desigualdade de Liouville

Inicialmente, lembramos que os conjugados algébricos de «, que serao denotados por

(=1 também séo raizes de P,(z) e portanto também sdo nimeros

o =a,aV, ..«
algébricos.

A ideia de altura de um namero algébrico, foi desenvolvida por A. Weil (1906-1998) na
década de 1920. A medida de altura de um ntimero algébrico, em geral, é o valor da altura

do polinémio minimal de . Entretanto, Weil desenvolveu uma técnica para estimar esse

valor utilizando apenas o grau de «, logaritmos e os moédulos dos conjugados de .

Definicao 1.7. A altura logaritmica de Weil (ou simplesmente, altura de Weil) de um

numero algébrico o de grau n, € definida por

n—1
1 )
h(a) == |1 §j1 1, |a®
() - (og|a\ + ogmax{1, |« \}) ,

1=0

onde a € o coeficiente lider de P,, e os o'V’s sio os conjugados algébricos de a.

Lema 1.2. Sejam o, 5 € Q, a altura de Weil satisfaz:

ha+pB) < h(a)+h(B) + log2
h(aB) < h(a)+ h(B)
h(a") = nh(a), ne€N
h(lja) = h(a), a#0.
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A demonstracao do ultimo lema pode ser encontrada em [14, p. 18].

Em geral, se P(Xy,...,X,) € Z[X1,...,X,] e ay,...,a, € Q, temos

hP(ay,...,a)) <log L(P) + Z(@XiP)h(ai), (1.6)

onde Ox, P denota o grau de P na variavel X;. Aqui, L(P) denota o comprimento de P,
que é a soma dos valores absolutos dos coeficientes do polinémio P. A demonstragao de
tal fato, pode ser encontrada em [14, Segao 1.6].

Uma consequéncia da teoria de alturas, é a seguinte desigualdade fundamental:

Teorema 1.7 (Desigualdade de Liouville). Seja o um nimero algébrico nao nulo e con-
sidere K = Q(«), entao
log |ao| > —[K : Q] - h(«). (1.7)

A demonstracao dessa desigualdade pode ser encontrada em [14, p. 21].
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Capitulo 2

O Método de Mahler

Seja a = (a,),>1 uma sequéncia (estritamente) crescente de inteiros positivos. Definimos

a fungao f,(z) por

faz) =D 2™ (2.1)

n>1
Nosso objetivo é estudar o comportamento aritmético de f,(2) em argumentos algébri-
cos, nao nulos (claramente, dentro do seu disco de convergéncia) para algumas sequéncias

a. No que segue, para simplificar a notagao, poderemos escrever f, apenas como f.

O primeiro resultado implica que f,(z) é uma funcdo analitica na bola unitdria B(0,1) :
{z € C: |z] < 1}. Além disso, como os coeficientes dessa série sao inteiros, essa bola é

exatamente o disco de convergéncia de f,.

Proposigao 2.1. Seja a = (an)n>1 C Zso uma sequéncia estritamente crescente. Entdo
a funcgao fo(z) € analitica em B(0,1).
Demonstragao. Para provar esse resultado, considere f,(z) := z*". Como f(z) = Z fn(2),

n>1
basta-nos mostrar que essa ultima série converge uniformemente em B(0,1). Nesse caso,

¢ suficiente mostrar que, para todo R € (0,1), a série Z fn(2) converge uniformemente
n>1
em B(0,R) (ja que, todo subconjunto compacto de B(0,1) estd contido em uma bola

B(0, R), para algum R € (0,1) e convergéncia uniforme em todo compacto de B(0,1),
implica em convergéncia uniforme em toda a bola unitaria).

Para provar esse ultimo fato, usaremos o teste M de Weierstrass. Seja R € (0,1),
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entao para todo z € B(0, R), temos
()] = 2] < Ro < R = M,

onde usamos que a, > n, para todo n > 1 (ja que a é uma sequéncia estritamente

crescente). Observe ainda que

M, = R" = a < 00,
1-R

n>1 n>1

pois R < 1 e logo o Teste M de Weierstrass garante que Z fn(z) converge uniformemente
n>1
(para f(z)) em B(0,1). Além disso, um fato conhecido da analise complexa é que o

limite uniforme de fungéo analiticas, também é uma func@o analitica (isso é consequéncia

do Teorema de Morera e da Foérmula Integral de Cauchy). Assim, a fungao f(z) =
k

lim 2 ¢ analitica em B(0, 1) (limite uniforme de polinémios), como querfamos. [
k—ro00
n=1

2.1 Resultados iniciais

Nesta se¢ao, abordaremos os primeiros resultados sobre o comportamento aritmético dos
valores de f, quando a sequéncia a = (a,), ¢ superexponencial, isto &, ani1/a, — o0
quando n — oo.

O primeiro resultado é relacionado a natureza aritmética de f,(r), quando r é um

nimero racional em (—1,1).

Teorema 2.1. Seja a = (a,)n>1 uma sequéncia superezponencial de inteiros positivos.

Entao fo(r) € um nimero de Liouville, para todo r € QN (—1,1), nao nulo.

Demonstragao. Para provar este resultado, sem perda de generalidade, considere r = p/q
um racional positivo, com mdc(p, q) = 1. Vamos mostrar que existe uma sequéncia infinita
de racionais (Ax/By)k>1, tais que Ay € Z e By, € Z>o para todo k > 1, e uma sequéncia

de reais positivos (wg)k>1, com lim wy = oo, tais que
- k—o0

/()5

onde ¢ é uma constante qualquer.

c

< —&;,» Dbaratodok >1,
By
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Para provar tal fato, considere

k an
Ay =q* (13) e By=q".

n=1

Observe que A, é inteiro, pois p,q € Z e a é uma sequéncia crescente.

Py _ A
‘f(Q) By,

Entao,

I
1
/N
QRS
~
S

Il
VR
Q3

Ak41 Ak+2—Ak+1
) i, <12> L
q

EET e

t>2

3

Vamos mostrar que essa tltima série é limitada por uma série geométrica. Para isso,

23

definimos ¢, := a,11/a, (observe que ¢, — 00, quando n — o0). Assim a, = ¢,_1a,_1, €
subtraindo a,,_; em ambos os lados desta igualdade, obtemos a,, — a,_1 = (¢h—1 — 1)a,_1.
Fazendo n = k +t — 1 na igualdade anterior, e usando que a sequéncia a é crescente,

temos
Aott—1 — Q1 > Qi1 — Qprt—2 = (Chpt—2 — 1)Qppr—2, (2.3)

para todo ¢ > 3. Por (2.3), como p/q < 1, obtemos

a _1—a (Ck+t—2*1)
P k+t—1 k+1 <p>
il < -
<Q) B q

Observe que para todo ¢ suficientemente grande,

<§>ce—1 < % (2.4)

Por (2.4), tomamos k + ¢t — 2 suficientemente grande para obter,

D (Chgt—o—1)T Fh+t—2 1\ @iz 1) %+ 1 k+1
=z < — <[ = <|= ,
(%) ) =6) =()

onde usamos que a; > k para todo k. Portanto,

D Qt—2— Qi1 1 k+1
> (2) <Y (;) <2
t>3 q E>—1

Ak+t—2

18



Voltando em (2.2), obtemos

P\ Ak P\
() -mle )

Agora, vamos majorar (p/q)***. Para tal, como p/q < 1, entao existe um niamero real

e > 0 tal que p/q < 1/¢°. Assim elevando a ayy; concluimos que

p\ 1 1
q ank+1 (q“k )€ak+1/ak

l ()Itant(), pala k Su iC‘e 1temente glall(le
Af41
< >
q

p Ay
’f (q) ~ B,
2

(o)l
2

Beak+1/ak
k

2
B*’

onde wy := €ag.1/a (note que wy — 00, Pois a,11/a, — ), e aqui ¢ = 2. Observe que
a sequéncia (Ay/By)rs1 ¢ infinita, pois mde(Ag, By) = mdc(p®,q) = 1 (também podemos
provar que todos os Ay/By’s sdo distintos). Portanto pela Proposi¢ao 1.4, f(r) é um
niamero de Liouville para todo r € QN (0, 1).

O caso r < 0 é feito de maneira analoga, apenas trocaremos p/q por |p/q| nos calculos

em (2.2). O

Antes de demonstrarmos o segundo resultado, vejamos mais algumas defini¢oes que

darao suporte para tal prova.

Definicao 2.1. Se a € Q e seu polindémio minimal tem coeficientes inteiros, entao o €

chamado de inteiro algébrico. Denotamos por I o conjunto dos inteiros algébricos.

Observacao 5. O conjunto I é um anel e INQ = Z.

n—1)

Notacio 1. Considere a um ntmero algébrico e al® = a,..., o seus conjugados

algébricos, denotamos

1. @ = max{|a¥|: 0 <i<n—1}, a casa algébrica de a.
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2. den(a) =min{d € Z : d > 0,da € I}, o denominador de .

Observagdo 6. Para cada a € Q, existe n € N, tal que na € I, geralmente tal n pode ser

tomado como o mmc dos denominadores dos coeficientes do polinémio minimal de a.

Observacao 7. Pelas notagoes acima e utilizando propriedades de médulo, podemos provar

que
a+ Bl <@+ e [af| <@l

Também, observamos que se do e df € I, entdo d(a+ ) € Te d?af € I, pois I é um anel.

Assim, se d; = den(«) e dy = den(f3), temos dids(a + ) € 1, e concluimos que
den(a+ B) < didy = den(a)den(f)

e também

den(af) < den(a)den(p).

Agora apresentamos uma segunda versao da Desigualdade Liouville, que relaciona os
valores [a] e den(a). Esta segunda versdo é uma consequéncia da primeira versao, isto

pode ser encontrado em |21, p. 80].
Teorema 2.2 (Segunda Desigualdade Liouville). Se o € Q, € nao nulo e de grau n, entdo
log |ao| > —2n - max{logal, log den(a)}. (2.5)
A prova deste resultado pode ser encontrada em [1, p. 2.

Definicao 2.2 (Simbolos de Landau). Seja ¢(x) uma fungao positiva e f(x) outra fungao
qualquer, tais que Domy C Domy. Entao os simbolos de Landau O(z) e o(x), geralmente

chamados, respectivamente de "big-O" e "little-o", sao definidos como seque:

(a) Dizemos que f é da ordem grande de ¢, escreve-se f(x) = O(¢(x)), sempre que

|f(z)] < Ap(x), para todos os valores de x, onde A € uma constante positiva.

(b) Dizemos que f € da ordem pequena de ¢, escreve-se f(x) = o(¢(x)), sempre que

f(z)/o(x) = 0, quando x — cc.

Proposicao 2.2. Temos que valem as sequintes regras para o uso de "big-O"
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(i) (Constante) Se C' € uma constante positiva, entao a estimativa f(x) = O(Cp(x))
¢ equivalente a f(x) = O(¢(x)). Em particular, f(x) = O(C) € equivalente a
f(z) =0().

(ii) (Transitividade) Se f(x) = O(¢1(x)) e p1(x) = O(pa(x)), entdo f(x) = O(pa(x)).
(111) (Multiplicagao) Se fi(x) = O(¢i(x), parai = 1,2, entao fi(x)fo(z) = O(¢p1(x)pa(x)).
(v) (Extracao de fatores) Se f(x) = O(¢p1(x)p2(x)), entao f(x) = ¢1(x)O(pa(x)).

(v) (Somatorio) Se fi(x) = O(¢pi(x)), parai=1,...,n, entdo
> i) =0 (Z |gi<x>\) .

(vi) (Integracao) Se f(x) e ¢(x) sao integrdveis em um intervalo finito, e satisfazem

f(z) = O(¢(x)), para x > xg, entao

[ sy =0 ( [“etwitr). >

Observagao 8. As quatro primeiras regras também valem para o uso de "little-O", mas
as duas ultimas nao. As demonstracoes da ultima proposicao e da ultima observacao,

podem ser encontrada em [20, Capitulo 2.

Agora somos capazes de demonstrar o segundo resultado, que mostra a transcendéncia
dos valores de f(a), para o € QN B(0, 1), ndo nulo. Por simplicidade, a menos que seja

explicitado o centro da bola, diremos apenas que B(0, 1) é a bola unitéria.

Teorema 2.3. Seja a = (a,)n>1 uma sequéncia superezponencial de inteiros positivos.

Entio f.(a) € transcendente para todo oo € Q N B(0, 1), ndo nulo.

Demonstra¢ao. Para demonstrar tal resultado, suponhamos, por contradigao, que f(a) é

algébrico e consideremos

Assim, como 7, é uma combinagao linear de f(«) e poténcias de «, entao 7, € L :=
Q(a, f(a)), com [L : Q] = ¢. Queremos usar a desigualdade (2.5), para isso, vamos

majorar os valores de log |[v,|, [Tm] € den(ym).
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Vamos inicialmente encontrar um limitante superior para log |v,,|. Para isso, observe
que como a € B(0,1), entdo a sequéncia (|a|*"),>; ¢ decrescente, e assim podemos

escrever

Tm = E a’r
n>m

= a® 4%t ...
= a" +o(|la]*™).
Para m suficentemente grande temos,
yml = la®™ +o(lal*™)]
2 o™ —o(|al*™)
= [af* (1 =o(1)),

mas existe myg tal que, se m > my, entdo o(1) < 1/2, assim

o]
2

Vin| >

Portanto, v,, # 0, para m > my. E também

Y| < lal™ 4o (laf*)

= Ja|*(1+0(1))

1
< (1 + 5) \oz|“m

< 2]a]®m.
Assim, temos |7y,,| < 2|a|*". Portanto, aplicando logaritmo
log [vm| < log(2|a|*) = log 2 + a,, log |a. (2.6)

Afim de majorar [y,,], observe que da definicao de 7, e pelas propriedades de casa

algébrica, temos

m—1
il = |f(a)+ > am

k=1

m—1

IA
=
L
_|_
g
£

IA
=
L2
+
3

|
=
=
&
i
——
\_}—‘
g
——

S
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Assim temos
ol < [F(@)] + (m — 1) max{1, @}, (27)
Agora, como |f(«)| € uma constante e a é uma sequéncia crescente, entao existe m; > my

tal que, se m > mq, entao
fla) <2mt<2omt o m—1<2m <20t

Assim por (2.7) e as duas ultimas desigualdades,

IN

)|+ (m — 1) max{1, [@l}**
20m=1 + (2max{1,[@l})*m

[Vml

IN

< (dmax{l,fa})*m1,
onde usamos o fato que se z,y € R>9, entao z + y < xy. Portanto

] < ™71, (2.8)

onde ¢; := 4max{1, [@}.
Por altimo, vamos encontrar um limitante superior para den(7,,), assim observamos

que se d = den(a), entdo da € 1. Logo,

m—1 m—1
dam—l E aan — E dam—l_an (da)an
n=1 n=1

é inteiro algébrico, pois I é anel (note que d*»~17 € Z, para 1 <n < m — 1). Portanto,

temos i
d*m=1 = den(a)*™t > den (Z oﬂ“) . (2.9)
n=1

Entao, por (2.9)

den(vy,) = den (f(a —ioﬂ")

n=1
m—1
< den(f -den Za“")
n=1
< den(f - (den(a))®m-1.

Para m suficientemente grande, temos
den(f(a)) < 29m-1,
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Concluimos que
den(ym) < g™ ', (2.10)
onde ¢ := 2den(w).

Pela desigualdade (2.5) aplicada a 7, e combinando (2.6), (2.8) e (2.10), obtemos

log2+ ayloglal = log(2|a|®™)
> log [y
> =20 - max{log [V, log den(ym)}

> —2(-max{logc]™ ", logcy™ "}
> —20-max{a,,_1logecy, a,_1loges}
> —2(-a,_1max{logcy,logcs}.

Portanto,

log 2 + a, log|a| > =20 - ap,_1c3,

onde ¢3 := max{logc,logc,}. Logo, dividindo a tdltima desigualdade por a,,, obtemos

log 2 e
o8 +log|a|2—2€a Les.

m am

E tomando m — oo (lembrando que a,, — c0), concluimos que
log|al =0,

e isso é uma contradigao, pois para o € B(0,1), ndo nulo, devemos ter log|a| < 0.

Portanto f(«) é transcendente. O

Nos Teoremas 2.1 e 2.3 usamos apenas as propriedades algébricas de o para demons-
trar a transcendéncia de f(«). Entretanto, nem sempre conseguiremos estimar limitantes
somente usando essas propriedades. Em geral, necessitaremos também investigar o com-
portamento da fungao utilizada, assim precisamos de uma ferramenta ou um método que
nos auxilie na obtengao desses limitantes, em busca de contradigbes na hipotese de f(«)
ser um ndimero algébrico.

A proxima se¢ao aborda o uso de uma ferramenta que nos ajuda a demonstrar a
transcendéncia, nos casos em que as propriedades algébricas do ponto algébrico nao sao
suficientes. Tal ferramenta é conhecida como o Método de Mahler para Transcendéncia,

ou simplesmente, Método de Mahler.
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2.2 Introducao ao Método de Mahler

O Método de Mahler, termo batizado por J. Loxton e A. Poorten (1942-2010), é um
método de demonstragdo com origem em trés artigos de Mahler [5-7]. Tal ferramenta
¢, em geral, utilizada para demonstrar a transcendéncia e independéncia algébrica para
valores tomados em uma classe de fungoes.

Dada uma dessas fungoes, primeiro precisamos verificar a transcendéncia dessa funcgao,
e supor que o valor dessa funcao aplicada no ponto algébrico determinado é um ntmero
algébrico, a partir dai o esquema de demonstracao utilizando o método sera dividido nos

passos a seguir:

(FA)— Construir uma fun¢ao auxiliar.
(LS)— Obter um limitante superior, através de estimativas analiticas.
(NA)— Provar a nao anulagio, por meio de estimativas de zeros.

(LI)— Obter um limitante inferior, através de estimativas aritméticas.

A partir desses passos, obteremos uma contradicao quando compararmos os limitantes
inferior e superior, e asssim obteremos que o valor de tal funcao aplicada nesse ponto
algébrico, antes suposto algébrico, é transcendente.

Por exemplo, utilizando o Método de Mahler, a Desigualdade de Liouville e com a
ajuda da teoria basica sobre alturas, podemos provar o seguinte resultado conhecido como

Teorema de Mahler:

Teorema 2.4. Seja a = (a,)n>0 uma sequéncia de inteiros positivos tal que a, = d",
onde d € Zw1 € uma constante. Entdo f,(a) € transcendente para todo o € Q N B(0, 1),

nao nulo.

Mahler provou este teorema por volta de 1926-27. Ele tentava investigar a irraciona-
lidade para os valores de f(p/q), onde p/qg € QN (0,1). Evidentemente, Mahler acabou
provando em seu teorema algo muito mais forte do que ele procurava inicialmente.

Mabhler verificou que o método garantia a transcendéncia de varios ntimeros, tais como
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Zazn, H(l—aQn), ZLn\/gJa", :

n>0 n>0 n>0 1
a2+
1
a™t+ g
o~ + RN
e também a independéncia algébrica dos ntmeros f(a), f'(a), f’(a),..., onde & € QN
B(0,1), nao nulo, e f’, f” ... denotam as derivadas da funcao f.

Observamos que, no Teorema de Mahler, a sequéncia a é exponencial, ou seja, a razao
entre dois termos consecutivos ¢ igual a uma constante. Esta razao é a,y1/a, = d > 1

para todo n.

2.3 Teorema de Mahler

Para demonstrar o Teorema de Mahler, antes consideremos a sequéncia a = (d"),>0, com
d > 1, e apresentamos alguns resultados preliminares que serao importantes para tal

prova.

Preliminares

Lema 2.1. A func¢ao f,(z) satisfaz a equagao funcional

Y =f(z) -2 (2.11)
Demonstracao. Para mostrar tal fato, observe que

f(z):szn:z+zd+zd2+zd3+zd4+--~,

n>0
e que
FEH) =" = = e
n>0 n>0
Portanto f(z%) = f(z) — =. O

Corolario 2.1. Seja o € QN B(0,1) e suponha que f(a) € algébrico, entio f(a®") é

também algébrico para todo n > 0.
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Demonstracao. A prova deste fato segue por inducao sobre n > 0. Inicialmente, para

n = 0, obtemos f(a) = f(ado), que é por hipotese algébrico. Agora, suponha que

n—1 . L . n n—1 .
f(a®™ ) & algébrico. Como o = (a® )%, o lema anterior nos fornece que

-1

f@®) = (@ 7)) = f@™ ) =™,

ou seja, f (adn) ¢ uma subtragao de algébricos, e portanto, também é algébrico. O
[e.e]

Definigao 2.3. Uma fungao f(z) = Z cm2" € dita lacunaria se existem duas sequéncias
m=1

de inteiros (s;)i>1 € (t;);j>0 tais que:
(i) 0=1tg <51 <t <59 <ty <.
(11) Para todo r > 1, temos c,, # 0, ¢, # 0, mas ¢, =0 para s, < m < t,;
(i1i) temos lim (t. — s,) = c0.
r—00
Proposicao 2.3. A funcdio f,(z) € uma série lacundria.
Demonstracao. Inicialmente escremos
o o0
JE) =2 2" =) en™
n=0 m=0

onde ¢,, = 1 para todo m uma poténcia de d e ¢,, = 0 caso contrario. Assim considere
as sequéncias (s;)i>1 e (t;);>0, definidas por s; = d'~!, para todo i > 1, ety =0, t; = &,

para todo j > 1. Observe que estas sequéncias satisfazem:
(1) 0=ty < ].(: 81) < d(: tl) < d(: 82) < d2(: t2) < d2(: Sg) < dg(: tg) < -
(i) ¢s, =1 e, =1 paratodor > 1, ese s, <m <t, temos ¢, = 0;

(iii) lim (t, —s,) = lim (d" —d"' = lim d"*(d — 1) = oo, pois d > 1.

r—00 =00 7—00

Portanto, f(z) é uma série lacunaria. O
Teorema 2.5. Toda série lacundria € uma funcao transcendente.

A prova do altimo teorema pode ser encontrada em |8, p.44].

Vamos agora enunciar um teorema, conhecido como Teorema da Identidade para fun-
¢oes analiticas, por simplicidade o chamaremos apenas de Teorema da Identidade. Fungoes
analiticas sao fungoes complexas de uma ou mais variaveis complexas, que sao diferencia-

veis nas vizinhangas de cada um dos pontos de seu dominio.
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Teorema 2.6 (Teorema da Identidade). Sejam f,g: D C C — C fungées holomorfas,
e seja S C D um conjunto que tem um ponto de acumulag¢io ¢ € D. Se f(x) = g(x) para

todo x € S, entio f(x) = g(x) para todo x € D.

A demonstracao do tltimo resultado pode ser encontrado em [15].

Agora podemos provar o teorema.

Prova do Teorema de Mahler

Demonstrag¢ao. Para mostrar esse resultado, suponhamos, por contradigao, que f(a) é
algébrico, para a € QN B(0,1), ndo nulo. Considere K := Q(a, f(a)), com [K : Q] = /.
Observe que a Proposigao 2.3 e o Teorema 2.5 nos fornece a transcendéncia da fungao
12).

Passo(FA): Sejam N um ntimero inteiro positivo e Py(z), ..., Py(2) € Z[z], polinomios
nao todos nulos, com grau no méaximo N, tais que a func¢do auxiliar Ey : B(0,1) — C

definida por
N

En(z) =Y Pi(2)f(z)) = bp2"

j=0 h>0
¢ nao identicamente nula e b, = 0, para todo h < N?. Para mostrar que esta escolha é

possivel, podemos tomar
N
_ 1
Pi(z) =) xuZ.
1=0

Assim, by, € uma forma linear de z;; (0 < 7,1 < N) sobre Q. Como o niimero de incognitas
(N+1)? & maior que o ntimero de equacdes N2+ 1, entdo o sistema homogéneo de equacgoes
bp = by = -+ = by2 = 0 tem uma solugao nao trivial x = (Tqo, . .., Tn2nz) em Z.

Passo(NA): Inicialmente como |a| < 1, entdo o conjunto S := {adk}kzo C D=
B(0,1), possui um ponto de acumulagao z = 0 € D. Pelo Teorema da Identidade, se
En(z) =0, para todo z € S, entdo Ex(z) = 0 para todo z € D, o que é uma contradi-
¢do, pois a fungdo f(z) é transcendente, e assim ela nédo satisfaz a equagao En(z) = 0.
Portanto, para k suficientemente grande, EN(Cde) £ 0.

Passo(LS): Afim de obtermos um limitante superior para log|Ey(a®")|, escreva H

como o menor inteiro tal que by # 0 (observe que H > N?). Assim, para k suficientemente
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grande, temos

0< ‘EN(adk)

Z bh(adk)h

h>H

< > loallal™”

h>H

< a(N) Y la

h>H
= a(N)|a® 71+ |a|® + o + -0,

onde ¢1(N) > |by| para todo h > H, isso é possivel pois b, é sempre uma soma finita que
depende dos coeficientes dos P;’s, jé fixados.

Agora, como |a| < 1, para k suficientemente grande temos |o|? < 1/2, entio

1 1\°
L+ ol + o +- < 1+ <§> + <§> =2
Portanto
‘EN(ozdk)‘ < 2e1(N)]a|®H < cy(N)|a]#N, (2.12)

onde co(N) = 2¢;(N), e na tltima passagem, usamos que H > N?. Agora aplicando o

logaritmo na desigualdade (2.12),
log ‘EN(ozdk)‘ < c3(N) + d*N?log |al, (2.13)

onde ¢3(N) :=log ca(N).

Passo(LI): Por outro lado, para limitar inferiormente log |EN(ozdk)|, definimos

Av(w,y) =D Pi@)y’. (2.14)
Logo, por (2.14)
An(z, f(2)) = En(2).

Observe que Ay(z,y) € Klz,y|, 0,(An) < N e 0,(Axy) < N. E assim, usando a desi-
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gualdade (1.6), obtemos

MEx(@™)) = h(Ax(”, f(a®)))
< log L(Ay) + (2:Ax)h(a™) + (9, An)A(f(a™)),
< log L(Ay) + Nd*h(e) + Nh(f(a) —a—---—a®)
< log L(Ay) + Nd*h(a) + N(klog2 + h(f(a)) + h(a) + - - - + h(a® "))
< log L(Ay) + Nd*h(a) + Nklog2 + Nh(f(a)) + N(h(a) + dh(a) - - - + d*"'h(a))
< log L(An) + Nd*h(a) + Nklog2 + Nh(f(a)) + Nh(a)(1 +d + -+ d"")
= log L(Ay) + Nd*h(a) + Nklog2 + Nh(f(a)) + Nh(a) <C§__11)
< log L(Ay) + Nd*h(a) + Nklog2 + Nh(f(a)) + Nh(a)d"
= log L(Ay) + 2Nd"h(a) + Nklog2 + Nh(f(a)),
onde usamos recursivamente (2.11), para obter f(a?) = f(a)—a—---—a® ', e também

usamos recursivamente que h(a + ) <log2+ h(a) + h(B) e h(a") = nh(«). Portanto,
hExn(a®)) < ca(N) 4 2Nd*h(o) + Nklog2 + Nh(f(a)), (2.15)

onde ¢4(N) :=log L(An).
A Desigualdade de Liouville estabelece

k

log | Ey(a®)| > =[K : Qh(Exn(a™)),
e por (2.15)

log ‘EN(adk) > —l(cs(N) +2Nd*h(a) + Nklog2 + Nh(f(a))). (2.16)

Portanto, combinando as desigualdades (2.13) e (2.16),
—l(cy(N) +2Nd"h(a) + Nklog2 + Nh(f())) < c3(N) + d*N?log |a/,

dividindo esta desigualdade por d*, obtemos

Nklog2 N Nh(f(a))

d* d*

¢ (Cﬁv) + 2Nh(a) +

c3(N)
>§ L+ N loglal.

Fazendo k — oo, obtemos

—20 Nh(a) < N?log|al,
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entao
—20h(a) < N log |a.
Portanto,

20h(«)
< — :
log ||

Mas N pode ser escolhido arbitrariamente, portanto temos uma contradi¢gao. Concluimos

assim que f(a) ndo é algébrico, para o € Q N B(0, 1), ndo nulo. ]

Observagao 9. Na prova do Teorema 2.4 acima usamos o Corolario 2.1, para nos garantir
koL . ky e
o uso de a? ao invés de apenas «, ja que pelo mesmo, se f (ad ) ¢ Q, a contrapositiva do

corolario garante f(a) ¢ Q.

Sequéncia de Thue-Morse

Nesta secao abordaremos um exemplo de aplicagao do Método de Mahler, com o auxilio
da teoria béasica de alturas e a Desigualdade de Liouville, para provar a transcendéncia
de valores de uma fungao em pontos algébricos. Embora a funcao de Thue-Morse nao
seja da mesma natureza da funcdo f, e o comportamento da sequéncia em questdo nao
ser semelhante as sequéncias a’s abordadas anteriormente, o Método de Mahler também
é eficaz para provar a transcendéncia dos valores dessa funcao.

A sequéncia de Thue-Morse foi primeiro estudada por E. Prouhet(1817-1867) em 1851.
No entanto, a primeira referéncia explicita a essa sequéncia foi feita por Thue em 1906,
que a usou no estudo combinatério de palavras. A sequéncia s6 se tornou mundialmente
conhecida em 1921, quando M. Morse (1892-1977) a relacionou com a geometria diferen-

cial.

Preliminares

Inicialmente vamos definir a sequéncia de Thue-Morse e a série de Thue-Morse, mostra-
remos que essa série satisfaz uma equagao funcional, e por fim provaremos um resultado
que nos fornece a transcendéncia de valores dessa série em argumentos algébricos da bola
unitaria.

Definigao 2.4. A sequéncia de Thue-Morse (a,,)n>0, € definida tal que a,, € o resto mddulo

2 da soma dos digitos da expansao bindria de n.
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Base Decimal | Base Binaria | Soma dos Digitos na Base Binaria | a,
0 0 0 0

1 1 1 1

2 10 1 1

3 11 2 0

4 100 1 1

5 101 2 0

10 1010 2 0

50 110010 3 1

100 1100100 3 1

Tabela 2.1: Alguns exemplos de termos da sequéncia de Thue-Morse

Definicao 2.5. A série de poténcias de Thue-Morse € definida por

o0

fru(@) = [ =2"") =D (D)™ € Z(x).

n=0 n>0

Observagao 10. A fungao frps é analitica na bola unitéria.

Lema 2.2. A funcao fry satisfaz a equacao funcional

fra(a?) = ffﬂf(if). (2.17)

Demonstracao. Para mostrar este resultado, basta notar que

o0

fru(e) = [0 -2

= (-1

fru(a®) = [0 -2"")



Portanto,
_ fru(z)

1—a

fra(a?)

Observagao 11. Este exemplo foi motivado pelo trabalho de Federico Pellarin [3].

Transcendéncia da série de poténcias Thue-Morse

Teorema 2.7. Para todo o € QN B(0, 1), ndo nulo, temos que fry(a) € transcendente.

Demonstragao. Inicialmente, indicamos que a verificacao de que frp(z) é fungao trans-
cendente, é feita em [4].
Passo (FA): Para todo N > 0, escolhemos Py(z,y) € Q[z,y| polinomios nao nulos de

grau no maximo N em x e y, tal que as fungoes auxiliares

Fy(z) == Px(z, frar(2)) = ey’ + -

s30 nao identicamente nulas, e a ordem de anulagao v(N) em z = 0 é tal que v(N) > N~
Isto segue da existéncia de uma solucdo nao trivial de um sistema homogéneo com N?+1
equagdes lineares e (N 4 1)? incognitas.

Seja o € QN B(0,1) ndo nulo. Suponhamos por contradicio que fras(a) é também
algébrico, considere L = Q(«, f(«)), com [L : Q] = ¢. Segue do Lema 2.2, para todo

n > 0, que

(e = Pl frare®™")) = Py (“ (i- aﬁ(g)— a?“)) "

Passo (NA): Como o conjunto S := {adk}kzg C D =: B(0,1), possui um ponto de
acumulagao z = 0 € D. Novamente, pelo Teorema da Identidade, temos F N(agnﬂ) #0
para todo n suficientemente grande.

Passo(LS): Vamos limitar superiormente log |Fy(a®""')|. Para isso, observamos que

pela defini¢ao de Fly, podemos escrever

Fy(z) = Z ™ = @) (CV(N) + Z Cl/(N)Jrﬂi) -

m>v(N) i>1
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E assim,

Ex”)

a2n+1y(N) (CZI(N) + Z CV(N)+ia2n+1i> ‘

i>1
271y (N)
[

n+1i
o) T Y Cony i@
i>1

S ’a|2n+1N2 2n+1i

Cy(N) T+ Z Cy(N)+iQ¥

i>1

Y

onde na tltima passagem usamos que v(N) > N? e |a] < 1. Para n suficientemente

grande, temos |o|>""" < 1/2, e portanto

|Fy(a?"))| .y
oz = W) + Y cyia
1>1
n+1i
< el + Z [
i>1
< el + ()Y o
i>1
< el +aN) e (1 + o) + a2+ -0)
<

n 1 1\ 2
lcvny | + e (V)] a)? +1 <1+§+ (5) +>

|2n+1
)

< el + 2a(N)]a

onde ¢1(N) > |cy(n)44|, pois estes coeficientes sao sempre uma soma finita, que depende
de coeficientes ja fixados. Na tltima passagem, usamos que 1+ 1/2 + (1/2)* +--- = 2.

Portanto, aplicando logaritmo obtemos
|FN(O[2n+1)| n+41
log (W < log(|eywy| + 2¢1(N)]a* )
< log(levw| + 2c1(N)),
pois |a| < 1. Concluimos assim que,

2n+1)

< cy(N) + 2" N2 log |al, (2.18)

log)FN(oz

onde c3(NV) := log(cy(ny + 2¢1(N)).

Passo (LI): Afim de obter um limite inferior para log|Fy(a®"")|, usaremos a Desi-
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gualdade de Liouville junto com a desigualdade (1.6), para obter

log |FN(042”+1)] _ log |PN(a2n+1, fTM(OéZnH))’
/ 12
> —log L(Py) — (0,Py)h(a®™)
—(9,Px)h(f(a®"))
> —log L(Py) — (8, Py)h(a®")

—(8,Px)h ((1 — a{?é{(g)— 042")) ’

onde na ultima passagem usamos recursivamente a equacao funcional (2.17), para obter

Fr (@) = frar(@) /(1 = a) - -+ (1 — a®")). Observe que,

fTM(Oé) 1
h((l—a)---(l—a?")) < WTM(“””((1—a>---<1—a2">)
= W) A1) (1-a®)

< h(fru(a)) + Z h(l —a*
< h(fru(a)) + Z ) +log2)
< h(frwle)) + (0 Dlog2 + 3 2°h(a)

h(frm(a)) + (n+1)log2 + IZZ(Z)(l +2+---427)

< h(fra(a)) + (n+1)log2 + 2" h(a),

IN

onde usamos que h(a”) = nh(a), h(af) < h(a)h(B), h(1/a) = h(a), e recursivamente
que h(a+ ) <log2+ h(a) + k(). Também, usamos que h(1) = 0. Portanto,

+ Nh(@®) + N(h(frar(@)) + (n + 1) log 2 + 2" h(«)))

+N2"" (@) + Nh(fra(a)) + N(n+ 1) log 2 + N2""h(a))

log | Fx(a®))|

Vv
|
~

(AVARNY,

|

ST

S o

0 0R

&~ =
2222

+ 2N2" M h(a) + Nh(fra(a)) + N(n + 1) log2)

+ N2""2h(a) + Nh(fra(a)) + N(n +1)log 2).
Concluimos assim que,
log |Fy(a®™)| > —£(log L(Py) + N2"2h(a) + Nh(frar(@)) + N(n + 1) log2). (2.19)
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Para n suficientemente grande, e combinando as desigualdades (2.18) e (2.19), obtemos

log [eo(N)| + 2" ' N?log |a| > —(L(Fy) —{N2""2h(a)

— INh(fru(e)) —€(n +1)log?2
2n+1

Assim, dividindo por

27" og |ea(N)| + N?log |a| > —(L(Py)27""" — (2Nh(a)

— UIN27"'h(fra(a)) — £(n 4+ 1)27" tlog 2.
Tomando n — oo, encontramos a desigualdade
N?log |a| > —2N/{h(a),
dividindo ambos os lados por N, obtemos
Nlog |a| > —20h().

Portanto,
 2lh(a)
log |a] °

mas N ¢ escolhido arbitrariamente, e assim temos uma contradigao. Portanto, fra/(«a) é

transcendente para todo a € Q N B(0, 1), ndo nulo. H

2.4 QOutras aplicacoes do Método de Mahler

Como Mahler mesmo observou, um importante aspecto do seu método é que ele pode ser
aplicado em funcoes analiticas de mais de uma variavel, e nao somente para o operador z >
2%, mas para solucoes analiticas de diferentes tipos de equacoes funcionais relacionando
transformagoes mais gerais. Seja Q = (¢;;) com 1 < 4,5 < d, uma matriz d x d com

entradas inteiras nao-nulas. Entdo,  age sobre C¢ por
o t11 t1,d ta,1 td,d
Qa = (a7 ooy o 0" oay?),

onde a = (o, ...,aq) € C? Tal acio se estende naturalmente para elementos de Q[[z]]

colocando Qf(2) = f(Qz), onde se Q = (d)1,1, entdo Qf(2) = f(29).
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O Método de Mahler, visa transferir resultados sobre a auséncia de relacoes algébricas
ou lineares sobre Q(z), de solugoes analiticas de algumas equagdes funcionais relacionadas
a operadores {2 para seus valores em pontos algébricos.

O Método de Mahler é geralmente aplicado nas seguintes trés familias de equagoes:

e A Equacao Racional de Mahler: definida por
f(Qz) = R(z, f(2)), (2.20)

onde R(X,Y) = A(X,Y)/B(X,Y) € Q(X,Y) é uma fungdo racional com duas

variaveis e coeficientes algébricos.

e A Equagao Algébrica de Mahler: definida por
P (=, f(2), £(Q2)) = 0, (2.21)
onde P(z, X,Y) € Q[z, X,Y].
e A Equagao Linear de Mabhler: definifa por
f1(92z) fi(z)
: = A(2) : , (2.22)
fn(§22) fn(2)
onde A(z) pertence a GL, (Q(z)).
Observagao 12. A equacgao racional de Mahler é um caso especial da equacao algébrica,

onde o grau em Y de P éigual a 1.

Observagao 13. Somente as solugoes analiticas das equagoes anteriores sao consideradas.
Em particular, nao podemos aplicar o Método de Mahler em algumas fungoes interessantes
como log z ou loglog z/log 2, apesar de ambas serem solugdes para a equacao linear de

Mahler.

Neste trabalho nao faremos nenhuma discussao sobre as equagoes algébricas e lineares,

para observar tais abordagens veja [2,5].
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Generalizagao do Teorema de Mahler para equagoes racionais

Este topico foi primeiro introduzido por Mahler em [5]. O resultado a seguir é uma genera-
lizacao do Teorema 2.4, pois considera uma funcao que satisfaz uma equacgao racional, sem
que essa seja explicitamente mencionada. Observe que no Teorema 2.4 temos a equacao
racional bem estabelecida pelo Lema 2.1.

Para K C C um corpo, escrevemos [ o conjunto dos inteiros algébricos de K. Supo-
nhamos que f(z) € K[[2]] tem raio de convergéncia r > 0 e satisfaz a equacao funcional,
S ai(2) (=)
> it bi(2)f(2)"
onde m < d € Zs1 e ai(2),bi(2) € Ig[z]. Ou seja, f(2%) = R(z, f(2)), uma equacio
racional de Mahler, para R(X,Y) € Ix[X,Y].

m

() =

(2.23)

Denotamos a resultante de Zai(z)ui e Zbi(z)ui, polinémios em u, por A(z) (em
i=0 i=0
geral, dados dois polinémios monicos P, Q) € K|z] a resultante ¢ o produto da diferenga

de suas raizes). Observe que se A(z) # 0, entdo os polindmios nao tem raizes iguais.

Teorema 2.8. Suponha que f(z) é uma funcio transcendente sobre K(z). Se a € QN
B(0,7), nao nulo, onde T = min{1,r}, e A(adk) # 0 para todo k > 0, entao f(«a) é

transcendente.

Demonstrag¢ao. Suponhamos, por contradi¢ao, que f(a) é algébrico. Sem perda de gene-
ralidade, considere K := Q(«, f(«)), com [K : Q] = ¢.
Passo(FA): Sejam N um inteiro positivo e Py, ..., Py € Ik[z] polinomios de grau no

méximo N, tais que a fungao auxiliar Ey : B(0,7) — C, definida por
N 00
En(z) = Z Pi(2)f(2) = Z by2".
j=0 h=0

¢ nao identicamente nula, e b, = 0 para todo h < N2. Esta escolha pode ser justificada
pela existéncia de uma solucao nao trivial de um sistema homogéneo com N?+ 1 equacoes
lineares e (N + 1)? incégnitas.

Agora, vamos mostrar que EN(adk) € K, para todo k > 0. Para isso, afirmamos que

existem polindmios S(z, f(2)),T(z, f(2)) € Ik[z, f(2)], veja [19, p.32|, tais que

Alz) =5 f(2)) ai(2)f () + T (=, F(2)) Y bi(2) f (=)',



assim

Ala) = S(a, f(a)) Z ai(@)f(a)' +T(a, f(a)) Z bi(a) f(a)" (2.24)

Suponhamos que Z bi(a) f(a)" = 0. Por (2.23),

<Z bi() f (Oé)i> flah) = ai(a) f(a),

=
m

assim obtemos g a;(a)f(a)" = 0, ou seja, a ¢ raiz desse polindbmio e isso nao ocorre
i=0

pois por hipotese A(a) = 0. Portanto Zbi(a)f(oz)i # 0 e assim f(a%), Exy(a?) € K.
i=0
Repetindo este processo nas poténcias de d, obteremos f (adk) € K e portanto Ey (adk) €

K, para todo k£ > 0.

Passo(NA): Como f(z) é transcendente sobre K(z), assim Ey(z) é nao identicamente
nulo. Novamente pelo Teorema da Identidade, observe que |a| < 1, obtemos F N(adk) £ 0,
para k suficientemente grande.

Passo(LS): Para obtermos um limitante superior para log |EN(adk)|, escrevemos H

como o menor inteiro tal que by # 0. Observe que H > N?. Assim

Z bh(adk)h

h>H

< 3 (bl

h>H

< a(N) Y Jftr

h>H
= a(N)|a® 1+ |a|® + o + ...,

0< ‘EN(adk)‘ _

onde ¢;(N) > |by| para todo h > H, isso ¢ possivel pois b, ¢ sempre uma soma finita,
dependendo dos coeficientes dos P;’s, fixados.

Agora como |a| < 1, para k suficientemente grande, temos |a|? < 1/2, e entao

1 1\?2
1+ o + o + ... < L+ 5+ (5) =2
Portanto
|Ex(a®)] < 2¢1(N)|a|™ < eo(N)|a| N, (2.25)
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onde c3(N) = 2¢;(N), e usamos que H > N2

Passo(LI): Vamos definir uma sequéncia (Y )r>1 recursivamente da seguinte forma,

io= ) bi(a)f(a)
i=0
e
Yigr = Ykmzbi(oédk)f(ozdk)i, para k > 1.
=0

Observe que, Yy € K e pelo Passo(FA), temos Y, # 0 para k > 1. Queremos obter um
limitante inferior para log |V;V E N(adk)|, para isso vamos obter limitantes superiores para
W\ e den(YkNEN(adk)), e usaremos a desigualdade (2.5). Antes, sejam 1 € N, tal
que max{1,9(a;),d(b;)} <7, uma constante ¢z tal que max{1, @, [f(a)]} < cze D € Zx,
tal que Da, D f(«) € I. Entao, podemos calcular

Tl =[S b)) < 3 Bla)fa)y

IA
(]
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S
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n 7

onde usamos que se a;(a) = g i’ e by E
=0 —0
Portanto,

max{[Y1], Y1 f(ad)[} < cscicy, (2.26)

onde consideramos a constante ¢4, tal que

max {ii |aij|,§:§n: |bij|} <

i=0 j=0 i=0 =0
Observe que
m U
-3 (S o
i=0 \j=0

assim obtemos,

DYy =

(Z bUD”oﬂ> D" f(a)

2
i (Z%D" ’(Da)’ ) D" (Df(e)) €1, (2.27)

7=0

pois bij,D"_j,Dm_i € Z para todo 0 < 7 < npe0 < i < m. Da mesma maneira,

concluimos que D"™Y] f(a?) € I. Assim,

max{den(Y}), den(Y, f(a®))} < D™,

Agora para
Y, = Ylmibi<ad
pary
Li®) = Y'Y alad e,
pary
temos,
Y5 = YmZb ad)f <|W|§:bi(ad)f(ad)
par
< m" me acg )" ZZI%IW Wl
< (64057* )" eacs™ o
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Yaf(a®)| = |vy" Zaz () f < Wiai(ad)f(ad)i
i=0
< Y ] < ™) 33l ]
=0 j=0
< (c4cg+m) cycimtm, j
Portanto,
max{[Yal, [Yaf (a®)[} < (eac§™™) (cac] ™)™,
e também,

mo /0
an+m(Dn+m)mY2 _ (Dn+m)mY1m Z <Z bidenadj> Dmf(ad)i c H,
=0 \j=0
pois (DTT™)™Y™ € 1, por (2.27), e by;, D", D™ € Z. E assim, DU(DT™)™Y, € T e

YK

da mesma maneira, obtemos D™ (D)™, f(a) € 1.

Repetindo este processo, encontraremos

max{lm, ka(adk) } < C}l+m+...+mk—1(Cg)dk—1+dk—2m+...+mk—1C?k7

(Dn)dk—1+dk—2m+...+mk71Dkak cTe (Dn)d’“*1+d’“*2m+~~-+m’“*1Dmkykf(@dk) € I. Agora,

como m < d, temos

T+m+--+mF ! < "4 d"2m 4 4 mh!
_ gk <1+%+...+(%>’“)
< ()
< esd
onde c5 = 1 +m/d + (m/d)* +---:=1/(1 —m/d), onde usamos que 0 < m < d. Assim,

max{[Vz], [YVif(a®)|} < cc‘”’dk c3)c5dk dk < cgk. (2.28)
T. . d* d* d* — nes+1 :
ambém obtemos que Df Yy, € L e D Yif(a® ) € I, onde Dy = D . E assim,

max{den(Yy), den(ka(ozdk))} < ng.
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Por definicao,

YVEn(@®) = YV Pia®)fa”y

assim por (2.28),

N
Z (@)Y N (Vi f (ad®))i

< Z R AR ATTE
7=0
N
< ZO d’“ dk(N —J) kj < ZO PJ(Oédk)CélkN
j=

N N .
k k k Ak
”ZZ (@) < g™ DTN | Pyllad
§=0 | i=0 j=0 i=0

. N N N
< @ (zzw).

YkNEN(adk) S

IN

j=0 i=0
Portanto,
YV Ex(a®)] < er(N)e NN (2.29)
N
onde usamos que se P;(«) Z Py, entdo consideramos a constante c7(N), tal que
1=0

Observe que

den(YNEn(a™)) < den(YY)den(Ex(a™))

d*N Hdk N
Do Do

IN

2dk N
DN

E assim,

den(YN Ey(a™)) < D3N, (2.30)
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Pela desigualdade (2.5), e combinando (2.29) e (2.30), obtemos

log |Y,YEx(a®™)| > —2¢max{log W\, log(den(Y;Y Ex(a®))}
> —2¢max{log(cr(N)cd N cd*N) log(D2'N)}
> —2¢max{log c;(N) + d"N log cscq, 2d" N log Dy }.
Portanto,
log \YkNEN(adk)\ > —2¢max{log c¢;(N) 4 d*N log cscs, 2d" N log Dy }. (2.31)

Agora, em (2.25) temos

VY Ex(@®)] < Y| Ex(a®)]
< V[N|En(a®)]
< e Vea(N)]al

aplicando o logaritmo, obtemos
log [V Ex(a®)| < log(c§ Mea(N)[a| )
= d"Nlogcs +logcy(N) + d*N?log |al. (2.32)
Combinando (2.31) e (2.32), para k suficientemente grande, obtemos
d* N log cg + log ca(N) 4+ d* N?log |a| > —2¢ max{log c;(N) + d* N log cscs, 2d* N log Dy }.

Dividindo ambos os lados por d*,

log co(N)
¥

log ¢7(N)

N log cg + 7

+ N?log |a| > —2€max{ + N log c3cg, 2N log DO} ,

e fazendo k tender ao infinito, temos
Nlog cg + N*log |a| > —2¢max{N log c3cg, 2N log Dy }.

Agora, dividindo ambos os lados por N?,

log cg
N

log c3ce 2log Dy
1 > 2/
+ log |a| > max{ N TN ,
e fazendo N tender ao infinito, obtemos
log|a| >0,
o que ¢ um absurdo, pois |a| < 1. Portanto, f(a) é transcendente. O
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Série dos reciprocos dos niimeros de Fibonacci

Um importante aspecto para & aplicacao do Método de Mahler é que a func¢ao seja trans-
cendente, ou seja, a transcedéncia do valor f(«), onde o é um algébrico, esté diretamente
ligada com a transcendéncia da fungao f(z).
Em 1975, Mahler [11], como aplicagdo do seu teorema considerou a fungao
ogn
h(z) =Y e

n>0

que satisfaz a equagdo racional h(z?) = h(z) — z/(1 — 2%), de onde ele deduziu a trans-

1—5 1
2_h< 2 )ZZF%’

n>0

cendéncia do numero

onde F,, é o n-ésimo numero de Fibonacci. Entretanto, em 1974, 1. Good (1916-2009)

em [10], havia mostrado que

17— _
ZFQn: 5 €Q

n>0

E

ou seja, Mahler errou no seu resultado. Isto aconteceu, pois em seu resultado Mahler nao
verificou se a fungao h(z) é transcendente.
A transcendéncia para funcoes que sao solugoes analiticas de equacoes racionais de

Mabhler, pode ser geralmente deduzida de um resultado devido a Keiji Nishioka:

Teorema 2.9. Suponha que a série formal f(z) € Cl[z]] satisfaz uma das sequintes equa-

coes, para algum inteiro d > 1:

(a) f(z7) = ¥(2, f(2));

(b) f(2) = (2, f(z),

onde (2, u) € C(z,u). Entio se f(z) ¢ uma funcio algébrica sobre C, entdo f(z) € C(2).

O ultimo resultado foi demonstrado em [4].

Observagao 14. Em resumo, o teorema acima nos garante que uma série formal f(z) €
C[[z]] que satisfaz a equagao (2.20) ou é uma fungao racional ou é uma fungao transcen-

dente sobre C(z).
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Como consequéncia do Teorema 2.9, vamos provar que

Proposicao 2.4. O numero
1

0 =
F2k+1

k>0

€ transcendente.

Demonstracao. Para mostrar tal resultado, inicialmente, usamos a conhecida Formula de

Binet que nos fornece

F, = ﬂ’
V5
onde
1++/5 1—+/5
a= 5 e = 5
Assim,
0 =
- \/_Z 2k+1 1 2k+1 \/_Z 2k+1 1-2)\2k41
—a~ —al=?)
k>0 k>0
1 1
= V5 =5
kZ; a2+l — a( a— 2))2’<+1 % 2k41 a2k+1( a— 2)2k+1
a1 2k+1
- \/_Z 2’f+1 —a-2) 2k+1 \/_Zl— _ —2 )2
k>0 k>0
a2 a3 a—l(a—1>2’“
— 5 ,
onde usamos que —1/a = .
Definamos
( ) Z a~12*
f z = 22k7
>0 14+ a2z
e assim,

|
=

a2 a?
<1+a—4 T +f(o‘_1))
a2(1+a % +a3(1+a?)
< (I+a™)(1+af)
_ SE <0f2 +at+a3+a’
(I+aH(1+af)

|
=
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Portanto,

0 =v5(v+ fla™)), (2.33)
onde
a?+ad+aT+a® —
v = — 5 €Q,
(I+a (14 a %)
pois a € Q (note que o> —a — 1 = 0).
Observe que f(z) satisfaz a equagao funcional
-1
9 a” 'z
= _— 2.34
f2) = f) + o (2.34)
De fato, observe que
a 122 a~lz a 122 a~tz3
(z) = kzg 1+ a 2222 1+ a 222 + 14+ a=224 + 14 a—228 e
e
f( ) Z 04_1(32)2k Z 06_122k+1 a~12? n a3 .
Z) = = = ..
C= ]+ a72(22)22 L] 47222 1ta?t ) 1+ a?ef
Portanto,
~1
oy R

o que demonstra a afirmagao.

Assim f(z) satisfaz o item (a) do Teorema 2.9. Portanto, supondo que f(z) é algébrica
sobre C(z), pelo Teorema 2.9, temos que f(z) é uma fungao racional. E entao, podemos
escrever f(z) = a(z)/b(z), onde a(z),b(z) € C[z] sdo polinémios ndo nulos e coprimos.

Pela equagao funcional (2.34), obtemos

~—

a(z a(z?) alz
b(z) b(z?) * 1+ o222
a(z?) (1 + a™222) + b(z*) a1z

b(z%)(1 + a222)

Temos entao,
a(z)b(2*) (1 + a22%) = b(z) (a(z®)(1 + a22%) + b(z*)a'2)
a(2)b(2%) + a(2)b(2*)a22% = b(2)a(2?) + b(2)a(z*)a 22 + b(2)b(2*)a ' 2,
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agora multiplicando tudo por a2, obtemos
a(2)b(2*)a® + a(2)b(2%)2* = b(2)a(2*)a? + b(2)a(2?)2* + b(2)b(2*)az

e entao,

a(2)b(2%)(a® 4 2%) = a(2*)b(2)(a® + 22) + azb(2)b(2?).

Como a(z) e b(z) sdo coprimos, temos a(2?) e b(z?) também coprimos, portanto deve-
mos ter que b(z?) divide b(z2)(a? + 2%), e também que b(z) divide b(z%)(a? + 2%), e assim
d(b(z)) < 2. Por hipotese, temos 9(b(z)) # 0, pois f(z) = a(z)/b(z), entdao I(b(2)) = 1
ou 2. Agora, observe que se 0(b(z)) = 1, sem perda de generalidade, obtemos b(z) = z
ou b(z) = z — 1, e assim temos b(z?) = z* ou b(z?) = z* — 1. Observe que se b(z) = z,
obtemos b(z)(a? 4 2%) = za® + 2* que ndo pode ser dividido por b(z?) = z*, e também
que se b(z) = z — 1, entdo b(z)(a® + 2°) = za® + 2° — a® — 2%, que também nio pode
ser dividido por b(z?) = z* — 1. Portanto, devemos ter d(b(z)) # 1. Assim devemos ter
O(b(z)) = 2, e podemos escrever b(z) = 2% + cz + d.

Entretanto, como b(z?) divide b(z)(a? + 2?), devemos ter que 2* + cz* + d deve dividir
o polinémio z* + ¢z® 4+ dz? + o?2* + o*cz + da?, mas como esses dois polindmios tem o

mesmo grau e sao monicos, devemos ter
At +d=2 4 e+ d2? 4+ o222 4 oPez + da?,

mas isto nao deve acontecer, pois terfamos o € {—1,0, 1}, o que nao é verdade.
Portanto chegamos a uma contradigao ao supor que f(z) é uma fungao algébrica sobre
C(z). Assim f(z) ¢ uma funcdo transcendente, e assim, como |a~'| < 1, o Teorema 2.8

nos garante que f(a~') é um nimero transcendente. Portanto o ntimero = g 1/ For g
k>0
é transcendente, pois pela relagao (2.33), 6 é uma soma de um ntamero algébrico com um

numero transcendente. OJ

Observagao 15. Vamos apresentar uma demonstra¢ao mais simples (mas um pouco mais

engenhosa) de que f(z) ndo é uma fungao racional.
Demonstracao. Semelhantemente ao que foi feito na demonstragao da proposigao, defina

a2
O =2 1o

k>0
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e suponha que f(z) é uma funcdo racional. Seja f(z) = a(z)/b(z), com a(z),b(z) € C[z]
polinémios coprimos. Como f(z) — oo quando z — 17, entd@o b(1) = 0. Podemos escrever
entdao b(z) = (z — 1)™g(z), onde g(1) # 0 (m > 1 é a multiplicidade de 1 como raiz de
Agora, partindo da equagao funcional (2.34), obtemos
a(z)  a(2?) N alz
b(z) b(z?) 1+a 227

ou seja,
a(2)b(2%) — a(2*)b(z) = %.
Dai

a2z = D™ = D)"g(2)9(?)
1+ o222 '

a(z)(z* — 1)"g(2*) — a(z*)(z — 1)"g(2) =

Como (2 — 1) = (z — 1)(z + 1), entdo

atz(z - 1)z + 1>m9(z)9(32)‘

a(2)(z = 1" (2 +1)"g(2%) — a2) (= = 1)"g(2) = e

Assim,

alz(z —1)*(z + 1)mg(z)g(32)_

(z — D™a(2)(z + 1)"g(2*) — a(z)g(2)] = 1+ a2:2

(2.35)

Observe que 1 é zero do termo da direita (da identidade anterior) com multiplicidade 2m,
o que forga, em particular, que a(1)(1 + 1)"g(1) — a(1)g(1) = 0. Logo, chegamos que
(2™ —1)a(1)g(1) = 0. Mas isso contradiz os fatos de que m > 1, g(1) # 0 e a(1) # 0 (pois

a(z) e b(z) s@o coprimos). O
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Capitulo 3

Consideracoes Finais

Neste capitulo, desejamos levantar outras discussoes, que possivelmente abordaremos no
futuro, envolvendo sequéncias a com outros comportamentos, e analisar assim o compor-
tamento aritmético de fungoes relacionadas ao nosso problema central.

Ainda consideramos interessante estudar nosso problema quando a sequéncia a é tal
que a razao entre dois termos consectivos dessa sequéncia tende a um nimero real d
maior que 1, quando n tende ao infinito. Neste trabalho consideramos um caso espe-
cial quando a sequéncia tem essa razao igual a d, conforme foi abordado no Método de
Mabhler. Acreditamos que a fungado f, com tal sequéncia forneca valores f,(«) que sdo
ntmeros transcendentes, para todo a algébrico pertencente a bola unitaria. Entretanto
nao conseguimos encontrar este resultado na literatura hoje existente e em uma tentativa
rapida, nao conseguimos realizar tal demonstracao.

Outro caso que também consideramos interessante, é quando a sequéncia a é tal que
a razao entre dois termos consecutivos dessa sequéncia tende a 1, quando n tende ao
infinito. Para este resultado nao conseguimos ter nenhum palpite para o corportamento
aritmético dos valores de fy(a), quando « é um numero algébrico pertencente a bola
unitaria. Também pretendemos avaliar este caso em nossos estudos futuros.

Ainda neste capitulo queremos mencionar outras aplicagoes do Método de Mahler, que
nao foram abordadas com énfase neste trabalho, mas que podem ser de nosso interesse
futuro. O método é aplicado também no estudo de independéncia algébrica de fungoes
univariadas e multivariadas.

O método aplicado no estudo de independéncia algébrica, envolve fun¢des que estao
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diretamente relacionadas com a equagcao linear apresentada na Secao 2.4. Se tais funcoes
satisfazem a equagao (2.22), entdo o Método de Mahler nos fornece uma relagao entre os
graus de transcendéncia entre os valores dessas fungoes, aplicadas em um « pertencente
a bola unitaria, e o grau de transcendéncia entre essas funcdes sobre Q. Para mais
detalhes, recomendamos |2, Segao 5.1| e a [3, Sec@o 4], neste ultimo encontramos um
estudo profundo e cheio de aplicagoes desta independéncia algébrica. A aplicacao do
método no caso de fungoes multivariadas é abordado em [2, Segao 5.2].

Ainda em |2, Secdo 7|, podemos encontrar uma aplicacdo do Método de Mahler para
implicar a transcendéncia de ntimeros pertencentes a corpos de caracteristica maior que 0.
Um conhecimento mais profundo de algebra abstrata sera necessario para entendimento
de tal secao.

Esta dissertagao possibilitou um estudo mais aprofundado sobre um assunto que, por
vezes, nao ¢ nem apresentado durante os cursos de graduagao em matemética no Brasil,
e também nao é considerado como &area basica fundamental em cursos de mestrado em
quase todos os locais do pais. A teoria dos ntmeros, ainda é um ramo de pesquisa muito
pequeno no Brasil, porém ela estd sob grande expansao. Até mesmo a literatura da
area em portugués é muito pequena ainda. Pretendo continuar meus estudos a titulo de

doutorado nessa area incrivel.
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