Universidade de Brasilia

Instituto de Fisica

Tese de Doutorado

Comportamento particular e universal para a dinamica de

crescimento: De automatos celulares a equagao
Kardar-Parisi-Zhang (KPZ)

Waldenor Ramone Juvito Gomes

Brasilia, Dezembro de 2020



Comportamento particular e universal para a
dinadmica de crescimento: De automatos celulares
a equagao Kardar-Parisi-Zhang (KPZ)

Waldenor Ramone Juvito Gomes

Orientador:

Prof. Dr. Fernando Albuquerque de Oliveira

Co-orientador:

Prof. Dr. André Luiz Almeida Penna

Brasilia, Dezembro de 2020



il

Agradecimentos

Durante muito tempo desejei este momento e nos ultimos anos venho me esforcando
para que o sonho se torne realidade, mas nenhum objetivo é alcancado sozinho e
cheguei até aqui gracas a muitos que estiveram ao meu lado e me ajudaram, eu
agradeco:

Primeiramente a minha mae, Maria Francelina Juvito Gomes, que infeliz-
mente nao esta presente comigo, mas carrego até hoje tudo que ela me ensinou e
ao meu pai, Damiao Gomes Cazé, que se esforcou e me deu chances de estudar e
realizar este objetivo. Agradeco a todos os meus professores que me ensinaram e
cuja profissao sigo hoje com orgulho.

A minha amada esposa, e eterna namorada, Kamila Franco Paiva Gomes,
que durante estes anos esteve ao meu lado me apoiando, me suportanto e me acal-
mando quando necessario. As minhas conquistas consegui com ela ao meu lado, e
principalmente ao nosso maior projeto que estd caminho. Nao adianta ter o conhe-
cimento se nao ha para quem passa-lo e nds teremos a quem ensinar.

Ao Prof. Dr. Fernando Albuquerque de Oliveira, meu orientador, que me
recebeu no grupo e me instruiu desde o mestrado, me ensinando e dedicando seu
tempo ao nosso trabalho, de um professor que conheci na graduacao levo para vida
um grande amigo que ainda tem muito mais a me ensinar. Aos professores Dr.
Ismael V. L. Costa, Dr. André L.A. Penna, Dr. Marco Aurélio Alves Barbosa, que
pelas discursoes durante o Mestrado e o Doutorado puderam tornar possivel este
trabalho.

Ao grupo, com grandes amigos Marcio, Evandro, Washington, Felipe, Mi-
rian, Gladcia que me ensinaram muito durante os trabalhos e pelos momentos de
diversao, e nao podendo esquecer destes momentos que agradeco aos muitos amigos
que fiz na UnB.

Agradego a CAPES e a UnB por todo o apoio financeiro.



v

Resumo

Neste trabalho desenvolvemos um método para obter a equagao de Kardar-
Parisi-Zhang (KPZ) a partir do modelo de corrosao (Etching Model) desenvolvido
por Mello et al. O modelo é um autoémato celular cujas regras de remocao de d&tomos
simula a corrosao de um cristal por um acido. Partindo dessas regras atomisticas,
consideramos os efeitos coletivos e definimos uma funcao de probabilidade de dife-
rencas de alturas, P(n,t), onde n = h; — h; é a diferenga de altura entre o sitio i
e o seu vizinho j e t é o tempo. Deste modo P(n,t) representa bem a dinamica
do processo que é dada pela interacao entre os primeiros vizinhos. Seguindo essa
dinamica observamos que a probabilidade torna-se rapidamente estacionaria, antes
de atingirmos a regiao de nao-linearidade caracteristica de KPZ. Deste modo po-
demos trata-la como simplesmente P(n). Finalmente, passando ao limite continuo
mostramos que o modelo de corrosao (Etching Model) leva a equacao KPZ.

Deste modo confirmamos que o modelo realmente pertence a classe de uni-
versalidade KPZ. Além disso, mostramos que os coeficientes da equagao KPZ podem
ser obtidos em funcao de P(7), deste modo obtemos um processo autoconsistente.
Isto nos leva a um método para obter o expoente de rugosidade a.

Finalmente, aplicamos o mesmo método para estudar o modelo Single-Step
(SS). Em 1+1 dimensao obtivemos o resultado exato. Para d+ 1 dimensoes compa-
ramos o modelo de corrosao (Etching Model) com o modelo Single-Step. Nossos
resultados mostram as diferencas e semelhancas entre esses modelos.

Palavras-Chaves: Modelo de corrosao, Modelo Single-Step, dinamica de

crescimento, equacao KPZ, automato celular, funcao densidade de probabilidade.



Abstract

In this work we develop a method to obtain the Kardar-Parisi-Zhang equation
(KPZ) from the Etching Model developed by Mello et al. The model is a cel-
lular automaton whose atom removal rules simulate the corrosion of a crystal by
an acid. From these atomistic rules, we consider the collective effects and define a
function of probability of differences in heights, P(n,t), where n = h; — h; is the
height difference between the site i and its neighbour j and ¢ is time. Thus P(n, )
represents very well the dynamics of the process that is given by the interaction
between the first neighbors. Following this dynamic, we observed that the proba-
bility quickly becomes stationary, before we reach the region of KPZ characteristic
nonlinearity. In this way we can treat it as simply P(n). Finally, considering the
continuous limit, we show that the Etching Model leads to the KPZ equation.

In this way we confirm that the model really belongs to the KPZ universa-
lity class. Furthermore, we show that the coefficients of the KPZ equation can be
obtained as a function of P(n), this way we get a self-consistent process. This leads
us to a method to obtain the roughness exponent a.

Finally, we apply the same method to study the Single-Step model (SS).
In, 1 + 1 dimension we got the exact result. For d + 1 dimensions we compare the
Etching Model with the Single-Step model. Our results show the differences and
similarities between these models.

Key words: Etching model, SS model, growth dynamics, KPZ equation,

cellular automata, probability density function.



Sumario

Sumario

Lista de Figuras

Lista de Abreviagoes

1 Introducao

2 Conceitos basicos e a Equacao de Edwards-Wilkinson

2.1

2.2
2.3

24
2.5

Altura média e Rugosidade . . . . . . . ... ... ...
2.1.1 Alturamédia . . . . .. ...
2.1.2 Rugosidade . . . . . ... o
Leis de escalas e expoentes de escala . . . . . .. .. ... ... ...
Modelos de crescimento . . . . . . . . ... L
2.3.1 Deposicao Aleatéria- DA . . . . . .. ... ...
2.3.2  Deposicao Aleatoria com Relaxagao Superficial - DARS . . . .
2.3.3 Deposicao Balistica-DB . . . . . ... ... ... ...
Teoria linear para dinamica de crescimento . . . . . . . . . ... ...
Principios de simetria . . . . . . . .. ..o
2.5.1 Invariancia sob translagao temporal . . . . . .. .. .. .. ..
2.5.2 Invariancia sob translagao ao longo na direcao do crescimento
2.5.3 Invariancia sob translacao na direcao perpendicular a direcao

do crescimento . . . .. . ..

vi

vi

xi

11
12
14
14
16
18
18
18



Sumdrio vii
2.5.4 Rotacao da direcao do crescimento . . . . . .. ... ... .. 18

2.5.5  Simetria Up/Down para a altura . . . . . ... ... ... .. 19

2.6 A equacao de Edwards-Wilkinson . . . . . . .. ... ... . ... .. 19
2.6.1 Solugao da equagcagode EW . . . . . ... ..o 20

3 Equacao Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) 23
3.1 Construcao da equagao KPZ . . . . . . . . ... ... L. 24
3.2  Expoentes de escala e renormalizacao . . . . . . ... ... L. 25

4 Equivaléncia entre KPZ e o modelo de corrosao 29
4.1 Modelodecorrosao . . . .. ... 29
4.2 Dinamica do modelo de corrosao . . . . . . ... ... .. .. 33
4.3 Probabilidade da diferenca das alturas . . . . . ... ... ... ... 34
4.3.1 Conexao entre o modelo de corrosao e a equacao KPZ . . . . . 37

432 P(p)paraDARS . . ... .. .. 42

4.4 Expoente da rugosidade o« . . . . . ... 44

5 Modelo de corrosao e o Modelo SS 48
51 OmodeloSS . . . . . . . . 48
5.1.1 A conexao entre o modelo de corrosao e o modelo SS . . . . . 50

6 Conclusao 55
Referéncias Bibliograficas 57



Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3
2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

3.1
3.2

Incéndio na Esplanada dos Ministérios. Fonte: CORREIO BRAZI-
LIENSE . . . . .
Crescimento de fungos (levedura) para producao de cerveja. . . . . .
Representacao do esquema de um modelo discreto. . . . . . . . . ..
A rugosidade w(t) como fungao do tempo para o modelo de corrosao
de 141 dimensao. O instante t,,; divide a curva em dois regimes de

tempo: uma regiao de crescimento ¢ < t4,; € uma regiao de saturagao

Deposicao Aleatdria. As particulas agregam (preta) ou sdo tiradas
(branca) da superficie aleatoriamente. . . . . . . . .. ... ... ...
Deposicao Aleatéria com Relaxacao Superficial: a particula chega a
superficie, mas adere no sitio de menor altura. . . . . . .. ... ...
Deposicao Balistica: a particula adere no primeiro sitio que encontra
na superficie. . . . . . ...

Formacao de superficie entre dois meios. . . . . . . .. .. ... ...

A origem do termo nao linear na equacao KPZ. . . . . . . ... ...

O fluxo da constante de acoplamento parad=1 .. .. ... ... ..

Viil



Lista de Figuras

X

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6
4.7

4.8

O mecanismo de corrosao em uma dimensao: (a) regra 1 o sitio i = 3
(cor verde) é escolhido aleatoriamente; (b) regra 2 ocorre a interagao
entre o sitio escolhido ¢ = 3 e seus vizinhos préximos i = 2,4; (c)
regra 3 o sitio escolhido tem sua altura reduzida em uma unidade. . .
A rugosidade w(t) como fungao do tempo para o modelo de corrosao
de 141 dimensao. Divida em quatro regioes principais. . . . . . . . .
Evolucao da funcao de distribuigao da probabilidade P(n,t): (a) P(n)
como funcdo do tempo (n = 0,1,2,3). A probabilidade estabiliza
rapidamente quando inicia as correlagoes no fim da regiao (a). (b)
Mostramos P(n) como uma funcdo de n para as regides (a), (b) e (c)
da figura (4.2). Novamente vemos que P(7), em uma aproximagao,
nao muda com o tempo. . . . . . ...
A diferenca de altura n = h;(t) — h;y1(t) como func¢do do tempo t.
Para as duas curvas escolhemos aleatoriamente, i = 27 e ¢ = 65. As
curvas mostram que a mudanca n ocorre para todas as regioes da
figura (4.2). . . . ..
Termo nao-linear A em fun¢ao do ntimero de pontos N considerando
uma aproximacao polinomial. . . . . . . ... ..o
P(n) para o modelo de corrosao e a fungao f(n) para N = 10.

As fungoes de distribuigdo de probabilidade para DARS. (a) P(n)
como funcao de n; (b) f(h,t) como fungdo de h =h; — (h). . . . . ..
Wsqt como funcao de L para o modelo de corrosao de d+1 dimensoes;
(a) Aqui a inclinacdo de a fornece a probabilidade P(0);(b) Aqui
Wsat = Wsat/ b como funcao de L%, neste caso todos os dados se

cruzam em uma unica linha . . . . . . ... oL

31



Lista de Figuras

5.1

5.2

Evolucao temporal da rugosidade w(t) para o modelo SS em 2+1 di-
mensdes com p = 0.90; (a) a evolugdo temporal da rugosidade para
diferentes tamanhos do sistema; (b) apresentamos dos dados escalo-
nados w(t)/Wsae X t/tsar  « -« o o oo
P(n) como funcao do tempo para o modelo SS em 2 + 1 dimensoes;
O P(n) sao obtidos utilizando as definigdes do modelo de corrosao e
as regras do modelo SS. Para a rede quadrada foi utilizado L = 256,
p = 0.6 ¢ um intervalo de tempo At = 1/L? sobre uma média de
40 experimentos. A curva de cima P(1) e a curva de baixo P(—1).

Exceto pelos efeitos de flutuagao esperado eles concordam que P(1) =

peP(=1)=q=1—p . .. . . . ...



Lista de Abreviacoes

KPZ Kardar-Parisi-Zhang

« Expoente de rugosidade
16 Expoente de crescimento
z Expoente dinamico

EW Edwards-Wilkinson

SS Modelo Single-Step

GR Grupo de Renormalizacao
v Tensao superficial

& Ruido branco

A Termo nao-linear

RSOS Restricted Solid-on-Solid
h Altura média

w(L,t) Rugosidade

OE Flutuacao da energia

kg Constante de Boltzmann
oy Flutuacao do volume

KT Compressibilidade isotérmica

el



x11

tsat

DA

DARS

DB

MBE

VLDS

Tamanho do sistema

Tempo de saturacao
Deposicao Aleatoria
Deposicao aleatéria com relaxacao superficial
Deposicao Balistica

Molecular Beam Epitaxy
Classe Villain-Lai-Das Sarmas
Fluxo de particulas

Fluxo médio de particulas
Invariancia de Galileu
Distribuicao da probabilidade
Diferenca das alturas
Distribuicao do sitio ¢

Desvio quadratico médio

Parametro da equacao de rugosidade

Parametro associado com a velocidade da interface



Capitulo 1

Introducao

Fenomenos de crescimento sao observados cotidianamente, no crescimento
de algas nas pedras, na evolugao de incéndios sobre as florestas, na deposicao de
atomos em filme, etc. Em todos esses casos existe uma interface separando dois
meios. Tomando por exemplo a queima de papel, ou um incéndio, fica claro que
quando a frente de combustao avanca ela separa dois meios: o material queimado e
o material que falta queimar. Deste modo o estudo de crescimento é basicamente o
estudo da dinamica da interface entre os dois meios.

Deste modo o estudo do crescimento e a dinamica das interfaces é um ramo
que tem grande destaque na Fisica de Superficies e na Fisica Estatistica, além de
aplicacgOes praticas, e consequentemente muito esfor¢co tém sido desenvolvidos para
estudar tais fenomenos. Além de experimentos, métodos tedricos vem sendo desen-
volvidos tais como simulagoes computacionais, escalonamento, métodos de grupo
de renormalizacao e de teoria de campos. Tais métodos tém por objetivo obter in-
formagoes sobre o modelo, p. ex., distribuicao da alturas da interface, os expoentes
de escala e determinagao da classe de universalidade dos modelos sob investigacao.
Determinar a classe de universalidade tem um papel fundamental na dinamica de
crescimento, ja que modelos a principio possuem caracteristicas diferentes podem
ser classificados, i. e. agregados, na mesma classe de universalidade por terem os

1mes1mos expoentes.



Entao neste trabalho segue nesta linha de estudar os fenomenos de cresci-
mento, a partir dos modelos tedricos obter informacoes sobre uma equacao de cres-
cimento que descreve a evolucao desse modelo. O objetivo deste trabalho é mostrar
que o modelo de corrosao (Etching Model) proposto por Mello et al [1], no limite
do continuo, leva-nos a equagao de crescimento de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ). O
método desenvolvido neste trabalho permite analisar os termos da equacao KPZ
partindo das regras que descrevem o modelo de corrosao partindo da definicao de
uma nova funcao de densidade de probabilidade das diferencas das alturas. Os ter-
mos da equagao (KPZ) sdo descritos em fungao dessa densidade de probabilidade,
aonde focaremos no termo nao-linear, que é caracteristico da classe de universali-
dade KPZ. O método desenvolvido nessa tese partiu do modelo de corosao, mas se
mostrou eficiente para outros modelos de crescimento, como serd apresentado neste
trabalho na seguinte disposicao.

No capitulo 2 sao apresentados os conceitos basicos necessarios para o estudo
dos modelos de crescimento, como altura média de um substrato (h), a rugosidade
(w) e os expoentes de escala de rugosidade (a), crescimento () e dinamico (z),
além disso citamos alguns modelos tedricos de crescimento. E por fim, é discu-
tido a dindmica de crescimento a partir da equacao de Edward-Wilkinson (EW),
que consiste em uma teoria linear para estudar a evolugao do crescimento de uma
interface.

No capitulo 3 é apresentando a dinamica de crescimento a partir do modelo
nao-linear de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ), sua construgao e suas consequéncias.
Ademais, é tratada sobre a abordagem desta dinamica a luz do Grupo de Renorma-
lizagao (GR).

No capitulo 4 apresentamos as regras do modelo de corrosao e partindo
dessas, no limite do continuo, chegamos na equacao de KPZ ao introduzir a nova
funcao de distribuicao de probabilidade das alturas, além disso, mostramos a relagao
desta nova funcao com os parametros v e A da equagao KPZ. Por fim, apresenta-se

a discussao desta nova funcao para o modelo de Deposicao Aleatoria com relaxacao



superficial (DARS). Mostra-se também a relagao entre a fungao P(n) e o expoente
de rugosidade .

No capitulo 5 apresentamos o modelo Single-Step (SS), um modelo de cres-
cimento que tem a caracteristica de alternar entre a classe de EW e a classe KPZ,
mostramos a relagao deste modelo com o modelo de corrosao e aplicamos os resul-
tados obtidos no capitulo anterior para esse modelo.

No capitulo 6 apresentamos a conclusao deste trabalho.



Capitulo 2

Conceitos basicos e a Equacao de

Edwards-Wilkinson

O crescimento de superficies desempenha um papel fundamental em muitos
fenomenos de interesse cientifico e importancia pratica, esses fenomenos sao encon-
trados no nosso cotidiano, como na figura (2.1), onde foi registrado um incéndio no
gramado da Esplanada dos Ministérios (Brasilia-DF) que consiste na propagagao
de uma frente de fogo sobre uma superficie, e na figura (2.2) observamos o cres-
cimento de uma colonia de fungos (levedura), um processo comum em cervejarias.
O crescimento de superficies rugosas pode ocorrer tanto em condigoes de equilibrio
quanto fora do equilibrio, apesar que muitas superficies rugosas sao formadas em
condicoes muito longe do equilibrio. Por exemplo, podemos citar a formagao de
paisagens [2, 3, 4, 5], os processos de deposic¢ao de vapor [6, 7] e de corrosao [1, 8, 9],
propagagao de frente de fogo [10, 11, 12] e crescimento de colonia de bactérias
[13, 14, 15]. Apesar das diferengas que existem nesses processos, eles apresentam
muitas similaridades. Superficies rugosas e interfaces podem ser descritas em ter-
mos da geometria fractal [16, 17]. Muitos destes fenomenos de crescimento, apesar
de suas diferencas, apresentam propriedades similares a medida que o crescimento
evolui no tempo. Para entender estes processos podemos utilizar modelos de cresci-

mento para observar essas propriedades.



FiGURA 2.1: Incéndio na Esplanada dos Ministérios. Fonte: CORREIO BRAZILI-

ENSE

FI1GURA 2.2: Crescimento de fungos (levedura) para produgao de cerveja.

Para a explicacao dos modelos de crescimento das superficies é necessério
conhecer alguns parametros que caracterizam estes modelos, os expoentes de es-
cala e a classe de universalidade. Podemos afirmar que dois ou mais modelos de
crescimento pertencem a mesma classe de universalidade quando apresentam os mes-
mos valores dos expoentes de escala, desta forma para determinar a classe de um
modelo é necessario conhecer os seus expoentes de escala: « expoente de rugosidade,
[ o expoente de crescimento e z o expoente dinamico.

Serao tratados neste capitulo os conceitos béasicos para o estudo de modelos
de crescimento, seja o RSOS (modelo Restricted Solid-On-Solid), o modelo de

corrosao, o modelo de deposigao aleatdria [18] ou deposigao aleatdria com Relaxagao
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Superficial [19], o modelo Single-Step SS [20, 21]. Ainda sera tratado a equagao de
Edwards-Wilkinson [22], um estudo linear que descreve a evolugdo do crescimento

de uma superficie atraves de uma equacao diferencial continua.

2.1 Altura média e Rugosidade

Para analisar os modelos de crescimento é necessario introduzir alguns con-
ceitos basicos que nos permite compreender o fenomeno de crescimento, para isso,
podemos utilizar a representacao de um substrato na forma discreta em coordenadas

cartesianas, como mostrado na figura (2.3).

L

FIGURA 2.3: Representacao do esquema de um modelo discreto [16].
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Nesta representacao considerando L o tamanho do substrato, em que o
tamanho do substrato correspondente ao eixo das abscissas foi dividido em ¢ sitios
que representa o local onde as particulas devem ser depositadas ou retiradas onde
0 <i < L. No eixo das ordenadas temos a altura do substrado que é representada
por h(i,t) ou h;(t) que corresponde o valor da altura da i-ésima coluna num dado
instante ¢ com relacao a um referencial fixo.

Neste trabalho faremos uso de modelos de crescimento discretos e continuos
cuja dimensao é representada por d+1, onde d é a dimensao do substrato e o numeral
1 é variavel relacionada a altura do subtrato. Para um modelo discreto, o meca-
nismo de crescimento ¢ descrito por um algoritmo (Autémato Celular)! no intuito de
tentar reproduzir, satisfatoriamente, varios aspectos de algum tipo de crescimento
observado experimentalmente. Para um modelo continuo utiliza-se geralmente uma
equacao diferencial para descricao do crescimento.

Para descrever quantitativamente os modelos de crescimento utilizados neste
trabalho utilizaremos duas grandezas: a altura média (h) e a rugosidade (w), que

iremos introduzir.

2.1.1 Altura média

A altura média de uma superficie, denotada por h, é definida por

ll

() =7 > o), (2.1)

onde h;(t) é a altura da coluna i no tempo t. Por exemplo, caso a taxa de deposi¢ao
(nimero de particulas que serdao depositadas em um sitio i) seja constante, pela

equagao (2.1) tem-se que a altura média cresce linearmente com o tempo.

1Os autématos celulares descrevem os modelos de crescimento através de regras simples que

nos permite analisar as propriedades desses modelos.
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2.1.2 Rugosidade

A largura ou a rugosidade de uma interface, é definida pelo desvio quadratico

médio das alturas,

o = w(L 1) = %Z () (2.2)
onde
Xi(t) = hi(t) — h(t). (2.3)

Monitoramos o processo de enrugamento quantitativamente quando medi-
mos a largura da superficie em funcao do tempo. Supondo que o crescimento comeca
a partir de uma linha horizontal; a superficie no tempo zero tem largura zero, i.e.
w(0) = 0. A medida que as deposigdes vao ocorrendo na superficie do substrato
gradualmente comeca a apresentar a rugosidade. Observe que o estudo da rugosi-
dade possui sentido fisico por se tratar da flutuagdo de uma grandeza (altura) do
sistema. Flutuacoes em Matematica estao associados com erro, em Fisica entretanto
elas contém importante informagoes sobre o sistema, estando associada com o re-
torno ao equilibrio, i.e. uma resposta as pertubacoes. Desse modo podemos obter
as flutuagoes da energia a partir do equilibrio de um sistema termodinamico de N

particulas como

o = ((E — (E))?) = kgT*Cv,
onde C'y é o calor especifico molar a volume constante e a flutuacao do volume
op = (V= (V))*) = TV&kr,

onde kr é a compressibilidade isotérmica [23]. Ou uma versdo mais recente de

susceptibilidade para o modelo de Kuramoto [24, 25]
2 _
o, = kpT.x.

Essas relagoes mostram que as respostas Cy, kK e x sao positivas e associadas com

as flutuacoes.
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2.2 Leis de escalas e expoentes de escala

Para que possamos afirmar que um sistema pertence a uma certa classe de
universalidade devemos obter os seus expoentes de escala. Para obté-los, podemos
usar as leis de escalas ou escalonamento. Para isso considere a figura (2.4) que
mostra a evolugao da rugosidade w(t) em fungao do tempo t. A linha vertical ¢ = t4,
separa o grafico em dois regimes de tempo. Definindo #; como o tempo antes de
inici lagdes ent fti idad f t) ~ t1/2
iniciar as correlagoes entre os sitios, a rugosidade cresce na forma w(t) ~ em um
processo na forma de uma deposicao aleatéria. Para t < t,,; a rugosidade cresce

seguindo uma lei de poténcia

10t
Wsat /

6 x 10°

— 4x10°

:‘,3><100

2x10°

] tsat

100 . ; .
10° 10t 10° 103

FIGURA 2.4: A rugosidade w(t) como funcao do tempo para o modelo de corrosao de
141 dimensao. O instante tz,; divide a curva em dois regimes de tempo: uma regiao

de crescimento t < tsq € uma regiao de saturagao t > tgqy.

w(L,t) ~t°. (2.4)
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O expoente [ ¢é definido como o expoente de crescimento que caracteriza as
informacoes sobre a dinamica temporal do modelo de crescimento. A medida que
ocorrem as deposicoes e as particulas vao aderindo a superficie do substrato a ru-
gosidade nao varia mais com o tempo atingindo um valor méximo w,, .Este valor

estd relacionado ao comprimento do sistema também por uma lei de poténcia

wsat(L) ~ L. (25>

Onde « é 0 expoente de rugosidade. A intersecgao entre esses dois regimes ocorre

em um tempo t,,; que também como os anteriores obedece uma lei de poténcia

tsat ~ LZ (26)

Onde z é o expoente dinamico.
Entao as equagoes (2.4,2.5, 2.6) podem ser combinadas em uma expressao

de escala na forma, conhecida como a relagdo de Family-Vicsek [26]

w(L,t) ~ LYf (t/L?), (2.7)

Portanto apresentando uma relagao universal entre w, L e t em que f(x) é uma

funcao de escala definida por

2 <1
flx) =
1, =>1

e podemos expressar a evolucao temporal de todas as regides na forma

(

t1/2, se t < 1y

w(L,t) = cth, se t K tgqr - (2.8)

we X L%, set >ty

\

Onde os expoentes «, [ e z podem ser combinados em uma relacao de

escala:
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L= % (2.9)

A partir da relagao (2.7) temos que em modelos de crescimento a rugosidade
w(L,t) inicialmente (t < t,4;) cresce com o tempo, primeiro na forma w(L,t) ~ t'/2
quando nao hé correlacoes e para ty > t > t, na forma w(L,t) ~ t* quando se inicia
as correlacoes entre as alturas do sistema. Entao as deposicoes sobre a superficie
continuam a ocorrer e a altura dos sitios vao se alterando. Esta flutuacao na altura
se espalha globalmente sobre a superficie, como se a variagao da altura em uma
regiao fosse "notada”’por todo o substrato. Esta "relacao”entre as alturas é medida
atraves do comprimento de correlacao. No inicio nao ha correlagao no sistema, mas
com as deposicoes este comprimento de correlacdo cresce com o tempo, mas como
um substrato possui um tamanho finito, quando o comprimento de correlacao atinge
esse valor todo o sistema se torna correlatado e entao ocorre a saturacao.

Entao a partir da rugosidade dada por (2.7) e da figura (2.4) obtemos os
valores dos expoentes de escala e entao caracterizamos a classe de universalidade do
modelo de crescimento. Contudo, como proposto por Oliveira et al [27], a rugosidade
pode ser estudada em nivel local ou global e assim podendo obter outros dados além
dos expoentes «, S e z para determinar a classe de universalidade. Neste trabalho,
trabalharemos com a rugosidade global dada pela relagao de Family-Vicsek para

analisar a dinamica de crescimento.

2.3 Modelos de crescimento

Para analisar os fenomenos de crescimento podemos utilizar algumas ferra-
mentas, entre elas, uma consiste em associar um certo fenomeno a um modelo de
crescimento teodrico, podendo ser um modelo discreto caracterizado por um automato
celular ou um modelo continuo caracterizado por um equacao estocastica continua.
Tais modelos possuem a vantagem de serem simulados computacionalmente nos for-

necendo medidas das grandezas relacionadas ao crescimento.
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Entre varios modelos de crescimento iremos descrever alguns deles (Deposigao
Aleatéria, Deposicao Aleatéria com Relaxagao Superficial e Deposigao
Balistica) que sao exploradas na literatura [28, 29, 30, 31, 32], contudo nao cons-
tituem os tnicos, mas sao modelos simples que nos permite estudar o fenéomeno de

crescimento.

2.3.1 Deposicao Aleatéria- DA

O modelo de Deposigao Aleatéria (DA) é descrito por regras bem simples.
Como estd na figura (2.5) em um instante de tempo ¢ um sitio i é escolhido aleato-
riamente, uma particula é depositada (ou retirada) aumentando a altura desse sitio

em uma unidade.

1. No instante ¢ o sitio ¢ é escolhido aleatoriamente.

2. A altura do sitio apds a deposigao é acrescida em uma unidade: h;(t + At) =

hi(t) + 1

FIGURA 2.5: Deposicao Aleatéria. As particulas agregam (preta) ou sao tiradas

(branca) da superficie aleatoriamente.
Neste modelo nao ha correlagao entre os vizinhos, logo o sistema ira crescer

indefinidamente e nao ira saturar. Para este modelo o expoente de rugosidade «

nao ¢ determinado e o expoente de crescimento 5 = 1/2 [16, 28]. Este crescimento
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nao-correlatado é observado no inicio do grafico (2.4) onde as correlagoes ainda nao

comecaram.
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2.3.2 Deposicao Aleatéria com Relaxagao Superficial - DARS

Uma variacao do modelo de DA é a Deposicao Aleatéria com Relaxagao
Superficial (DARS), também conhecido como modelo de Family, tal como o modelo
anterior um sitio é escolhido aleatoriamente e cai verticalmente sobre a superficie.
Contudo a diferenca da DA para a DARS é que neste modelo quando a particula
chega a superficie ela nao agrega imediatamente, a particula ”observa”os vizinhos
do sitio escolhido e adere aquele que possui menor altura, como mostrado na figura
(2.6), desta forma, neste modelo de deposicdo ha uma correlacdo e assim ocorre
a saturacao do sistema. Simulagoes em uma dimensao fornecem os valores dos
expoentes de escala [33] 5 = 0.24(1) e a = 0.48(2), valores diferentes do modelo de
DA. O modelo de DARS também é estudado para altas dimensoes por Kwak et al
[29]. Este modelo de crescimento pertence a classe de universalidade de Edwards-

Wilkinson, que sera tratado posteriormente.

"
I .
.

FiGURA 2.6: Deposicao Aleatéria com Relaxacao Superficial: a particula chega a

superficie, mas adere no sitio de menor altura.

2.3.3 Deposicao Balistica-DB

O modelo de Deposicao Balistica (DB), tratado por Meakin et al [21],

consiste em um modelo em que uma particula adere no primeiro sitio que encontra,
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como mostrado na figura (2.7). Podemos sumarizar a regra desse modelo na seguinte

forma:

1. No instante ¢ um sitio 7 é escolhido aleatoriamente.

2. Apo6s a deposicao a altura do sitio i é alterada segundo o algoritmo: h;(t+At) =

max[h;_1(t), hi(t) + 1, hiz1(t)].

Onde a notacao ¢ £+ 1 indica os vizinhos do sitio escolhido. Apds sucessivas
deposicoes observa-se que neste modelo surge ”buracos”vazios devido ao seu algo-
ritmo. Devido as correlacoes, tal como no modelo de DARS, a rugosidade cresce
linearmente com um tempo até atingir o valor da rugosidade de saturagao wgq:, mas
a diferenca entre os modelos é que no modelo de DB ha um crescimento lateral al-
terando as propriedades de escala e assim os expoentes de escala. Para esse modelo
estudos mostram que para o expoente de crescimento § = 0.330(1) e o = 0.495(8)

[32].

u
l
-

H
| m
m |
|

FiGuRrA 2.7: Deposicao Balistica: a particula adere no primeiro sitio que encontra na
superficie.
O modelo de DB pertence a outra classe de universalidade, a classe Kardar-

Parisi-Zhang (KPZ) que sera tratada no capitulo 3. Iremos tratar sobre estas duas

classes de universalidades, contudo nao as tnicas classes de universalidade, como
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podemos citar a classe Molecular Beam Epitary (MBE) que se refere a um conjunto
de técnicas que compartilham uma maneira de depor material em um substrato
atomo por atomo ou molécula por molécula [34, 35]. Como também podemos citar
a classe VLDS proposta por Villain e por Lai e Das Sarma que descreve modelos de

crescimentos dominados por difusao [36, 37].

2.4 Teoria linear para dindmica de crescimento

Nos estudos dos modelos de crescimento [1, 38, 39] estamos interessados na
evolucao da altura h(Z,t) em qualquer posi¢ao Z, onde ¥ é um vetor d-dimensional.
Para estudar analiticamente os modelos de crescimento muitos métodos tém sido
desenvolvidos, entre eles, um bastante 1util consiste em associar uma equagao de
crescimento estocastica com um dado processo de crescimento. Em geral, o cresci-

mento pode ser descrito através de uma equagao continua

On(Z, t)
ot

onde o fluxo ®(Z,t) é o nimero de particulas por unidade de tempo chegando na

— O(Z,1), (2.10)

posicao T da superficie no instante ¢.
O fluxo de particulas nao é uniforme, uma vez que as particulas sao depo-
sitadas em posicoes aleatorias. A aleatoriedade pode ser incorporada na teoria pela

decomposicao de ®(Z,t) em dois termos de tal modo que a equacao (2.10) torna-se

On(Z, 1)
ot

O primeiro termo G é o numero médio de particulas chegando no sitio ¥ e pode

= G+ £(T01). (2.11)

ser definido como um campo. O segundo termo, {(Z,t), caracteriza as flutuagoes
aleatorias no processo de deposicao e é um nimero aleatério nao-correlacionado,

com
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(€@ DEE 1)) = 2D54T — )5t — ). (2.12)

Onde D ¢ a dispersao e d a dimensao e possui valor médio nulo

(€(Z,1)) = 0. (2.13)

FIGURA 2.8: Formacao de superficie entre dois meios [28].

Considere uma superficie caracterizada pela altura h(Z,t) na figura (2.8), e
assuma que no instante ¢t = 0 a superficie apresente uma rugosidade nula w(L, 0) = 0.
Podemos descrever a evolucao temporal da altura através de uma equacao es-
tocastica continua dada pela forma da equagdo 2.11, com G(h,Z,t) uma fungao
que pode depender da altura da superficie, do vetor # e do tempo. Para obter a
equagao de crescimento devemos considerar que pela figura (2.8) ao trocar o meio
A pelo meio B as propriedades da interface nao devem ser alteradas, ou seja, se
tratamos de uma deposi¢ao ou uma desorcao a equacao de crescimento deve ser a
mesma. A seguir vamos discutir a invariancia da equagao de crescimento com res-
peito a translacao no tempo e no espaco, a rotacao em torno do eixo de crescimento

e a troca do sinal de h (que caracteriza a troca dos meios).
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2.5 Principios de simetria

2.5.1 Invariancia sob translacao temporal

A equagdo que descreve a evolugdo temporal da altura h(Z,t) nao deve
depender da escolha da origem do tempo. Considerando a translacao temporal
t — t + to nao deve alterar a equacao de crescimento (2.11), desta forma a fungao

G nao deve depender explicitamente do tempo.

2.5.2 Invariancia sob translacao ao longo na direcao do crescimento

A equacao de crescimento também nao deve depender da escolha da origem
do eixo da altura. A transformacdo h — h + hy na altura nao deve interferir na
equacao, desta forma, exclui-se os termos explicitos em h da funcao GG, entao essa

funcao deve conter uma combinacao das derivadas

Vh,V2h,--- ,V"h.

2.5.3 Invariancia sob translacao na diregcao perpendicular a direcao do
crescimento

Da mesma forma a equacgao de crescimento nao deve depender da escolha da
origem do vetor Z, i.e., tal como no tempo e na altura, a transformacao ¥ — ¥ + Zy
nao deve afetar a equacao de crescimento, assim excluimos termos explicitos em &

da equagao permitindo uma combinacao das derivadas em Z.

g 0 o"
or’ or?’ " orn
2.5.4 Rotacao da diregao do crescimento

A equagao de crescimento deve ser invariante em relacao a uma rotacgao na

direcao do crescimento, i.e., a equacao nao deve ser alterada devido a transformagcao
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T — —Z. Este principio exclui derivadas impares da equacao de crescimento, entao
termos do tipo V2"*1h, nao sao permitidos. Desta forma a equacao de crescimento
deve ser uma combinacao com termos na forma (V2""1h)?™ (onde n,m € N) por

nao violar esse principio.

2.5.5 Simetria Up/Down para a altura

Como foi dito, em um processo de crescimento se particulas sao depositadas
ou retiradas o mecanismo de crescimento nao deve ser afetado. Desta forma a
equacao de crescimento nao deve ser alterada devido a transformagao h — —h que
caracteriza a troca do meio A e meio B na figura (2.8). Desta forma os termos na
forma (ﬁ”h)m nao sao permitidos na equagao de crescimento, assim a equacao de
crescimento permite apenas os termos derivadas pares na forma V2h,

Este principio de simetria é quebrado quando ocorre um crescimento lateral,
por exemplo a Deposicao Balistica. Para modelos de crescimento que nao obedecem

esse principio € necessario incluir termos nao-lineares.

2.6 A equacgao de Edwards-Wilkinson

Considerando os principios de simetria a equacao que descreve o crescimento
de uma superficie deve ter a seguinte forma,
Oh(Z,t)

= asV2h 4+ asVh + .+ as, VPh + £(T, ). (2.14)

Para determinar as propriedades de escala o nosso foco esta no comporta-
mento assintético (¢ — oo e L — 00). Ao expandir h(Z,t) em uma série de Fourier

abaixo

L Cdw [ A s
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onde V"h(Z,t) corresponde aos termos k™h(k,w), entdo no limite de grandes com-
primentos de ondas (k — 0) os termos de baixa ordem da equacio (2.14) sdo os que
predominam.

Desta maneira, a equacao mais simples para descrever o crescimento foi

proposta Edwards-Wilkinson (EW) e pode ser escrita na forma:

On(T, 1)
ot

Onde v ¢ a tensao superficial, quanto maior o seu valor mais rapido o sistema ira

— uV2h + £(T1). (2.16)

atingir a saturacado, £(7,t) é o ruido, que obedece as equagoes (2.12 e 2.13). Nessa
equacao pode ser adicionado um termo de velocidade v, contudo a adicao deste termo
nao afeta as propriedades de escala do sistema podendo aplicar uma mudanga de
variaveis na forma h — h + vt.

O ruido &(Z,t) consistem em um ruido branco, onde as particulas sao depo-
sitadas descorrelacionadamente como dado pela (2.12), cada deposi¢do nao possui
relacao temporal e espacial com qualquer outra particula. Outros ruidos sao permi-
tidos, como o caso do ruido colorido, onde as deposicoes apresentam uma correlagao

nao instantanea ou nao local, mas nao iremos aprofundar para este tipo de ruido.

2.6.1 Solucao da equagao de EW

Transformacao de escala

E possivel calcular os expoentes de crescimento utilizando argumentos de
escala. Se a interface h(Z,t) é auto-afim sujeitando ela a uma mudanca de escala

com parametro b:

T — 7 =07, h — h' =b*h, t—t =bt. (2.17)

Esta transformacao de escala nao deve afetar a Fisica da equacao de crescimento. O

ruido £ também é alterado pela transformagcao onde partindo do ruido branco dado
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por (2.12) tem-se

(@) 1)) = 2Db~ @25 (7 — 2)o(t — t'). (2.18)

Por esta relagao, podemos obter o comportamento de escala do ruido:

E(F, b) = b2 (7, 1), (2.19)
onde utilizamos a propriedade geral da funcao delta,

59(aF) = = 5%().

ad

Substituindo (2.17) e (2.19) na equagao de EW (2.16) obtemos:

o, OR(Z, 1)
ot

Para que a equagao de crescimento seja invariante sob a transformagao (2.17) ela

b = b T2V2h + b2 (7 1), (2.20)

nao deve depender do parametro b, logo obtemos os expoentes:

a="2 pg=""" =2 (2.21)

Note que a =0 e § = 0 para a dimensao critica superior d = d,. = 2.

Solucgao exata

Uma vez que a equagao (2.16) é linear, é possivel resolvé-la exatamente.
Para isso vamos usar a transformada de Fourier (2.15) na equagdo de EW, assim
obtemos

7 o S(EW‘))

h(E,w) = (2.22)

onde &(k,w) é a transformada de Fourier do ruido. A partir das equacdes (2.12) e

(2.13),
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(§(k,w)) =0 (2.23)

—

(€(k,w)E(K W) = 2D6% K + K)o (w + o). (2.24)

Apartir de (2.22) obtemos a funcao de correlagao

(h(k,w)h(K ")) = (ng %;Z;f,%ﬁ);w') '

Combinando as equagoes (2.25) e (2.24) e retornando ao espago real obtemos

(2.25)

(@ D@ ) = 2 g — 7y <M> | (2.26)

2v |7 — 2|2

Onde f(u) é uma fungao de escala com as seguintes propriedades ([16, 28, 40])

constante se u — 00
flu) = (2.27)
u(2-d)/2 se u — 0

A partir da equagao (2.26) recuperamos os expoentes de escala obtidos pela
transformagao de escala. Em uma dimensao os valores dos expoentes a = 1/2 e
[ = 1/4 valores préximos dos encontrados para o modelo de DARS. Desta forma
podemos ver que a equacao de Edwards-Wilkinson construida pelos principios de
simetria fornece valores encontrados para o modelo de DARS. Assim tal modelo

pertence a classe de universalidade de Edwards-Wilkinson.



Capitulo 3

Equacao Kardar-Parisi-Zhang (KPZ)

Modelo de Deposicao Aleatéria com Relaxagao Superficial possui os mesmos
expoentes da classe de Edwards-Wilkinson (EW), contudo alguns modelos de cres-
cimento quebram a Simetria Up/Down considerada na construgao dessa equagao. O
modelo de Deposicao Balistica apresenta um crescimento lateral que quebra esse si-
metria desta forma para descrever através uma equacao de crescimento é necessario
acrescentar termos nao-lineares na forma ((V"h)2™).

Uma extensao para incluir estes termos nao-lineares foi proposta por Kardar-
Parisi-Zhang [41], eles argumentaram que o crescimento de uma superficie, pode ser
modelada por uma equacao continua estocastica na forma

A

ML) _ n(a.0) + S (Vh(E. 1) + (1), (3.1)

ot
Onde h(Z,t) é a altura no tempo ¢ localizada na posi¢a 7 e £(Z,t) é um ruido
branco que obedece as propriedades (2.12 e 2.13), que como na equagdo de EW
controla a aleatoriedade da deposi¢ao. O primeiro termo do lado direito da equagao
descreve o relaxamento da interface devido a tensao superficial v. O segundo termo
consiste no termo nao-linear de ordem mais baixa que pode ser incluido na equagao
de crescimento. Na teoria linear (EW) temos A = 0, mas Kardar-Parisi-Zhang

demonstraram que este termo é necessario e caracteriza o crescimento lateral do

23
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modelo de crescimento. Termos de ordens superiores podem ser incluidos, mas sao
irrelevantes, e nao modificam as propriedades da classe de universalidade.

A equacao KPZ descreve o crescimento de uma superficie de dimensao d
em um espaco de dimensao d + 1. Além de aplicagoes tedricas, a equacao de KPZ
descreve muitos sistemas fisicos, tais como propagagao de frente de fogo [42] e de-
posicao de filmes finos [43]. Para o caso particular de d = 1, os expoentes de escala
sao conhecidos h& mais de 30 anos tendo sido obtidos no artigo seminal de KPZ
[41]. Solugoes exatas foram propostas nas tltimas duas décadas para a distribuigao
de alturas [44, 45, 46, 47]. Entretanto, até agora nao ha solugbes exatas para al-
tas dimensoes, nesses casos os expoentes sao obtidos por simulagoes numericas ou

métodos aproximados.

3.1 Construgao da equacao KPZ

Para justificar o termo nao-linear vamos considerar a deposi¢ao balistica
(DB), onde uma particula gruda na superficie assim que entra em contato. O me-
canismo de crescimento da DB pode ser explicada em uma descricao continua em
que o incremento do crescimento dh pode ser composto em duas componentes: vt
que ¢é paralelo a normal da superficie e |6h|v(5t que ¢é perpendicular a normal da

superfice.

I 4] ~.
& |
:\-Slan &

FIGURA 3.1: A origem do termo nao linear na equagao KPZ. [41]
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Uma expressao para 0h pode ser obtida pelo teorema de Pitagoras
oh = [(v6t)? + (v6tVR)HY? = vit[l + (Vh)?])Y2. (3.2)
Se |Vh| < 1 podemos expandir a equagao (3.2)

On(7,1)
ot

Logo, incluindo o termo da tensao superficial a equacao de KPZ é obtida. O termo

— v+t g(vw T (3.3)

nao-linear é necessario para situagoes onde o crescimento lateral ocorre. O termo
A > 0 na equacgao de KPZ tem a funcao de reforgar o gradiente local da interface,

ao contrario do termo V2h que suaviza as irregulariedades.

3.2 Expoentes de escala e renormalizacao

Ao aplicar na equacao de KPZ as mesmas transformagoes de escala que

foram utilizadas na equacao de EW obtemos

h(Z,t - A = 2
ba—za (83; ) _ Vba_2v2h + §b2a_2(Vh)2 4 b—%g(f’ t). (34)
Multiplicando ambos os lados da equagao (3.4) por b*~ ¢
h(Z,t - A = =
d gj: ) — W2V o+ §ba+zf2(Vh)2 _|_b*°‘+Td€(g_j’7 t). (3.5)

Para a teoria linear este procedimento nos fornece os expoentes de escala,
mas para a teoria nao-linear aplicando os mesmos argumentos obtemos « e [ na
seguinte forma

2—d 2—d

=3 Peira

Contudo esses valores estao errados, pois para d = 1 temos a = % e = %, que

diferem dos valores obtidos para KPZ.
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O motivo é que ao rescalonar o sistema, os termos v, A e D na equagao de
crescimento nao sao renormalizados independentemente, eles sao acoplados entre si.
Portanto, para garantir a invariancia de escala, nao devemos simplesmente assumir
que os expoentes de b sao nulos, uma vez que v, A e D podem ser alterados devido
ao rescalonamento. Entao, para superar esta dificuldade utiliza-se a abordagem do
grupo de renormalizacdo (GR) apresentado em [16, 28, 41], onde apds um longo

processo sao obtidos as equacoes de fluxos dos termos para KPZ,

dv 2—-d
7=V {z -2+ Kd924—} (3.6a)
dD 2
v D [z —d—2a+ Kdgz] (3.6b)
dA

A constante de acoplamento g ¢ definida [41]

AD
92 —a (37)

v3

onde K;' = 29717972'(d/2) e | = In(b). Pode-se obter os expoentes de escala a

partir dos pontos fixos das equagoes de fluxo (3.6), i.e., considerando

dv _dD dx

Al Al

Podemos ver para o caso em que A\ = 0 para satisfazer (3.8) obtemos z —2 =

0. (3.8)

0ez—d—2a =0 e consequentemente z = 2 e « = (2—d)/2 em acordo com a teoria

linear. Assim os termos da equacao EW sao rescalonados independentementes entre

si (v nao depende de D) concordando com o previsto no capitulo anterior (2).
Contudo para a classe KPZ os termos nao sao independentes, aplicando

(3.8) na equagao (3.6¢) obtemos a relacao

a+z=2 (3.9)
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que é resultado da Invariancia de Galileu (IG), que fornece uma relacao entre o
expoente de rugosidade o e o expoente dinamico z que caracteriza o crescimento.
A relacao (3.9) é consequéncia do fato que a equagao (3.6¢) permanece invariante
segundo o GR, uma vez que é vélida para qualquer dimensao e nao depende do
parametro de acoplamento g. Essa relacao é uma consequéncia de uma simetria adi-
cional da equacao KPZ referente aos estudos da equacao de Burgers que é invariante

sobre uma transformagao Galileana

T(T, 1) = Ty + (T — To, 1) (3.10)

Retornando a equagao (3.7) e a partir das equagoes (3.6) obtemos a equacao

de fluxo para a constante de acoplamento

dg  (2—d) 203 ,
dg _ K , 11
dl 5 It e Y (3.11)

Os pontos fixos g* da equagao (3.11) sdo obtidos considerando dg/dl = 0; um trivial

g; e outro nao trivial

Qd 2 —
= 3.12
Entao a partir das equagoes (3. 6) (3.7) 7 (3.8) obtemos as expressoes para

os expoentes de escala:

B (2 —d)? B (2 —d)?
=61 YT —@oae

Para d=1 a equacao (3.12) apresenta dois pontos fixos:

(3.13)

gi=0, g¢5=V2r

O ponto fixo g5 = 27 é atrativo, isto significa que se comecarmos o fluxo
com um ¢ nao-nulo diferente de g3, esse ira fluir diretamente para este, independen-
temente do valor inicial de g. Por outro lado, o ponto fixo gj é repulsivo, i.e., se

iniciarmos com um g # gj, entao o sistema ira fluir em uma diregao longe de g;.
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F1GURA 3.2: O fluxo da constante de acoplamento para d =1 [16].

Para este caso, as equagoes (3.13) fornecem os seguintes valores para os expoentes
de escala
1 3

Portanto para d = 1 é possivel obter exatamente os valores dos expoentes.
O motivo do Grupo de Renormalizacao fornecer exatamente os expoentes é uma
consequéncia da validade da Invariancia de Galileu (IG) e do teorema flutuacao-
dissipacao.

A quebra de simetria h <> —h modifica a classe de universalidade, logo KPZ
tem expoentes diferentes de EW. Note que tomando & = 0, A = 0 temos a conhecida
equacao de difusao. Portanto as equagoes de EW e KPZ sao formas de difusao
anomala mais sofisticadas [38, 48, 49], o que obviamente implica na mudanga dos

expoentes.



Capitulo 4

Equivalencia entre KPZ e o modelo de

COrrosao

Neste capitulo demonstraremos que no limite continuo o modelo de corrosao
(Etching Model) [1] produz a equacao de KPZ em um espago de dimensao d + 1.
Neste trabalho focaremos na dinamica entre um sitio ¢ e seu primeiro vizinho j,
deste modo definimos uma diferenca de altura n = h; — h; e mostramos que a
distribui¢ao de probabilidade da diferenca das alturas P(h; — h;) é uma fungao
importante para a dinamica do crescimento. Mostraremos que os parametros v e A
(3.1) ndo sao fenomenoldgicos, mas sdo obtidos pela nova func¢ao de probabilidade
P(n,t). Apresentamos um método para obter o expoente de rugosidade o em termos

da probabilidade P(n,t).

4.1 Modelo de corrosao

Os automatos celulares sao descritos por regra simples que nos permite
examinar algumas propriedades de um sistema dinamico complexo. Para um dado
modelo de crescimento, uma questao relevante a ser respondida é determinar a classe
de universalidade. Para este trabalho foi estudado o modelo de corrosao [1], que re-
cebeu bastante atengao nos ultimos anos [50, 51, 52, 53, 54, 55, 56]. Estes estudos

sugerem que o modelo de corrosao e KPZ pertencem a mesma classe de universali-

29



4.1. Modelo de corrosao 30

dade, desta forma esse modelo se mostra eficiente para estudar a classe KPZ, por
se tratar de um modelo simples para trabalhar em simulacoes computacionais. De
um modo geral automatos celulares sao formas alternativas ao estudo da equagao
KPZ. Neste trabalho, partimos do modelo de corrosao (Etching Model) e obtemos
a equacao KPZ no limite continuo da estrutura do modelo.

O modelo de corrosao é um autoémato que simula a erosao de uma superficie
quando entra em contado com um acido. Em um tempo ¢, um sitio 7 é escolhido
aleatoriamente em um espaco ¥ de dimensao d. Para simplificar, vamos considerar
um hipercubo de lado L e volume V = L% no espaco ¥ e 9i o conjunto dos primeiros
vizinhos do sitio 4. Para todo j € 0i, tal que h;(t) > h;(t), a altura do sitio j serd
reduzida para a mesma altura do sitio i, i.e., h;(t + At) = h;(t). Portanto definimos

o modelo pelas seguintes regras:

1. Em um instante de tempo ¢ um sitio € V' é escolhido aleatoriamente.
3. E por fim h;(t + At) = hi(t) — 1.

Na figura (4.1) mostramos o mecanismo do modelo de corrosao em uma
dimensdo: (a) aplicando a regra 1 escolhemos aleatoriamente um sitio no instante
de tempo t, neste caso i = 3. Aplicando a regra 2 (b) o sitio i = 3 interage com
seus vizinhos, entao ho(t + At) = hs(t) e hy(t+ At) = hy(t). Por fim, (c) aplica-se a
regra 3 hs(t + At) = hs(t) — 1. Aqui é descrito um processo de interacao forte entre
o sitio escolhido e seus vizinhos. Também pode ser descrito o processo de deposi¢ao
onde cada face exposta possui a mesma probabilidade de anexar. Por este motivo,
pode aplicar seja para deposi¢ao ou remocao de uma particula aplicando a relagao
h — —h. Como a rugosidade (2.2) é invariante por esta operagao de simetria, a

dinamica nao sera afetada. Assim as regras da deposi¢ao tornam-se
e Regra 02: h;(t) < hi(t) entdo h;(t + At) = hi(t),

e Regra 03: h;(t + At) = hi(t) +1
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FIGURA 4.1: O mecanismo de corrosao em uma dimensao: (a) regra 1 o sitio i = 3
(cor verde) é escolhido aleatoriamente; (b) regra 2 ocorre a interagao entre o sitio
escolhido ¢ = 3 e seus vizinhos préoximos ¢ = 2,4; (c) regra 3 o sitio escolhido tem sua

altura reduzida em uma unidade [57].

A figura (4.2) apresenta a rugosidade w(t) como uma fungao do tempo ¢ para
o modelo de corrosao em 1+1 dimensao, utilizando L = 200 e condigoes de contorno

periddicas e uma média de 10.000.000 experimentos. Iniciando com uma superficie
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FIGURA 4.2: A rugosidade w(t) como func¢ao do tempo para o modelo de corrosao

de 1+1 dimensao. Divida em quatro regides principais [57]

plana h;(t = 0) = 0 e aplicando as regras (1), (2) e (3) do modelo de corrosao e
a equacao (2.2) para obter w(t) realizamos um ajuste na forma w(t) = wgu (1 —
exp(—t/ty))”, onde w,, é a rugosidade de saturacdo, t, é o tempo caracteristico
e f o expoente de crescimento. No grafico apresenta-se quatro regides: (a) para
tempos curtos, ¢t < tg = 5 nao ha correlagoes entre os vizinhos caracterizando uma
deposicio aleatéria onde w(t) ~ t1/2; (b) 5 < t < 70, é uma regido da lei de poténcia
w(t) ~ t%; (c) é a regido de crossover 70 < t < 400; (d) corresponde a regido de
saturagao w(t) ~ wsq para tempos t > 400. A partir do ajuste da curva foi obtido a
rugosidade de saturagao ws,: = 7.5228(6), o tempo caracteristico t, = 167.1(2), i.e.,
a saturagao ocorre para t > t, como mostrado na regiao (d), e o valor 5 = 0.3438(3)
que é préximo do valor exato para KPZ 5 = 1/3.

Alves e colaboradores investigaram o modelo de corrosao (Etching Model)
em 14 1 dimensoes e determinaram o expoente de rugosidade exatamente o = 1/2.

O que mais uma vez fortemente sugere um comportamento KPZ.
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4.2 Dinamica do modelo de corrosao

Considerando inicialmente as regras (1) e (3) do modelo de corrosdo, que
corresponde ao modelo da deposicao aleatoria, a equagao continua da evolucao da
altura pode ser descrita pela seguinte equacao:

on(E,t)
T—€<xvt)7 (41)

onde &(Z, t) corresponde as flutuagdes aleatérias e obedece as equagoes (2.12 e 2.13),
o que é de se esperar, visto que ao escolher aleatorimante um sitio e simplesmente
depositar uma particula obtemos uma superficie que nao ira saturar, devido a falta de
correlagoes entre o sitio escolhido e seus vizinhos. Podemos analisar a intensidade do
parametro D partindo da relagao (2.13) (£(Z,t)?) = ijl (T, 1)) = d (£(T1,1)?).
A frequéncia wy = 1/At do ruido é a frequéncia que conduz todos os processos e

consequentemente

D= (JJod. (42)

Isto é semelhante a difusdo em d dimensoes com um ruido branco [58, 59], onde o
deslocamento médio quadrético é (r%(t)) = 2D4t onde Dy = D1d.

Contudo, a regra (2) deste modelo nos fornece uma relagao entre o sitio i e
seus vizinhos j que ocasiona um crescimento lateral caracteristico dos modelos KPZ.
Esta regra pode alterar a altura do sitio h;(t + At) e podemos resumir na seguinte

relacao,

onde p; ; ¢ uma probabilidade com a seguinte propriedade
1 se hj > hz

pi,j = (44)
0 se hj < hl
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Assim que o processo de deposicao se inicia consideramos as configuragoes do espaco
amostral de probabilidade e apds o processo de normalizacao surge a funcao de
distribuicao de probabilidade Pp(7,t) para obter uma diferenca de altura n = h; — h;

entre o sitio ¢ e seus primeiros vizinhos 7 em um instante de tempo ¢.

4.3 Probabilidade da diferenca das alturas

A Probabilidade da diferenca das alturas P (h; — h;, t) precisa satisfazer as

seguintes propriedades:

I No limite continuo L — oo, At = 1/L* — 0 e Pp(n,t) — P(n,t), isto é, ao
considerar neste limite queremos que a probabilidade da diferenca das alturas

nao dependa do tamanho sistema.

IT Apods iniciar as correlagoes durante o processo de crescimento a probabilidade
deve mudar rapidamente para que a distribui¢cao ndo mude nas regioes (b), (c)
e (d), i.e., nas regioes da dinamica de KPZ a probabilidade Py (n,t) nao deve

mudar muito com o tempo.

Na figura (4.3(a)), mostramos a evolugao da fungao de distribuigao da pro-
babilidade P(n,t) como uma funcao do tempo t para o modelo de corrosao em 1+1
dimensoes. Usamos os mesmos dados da figura (4.2). Consideramos apenas n > 0
em acordo com a regra (2) do modelo e consideramos o primeiro vizinho com as
seguintes diferengas de alturas: n = 0,1, 2,3, j& que P(n) diminui bastante a medida
que o valor de n cresce. Note que iniciando em ¢ = 0, todos h; = 0, significa uma
superficie plana, logo n = 0 e consequentemente P(0,0) = 1 e P(n # 0,0) = 0.
Para cada n, P(n,t) evolui rapidamente, e até o final da regiao (a) da figura (4.2),
onde inicia as correlagoes, obtemos uma probabilidade que nao muda para pequenos
valores de 1. Na figura (4.3(b)), mostramos a funcao de distribui¢ao de probabi-
lidade P(n,t) como uma fungdo da diferenca da altura n = h; — h;, novamente

utilizamos os mesmos dados da figura (4.2). Observamos que nas regices (b), (c) e
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F1GURA 4.3: Evolugao da fungao de distribuicao da probabilidade P(n,t): (a) P(n)
como fungao do tempo (n =0, 1,2, 3). A probabilidade estabiliza rapidamente quando
inicia as correlagoes no fim da regiao (a). (b) Mostramos P(n) como uma funcao de
7 para as regioes (a), (b) e (c) da figura (4.2). Novamente vemos que P(7), em uma

aproximacao, nao muda com o tempo [57].

(d) a probabilidade ndo varia muito com o tempo. Estas curvas correspondem as
regioes onde ocorre a dinamica do crescimento nao-linear. Pode-se notar que todas
as curvas se sobrepoem, confirmando o resultado mostrado na figura (4.3(a)) de que,
em boa aproximacao, a probabilidade nao varia muito com o tempo. Além disso,
temos que P(1) > P(n # 1), i.e., que pela regra (3) do modelo resulta que n =1 ¢é a
configuragao de maior probabilidade, as outras probabilidades P(n > 2) decrescem
muito rdpido com 7. Como pontuado por Dasgupta et tal [60], versoes discretriza-
das de equagoes de crescimento nao-lineares que sao geralmente estudadas tém uma
instabilidade genérica em que pilares isolados (ou ranhuras) em uma interface plana
cresce com o tempo quando sua altura (ou profundidade) excede um valor critico.
Consequentemente, é muito conveniente que P(n) é muito pequeno para grandes
valores de 7).

Na figura (4.4) mostramosa evolugao da diferenga da altura n = h,(t) —
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FIGURA 4.4: A diferenga de altura n = h;(t) — h;11(t) como funcao do tempo ¢. Para
as duas curvas escolhemos aleatoriamente, i = 27 e ¢ = 65. As curvas mostram que a

mudanca 7 ocorre para todas as regioes da figura (4.2).

hi11(t) entre um sitio e seu vizinho como fungao do tempo para o modelo de corrosao
em 1+1 dimensao. Utilizamos os mesmos dados usados na figura (4.2) e escolhemos
aleatoriamente dois sitios. i = (27, 165) e observamos sua evolu¢ao. Isso corresponde
a uma evolucao de um dos experimentos da figura (4.2). Observe que a mudanga
mais provavel é n = +1, que corresponde a uma conseguéncia da regra 3 do modelo;
também podemos observar que 17 = h;(t)—h;,1(t) nunca se estabiliza, mesmo quando
nos movemos para a regiao de saturagao.

Na tabela (4.1) mostramos os trés primeiros valores de P(1,t) para as qua-
tro regides, onde cada valor é a média na regiao. Observamos que nas regioes (b), (c)
e (d) os valores sao iguais dentro do erro. Este fato enfatiza os resultados da figura
(4.3) em que P(n) nao varia muito com o tempo nas regides de dinamica de KPZ,
entao para nosso trabalho podemos desconsiderar a dependéncia temporal e reescre-
ver a probabilidade na forma P(n). Como P(n) depende somente de alguns modos
discretos entao estabiliza em um curto intervalo de tempo, enquanto a distribuigao
das flutuagoes de alturas f(h,t) depende de todo o espectro do comprimentos de

onda e estabiliza para tempos t > t,. Uma importante propriedade das distribui¢oes
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Regido | P(0) | P(1) P(2)

TABELA 4.1: O valor médio de P(n) para as quatro regides apresentadas na figura

(4.2) paran =0,1,2.

de altura é que sejam invariantes sobre uma mudanga de escala [20, 61, 62]. Para o
modelo de corrosao com condigoes de contorno periédicas a invariancia da escala da
fungao f(h,t) tem sido observada [50, 63, 64]. Para P(n) temos um nimero finito de
configuragoes que estatisticamente é uma medida invariante no espago. Como men-
cionado anteriormente, a dinamica para pequenos comprimentos de ondas conduz o

sistema rapidamente ao equilibrio com uma invariancia na escala local.

4.3.1 Conexao entre o modelo de corrosao e a equacao KPZ

Considerando os argumentos (I) e (II) da fungdo P(n) a equacdo (4.3) pode
ser escrita na seguinte forma diferencial
_ Ohy

hy(t 4+ At) = hy(t) = SLAL = wy - - Pn)At. (4.5)

Onde wy € a frequéncia que descreve o processo de crescimento estocdstico. Apesar
da escolha do sitio ¢ iremos focar nas mudangas que ocorrem no sitio vizinho 7.
No limite continuo podemos escrever as variaveis discretas em variaveis continuas
j—= T 0= T+ gji, onde 5_;1 = —5;]- é o vetor que conecta ¢ com seus vizinhos j e
desta forma descrever as alturas dos sitios também na forma continua h;(t) — h(Z,t)

-

e hi(t) = h(Z + d;,t). Expadindo em série de Taylor h em torno de ¥ e P(n) em
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torno de n = 0T, de forma a manter a regra (2) do modelo de corrosao e mantendo
os termos de segunda ordem da diferenca das alturas e o termo de primeira ordem

da fungao P(n)

onde
- -~ 1= .
n=h; —h; = Vh(Z,t)-0; + §V2h(f, £)(6;:)°.
Introduzindo a equagao (4.6) na equagao (4.5) e substituindo 7 podemos reescrever

(4.5) e obter a equagao continua
oh;  h(Z,t)
ot ot

Adicionando esta equagdo a equagdo (4.1) e somando sobre todos os N, vizinhos

= Cy [Vh- 8| + Gy [V2h+ (F0)2] (5502, (4.7)

préximos do sistema podemos obter para uma rede perfeital

onde a é o comprimento unitario da rede e d é a dimensao do sistema.
Logo, podemos comparar com a equagao KPZ (3.1) e estabelecer as seguin-
tes relagoes para o parametro da tensao superficial v e para o parametro nao-linear

A, respectivamente

v=""22pw) = ZP(0) (4.8)

1Caso tenhamos uma rede com defeito o termo VA ndo garante a simetria de ¥ — —&, contudo

uma simples transformacao de coordenada elimina esta assimetria.
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4P( = 0%)
dn '

Onde nestas expansoes os termos de ordem altas sao desprezados ja que no limite de

grandes comprimentos de onda estes termos nao afetam a dinamica de crescimento.

Entao, encontramos uma relacao dos parametros v e A com a probabilidade
da diferenca das alturas P(n). Apartir deste resultado fica claro que esses parametros
nao sao fenomenologicos conforme definido inicialmente por Kardar et al [41], mas
podemos obté-los diretamente a partir de P(n) e das regras do autémato celular.
Como nao temos uma expressao exata para P(7) nos resta estudar suas propriedades.

Uma solucao seria uma aproximacao polinomial, onde uma funcao continua

P(n) para n pequeno pode ser escrito como

P(n) = g(n) = Z A (4.10)

Cujo termo nao-linear de KPZ obtido da equacao (4.9) seria A = 2 -d - A;. Consi-

derando X' o termo nao linear conectado com a fungao P(7/), i.e., = b*n, temos

dP(n’ =07 dP(n = 0"
—<n 0 ) = 2dw0 . Al = 2dw0—(n 0 )

N =2d
o dn’ dn

=\ (4.11)

Da equagao (4.11) temos que caso P(n) seja dado por um polinémio g(n),
entdo A’ = A, ou seja, esse termo seria invariante sobre a transformacao. A in-
variancia do termo A forneceria uma validacao da Invariancia de Galileu. Note que
P(0) é invariante e consequentemente v também ¢ invariante. Como derivadas de
altas ordens nao estao na estrutura de KPZ logo nao focamos neste trabalho.

Supondo um polindémio de grau /N, onde N seja o niimero de pontos da figura
(4.3(b)) onde o polinémio iria passar dado pela equagao (4.10), o termo nao-linear
seria dado por A = 2dA;. Considerando que P(m) = g(m) com m = 0,1,2,..N
temos um sistema que nos permite obter os valores dos coeficientes do polinomio
A;, mais especificamente o termo A; e desta forma obtemos A. Contudo vemos na

figura (4.5) que os valores de A oscilam e ndo permite obter um valor correto.
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FiGURA 4.5: Termo nao-linear A em funcao do nimero de pontos N considerando

uma aproximacao polinomial.

Desta forma, para obter a P(n) para o modelo de corrosao, a aproximagao
polinomial (4.10) ndo se mostra uma solu¢ao adequada pois ndo nos permite obter
uma expressao para A . Considerando a figura (4.6) podemos ver que para o caso
N = 10 o polinomio passa pelos primeiros 10 pontos, contudo o valor maximo deste

polinomio nao coincide o ponto P(n = 1) que corresponde ao estado mais provével.

® P(n)
— fin)

F1GURA 4.6: P(n) para o modelo de corrosao e a funcao f(n) para N = 10.

Entao na tabela (4.3.1) temos os valores de A para d = 1 e d = 2 onde
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podemos ver que os valores diferem da literatura [65], onde para d = 2 temos

A= 2.147(4).

N [ Md=1) | ANd=2)
2 | 0.10 0.2
3| 028 1.12
4] 113 2.25
5 1.74 3.48
6 | 238 4.76
7| 30 6.0
8 | 3.70 7.41
0| 219 8.75
10| 5.06 10.1

TABELA 4.2: Valores de A considerando P(7n) um polinémio de grau N = 2,..10 para

d=1,2

Outro resultado importante deste trabalho estd na equagao (4.9) que conecta
o termo A com a derivada de P(n) para o modelo de corrosao (Etching Model).
Quando estudamos um modelo de crescimento temos como um dos objetivos de
obter os expoentes de escala e determinar a classe de universalidade. Contudo, em
muitas situacoes obter esses expoentes é uma tarefa dificil devido aos efeitos de
tamanho finito, que podem ser relevantes e nao conseguimos supera-los utilizando a
simulagoes.

Podemos citar para o caso de estudarmos modelos em 141 dimensao onde

queremos calcular o expoente de rugosidade «, que seja para KPZ ou EW, temos o
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mesmo valor de o = 1/2. Entao, um método para determinar a classe de universa-
lidade é determinar o termo nao-linear A [66, 67, 68, 69]. Logo, ao obter a curva de
P(n) e assim sua derivada sendo nao-nula, podemos concluir que o termo A é dife-
rente de zero e o modelo em estudo corresponde a classe de KPZ, caso contrario, a
derivada se anule no ponto n = 0" entao a equacao de crescimento apresenta apenas
o termo linear que corresponde aos modelos da classe de EW. Podemos observar

este caso para uma deposigao aleatdria com relaxacao superficial (DARS).

4.3.2 P(n) para DARS

Obter P(n,t) ndo é uma tarefa facil, como exemplo simples determinamos
P(n,t) para sistemas que nao apresentam crescimento lateral (A = 0), tais como
a deposicao aleatdria com relaxagao superficial (DARS) que pertence a classe de
Edwards-Wilkinson, ou para qualquer distribuicao independente. Considere que no
sitio ¢ temos a distribui¢do f(h,t) e para seus vizinhos j temos f(h+mn,t), e que s@o
independentes, entao P(n,t) pode ser definido como

P(n,t) = - f(h,t)f(h+mn,t)dh, (4.12)

—00

isso implica a soma de todas as probabilidades.
A derivada da equagao (4.12) temos
dP(n,t) _ [T df (h,t)

. _ 1 2|400 __
==/ flht)y==dh = S f(R)*[ 73 = 0 (4.13)

e onde a partir da equagao (4.9), encontramos A = 0, como esperado para qualquer
distribuigao nao-correlacionada como conhecido nos modelos DARS e EW e portanto
a prova ¢ exata.

Na figura (4.7) apresentamos as fungoes de distribuigdo de probabilidade
para o modelo DARS: em (a), P(n) como fungao de n e em (b), f(h) como a funcao

de h. As simulagoes foram feitas com L = 200 para 1+ 1 dimensao, com uma média
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FIGURA 4.7: As fungdes de distribuigao de probabilidade para DARS. (a) P(n) como

funcao de n; (b) f(h,t) como funcao de h = h; — (h).

de 4 x 10° simulagoes. Considerando as condigoes iniciais P(0) =1 e P(n # 0) =0,
nés obtemos f(h) e P(n) independentemente.

Depois de algum tempo, nds vemos a evolucao de ambas as curvas como uma
distribuicao Gaussiana. Para um tempo especifico, e.g., ¢ = 500 ndés obtemos um
desvio quadratico médio o, = 31.173(3) e o5, = 21.941(3). Além disso, computamos
o fator nao-gaussiano e a assimetria que sao nulos. Note que se introduzimos uma
fungao Gaussiana f(h) na equagdo (4.12) obtemos uma fungao Gaussiana para P(n)
com o, = /204, em acordo com os dados ntimericos (o, /0;)% = 2.018(9).

Para o modelo de corrosao, RSOS, SS nao ha uma distribuicao exata para
P(n). Entao precisamos de uma extensao da equagao (4.12) para uma forma mais

geral
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—+00 “+o00 —+o00
Ponty= [ an [ o [ aesui o ene, (@)

—c0 %
onde k(h, R t,t") é uma kernel nao-local. Este é o problema geral da convolugao
em uma rede [70, 71]. Para modelos de crescimento que apresentam uma distri-
buicao nao-correlacionada logo k(h, ', t,t") = 6(h—h')d(t—1') retornamos a equagao
(4.12). Uma informagao importante é que a integral (4.14) é invariante sobre a trans-
formacao h < ', k(h, k' t,t') = k(I ,h,t,t') como também pela transformagao
t <> t', entdo k(h,h' t,t") = k(h,h,t',t). Para o modelo de corrosao P(n,t) é uma
fungao que estabiliza muito rapido, mais rdpido que f(h,t), entao o kernel deve ser
peculiar e refletir todas as possibilidades. Nao sabemos como é k e nao temos um
procedimento para obté-lo. Devemos apenas pontuar aqui que nao é uma tarefa

facil obter P(n,t) mesmo se tivermos f(h,t).

4.4 Expoente da rugosidade o

A equacao de Edwards-Wilkinson é a forma linear da equacao de KPZ,

entdo a equagao (2.16) para 141 dimensao pode ser integrada e produzir a solugao

w(t) = wear[l — exp(—0) + Vro(1 — er f(V6))]Y2. (4.15)

Aqui o tempo é dado em unidades do tempo de saturacdo tg,; com 0 = t/ts; € a

rugosidade de saturacao é dada por

Weqr = VDL, (4.16)

com b =

-—- Krug et al [20, 72] obtiveram uma expressao similar para o modelo
v

SS em uma dimensiao com

A

b= —,
12

(4.17)
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onde
D

:5‘

A (4.18)

O parametro A é associado com a velocidade de interface [20, 72, 73] e
também determina a amplitude da rugosidade de saturacao ws,; dada pela equacao
(4.16). Para o modelo de corrosao utilizando a equacdo (4.8) e a equagao (4.18)
obtemos para o parametro A = 1/P(0), onde na tabela (4.4) temos os valores para
d=1,2,3,4,5,6 onde podemos ver que para d = 2 o valor de A concorda com o

valor encontrado por Carrasco et al [65] de A = 3.629(9).

d 1 2 3 4 ) 6

P(0)[57] | 0.411(3) | 0.276(2) | 0.188(1) | 0.14(1) | 0.108(2) | 0.069(9)

A 2.43(4) | 3.62(3) | 5.32(1) | 7(1) | 9.26(3) | 14.5(1)

TABELA 4.3: Valores do parametro A para o modelo de corrosao.

Nés propomos generalizar a equagao (4.16) para todas as dimensodes

Wsat = (bL)a’ (419)

onde para o modelo de corrosao

b= (12P(0))Y, (4.20)

Onde utilizamos nesse ultimo passo as equagoes (4.2) e (4.8) do modelo de corrosao
e a equagao (4.17).

Entao a partir das equagoes (4.19)-(4.20) e da curva da rugosidade de sa-
turacao com o tamanho do sistema w,,; X L obtém-se os valores de bedea. Contudo,
um ajuste pode ficar mais preciso se um dos parametros ja esta fixado. A equagao
(4.20) mostra uma relacio entre o parametro b e o valor de P(0), que ja é conhecido
para o modelo de corrosao e através do ajuste da equacao (4.19) obtemos o expoente

da rugosidade a com mais precisao.
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d 1 2 3 4 5 6

al51] 1/2 | 0.369(8) | 0.280(7) | 0.205(3) | 0.154(2) | 0.117(1)

a[74] 12 | 0.395(5) | 0.29(1) | 0.245(5) | 0.22(1)

@ 1/2 | 0.382(7) | 0.285(9) | 0.225(4) | 0.187(6) | 0.117(1)

P(0)[57] | 0.411(3) | 0.276(3) | 0.188(1) | 0.14(1) | 0.108(2) | 0.069(9)

& | 0.5031(4) | 0.382(2) | 0.280(2) | 0.211(1) | 0.159(9) | 0.111(1)

a[75] 1/2 0.38196 | 0.26795 | 0.20871 | 0.17157 | 0.0.14590

TABELA 4.4: Valores do expoente da rugosidade: Primeira linha para o modelo de

corrosao [51]; Segunda linha para o modelo d-mer [74]; Terceira linha o valor médio

das duas primeiras linhas; Quarta linha o valor de P(0) do modelo de corrosao [57];

Quinta linha o valor de a determinado pelas equagoes (4.19) e (4.20); Sexta linha o

valor de a proposto por Gomes-Filho, Oliveira e Penna para a classe KPZ.

Na tabela (4.4) mostramos alguns dos valores de a e P(0) como fungao
da dimensao d. Na primeira linha temos os valores de « obtidos por Rodrigues
et al [51] para o modelo de corrosao, na segunda linha os valores de Odor et al
[74] para o modelo d-mer. Ambos os modelos pertencem a classe de universalidade
KPZ, consequentemente, o valor médio @ que esta exibido na terceira linha. No
nosso trabalho para o modelo de corrosao [57] obtemos o valor de P(0) que esté
na quarta linha, entdo a partir da equagao (4.20) obtemos o valor de b que ao ser
introduzido na equagao (4.19) obtemos o valor do expoente & que estd na quinta
linha. Naturalmente, todos os métodos discutidos estao sujeitos a erros e a efeitos de
tamanhos finitos. Entretanto, pelo que expusemos aqui, acreditamos que & é nossa
melhor proposta. Por exemplo &(1) possui um erro de 0.6% em relacao ao valor
exato de 1/2; enquanto @(2) = 0.382(2) esta perto do melhor resultado nimerico

disponivel na literatura o = 0.3869(4) [76] e os valores av = 0.383(8) [53], & = 0.381
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[77] para o modelo de corrosdo. Para altas dimensdes d > 2, como esperado, o0s
valores encontrados na literatura nao sao precisos.
Finalmente vamos comparar nossos resultados com os valores propostos

recentemente por Gomes-Filho, Oliveira e Penna [75]
_d+1-A
= > ,
onde A = /(d+ 1)? — 4. Esses valores sao exibidos na sexta linha. Observe que os

a (4.21)

valores simulados na quinta linha sao proximos para d = 2, mas tornam-se imprecisos
quando d aumenta como esperado.

Na figura (4.8) plotamos wg,; como fungao de L* para o modelo de corrosao
em d + 1 dimensoes. Os pontos sao da simulacao e a linha é do ajuste, i.e., wsy =
(Z;L)a. (a) wgqr como fungao de L%; (b) mostramos Wsyy = Wgat/ b* versus L%, todos os
pontos coincidem em uma linha. Entao é importante destacar que varios métodos
desenvolvidos fornecem diversos resultados que concordam entre si, mostrando a

eficacia do método desenvolvido neste trabalho.

30 102 .
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L
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*
]
10 e 1 ° e 1d
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* 3d * * 3d
5 v 4d w v 4d
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(a) (b)
FIGURA 4.8: wge: como fungao de LY para o modelo de corrosao de d + 1 dimensdes;
(a) Aqui a inclinagao de a fornece a probabilidade P(0);(b) Aqui Wset = Wsar/ b como

funcédo de L%, neste caso todos os dados se cruzam em uma unica linha



Capitulo 5

Modelo de corrosao e o Modelo SS

No capitulo anterior demonstramos que no limite continuo o modelo de
corrosao produz a equacao de KPZ em um espago de dimensao d + 1 [57]. Neste
capitulo iremos demonstrar que o mesmo método pode ser aplicado ao modelo SS

(Single-Step model) levando a mesma equacao de KPZ ja descrita na literatura.

5.1 O modelo SS

O modelo Single-Step (SS) ganhou grande importancia ao logo dos ultimos
anos [20, 21, 72, 73, 78]: primeiro porque provou ser um modelo KPZ. Segundo,
devido a sua conexao com outros modelos, tais como o processo de exclusao simples
assimétrica [78], o modelo six-vertex [21, 79, 80] e ao modelo Ising cinético [21, 81].
O modelo SS é definido de tal maneira que a diferenca de altura entre dois vizinhos
n = h;—h; é apenas n = £1. Consequentemente ¢ facil associd-lo ao modelo de Ising.
Considerando um hipercubo de tamanho L e volume V = L¢. Nés selecionamos um

sitio ¢, comparamos sua altura com a de seus vizinhos e aplicamos as regras:
1. Em um instante de tempo escolhemos aleatériamente um sitio ¢ € V.
2. Se h;(t) é um minimo local, entao h;(t + At) = h;(t) + 2, com probabilidade p.
3. Se h;(t) é um maximo local, entao h;(t + At) = h;(t) — 2, com probabilidade

48
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Onde p+q=1.

Na figura (5.1) apresentamos a evolugao temporal da rugosidade para o
modelo SS em 2+1 dimensoes para diferentes tamanhos de sistema, em escala loga-
ritmica, em (a) apresentamos w(t) para diferentes valores de L, podemos observar
que inicialmente a rugosidade cresce com o tempo e entao ela satura, tal como foi
mostrado na figura (2.4) muito comum na aréa de dindmica de crescimento. Em
(b) os dados foram rescalonados segundo a relacao de Family-Vicsek (2.7) e obser-
vamos que todas as curvas se encontram. Dessa simulagao obtivemos os seguintes
valores para os expoentes de escala do modelo SS em 2+1 dimensdes a = 0.401(5),
f = 0.26(1) e z = 1.55(3) que concordam com o trabalho de Meakin et al [21]
sobre o modelo SS, além de serem préximos dos valores para o modelo de corrosao
(Etching Model) para 2+1 dimensao [53] mostrando que ambos os modelos pos-
suem expoentes de escala com valores préximos e confirmando que ambos pertencem
a classe KPZ [82, 83]. Ademais confirmagos a relagdo de escala para o modelo SS
z = a/f = 1.54(8) e também a Invariancia de Galileu a + z = 1.95(4) cujo valor se

aproxima do apresentado na equacgao (3.9).
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FIGURA 5.1: Evolugdo temporal da rugosidade w(t) para o modelo SS em 2+1 di-
mensoes com p = 0.90; (a) a evolucao temporal da rugosidade para diferentes tama-

nhos do sistema; (b) apresentamos dos dados escalonados w(t)/wset X t/tsat

5.1.1 A conexao entre o modelo de corrosao e o modelo SS

Nesta etapa iremos aplicar o mesmo processo usado para obter a equagao
KPZ do modelo de corrosao [57] para obter a equacao KPZ do modelo SS. Primei-

ramente, considerando a regra 1 nés temos

oh _
ot

onde £(Z,t) é um ruido que satisfaz as relagoes (2.12) e (2.13). Agora precisamos

£(Z,t), (5.1)

obter P(n) para o modelo SS onde a diferenga de altura entre dois vizinhos é
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n= h]’ — hi, (52)

é apenas igual a n = +1. Assim, as regras 2 e 3 podem ser reescritas na forma

hi(t+ At) = hi(t) + 20P (1), (5.3)

cuja a probabilidade de diferenca da altura é dada exatamente por

POn) = 5lp+a+np ). (5.4

Desta forma podemos ver pela equagao (5.4) que P(1) = p, correspondendo ao
minimo local, e P(—1) = ¢, corresponde ao maximo local. Desta forma, podemos
entender que a transi¢ao (5.3) adiciona o termo 27 ao sitio i com uma probabilidade
P(n).

Agora representando o sitio ¢ pelo vetor ¥ e seu vizinho j pelo vetor & + 5 ,
com |<§ | = a, onde a é o espacamento de rede tal que a < L, podemos reescrever a

equagao (5.2) como

n=h;—h;=hZ+0,t) —hZ,t) =6 -Vh+—= V(T )+ (5.5)

Introduzindo a equagdo (5.5) e equagao (5.4) dentro da equagao (5.3) e

mantendo apenas os termos de segunda ordem nés obtemos

Ah = hy(t + At) — hi(t) = 6 - Vh(Z,1) + %6%@, £+ M [%(f, t)] * . (56)

Percorrendo toda a rede o termo linear § se cancela. Dividindo por At e adicionando

o termo (5.1) obtemos a equagao de KPZ (3.1) com
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A =wo(p—9q), (5.8)
onde utilizamos a = 1 e D é dado por (4.2). Os valores v e D nao sao definidos
na literatura, diferente do termo nao-linear A que esta de acordo com os resultados
para o modelo SS em 1+1 dimensao [73, 79]. Note que muitos destes autores utili-
zam parametros adimensionais, portanto a frequéncia wy = 1/At ndo aparece. De
qualquer forma, multiplicando todos os parametros D, A e v pela mesma constante
wp nao afetard a constante de acoplamento g definido na equagao (3.7), portanto a
Fisica nao é alterada. Ao comparar v e A do modelo de corrosao dados nas equacoes
(4.8) e (4.9), respectivamente, com os valores dados em (5.7) e (5.8) vemos que ha
a diferenca de um fator de 2d, esta diferenca se deve que o modelo SS nao atua 2d
vezes, mMas apenas uma vez.

Ademais, a partir das equagoes (4.2), (4.18) e (5.7) obtemos o parametro A
associado ao modelo SS na forma A = d. Para 141 dimensao A = 1 e é independente
das probabilidades p e ¢ concordando com as previsoes tedricas e com as simulagoes
de Daryaei [73]. Contudo para d = 2 ha uma dependéncia explicita em p, em
desacordo com nossos resultados, mesmo assim o seu valor limite A — A* = 6/7 é
préximo do nosso valor de A = 2.

Outra diferenca importante entre o modelo corrosao e o modelo de SS esta
no parametro A onde no primeiro ele é fixo enquanto no segundo ele muda de acordo
com as probabilidades p e ¢, desta forma ao variar o termo nao-linear o modelo SS
tem a propriedade de transitar entre a classe EW (p = ¢) e a classe de KPZ. Assim
o modelo SS constitui um modelo 1til para estudar ambas as classes. Contudo
apesar destas diferencas entre os modelos, a equacao (5.8), que concorda com o0s
trabalhos publicados [73], foi obtido apartir de um método desenvolvido para o
modelo corrosao, que fortalece a conexao entre os modelos e a universalidade do
método, além disso obtivemos os parametros D e v.

Na figura (5.2) usamos o modelo SS para observar a evolucao de P(n,t)

para um sistema de 2+1 dimensoes. A curva superior n = 1 e a curva inferior
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n = —1. Usamos um intervalo de tempo At = 1/L? e condigoes iniciais h; ;(t =
0) = (1+(—=1)"")/2, com condigoes de contorno periodicas L. Escolhemos L = 256
ep=0.6. E facil ver no grafico que a funcao se estabiliza em uma unidade de tempo
mostrando que durante todo o processo P(n,t) = P(n) é estével e independente do

tempo.
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FI1GURA 5.2: P(n) como funcao do tempo para o modelo SS em 2 + 1 dimensoes; O
P(n) sao obtidos utilizando as definigdes do modelo de corrosao e as regras do modelo
SS. Para a rede quadrada foi utilizado L = 256, p = 0.6 e um intervalo de tempo
At = 1/L?, sobre uma média de 40 experimentos. A curva de cima P(1) e a curva de
baixo P(—1). Exceto pelos efeitos de flutuacao esperado eles concordam que P(1) = p

eP(-1)=q=1-p
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Embora seja geralmente aceito que o modelo SS pertence a classe KPZ
quando p # 0.50 e pertence a classe EW quando p = 0.5, a probabilidade de
transicao entre as classes de universalidade ainda nao esta fixada. Alguns autores
pontuam a existéncia de uma probabilidade critica p. que define a transicao do
modelo SS entre KPZ e EW. Nos acreditamos que esta instabilidade é a mesma
pontuada por Dasgupta e Sarma [60, 84, 85] na solugdo numérica da equacdo de
KPZ. Novamente uma vez que nossos parametros D, v e A sao fixos para uma dada
dimensao d nao encontramos esta instabilidade no modelo de corrosao para uma
dimensao de até 6+1 [57].

Em resumo, nés apresentamos algumas similaridades entre o modelo de
corrosao e o modelo SS. O modelo SS tem a vantagem de ser facilmente modulado
entre classe KPZ e EW ao variar a probabilidade p que inspiraram pesquisas recentes
[21, 73, 86]. O modelo de corrosdo tem a vantagem de ser mais estdvel exigindo
menos tempo de simulagao, um fator de 2.4, nés obtemos w(t) e os expoentes de
escala com melhor precisao. E também temos um novo método para obter o expoente

« para o modelo de corrosao.
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Conclusao

O estudo da dinamica de crescimento, aliado aos modelos discretos, as si-
mulacoes computacionais, os experimentos e as equagoes continuas estocasticas for-
necem as ferramentas necessarias para analisar um vasto numero de sistemas re-
ais onde observamos o crescimento de superfices, e em alguns casos a saturagao
deste crescimento. A aplicacao pratica da dinamica do crescimento é bem vasta
[42, 87, 88, 89, 90] e ainda possui um grande interesse do campo da Fisica Es-
tatistica.

Neste trabalho mostramos que definindo uma funcao de distribuicao de
probabilidade das diferenga das alturas P(n) para o modelo de corrosao (Etching
Model) no limite continuo obtemos a equagao KPZ, e consequentemente obtemos
os parametros v e A em termos de P(n). Entado a partir de P(n) e das regras do
automato celular podemos definir esses parametros e a presenca desse termo nao-
linear nos fornece mais um método para identificar a classe de universalidade do
modelo de crescimento.

Mostramos que o trabalho desenvolvido [57] utilizado para encontrar os
parametros do modelo de corrosao podem ser utilizados para o modelo SS em 1+1
dimensao. Pode parecer trivial considerando que ambos pertencem a mesma classe
de universalidade, entretanto, deve-se considerar as diferencas entre eles, i.e., que

mesmo pertencendo a classe KPZ ainda sao modelos diferentes. Nés propomos uma

25
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probabilidade P(n) exata para o modelo SS e obtivemos a equagdo de KPZ e os
parametros D, v e A. Obtivemos também analiticamente o parametro A = D/2v
para o modelo de corrosao apresentado na tabela (4.4) e o modelo SS. Este parametro
estd relacionado com a velocidade de crescimento da interface e corresponde a am-
plitude da rugosidade de saturacao.

Outro ponto importante é que A é diretamente conectado com a curva wgg,
versus L%, uma das mais importante relagoes da dinamica de crescimento. De fato,
ao introduzir P(0) na relagdo (4.19) obtivemos o valor do expoente a com bons
resultados. Este fato nos mostra a importancia da probabilidade P(n). O estudo
dessas conexoes reforca nosso entendimento da universalidade de KPZ, levando-nos
a conclusoes ainda mais gerais sobre seu comportamento.

E para finalizar esperamos que uma solugdo analitica para P(n) seria mais
simples que uma solugao para a distribuigdo das alturas f(h,t), pois esta depende
do tempo [44, 45, 46, 47, 91]. O método deste trabalho reforca que o modelo de
corrosao (Etching Model), que tem sido estudado nos tltimos anos, se apresenta
como um modelo de crescimento que permite estudar a classe KPZ ao estabelecer a
relacao dos parametros com uma distribuicao das diferencas das alturas.

Contudo nao temos uma forma para P(n), ja que a aproximagcao polinomial
se mostra eficaz sobre uma transformacao de escala, mas nao permite encontrar o
valor de X\. Entao como perspectiva deste método focaremos em determinar esta
funcdo P(n) e desta forma conectar mais ainda a ainda o modelo de corrosio a
equacao KPZ e como resultado muito importante seria encontrar uma prova defini-
tiva da Invariancia de Galileu. Desta forma, para d = 1 serd nosso ponto de partida
e a busca por tal solucao é uma questao Fisica-Matematica muito promissora nos

estudos da dinamica de crescimentos e da classe de universalidade KPZ.
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