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Resumo

O Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral(TEGR) é uma teoria
alternativa a Relatividade Geral que tem como base a descricao do espago
por um campo de tetradas que descrevem as varidveis dinamicas do sistema.
Baseado nisso, esse trabalho utiliza essa teoria para obtencao de uma ex-
pressao discreta para a energia de um Buraco Negro Regular. Para isso, é
utilizada uma representacao para as variaveis quanticas do nosso sistema.
Para a obtencao dos célculos, serd usado o programa Wolfram Cloud por
sua disponibilizacao gratuita. Verificaremos que uma resposta discreta é en-
contrada em uma representacao, que apresenta uma energia com picos em
algumas regioes, nos dando a indicagao de que uma distribuigao discreta pode
ser encontrada.



Abstract

The Teleparallel Equivalent of General Relativity is an alternative of General
Relativity based on the description of space with a field of tetrads that des-
cribe the dynamics variables of the system. Based in that, this dissertation
use this theory for obtain a discrete expression for the energy of the regular
black hole. for that, is used a representation for the quantum variables of
our system. For the acquisition of the calculations, is used the program Wol-
fram Cloud for the free disponibilization. We check that a discrete answer
is found in one representation, that present an energy with peak in some
regions, what gives us a indication of a discrete distribution can be found.
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Capitulo 1

Introducao

Atualmente um dos problemas mais pesquisados na fisica teorica é a con-
ciliagao da Relatividade Geral com a Mecanica Quantica. Uma tentantiva
que podemos citar é a teoria das cordas [1, 2|, sem comprovagao por expe-
rimentos. Essa conciliacao é importante devido ao interesse dos fisicos por
uma teoria de tudo, como uma tinica teoria fisica, simples e elegante que des-
creveria todos os campos da natureza. Trés das quatro forcas fundamentais,
Forca Nuclear Forte, Fraca e Eletromagnetismo ja estao unificadas na Teoria
Quantica de Campos (TQC), sendo a Gravidade a tGnica que ainda ndo tem
uma teoria quantica aceita pela comunidade cientifica. Um dos fatores que
levam a essa incompatibilidade é a auséncia de um formalismo Hamiltoniano
bem definido no contexto da Relatividade Geral, levando a problemas na de-
finicao fisica de conceitos como a energia e momento angular gravitacionais.

A ideia de uma relagao entre a teoria do eletromagnetismo e a gravitacao
comecou a ser pensada depois de observada a semelhanca entre a teoria de
Coulumb e Newton em suas equacoes para a forca elétrica e gravitacional.
A partir dai outros trabalhos surgiram no sentido de analisar melhor as re-
lagoes entre as duas teorias como o trabalho de Maxwell[3] em que tenta
escrever uma relacao para a gravidade andloga ao eletromagnetismo. Outro
trabalho feito por Hozmiiller[4] e Tisserand|5] tem a ideia de analisar uma
suposta forca magnética adicional na gravidade exercida pelo sol, que ex-
plicaria o periélio de mercario. Mais um importante trabalho feito é o de
Weyl, quando escreve as equacoes tentando descrever a gravidade e o ele-
tromagnetismo em um unico sistemal|6]. No sentido da Relatividade Geral a
teoria do gravitoeletromagnetismo foi usada para a descricao do espaco em
tetradas e mais uma vez, unificar as duas teorias. As tetradas sao vetores
linearmente independentes que obedecem uma relacao de ortonormalidade e
também fazem a relacao entre o espago fisico e o espago tangente. Depois
disso, muitos trabalhos ja foram feitos em relacdao a essa teoria no intuito
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de descobrir mais caracteristicas |7, 8, 9, 10]. Observando esses fatores, foi
desenvolvido uma nova teoria, que engloba mais conceitos que a Relatividade
Geral mas equivalente, no sentido de podermos obter os mesmos resultados
em ambas as teorias.

O TERG (Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral) nao foi muito
valorizado até o ano de 1950 quando outros cientistas comecaram a traba-
lhar em cima dessas ideias para consolidar mais a teoria e estudar mais seus
principios e seus efeitos fisicos. O artigo de revisao [11] pode nos dar uma
boa ideia do que j4 foi feito para o entendimento da teoria e seus principios
fisicos. Esse entendimento mais profundo da teoria é importante uma vez que
temos os mesmos ganhos da Relatividade Geral, pela equivaléncia entre as
duas teorias com o ganho do formalismo hamiltoniano bem definido. Outros
trabalhos importantes feitos no caminho da quantizacao sao a quantizacao
da relacdo carga massa [12|, a quantiza¢do do momento angular gravitacio-
nal de um Buraco Negro [13] e o processo de quantizagdo do espago-tempo
de Schwarschild [14]. Entretanto, o caminho para termos uma teoria com-
pleta da gravidade quantizada ainda ¢é longo e esse trabalho visa auxiliar na
medida que tenta realizar uma quantizacao em mais um regime ainda nao
testado, sendo esse a quantizacao da energia de uma classe de buracos negros
diferente dos comuns, chamados de buracos negros regulares.

O primeiro trabalho que se tem noticia que deu uma direcao a esse tipo
de solucao foi feita em 1965 por Sakharov [15]. Nesse artigo foi discutido a
fisica de um aglomerado no inicio do universo e um dos resultados foi que
nao tinhamos uma divergéncia na energia no centro desse aglomerado se este
fosse descrito por um espago com uma equacao de estado onde p = —p, sendo
p é a pressao do aglomerado e p é a densidade de energia da matéria presente.
Como sabemos, essa é a equacao de estado para o Espaco-Tempo de de Sit-
ter. Pouco tempo apoés esse artigo, Bardeen consegue escrever uma métrica
onde a singularidade estava ausente [16]. Esse procedimento é importante
uma vez que nao temos nenhuma teoria fisica, atualmente, que nos descreva
fisicamente o que acontece além do horizonte de eventos ou no ponto de sin-
gularidade. Ha dois tipos de singularidade, o tipo matematico, que pode ser
retirada por mudanca de coordenadas, e a fisica, que nao tem essa propri-
edade. Retiramos essa dificuldade interpretando a massa do buraco negro
como algo espalhado em toda a extensao o buraco negro. Matematicamente,
isso é feito por nao considerar uma massa constante M mas dependente da
distancia M (r) [17]. Outro ponto importante a se considerar é que, na defi-
nicao de um 3 buraco negro regular existe apenas o horizonte de eventos, nao
precisando ter uma singularidade. Com essas condigoes é possivel criar um
buraco negro sem as complicacoes de ter uma parte nao descrita pela fisica
atual e serd usado no presente trabalho.



Quanto a organizacao desse trabalho, no capitulo 2 teremos uma revisao
sobre os principais aspectos sobre a Relatividade Geral, bem como a dedu-
cao de sua equacao de campo a partir de conceitos fundamentais da teoria,
bem como os principais testes onde a teoria foi comprovada, como o periélio
de mercurio e a curvatura da luz. No capitulo 3 é feito o desenvolvimento
do TERG, introduzindo o que é, sua relacao com a Relatividade Geral e
como encontramos a energia gravitacional. No capitulo 4, serd desenvolvido
a quantizacao com foco nas duas técnicas mais conhecidas pela comunidade
cientifica e por fim, no capitulo 5 sera feita a quantizagao do buraco negro re-
gular com a demonstragao dos calculos e resultados, bem como sua discussao
e interpretacao fisica.

Nesse trabalho serd usada a notagao em que os indices do espago-tempo
v, ... e SO(3,1) a,b, ... vio de 0 a 3. Indices do espaco-tempo sio indicados
de acordo com p = 0,7 enquanto os indices representantes do campo de tetra-
das a = (0), (¢). O campo de tetrada é representado por e®,, e o tensor mé-
trico de Minkowski pode ser escrito como 1., = eqep g™’ = (—1,+1,+1,+1).
O determinante do campo de tetradas é e = det(e” ,) e usamos as constantes
G=c=1.



Capitulo 2

Relatividade Geral

Como dito na introducao, a Relatividade Geral comegou no ano de 1915,
dez anos depois da publicacao do artigo que popularizou o que viria a ser
chamado de Relatividade Restrita [18], que trata da fisica de referenciais
inerciais sem a presenca da gravidade. J& na Relatividade Geral, o objetivo
é definir a fisica de referenciais acelerados.

Para se entender a teoria precisamos definir uma variedade que é um es-
paco topologico em que na vizinhanca de cada ponto temos uma semelhanca
local com o espaco euclidiano. Através dessa ideia, podemos descrever es-
pacos mais abrangentes que o espaco euclidiano e inclusive de maiores di-
mensoes que as trés usuais. Em cada ponto dessa variedade, definimos um
espaco tangente a esse ponto com as propriedades usuais de um espaco ve-
torial e nesse espaco vetorial, estabelecemos nossos vetores. Uma vez feito
isso determinamos os espacos cotangentes, que sao os espacos duais, podendo
determinar os vetores cotangentes. O que chamamos de vetores e covetores
sao os vetores chamados de covariantes e contravariantes, que sao a generali-
zagao dos vetores usuais, nao tendo mais a necessidade de serem ortogonais
entre si, no caso geral.

Como temos um espago curvo, que pode ter variadas formas, nossa ma-
temaética usual ja nao tem validade. Assim, precisamos de outra forma para
medir distancias, por exemplo, e formas para mensurar nossos vetores, que
podem nao ser ortogonais, ou seja, formar um angulo reto entre si. Dessa
forma, para medir a distancia em espacos curvos usamos o elemento de linha,
que pode ser representado por ds?, pela equacao

ds® = Gudrtdx”, (2.1)

sendo essa quantidade responsavel por mensurar o moédulo e sentido dos
vetores considerados, onde utilizamos a notagao de Einstein, que serd usada
em todo o trabalho a nao ser que seja expresso o contrario, de forma que



g representa o tensor métrico, a matriz de elementos que representa o
espaco considerado e como ele se comporta e dx* os vetores infinitesimais
que representam o espaco considerado, sendo um tensor definido como um
mapa multilinear, sendo isso um mapa que é linear em cada uma de suas
variaveis.

Uma das propriedades do tensor métrico é realizar o levantamento e abai-
xamento de indices nas componentes dos vetores ou tensores segundo

Vu = g;wvy; (2'2)
V# =4¢"'V,, (2.3)

onde V, é a componente covariante do vetor V, V# a componente contrava-
riante do vetor V e g"” o tensor métrico inverso.

Agora considerando a forma como um vetor usual pode ser escrito, pode-
mos ter qualquer uma das bases, desde que seja usado os vetores correspon-
dentes, de forma que

V =y,el, (2.4)

de forma que v, sao as componentes covariantes do vetor considerado e e* as
componentes contravariantes da base. O mesmo vetor pode ser escrito como

V =le,, (2.5)

de maneira que v* sao as componentes contravariantes e e, as componentes
covariantes da base.

Definidos os vetores, temos um ponto importante a ser considerado. Um
vetor s6 pode ser trabalhado no ponto onde foi definido e uma vez que a
derivada requer pontos diferentes, temos uma impossibilidade. Para resolver,
temos a conexao entre a derivada parcial, definida como usual no célculo
diferencial e a derivada covariante, um tipo de derivada mais abrangente que
usual, definida através dos simbolos de Christoffel OF’\W, que tem o papel de
fazer essa conexao, como diz o nome, entre os dois pontos do espaco-tempo
diferentes, permitindo assim a realizacao da derivada, como conhecemos no
calculo diferencial usual, por meio de

Vv’ = 0,0" —1—011”7”@7, (2.6)

tendo que

1
OFAMV = §g)w<8ug’yu + aug'y,u - a’yguu); (27)
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representa como esses simbolos sao definidos.
A equagao (2.6) define a derivada covariante para um vetor contravariante.
Para um vetor covariante a derivada fica na forma

Uy = 0,0, B Uy, (2.8)

j2%

assim, temos como realizar a derivada em ambos os casos.

Outro conceito importante a ser citado é o tensor de curvatura, que como
o nome diz, determina a curvatura do espaco considerado. Matematica-
mente, esse tensor representa também a diferenca entre a derivada covariante
segunda entre um vetor, com seus indices intercalados, sendo representado
pela equagao

Vu Vv Uy — Vv v,u U\ = ORFY)\VM'UW, (29)

com °R”,, o tensor de curvatura.

O valor do tensor acima pode ser obtido através da substituicao da equa-
¢ao da derivada covariante de um vetor covariante, definida na equagao (2.8),
obtendo

0 pA _ oA oA 0 OpA 0 oA
R, = 0,00, —9,°T%,, +°17, °T* 017, Or* (2.10)

As equacgoes de campo de Einstein para a Relatividade Geral sdo obtidas
através de uma contracao desse tensor que veremos a seguir, sendo usado
primeiramente

0 _ 0 pp
R’y/\,ul/ - g'yp R

N (2.11)

Com essa nova expressao, conseguimos representar mais facilmente algu-
mas relacoes importantes como a identidade ciclica, representada por
0 0 0
R’}/)\/Jl/ + R'y,u,l/)\ + R’yl/)\p, = 0, (212)

e a identidade de Bianchi, expressa por

Vo Rogr + 7, Rogup + 7, Rypon = 0, (2.13)

de forma que essas expressoes sao importantes para se obter as equacoes de
campo.

Subindo o indice p e fazendo uma contragao com o indice v na equacao acima,
obtemos

Vo Rou+ v, R+, R, = 0. (2.14)
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Algumas propriedades que temos para o tensor de curvatura podem ser es-
critas como

ORPﬁW = ORBWV; (2.15)
ORPBW = ORPBVu3 (2.16)
ORpﬁ;UJ = ORuupﬁy (217)

e como temos pela equagao (2.17), o segundo termo da soma da equagao
(2.14) pode ser escrito em sua forma contraida. Assim a equagao fica

vV, Ray =, Rep +7,'R"5,, =0, (2.18)
de maneira que °Rg, = °Rj,,, sendo essa sua forma contraida. Agora re-
alizando a operacao de levantamento de 3 e sua contracao com p, temos a
equacao

Vs R -, R+ v,"R”’, = 0. (2.19)
Usando as propriedades nas equagoes (2.15) e (2.16), observamos, depois

de algumas manipulagoes nos indices, que a equagao acima fica na forma
Vs R, =, R=xs(2°R’, - 'R) =0, (2.20)

sendo 55 o delta de kronecker usual e °R o tensor de Ricci. Fazendo a
operacao de abaixamento do indice 5 temos a equagao

V(2 R, — g5,"R) =0, (2.21)

que pode ser escrita tambem como

VeGau =0, (2.22)
com G, definindo o tensor de Einstein como
—0 L
Guw = "Ry — 5w R, (2.23)

de maneira que G, é o tensor que se relaciona com a curvatura do espago
tempo, uma das partes da equacao de campo de Einstein da Relatividade
Geral.

Para encontrar a equagao de campo, comecamos pela integral da acao de
Hilbert-Einstein, definida como

S = / {i 'R — LM} V—gd'z. (2.24)
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Queremos que a variacao dessa agao em relacao ao contravariante do tensor
métrico seja zero. Assim

0S
ogHv

de forma que usamos o contravariante do tensor métrico por conveniéncia.
Dessa maneira, a equacao (2.24) fica

[ L 2] O

Fazendo os desenvolvimentos necesséarios, obtemos

=0, (2.25)

1 ("R 6y=g  6°R 1 d0v/—g 0Ly v g4
/[%<\/—g S + 5g,w> - \/_—gLM S — 5gw}\/—g(§g d*x = 0.
(2.27)

Para calcular os termos da integral, precisamos calcular a variacao do tensor
de Ricci a partir do tensor de curvatura. Fazendo a variacao da equacgao
(2.10) obtemos

OpA oA oA oA 0 oA 0
R, = 0,0 °T*5, — 0,0 °Ty, + T, 6°T7, + °T%, 6°T7,,

0 OA oA 0 0 (0 pD 0A

Buv
Como

Vu(6°T%5,) = 8,0 T+ T, 6 T, — 17 56T, — 17,6 T 5, (2.28)

e

OopA ) _ 0A OopA 50 0 0A 0 0A
Vul(0°T%,) = 0,0 T, +°T7, 0 IWBM_ [7,,6°0% =17 ,0°T%, , (2.29)
entao, a variacao do tensor de curvatura fica

50R>\5mx = v,uéor/\ﬁy - vyé OFABH~ (230)

Dessa equacao, podemos obter a variacao da contracao do tensor

50R;w = 5OR>\;¢)\V = V)\dor)\wj - vy6 OFAM)M (231)
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e da variacao acima, o que queremos, a variacao do tensor de Ricci que resulta
em

§'R = 6(g" ORW)
= 09" "R, + 9" 6 °R,,
= 69" R, + g‘“’(vAéoI‘AW — vyaoryﬂk). (2.32)

Calculando agora a variagao do determinante do tensor métrico

5v/—g = —5\/—_ (2.33)

Usando a definicao da variacao do determinante do tensor métrico

09 = =99 09", (2.34)
e substituindo a equacdo (2.34) em (2.33), obtemos
1 17 1 17
V=g = \/—ggwég“ = =5V =99u09". (2.35)

Voltando agora a equacdo (2.27), substituindo os valores encontrados em
(2.32) e (2.35), temos

R o1
/ |:2]€ [F( 3V g/w) + R,uz/ VV(SOF)‘H)\(;g“ + §guVLM
OL

. / g (a0 T, — 7,0 T,
ogH

V—g0g"d*z = 0. (2.36)

A segunda integral é zero por se tratar de uma integral de superficie. Assim,
ficamos com

/ 1 "R _l\/__ +OR _1_1 L _ 0Ly V—=98g"d*z =0
2% \/_—g 9 [xmy uv QQMV M 59’“/ gog T =Uu.
(2.37)

Como /—gdg"d*z ¢ uma quantidade arbitraria, temos que

1[°R 1 0 1 Ly
o {———g( - 5\/ —gg,w) + RW] + §g,uuL]V[ - Sghv = 0. (2.38)
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Fazendo o desenvolvimento necessario, obtemos

1 oL
0 Lo, M |
R/ﬂ/ - 29,[“, R=k (2 (Sg/'“/ gMVL]V[) . (239)
Podemos definir
0Ly
T/JJ/ = 2—(59#’/ — gMVL]\/[' (240)
Nossa equacao toma entao a forma que queremos por fim
0 1 0
R/ux + 59;”/ R= kT;w- (241)

Para descobrir a constante k, realizamos o limite para campos fracos. Co-
mecamos o desenvolvimento considerando o termo zero da equacao acima

1
OROO - §g00 OR = ]CTO(). (242)

Contraindo a equacao de campo em p e v, temos a expressao
R = —kT, (2.43)

sendo T a contracao do tensor de energia momento. Com essa expressao,
podemos isolar o termo ° Ry, ficando com

1
OROO = ]{?<T00 - 5900T) (244)

Como estamos aplicando uma aproximacao, consideramos a aproximacao
para goo, sendo 190, pelo espaco ser considerado plano na aproximacao, assim
considerando a métrica de Minkowski. Assim, a equagao fica

1
OR()(] =k (TOO — 57]00T) . (245)
Como ng =1
0 1
Roo =k Too = 5T ). (2.46)

Considerando T* = pc?ufu” por supormos particulas ndo interagentes, cha-
madas comumente de poeira, por ser o caso mais simples, sendo p a densidade
da matéria considerada, ¢ a velocidade da luz no vacuo e u* os termos de
velocidade e calculando os termos T, substituindo os indices como zero e
T, contraindo os indices, obtemos a equacao
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1
"Ry = kz(p02 — 5,002)

() oar

Desenvolvendo agora o lado direito da equagao, usando o limite newtoniano
onde a métrica é descrita por uma soma de um pequeno termo de perturbacao
hyw, sendo esse termo muito menor que um, no caso do espago plano 7,
. 2¢
ficando com a equacao em seu termo zero gog = 7Moo + hoo = 1 + — sendo ¢
c

o potencial newtoniano.
Desenvolvendo o termo de curvatura
°Roo = OR/\O)\(D (2.48)

e substituindo a equagdo acima na equacdo (2.10) obtemos

ORoo = 05Ty — 0o “Tyy + °T3, °T'g, — Ty, TS, . (2.49)

Os dois altimos termos se anulam por termos ordens maiores de hgy uma
vez que temos que esse termo ¢ pequeno. O segundo termo se anula pela
derivada temporal, uma vez que a métrica é estatica. Assim, temos

ORoo = 05Ty, (2.50)
A conexao pode ser calculada pela equagao (2.7)

1
"I = 51" Ophoo- (2.51)

Substituindo essa equagao para achar o termo Ry, obtemos por fim

1 1
"Ry = aAin)\pﬁphOO = 57)”’@(‘3,)]100. (2.52)
: A 2 . o 20
Definindo n* 9,0, = v* como sendo o laplaciano, e substituindo o hgo = —,
c
temos a equacao
WAL
"Roo = — o (2.53)
Fazendo uso da equacdo Newtoniana \72¢ = —4nGp, sendo G a constante

universal da gravitacao de Newton, a equacao acima fica na forma
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" Roo = : (2.54)

Como temos o mesmo termo nas equagoes (2.47) e (2.54) podemos igualar
ambas, obtendo por fim, depois de uma manipulacao bésica

8tG
k= s (2.55)
Substituindo o valor da constante na equagao de campo, obtemos
1 8tG
ORW, - 59“1, OR = ?Tuy- (256)

Sendo essa equacao a responsavel pela dindmica da Relatividade Geral. Ape-
sar disso, temos que essa teoria também tem certos problemas em alguns
conceitos fisicos, como a Densidade de energia gravitacional, momento e
momento angular gravitacionais. Isses problemas serao resolvidos com o
Teleparalelismo, descrito no préximo capitulo.

2.1 Testes da Relatividade Geral

Nessa se¢ao serd apresentada alguns dos testes mais famosos que compro-
varam a teoria da Relatividade Geral de Einstein, como o desvio do periélio
de merctrio, que nao era explicado pela teoria newtoniana, considerada na
época e o desvio da trajetoria da luz, medido corretamente no eclipse em So-
bral, no ceara [19]|, mostrando a teoria por tras desses testes e porqué desses
testes serem bem concluidos.

2.1.1 Periélio de Merctrio

Para obtermos a equacao de movimento da Relatividade, temos que intro-
duzir um conceito chamado de geodésica. Esse ente matematico representa
o menor caminho a ser percorrido em alguma geometria qualquer. No caso
do espaco plano, temos que esse menor caminho é uma linha reta. Entre-
tanto, esse fato muda quando consideramos geometrias mais gerais, como no
caso da Relatividade geral. Assim, para encontrar a geodésica em uma geo-
metria geral. No nosso caso, usamos a métrica do espaco de Schwarzschild,
pela simplicidade conceitual e pela boa aproximacao encontrada na teoria
e encontramos as geodésicas relacionadas. Através dessa métrica, temos a
Lagrangiana descrita por
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MY . -1 : :
L= (1 — 27)152 - (1 - ¥> i — 1207 + sen®0¢?), (2.57)

e dessa equacao acima, encontramos as geodésicas para 0 nosso caso, en-
contrando assim a equacao da dinamica para uma particula. Mais detalhes
podem ser encontrados em [20]

d?u GM  3GM ,
W‘FU:?—F 02 u-,

(2.58)

1 .
sendo u = —, h é o momento angular por unidade de massa da particula que
r
descreve a orbita e M é a massa do corpo em Orbita.
Podemos obter a solucao dessa equacao através da solucao da equacao de
movimento newtoniano e a tratando como a ordem zero da equagao acima.
Assim, a solucao fica na forma

GM
2
onde Au é tratado como um termo de perturbacao na equacdo newtoni-

ana. Para achar o valor dessa perturbacao, subtituimos a equacgao acima na
equagao (2.58), obtendo, apds algumas manipulagdes matematicas

(14 ecosp) + Au. (2.59)

u =

N RAN]
d¢?
de maneira que A = 3(GM)?/(c*h*) ¢ uma constante que tem um pequeno
valor. Uma solucao para a equacao acima pode ser escrita como

+ Au = A(1 + e*cos®¢ + 2ecosg), (2.60)

NAu=A {1 + ¢? (% — écoquﬁ) + egzﬁsinqﬁ} : (2.61)

Como vemos na defini¢cao da constante A, vemos que tem apenas um pequeno
valor. Portanto, os dois primeiros termos dessa solucao também ficaram
pequenos e assim, nao nos interessam para a construcao da solucao. O tltimo,
no entanto, tem um valor cumulativo que aumenta com o tempo, tendo um
valor significativo, devendo ser levado em conta. Dessa forma, nossa solugao
(2.59) fica por fim

GM
12
com a = 3(GM)?/(h*c?) < 1. Através da relagio

u= [1+ e(cosp + apsing)], (2.62)
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cos[p(1 — )] = cospcosagp + singsinad
~ cosa + apsing para o K 1, (2.63)

nossa equagao (2.62), utilizando a relagao acima, fica

_GM

u =~ h2

Se analisarmos essa equagao, observamos que é um movimento periodico,

{1+ ecos[p(1 — a)]}. (2.64)

mas com um periodo maior que 27. Como consequéncia, nao temos

T
i—a)
o fechamento da orbita e assim temos o fendémeno de precessao das orbitas,

formando um angulo definido entre as 6rbitas que pode ser calculado através
de

27 6 (GM)?
1_@—2ﬂz2wa:—h202 ,
de forma que h? = GM a(1 — €?). Assim, temos que a diferenca no angulo
das orbitas serd de

A = (2.65)

6mrG M
a(l —e?)c?’
de maneira que a é a medida do semi-eixo maior da elipse formada pela 6rbita
e e a excentricidade da elipse. Aplicando essa equacdo acima para o caso do
mercurio, temos os dados: periodo de 88 dias, a = 5.8 - 101%mn, e = 0.2

e considerando M como a massa do Sol, com o valor de M = 2 - 10%kg,
obtemos o valor de

Ap = (2.66)

A¢p = 43", (2.67)

que entra em acordo com o valor experimental calculado, desconsiderando os
efeitos gravitacionais dos outros planetas, que é de A¢p = 43.1” £+ 0.5.

2.1.2 Curvatura da Luz

Outro teste fundamental para a confirmacao da Relatividade Geral foi
a curvatura da luz préxima a um corpo massivo, que curva o espaco-tempo
proximo a ele, podendo causar as chamadas lentes gravitacionais que nos
ajudam a observar corpos atras de objetos massivos, também sendo a causa
da mudanca de localidade de uma estrela observada quando sua luz passa
préoximo a um corpo de grande massa.
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Para obter nossa equagao utilizamos a mesma lagrangiana usada no perié-
lio de Merctrio, com o detalhe de usar agora as geodésicas nulas por estarmos
usando particulas sem massa. O desenvolvimento e calculo completo pode
ser encontrado novamente em [20], obtendo por fim

d*u 3GM
—tu= u”. 2.68
e 2 (2.68)
Resolvemos essa equacao considerando o caso particular, onde nao temos
matéria presente no espaco. Com essa consideracao, o lado direito da equacao

acima se anula e temos a solugao particular

SN

b

que representa um caminho plano e reto com um fator de impacto b, represen-

tando a distancia entre o corpo e o féton. Dessa forma, a solucao particular
¢ determinada através da perturbacdo da equagdo (2.68), ficando com

u =

(2.69)

sing
b

sendo Au a perturbagdo considerada. Substituindo (2.70) na equagao (2.68)
obtemos a equacao diferencial

u =

+ Au, (2.70)

> Au 3GM
i + Au = 2 S o, (2.71)
que tem como solugao
3GM 1
e substituindo a equagdo (2.72) na equagao (2.70) obtemos por fim
sing  3GM 1
u=—= + S (1 + gcos%)). (2.73)

Considerando o limite de distancias muito grandes, r — 0o, assim temos que
u — 0 e usando as aproximacoes para os angulos, de modo que sing ~ ¢ e
cos2¢ = 1 no infinito, temos que a deflexao total é dada por

4G M
c2h

Substituindo os dados para o sol, temos o resultado de A¢ = 1775. O
experimento feito em 1919, em Sobral no Ceara, detectou os resultados:

A =

(2.74)
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A¢p =198 +0"16;
Ap=1"61+0"4.

ambos em acordo com a teoria como podemos ver, comparando com o resul-
tado teorico previsto.



Capitulo 3

Teleparalelismo Equivalente a
Relatividade Geral

O Telaparalelismo surgiu a partir da tentativa de Einstein de unificar a
gravitacao com o Eletromagnetismo, no década de 1930. Essa teoria ¢ cons-
truida a partir de uma estrutura chamada de campo de tetradas, podendo ser
definida como um conjunto de vetores linearmente independentes que obede-
cem a uma relacao de ortonormalidade. Esses vetores sao usados como base
para a construcao de um espaco-tempo. A base dessa construcao é a divisao
do espago-tempo fisico em partes constituidas por espagos-tempo tangentes e
essas duas partes sao ligadas pelo campo de tetradas. Isso pode ser feito atra-
vés da equagao dq* = e, dz", onde dg” representa o espago tangente e dz* o
espago fisico, sendo €, o campo de tetradas. Esse campo de tetradas pode
ser interpretado como a percepcao que um observador tem do fenémeno ana-
lisado, sendo caracterizado pelo tensor anti-simétrico de aceleragao, descrito
por ¢, em que

o, = ebu ut 7y et (3.1)

sendo que u* é definida como a quadrivelocidade que pode ser calculada por

ut' = ceq. (3.2)

e /ae, € a derivada covariante do campo de tetradas, de modo que quando
vamos fazer a derivada covariante do indice latino, usamos uma conexao
wuab chamada conexao de spin. A aceleragao, em conjunto com a velocidade,
descritas pelas equacoes acima nos fornecem o tipo de observador que estamos
estudando, a partir das componentes do tensor de aceleracao nao nulas. Se
todas as componentes forem nulas, temos um observador em queda livre.
Com alguma componente nao nula, temos uma aceleracao em alguma direcao,

21
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que pode ter seu efeito anulado pela aceleragao gravitacional, nos fornecendo
assim um observador estético.

Outro ponto importante a ser citado é a conexao usada nessa teoria. Usa-
mos uma conexao chamada de conexao de Cartan, descrita pela expressao
F’\W = e“’\aueal,, que sera desenvolvida e explicada sua origem posterior-
mente, sendo que a notacao com o zero superescrito serd usado quando for
referenciado conceitos usados na Relatividade enquanto a notacao sem o zero
serd usada para descrever conceitos relacionados ao TERG.

Podemos construir uma classe de geometria chamada de geometria tele-
paralela, mais abrangente que a usada na Relatividade Geral, chamada de
Riemanniana. Desse modo, a partir de uma tnica geometria Riemanniana
podemos construir inimeras geometrias teleparalelas. Isso pode ser verificado
através da equacao

Juv = eaueaw (33)

que representa a relacao entre o tensor métrico e o campo de tetradas. Ainda
comentando sobre os pontos importantes e diferencas sobre a teoria traba-
lhada e a Relatividade Geral, temos que essa tltima é uma teoria com torcao
nula e tensor de curvatura tendo um valor definido.

J& no Teleparalelismo temos que o tensor de torcao, descrito pela equacao

T, (e,w) = Oue”, — 0ye”, (3.4)

O tensor de curvatura, definido como na Relatividade, depende do tensor
métrico e é descrito por "R(gu,,)’\ﬁw, tem o valor nulo enquanto que no Tele-
paralelismo a dinamica do sistema é definida pela torcao descrita na equacao
(3.4)

3.1 Relacao entre Relatividade Geral e Telepa-
ralelismo

Para verificar a equivaléncia entre a Relatividade Geral e o Teleparale-
lismo, temos que desenvolver primeiro, matematicamente, o conceito expli-
cado anteriormente da derivada covariante nula, junto ao desenvolvimento
da Lagrangiana Gravitacional e sua equacao de campo.

Para realizarmos esse desenvolvimento, precisamos introduzir um conceito
de conexao de spin, usado quando fazemos a derivada da tetrada em relacao
a um indice latino na tetrada, que se refere ao espacgo-tempo tangente. Para
termos a ideia de paralelismo absoluto, ou teleparalelismo, precisamos que a
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derivada covariante da tetrada seja nula, nesse caso matematicamente, isso
fica expresso pela equacgao

v,ueay = O (35)

Desenvolvendo essa equagao, obtemos

d,e’, — FAWe“A +w, e’ = 0. (3.6)

Isolando F’\W obtemos a equagao
I, = e’ wya + €00, (3.7)

e substituindo essa equagao na equacao usual do tensor de curvatura da
Relatividade Geral, obtemos

e,w) = e, e’ (D,w, % — 8,,w#ab +w, W, — w,/“cw#cb). (3.8)

R)\

auu(

Usando a equagao (3.7) para calcular uma expressao para o tensor de tor-
¢ao, definido na Relatividade como T%,, = T*,, — T, obtemos a equagao
(3.4). A conexao de spin, observado na equagao (3.6) tem como identidade
matematica

Wyab = Ow,uab + K,ualn (39)

sendo Ow,wb a conexao de Levi-Civita e K4, 0 tensor de contor¢ao, cada uma
dessas quantidades definida pelas expressoes

1
Ow,uab = _Eecu(Qabc - Qbatc - Qcab>;
1 5
Klmb = §€a & (Tauﬁ + Tﬂalt + Tltaﬂ)v
de forma que Q4. é definido por

Qabc = eav(ebﬁaﬁec7 - ecﬁaﬁeb’y)'

Um detalhe importante que devemos nos atentar é que %w,,q;, tem tor¢ao nula.
Calculando agora o escalar de curvatura através da identidade apresentada
em (3.9) junto ao tensor definido em (3.8), obtemos por fim, a equagao

1 1
eR(e,w) = eR(e) + e(ZT“”CTabC + §T“bCTbac —T°T,) — 20,(eT*).  (3.10)



24CAPITULO 3. TELEPARALELISMO EQUIVALENTE A RELATIVIDADE GERAL

Essa relacao sera fundamental para encontrarmos a Lagrangiana no regime
do Teleparalelismo e obtermos por fim a relacao de equivaléncia entre as
duas teorias. Comecamos considerando que a conexao de spin w,q seja igual
a zero. Se utilizarmos isso na equagao (3.7), obtemos a equagdo colocada
anteriormente como a conexao de Cartan. Essa consideracao pode ser feita
uma vez que a conexao de spin é arbitraria e nao tem efeito na dinamica do
sistema. Assim a equacao (3.10) se reduz a

1 1
eR(e) = —e(ZT“bCTabc + §T“bchaC — T°T,) + 20,,(eT"), (3.11)
Pelo ultimo termo da equagao (3.11) representar uma divergéncia total, nao
altera as equacoes de campo e assim pode ser desprezado. Desse modo a
densidade Lagrangiana pode ser escrita como

1 1
L = —ke(ZT“bcTabC + §TabCT,,ac —T°T,) — Ly
= —keXT . — Lay, (3.12)

1
sendo k = Ton’ onde usamos G = ¢ = 1, Lj; sendo a Lagrangiana da matéria
T

e o tensor Y% definido como

1 1
Eabc — Z(Tabc + Tbac o Tcab) + E(T]aCTb . nach)’ (313)
sendo 7% = T%% As equagdes de campo sdo obtidas através da equagio
(3.12) através de sua variacao funcional em relacdo a e®, obtendo por fim

1 1
ea,\ebﬂ&,(ezb”) — e(Eb”aTbW — ZeauTdeszd) = EeTau' (3.14)
Como podemos observar, o termo Y%°T,,;. é proporcional ao escalar de cur-
vatura, obtido pela contracdo dos indices da equagio (3.8) a menos de uma
divergéncia total, portanto, podemos devenvolver o lado esquerdo da equacao
acima para obter

1 1 1
ea)\ebu&,(eﬁlw‘”) — e(Eb”awa — —eaMTbchde) = §e[Rau(e) — §GGHR(6)]‘

4
(3.15)
Comparando a equacgao (3.14) com a equagao (3.15), fica claro a equacio
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1 1
Fau(€) = Seanfi(e) = o

Se compararmos essa iltima equacao com a equacao de campo da Relativi-
dade Geral, fica claro a equivaléncia entre as duas teorias, explicando assim

a razao de chamarmos a teoria de Teleparalelismo equivalente a Relatividade
Geral.

Top- (3.16)

3.2 Energia Gravitacional

Agora que j& observamos a relacao entre as duas teorias, podemos fazer
o desenvolvimento que serd necessario para obtermos a energia gravitacio-
nal, para entdo realizarmos a quantizacao. Comecamos o desenvolvimento,
reescrevendo a equacao (3.14) na forma

1
0, (eX) = Eeea#(t)‘“ +T™), (3.17)

onde temos que t*™ ¢ definido como o tensor de energia momento do campo
gravitacional e T como o tensor de energia momento dos campos de maté-
ria. Dessa forma temos as definicoes

M = k(4SO — gME M Theg), (3.18)
TM = e AT, (3.19)

Devido a propriedade antissimétrica do tensor X%, temos que 959, (eX¥) =
0. Dessa forma, observamos que

O\Jee, (1M + T*)] = 0. (3.20)

Essa tltima equacgao nos leva a uma equagao da continuidade que pode ser
escrita como

4 d*xee” (1% + TO) = — ]{ dS;lee® (7" + T, (3.21)
dt v H S K

A integral do lado esquerdo da equacao (3.21) nos define o tensor chamado
Energia-Momento total que esta contida em um volume V sendo limitado pela
superficie S, sendo assim, definido pela equacao

Pt = /Vdgxeeau(to" + T, (3.22)
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No contexto da equagao (3.17) a equagao da energia-momento gravitaci-
onal, definido na equagao (3.22) pode ser reescrito como

P* = — / d*x0;T1% (3.23)
1%
de maneira que

1% = —4kex™% . (3.24)

Essa expressao serd usada para calcular a energia do buraco negro regular e
entao quantizi-la segundo a regra da quantizagao de Weyl.



Capitulo 4
Quantizacao

Uma quantizagao pode ser definida como uma correspondéncia entre gran-
dezas dindmicas de um sistema, classico e operadores quanticos que satisfazem
a determinadas relacoes de comutacao. Uma das primeiras técnicas a usarem
essa correlagao foi a quantizacao de Orbitas atomicas de Bohr-Sommerfeld [21]
utilizando-se a regra de Wilson-Sommerfeld, sendo ela uma relagao geral que
pode ser aplicada a qualquer sistema periédico. Outro exemplo de quantiza-
¢cao que podemos citar é a quantizacao de Dirac, que é usada na quantizacao
canodnica de vinculos, utilizada, como diz o nome, quando as quantidades
consideradas seguem algum tipo de vinculo entre elas. Um exemplo onde
podemos utilizar essa quantizacao é no modelo de Maxwell-Carroll-Field-
Jackiw, que faz uma modificacao na teoria de Maxwell e é responsavel por
fornecer uma massa topologica ao campo de calibre e sao encontrados os
parénteses de Dirac, que permitem a descoberta dos comutadores na meca-
nica quantica |22]. Todas essas quantizagbes citadas sdo classificadas como
quantizacao canodnica que serd melhor explicada na préxima secao. Um tipo
de quantizacao que nao se enquadra nessa classificacao é a quantizacao de
Weyl, utilizada em problemas mais elaborados onde nao é possivel utilizar a
canodnica por uma série de dificuldades causadas por ambiguidades na quan-
tizacao de certos tipos de fungoes, que pode ser melhor entendida nos artigos
das referéncias [12, 13, 14].

4.1 Quantizacao Canodnica

A quantizacdo canoénica é um tipo de quantizacao mais simples onde é
obtida através da troca das variaveis cléssicas dadas no Hamiltoniano do sis-
tema por seus respectivos operadores na funcao em que se quer realizar a
quantizagao. Devido a isso é utilizada em sistemas mais simples que tem

27
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seu sistema descrito por funcoes polinomiais. Entretando mesmo em siste-
mas mais simples, descrito por funcoes polinomiais, pode apresentar algumas
ambiguidades, como por exemplo, na funcao w = ¢*p. A forma canonica se-
ria W = ¢%p ou W = ¢pg ou até mesmo w = pg?? Como visto, temos varias
possibilidades de interpretacao para a mesma funcgao e isso é prejudicial, uma
vez que nos dificulta a escolha da opcao certa. Para resolver esse problema,
realizamos um processo chamado de simetrizacao. Simetrizar significa que
levamos todas as possibilidades em consideracao e no final, fazemos uma
espécie de normalizacao, dividindo pelo nimero de possibilidades. Assim,
nossa fungao considerada no exemplo ficaria

1
w=2(@p + apg + pg’). (4.1)

Considerando essa funcao e usando a quantizacao canonica normalmente,
obtemos

A TN
b = (@ + PG + pi’)- (4.2)
Entretando, esse processo de simetrizacao nao pode ser utilizado em todas
as funcgoes, pela dificuldade de se escrever todas as possibilidades em alguns
casos, mas em outros, por nao sabermos a forma da funcgao, por serem fun-
¢oes nao polinomiais. Para resolver mais esse problema, foi criada um novo

processo de quantizacao, chamado quantizacao de Weyl.

4.2 Quantizacao de Weyl

A quantizacao de Weyl é uma quantizacao que faz a representacao se-
gundo o mapa de Weyl, definido através de

Wf(z1, 22,0y 2n)] + 20 = 20 (4.3)
WIf(z1, 22,00y 20)] = (271r)” / d"kd"z f(z1, 22, .y 21) exp(iikl(z} — zl))
(4.4)

Observando a forma dessa quantizagao, podemos notar que é feita uma
transformada de Fourier na funcao que queremos quantizar. Dessa forma, po-
demos perceber que essa quantizacao tem uma abrangéncia maior de funcoes
aplicaveis, uma vez que pode ser desenvolvida em funcées nao polinomiais.
Para entender melhor como utilizar essa equagao, iremos observar sua apli-
cacao em um exemplo. Iremos fazer a quantizacao de uma funcao bastante
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conhecida pela comunidade cientifica, sendo ela o hamiltoniano do oscilador
harmoénico simples, expressa por
p o mw s
H(z,p) = — + —2z". 4.5
(.0) = o+ 2 (145)
Primeiramente, podemos fazer esse procedimento de duas formas. A primeira
forma é substituir todo o hamiltoniano na quantizacao de Weyl, obtendo o
resultado diretamente. A segunda é calcular a quantizacao das variaveis
e depois substituir na equacao do hamiltoniano. Por simplicidade, iremos
utilizar a segunda. Utilizando entdo a expressao (4.4) obtemos

1

Wip] = py /dn dp p explin(p — p)]. (4.6)

Observando a equacgao acima, ja podemos identificar o termo que pode ser
igualado ao delta de Dirac

o | dneenlintd - p) =56~ p) (a.7

Usando a expressao (4.7) na equagio (4.6) ficamos com

Wip] = /dpp5(ﬁ —-p),
= p. (4.8)

Usando o mesmo raciocinio para a variavel x, apenas substituindo p por z
na equacao (4.6), realizando as operagoes necessarias, chegamos ao resultado

Wiz] = . (4.9)

Por tltimo, utilizamos os resultados (4.8) e (4.9), substituindo pelas va-
riaveis classicas, obtendo a forma quantica do operador hamiltoniano

~2 2
2 p mw= .o
g= .
om T 2 "

(4.10)

Para obtermos informacoes, primeiro temos que escolher as representacoes
dos operadores usados. Considerando primeiramente que = é multiplicativo,
podemos dizer que & = x e escolhemos a forma para p de forma que p = ih%.
Assim, nosso hamiltoniano (4.10) fica na forma
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R 1 2 2
H:—(‘hd) + 7%,

2m ! dr 2
2 d? mw? 9
- ~5- 73 + - x”, (4.11)

sendo esse é o hamiltoniano usado no oscilador harmoénico quantico na base
das posicoes.

J& se considerarmos que p é multiplicativo, teremos p =pe & = z‘hdip eo
hamiltoniano (4.10) fica por fim

2 2 2
o frmed v (4.12)
2 dp* 2m
de forma que esse representa o hamiltoniano na base dos momentos, ambos
bastante conhecidos por qualquer aluno de mecanica quantica. Esse mesmo
procedimento sera usado posteriormente.

Uma informacao importante sobre essa técnica é que ela pode ser reali-
zada em um espaco curvo, sendo assim, compativel para ser usada em uma
teoria como a Relatividade Geral ou Teleparalelismo, ambas construidas so-
bre esse tipo de espago. Outra informacao importante é que essa técnica é
inversivel e univoca, o que também nos auxilia, uma vez que podemos obter
a relagao entre os operadores quanticos através dos classicos ou vice versa,
mas um ponto em que a técnica ¢ limitada pois nao define a representacao
dos operadores, sendo preciso realizar um ansatz.



Capitulo 5

Quantizacao do Buraco Negro
Regular

Os Buracos negros regulares sao definidos como buracos negros sem sin-
gularidade, contando com uma boa definicado matemaética inclusive em seu
centro, tendo apenas o horizonte de eventos.

A primeira ideia que foi apresentada sobre essa contexto nasceu de um
artigo em 1965 pelo fisico Sakharov. Nesse artigo foi comentada sobre a
ideia de que um aglomerado de matéria que se juntasse sobre uma equacao
de estado especifica, descrita por p = —p nao teria qualquer divergéncia no
ponto central. Dessa forma, era possivel termos uma contrugao de um buraco
negro sem a presenca da entidade denominada como singularidade, parte do
buraco negro onde, teoricamente, as leis da fisica e da matemaética perdem
sua validade. O Espago-Tempo que tem sua descricao pela equacao de estado
descrita no artigo de Sakharov é denominado Espaco de de Sitter. Assim, o
Buraco Negro desejado deveria ter esse espaco especifico em seu centro. Isso
foi feito pelo fisico John Bardeen, quando considerou uma massa variavel,
dependente da distancia e é observado em sua solucao que para pequenos
valores da distancia, temos o espaco descrito por de Sitter, como queremos.
Agora entraremos na parte pratica do trabalho de realizar a quantizagao do
Buraco Negro Regular.

Comecamos a quantizacao através do elemento de linha do buraco negro
regular de Bardeen descrito em [15]

ds® = —Adt* + A7'dr? 4 r*d6* + r*sen*0de?, (5.1)
sendo
2
A=1-— M’ (5.2)
(2 + a?)}

31
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em que M é a massa do buraco negro regular considerado e « ¢ a unidade de
carga magnética, que representa um monopolo magnético, do buraco negro.
A equagao (5.1) pode ser descrita por

-A 0 0 0
0 A1 0 0
Jw=1 0 0 2 o0 (5.3)
0 0 0 r2sen?d

Através dessa métrica acima e da equagao (3.3), temos que, por simplificacio,
uma tetrada possivel é

“Az 0 0 0
0 A2 0 0
@ _ . 5.4
“u O 0 r 0 (54)
0 0 0 rsend

Desse campo de tetradas, poderemos calcular todos os outros valores que
necessitamos. Antes de calcular a energia, vamos caracterizar a qual obser-
vador se relaciona esse campo de tetradas. Podemos fazer isso através das
equagoes de velocidade e aceleragao disponiveis em (3.2) e (3.1), respectiva-
mente. Calculando primeiro a velocidade do nosso observador, temos que o
campo de velocidade da tetrada acima pode ser descrito por

u' = (A72,0,0,0). (5.5)

Dessa forma, analisando apenas o campo de velocidade, podemos ter um
observador estatico, uma vez que temos u* = (u° 0,0,0). Para verificar
realmente a validade se temos ou nao um observador estatico, calculamos o
tensor de aceleragdo pela equagao (3.1). Apo6s um certo tempo, calculando
todos os termos necessarios, chegamos ao termo nao nulo

1 1 1 1
9%)(1) _ —§A28TA _ §A 0, Az (5.6)

Esse termo acima estd relacionada a uma aceleragao na direcao radial.
Devido a isso, nao temos um observador estatico, devido a essa aceleracao
ser nao nula. Entretanto, esse fato nao muda o procedimento da quantizacao
em geral, uma vez que s6 depende das coordenadas usadas. Portanto, o
resultado serd o mesmo ja que o que mudaria nessa formulacao seria uma
mudanca nos observaveis, que sofreriam a acao dessa aceleracao.

Descrito o tipo de observador usado, passemos agora a quantizagao em si.
Comecamos por calcular os termos da tor¢ao diferentes de zero, sendo esse
tensor anti-simétrico nos dois tltimos indices, pela equacao (3.4)
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0 1
7)) = ~8,A3,
T(zi2 =0r=1,
T(3i3 = 0,1 sent) = send,

T(3%3 = Ogr sent) = r cosb.

Com esses termos, podemos calcular o tensor definido pela equacao (3.13).
Assim, os termos nao nulos serao

1
s _ _(A2).
7/' )

sO©O@ _ __0st_
2rsenf)’
tendo assim
MO = —4krsenf Az, (5.7)
M2 = —2kcoshA™ 2. (5.8)

Como no problema em questao, temos uma superficie de integracao esfé-
rica, temos que a energia so levara em conta IV, uma vez que s6 a distancia
nos é importante. Calculando a energia, temos que integrar a densidade de
energia em todo o espaco. Fazemos isso integrando na parte angular e fazendo
o limite quando » — oco. Matematicamente, podemos escrever

PO = — lim [ dOdeI1*. (5.9)

r—00

Substituindo a equagao (5.7) na equacao (5.9), obtemos

PO = — lim [ dfdp(—4kr senf A?)

r—00

= lim 4krA:z / dfdpsend

r—00

= lim 1671']{37"14%

r—00

= OQ.
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Como observado, temos que a energia diverge. Para resolver esse problema
temos que regularizar essa expressao, feita através da subtracao dessa ex-
pressao quando temos M = 0. Dessa maneira, a expressao da densidade de
energia fica

Hf,g)gl = —dkrsenfAz — (—4krsend)
= 4dkrsenf) — dkrsenfA?
= dkrsenf(1 — Az). (5.10)

Dessa forma, temos uma nova equacao para a densidade de energia regulari-
zada. Calculando a energia através da equagao (5.9) temos

Pl == lim [ dfdg(4krsend(1 - Az)) (5.11)
= — lim 4kr(1 - Aé)/ df dpsenf (5.12)
= — lim 4kr(1 - Az) Ax (5.13)
= — lim 16mkr(1 - Az) (5.14)
= 16mkM (5.15)
= M. (5.16)

e assim temos uma energia bem definida, sendo essa a massa do buraco negro
regular. Entretanto, no célculo do tensor de aceleragao temos uma aceleracao
radial. Esse resultado demonstrado em (5.11) é explicado por essa aceleragao
radial sendo equilibrada pela aceleragao gravitacional do buraco negro, dando
ao observador a mesma impressao de um observador estatico.

5.1 Operador x como multiplicativo

Encontrada a densidade de energia, passamos agora a quantizacao dessa
energia. Para a realizar, precisamos escolher a representacao que nossas va-
ridveis vao assumir, sendo que o procedimento ja foi explicado na secao da
quantizacao de Weyl. A primeira possibilidade é considerar que 7 = i50,,
sendo [ uma constante de nao comutatividade e sénfl = senfl. 6 nao é uma
boa escolha, uma vez que é uma varidvel ciclica. Para facilitar, usaremos
x = senf, ficando com a relacdo & = x, fazendo assim que x seja conside-
rado multiplicativo, com essas variaveis obedecendo a relagao de comutacao
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[7,Z] = i. Escolhida a representagao, utilizamos o procedimento descrito
na quantizacao. Uma vez que a funcao é polinomial, podemos aplicar dire-
tamente a quantizacao canonica, obtendo o operador energia, representado
por f[(o)l, que obedece a equacao de autovalor e autovetor

IO = M. (5.17)

Substituindo todos os termos descritos acima, simetrizando toda a equagao,
obtemos

~ 1 1 ~ ~1
MO — 4k {E(fi + if)] — 4k [—(—m:« — #F 4 @Az + pA22)|. (5.18)

reg 9
Desenvolvendo a equacao acima e substituindo na equacgao (5.17) temos

Akfinp + Akiip — 2kaFA2ep — 2kPA230p = N(M), ) (5.19)

de forma que o autovalor A(M) é dependente da massa porque é um obser-
vavel da energia, uma vez que se observarmos a energia do buraco negro em
uma posicao distante, verificaremos sua energia de repouso como Mc?, que
é dependente da massa.

Multiplicando a equacdo acima pela direita por 7% para termos todos os
termos do operador r no numerador e dividindo toda a equacao por M* para
termos uma equacao adimensional obtemos

Ak 3 N AkP3aip  2kiParAsy 2kitAzi MM

M4 M4 M4 M4 M4 (520)

Temos que 7327 = 3i373 + 27* sendo ¢ a unidade complexa. Substituindo
essa expressao na equacgao acima

Ak N Ak(3ipF + i)y 2k(3iBF° + 271 Asy 2k AZe

M4 M4 M4 MA
M)
M M3
(5.21)
AkPAgy 12083y AkEPMp 6ikBR3AZTY 2kEFtATy 2kPAA2EY
MY T T T T T T a
NM) 73
_ M) 7 (5.22)

M M3
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o 64 o?
Usando a aproximacao para — < 1 e

e < 1, ja que (B e a 820 pequenos

Bi*Az B B2 37 o

VR VIR VERIG S YR VER (5.23)
e

Azt P 3 ol

LA 24
ME M MB 2 M A (5.24)
Substituindo as equagbes (5.23) e (5.24) na equagao (5.22)

AP 12iBR%  dkiity (B B2 3 B o
MY T A _62k<___+ >¢

M+ M3 2M M2

7 M 3 r o
) AR P
<M4 M3+2MM2)W

Akitiey  12iBF% Akarhb 6ikBISY  GikBr%
T+ + - -

B[« 2
MA MA CEEENYE Gikyi\ar ) v
Wity 2UedF?
_ :m*q/)+ Tr

2 Al A A2 A
[« 2kt 2kP33
M4 M3 _Skxﬁ(ﬁ)l/’_ M P
2 N
rfa\ ., AM)
_3kﬁ<ﬁ> W= n
AN AN B0y B\ &
4k(M) 2" 201 ) e 1) et~ ar ) B
(BN (B ’

a)’ BY'ow . B\ P

M
(B[ @\ ou B\ o (BN
0

- o) ot
() (3) e -5

Desenvolvendo por fim a equacao, juntando os termos com a mesma ordem

da derivada e simplificando o que é possivel, estimando o autovalor como
sendo A(M) = M pela equagao (5.11), obtemos por fim



5.1. OPERADOR X COMO MULTIPLICATIVO 37

B\ 9% (B’ BN . N\ (BN 0%
2 a 2
— 3ik (%) <%> (z + 1)8—1’ - 12%(%) (%) b =0, (5.25)

e como consideramos « e 8 pequenos, podemos considerar apenas até segunda
ordem desses dois termos, ficando por fim com

4 o 2 o 2
(228 () (2 w2 () (5) -0 6
que corresponde a equacao final da quantizagao da primeira representacao
usada.

Para resolver essa equacao foi usado o programa Wolfram Cloud, um
produto da empresa Wolfram que permite uma série de andlises e calculos
matematicos de uma forma gratuita. Primeiramente, tentamos resolver anali-
ticamente, mas devido a dificuldades com a extensao dos célculos, a equacao
s6 pode ser analisada numericamente. Para isso, estimamos as constantes

B/M = 0.01 e a/M = 0.01 onde os dois tltimos valores foram usados para
simplificacao. Foi usado o método numérico e obtido o grafico a seguir

an— |

t m
_ mi2
1.5=10
| a
PR |
=10
I -T2
o aa—10 | -
ﬁzﬂ
N ST A 'EPY. -
' 5000

10009 2000 10000

Figura 5.1: Grafico da fungao de onda em funcao do angulo em relacao a
origem

Observando o grafico acima, temos algumas regioes onde temos alguns
picos de probabilidade intercalados com regides de funcao nula. Outro fato
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10000 =000 2000 10000

Figura 5.2: Grafico da funcao de onda em funcao do angulo em relacao a
origem quando aumentamos o valor de o/ M

que pode ser inferido do grafico é que nem todas as posicoes das particu-
las sao permitidas para essa dinamica escolhida. Podemos comparar essa
informagao com os orbitais, por exemplo, dos 4&tomos que conhecemos, com
regioes permitidas. Outra informacao importante é que podemos inferir uma
quantizacao indereta pelo grafico, uma vez que todos os célculos para confir-
mar essa informacao nao foram feitos, mas temos uma boa indicacao pelas
regides permitidas e proibidas do grafico.

Se aumentarmos o valor de alpha, mantendo beta constante, temos uma
mudanca no grafico, como podemos observar na figura 5.2, com uma mudanca
na intensidade e posicao dos picos apresentados, como o esperado, ja que « se
relaciona com a forma do buraco negro, o que pode ser observado no gréfico
a seguir, onde usamos /M = 0.01 e a/M = 0.021 e o método para resolver
a equacao foi o mesmo de antes.

Como podemos ver, o pico se aproximou da origem e sua intensidade
também foi alterada, devido a mudanca na forma do buraco negro regular,
como o esperado.

J4 quando aumentamos ou diminuimos o valor de §/M, mantendo alpha
constante, nao é apresentada mudanca nem na intensidade nem na posicao
dos picos do grafico, sendo alterado apenas a coloragao do grafico, sendo ela
o valor absoluto da solucao da equacao, podendo ser observado no gréfico a
seguir
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2o=10

=10 -
2. =10 n

1.5=10"10

L

Figura 5.3: Grafico da fung¢ao de onda em funcao do angulo em relacao a
origem quando diminuimos o valor de /M

1.l.l.l

Para esse grafico, utilizamos /M = 0.00001 e ao/M = 0.01.

A validade da solugao que obtemos pode ser descrita por a/M = 0.00177
como valor minimo e a/M = 0.02294 como valor maximo. Quanto ao do-
minio de 8/M, sabemos que um valor pequeno é necessario, uma vez que
usamos esse principio para achar a equacao de autovalor

5.2 Operador r como multiplicativo
Considerando agora que 7 seja o operador multiplicativo, tendo 7 = r

e considerando Z = iv0,, obedecendo a relagdo de comutacao [z,7] = iv.
Substituindo essas informagoes na equagao (5.19), obtemos

Loy 0 L0, . 10
4@]{77“5 + 42/{:75(7"1/1) — 2@k75(7’A ) — 2ikvyrA o = AM)p. (5.27)

Dividindo toda essa equacao por M para obtermos uma equacao adimensio-
nal e fazendo os calculos necesséarios, temos

o v oY o 1
42/£M7"a + 4ik— w—|—4kM e —QkMAw 2szraTA¢
182& M)

10 .,
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I

Definindo duas variaveis adimensionais como y = 7 € 2 = §; € as aproxima-
coes Al & % 0 9,43 ~ %, sendo A = % temos

Sikyzg—f + dikyz — 2ky (%) v — 2kyz (%) (0

— dikyz (%) g—f -1 =0, (5.29)

onde temos que o autovalor da equagao é A(M) = M uma vez que o autovalor
se relaciona com a energia do sistema, e M é um observavel da energia e pela
equagao (5.11). Assim, nossa consideragao pode ser aplicada. Desenvolvendo
mais a equacao e juntando os termos semelhantes, temos por fim

2ikyA2> oY

— + (2iky — 2ikyz — 1)y = 0. (5.30)

(42’/{3/2 + 2

Essa equacao tem como solucao

kAyarctan( %)

kyz — ———5—— — (i + 2ky)In(A? + 22%)
2ky

P(z) = exp (5.31)
Como verificado, todos os termos da solugao nos dao algo continuo, assim
sendo, nao temos uma quantizacao no sentido de uma resposta discreta.

Analisando o limite para quando z — oo, verificamos que a solucdo que
diverge, devido ao termo exp(2%/4). Mesmo quando calculamos o quadrado
da solucao para verificar seus observaveis, chegando a

W(2)|* = explz® /4] exp {%2 -arctan (%)]exp {12;/2;—2?/];2)2[”(2 A2 +422)
39)

e calculando o limite para z — oo observamos que a resposta continua diver-
gindo, devido ao primeiro termo da solucao. Assim, podemos descartar essa
representacao.
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Resultados e discussoes

Nesse trabalho realizamos a quantizacao da energia de um Buraco Negro
Regular. Foi utilizado a teoria do teleparalelismo para obtencao de uma
expressao para essa energia, junto ao fato da necessidade de se regularizar a
expressao para obtencao de uma quantidade finita. Apds isso, esse resultado
foi utilizado para obtermos uma funcao de onda e analisado se essa resposta
poderia indicar alguma quantizacao ou resultado discreto.

Na primeira representacao, com o operador x sendo o operador multi-
plicativo, obtemos um grafico que nos indica uma discretizacao indireta da
gravidade uma vez que a funcdo de onda se relaciona com a forga gravitaci-
onal e isso indicaria uma distribuicao discreta de particulas, pois nem todas
as regioes sao permitidas as particulas dentro da dinamica usada para os
calculos. Também analisamos o comportamento do grafico quando aumen-
tamos a/M, mantendo $/M constante onde observamos uma mudanga no
comportamento da funcao, como alteracao da posicao dos picos observados
e do formato desses picos, indicando uma mudanca da dindmica das parti-
culas e na mudanga de /M mantendo «/M constante nao foi observado
mudanca no grafico, a nao ser em uma mudanca de, aproximadamente 1000
vezes menor, onde apenas foi modificado o valor absoluto da funcao, nao
sendo mudado seu formato ou posicao dos picos. Assim, o tnico limite para
B/M & que seu valor deve estar dentro do regime usado para a aproximagao
usada.

Ja na segunda representagao, com o operador r sendo o multiplicativo,
temos uma funcao de onda continua, nao tendo assim uma quantizacao efetiva
da gravidade no sentido de uma resposta discreta e como no limite do infinito,
temos uma divergéncia na resposta, descartamos essa representacao, uma vez
que nao podemos regularizar novamente a solucao ja que foi obtida através
de uma energia ja regularizada. Isso nos mostra que o problema estd na
solucao obtida e nao na tetrada usada.

41
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Outra possibilidade é considerar a representacao mista, que pode ser es-
. . A0 iA 0 ) .
crita como: ¥ =r+ —— e & = x — —— onde o comutador é escrito da

2 0, 20,

mesma forma das outras representacoes e A representa a constante de nao
comutatividade. Se substituirmos essas expressoes na equacao (5.19), obser-
vamos uma dificuldade em encontrar uma aproximacao para a expressao de
A2 devido a derivada que é encontrada no denominador. Devido a essa
complexidade, essa representacao nao foi utilizada para o presente trabalho.

Dessa forma, foi obtida uma quantizacao da energia do buraco negro, ao
menos de forma indireta, como era esperado, onde calculos futuros poderao
ser feitos para confirmar o fato de termos uma quantizacao efetiva, junto a
trabalhos para a investigacao de outras tetradas, verificando seu comporta-
mento para outros valores de autovalor.
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