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RESUMO

Existem modelos dentro da fisica e da matemadtica que dependem de integrais sobre matrizes, que comu-
mente sdo reduzidas a integrais sobre variedades flag . Para entender como tratar esses modelos, serd feita
uma extensa revisao sobre grupos e dlgebras de Lie, apresentando posteriormente como obter o elemento
de volume invariante dessas variedades. Entdo, é discutido sobre como pode ser aplicado em um sistema

concreto que utiliza outro método de solug@o.

ABSTRACT

There are several models within physics and mathematics that depend on integrals, usually reduced to
integral over flag manifolds. To understand how to deal with those models, a thorough review on Lie groups
and algebras is made, then presenting a method to obtain invariant volume elements for those manifolds.

Finally, there is a discussion on how to apply it to a concrete system that uses a different approach.
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1 INTRODUCAO

Com o avango do estudo das teorias de calibre dentro das teorias de campo, uma das abordagens ¢
modelar a evolucio temporal das linhas de fluxo de excitagdes fundamentais como uma teoria de cordas.
Na tentativa de estender as integrais de caminho para o modelo proposto, somos levados a considerar a
soma sobre todas as possiveis configura¢des de superficies bidimensionais com fronteira delimitada [1],
em analogia a soma sobre todos os caminhos que uma particula pode percorrer de um ponto inicial até
um ponto final. Essa abordagem leva naturalmente a um acoplamento entre teoria conforme de campos e

gravitacio 2D.

Tentativas de apresentar uma descricdo mais rigorosa do formalismo levam a somas sobre triangula-
¢oes, que €, em resumo, uma maneira de se discretizar uma superficie, descrevendo-a como uma unido de
tridngulos equildteros (ou outra forma desejada) que formam a original tomando o limite em que a drea dos
tridngulos tende a zero. Esse modelo nos leva a cdlculos do valor esperado de fun¢des definidas sobre ma-
trizes, dai recebendo o nome de modelo de matrizes aleatorias. A nova abordagem introduz a necessidade

do calculo de uma funcdo particdo para o sistema [26], em geral dada por

7= /dMeS(M), (1.1)

em que S(M) é comumente chamada de agdo.

Muitos casos, a acao € o traco de um polindmio na matriz M. Isso simplifica enormemente o problema,
uma vez que podemos considerar apenas matrizes diagonalizdveis que, portanto, podem ser escritas M =
UMWDUT U e SU (N)e M (@) diagonal. Essa mudanga de varidveis é conveniente pois a acdo, devido
a invariancia do traco sob conjugacdo, passa a ser func@o apenas dos autovalores my, ..., my de M, que

assumimos diferentes. Com isso, (1.1) passa a ser

N
Z = /HdmiH|mi —mj|2e_s(m1""’mN)/dU, (1.2)
i=1

i<j

em que o quadrado do determinante de Vandermonde dos autovalores de M, [],_. |m; — m;|?, é o Ja-

i<j
cobiano da mudanga de varidveis e dU € a medida de Haar do grupo unitdrio especial, apropriadamente

normalizada de modo que | dU = 1, ndo contribuindo para o célculo.

Esses casos foram estudados utilizando-se, em especial, o método do ponto de sela e, em geral, os
resultados obtidos ao tomar o limite N — oo coincidem com o que pode ser calculado analiticamente
sem a necessidade de se discretizar as superficies [23, 24, 25]. Esses resultados por si s6 ja sdo de grande
relevancia tedrica, pois matrizes aleatérias aparecem no estudo de uma variedade de campos na prépria e
dentro da matemdtica mas, no caso da gravitacao quantica, ndo € suficiente para contar toda a histdria. Isso

porque a fungdo particdo de uma superficie com drea fixa A é

Z(A) ~ AO=DX/271 (13)



em que x € a caracteristica de Euler da superficie e v € um "expoente critico"[27] da teoria dado por

7= ple—1=V{e=1)(c—-29)). (1.4)

Aqui c € a carga central do sistema.

Portanto, apesar de apresentar sucesso nas previsdes, o modelo possui uma limitacdo: faz sentido
apenas para campos com carga central que nfo atravessam a barreira ¢ = 1, implicando imediatamente que

a teoria s é valida em duas dimensoes.

Para tentar contornar essa dificuldade, alguns autores passaram a utilizar das redes de Manhattan, um
meio distinto de se discretizar as superficies. Isso, no entanto, introduz novas dificuldades técnicas de
célculo, pois a nova agfo passa a possuir um "termo cinético"no qual a parte angular, integracdo sobre o
grupo unitario, nao desacopla do resto como em (1.2). Esses problemas s6 possuem solu¢des aproximadas
ou através de perturbacdes, sendo que nenhuma das abordagens possui respostas satisfatérias fora de um

certo regime [25].

Estamos particularmente interessados no modelo apresentado em [5], cuja acdo resultante é

L

o0

S(M) = tr[M' (0, @ T) I°tr[M (0 @ T")] = ?ktr(Mk + (MR, (1.5)
k=3

e 0,7 sdo os elementos de uma base conveniente e 1 sdo pardmetros do modelo. O cdlculo apresentado,

apesar de reproduzir os resultados em que o termo cinético ndo estd presente e ser facilmente generalizado

para outros sistemas, possui certas passagens que nao sdo ainda claras, sobretudo na escolha da medida

usada na integracao.

Portanto, o presente trabalho tem como objetivo principal dar um tratamento matemdatico mais rigoroso
a esse cdlculo, a fim de corroborar ou refutar os resultados obtidos. Para tal, faremos uma extensa revisao

sobre os conceitos necessdrios para entender a construgc@o e propor uma solucéo.

Como o espaco de integragdo € o grupo unitdrio, um grupo de Lie, fatorizado por seu toro maximo,
estamos lidando com o que é conhecido por variedade flag e estas admitem algumas estruturas conveni-
entes. Em especial, sempre existe um elemento de volume que é invariante sob a acdo do grupo de Lie
que a define. E a partir desse elemento de volume que planejamos construir a medida de integracdo. Para
que possamos entender a estrutura por trds desse tipo de espaco e obter o resultado desejado, comecamos
introduzindo as variedades diferencidveis e suas propriedades mais bdsicas. A seguir, fazemos um es-
tudo aprofundado de grupos e dlgebras de Lie, sempre especificando como as propriedades sao traduzidas
para U(N) e SU(N). Entdo, estudamos as jia mencionadas estruturas especiais das variedades flag. O
préximo passo € derivar uma expressao concreta para esse elemento de volume usando fibrados de linha
construidos com base em representagdes especiais do grupo. No mesmo capitulo, apresentamos a férmula
de Duistermaat-Heckman, que pode vir a ser uma maneira mais simples de se calcular a integral resultante.
Depois, descrevemos detalhadamente os célculos feitos em [5], explicitando quais e por que certas passa-
gens sdo problemadticas, para, enfim, aplicar o que foi desenvolvido nos capitulos anteriores na tentativa de
sistematicamente calcular algumas das integrais envolvidas. No dltimo capitulo damos nossas conclusdes

e perspectivas para desenvolvimentos futuros.



2 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS E GEOMETRIA

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos bdsicos de geometria diferencial, comecando pela de-
finicdo de variedade diferencidvel, seguida por uma breve revisao sobre vetores, formas e tensores. Entdo
definimos a integracdo sobre variedades, em especial sobre as variedades Riemmanianas. Por fim, intro-
duzimos as nocdes sobre fibrados. O capitulo segue a abordagem contida em [2], que pode ser consultado

para mais detalhes.

2.1 INTRODUCAO

Variedades sdo os espacos nos quais podemos generalizar mais naturalmente os conceitos geométricos
do espaco euclidiano. De uma maneira simplificada, podemos dizer que uma variedade é um espaco local-
mente homeomorfico a um subconjunto de R™. Uma curva ou uma superficie como a esfera sdo exemplos
simples de variedades, mas que mostram que o conceito de variedade engloba os casos mais familiares da
geometria diferencial euclidiana, chegando até espacos mais abstratos e com estruturas adicionais como os

grupos e dlgebras de Lie, e variedades flag, como serd visto mais a frente.

Definicao 2.1. M é uma variedade diferencidvel m-dimensional real quando

1. M é um espago topologico;

2. M possui uma colegdo de pares {(U;, p;)}, chamados de cartas, na qual {U;} é uma cobertura
aberta de M e p; é um homeomorfismo de U; a um subconjunto aberto de R™. A unido de todas as

cartas é denominada atlas;

3. Se U; N U; # 0, entdo as fungdes de transi¢do 1);; = p; o 90].*1 c i (Ui NU;) = @i (U; N U;) sdo

suaves.

Cada conjunto U; é denominado uma vizinhanga de coordenada, em que cada ponto p tem como
coordenadas ¢;(p) = (x'(p), z%(p), ...,z™(p)) € R™. O terceiro ponto da defini¢io implica que se um
mesmo ponto pertence a duas vizinhangas diferentes, cada coordenada desse ponto em uma carta ¢ uma
funcg@o suave das coordenadas da outra carta. Isto €, se p € U;NU;, tem como coordenadas M1 <pu<m)

em U; e também y” (1 < v < m) em Uj, entdo z* = z#(y") é suave, e vice-versa.

Se hé dois atlas diferentes {(U;, p;)} e {(V}, ;) } tais que a unido deles é novamente um atlas, eles sdo

ditos compativeis. A unido de todos os atlas compativeis de uma variedade é chamada de atlas completo.

Exemplo 2.1. A variedade mais simples ¢ o proprio R™, em que usamos como carta qualquer conjunto

aberto e como funcdo de coordenadas a identidade.

Exemplo 2.2. O conjunto de matrizes n x m reais My n,(R) é uma variedade, uma vez que pode ser

identificado com R™, usando as mesmas cartas do exemplo anterior. Como o determinante é uma funcdo



continua, det=*{0} é um conjunto fechado, portanto
GL(n,R) = {g € M, |9 é inversivel} 2.1)

é um conjunto aberto de M, ,,, portanto a interse¢do de um atlas de My, ,, com GL(n,R) é um atlas de

G L(n,R), tornando este uma variedade diferencidvel de dimenséo n®.

Exemplo 2.3. Outro exemplo familiar de variedade ¢ a esfera unitdria n-dimensional S™, realizada em
R como

S" ={z e R"| |lz| = 1}.
Um possivel atlas é dado pelos conjuntos

Uip = {(2° 2, ..., 2% ..,2") € S"|z* > 0}

Ui = {(z% 2, ...,2% ..., 2™) € S"|2" < 0},

junto com as funcoes p;+ : UL — R™ definidas por
0 .1 j 0 ‘
wir(x®, a2 = (o, 2t e ),

que sdo suaves. Observe que, apesar de terem a mesma imagem, o dominio de p; difere daquele de p;_.
Essas funcdes sdo as projecoes dos hemisférios U1 no plano x; = Q.

Exemplo 2.4. O espaco de todas as retas passando pela origem em R™ 1, nomeado espaco projetivo
real, RP", é outro exemplo de variedade real. Se um ponto x = (2°,...,2") e outro y = (¢°,...,y")
definem a mesma reta, entdo esses pontos devem ser identificados. Para tanto, introduza uma relagdo de
equivaléncia dada por x ~ y se v = Ay, A € R\ {0}. Entdo RP"™ é descrito como R"™1\ {0})/ ~.
Néo podemos usar (2°, ..., 2™), as chamadas coordenadas homogéneas, como coordenadas, jd que elas

ndo seriam independentes do representativo. Assim, como cartas usaremos oS cConjuntos
Ui = {z € R" ' # 0},

combinados as coordenadas inomogéneas
. J
N
(@) Tt
Perceba que essas coordenadas sdo bem definidas, uma vez que x* # 0 e também sdo independentes do

. .. o o )\yj . .
representativo, jd que se x = \y, entdo 7 = R Dessa forma, ¢; : U; — R" é dada por

0 " 330 xi—l xi-‘rl "
@Z(m yeeey L ): E,..., — — ey ™ |y

com % = 1 omitido.

As fungées de transi¢do sdo facilmente encontradas. Suponha v = (2°,....,2") € U; N U; e atribua

duas coordenadas 5{1.) = ﬁ—] e gk) = % Entdo, ;j = (mz) 55’)'

zJ



2.2 CURVAS, ESPACO TANGENTE E ESPACO COTANGENTE

Agora que as principais defini¢des sobre variedades foram dadas, € possivel comecar a estudar as estru-
turas presentes. Primeiramente, necessitamos de uma curva: uma aplicacdo suave ¢ de um intervalo aberto
(a,b) CRem M, e f € F(M), o conjunto de todas as fun¢des suaves de M em R. Por conveniéncia,

consideramos que t = 0 € (a, b), sem perda de generalidade.

Definicdo 2.2. Um vetor tangente X em um ponto p é o operador linear cuja a¢do em f(c(t)) dd a

derivada direcional ao longo da curva c(t), no ponto p = ¢(0), isto é

df (c(t))
X[f1=—4 li—o- (2.2)
Em termos de coordenadas locais € escrito, utilizando a conveng¢do de Einstein de somatérios,
af dxt
—f — |, (2.3)
Oxt dt 't=0
de onde tiramos a forma explicita do vetor
0
X =Xt—, 24
E (2.4)
com X* = % +—o- Note que quando escrevemos %, o que estd implicitamente escrito é ag;f ).

Se duas curvas c¢; (t) e ca(t) satisfazem

C1 (0) = C2 (0)

dt(a®)) _ datelt)
dt =0 at =0

entdo elas devem ser identificadas. Assim, sendo mais preciso, o vetor é definido em relacéo a classe de

equivaléncia de curvas e nao em relacdo a uma curva especifica.

A colegdo de todos os vetores tangentes em um ponto p forma um espaco linear T),M, o espaco
tangente de M/ em p. A base candnica, comumente chamada base de coordenadas, € e;, = 8% (1<u<

m), o que implica em dim T, M = dim M.

Como T}, M € um espago linear, podemos também falar do seu espago de funcionais lineares Ty M, o
espago dual ou espago cotangente. Os elementos do espago cotangente sdo as 1-formas. Se w = w,dx* €

T,y M, sua agdo sobre um vetor €

V )
(W, V) = w, X <de, @> = w, X", (2.5)

definindo {dz*} como a base dual de {%}, de forma que (da*, %> =4},

Vetores e 1-formas existem independentemente do sistema de coordenadas, o que torna claro que, dadas

duas cartas com interse¢do ndo vazia, deve ser verdade que



x=xr2 o xv9 xc T,M
Tk yﬂ

(2.6)
W = wedz® = w’ﬁdxﬁ,w €T, M,
do que segue que as coordenadas devem estar relacionadas por
oy+
XH = X" 2.7
R (2.7)
e -
P 9
W, = Wy By (2.8)

Podemos ainda generalizar os vetores e 1-formas ao construir os tensores. Um tensor do tipo (7, q) é

um funcional multilinear que atua no espago
Q" T, M @1T,M.

Um tensor arbitrdrio 7" pode ser escrito em termos das bases de 7, M e T;; M como

0 0 0
— HIH2. oy~ - v 12 v,
T =T, py ® p ®...® pye ®dz" @ dz"? ® ... ® dz", (2.9)
e sua acdo € dada por
T(wiy ooy wr; Vi, ., V) = T,ﬁ‘ll.::;f;““wlm...meVfl...quq. (2.10)

Assinalando um vetor a cada ponto da variedade de forma suave, obtemos um campo vetorial. Uma
diferente caracterizac@o é dizer que V' é um campo vetorial se V[f] € F,Vf € F. O conjunto de todos
os campos vetoriais ¢ X'(M). Com as 1-formas e tensores prosseguimos da mesma forma. O conjunto
das 1-formas é denotado por Q2'(M) e dos campos tensoriais Ty (M ). Vale ressaltar que tanto os campos
vetoriais quanto as 1-formas sdo campos tensoriais do tipo (1,0) e (0, 1), respectivamente. Além disso,
por convengio T)(M) = F(M).

2.3 PUSHFORWARDS E PULLBACKS

Sejam M e N duas variedades diferencidveis e f : M — N uma aplicagdo suave. Entdo, f induz o
pushforward f. : T, M + T}y, N, construido da seguinte maneira: se g € F(N), entdo g o f € F(M),
de forma que, para X € T, M, f. X € Ty, N e

fXlg] = X[go f]. (2.11)



Se escolhermos uma carta (U, ) em M e (V,1) em N, entdo é possivel escrever a forma explicita de

f«X. Em geral, X = X“% e fu X =WV 82”’ portanto

B 0
W”ayy lgoy(y)] = Xto—rlgo fo ¢ ! (2)].

Escolhendo g = y“, obtemos
Oy*(x)
oxk

we =X*# (2.12)

comy(z) = o fop ()
De modo parecido podemos também induzir uma aplicagdo f* : T]’c‘(p)N — Ty M entre 0s espagos
cotangentes, denominado pullback. Se tomarmos X € T),Mew € T }‘(p)N , 0 pullback f*w € definido

como
(ffw, X) = (w, fuX). (2.13)

Colocando w = w,dy", f*w = §,dx" e X = a% na definicdo do pushforward, vemos que as componen-

tes sdo dadas por
Iy ()
§a =Wy I (2.14)

2.4 CURVAS INTEGRAIS

Definicdo 2.3. Seja M uma variedade diferencidvel. Dado um campo vetorial X e I C R, entdo o(t, o) :

I — M ¢é uma curva integral de X se o vetor tangente a esta curva em um ponto x é X |, e o(0,x9) = xg

Portanto, se o (¢, xo) é uma curva integral, deve satisfazer

d
ga“(t, xo) = XH(t, x0), (2.15)

com a condi¢@o inicial o (0, xg) = xo. Devido aos conhecidos resultados sobre existéncia e unicidade das
solugdes de equagdes diferenciais, sabemos que uma curva integral sempre existe, ao menos localmente, e

¢ a solugdo do sistema acima.

Se ndo fixarmos um ponto inicial zg, e em vez disso considerarmos o como uma aplicacdo de I x M

em M, temos o chamado fluxo gerado por X. Além disso, um fluxo satisfaz
O'(t,O'(S,.’L'Q)) = U(t+8,$0), (2.16)

sendo ambas solu¢des da mesma equacdo diferencial com a mesma condic¢do inicial. O lado esquerdo
satisfaz

& b(1,0(5,20) = XP(o(1,0(5,20)

e como condicao inicial

0(07 U(Sa 330)) = O'(S, .I'o),



enquanto o lado direito

Do+ s, 20)) =

dt O-M(t+871:0)) :X“(U(t+57$0)

d(t+ s)

o(0+ s,0(s,x0)) = o(s, o),

que é a mesma equacdo com t — t + s.

2.5 FORMAS DIFERENCIAIS

As 1-formas que constituem o espaco cotangente sdo um exemplo de uma classe maior de funcionais

lineares: as formas diferenciais.

Defini¢do 2.4. Uma forma diferencial de ordem r, ou simplesmente r-forma, é um tensor do tipo (0, 1)

totalmente antissimétrico.

A forma mais conveniente de se escrever uma r-forma € através do produto de cunha A, que definimos
como
dxtt Ndzt? N A dat = Z sgn(P)dztn @ dxtr2 @ ...dxtrr (2.17)
PeS,
na qual S, é o grupo de permutagdes, ou grupo simétrico, de ordem r ¢ sgn(P) = 1 se o niimero de

permutagdes é par e sgn(P) = —1 se o nimero for impar.

O espago linear de r-formas em um ponto p de uma variedade M € Q2 (M), e a base candnica € formada
pelas formas como em (2.17), portanto se a variedade possui dimensao m, €27 (M ), como espaco linear,

possui dimensao (T) gracgas a antissimetria. De forma geral, uma r-forma € escrita

1
W=y e da AN dat (2.18)
T

com os coeficientes wy;, ..., também antissimétricos.

Se tomarmos w € (M ) e & € QL(M), através do produto exterior podemos construir um elemento
de Q;,JFQ(M ). Expressamos o produto como w A &, definido através de sua agdo em 7 + g vetores:

1
wAg(Vl,...,VW):Tq' > sgn(P)w(Voys s Vi JEVianys s Vs )- (2.19)

i PGSr+q

Utilizando esse produto e definindo Qg(M ) = R, estabelecemos uma élgebra

(M) = Q) (M) ® QM) ® ... ® Q' (M). (2.20)
Algumas propriedades das formas serdo mostradas a seguir.

Proposicao 2.1. (a) dz"* A\ dxt2 A ... A dat = 0 se ao menos um indice for repetido;



(b) dz"r N dxt2 A ... AN dxtr = sgn(P)dxter A dxte2 A LA dater

(c) detr NdxF2 A ... NdxFr =0ser > m;

Demonstracdo. (a) Pela definigdo (2.17), vemos que para cada termo na soma, ha um outro igual, porém

com sinal oposto, dado pela permutacdo dos indices repetidos.

(b) Porque somamos sobre todas as permutagdes, dx#' Adxt? A ... Adz! e dxtrr Adxtez A ... AdxHer

podem diferir, no maximo, por um sinal. Inserindo sgn(P), esse sinal é sempre compensado.

(c) Se r > m, ha sempre ao menos um indice repetido. Da parte (a), segue a igualdade.

2.5.1 Derivada exterior

Defini¢do 2.5. Seja w € Q(M) como em (2.18). A derivada exterior é uma aplicagdo d :

QM) definida como

1 0
dw = ] <5$uwﬂl~~“r> dx¥ Ndz" A LA dxtr.

Algumas consequéncia seguem imediatamente dessa defini¢do:
Proposi¢do 2.2. (a) d> =0

(b) Se w € (M), entdo dw = 0.

Demonstragdo. (a) Por definigio, d?w é dada por

2
1P
rl 0x*ozv

d?w dz® A dx’ Adx™ A ..o AdaP.

Wiy ...pr

O
Q (M) =
(2.21)

. 02 PSR ~ T £
No entanto, o coeficiente —5-cL=7= € simétrico em relagdo aos indices « e v, enquanto dz® A dz” €

antissimétrico, de forma que a soma sempre se cancela.

(b) Se w € (M), entdo dw € Q"1 (M). Pela parte (c) da Proposigdo 2.5, essa forma ¢ identica-

mente zero.

O]

A préxima definicdo serd necessaria quando estivermos lidando com a integracio sobre o espaco pro-

jetivo.

Definicao 2.6. Se uma forma w € tal que dw = 0, entdo é dita uma forma fechada. Se existe ) com uma

ordem menor tal que w = dv), entdo w é dita uma forma exata. Ou seja, ker d é o conjunto de todas as

formas fechadas e im d é o conjunto de todas as formas exatas.



2.6 INTEGRACAO DE FORMAS

Existe uma classe especial de formas que pode ser usada para definir uma medida sobre a variedade.

No entanto, para que tal forma exista, a variedade deve ser orientavel:

Definicao 2.7. Seja M uma variedade diferencidvel conexa. Se para quaisquer intersecdes de duas cartas
Ui e Uj, existem, respectivamente, dois sistemas de coordenadas {z"} e {y"} tais que o Jacobiano J =

det(0z* /0y") € estritamente positivo em todos os pontos de U; N Uj;, entdo M ¢ orientdvel.

Se M ¢ orientdvel, existe uma m-forma w que nunca é zero. Essa forma pode ser usada para integrar
qualquer f € M e é chamada de elemento de volume. Além disso, se duas formas w e w’ sdo relacionadas
por w = ho', com f € M, entéo elas sdo equivalentes se h for estritamente positiva e sdo inequivalentes
se for estritamente negativa. A orientagdo é importante pois, dado um elemento de volume w = h(p)dx! A
... A dz™ em uma carta U; que faz interse¢do com outra carta U;, com sistemas de coordenadas{z*} e
{y"}, respectivamente, entdo em Uj;, a forma € expressa como

ozt ox™

dy”™ A ... A
3y1/1 4 8yum

oxH

w = h(p) g

dy'm = h(p)det( >dy1 A ANdy™,

de forma que se a variedade fosse ndo orientdvel, nenhuma forma poderia ser definida em todas as cartas

tendo o mesmo sinal, o que implicaria que o elemento de volume se anula em pelo menos um ponto.

Estamos agora em posicéo para definir a integral de uma fungdo f € F(M). Seja w um elemento de

volume. A integral de f sobre uma carta U; é
/ fu = / Flo~ @)h(o~ (@) da ..dz™. (2.22)
Ui »(Ui)

O lado direito nada mais é do que uma integral multipla em m varidveis sobre o conjunto ¢(U;).

Para estender a integral sobre M inteira € necessdria a existéncia de uma familia de fun¢des chamada
de particao da unidade.

Definicao 2.8. Tome uma cobertura {U;} de M tal que cada ponto estd contido em um niimero finito de

conjuntos. Se existe uma familia de funcoes diferencidveis €; que satisfaz
0 <e€(p) <1,
I)ei(p) =0sep¢ U
)Y e =1Ype M,
entdo a familia {¢;} é uma particdo da unidade subordinada a {U,}.
A hipétese de que cada ponto de M estd contida em um nimero finito de conjunto sera assumida,

propriedade que torna M paracompacta. Dada uma parti¢do da unidade, € claro que podemos escrever

qualquer funcdo como

fp) = Z f)ei(p) = Z fi(p). (2.23)
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com f;(p) = f(p)ei(p).

A integral sobre todo o espaco serd entdo
fw= / fiw. (2.24)
Jre=2 )0

2.6.1 Variedades Riemmanianas

Definicao 2.9. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana é um tensor g do tipo
(0,2), definido em cada ponto p € M que satisfaz

1. g,(UV)=g(V,U), UV € T,M.

2. gp(U,U) >0, com igualdade se e somente se U = 0.

Uma variedade Riemanniana M nada mais é do que uma variedade na qual o espaco tangente de cada
ponto p € M possui uma forma bilinear simétrica ndo degenerada.

Note que se ha uma métrica g, cada vetor V' do espaco tangente de cada ponto p define uma 1-forma
wy = gp(V, -). De maneira andloga, para cada forma w existe um elemento V,, tal que w(U) = g,(V,,,U).
Por consequéncia, em variedades Riemmanianas temos uma maneira simples de escrever o isomorfismo

entre os espagos tangentes 7),M e os cotangentes T M.

Sendo uma 2-forma, € evidente que podemos escrever a métrica como
Ip = Guv(p)dr" @ dx”, (2.25)

na qual a matriz gW(p), também chamada de métrica, tem como entradas

9 0
9uv(P) = gp (W, W) = guu(p)- (2.26)

Como a métrica € ndo degenerada, a matriz g,,,, € inversivel, cuja inversa expressamos g"”, que obedece
1 VK __ RV — K 1 1 * A o1 —
arelagdo g,,9"" = 9" gy = 0,,. Com isso, o isomorfismo entre T),M e T,y M € simplesmente (Vo) =

g wy e (wy )y = gu V.

A caracteristica mais importante para nds das variedades Riemmanianas diz respeito a existéncia de

um elemento de volume especial:

Proposicao 2.3. Seja M uma variedade Riemmaniana de dimensdo m com métrica g. Entdo, M possui

Q = y/det(gu)dx' A ... Adz™, (2.27)

que é invariante sob troca de coordenadas.

um elemento de volume dado por

Demonstracdo. A m-forma dada pela equacdo (2.27) é claramente um elemento de volume uma vez que
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det(g) é sempre maior do que zero, ja que a métrica existe em todos os pontos e g,,,, é ndo degenerada.

Se z# sdo as coordenadas de uma carta (U, ) e y” de uma outra (V, ), com U NV # (), entdo nas

novas coordenadas o elemento de volume é

oxr Oz
Q= ,|det| =— wx | dyt A A dy™.
6(83/#3@/”9)\) Y Y

A
Como dy* = %daz”, entiao

_ Ox" ay)\ 1 m
Q= det(@y“) Vgdet (&r”) dz” N ... Ndx

= \/gda:l A ANdx™.

Esse resultado serd usado futuramente para calcular o elemento de volume das variedades flag .

2.7 FIBRADOS

Os fibrados s@o estruturas que aparecem naturalmente na descri¢do de problemas fisicos, incluindo o
tratado neste trabalho. Em suma, fibrados sdo espagos que localmente se comportam como o produto direto

de duas variedades, mas que ndo necessariamente se comportam como tal globalmente. Mais precisamente,

Definicio 2.10. Um fibrado diferencidvel E v~ M é um espago constituido por

1. Uma variedade E chamada de espago total.
2. Uma variedade M chamada de espago base.
3. Uma variedade F' chamada de fibrado.

4. Uma aplicagdo sobrejetivat : E — M chamada de projegdo. A imagem inversan ' (p) = F, ~ F

é o fibrado no ponto p.
5. Um grupo de Lie G que tem acdo em F, chamado de grupo estrutural.

6. Um conjunto de pares (U;, ¢;) tal que {U;} é uma cobertura de M e ¢; : U; x F +— 7 1(U;) é
um difeomorfismo que satisfaz w o ¢;(p, f) = p,p € M e f € F. Uma aplicagdo ¢; é chamada de

trivializagdo local e mapeia 7=1(U;) ao produto direto U; x F.

7. Se U; N U; # 0, entdo as fungoes de transigdo t;; : F' — F dadas por t;;(p) = qS;l o ¢j(p) devem

ser a acdo de elementos de G.

Para que as fung¢des de transicdo sejam consistentes é necessario que obedecam as seguintes condigdes:
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1. tii(p) =1
2. tij(p) = tji(p) .

3. tie(p) - trs(p) = tij(p).

A primeira condi¢do significa que a funcdo de transicdo de um conjunto em si mesmo deve ser a
identidade. J4 a segunda, que a fung¢do de transi¢cdo de U; para U; deve ser a inversa da que manda U para
U;, de forma que na interse¢do entre os conjuntos hd a liberdade na escolha da trivializacado a ser utilizada.
Por fim, se o ponto p pertence a interse¢do de trés ou mais conjuntos, a transi¢ao entre cada um deles deve

ser idéntica, ndo importando a ordem que ¢ feita.

Outro elemento significativo de um fibrado € o conjunto de sec¢oes.

Definicio 2.11. Seja E *~ M um fibrado. Uma secéo é uma aplicacdo s : M + E tal que 1o s é a
identidade em M. Se s é definida apenas em um subconjunto U, entdo é uma se¢do local. O conjunto de
todas as secoes locais é T'(U, F). Se a secdo é definida em toda M é dita uma se¢do global. O conjunto

de todas as segées globais é T'(M, F).

Exemplo 2.5. Talvez o caso mais comum de fibrado seja o fibrado tangente, formado pela unido de todos

os espagos tangentes de uma variedade m-dimensional M :

™ = | T,M.
peEM

Podemos imediatamente identificar como espago base a variedade M, e como fibrado em um ponto
p seu espago tangente. Assim, se (U, @) é uma carta tal que p € U eV = V“% € T,M, entdo,
denotando TU = J,e; TyM, E > (p,V) = (o(p), V1, ..., V™) é um homeomorfismo de U x TU
em um subconjunto de R™ x R™. A projecdo m toma v € E e leva ao ponto do espaco base, isto é,

m(u) = 7(p, V) = p, e o fibrado é, naturalmente, T,M = m(p).

Suponha que um ponto pertence a intersegdo de duas cartas (Uy, @) e (U, 1)), e um vetor V- € T, M

tem coordenadas V = V“a% =yv agy, respectivamente. Ambos os sistemas devem ser relacionados por
~ 8y"
Y=o VS (2.28)

de forma que as matrizes jacobianas sdo as fungoes de transicdo, que devem ser inversiveis, implicando

que deve ser ndo singular, portanto deve ser um elemento de GL(m,R), o grupo estrutural.

Por fim, um campo vetorial X pode ser visto como uma secdo em fibrados tangentes, através de

s(p) = (p, X|p), que, é claro, satisfaz m o s = Idyy.

Exemplo 2.6. Existe uma classe de fibrados vetoriais que serdo de particular interesse em secoes futuras:
fibrados vetoriais homogéneos. Em geral, estes sdo fibrados E v~ M nos quais a a¢do do grupo estrutural
em M ¢ transitiva e cada g € G manda F, para Fy, linearmente. Uma variedade que possui agdo
transitiva de um grupo de Lie é nomeada de variedade homogénea, de onde vem o nome desta classe de

fibrados. Devido a agdo transitiva, basta que consideremos os espagos em que M = G/H, com H o
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grupo de isotropia de um ponto em M, que é fechado uma vez que a a¢do é continua. Nesses espagos, uma

maneira usual de se construir um fibrado vetorial homogéneo é através de uma representacdo de G, veja

Definicdo 3.5, cujos fibrados sdo dados por
Ly = {[(9,v)]lg € G,v € V e (g,0) ~ (gh,h ™ v)},

parag € G,h€ Hev € V. Aprojecion : Ly — G/H én(g,v) = gH = [g|g e a agdo de G em Ly é
9'l(g,v)] = [(g'g,v)].
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3 GRUPOS DE LIE

Este capitulo é dedicado ao estudo de alguns dos resultados dentro da teoria dos grupos de Lie e suas
representacdes que serdo usados repetidamente nas se¢des seguintes. Seguimos principalmente [3], com

[11] podendo ser consultado para uma abordagem mais simplificada e [12] para uma mais aprofundada.

3.1 INTRODUGCAO

Definicao 3.1. Um grupo de Lie G é um grupo e, simultaneamente, uma variedade na qual a multiplicacdo

e tomar a inversa sdo aplicagdes suaves.

O exemplo mais trivial de grupo Lie é dado por R com a operacdo de adicdo. Um exemplo mais

interessante é dado pelo grupo das matrizes inversiveis sobre um corpo F GL(n, F):

Exemplo 3.1. Como visto no capitulo anterior, Exemplo 2.2, GL(n,F) é uma variedade. Para mostrar
que é um grupo de Lie, observe que cada coordenada em um produto de matrizes é um polinomio nas
coordenadas das matrizes originais. Para ver que a inversa é uma aplicacdo suave, basta relembrar

1

que é dada por g—" = adj(g)/det g, em que adj(g) é a transposta da matriz dos cofatores de g, cujas

coordenadas sdo polindmios das coordenadas de g, assim como det g, que é também diferente de zero.

Assim, tanto a multiplicacdo quanto a inversa sdo aplicagcoes suaves.

Para provar que os grupos unitdrios e outros sdo grupos de Lie, precisamos da nogdo de imersao e

subgrupo de Lie.

Definicao 3.2. Seja ¢ : M +— N uma aplicagdo injetiva e suave entre variedades com dim M < dim N.
@ é uma imers@o de M em N se @, ¢é injetivo. (M) = M’ é uma subvariedade imersa em N.

A defini¢do de subgrupo de Lie é bastante similar, com a diferenga que agora a aplicacio entre as

variedades deve ser também um homomorfismo.

Definicao 3.3. Seja o : H — G um homomorfismo e uma imersdo de H em G. Entdo H é um subgrupo
de Lie de G.

A tltima ferramenta necesséria é o seguinte teorema.

Proposicao 3.1. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo, ndo necessariamente uma variedade. H

é um subgrupo de Lie se e somente se H é fechado.

Isso, € claro, torna H um grupo de Lie independente de G. Com isso, listamos alguns outros grupos de
Lie.
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Exemplo 3.2. O grupo especial linear
SL(n,F) ={g € GL(n,F)|det g =1}

¢ um subgrupo de GL(n,F) e é fechado pois det é fungdo continua, e SL(n,F) = det=*{1}.

Exemplo 3.3. O grupo unitdrio
U(n) = {g € GL(n,C)|UUT = I}

é um subgrupo fechado de GL(n,C) jd que cada coluna é um vetor unitdrio, de forma que U (n) é home-
omdrfico a um conjunto fechado de S*™ 1 x ... x §?"~1 C R27% |y §2n—1 para cada coluna. Portanto,
0 grupo especial unitdrio

SU(n) ={g € U(n)|det g =1}

é também um grupo de Lie. Esses dois grupos sdo os conhecidos grupos de rotacdo em C™.

Definicdo 3.4. Seja G um subgrupo de Lie de GL(n,C). Entdo ele é compacto se satisfaz as seguintes

condicoes:

1. Se {gn} é uma sequéncia de elementos de G, entdo o limite desta sequéncia também pertence a G.

2. Existe constante C' € R tal que para todo g € G, |g;j| < C,V1 <1i,j <n.

Note que a definicdo de compacidade nada mais € do que aplicacdo do Teorema de Borel-Lebesgue
[13], aproveitando que M, ,,(C) ~ Cc ~ R, Os grupos unitdrios sdo compactos pois cada linha e cada
coluna deve formar um vetor unitdrio, e sdo exemplos dos grupos de Lie compactos cldssicos. Ja SL(n,C)
ndo é compacto jd que a matriz diag(a,1/a,1,...,1),a € C, é uma matriz inversivel, com inversa dada
por diag(1/a,a,1,...,1), na qual podemos tomar |a| tdo grande quanto desejado, ndo existindo constante
satisfazendo a segunda condicdo.

Outros grupos de Lie relevantes em fisica s@o os grupos Euclidiano E;, o grupo de todas as simetrias
em R™ e o grupo de Lorentz, o grupo de simetrias do espaco de Minkowski. Ambos s@o também nao

compactos.

Antes de passarmos para a teoria de representacio, precisamos de um resultado que serd usado repetidas

VEZES.

Proposicao 3.2. Seja G um grupo de Lie conexo e U uma vizinhanga da identidade e. Entdo, U gera G,

isto é, G = U2, U", no qual U™ é o produto de U consigo n vezes.

Demonstracdo. Escolha uma vizinhanga aberta V de e, e defina U = V' N V-1 C V. V1 ¢ aberto, de
forma que U € aberto. Defina H = U2 U™, que é um subgrupo aberto de G por construgdo. Como G é
conexo, basta mostrar que H é fechado, implicando em H = G. Para isso, tome g € H. Como U possui a
identidade, gU é uma vizinhanga de g e, portanto, intersecta H. Agora, considere h € H N gU, que deve
ter a forma h = gu,u € U e h = uj...u;m, u; € U, para algum m natural. Usando essas duas relagdes,

vemos que ¢ = u~ 'uy...u,, € H, mostrando que H é fechado e a proposicio estd provada.

O
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3.2 TEORIA DE REPRESENTACAO

Grupos de Lie muitas vezes aparecem como grupos de simetria abstratos em problemas fisicos, entdo

para termos uma realizacdo concreta deles, precisamos das representagoes.

Definicao 3.5. Seja G um grupo de Lie, V um espago vetorial de dimensdo finita e w : G — GL(V') um
homomorfismo. O par (7, V') é dito uma representacdo de G. A dimensdo da representacdo € a dimensdo
deV.

Cada elemento do grupo G é representado por um operador linear atuando em um espaco vetorial.
Apesar de também existirem representacdes em espagos de dimensao infinita, trataremos apenas dos casos
de dimensao finita, ja que serdo as Unicas representacdes utilizadas no decorrer do trabalho, além de sua

maior simplicidade.

A condicdo de que 7 seja um homomorfismo significa que é uma aplicagdo suave e que dados dois

elementos g e ¢’ de G, entdo
m(g)n(g") = 7(g9). (3.1)

Quando a representagdo for 6bvia pelo contexto, escrevemos apenas gv no lugar de (7w (g))(v) para
geGevelV.

Exemplo 3.4. O exemplo mais simples de representacdo é dado por m(g) = 1,Yg € G, a chamada

representagcdo trivial.

Exemplo 3.5. Se G é um de GL(n,C), SL(n,C),U(n) ou SU(n), a representagdo padrdo é dada pela

multiplicacdo de um vetor de C™ por uma matriz. Se G é O(n) ou SO(n), em vez de C™ temos R"™.

Se existem duas representacdes, hd a possibilidade que elas sejam a mesma, ou seja, existe alguma
aplicacdo inversivel que leva uma a outra. Quando isso ocorre, dizemos que sdo equivalentes. A condi¢do

para que duas representacdes sejam equivalentes é dada a seguir.

Defini¢do 3.6. Sejam (7, V') e (7', W) duas representacdes de um grupo de Lie G. Entdo
1. T € Hom(V,W) é um operador de entrelacamento se T o w(g) = 7'(g) o T, Vg € G. O conjunto
de todos os operadores de entrelagcamento é denotado Homg(V, W)
2. As representagdes sdo equivalentes se existe T € Homg(V, W) que é uma bijecdo. Quando esse é

caso, escrevemos V ~ W.

Dados dois ou mais espagos lineares que possuem representacdes de (G, podemos construir novas re-
presentagdes nos espacos gerados pelas combinagdes entre eles, como o produto tensorial, ou ainda em

espacos relacionados aos originais, como o espago dual. Listamos algumas das mais relevantes a seguir.

Proposicio 3.3. Sejam v € V e w € W elementos de representacoes de G de dimensdo finita. Entdo, os

seguintes também sdo representacoes:

a) Ve W, comg(v+w)=gv+ guw.

17



b VW, comgzm v @ wj = Z” gu; ® gw.
¢) Hom(V, W), o espago de todas as aplicagées lineares de V-em W, com (gT)(v) = g[T (g~ v)].
d) Segue de c) com W = C.

Demonstragdo. Os casos a) e b) sdo facilmente vistos serem homomorfismos. Das representagdes originais

segue que sdo suaves e inversiveis.

¢) Considere g1, g2 € G e calcule
[91(92D)])(v) = 91[(92T) (97 "0)] = 9192[T (95 91 "0)] = [(9192)T](0).

d) Como caos anterior, temos

[91(92T))(v) = (2T)(9™'v) = T(g3 g1 'v) = T((g192) ') = (9192T)(v).

3.2.1 Representacoes irredutiveis e Lema de Schur

Quando lidamos com representacdes, de modo geral, ¢ mais conveniente lidar com a menor repre-
sentacdo possivel, as representacoes irredutiveis. De fato, veremos que quando a representacio possui
dimensao finita, é necessdrio estudar apenas as representacdes irredutiveis, ja que qualquer representacio

pode ser reduzida a uma soma de representacdes irredutiveis.

Definicao 3.7. Seja G um grupo de Lie e V uma representacdo de dimensdo finita.

1. Um subespaco U C 'V ¢ invariante se gU C U,Vg € G. U ¢ também uma representacdo de G.

2. Uma representacdo ¢ dita irredutivel se os unicos espagos invariantes sdo {0} e V. Se existem

subespacos invariantes, a representacdo é chamada redutivel.

3. Se uma representacdo é uma soma direta de representacdes irredutiveis, entdo ¢ completamente

redutivel.

A principio, checar a irredutibilidade pode ser uma tarefa impossivel, j4 que seria necessdrio verificar
todos os subespacos um a um. No entanto, um dos resultados mais conhecidos em teoria de representacao

nos dd uma ferramenta que simplifica muitissimo o trabalho: o Lema de Schur.

Proposicao 3.4. Lema de Schur. Sejam V e W representacées complexas de dimensdo finita irredutiveis

de um grupo de Lie G. Entdo

) lseV W
dim Homg(V,W) = (3.2)
0seV £ W.
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Demonstragdo. Se T' € Homg(V, W) é diferente de zero, entdo kerT ndo é V e é invariante, de modo
que deve ser {0} devido a irredutibilidade de V', portanto € injetiva. Analogamente, /1" ndo € zero e

invariante. Mas W € irredutivel, entdo 7' deve também ser sobrejetiva, e V ~ W.

No caso V' =~ W, suponha que existem Ty e T € Homg(V, W) bijetivas. Entio T o T, ' €
Homg(V,V'). Como V é um espago linear de dimenséo finita sobre C, existe um autovalor A diferente de

zerode T o Ty Leker(To Ty ! — \I) ndo contém apenas o vetor nulo, sendo ainda invariante. Como V/
éirredutivel, T o Ty * — AT = 0, e Homg(V, W) = CTh,. O

Como consequéncia imediata do Lema de Schur, temos que se V' € uma representagdo irredutivel, entdo
Homg(V,V)=CI.

Uma das caracteristicas de grupos compactos é que suas representacdes sdo sempre completamente

irredutiveis. Para provar essa afirmacdo, precisamos do seguinte conceito:

Definicdo 3.8. Seja V' uma representacdo de um grupo de Lie G. Uma forma (-,-) : V. xV +— C é
invariante se (gv, gv') = (v,v"),Vg € G e v,v' € V. Uma representacdo é unitdria se ela possui um

produto interno invariante.

Proposicao 3.5. Toda representacdo de um grupo de Lie compacto é unitdria.

Demonstra¢do. Comegando com qualquer produto interno (-, -), definimos um novo através de

(v,0") = /G<9v, gv')dg, (3.3)

na qual dg € a medida de Haar do grupo (Apéndice A.2). Essa formula é bem definida ja que em g —
(gv, gv’) tanto o produto interno quanto a a¢do de g sdo aplicagdes continuas, e também invariante porque
utilizamos a medida de Haar. Como G é compacto, a integral é um nimero finito. Por fim, também é

positiva definida, ja que (v,v) = fG<gv,gv>dg > 0 pois (gv, gv) > 0,Vg € G. dJ

Essa Proposicdo significa que uma representacdo de um grupo de Lie compacto é mais do que um
homomorfismo ao grupo de transformagdes lineares de V', ¢ um homomorfismo de G ao grupo de ope-
radores lineares unitdrios de V. Essa caracteristica serd importante na prova de uma série de resultados

posteriormente. O primeiro € o j4 mencionado sobre a redutibilidade das representacoes.

Proposicao 3.6. Representagdes de dimensdo finita de grupos compactos sdo completamente redutiveis.

Demonstracdo. Seja V' uma representagdo redutivel de G com produto interno invariante (-,-). Entdo,
existe subespaco proprio invariante W C V. Podemos escrever V = W @ W, em relacio ao pro-
duto invariante. Além disso, W também é um subespaco invariante ji que para w € W e w' € W,
(gu',w) = (g7 gw', g7 w) = (w',g7"
aplique o mesmo argumento até que todos os espagos sejam irredutiveis. O

w) = 0. Se W+ ¢ irredutivel, a prova estd finalizada. Se nio,

Antes de prosseguirmos para a discussdo das dlgebras de Lie, hd uma tltima Proposi¢do necessaria e
que faz uso tanto do Lema de Schur quanto da existéncia de um produto interno invariante, que mostrare-

mos ser unico.
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Proposicao 3.7. Se V é irredutivel, entdo o produto interno invariante € vinico a menos de multiplicacdo

por um niimero real positivo.

Demonstra¢do. Suponha que (-,-) é um produto interno invariante em V. Como o espago em questdo
possui dimensdo finita a aplicagdo 7" : V — V* dado por Tv = (-,v),v € V, é um isomorfismo. Além
disso, é também um operador de entrelagamento usando a acdo dada na Proposicao 3.3. Pra ver isso, basta

calcular
T(gv) = (-,9v) = (¢~ '-,v) = (¢T)(v), v € V,g € G.

Suponha agora que existe outro produto interno (-, -)’ invariante em V. Defina entdo 7" : V +— V* dado
por T'v = (-,v). Claramente 7" e T" pertencem a Homg(V, V*), que pelo Lema de Schur tem dimensdo
igual a um. Logo, a dnica possibilidade é (-,-) = ¢(+,-)’. Para que ambos sejam produto interno, devemos

ter c real e positivo. O

De maneira similar as representacdes, podemos definir uma acio dos grupos de Lie sobre uma varie-
dade.

Definicao 3.9. Seja G um grupo de Lie ¢ M uma variedade. A a¢d@o de G sobre M ¢ uma aplicagcdo
0:G x M — M que satisfaz
o(e,p)

=p
o(g2,0(91,p)) = 0(9291,p)
Como no caso das representacdes, escrevemos apenas gp para a acdo de G.

Exemplo 3.6. O produto entre elementos de um grupo de Lie G, é claro, define uma acdo de G sobre si
mesmo. Como serd visto no proximo capitulo, a exponencial da dlgebra de Lie GL(n,C) também é uma

acdo em G de um grupo aditivo.

Exemplo 3.7. Um fluxo é uma acdo do grupo de Lie R, que existe em qualquer variedade M.

A acdo de um grupo de Lie pode ser classificada pela maneira como atua na variedade. As classificagdes

Sao:

1. Transitiva se para quaisquer pontos x,y € M, exite g € G tal que gx = y.
2. Efetiva se ndo existem pontos fixos em M, isto &, se gp = p, entdo g deve ser a identidade.

3. Livre se o Unico elemento agindo trivialmente € a identidade, ou seja, se gp = p,Vp € M, entdo g é

a identidade.

4. Uma érbita é a acdo de todos os elementos do grupo G sobre um ponto p da variedade.
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4 ALGEBRAS DE LIE

Aqui falamos sobre as dlgebras de Lie e suas conexdes com os grupos de Lie e a teoria de representacio,
que apresenta certas particularidades, com o objetivo de entender a decomposi¢do dos espagos de pesos e

raizes. Como anteriormente, seguimos [3], indicando [11] e [12].

4.1 INTRODUGCAO

Seja G um grupo de Lie, e considere um elemento fixo a, e um elemento arbitrario g. Definimos entao

a translacfo a esquerda L, : G — G, dado por

Ly,g = ag. “4.1)

Por definicdo, essa aplicagdo ¢ um difeomorfismo de G em G, portanto podemos construir o push-
forward Ly : T,G — T,,G. Assim, € possivel definir uma classe especial de campos vetoriais.

Definicao 4.1. Seja X um campo vetorial em um grupo de Lie G. X é um campo vetorial invariante a

esquerda se L, X |qg = X|qg. O conjunto de todos os vetores invariantes a esquerda é denotado g.

Note que o fato de um grupo de Lie ter acdo transitiva sobre si mesmo implica que o conjunto de vetores
invariantes a esquerda corresponde ao espaco tangente da identidade 1. G para cada elemento v € T.G
existe um campo vetorial invariante correspondente definido por X |, = Lg,v, e para cada campo vetorial

invariante Y existe um elemento u € T.G definido por u = Y.

Como estamos lidando com grupos de Lie que sdo subgrupos de GL(n, C), a translagdo é escrita sim-
plesmente como um produto de matrizes. Podemos identificar 7. G como um subespaco de T;GL(n, C),
no qual iremos definir nossa estrutura algébrica. Para tal, € necessdrio fazer a definicdo do parénteses de
Lie:

Definicdo 4.2. Seja G um grupo de Lie. A aplica¢do |-,-] : g X g +— g que
1. ¢é antissimétrica;

2. é bilinear;

3. satisfaz a identidade de Jacobi: [ X, Y, Z|| + [Z,[X, Y]]+ [Y,[Z,X]] =0,VX,Y,Z € g
é chamada parénteses de Lie.

Vale ressaltar que quando G é subgrupo de GL(n,C), o parénteses de Lie é apenas o comutador
[X,Y] = XY —Y X, jd que sua dlgebra é uma dlgebra de matrizes, como veremos. Podemos agora definir

a Algebra de Lie associada a um grupo de Lie.
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Definiciio 4.3. Seja G um grupo de Lie. Sua Algebra de Lie é o conjunto
g=1{(t)]i=0lc(0) = ¢, c: (—t,t) — G,t > 0, é suave},
munido com o produto dado pelos parénteses de Lie.

A dlgebra €, naturalmente, também um grupo, de forma que € relevante que se faga o estudo de suas
representacoes irredutiveis. A definicdo de representacdo para a dlgebra conta com um requisito a mais em
relacdo a usual: ela deve preservar o parénteses de Lie, ou seja, a representagdo deve preservar a soma e a

multiplicagdo em g.

Defini¢do 4.4. Seja g uma dlgebra de Lie. Uma representagdo de g é um par (7, V'), no qual V' é um espaco
linear complexo de dimensdo finita e 7 : g — End(V') uma aplicacdo linear que satisfaz 7([X,Y]) =
7(X) o m(Y) — (Y) o w(X) = [x(X),x(Y),VX,Y € g

A representacdo é dita irredutivel se os tinicos subespacos invariantes sdo triviais. Isto é, se U é um

subespacgo tal que w(g)U C U, entdoU = {0} ouU = V.

Note também que 7 ndo é mais uma aplicacdo a GL(V') ja que um elemento da édlgebra sé possui

sempre uma inversa em relacao a soma.

4.1.1 Aplicacao exponencial

Para conseguirmos calcular a dlgebra de um grupo, € necessdrio definir a exponencial de matrizes.

Definiciio 4.5. Seja X uma matriz n x n. A aplicagdo exp : M, , — GL(n), dada por
exp(X) =X = — (4.2)

é a exponencial da matriz M.

A série converge absolutamente para qualquer matriz X. Para ver isso, considere a norma dada por

1
10 = (327520 1% 12) * e caleule [l

ij=1
oo

Xk
PIETY

k=0

<§:M_6HXH - 43)
=2 T ' '

Segue da definigio que € = I e da férmula de Baker-Campbell-Haussdorf [11] que (e¥X) ™! = =X,

Proposicio 4.1. Seja G um subgrupo de Lie de GL(n,C). Entdo:

a) Seja X € g. Entdo, e é um homomorfismo de R em G e também a curva integral do campo
vetorialX|g =9X,9€G.

b)g={X € M, ,|e" € G parat € R}.
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(c) Existe uma vizinhanga de 0 em g cuja restri¢do de exp é um difeomorfismo em uma vizinhanca de

I emG.

(d) Se G é conexo, exp(g) gera G.

Demonstracdo. (a) A férmula BCH mostra que a aplicacio t — /X é um homomorfismo dos nimeros
reais em G'L(n, C) e também a curva integral do campo vetorial dado por X |, = ¢X, g € GL(n,C), uma
vezquee! =T e %etx = e X,Vt € R. Como X pertence ao espaco tangente de G, existe € > 0, tal
que X € G parat € (—e,¢). Como G é subgrupo e e/X homomorfismo, (e!X)" = e™X € G, ¥n € N.
Assim, para todo ¢ real, /X € G e repetindo os argumentos usados para GL(n,C), a curva integral de
X|, € T,G.

(b) Pela parte (a), g C {X € Mn,n|etX € Gparat € R}. Para ver a relagéio contréria, pegue X tal
que /X € G. Calculando a derivada em ¢ = 0, temos %eX|,_o = X € g, provando a inclusdo.

(c) Pelo teorema da funcdo inversa em variedades [9], € preciso mostrar que a derivada de exp é
inversivel em T7G. Mas, %etx lt=0 = X, ou seja, a derivada de exp em I é apenas a identidade, provando

o resultado.

(d) Segue da parte (c) e da Proposicdo 3.2. O

A Proposicdo 4.1 fornece a maneira mais simples para calcular a dlgebra de Lie dos grupos classicos.

Exemplo 4.1. Pela propria definicdo da exponencial e pela Proposicdo 4.1, parte b), podemos ver que

dlgebra de Lie de GL(n,C) é simplesmente o conjunto de todas matrizes n X n complexas.

Exemplo 4.2. A dlgebra de SL(n,TF) é

sl(n,F) = {X € gl(n,F)[trX = 0}. (4.4)

Suponha que X pertence a dlgebra de SL(n,T). Usando a parte d) e a condigdo det e =1 = ettrX)

’

temos que %h:oet(”X ) =trX =0.

Exemplo 4.3. O grupo unitdrio tem como dlgebra
u(n) = {X € gl(n,C)| X" = —X}. (4.5)

Para ver que isso é verdade, tome um elemento g = €' € U(n) e calcule a derivada em t = 0 da relagdo

:
X (M) = X etX" = [ temos que

d
%(etXetX*)h:O =X+Xxt=0= xt=-Xx

Exemplo 4.4. Seguindo U(n) e SL(n,C), SU(n) tem como dlgebra

su(n) = {X € gl(n,C)| X" = —X,trX = 0}. (4.6)
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4.2 REPRESENTACOES ADJUNTAS

Dentre todas as representagdes de um grupo de Lie GG e da sua dlgebra g, as representacdes adjuntas
possuem um maior destaque. Como as algebras sdo identificadas com o espago tangente da identidade, sdo

espacos vetoriais de dimensao finita, de forma que podemos usé-las para definir representacdes.

Para poder dar a defini¢do exata das representagdes adjuntas, é necessario fazer o estudo dos diferenci-

ais entre dlgebras.

Definicao 4.6. Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras g e b, respectivamente, e p : G — H um
homomorfismo. Entdo o diferencial de p, dy : g — b é dado por

d

—p(etX)]4=o. 4.7)

dp(X) = o

Note que isso coincide com a definicdo de pushforward da geometria (2.11).

Proposiciao 4.2. Sejam G e H grupos de Lie, e ¢ : G — H um homomorfismo. Entdo expodp = poexp.

Além disso, dp é um homomorfismo entre as dlgebras.

Demonstracdo. Como ¢ é um homomorfismo, temos

d d
0 = ()XY o = () dp(X).

(etX) ~ ds

Portanto e/* é a curva integral do campo vetorial invariante dp (X ). Assim, pela equagio (2.16), temos
etX) = gtdeX

o(

Para a segunda parte da Proposicio, comece com @(e!X esY ¢ 7tX) = ldpX o3deY o=tdp X pelq defini-

~ . s s . _ -1 . . _
¢io de exponencial é facil ver que Ae!™ A~1 = eAWA™" Aplicando isso a e X e e X com A = !X, e

calculando % |s=0, temos

_ d _ d tX vy, —tX
d(p(etXYG tX) — $S0(6tX€SY€ tX)‘s:O _ %90(686 Ye )‘3:0
_ di pldpX osdpY —tdpX _ tdpX do(Y) e tdpX

S

Aplicando % |t=0 ao resultado

d
adgo(etXYe*tX)lt:o = dpXdpY — dpYdeX = [dpX, dpY].

Finalmente temos

d _
de([X,Y]) =dp(XY —YX) = @dgo(etx Ye '¥)|mo = [deX, dpY].

O

Em particular, isso mostra que o diferencial de uma representacdo de GG é uma representacéo de g. Mais
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ainda, se dm é uma representagdo de g, ™ é uma representacdo de (G se este for conexo. Com isso, estamos

em posicao para definir as representacdes adjuntas.

Definicdo 4.7. Seja G um subgrupo de Lie de GL(n,C). Entdo

1. Para g € G a conjugagdo c, : G — G é a aplicagdo dada por c4(h) = ghg™!, h € G.
2. Arepresentagdo adjunta de G, (Ad, g), é dada por Ad(g) = d(cy).

3. Arepresentagdo adjunta de g, (ad, g), € dada por ad = d(Ad).

A representagdo adjunta de GG € simplesmente dada pela conjugacio de X € g por g € G, ja que

d

Ad(9)(X) = d(eg) (X) = &

(ge'*g™h) = gXg7". (4.8)

Além disso, € um homomorfismo

Ad(g192)(z) = 192X (9192) " = 192X g5 1 g7 ' = Ad(g1)Ad(g2) X,

de forma que Ad ¢é de fato uma representagdo. Como consequéncia da dltima Proposi¢do, ad = d(Ad) é
uma representacao de g, e é dada por
d d

ad(X)Y = ﬁ(Ad(etX N |t=0 = %(etX Ye ') im0 = [X, Y], 4.9)

4.3 SUBGRUPOS E SUBALGEBRAS ABELIANAS

Definicao 4.8. 1. Seja G um grupo. G é um grupo Abeliano se g1g> = g291,Vq1, g2 € G.

2. Seja g uma subdlgebra de gl(n,C). g é uma dlgebra Abeliana se [X,Y ] = 0,VX,Y € g.

Em palavras, um grupo ou dlgebra sdo Abelianos se todos os seus elementos comutam entre si.

E interessante que o estudo dos grupos e dlgebras Abelianos sejam feitos simultaneamente, pois hd

uma variedade de resultados conectando ambos.

Proposicio 4.3. Seja G um subgrupo de Lie de GL(n,C) com dlgebra g. Entdo, para X,Y € g, [X,Y] =

0 se e somente se X %Y = e3Y !X, Além disso, se G é conexo, entdo é Abeliano se e somente se g também

o¢é.

Demonstragdo. (—) Da férmula BCH, segue que se [X, Y] = 0, entdio e/ X esY = X FsY = sVl X,

(<) Se !X e ¥ comutam, entdo e!XesY etX =

ficamoscom XY — Y X = 0.

e*Y . Aplicando %]5:0 e % +—0 a essa igualdade,

A segunda parte segue da Proposi¢do 4.1 e da primeira parte deste. 0

Definicao 4.9. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g.
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1. Um subgrupo mdximo, conexo e Abeliano é denominado um toro mdximo de G.

2. Uma subdlgebra mdxima e Abeliana é denominada uma subdlgebra de Cartan de g.

Uma importante caracteristica dos toros miximos e subdlgebras de Cartan é que elas estdo em cor-
respondéncia de um para um. Para mostrar isso, precisamos de alguns resultados da teoria de geometria
diferencial. Dada uma subdlgebra b de gl(n, C), hd uma dnica subvariedade H, chamada variedade inte-
gral, de GL(n, C) que contém a identidade e cujo espago tangente em um ponto h é dado por kb [9]. Além
disso, se f : M — G é uma aplicagdo suave entre variedades, tal que f(M) C H,entdo f : M +— H tam-
bém € uma aplicacdo suave. Com isso, o produto e tomar a inversa automaticamente se tornam aplica¢des

suaves em H. Assim, resta provar que H é um subgrupo de GG para estabelecer o seguinte:

Proposicao 4.4. Seja G um subgrupo de Lie de GL(n,C) com dlgebra de Lie g. Entdo, hd uma bijecdo
entre o conjunto das subdlgebras de Lie de g e dos subgrupos conexos de G. Ou seja, cada subgrupo de
Lie H C G possui uma dlgebra y C g. Em particular, um subgrupo conexo T é um toro mdximo se e

somente se sua dlgebra t for uma subdlgebra de Cartan.

Demonstragdo. Sejat uma subdlgebra de g e [ a tnica subvariedade contendo a identidade, e cujo espaco
tangente em um ponto h € dado por ht. Seja hg um ponto arbitrario de H. Como o produto € suave,
considere hoH, uma subvariedade conexa contendo a identidade. Além disso, dada curva integral c(t)
em H, hoc(t) é uma curva integral em hoH tal que %(hoc(t))h:o = hoc(t'). Isso implica que o espago
tangente de hoH em hoh é dado por hoht. Isso mostra que hoH é uma variedade integral. Mas pela
unicidade, devemos ter hoH = H. O mesmo argumento pode ser utilizado para mostrar que h 'H=H,

provando que H é de fato um subgrupo de Lie. A correspondéncia é sobrejetiva.

Para ver também que € injetiva, suponha que H e H' sdo dois subgrupos conexos de G com mesma
dlgebrade Lie t C g. Como foi mostrado anteriormente, Proposi¢do 4.1, a exponencial ¢ um difeomorfismo
da dlgebra para uma vizinhanga da identidade, de forma que existe uma vizinhanga comum a H e H'. Como

ambos s3o conexos, a Proposi¢do 3.2 garante que a dnica possibilidade é H = H'.

Combinando esse resultado com a Proposi¢do 4.3, segue facilmente que um subgrupo conexo 7' é um

toro maximo se e somente se sua dlgebra t for uma subdlgebra de Cartan. O

Exemplo 4.5. Como matrizes unitdrias que comutam sdo simultaneamente diagonalizdveis, jd que sdo
normais, o toro mdximo de U (n) deve ser composto de matrizes diagonais. Como a dlgebra deve ser com-

posta de matrizes anti-hermitianas, equacdo (4.5), o toro mdximo T e a subdlgebra t sdo, respectivamente

T = {diag(e™, ...,e""),0; € R}

(4.10)
t = {diag(iby, ...,16,),0; € R}.
Jd SU(n) C U(n), basta adicionar a condigdo det e =1, X € su(n), que implica em
T = {diag(e, ...,e"), 0, e R,E"_,0, =0
{diag( ) J j=1Yj } @.11)

t = {diag(i01, ...,10,),0; € R,¥7_,0; = 0}.
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Em seguida, alguns resultados que serdo importantes no desenvolvimento da teoria.

Proposicao 4.5. Seja G um grupo de Lie compacto, (w,V') uma representagdo de dimensdo finita e (-, -)

um produto interno invariante. Entdo esse produto interno é anti-hermitiano em relagcdo a dr.

Demonstragdo. Sejam v,w € V. Ja que o produto interno € invariante, por defini¢do (7(g)v, 7(g)w) =

(v, w). Aplicando %]tzg a igualdade, reescreva g = e'X, para algum X € g, para obter

0= (%ﬂ(etx)v, ﬂ(etX)w) lt=0 + (W(etx)v, %ﬂ(etX)w) lt=0

= (dn(X)v,w) = —(v,dr(X)w).

No caso em que m = Ad, dm = ad e temos
(ad(X)v,w) = —(v, ad(X)w). (4.12)

Proposicao 4.6. Seja G um grupo de Lie compacto com dlgebra de Lie g e subdlgebra de Cartan t. Entdo
existe X € ttal que t = 34(X), isto é, t = {Y € g|[X,Y] = 0}, o centralizador de X.

Demonstracdo. Seja X € te (-,-) um produto interno invariante. Denote tx = ker ad(X) e tx =
ker ad(X)*. Entio g = £x ®t. Como (ad(X)Z, W) = —(Z,ad(X)W) =0para Z € txe W € tx,tx

¢ subespaco invariante em rela¢do a ad(X) e também sua imagem.

Se X, Y € t, entdo ad(X) e ad(Y') comutam, Proposi¢do 4.2, e £x e tx sdo invariantes em relagdo a
ad(Y),jaquepara Z € tx e W € tx, 0 = (ad(Y)ad(X)Z,W) = —(ad(Y')Z, ad(X)W). Isso implica
que

g=(ExNety) D (Ex Nry) D (tx NEy) d (tx Nty)

Se tx Nty = {0}, entdo tx N ¢y = ker ad(X + Y'). Caso contrdrio, restrinja ad(X +tY) atx Nty.
Entdo existe tg € R tal que o determinante dessa aplicag@o € ndo zero, portanto inversivel em tx Nty. Isso
significa que em todo o conjunto ad(X + tY') é diferente de zero e, como no primeiro caso, ker ad(X +
toY) =Etx Ney.

Repita o argumento pra elementos linearmente independentes { X;} até que eles formem uma base.

Como t é maxima, € verdade que t = Nker X;, de maneira que Y = X;¢; X; € o elemento desejado. ]

Proposicao 4.7. Seja G um grupo de Lie compacto com subdlgebra de Cartan t. Entdo, para cada X € g,
existe g € G tal que Ad(g)X € t.

Demonstragdo. Seja (-,-) um produto interno invariante e escreva t = 34(Y). Se Ad(g)X € t, entdo
[Ad(¢)X,Y] =0¢e(Z,[Ad(g9)X,Y]) = 0,VZ € g. Como o produto é invariante em relagdo a G, isso é o
mesmo que mostrar que ([Ad(g)X, Z],Y) = 0.

Defina f(g) = ([Ad(9)X, Z],Y). Como G é compacto, f(g) possui um méaximo em algum ponto
g0, € a fungdo t > (Ad(go)X Ad(e*?),Y) possui um mdximo em ¢ = 0. Aplicando < |;—o, temos
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Proposicao 4.8. Seja G um grupo de Lie compacto com dlgebra de Lie g. Entdo, Ad(G) age transitiva-

mente no conjunto de subdlgebras de Cartan e no conjunto de toros mdximos.

Demonstragdo. Sejat; = 34(X;), X; € g, as subdlgebras de Cartan. Pelo resultado anterior, existe g € G
tal que Ad(g)X; € to. Isso implica que

Ad(g)t1 = {Ad(9)Y € g|[Y, X1] = 0}
={Y’ € g|[Ad(g)""Y", X1] =0}
={Y" e g|[Y', Ad(9) X1] = 0} = 3,(Ad(g) X1).
Como Ad(g)X; € t2 e esta é abeliana, segue que to C Ag(g)t;. Além disso, Ad é homomorfismo, de

modo que Ag(g)t; é uma subdlgebra de Cartan. Como ambas devem ser maximas, Ag(g)t; = to.

Seja T; o toro méaximo correspondente a t;, Proposi¢do 4.4. Escreva 11 = exp(t;) e, usando a Propo-
sicdo 4.2, calcule
cgly = cgetl = Adt — oo — T,

Para provar a tdltima proposi¢ado, precisamos dos seguintes conceitos:
Definiciao 4.10. Seja g uma dlgebra de Lie. Ela é dita
1. simples se os uinicos ideais, isto é, subespacos U tais que [ X, U] C U ,VX € g sdo {0} e o préprio
g, além de ser ndo abeliana;
2. semissimples se é uma soma direta de dlgebras de Lie simples. Ou seja, é uma soma direta de ideais;
3. redutiva se é a soma direta de uma dlgebra semissimples com uma abeliana.

Proposicao 4.9. Seja G um grupo de Lie compacto com dlgebra de Lie g. Entdo g é redutiva. Em
particular, se 3(g) € o centro de g, isto é, 3(g) = {X € g|[X, g] = 0}, entdo

g=9 &3(9), (4.13)

no qual g’ = [g,g]. Além disso, g’ = @le s; é a soma direta de ideais satisfazendo [s;,s;] = 0 para

i # j e spanls;,s;] = ;.

Demonstrag¢do. Seja (-, -) um produto interno em g invariante em relacdo a Ad. A existéncia do produto
invariante implica que se um subespaco € um ideal, seu complemento ortogonal também o é. Segue que g
pode ser decomposto como

9=51P .05, D31 D ... D3n,

no qual s; e 3; sdo ideais minimos tais que dim s; > 1 e dim 3; = 1. o subespaco gerado por um elemento

de uma base do centro de g. De serem ideais, segue que [s;,5;] C 5; N's; = {0}, se ¢ # j. Do mesmo
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argumento segue que [s;, 3;] = [3i,3;] = O para qualquer 7, j. O caso [3;,3;] = 0 decorre de dim 3; = 1.
Disso segue que 31 @ ... @ 3, C 3(g). Para mostrar a incluso contréria, considere Z € 3(g) e decomponha
como em (4.13): Z = %;5; + ¥;Z;,S; € s;e Z; € 3;. Entdo, 0 = [Z,s;] = [X;5;,8]. Como Z é
arbitrdrio, segue que S; = 0e 31 D ... D 3, 2 3(9).

Por fim, para mostrar que span|s;, s;| = s;, basta relembrar que dim spanls;, s;] > 1, por ndo perten-

cer ao centro, e que se fosse um subespago menor do que s;, span[s;, ;] seria um ideal préprio de s;, 0 que

nao pode ser verdade pois, por construcio, s; € um ideal minimo. O

4.4 PESOS E RAIZES

Construimos as dlgebras de Lie como espagos lineares reais. No entanto podemos facilmente estender
0 espago, tornando-o um espaco complexo, o que chamamos de complexificacdo. Para tal, dado g, consi-
deramos g & g, denotado por gc. Todas as defini¢des se estendem trivialmente ao novo espago devido a
linearidade.

Ao passarmos a considerar gc, € natural que tenhamos uma operagdo de involugdo, dada pela involucdo

de Cartan.

Definicao 4.11. Seja G um grupo de Lie com dlgebra g. Se X é um elemento de gc escrito unicamente

como Z = X + 1Y, ainvolugd@o de Cartan 0 é definida por

07 = X —iY 4.14)

Todas as definicdes dadas anteriormente para as dlgebras de Lie podem ser estendidas a complexifica-
¢ao devido a linearidade.

A importancia da complexifica¢do é que todo operador linear atuando em um espago vetorial complexo
possui ao menos um autovalor, e os autovalores dos operadores de uma determinada representacdo podem
ser vistos como um elemento do espaco dual de uma subdlgebra de Cartan. O estudo desses operadores e

suas implicacdes € a parte mais interessante e rica da teoria das dlgebras de Lie.

Um grupo de Lie cuja dlgebra de Lie é complexa é denominado um grupo de Lie complexo.

4.41 Pesos

Dada uma representagdo (m, V') de gc, existe uma maneira especial de se decompor o espago da repre-
sentacdo V. O procedimento comeca fixando-se uma subalgebra de Cartan t¢ de gc, e entdo separamos o

espago na soma

v= @ W, (4.15)
)

AEA(V
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na qual
Vi ={v e Vl|dn(H)v =\ H)v,VH € tc}

e AV C h € o conjunto de pesos de V', com todos os elementos diferentes de zero. A decomposi¢do
em espagos de pesos nada mais € do que encontrar os autovetores comuns do conjunto de operadores que

comutam 7w(H).
Proposicio 4.10. Seja G um grupo de Lie compacto, com (w,V') uma representacdo de dimensdo finita,

decomposta nos espacos de pesos. Entdo, cada )\ é puramente imagindrio em t e real em it.

Demonstracdo. Segue do fato de dr ser anti-hermitiano em t e, consequentemente, real em 4t. O

4.4.2 Raizes

Dentre as representacdes das dlgebras de Lie, como mencionado anteriormente, a representagdo adjunta

possui um papel mais fundamental. Comecamos com decomposi¢@o no espago dos pesos com V' = g¢

gc = 9o (4.16)
a€R(g)

e, como no caso geral,

go = {X € gc|[H, X] = o(H)X,VH € ic},

em que R(g) C ¢ € o conjunto das raizes de g. Perceba que agora temos go = tc, 0 espago correspondente
a o = 0. Isso ocorre devido a prépria subalgebra de Cartan, que, € claro, tem todos os comutadores nulos

entre si.

Exemplo 4.6. O toro mdximo de U(n) é dado por T = {diag(e’", ...,e"%),0; € R}, de forma que
t={X € u(n)|X = diag(iby, ...,10,),0; € R}. A complexificacdo de u(n) é gl(n,C), que é o conjunto
de todas as matrizes n x n complexas e tc = {X € uc(n)|X = diag(z1,...,2n), 2 € C}. Defina uma
matriz Ey; consistindo de zeros em todas as entradas, exceto aquela na linha k e coluna j. E fdcil ver que

(X, Ey;] = (21 — %) Eyj, de modo que
R(gc) = {(ei —¢j),1 <, j < n},
com €;(diag(z1, ..., 2n)) = z. Assim, para cada raiz, corresponde o espaco
gij = CEjj,
o que torna claro que todo elemento de uc(n) pode ser decomposto como em (4.16).

Proposicao 4.11. Seja G um grupo de Lie compacto, com (7, V') uma representagdo de dimensdo finita
e t uma subalgebra de Cartan de g. Para o € R(gc) e A € A(V), dn(ga)Vr € Voya. Em particular,

90> 98] € Bats
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Demonstracdo. Para H € t, X, € g4, € vy € V), temos

dr(H)dn(Xa)vy = (dn(Xa)dm(H) + [dr(H), dn(Xa)])va
= (dn(Xo)dn(H) 4 dn[H, X,])va
= (MH) + a(H))dr(Xq)vy,

de forma que d7(ga)V\ € Vaix. Como caso particular, temos [ga, 93] € ga+8, quando (7, V') = (ad, g).
O

Proposicao 4.12. Seja G um grupo de Lie e t uma subdlgebra de Cartan. Se o € R(g), entdo —a € R(g)

e —a = o

Demonstracdo. Como 0 é uma involugdo, basta que ggo € g_q. Escreva Z € g, como Z = X +4Y, para
X,Y € g.Se H €, calcule

a(H)(X +1Y)=[H, X +1iY]| = [H, X|+i[HY].
Jaque o(H) € iR, devemos ter o( H)X = i[H, X] e a(H)Y = —i[H,Y]. Portanto

a(H)(0Z) = a(H)(X —iY) = —a(X —iY) = —a(02).

4.5 FORMA DE KILLING

Definicao 4.12. Seja gc a complexificacdo da dlgebra de Lie de um subgrupo de Lie de GL(n,C). Para
X eY €gc, aaplicacdo B : gc x gc — C dada por

B(X,Y) =tr(ad(X)ocad(Y)) 4.17)

é uma forma bilinear simétrica chamada de forma de Killing.

E interessante que agora sejam mostradas algumas das propriedades mais significativas. No que se
segue, g ¢ a dlgebra de Lie de um grupo G, subgrupo de GL(n, C).
Proposicao 4.13. (a) B(ad(Z)X,Y) = —B(X,ad(2)Y).

(b) B restrita a g' é negativa definida.

(c) B restrita a go x gg € zero se o+ 3 # 0, para o, B € R(g).

(d) B ¢ ndo degenerada em g, X g—_n. Se g € semissimples, entdo B é ndo degenerada em gc.

(e) Se g é semissimples, —B(X,0Y") define um produto interno.

() Se g C u(n) é simples, entdo B(X,Y) = ctr(XY).
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Demonstracdo. (a) A a¢do adjunta Ad de G sobre g preserva o parénteses de Lie. Consequentemente, para
g € G, ad(Ad(g)X) = Ad(g)ad(X)Ad(g~") e B(Ad(9)X, Ad(9)Y) =

tr(Ad(g)ad(X)Ad(g—1)Ad(g)ad(Y)Ad(g~1)) = tr(ad(X)ad(Y)), uma vez que Ad é homomorfismo e
o trago € ciclico. Para provar o que queremos, basta analisar o caso em que g = exp(tZ), com X € ge

calcular %|t=0- Com isso, obtemos

;%Bmﬂaaxgmwﬁnwﬁwzm:%w@wwﬂmaxmaypmw4%nﬁmz

=tr(ad(Z)ad(X)ad(Y) — ad(X)ad(Y)ad(Z)) = B(ad(Z)X,Y)=—-B(X,ad(2)Y)
(b) Seja X € g. Pela Proposicao 4.7 escolha t contendo X. Entdo, pela decomposicdo do espago
de raizes, B(X, X) = >, Alg) a?. Como as raizes s3o puramente imagindrias em t, Proposicio 4.7,

B(X, X) é negativa semidefinida. B(X, X) é nula se e somente se a(X) = 0, Voo € R(g), implicando

em X pertencente ao centro de g. A decomposi¢do g = g’ @ 3 finaliza a prova.

(c) Basta usar a parte (a), com X, € g,. Entdo
B(ad(H)Xo, Xg) + B(Xa, ad(H)Xg) = (a + B)(H)B(Xa, X3) = 0

0 que prova a afirmagao.

(d) Como g_, = 0ga, Proposicio 4.12, se X, = U + iV € g4, entdo 0X, = U — iV € g_,.
Utilizando (b) e (c¢), temos que

B(Xa,X_o) = B(U,U) + B(V,V)

que é zero se e somente X, pertence ao centro de g. Se g é semissimples o centro € trivial e B ndo

degenerado.
(e) Segue de (b), (c) e (d).

(f) Se X € g C u(n), entdo é uma matriz anti-hermitiana com autovalores em ¢IR, mostrando que
tr(XY') é negativo semidefinido. Pelo mesmo argumento da parte (d), concluimos que é ndo degenerada,
portanto negativo definido. Como g € simples, possui apenas ideais triviais, e gc € uma representacao
irredutivel de g sob ad, logo é uma representacgio irredutivel de G sob Ad. Pela propriedade de ser ciclico,
o traco é invariante sob a a¢do de Ad, portanto — B (X, 0Y) e —tr(X, 0Y") sdo produtos internos invariantes

de uma representacdo irredutivel de GG. Pela Proposi¢do 3.7, devem ser multiplos do outro. O
Como consequéncia, quando g é semissimples, B restrita a ¢t define um produto interno real, o que

induz um isomorfismo entre it e (it)*. Assim, para cada o # 0 em (it)*, existe elemento tGnico u,, em it

tal que

a(H) = B(H,u,), VH € it, (4.18)

por consequéncia, podemos transportar a forma de Killing para elementos de (it)* através da férmula
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B(\,v) = B(ux,uy), A,y € (it)". (4.19)

Definimos também a coraiz associada a «

2Uq
H,=——>—. 4.20
B(ug, uq) (4.20)

Com essas defini¢des, temos os seguintes resultados

Proposicao 4.14. Seja G um grupo de Lie compacto com dlgebra de Lie g e uma subdlgebra de Cartan t.

Denote R(g) seu conjunto de raizes.
(a) Entdo o(H,) = 2

(b) Sejam E, € g, e F' € g_. Entdo

1
[Eq, Fo) = EB(EQ, Fo)B(ug, uq)Hg 4.21)

(¢) Dado E,, € ga, 0 subespaco gerado por E,,, F,, = 0E,, e H, é isomdrfico a sl(2,C).

(d) Sejam I, = iHy, Jo = —Eq + Fy e Ko = i(Eq + Fy). O subespaco span{Zy, Jo, Ko} €

isomdrfico a su(2).

Demonstracdo. (a) Por definigao,
_ 2B(uq, tq)

a(Ha) = B(ug, uq) =2

(b) Usando a Proposicdo 4.13 parte (a), temos, VH € it
B([Eaa Fa]a Ha) = B(Eom [Fon Ha]) = a(Ha>B(Ea7 Fo) = B(ua; Hoz)B(EouFa) = B(B(Eon Fa)ucw Ha)

1
— [Eou Fa] = B(Eon Fa)ua - §B(Eom Fa)B(Uou an)Ha’

j4 que a forma de Killing é nao degenerada.

(¢) Se na parte (b) escolhermos cE,, com ¢ = — B(Ea, Fal) Blaaa)’ entdo [E,, F,] = H,. Como
H, € Y, [Hy, Ey] = a(Hy)Ey = 2E, e [Hy, F,] = —a(H,)F, = —2F,. Estas sdo as mesmas

relagdes de comutacdo dos geradores de s[(2, C), estabelecendo o isomorfismo.

(d) Um célculo simples mostra que [Zy, Jo] = 2K, [To, To] = 2Z4 € [Ka, Za] = 2T, que sdo as
relagdes de comutagdo de su(2). O

O isomorfismo entre sl(2, C) é extremamente Util para a prova de uma série de resultados, por isso é

conveniente escrevermos a correspondéncia entre seus elementos na representacio padrio:

Ea_<0 1),Ha_<1 °>,Fa(0 0). )
00 0 -1 10
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Proposicao 4.15. Sejam G um grupo de Lie compacto, g sua dlgebra de Lie, t uma subdlgebra de Cartan
ea € R(ge).

(a) Os tinicos miiltiplos de o pertencentes a R(gc) sdo + o e dim go = 1.

(b) a(hg) € £0,1,2,3,

Demonstragdo. (a) Considere o € R(gc) es* = spanc{Ha, Eo, Fo} ~ sl(2,C). DefinaV = CH, @, gka-
Note que V' DO s € invariante sob a acdo adjunta de s. Para ver que isso é verdade, perceba que cada g,,

¢ um autoespago de ad(H). Pela Proposigdo 4.11 ad(E)gs C gats- Se gg C V, entdo g, € zero se
o+ [ ndo é umaraiz; CH, se « = —f3; ou pertence a V' e o+ 3 é uma raiz. Em cada caso a agdo preserva

o espago V/, e 0 mesmo argumento vale para ad(F'). Portanto, V' é uma representagéio de dimenséo finita

de s“.

E conhecido da teoria de representacio de sl(2, C) que os autovalores de ad (H) em representacdes de
dimensdo finita sdo os nimeros inteiros {n—1,n—3, ..., —n+1},n = dimV, e que elas sdo completamente
redutiveis, de formaque V' = s* P ; Uj, com cada U; uma representagdo irredutivel, uma vez que o proprio

s € uma representacao irredutivel.

Segue que se ka € R(gc), entdo ugq = kuq, implicando que a(Hy,) = a(kH,) = % =
2 e Ze (ka)(Hy) = % = 2k € Z, o que deixa como alternativas k = £3, +1 e +2. Como as

duas relacdes devem ser satisfeitas simultaneamente, basta mostrarmos que ga, = {0}.

Se gon # {0}, entdo estd contido em alguma das representacdes irredutiveis Uy, e existe elemento
X € goa, diferente de zero, tal que ad(H,)X = 4X. Porém, isso implicaria que 0 também ¢é autovalor
desta representacdo, o que sO seria possivel se X fosse um multiplo de H,. Como V € uma soma direta
e CH, € s“ ndo pode ser verdade, pois significaria que existe um elemento néo zero que pertence a
intersegdo de s e Uy. Concluimos que V' = s%. dimg, = 1 segue de [H, E] = 2F, sendo este o maior
autovalor de H em V/, inferimos que dimV = 3, e portanto, dimg, = 1 ,Va € R(gc).

. B(uq,u B(ug,ua
(b) Seja 8 € R(gc) e note que 4cos(v)? = QBEumui; Bguzng

a e 3 definido pela forma de Killing. Esse nimero € um inteiro pois tanto H,, quanto H g pertencem a um

= a(Hpg)B(Hy), com~y o ngulo entre

subespago isomorfico a sl(2, C) e g, é uma representacdo deste, entdo [H,, Eg| = (Hy)Es, e f(Hy) um

2

inteiro, e vice-versa. Como cos? é sempre menor ou igual a um, segue que 4cos(v)? = a(Hg)B(H,) €

{0,1,2,3,4}. Mas cos(y) = £1 implica que « é um mdltiplo de 3, que tem como tnica possibilidade

a==xfea(Hg) = P(Hy) = £2, deixando apenas £{0, 1, 2, 3} como possibilidades. O
4.6 GRUPO DE WEYL

Definicdo 4.13. Seja G um grupo de Lie compacto conexo com toro mdximo T e N (T') o seu normalizador,

isto é, N = {g € G|Ad(9)T = T}. O grupo de Weyl de G é dado por W(G,T) = N/T. Dados
we N HecteethaSacoesde W em t e t* sdo, respectivamente,

w-H = Ad(w)H

34



(w-\)(H) = Mw ' (H)) (4.23)

Algumas propriedades importantes do grupo de Weyl serdo mostradas agora.

Proposicao 4.16. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo com toro mdximo T' e subdlgebra de Cartan
t. Entdo,

(a) O grupo de Weyl é tinico a menos de isomorfismos.
(b) A acdo de W em t e t* € fiel, isto é, age trivialmente se e somente w ¢ a identidade.
(¢c) Paraw € Wea € R(gc), W - §a = Guwa- Ainda, a agdo de W preserva e age fielmente em R(gc)
(d) A acdo de W preserva e age fielmente em {uqy|a € R(gc)} e wHy = Hyq.
(e) W é um grupo finito.
Demonstragdo. (a) Suponha que 7" e t' sdo outro toro e sua subdlgebra de Cartan. Escreva t = 34(X).
Pela Proposic@o 4.7, hd um elemento g € G, tal que Ad(g)X € t' Ou seja,
Ad(9)39(X) = {Y € g[[Ad(9)"'Y, X] = 0}
={Y e gl[Y, Ad(g)X] = 0} = 34(Ad(g)X).
Como Ad(g)X € t et éabeliana, t' C Ad(g)t. Como Ad é um homomorfismo e t' é maxima, Ad(g)t =
t'. Portanto, gTg 1 = getg™! = At = ot = 7.
Assim, existe g tal que gN(T)g ' = N(T") e W(G,T) ~ W(G,T").

(b) Suponha que w € N age trivialmente em t. Como Ad(w)X = %(wetx w™1)|4=o isso significa

que w pertence ao centro de 7. Porém, 7" é maximo, assim Z(T) =T e [w] = [e] € W.

(¢) Sejamw € N, H € tce X € g, e calcule
[H, Ad(w)X] = [Ad(w) " *H, X] = a(Ad(w) ' H)X = (w- )X,

mostrando que g0 2 Wa. Como dim g, = 1, gua = wgs € wa € R. Como R(gc) gera t*, a acdo é
fiel neste espaco.

(d) Como wa € R(gc), temos
B(twe, H) = (wa)(H) = a(w ' H) = B(ua, Ad(w) ' H) = B(Ad(w)uq, H),
0 que significa que Uyq = Wig.
(e) Das partes (c) e (d) segue que W é um grupo finito, ja que R(g) € finito. ]

Exemplo 4.7. O normalizador de T'(n) = diag(ify, ...,10,), 6; € R é dado pelas matrizes de permuta¢do
n X n, além dos proprios elementos de T'(n), jd que sua agdo via conjugacdo é apenas permutar a ordem
das entradas. Lembrando que uma matriz de permutacdo, que consiste em cada linha e em cada coluna

de 1 em uma entrada e 0 nas outras, é uma matriz ortogonal com determinante igual a um, o que significa
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que é um elemento de SO(n) C SU(n) C U(n), portanto de fato pertence a N(T'). Assim, o grupo de
Weyl de U (n) é dado por W (U (n)) ~ Sy, o grupo simétrico de ordem n que possui n! elementos.

O mesmo argumento pode ser repetido para SU (n) que possui o mesmo grupo de Weyl.

O grupo de Weyl também pode ser descrito como o grupo de reflexdes através de hiperplanos perpen-
diculares a cada elemento de it* através da seguinte agio:

Definicao 4.14. Seja G um grupo de Lie compacto com subdlgebra de Cartan t. Para o € R(gc), defina
ra(A) @ (it)* — (it)* como

Ta(A) = A = Aha), (4.24)
erp, ittt

rho(H) = H — a(H)t,. (4.25)

Denote W (g) o grupo gerado pelo conjunto {r,|a € R(gc)} e W(g") o grupo gerado pelo conjunto
{rn.la € R(gc)}-

No entanto, nio € claro ainda como ambas as defini¢des do grupo de Weyl podem ser coincidentes. A
préxima proposi¢do mostra que W(g) € W(G). Embora seja possivel mostrar que de fato W (g) e W (G)

sdo iguais, essa inclusdo ja € suficientes para os nossos propdsitos.

Proposicao 4.17. Seja G um grupo de Lie compacto com toro mdximo T. Entdo, para o € R(gc),
existe wo, € N(T) tal que a agdo em it* é dada por ry,,, e a agdo em (it)* é dada por r. Ainda, para

o, B € R(ge), ma(B) € R(gc) e mh, (hg) = hyo ()

Demonstragdo. Escolhemos E, I, e H, como na Proposi¢ao 4.14 e definimos w,, = exp(5(Fo — Eq)).
Em SL(2,C), temos

Wo = I 4+ 71/2(Fy — Eo) — (1/2)21/2! — (7/2)3(Fa — Eo) /3! + (m/2)* 1 /4! + ...

= cos(m/2)] + sin(w/2)(Fy — Ey) = (? _01> .

Seja H € ittal que B(H, H,) = 0, ou seja, a(H) = 0. Entdo,

Ad(we)H = Ad(exp(m/2(Fy — Eo)))H = exp(n/2 ad((F,, — Eo)))H
=erp(n/2a(H)(Ey+ F,))H =H

Se H = H,, podemos usar as expressoes dadas pelas matrizes para calcular

Ad(wa)Ha:<0 —1) (1 0)(0 1>:<—1 0>=—Ha,
1 0)\o -1/ \-1 0 0 1

de maneira que Ad(w,) e 7, tém a mesma agdo em it. Ji que T = exp(t) e que ¢y, (ef) = eAdwa)H

vemos que wy, € N(T).
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Por fim, considere A\ € (it)* e calcule
(woA)(H) = MwaoH) = B(uy, Ad(we) " H) = B(Ad(wg)uy, H).
Portanto, se A\ = a,waa = —a, ja que Ad(wy)uq = —uq. Se A(Hy) = 0, entdo B(uy, Hy) = O e
Ad(wq)uy = uy, implicando em wy,A = A, 0 que mostra que w,, tem a mesma agdo de r, em (it)*.

A 1ltima afirmacgdo segue da Proposicdo 4.16. O

4.7 RAIZES SIMPLES

Definicao 4.15. Seja G um grupo de Lie compacto com grupo de Lie g semissimples e subdlgebra de
Cartan t. Se g ndo é semissimples considere ' = g’ N t, de acordo com a fatorizagdo da Proposigdo 4.9.

Entdo,

1. Um sistema de raizes simples é um subconjunto 11 = Il(gc), que é uma base de (it)* tal que

qualquer elemento 3 € R(gc) pode ser escrito como

B=Y_ kaa, (4.26)

a€ll

uma combinacdo linear de elementos de 11 com coeficientes inteiros de mesmo sinal. Isto é, para
cada B,ko € Zy ouky € Z_,Ya € Il(gc). Os elementos de 11(gc) sdo chamados de raizes

simples.

2. Dado um sistema de raizes simples 11, o conjunto das raizes positivas é

R*(gc) = {B € R(g0)|8 = Z koo, com ke, € 7.} (4.27)
a€cll

Analogamente, o conjunto de raizes negativas é

R (gc) ={B € R(gc)|B =) _ kae, com ko € Z_}. (4.28)
acll
E claro que se tal sistema existe, R*(gc) = —R ™ (gc) e é possivel escrever R(gc) = RT(gc) U

R~ (gc). No entanto, essas condi¢des sdo bastante estritas e, a principio, pode ser que um sistema de raizes
simples nem exista. Porém, serd mostrado que de fato as raizes simples existem e estdo em correspondéncia

com as camaras de Weyl.

Definicao 4.16. Seja G um grupo de Lie compacto com subdlgebra de Cartan t.

1. As componentes conexas de (it)* \ (Uqe R(gc)oﬁ) sdo as camaras de Weyl de (it)*. As componentes

conexas de it \ (UaeR(gC)hé) sdo as camaras de Weyl de it.

37



2. Se C € uma camara de Weyl de (it)*, o € R(gc) é C-positiva se B(C,a) > 0 e C-negativa se
B(C,a) < 0. Se a é C-positiva e pode ser escrita como a soma de duas raizes C-positivas, entdo

dizemos que o pode ser decomposta com respeito a C.

3. Se CV é uma camara de Weyl de it, o € R(gc) é CV-positiva se a(CV) > 0 e CV-negativa se
a(CV) < 0. Se a é CV-positiva e pode ser escrita como a soma de duas raizes C" -positivas, entdo

dizemos que o pode ser decomposta com respeito a C" .

4. Se C uma camara de Weyl de (it)*, defina
II(C) = {& € R(gc)|« € C-positiva e ndo pode ser decomposta}. (4.29)

Se CV é uma camara de Weyl de it, defina

I(CY) = {a € R(gc)|a é CY-positiva e ndo pode ser decomposta}. (4.30)
5. Seja 1l = {au, ..., an } um sistema de raizes simples, entdo
C(II) ={x e (i)"|B(A\, ) > 0, € IT} 4.31)
e
CY(M) ={H € itja(H) > 0, € 1} (4.32)

sdo as camaras de Weyl associadas de (it)* e it, respectivamente.

6. Os pesos fundamentais sio uma base {1, ...,m,} de (it)* que satisfazem 25((22‘_’?))
VRRaN)

= 6;. Além
disso, p(I1) é definido como
p=> m (4.33)

Proposicao 4.18. Seja G um grupo de Lie compacto com subdlgebra de Cartan t. Entdo, hd uma corres-
pondéncia de um para para entre os sistemas de raizes simples e as cdmaras de Weyl, isto é, se C é uma
camara de Weyl, entdo I1(C') é um sistema de raizes simples, e se 11 é um sistema de raizes simples, C'(1I)

é uma camara de Weyl. Além disso, se a, B € 11, um sistema de raizes simples, entdo B(«, 3) < 0.

Demonstragdo. Sejall = {a1, ..., a;} um sistema de rafzes simples e note que B(p, oj) = B(a;, o) /2 >
0, de forma que p € C(II). Tome A € C(II) e oy, € I, e vejaque t — B((1 — t)A + tp, o), t € [0,1]
¢ sempre maior ou igual a zero, mostrando que o caminho (1 — )\ + tp estd contido em C(II), ou seja,

C(II) é conexo por caminhos pois se v € C(II), entdo A e 7y estdo conectados por

(1—200A+2tp,0<t<
1
(2t — 1)y + (2 —2t)p, L <t < 1.

—~

o~

S~—

I
N[ =

Sendo conexo por caminhos, € também conexo [10]. Por defini¢do, B(\,3) > 0se 3 € Rt(gc) e
B(\,B8) < 0se 8 € R (gc), portanto A ¢ S+ e C(IT) C (it)* \ (Upep(ge)™). Como C(II) é conexo,
estd contida em alguma cdmara de Weyl C. Como o sinal de B(/3, ) é o mesmo para qualquer § € C, e
pe C(II) C C,temos B(C,ai) > 0,1 <k <leC =C(II).
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Para ver que II(C') é ndo vazio, considere av C-positiva tal que B(a, A), A € C, é minimo e assuma
que @ = B1 + ... + Bn,n > 2¢€ B; € R (gc). Entdo, B(a, \) < B(31,\), o que é uma contradigio
e a unica possibilidade é « € II(C). Segue da definicdo de II(C) que v € R(g) pode ser escrita como
uma combinagdo linear de elementos de II(C') com todos os coeficientes ndo negativos ou ndo positivos.

O tltimo passo é mostrar que II(C') é um conjunto linearmente independente.

Considere «, 8 € II(C) distintos e assuma que B(a, o) < B(f, 5), sem perda de generalidade. Como
ambas sdo positivas, & # —f, o que forca 2?%2‘23 € +{0,1}, Proposi¢do 4.15, e se B(«a, ) > 0,
ro(B) = B — a € R(gc), Proposi¢do 4.17. Se 8 — a é C-positiva, entdo f = (f — o) + o e se é C-
negativa, « = — (8 — a) + 3. Os dois casos violam a hipétese que v e 3 ndo podem ser decompostos, e se

a, B € II(C), necessariamente B(«, 5) < 0.

Por fim, sejay = )y, Cat = Zﬁeng dgf3, com co,dg > 0, II; UIly = II(C) e II; N1 = 0.

Entdo
Z Ca X

a€eIl(C)

0<

< B(Z Calt, Z dgf) = Z cadgB(a, ) <0,

acll Bell o,Bell

implicando em ¢, = dg = 0 e II(C) é linearmente independente.

4.8 PESOS MAIS ALTOS

Seja G um grupo de Lie compacto com algebra de Lie g. Pela decomposicdo do espago das raizes,
podemos escrever
gc=n @tcdnt, (4.34)

+

em que n* = P cp+ (gc) Jor Essa separacdo é comumente chamada de decomposigdo triangular em

alusdo a decomposi¢do de GL(n,C), cuja dlgebra é separada nos subespagos das matrizes triangulares

superiores e inferiores com zeros na diagonal principal, em conjunto com as matrizes diagonais.
Definicao 4.17. Seja V uma representacdo de dimensdo finita de g.

1. um peso \o é um peso mais alto em relagio a R (gc) se algum v € V), diferente de zero satisfaz

ntv = 0. v é denominado vetor de peso mais alto.

2. Um peso \ é dominante se B(\, ) > 0 para todo o € 11(g), ou seja, A\ € C(II). Analogamente, é
antidominante se B(\, o) < 0 para todo o € TI(g).

3. Defina uma ordem parcial \ > ~ se A\ — v é uma soma de raizes positivas.

Proposicao 4.19. Seja G um grupo de Lie compacto com dlgebra de Lie g e V' uma representacdo irredu-

tivel de dimensdo finita com peso mais alto \y. Entdo

(a) Qualquer peso A\ € A(V') pode ser escrito como

A=Xo— Y mios, (4.35)
a;€ll(gc)
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com n; um inteiro ndo negativo. X é o elemento mdximo da ordem parcial .

(b) Ao sempre existe e € tinico. O vetor de peso mais alto é vinico a menos de multiplicagdo por escalar.

B(Xo,o5)

(¢) Para w € W,wV), = V. Além disso, g é dominante e 23(%’0]_) € Z, se aj € (gc).

(d) A menos de isomorfismos, V' é completamente determinado por \g.

Demonstracdo. (a) Seja v, um vetor de peso mais alto e defina V,, = V,,_1 +n~V,,_1, com Vj = Cuy.
Pela Proposicdo 4.11, e pelo fato que g_o, C n~, temos [go,n" ] C n~ & t¢, para a € Il(gc). Por
isso, como g, Vy = 0, segue que g, V1 C Vi. Da mesma forma, g, Vo C V5 e, repetindo o argumento
0oV C V,, implicando que V,, = U, V,, € um espaco invariante. Como V ¢ irredutivel, concluimos que
Vs = V. Utilizando novamente a Proposicao 4.11, isso mostra também que cada v € V € um vetor de

peso A =X+ > Ben— B. Em particular, podemos escrever os pesos como em (4.35).

(b) Um peso mais alto sempre existe pois, de acordo com a Proposicdo 4.11, se A é um elemento
maximo com relacdo a ordem parcial >, entdo A + « > ), violando o fato de A ser maximo. Portanto,
existe vy € V), satisfazendo n*wvy = 0. Para ver a unicidade, suponha que \; também é um peso mais
alto. Entdo, \g = A1 — X nja; e Ay = Ag — X;ym;q;, implicando que —ny = my, = 0, para todo k e
A= )\0.

(c) Pelo mesmo argumento da Proposicdo 4.16 parte (d), temos wu,,), = wA. Portanto, pela Proposicédo
4.17, 14, Ao é um peso e

B()\o, ;)
X — 2= = Ao — E n;oy,
B(aj’aj) ! a; €l1(g)

B(Xo,a5)

de maneira que 2 5—-%
qU€ 25 (a;,07)

=n; €Z+.

(d) Suponha que V' é outra representacdo irredutivel com peso mais alto Ao e que possui um vetor
de peso mais alto v). Defina W =V & V’, que é uma representagdo de gc com vetor de peso mais alto
v =1+ v, e Wy, =Wy_1+0nTW,_1, com Wy = C(vy + v{)). Argumentando como na parte (a), vemos
que Woo = Up2 W, é uma representacdo contida em W. Suponha agora que U € uma representagdo
contida em W, que por sua vez possui um vetor de peso mais alto u = ug + u(,. Mas se u é um vetor de
peso mais alto, ug e uj, sdo vetores de peso mais alto de V' e V’, respectivamente, ja que v € U. Devido
a unicidade, parte (b), devemos ter v = av,a € R\ {0} e U = W, sendo irredutivel. Jd que V' = Vi,
como na parte (a), € a projecdo p; de Wy, em V contém vy, temos W, ~ V. Analogamente, W, ~ V',
portanto V' ~ V. O
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5 VARIEDADES FLAG

Agora, faremos uma breve introducdo sobre variedades flag, culminando com a expressao de uma 2-
forma ndo degenerada utilizada para construir um elemento de volume invariante. Mais detalhes sobre
variedades simpléticas podem ser encontrados em [28], enquanto [14] oferece um resumo completo sobre

variedades flag .

5.1 INTRODUCAO

Variedades flag carregam uma série de estruturas devido ao fato de serem espacos homogéneos, isto é,
uma variedade M que possui agdo transitiva de um grupo de Lie GG, o que permite sua descricdo como um
espaco coset G/ K, com K um subgrupo fechado, ou como uma 6rbita adjunta de G de algum elemento
da sua algebra de Lie. Como consequéncia, possui uma 2-forma ndo degenerada que pode ser usada para

formar um elemento de volume invariante sob a acdo de G.

Veremos a seguir como essas propriedades surgem.

5.1.1 Variedades simpléticas

Variedades simpléticas sdo caracterizadas pela existéncia de uma 2-forma especial, chamada forma

simplética:

Definicao 5.1. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita e w : V X V — R uma forma bilinear

antissimétrica. w é uma forma simplética se for fechada e ndo degenerada.

Isso significa que se (u,v) = 0,Vv € V, entdo necessariamente u = 0, em adi¢do a dw = 0. Se
e1, ..., e, ¢ uma base de V, entdo uma maneira alternativa de definir uma forma ndo degenerada € através
de sua matriz w;; = w(e;, e;): se esta matriz possui posto maximo, ou seja, todas as suas linhas e colunas
sdo linearmente independentes, entdo w € ndo degenerada. Assim, definimos o posto de w como o posto p

da matriz w;;.

Proposicao 5.1. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita e w : V X V + R uma forma bilinear
antissimétrica. Entdo, w é ndo degenerada se e somente se V tem dimensdo par e w" = w A ... N w é um

elemento de volume.

Demonstragdo. Se w™ é um elemento de volume, entdo w € ndo degenerado e (w) = dim V' = 2n.

Suponha que w é ndo degenerado, devemos mostrar que existe uma base de V* tal que w = > " | et A

¢!t Disso segue imediatamente que

1
W= —e' A A
n!
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é um elemento de volume e dim V = 2n.

Comece com dois vetores e1, e,4+1 € V tais que w(ey, ep+1) # 0, 0 que sempre é possivel. Podemos
dividir e; por uma constante e assumir que w(ey, e,+1) = 1. Denote V7 o espaco gerado por e; € €41 €

P seu complemento ortogonal, isto €,
P={veV|w(u,v)=0,Yue V}.
Entdo, é claroque Vi N P ={0}ese z € V, z + w(z, e1)ent1 — w(z, ent1)er € P, implicando que
z=[z4w(z,e1)ent1 —w(z,ent1)er] + [—w(z,e1)ent1 + w(z, ent1)en],

eV = Vi @& P. Tomando dois vetores e € e,12 € P, tais que w(ez, ep42) # 0, podemos repetir o
procedimento até obtermos uma base ey, ..., e2,, de V' com base dual el,...,e*", fazendo com que nesta
base w = Y 1" el A et O

Podemos transportar esse resultado imediatamente para variedades diferencidveis, se definirmos que
w € Q?(M) é ndo degenerado se w,, € ndo degenerado, como definido anteriormente, em todos os pontos

m € M. Portanto, temos

Proposiciio 5.2. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo finita e w € Q?(M). w é ndo degene-

rada se e somente se M tem dimensdo par e W™ = w A ... AN w é um elemento de volume.

5.1.2 Subalgebras de Borel e Parabdlicas

Variedades flag sdo definidas em termos das chamadas subdlgebras de Borel e Parabdlicas. Antes de

introduzir esses conceitos, precisamos de algumas defini¢des e resultados adicionais.

Definicao 5.2. Seja G um grupo de Lie complexo semissimples com dlgebra de Lie g e subdlgebra de

Cartan t.

1. Uma subdlgebra t C t é regular se [t, ] C t.

2. Um subconjunto Q C R(g) é fechado se (Q + Q)N R C Q, isto é, se o, € Qe a+ [ € R(g),
entdo o+ f € Q.

3. Um subconjunto Q C R(g) é simétrico se Q) = —Q, ou antissimétrico se Q N (—Q) = 0.

Todo conjunto (Q C R pode ser decomposto em sua parte simétrica e antissimétrica, Q° e (%, respec-

tivamente, de forma a ser a unidio disjunta Q = Q° U Q%.

Proposicio 5.3. Um subconjunto fechado QQ C R(g) define uma subdlgebra regular dada por

9(Q) = Y Ha+ Y CEp

acq@?® BeQ
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Demonstra¢do. Que g(Q) define uma subélgebra é claro. Para ver que é também regular, tome uma
base A para t composta por elementos H,,a € R, eescrevat > H = 3 _rcalae g(Q) 5 X =
> veqs Hy + 2 geq apEp. Por fim, calcule

[H X]= | ) caHa, > Hy+ > agBg| =YY [caHa,apEgl = Y > caasB(Ha)Ep, € 9(Q).
aEA YEQ*® BeER a€A BeQ a€A BeQ

O]

Seja A uma base de t* ¢ R(g) = R™ U R~ a decomposi¢do em raizes positivas e negativas do sistema
de raizes de g. Para qualquer subconjunto Ay C A, defina

[Ag] =< Ap > NR

[AF] =< A¢ > NRE,

nas quais escrevemos < Ag >= spang(Ap). Se além disso, estabelecermos os conjuntos fechados Rio =

R*\ [Aoi], entdo o conjunto de raizes pode ser decomposto em trés conjuntos disjuntos:

R(g) = By, U [Ao] U R,

Como os conjuntos Rio sdo fechados, atribuimos as subdlgebras regulares

nio = g(Ri()%

juntamente com

ta, = t+a([A0]).

Essa ultima equacdo pode ser reescrita como uma soma direta, definindo uma subdlgebra 34, que € o

complemento ortogonal de ty = t N g([Ao]) em ¢, dado pelo produto interno relacionado a forma de
Killing. Assim,

tro = 328 @ 9([A0))-

Note que essa € uma decomposic¢do redutiva de €5, jd que

[Z, X] = Z Z cadglua, Eg] = Z Z cadgB(uq,ug) =0,

agiag fEAg agiag fEAQ

com Z = Zaemo Calla € 300 € X = Y 5cn,d3E5 € 9([Ao]). Isso implica também que €a, € 0
centralizador de 3a,.

. o~ . _ — + c o~ 7
Finalmente, temos uma decomposi¢do de g como a soma: g = n, +¥a, +nyA . Essa decomposigio ¢

43



nomeada decomposicao de Gauss generalizada. A decomposicdo triangular (4.34), € uma caso particular,
no qual Ay = (). Via Proposi¢do 4.1, a decomposi¢io de Gauss de g induz uma decomposi¢io de G, quando
este é conexo, no produto G = N~ KN, na qual os subgrupos conexos N, K e N ' tém como 4lgebra
de Lieny, ,ta, € nzo, respectivamente, Proposicao 4.4.

Definicao 5.3. Seja G um grupo de Lie semissimples complexo com dlgebra de Lie g, que possui sistema

de raizes R(g).

1. Uma subdlgebra de Borel relativa a uma escolha de raizes positiva R é a subdlgebra b composta
por
b* = t+ g(RY). (5.1)

Um subgrupo de Borel B ¢ o tinico subgrupo conexo de G que possui b como dlgebra de Lie.

2. Uma subdlgebra parabélica p é uma subdlgebra que contém uma subdlgebra de Borel. Um sub-
grupo parabdlico P é um subgrupo conexo de G que contém uma subgrupo de Borel. Evidentemente,

se P é o tinico subgrupo de G com dlgebra de Lie p, entdo P ¢é parabdlico.

Uma importante caracterizacio das subdlgebras parabdlicas é a seguinte:

Proposicao 5.4. Qualquer subdlgebra parabdlica é conjugada a uma dlgebra dada por
pio = nio + £a,.

Demonstragdo. Primeiramente, devemos mostrar que essa subdlgebra é de fato parabdlica, o que € simples
jaque t+ Rt C g(RXO) +g([Ao]) +t= nio + €A, Pelas Proposicdes 4.8 e 4.16, é facil ver que duas
subdlgebras de Borel sdo conjugadas, portanto podemos assumir que uma subdalgebra parabdlica p contém
a subdlgebra de Borel b* = t + g(R*), de forma que p = t + g(R’), R* O R* é um conjunto fechado.

Por sua vez, isso mostra que existe um subconjunto A de uma base A tal que R’ = [Ag] U R*. O

5.1.3 Variedades de Kahler e espacos homogéneos

Como mencionado, um espaco homogéneo € uma variedade que possui a¢do transitiva de um grupo de
Lie G. Devido a transitividade da acdo, podemos identificar qualquer espaco homogéneo com um espaco

coset G/ K, com K um subgrupo fechado de G, o grupo de isotropia de uma ponto m € M:
K ={h € G|lhm = m}.

Por outro lado, se K for um subgrupo fechado, G/ K sempre define uma variedade [9], que por defini¢éo

possui uma agdo transitiva de GG, sendo entdo um espago homogéneo.

O ponto principal sobre espacos homogéneos € que, sob certas condi¢des, sdo variedades de Kihler:
uma variedade simplética que apresenta uma métrica riemmaniana g € uma estrutura quase complexa 1" €

71, um tensor que satisfaz T2 = —1 [6], que sdo compativeis com a forma w, significando

g(u,v) = w(u, Tv). (5.2)
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Nosso objetivo é mostrar que M = G /K possui uma forma simplética, ja que a partir dela podemos
construir um elemento de volume, Proposi¢cdo 5.2. Isso € feito através do Teorema de Kirillov-Kostant-

Souriau:

Proposicio 5.5. Teorema de Kirillov-Kostant-Souriau - Seja M = G/K um espago homogéneo de
G, grupo de Lie compacto, conexo e semissimples, com forma simplética w. Entdo, K = Zg(hg) é
o centralizador de um elemento h, € g, a dlgebra de Lie de G, portanto M pode ser identificado
como a orbita adjunta de hy. Além disso, w calculada em um ponto M > m = Ad(g)ho é dada por
wn(X,Y) = B(m,[X,Y]).

Demonstragdo. Seja g = € @ m, com ¢ a subalgebra de Lie de K = Zg(m). Como g € semissimples, a
forma de Killing é ndo degenerada e m = ¢1. Denote w,, a forma simplética no ponto m = ek, que por

construgdo € invariante sob a acdo de Ad(K), implicando que ker w,, = €. Como é fechada, temos

dwnm(X,Y, Z) = > wi([X,Y], Z) = 0.

permutacdes ciclicas

Um fato sobre os grupos de cohomologia de De Rham € que se g é semissimples H' (g, R) = {0} [15], ou
seja, toda 2-forma fechada é também exata, portanto existe 1-forma ¢ tal que w,,,(X,Y) = d§(X,Y) =
&([X,Y]). Ainda, existe hy € g de forma que

§(X) = B(ho, X),

de maneira que

wm(X,Y) = &([X,Y]) = B(ho, [X,Y]) = B([ho, X],Y).

A tltima igualdade implica que ¢ = ker wy, = Zg(ho). Via exponencial e a férmula de BCH, inferimos
que K contém o centralizador Zg(hg). Como hg deve ser invariante por Ad(K), vemos também que
Zc(hp) contém K, de forma que Z(ho) = K. O

5.2 DEFINICAO E EXEMPLOS
Finalizadas as preliminares, estamos agora em posi¢c@o para definir o que sdo as variedades flag e por
que o resultado geral sobre espacos homogéneos é importante.

Defini¢do 5.4. Seja V- C C" um espago vetorial e p = {p1, p2, ..., pr } um conjunto de r niimeros naturais
tal que p1 < p2 < ... < py. Uma flag do tipo p é um sistema f = (V1,Va, ..., V,.) de subespacos de V tais
que Vi C Vo C ... C V. edim V; = p;. Uma flag completa é uma flag do tipo (1,2, ...,n — 1).

Sejam ey, ..., e, a base candnica de C" e < ey, ...,ex > 0 espago gerado pelos k primeiros vetores

dessa base. SL(n,C) possui agdo transitiva sobre o conjunto (V") de todas as flags do tipo p, ja que
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uma base normalizada € levada a outra base normalizada através da conjugacdo por um elemento do grupo.

Note que o grupo de isotropia Py de

fo=(<er, . ep > <€l e, €ppye, €py >,y < €1,y €. >),

a chamada flag -p padrao, é o subgrupo das matrizes triangulares superiores por blocos, com blocos de
tamanho p1, (p2 — p1), ..., (Pr — Pr—1). Assim, podemos identificar F5(V") com o 6rbita de SL(n,C) em

fo médulo seu grupo de isotropia, que por sua vez é o espago coset SL(n,C)/Pp.

E importante ver que o grupo de isotropia da flag completa padrio é precisamente o subgrupo de Borel
B de SL(n,C): o subgrupo das matrizes triangulares superiores, e que o grupo de isotropia de uma flag-p
padrdo sempre contém B, o que significa que é um subgrupo parabdlico. Isso nos leva a nogdo de uma

variedade flag generalizada.

Definicao 5.5. Seja G um grupo de Lie semissimples complexo. Uma variedade flag generalizada é o

espago coset G/ P, em que P é um subgrupo parabdlico.

Exemplo 5.1. O espago projetivo complexo CP™ é uma variedade flag identificada com SU (n+1)/S(U (1) x
U(n)). Lembrando que CP"™ é dado por C""1/ ~, com a relacdo de equivaléncia dada por x ~ vy se

x =cy,c € C\ {0}. Se tomarmos o ponto x = (1,0,...,0) € C"*1, seu grupo de isotropia é dado por

1 0---0
0

HO = | oo | =5O@ X U0
0

Se tomarmos representativos com a mesma norma, entdo é facil ver que SU (n) possui agdo transitiva sobre
CP™. Assim, cada ponto de CP™ pode ser escrito como a ag¢do de um elemento uw € SU(n + 1) sobre
o ponto x, identificando sua orbita médulo grupo de isotropia H(x) com CP™. Como S(U(1) x U(n))
é o centralizador do subtoro Ty = diag{e™?®, e~ e~ .. e |q € R}, CP" é uma variedade flag .
Passando para a descri¢do complexa, SU(n + 1)c = SL(n + 1) e o grupo de isotropia de x é dado por
P ={pe SL(n+1)|pj1 =0,Vj > 1}, que é parabdlico porque contém o subgrupo de Borel, formado

pelas matrizes triangulares superiores.
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6 FORMA DE KAHLER E ELEMENTOS DE VOLUME

6.1 COORDENADAS DE BRUHAT

Como foi visto na se¢do anterior, as variedades flag , sdo o quociente entre um grupo de Lie complexo
G¢ e um grupo parabdlico P, sendo isomoérfico a G/C(Ty), em que Tj é um subtoro contido em um toro
maximo 7. As diferentes maneiras de se descrever uma variedade flag ndo apenas nos ajudam a identifica-
las, mas também facilitam o trabalho, j4 que podemos transitar entre as diferentes defini¢des. No entanto,

precisamos concretamente ver como fazer essa transicao.

Sejam B e P subgrupos de Borel e Parabdlico, respectivamente, e G¢ a complexificacdo do grupo G.
Entdo, existem isomorfismos G/T ~ G¢/B e G/C(Ty) ~ G¢/P. Para o primeiro caso o isomorfismo
¢ dado, em uma diregdo, mapeando [g]7 a [g]p. Na outra, deve-se fazer uma decomposicdo de Iwasawa

[12], escrevendo um elemento gc € G¢ como
gc=gb, g€ G, be B 6.1

de maneira unica a menos de elementos do toro. Portanto, [gc]p = [gb]c é mapeado a [g]r. O caso

G/C(Ty) ~ G /P pode ser mostrado de maneira similar.

A grande vantagem de se utilizar esse isomorfismo é que agora podemos decompor M em termos de
células complexas, através da decomposi¢do de Bruhat [12]. Seja W o grupo de Weyl de GG e a agdo de um
elemento w € W seja dada através de uma matriz w,, € G via conjugacio, isto é, w-Z = wy, Zw,', Z € it.

Entdo, a decomposicido de Bruhat de G¢ é dada por

Ge = | BwwB = | J {biwwbs|br, b2 € B}. (6.2)
weW weW

Desta forma, G¢/B também pode ser fatorizada como

Ge/B= | J Buwwlz= | Mw. (6.3)
weW weW

Se em vez de um subgrupo de Borel, tivermos G/C(Ty) ~ G¢/ P, a decomposi¢do de Bruhat passa a

Ser

Ge/P= |J Buwup= |J M. (6.4)
weW/Wo weW/Wo

com W /W o grupo de Weyl de T fatorizado pelo grupo de Weyl de 7.

Como € conhecido, um subgrupo de Borel pode ser fatorizado como o produto de um elemento do
toro e um nilpotente, a chamada decomposigcdo de Levi [20]. Usando isso, podemos permutar a parte

pertencente ao toro com wy,, sendo absorvido no segundo B. Além disso, gostariamos que a identidade
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sempre estivesse contida na maior das células de Bruhat, de acordo com a ordem parcial geométrica
w' > wse My C M. (6.5)
Um fato importante € que esse ordenamento coincide com o dado pela teoria de grupos [17]

w >wse B(Z,w'(V)) < B(Z,w(V))VZ,V € C". (6.6)

Uma célula de Bruhat qualquer pode ser descrita como

My, = [Bwy|p = [b"wu]B, (6.7)
com
VO=T+ ) 2"E, (6.8)
a€RY (ac)
(]
Rf(ac) = {a € R (gc)|w ' (a) € R™(gc)} (6.9)

Podemos escrever dessa forma porque um elemento b € B pode ser fatorizado como

b= (1 + Z z"aEa> .

a€R (gc)\ R+ (gc)

O segundo termo pode ser comutado com wy,, ja que Fowy, = wywy!Eawy, que é proporcional a

W Eyy-1(q), com w~!(a) € Ry (gc), como na Proposicio 4.16.

Dessa forma, se multiplicarmos uma célula a esquerda por w,,!, 0 elemento minimo de acordo com a

ordem parcial (6.6), temos

M, = [w;}anw]B = [w;i <I+ Z zaEa> ww}
ach(gc) B

(6.10)
= [(I—l— Z z/aEa>w@] ,
a€Ry (c) B
com
R, (gc) = {wy,' (a)|a € R (gc)}
e
w = wqglw.

Observe que w,,, = I, implicando que a identidade pertence a maior célula de Bruhat, como queriamos.
No caso geral em que C'(7p) ndo coincide com 7', tudo o que foi feito pode ser repetido substituindo W

por W/W, [17] e, sendo P um subgrupo maior do que B, o conjunto em (6.9) por

R (gc) = {o € R™(gc)|Eu-1(a) ¢ P}- (6.11)
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Vamos agora ilustrar o procedimento com um exemplo simples: SU(2)/U(1) ~ SL(2,C)/B. O
subgrupo de Borel é constituido pelas matrizes triangulares superiores e o grupo de Weyl é o grupo de

permutagdes de dois elementos, S2. As matrizes wy, w(ig) € SU (2) que representam a agdo sdo

10
w1—<0 1) 6.12)

0 1
way =, o) (6.13)

de forma que a decomposi¢do de Bruhat fica

SL(2,C)/B = [B ((1) ?) ]BU [B (_01 ;) ]B. (6.14)

O primeiro coset é apenas a identidade [1], enquanto o segundo é isomérfico a C, como serd visto mais
adiante. O préximo passo € calcular o ordenamento dos elementos do grupo de Weyl. Para isso, usamos
a Proposicdo 4.13 para escrever a forma de Killing como B(H,H') = 4tr(HH'),H, H' € it. Esco-
lhemos a cAmara de Weyl como sendo {diag(a, —a)la € R}, e ficamos com B(H,wr(H')) = 8ad’ e
B(H,w2)(H')) = —8aa’, implicando em (12) < I.

Agora, fatorizamos b € B como

(1 =z &E 0
b(o 1) (O 5_1>,ze<C,§e<C\{O}. (6.15)

O segundo termo pertence ao toro, portanto multiplicar por w(12)w(_1§) a esquerda, para que seja absorvido

no coset B a direita. Aqui, podemos ver claramente como essa célula de Bruhat corresponde a C. Agora,
-1
(12)

SL(2,C)/B = [(2 _01>]BU[(_12 ?)]B. (6.16)

Nessa ultima expressdo podemos facilmente checar o ordenamento geométrico M; C M(u), basta ver

LG LG )

mostrando que A € o ponto no infinito pertence ao fecho de M(;).

multiplicamos ambos 0s coset por w ., para que a identidade agora pertenga a maior célula:

que

, 6.17)
B
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6.2 FORMA DE KAHLER

O objetivo desta se¢@o é encontrar a 2-forma w que é simultaneamente fechada, simplética e invariante
sob multiplicacdo a esquerda do grupo GG. Uma vez que a forma de Kihler é obtida, podemos construir o
elemento de volume invariante. Além disso, sendo o grupo compacto, o elemento de volume é unimodular

[18], implicando que é também uma medida invariante para a a¢do adjunta.

Para isso, seguiremos duas abordagens distintas. A primeira ¢ um método algébrico que utiliza alguns
resultados da teoria geral de variedades de Kéhler para escrever uma expressdo para w, que coincide com
a forma de Kirillov. A partir desse ponto, € necessario apenas utilizar a decomposicdo de Iwazawa, de
forma que tenhamos uma aplica¢do de M em G, cujo pullback nos dd uma base escrita em termos das

coordenadas de Bruhat, da qual as componentes de w podem ser lidas com facilidade.

Na segunda abordagem, usaremos diversas propriedades dos fibrados de linhas para calcular o potencial
de Kihler utilizando a férmula F' = In|s|?, sendo s é uma secdo global, e definimos |s|? = (s, s), com
2 uma estrutura hermitiana. Com essa construgio, a forma de Kihler é dada apenas por w = i9OF.
Talvez o mais interessante esse tltimo ponto de vista é que a forma de Kdhler pode ser identificada com
primeira classe de Chern [7], o que significa que existe toda uma classe de cohomologia que podem ser

igualmente utilizadas.

6.2.1 Meétodo Algébrico

Seja M = G/T e g = t ® n, uma decomposicdo da dlgebra de G. Hd uma correspondéncia entre os

elementos de n e os campos vetoriais invariantes de M/ dada por

X & X, = %&X -m. (6.18)

Assim, podemos também identificar o espago tangente na identidade 7, M com nc = @, R(gc) Ba» OS
elementos da complexifica¢do da dlgebra de GG, usando o isomorfismo G /T ~ G¢/B.

Seguindo a argumentacdo em [6], a forma de Kéhler é construida da seguinte forma: seja Z“ um
elemento qualquer da cimara de Weyl positiva e E,,, ..., Eq,, com o; € R(gc) uma base de nc. Entdo, a

forma de Kéihler w, calculada na identidade é

w(Z¥) sea+ [ =0;
welBa B) = ) 0 (6.19)
0 caso contrario.

Essa forma d4 origem a uma métrica riemanniana, Defini¢do 2.9 através da equacdo (5.2)

| a(z%) sea=p;
9(Ea, Eg) = w(Ea, —i0(Ep)) = (6.20)
0 caso contrario,

na qual podemos identificar a estrutura quase complexa 7' = —i6, com 6 a involucdo de Cartan (4.14).

O que resta a fazer € construir uma base e, dual aos vetores E,, definidos pela equacgdo (6.18), expressa
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em termos das coordenadas de Bruhat. Para tal, seja U uma célula de Bruhat. Apds o processo descrito
na secdo anterior, obtemos um elemento preferido g. que serd usado como representativo do coset [gc]p,
e fazemos uma decomposicio de Iwasawa gc = gb, obtendo uma aplicag¢do de U em G, do qual podemos
fazer um pullback das formas invariantes de G.

De acordo com a equagdo (2.14) e da representacdo de GG no espago cotagente, Proposi¢do 3.3, podemos
1é-1as diretamente de
g'dg= > WHz+ >  e"Ea, 6.21)
B€I(g) a€R(gc)

as formas sendo os termos multiplicando cada F,. Como G é compacto, os F, sé aparecem nas combi-

nacoes i(Fy + F_qo) ¢ (Eo — E_y) [6], implicando na relagéo e, = —é_,. Assim, a forma de Kéhler é
escrita
w = Z We(Eay E_p)e* Ne ™ = —i Z a(Z%)e™ N e (6.22)
aeR*(gc) a€RT(gc)

Como exemplo, vamos retomar o caso SU(2)/T ~ SL(2,C)/B. Escolhemos a célula correspondente a

(12), cuja decomposicao de Iwasawa é dada por

(_12 ?) = (14 2z)7 12 (_12 i) b(z), (6.23)

(zZdz — zdZ) dz
—dz —3(2dz — zdz) )’

de forma que

1
g H(2)dg(z) = (1 +22)" <2 (6.24)
e podemos imediatamente identificar

el = —e2l = (14 22)"L. (6.25)

Lembrando que su(2) sé possui uma raiz dada por a(H) = 2a, para H = diag(a, —a) € t, escolhemos
Z¥ =mdiag(1/2,-1/2),m > 0. A forma de Kihler ¢ entio

w=1im(l+ 22)"2dz A dz. (6.26)

Apesar de ser um método simples em teoria, nem sempre € de facil execuc¢do devida a necessidade de
se escrever a decomposicdo de Iwasawa do grupo, o que nem sempre é possivel de uma forma pratica. O

préximo método contorna esse problema.

6.2.2 Meétodo de fibrados de linhas

Seja M = G/T ~ G¢/B e x um caractere de T'. Os caracteres de grupos abelianos sdo um homo-
morfismo x : 7" +— U(1), que pode ser estendido para um homomorfismo x : B — C* = C\ {0}, a

complexificagdo de U(1), de forma tnica. Dado um caractere, podemos construir um fibrado de linhas
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complexo L, s M.

LX = {[(9C7 C)”g(c € G(Ca ceCe (g(C7c> ~ (ng7X(b71)c)}v (627)

com a projecdo dada por 7([(gc,c)]) = [gc]B. Ly € o fibrado de linha associado ao fibrado principal
Gc v M, com projecio dada por 7(g.) = [g¢| g € grupo estrutural B.

Com os fibrados construidos, devemos encontrar a forma hermitiana utilizada para definir a "norma
ao quadrado”da se¢do. Dado um espaco linear V', lembramos que uma forma hermitiana é uma aplicacdo
AV x V — C que obedece

H(pvy + vog,u) = pdt(vi,u) + v (v, u)

- (6.28)
H(v,u) = H(u,v).

Uma forma hermitiana em um fibrado vetorial designa continuamente para cada ponto do espaco base
uma forma para o fibrado do ponto. A estrutura de espago vetorial é dada pela soma e multiplicagdo

estabelecidas por
[(9c; e1)] + 1l(ge, c2)] = [(ge, €1 + pea)]- (6.29)

Para encontrar as estruturas hermitianas necessarias, precisamos construir os produtos de fibrados.
Sejam P; e P, dois fibrados principais sobre M, com grupo U(1) e projecdes 7 e 7o, respectivamente.
Definimos o produto como P} P, = A(P; x P,)/ ~, no qual

APy x Py) = {(p1,p2) € P x Po|mi(p1) = m2(p2) }, (6.30)

fatorizado pela relagio de equivaléncia (p1,p2) ~ (up1,u='ps),u € U(1). A proje¢io é dada pela
restricdo a qualquer um dos fatores, seguida da aplicacdo da respectiva projecdo. A agéo de U(1) é

ul(p1,p2)] = [(up1,p2)].

Para cada P;, hd um fibrado de linha L; associado: L; = (P x C)/ ~,no qual (p, ¢) ~ (up,u~'e),u €
U(1). Dados dois fibrados de linha L; e Lo, associados a P; e Ps, respectivamente, podemos construir seu
produto como Ly Ls = A(L; x Lg)/ ~, 0 mesmo feito para os fibrados principais, equagdo (6.30). Dessa

forma L; L é isomdérfico ao fibrado de linha associado a Py Pa, (P1 P> x C)/ ~, através da identificagéo

[([p1; 1], [p2, e2])] < [(p1, p2), crcal. (6.31)

A estrutura de espaco linear é dada por

[([pb Cl}a [an 62])] + M[([pla Cll]? [292? CIQ])] = [([pl, Clll]a [292, Cg])]v (6.32)

/! /oo : /" /A
em que ¢ e ¢, sdo tais que ¢ cy = cica + pcich.
Finalmente, se (-, -) é uma estrutura hermitiana em L;, entdo

A ([(v1,v2)], [(v1, v3)]) = HA (01, v1) A (v2, v)) (6.33)
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é uma estrutura hermitiana em L Lo, fazendo com que o problema se reduza a encontrar as estruturas para

os fibrados de linha mais simples.

Essa construgdo foi feita para encontrar a forma de Kéhler de SU(N) /T, para N geral. Primeiramente,
identificamos L, L,, com L., através de

[([97 Cl]xu [97 CQ]xz)] « [(97 C102)])(1)(27 (6.34)

como descrito acima. Em seguida, estudamos os fibrados determinante sobre os Grassmaniannos G(k, IV)
complexos. Em cada ponto da variedade, existe um plano caracterizado por k vetores ey, ..., ex. Entdo, ha
um fibrado £, em cada ponto dado por um dos vetores e; que formam o plano como ponto no espago base,
e o proprio plano V' como fibrado, cujo ponto geral € dado por (e;, V). O fibrado determinante é dado pelo
produto de cunha det = A E}, ou seja, um ponto de det é dado (eg A ... Aep, V), e; €V, 1 <i<k. A
dimensao do fibrado é (z) = 1, portanto é um fibrado de linhas. Definimos uma forma hermitiana em det
como

Het(€1 N . Neg, €] A ... Nep) = det|(ef, €])], (6.35)

no qual det[(e;, ej)] é o determinante da matriz cuja entrada da i-ésima linha e j-ésima coluna é dada pelo

produto interno candnico de C" entre os vetores e; € e;.

Esse procedimento pode ser generalizado para SU(N)/T. Um ponto numa variedade flag completa é
um espago unidimensional C'; contido num espago bidimensional Cj,..., contido num espaco de dimensao
(N-1) C CN. Paracadal < k< N pode ser associado um fibrado determinante AFEL, e a esta uma
estrutura hermitiana 5., . Por fim, precisamos mostrar que det;, coincidem com Ly, , o fibrado descrito

pelo caractere dado pelo k-ésimo peso fundamental.

Sejam gc e g representativos da intersecdo de duas células distintas. Entdo existe b € B tal que
g = gcb. Em Ej, os dois sdo relacionados pela fungdo de transi¢do dada pelo menor principal k& x k de

b, de forma que em dety, a fun¢do de transigdo é dada pelo determinante dessa matriz, isto é

k
gz = | [ buss (6.36)
i=1
correspondendo ao caractere
k
xi(t) = [Jtat € T. 6.37)
i=1

Para ver que também € um peso fundamental, considere a Proposi¢do 4.13 para escrever

2tr (ux oy )

(it ) = dij, (6.38)

no qual \; € o i-ésimo peso fundamental e \;(H) = tr(uy, H), H € it, e analogamente para a raiz simples

a;. Lembrando que as raizes simples de SU (V) sdo dadas por o; = €; — €41, 1 < ¢ < n—1, significando
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que uq,; = diag(0,...,1,—1,0,...,0), com 1 na i-ésima entrada. Se escrevermos

U)\j - (1/N)dlCLg(N—j7N—j7,N—j,—j, _jv"'a_j)7 (639)

j vezes N — j vezes

basta um simples calculo pra ver que obedece a relag@o (6.38). Assim, para H € it, temos

J

N(H) = tr(uy,H) =) Hay, (6.40)
i=1
e utilizando a exponencial, Vt € T’
J
() = [t (6.41)
i=1

Dado um representativo de [gc(z)] 5, usamos como se¢io global de dety,

so(lgc(2)]B) = [(gc, e1 A ... Aew)], (6.42)

em que ¢; é a i-ésima coluna do representativo gc(z). Essa defini¢@o, é claro, obedece a relagdo de equiva-
léncia (6.27). Entdo, se L, = H?;ll L, sua se¢do global sy € o produto das secdes globais de cada fator

e a norma ao quadrado é

n—1
|sol* = H(‘%etk(el Ao Neg,er A Aeg))™™. (6.43)
k=1

Note que a escolha da se¢do ndo muda w. Para ver isso, suponha que hd uma outra se¢io s relacionada a
primeira por s’ = f(z)s, f(z) uma fungdo holomérfica, entdo AI(In(H# (s, s))—In(H(f(2)s, f(2)s))) =
d0In(f f) = 0, de forma que i9dIn|so|? pode ser identificado como as componentes da forma de Kihler
quado x pertence a cAmara de Weyl positiva [7]. Apesar da liberdade de escolha da secdo global, sua
existéncia estd atrelada a qual caractere x foi usado para a construg¢do do fibrado, pois de acordo com o
teorema de Borel-Weil [3, 7], o espaco de segdes globais de L, € isomoérfico a representagdo da qual x é

um peso antidominante, € se o caractere ndo o €, ndo existem secdes globais.

Finalmente, agora que temos um meio sistematico de obter a forma de kihler, nos resta calcular w™ /n!.
Em vez de simplesmente calcularmos o produto de cunha n vezes, € possivel derivar uma férmula que da
diretamente o elemento de volume em termos apenas dos pesos e da secdo global. Para isso, citamos alguns

resultados gerais de geometria diferencial.

Em geral, dada uma forma simplética w = ig,gdz, A dzg, entdo o elemento de volume €

w"/nl = i"(det g) [ [ dzy A d7,. (6.44)
v=1

Também € conhecido que o tensor de Ricci pode ser derivado a partir de um potencial através de

2

Ric = (=In(det g))dzodZs = RapdzadZzs. (6.45)

8za825
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Alternativamente, o tensor de Ricci também pode ser expresso através da forma de Ricci p, que tem papel
andlogo ao de w.
p = i00(—In(det g))dzo N dZg = iRopdze A dZg. (6.46)

No entanto, se 0 espago estd equipado com uma métrica de Kihler invariante, o tensor e a forma de
Ricci independem da escolha particular de métrica [6]. Devido a invaridncia, basta determinar as com-
ponentes da forma na identidade para determinar as componentes em M, assim como em (6.19). E dada
por

ia(ZP) sea+ fp=0;

Pe(Eo, EB) = . (6.47)
0 caso contrario.

A maior diferenga € que agora temos um elemento particular na defini¢do da forma: a soma das raizes
positivas

2= . (6.48)

aER

Podemos escrever uma expressio pra p em termos de uma se¢do do fibrado de linhas L,

p = i90In(|s,[?). (6.49)
Comparando com (6.46), vemos que
d0ln(|s,?) = 09(—In(det g)), (6.50)
o que implica em
det g = ——, (6.51)
|5l

com e constante a ser determinada. Como ha uma liberdade na escolha da métrica, podemos escolhé-1a
como uma métrica de Einstein: uma métrica que é um muiltiplo do tensor de Ricci. Dessa forma, colocamos

w = p e g = Ric. Usando a equacdo anterior, (6.47) e (6.44), vemos que

€= H p(Eo, E_y) = H a( Z H@)
acRy acRy BERL
_ 2(a, B)
I s ()

a€R+ 6€R+

(6.52)

A forma de Ricci fixam; = 2,1 =1,...,n — 1 em (6.43), jd que Z” = 2, m;, equagdo (4.33), o que
é equivalente a definir L, = [/ (det;,)?.

2

Exemplo 6.1. Primeiro, retomamos o exemplo mais simples de SU(2)/T: Como o toro de SU(2) é
unidimensional so existe um peso fundamental independente A", o que significa que sé hd um termo no

produtorio (6.43). Como nossa segdo global fazemos a mesma escolha de (6.42), usando um representativo
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da maior célula de Bruhat, jd que a usaremos posteriormente para integracdo. Assim, temos que

([0 0

|50* = Hgerym (1, —2), (1, —2))™ = (14 |2]>)™ (6.54)

portanto

SU(2)/T como variedade possui dimensdo 2, portanto podemos imediatamente obter o elemento de vo-

lume, dado por

w=1im(1+|z*)7? (6.55)
o mesmo obtido através do modo algébrico da segdo anterior.

Exemplo 6.2. Vamos considerar o exemplo de SU(3)/T ~ SL(3,C)/B. Vimos no Exemplo 4.7 que o
grupo de Weyl de SU(N) € o grupo de permutagdes de n elementos, que pode ser representado, no caso

n = 3, através das matrizes

1 00 0 1 1 0 O
wr=|[0 1 0Jway=|-1 0 we =0 0
0 0 1 0 1 0 -1 0
(6.56)
0 -1 0 0 0 1 0 01
W(132) = 0 0 1 w(123) = -1 0 0 (/J(lg) = 0 1 0
-1 0 0 0 -1 0 -1 0 1

Para obter as coordenadas de Bruhat devemos simplificar os representativos de cada célula. Para isso,
escrevemos o elemento do grupo de Borel como na Equacdo (6.8). Calculando a agdo do grupo de Weyl

nas raizes positivas, temos

Ry, = {awh Ry, = {as}, Ry, = {13, a2},

(6.57)
Ry = {012,003}, Ry, ) = {012, 0n3, azs ).

O ordenamento dos elementos, equagdo (6.6), é (13) < (123),(132),< (12)(23) < I, de forma que ao

. s N —1
multiplicar todas as células a esquerda por W(13) ficamos com

(/0 0 —1 0 0 -1
M, = 0 Moy, = -1 0 0

[\t 0 0/], -z 1 0/],
/0 1 0 (/1 0 0

Myps) = 0 —z 1 My s = —2z 0 1 (6.58)
\1 0 0o/], [ \-22 -1 0/ ],
[/ 0 1 0 1 0 0

Mw(123) = —1 0 0 Mw(13) = —z3 1 0
L —Z1 —XZ9 1 B L —Z2 2 1 B
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O proximo passo para encontrar a forma de Kdahler é calcular a norma da secdo global (6.42). Como

SU (3) possui duas raizes simples, temos dois termos no produtdrio de (6.43):

1502 = [#et, (e1,€1)]™ [ Her, (e1 N €2, €1 A €2)]™2, (6.59)

na qual
Her, (e1,€1) = 14 |z + |23

14+ |Z2|2 + |23‘2 —2z3 — 2221

%’ﬁetz(el N e, er A 62) = det ( > =1+ |Z1|2 + |2’2 — 2123 2,

T - % 1+ [2]?

de forma que
w = i00In[(1 + |z2|® + |23)°)™ (1 + |21)? + |22 — z123]%)™2]. (6.60)

Apds calcular os diferenciais, ficamos com

m
- 721[(1 + |z13)dz1 A dzT + (14 |23]2)d2e A dZ — z073d2s A dZg — Zaz3dzy A 23+
1
m
722[K1dzl Adzr — (23 + Zize)dz1 A dzg + (2371 + Z1222)dz1 A dzz— ©661)

—(ZT+ 2172)dza A dzT 4+ (14 |21]?)dzo A dZz — (14 |21|)d2e A dZ3+
(73 + 22%)dzz ANdz — (1 + |21)?)dzs A dZg + (1 + |21)?)dz3 A d73]

, na qual K1 = 1+ |22|? +|23]% e Ko = 1+ |21|? + |22 — 2123/ A partir deste ponto, podemos prosseguir

de duas maneiras para obter o elemento de volume: a primeira é calcular diretamente o produto w?,

enquanto a segunda consiste em utilizar as formulas (6.44) e (6.51).

A primeira alternativa resulta, apos um cdlculo bastante longo, em

3 3
w .3 (m1 4+ ma)mime _
— =7 dz; Ndz;. 6.62
! (K1 K»)? ]1;[1 370 (6.62)
Jd a segunda,
3 3
w? g3 16 _

o mesmo resultado com m1 = mgy = 2, como esperado pela escolha de Z°.
Exemplo 6.3. Como um ultimo exemplo, vamos calcular o elemento de volume de CP2, uma variedade
flag parcial, Exemplo 5.1, comn = 2.

O subgrupo S(U(1)xU(2)) surge como o centralizador de Ty = {t € T|t = diag(e*?, e, e7"), a €
R}, que possui como grupo de Weyl Wy = {1, (23)}. Sendo assim, W /Wy = {[1],[(12)],[(13)]}, o que
pode ser visto de (123) = (12)(23) e (132) = (13)(23). Calculando a agdo de cada elemento de W /W)
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nas raizes positivas, temos W(13) : O > a3, Qg > (g, (i3 > 1) W(19) PO g, g (3, (3
o, de forma que

R+ = {Oq},R+ = {Ozz,a?,}. (664)

“(12) “(13)

Segue entdo que as células de Bruhat sdo dadas, apds absorver o mdximo possivel no coset, por

00 -1 0 0 -1
M1 01 0 Moy, = -1 0 0
1 0 0 -z 1 0
P F (6.65)
1 00
Moy g, = —z3 1 0
—Z9 01 P
O ordenamento das células é dado por [(13)] < [(12)] < [I], como pode ser visto de
0 0 —1\ [—2' -1 0 0 0 -1
-1 0 0 0 -z 0]l=|[z"1 0
-z 1 0 0 0 1 1 0 0
(6.66)
1 0 0\ [—2" 0 -1 —zt 0 1
e|l—-23 1 0 0 1 —23| = ;—; 1 0],
-z 0 1 0 0 —=2 1 0 0
0 que mostra que MW[I] C MW[(H)] e M‘*’[I] C wis) Por fim,
1 0 0\ [z 0 -1 't 0 —1
—z3 1 0 0 0 —z|=|-1 0 0 (6.67)
-z 0 1 0 1 —2 2 1 0

z3

Para calcular a forma de Kiihler, primeiro notamos que C(Tpy) possui apenas um peso fundamental:

A1, jd que a tinica raiz simples é oy = €1 — €. Isso significa que hd apenas um termo em (6.43):
|s0|? = dety(er, e1)™ = (14 |22f* + [23]*)™. (6.68)

Utilizando novamente (6.44), o elemento de volume é

w4 16
Yoy
n! (14 |22]% + |23]%)3

dzo Ndza N\ dzg N\ Z3. (6.69)

Exemplo 6.4. Para finalizar, vamos generalizar o exemplo anterior para calcular o elemento de volume de
CP™, dado por SU(n+1)/S(U(1) x U(n)). O subtoro Ty = {(e~™%, e, ..., €'?),a € R} € centralizado
por S(U(1) x U(n)), que tem como complexificagio P = {p € SL(n + 1)|pix = 0,i > 1}, que é
o subgrupo que mantém a flag consistida de um espaco unidimensional e um espagco n-dimensional. O

representativo da maior célula de Bruhat é
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1 00 ... O

2 , (6.70)

I’I’LX'I’L
Zn
uma vez que a célula é caracterizada pelo elemento do grupo de Weyl que mapeia todas as raizes

positivas nas raizes negativas.

Como no exemplo anterior, s6 existe um peso fundamental e uma tnica escolha de caractere A\; = pj;.

A norma da secio fica entdo

[sol> = (14> |z)™. 6.71)
j=1

Para finalizar, precisamos determinar o coeficiente m, jd que temos Ly = L. Para isso, podemos es-
crever p = my A1+ (outros pesos que ndo contém €;) € comparamos com a expressao geral p = 2> 1" | ;.

Disso, temos que

(6.72)
n 2 n(n+1)
— 1)— ——~
:>m1n+1 n+1<n(n—|— ) 5 ),
de onde tiramos m = n + 1. Dai, podemos ver que
w H "dzy N dz 6.73)

-— — € .
GRS NOED PRI
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7 INTEGRACAO SOBRE ESPACOS PROJETIVOS

7.1 INTRODUCAO

Enfim, temos a teoria necessdria desenvolvida e passamos a de fato apresentar o problema a ser resol-
vido. A intencdo ¢ aplicar tudo o que foi apresentado na tentativa de calcular uma integral sobre a variedade
flag U(2n)/ @™ U(1), motivados por [5]. Inicialmente, apresentaremos como os autores modelam e sua
proposta de solugdo, para em seguida mostrarmos, de maneira mais rigorosa, um outro procedimento, que

esperamos comparar com obtidos anteriormente.

7.2 MODELO DE REDES DE MANHATTAN E INTEGRAL SOBRE O GRUPO
UNITARIO

Existem certos modelos dentro da teoria de calibre ndo abeliana que podem ser descritos alternativa-
mente como uma teoria de cordas nfo critica, cujos cdlculos sdo feitos através de integrais sobre matrizes,
e estes, em uma variedade de casos t€m solugdes dadas por meios ndo perturbativos [23,25]. No entanto,
esses modelos esbarram em uma limitagc@o: sdo validos apenas no regime no qual o valor da carga central
possui valores ¢ < 1, impedindo que as teorias envolvendo trés ou quatro dimensdes possam ser estudadas
através desse método. Como tentativa de superar esse empecilho, foi estudado um modelo que se baseia
nas chamadas redes de Manhattan, que associada a uma matriz R acopla um modelo de matéria integravel

com gravitacdo quantica em duas dimensdes.

A partir desse modelo, é possivel calcular a fun¢do parti¢do através da integral
7= /dMeNS(M), (7.1)

com N um niimero que terd o limite tomado e S(M) a a¢do dada por

oo
* » ! dk’ k k

S(M) = Mg 15 (RO o Mo i = 3 5 5tr(M* 4 (M), (1.2)

k=3
na qual M é uma matriz normal 2n x 2n. Os indices « e S assumem os valores 0 e 1, e sdo relacionados ao
modelo XXZ, enquanto os indices ¢ e j assumem valores entre 1 e n, e controlam a expansao topoldgica.

J4 a chamada matriz- R, que denotamos por R° é dada por
. / b+c / b—c

(Rc)gf/ = 9 Ola ® Ula’ + 2 U2g o 9
= 1u(00)2 ® (00)

’ a / /
5/ + *(Uog ® ooy t+ Ugg & 035/)

R (1.3)

em que a, b, ¢ sdo constantes, oy € a matriz identidade 2 x 2 e g; sdo as matrizes de Pauli.
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O fato de a matriz M ser normal implica que é diagonalizédvel através da conjugacio por um elemento

U € U(2n), e podemos considerd-la um elemento de uc(2n) = gl(2n). Portanto, podemos escrever
M =UMDUT, (7.4)

na qual M (@) ¢ a matriz M diagonalizada. Assim, podemos escrever a a¢do em termos da matriz U &€
U(2n) e dos autovalores de M. No entanto, diferente da integral de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber, por
exemplo, o primeiro termo, o chamado termo cinético T (M), é quartico em relagdo U. Para contornar esse
problema, os autores sugerem que passemos a utilizar a representacio adjunta em vez da representacao

fundamental.

Escolhendo uma base ortonormal {7#} para u(n) em rela¢do a forma de Killing, e utilizando a identi-

dade de Fierz Ti’; T;,L = d4301§, 0 primeiro termo cinético pode ser escrito como

T(M) = M55 (R ool My irj 75)
:tr[MT(Ua®T“)]Iat7“[(aa®7'“)M]. '

A partir dessa expressdo, vemos que uma base conveniente de u(2n) é dada por {t**}, na qual t** =

c*®T1t,a=0,1,2,3e pu=1,...,n, apropriadamente normalizados, ou seja,
tr (b)) = Ry, (7.6)
Em relagdo a essa base, M @ e A, o0 operador linear relativo a U na representagdo adjunta, sdo dados por

M@ = @ o _ gDy

(7.7)
ABHOY — tr(t“’“Utb’”UT).
Com essas defini¢des, a equagdo (7.5) passa a ser escrita
T(M) = (A)oh, (A)oh ML M, T (7.8)
Seguindo ainda [5], a escolha de geradores de u(2n) é
01 = 7(1 ® 1),
\/>
| o
tO,u — 5([ + 0,3) ® (Tz,z _ 7_271,171)7 1< < n,
(7.9)

3ii _ i
7" =037,

1" =0, @77,a=0,1,

9 =g, @7 a=0,1,2,3¢i # j,

nas quais (7%9)] = §%87. Com essa escolha, a forma de Killing é dada por B(X,Y) = 1tr(XY). No
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entanto, analisando o caso mais simples, n = 1, temos que

10 0 0\ /-1 00 0 -10 0 0
BT _ 00 0 O 0 100|/_f0 000
00 —1 0 0 0 0 0 0 00 0]’
00 0 0 0 00 0 0 00 0

0 que evidentemente ndo tem traco zero e ndo pode ser uma boa escolha de base.

Passando para a integragdo, € utilizado o fato de que as matrizes diagonais sdo invariantes sob con-
jugagdo, o conjunto das matrizes normais pode ser descrito ndo como uma 6rbita de U(2n), e sim de
U(2n)/T = U(2n)/ ®?"U(1). Como T = ®>*U(1) é um toro méximo, U(2n)/T é uma variedade flag .
Além disso, como U(n) também possui agdo transitiva sobre a esfera unitaria (2n — 1)-dimensional, esta
pode ser representada como a 6rbita de um vetor complexo x = {1,0,...,0} € C™ médulo seu grupo de
isotropia U (n — 1), de modo U(n)/U(n — 1) é isomérfico S?"~1. Ainda, a geometria dos grupos unitdrios

mostra que estes podem ser identificados como um produto de esferas com dimensao impar [19], isto é,

U(n) ~ St %83« .. x 5201 (7.10)
Seguindo o Exemplo 5.1 em conjunto com os argumentos anteriores, pode-se concluir que

CP" = ~ (7.11)

e, finalmente

@92752&)1) ~ CP™ 1 xCP™ 2 x..xCP. (7.12)
Mais precisamente, de acordo com as palavras do autor [5], a 6rbita da representacdo adjunta de U (2n)
sobre o conjunto das matrizes normais ¢ uma sequéncia de fibrados, que localmente, nos conjuntos abertos
apropriados, os elementos da variedade flag podem ser representados por um produto direto dos espacos

projetivos.

Assim, é proposto que uma matriz diagonalizada pode ser decomposta como

M@ = (M0 0,000y 0, MY 0,1, 0, ooy MAD, 0,y 0, MD, 0, 1.0, 0, oo, M3T1,0,0,0, MY ),

4n — 1 4n — 3 4k — 1 4k — 3
(7.13)

cuja imagem sob a acdo de A € U(2n) é um elemento do produto de espagos projetivos mostrado em

(7.12), na qual o segmento de tamanho 4; — 1 corresponde a CP%~! ¢ 0 de tamanho 4 — 3 corresponde
aCpP%—2,

Assim, a medida DA deve poder ser decomposta como um produto entre a medida do espago base, as
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matrizes diagonais, e a medida dos fibrados, os espagos projetivos. Portanto,

n ) on—1
DA = [[am @™ an@™" T plcPY
=1 k=1
L (d) Ozz (d) 322 -l S4k71 S4k73 719
H dMD™ dM 1P|~ |P|~5 |
i=1 k=1

e como as matrizes diagonais devem ser invariantes sob a acdo do toro maximo, a integracdo pode ser

estendida para

2n—1
Om 3@@
DA = HdM(d dM D7 TT DIs*1Ds*7]. (7.15)
i=1 k=1

Disso, a hipétese dada é que A transforma os seguimentos M?Ei)k, 0,...,0e Méfik)k, 0,...,0 em vetores

4k 1 4k =3
reais 24 ., = 1,...,4k — le x5,,s = 1,...4k — 3, que seriam as coordenadas de S~ e §4*=3,

respectivamente. Entdo, as medidas das esferas, mergulhadas em R** ¢ R*~2, sdo dadas por

4k 4k
plst )= i< 1) [Tk
r=1

r=1

4k—2 4k—2
D[SH3) = 5( D (ah)? - 1) I dab -
r=1 r=1

(7.16)

Para lidar com as fungdes delta, sdo introduzidos novos pardmetros A, 1, a = 0, 3 em integrais gaussi-

anas para reproduzir os fatores (2[1 — X, (7, +)2)~1/2. Por consequéncia, (7.16) passa a ser

4k—1

o3 (7.17)

D[S*3 /d)\ok H day e Nor 0= ),

7.3 INTEGRACAO

Antes de dar prosseguimento, deve-se introduzir o elemento de volume apropriado ao espago das ma-
trizes M., ,,, (C), utilizando as coordenadas dadas em (7.4). Como M,,, ,,(C) =~ C™”, este é um espago

métrico, cuja distincia entre pontos é
s(X=Y)=[X-Y[, (7.18)
com || X|| = (X|X) = tr(XTX), que é invariante sob agio do grupo unitério, tanto por multiplicagio

a esquerda e a direita como por conjugagdo. A partir dai, é possivel construir um elemento de linha

ds* = ||dX|* = g,x"x”, do qual podemos extrair a métrica, no sentido da Defini¢do 2.9. Fazendo esse
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célculo, chega-se a

m
ds® = dmi +2 " [m; —my[*1dQy[%, (7.19)
i=1 i>j
na qual m;,i = 1,...,m sdo os autovalores de M e d2 = UTdU é uma matriz anti-hermitiana. Podemos

tirar imediatamente que a medida dada pelo elemento de volume é

n
dM = [T dm; [ ] lmi — my|?dU, (7.20)
i=1 k>l
na qual W (M) = |m; — m;|? é o determinante de Vandermonde e dU representa a integragdo sobre os

n(n — 1) pardmetros ndo diagonais referentes ao grupo unitario.
Assim, a integral a ser calculada é

4k—1 4k—3

/ I1 Hd M Ddray T daby, T dab oW (M)e 50D, (7.21)
r=1 r=1

a=0,3 i=1

com a agéo S(M) agora escrita

- V(M), (7.22)

n s( s(a,k)
= Z Z [|M(dk2 Z |(z 2|2—7b+)\2 ( Z (‘rgk)2>

a=0,3 k=1 p=1

naqual V(M) =372, %’“tr(Mk + (MT1)¥) ¢ o termo potencial, s(3, k) = 4k — 1,5(0,k) = 4k — 3 e

1
I—i(a,b—c,b+c,a,...,b+c,a,a,b—c,b—i—c,a,...,a,...,a,b—c,b+c, a ).

an—1 an—3 3 1

UM
kk
as integrais sobre os x| ;, podem ser calculadas. Para k fixo, o pardmetro a aparece 2k — 1 vezes, b — ¢

Com a mudanga de varidveis \, , = |M, o, kk| "X,k cujo jacobiano & J = [T} _; | M, 0 kk

e b+ c aparecem k vezes na sequéncia de comprimento 4k — 1. Portanto essas gaussianas introduzem os

fatores
Z3 k _ 1 1 1 1 (7.23)

d d 3 _1 < k v k
MG =3 (MG 1R 3 (a = 23 )R (b— e~ 22,05 (b+c— X2,)3

Ja na sequéncia de comprimento 4k — 3, a aparece 2k — 1 vezes, enquanto b — c e b+ c apenas k — 1. Por

sua vez, essas integrais resultam em

Z 1 1 1 1
L . (7.24)

k-1

d d N _1 > k=1 N k-1
M3 MR |3 (0= A2 )F 5 (b— e = X2,) "7 (bte—A2,)"5

Juntando ambos os resultados, temos a expressao final:
n

2= [ T1 T am@won T

a=0,3 k=1 k=1 ‘M3kk|4k 2|M

—V(M)—MD? 22,
’4k 4/ H Hd)\akZak ak)

a=0,3 k=1
(7.25)
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7.4 ANALISE E POSSIVEIS SOLUCOES

Apresentados os argumentos dos autores, € chegado o momento de mostrarmos os pontos que ficaram

pouco claros e como pretendemos resolvé-los.

Em primeiro lugar, é afirmado que a ac¢@o adjunta de U (2n) em um elemento da subélgebra de Cartan
o transforma em coordenadas da esfera de uma determinada dimensdo, como pode ser lido apds a Equagdo
(7.15). No entanto, é fécil verificar que os subespacos supostamente separados seriam misturados apds
a acdo do grupo unitdrio. Como ndo existe uma parametrizagdo simples de U(3), o menor grupo em
que poderiamos observar a fatorizagdo (7.12), numericamente calculamos uma matriz unitaria através do

processo de Gram-Schimidt, construindo em seguida a matriz da representacio adjunta. Temos

0.4942 4 0.5545¢ —0.1321 4+ 0.1620¢  0.3969 — 0.49703¢
U= 0.5425+0.3797;  0.0006 — 0.3052¢ —0.3315 + 0.59884 (7.26)
0.0784 4-0.06037  0.6530 4 0.6609:  0.1628 + 0.31711%

como nossa matriz pertencente a U (3). Para construir o operador referente a representa¢do adjunta, a base

utilizada foi

1

t0=—I
V3
] k (7.27)
ik <Z7_n _ /m-'”l’k“), k=1,2,
k(k+1) P
para a subdlgebra de Cartan e
t = (Tij +77")
) ; ) (7.28)
tV = — (1Y =77, i > j,

para os elementos ndo diagonais, que nada mais sdo do que as "combinagdes compactas"(E, + F_,) e
i(Eo — E_,). Essa base é ortonormal em relagéo ao produto tr(AB) e os elementos sdo ordenados de
forma que os geradores de U(2) sejam os primeiros, seguidos dos geradores de U(3) ndo pertencentes a
U(2). Finalmente,

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0814 0.1401 0.3191  0.0553 —0.1269 —-0.9164 0.0500  0.1021
0 05282 —0.1791 -0.0131 0.7433  0.1948  0.0595  0.2927  0.0954
0 0.1533 0.2892 —0.1588 0.1263 —0.9001 0.1416  0.1462 —0.0111
AU)=10 0.7391 —0.1576 —0.0215 —0.3094 —0.0552 0.0260 —0.5471 —0.1723
0 0.0513 0.6886 —0.0148 0.1610— 0.2574  0.0036 —0.0394 —0.6551
0 —0.1795 0.0561 0.6898  0.3581 —0.1293 0.2552 —0.5186 0.0992
0 0.2667 0.5868  0.0866 —0.2354 0.2188  0.1771  0.0826  0.6599
0

0.1967 —0.1345 0.6235 —0.3509 —-0.0433 0.1986  0.5602 —0.2759
(7.29)
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Se afirmacdo da separagdo dos espacos fosse verdadeira, a matriz (7.29) seria diagonal por blocos. A
razao mais provdvel para que isso ndo ocorra € que (7.12) ndo é um produto direto como escrito pelos
autores porque o fibrado principal construido a partir da relagio U (n)/U(n — 1) ~ $?"~! nio € trivial, ou
seja, U(n) o¢ U(n — 1) x S?"~1. A fatorizacdo em (7.10), como descrito em [19], é um "produto direto a

on

menos de uma ’tor¢do finita’". Poderiamos também argumentar a partir da prépria teoria de grupos, uma
vez que a matriz diagonal por blocos significaria que a representacio adjunta é redutivel, o que ndo é o

Caso.

Em relacdo a medida usada, Equacdo 7.16, embora ndo exista uma Unica escolha invariante para a
medida de cada espago projetivo, o mais natural seria a utilizacdo do elemento de volume induzido pela
métrica de Fubini-Study, compativel com a forma de Kéhler (6.73). Apesar de o Exemplo 6.2 nos mostrar
que o elemento de volume das variedades flag completas ser mais complexo do que simplesmente o produto
de cada um dos fatores, o Teorema de Fubini, Proposi¢do A.6, garantiria que essa ainda € uma medida bem
definida e invariante por constru¢do. De fato, utilizando da liberdade de escolha da forma de Kihler dentro
da classe de Chern, podemos transformar (6.62) em

3 2

/
= 22mn 2 2
3! (1+ [21[2)2(1 + |22] + | 23]

g

3
E 11 ¢z A dz. (7.30)
j=1
Lembrando que o segundo termo da forma hermitiana de SU(3)/T é dado por

1+ |22 + |232 —23 — 2071

\-%a,\g = det - 9
—Z3 — Z29%1 1 + ‘21|

) = (1 + ’21|2 + |2:2 — Z123’2)n,

obtemos (7.30) subtraindo o termo ndo diagonal do determinante, isto é, escrevemos agora

Ay = (det(ei,¢j) + (e1,e2) (e2, e1)])" = (L+ |21)" (1 + |22 + |25])", (7.31)

em vez da definicdo dada em (6.35). Com essa forma hermitiana, temos a nova forma de Kihler

W' = i(‘)g(%\ytﬁﬁ’g) = i00In[(1 + |21|)™(1 + |22)® + |23)2)™],m’ = n +m, (7.32)
da qual (7.30) segue facilmente.

Ambas as formas de fato pertencem a mesma classe pois
W' —w =1i00(Ay + [) —i00(Ay) = i00(1 + [/ Az, (7.33)
com f = (e1,e2)(e2,e1). Comod =+ e 3> = 0, temos 99 = dd, mostrando que a diferenca entre

ambas é uma forma exata.

Dado isso, ainda esperamos que haja alguma forma de se fatorizar a variedade e que a funcio parti¢do
possa ser calculada de maneira recursiva, a depender de como a agao fica escrita em termos das coordenadas
de Bruhat, ou aplicando a férmula de Duistermaat-Heckman [4]. Essa crenca vem do fato de que existem

alguns resultados na literatura que garantem a existéncia de uma imersdo holomérfica de uma variedade
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flag em um produto de espagos projetivos [22], mais precisamente

Proposicao 7.1. Seja M = G/C(1y) uma variedade flag, T O Ty um toro mdximo. Existe um homo-
morfismo de p de G em SU(m), para m suficientemente grande, e uma imersdo holomérfica ¢ : G —

CP™ x CP™2 x ... x CP™ tal que ¥(gx) = p(9)¢(x), para g € G e x € M.

Cada m; é relacionado a dimenséo de alguma representacio irredutivel de G. E claro pelo enunciado
que essa fatorizagdo ndo deve tdo simples quanto a mostrada em (7.12), mas ainda € uma alternativa que

merece explorada futuramente.

Ha outro ponto prético que ainda ndo conseguimos superar e que pode estar relacionado com o anterior:
ndo conseguimos transcrever as expressdes que queremos calcular em termos das coordenadas de Bruhat,
pois como as matrizes diagonais ndo sdo invariantes por multiplicacdo ou conjugagdo dos elementos do
subgrupo de Borel, ndo é possivel escrever UM @ UT como um representativo de um coset como em
(6.10).

A consideracdo final é que o subespaco gerado pelo vetor de peso mais alto da representagdo adjunta
dos grupos unitérios, E1,, € invariante sob conjugagio por elementos do subgrupo de Borel b = (b);;,j >
i, uma vez que o produto a esquerda apenas o multiplica por b1; e o produto a direita o multiplica por
b.L. A invariabilidade desse subespago é um dos pontos-chaves da Proposigdo 7.1, entdo a solugdo para
expressar a acdo em termos das coordenadas de Bruhat deve passar pelo entendimento de como relacionar

as varidveis originais com o vetor de peso mais alto de uma ou vérias representagdes.
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8 CONCLUSAO

Integrais sobre matrizes nas quais o integrando ndo ¢é invariante sob a mudanca de varidveis M >
UM@UT ainda representam um problema sem uma solugdo geral ou mesmo solugdes aproximadas ou
perturbativas. Em geral, essas integrais sdo reduzidas a integrais sobre variedades flag, uma vez que es-
tas sdo as Orbitas de elementos da subdlgebra de Cartan sob a acdo adjunta do grupo. Para desenvolver
uma teoria geral sobre as variedades flag, revisitamos em detalhes os grupos e dlgebras de Lie, com foco
principalmente nos pesos e raizes. Para ver como aplicar esses resultados gerais, utilizamos o modelo de

Ambjgrn-Sedrakyan, caracterizado por (7.1) e (7.2), e comparamos com nossos métodos e resultados.

Vimos que o trabalho original apresenta um ponto que quebra as argumentagdes subsequentes: a acio
adjunta do grupo unitdrio nos elementos da sua subdlgebra de Cartan deveria fatorizar em subespagos bem
definidos, correspondentes a cada termo mostrado em (7.12). No entanto, um simples exemplo como (7.10)

mostra que isso nao é verdade e ndo ha seguranca de que o método pode ser utilizado.

Assim, acreditamos que todo o aparato desenvolvido em [4], descrito no Capitulo 6, é a maneira mais
correta e simples, e ainda rigorosa, de se lidar com integrais desse tipo. No entanto, os resultados sdo
obtidos através da descri¢do complexa das variedades flag, isomorficas as orbitas adjuntas mencionadas

anteriormente.

O préximo passo € encontrar uma forma de se escrever a ag@o (7.2) em termos das coordenadas de
Bruhat, o que daria uma forma concreta ao isomorfismo entre as descri¢des e, possivelmente, permitiria o

célculo ndo apenas do modelo citado aqui, mas de qualquer modelo de matrizes aleatdrias.
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A
INTEGRAL DE LEBESGUE E MEDIDA DE HAAR

Neste apéndice, listamos algumas das definicdes e resultados sobre teoria de medida utilizados no
decorrer do trabalho. Todas as provas e outros resultados podem ser consultados em [21], [18] e [29].

A.1 DEFINICOES

Definicao A.1. Seja M uma familia de subconjuntos de um conjunto X. Entdo 9N é uma o-dlgebra se

1. 0, X e M.
2. Se A € M, entd@o o complemento X \ A € M.

3. Se (A,,) é uma sequéncia de conjuntos em M, entdo U2 1 A, € M.

O par (X, 91) é um espaco mensuravel, os conjuntos de 9t sdo os conjuntos mensuraveis nos quais
uma medida é definida.

Se X € um espago topoldgico, damos atencdo especial as o-dlgebras de Borel B, a menor o-dlgebra
contendo todos os conjuntos abertos. E formada tomando-se todas as unides e interse¢des contaveis e as
diferencgas entre conjuntos.

Definicdo A.2. Seja (X, M) um espaco mensurdvel. Uma medida é uma fungéo p : M — R U [0, 00| tal

que
1. p(0) = 0.
2. u(E)>0,YE € M.

3. Se (E,) é uma sequéncia de conjuntos disjuntos de M, entdo
o0
(U Ba) = 3 w(Bn). (A1)
n=1

Como permitimos que x assuma o valor oo, a soma em (A.1) ndo precisa ser convergente. No entanto,
se u(EF) < oo, VE € I, entdo é uma medida finita.

Se um espago mensurdvel (X, 91) possui uma medida p, entdo (X, 91, 1) é um espaco de medida.

A classe de fungdes que podem ser integradas utilizando-se a integral de Lebesgue difere daquelas da

integral de Riemann:
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Defini¢io A.3. Seja (X,90) um espaco mensurdvel. f : X + R é uma fun¢@o mensurdvel se para todo

« real, o conjunto

{z € X|f(z) > a} (A.2)

pertence a M. O conjunto de todas as fun¢des mensurdveis de X é denotado M (X, IMN).

Para simplificar a notag@o, escrevemos R U {—o00, 00} apenas como R. No entanto, é necessario

enfatizar que a definicdo dada € equivalente a qualquer uma das seguintes:

{z € X|f(z) > a} € M,
{z e X|f(x) < aleMm, (A.3)
{z € X|f(z) < a} e M.

Se uma proposi¢ao é valida no complemento de um conjunto N tal que p(N) = 0, entdo dizemos que
vale em quase todos os pontos. Muitas das propriedades da teoria de medida sdo definidas dessa forma, o

que se tornard claro uma vez que a integral for definida.

A integral de Lebesgue € definida inicialmente apenas para as chamadas funcdes simples: fungdes
que possuem somente um niimero finito de valores distintos. E claro que uma fungdo simples ¢ pode ser

representada por
= ajxs, (A4)
J

na qual a; € Re xp, € afunglo caracteristica do conjunto Ej, ou seja, xg,; () = 1,2 € Ej e xg,;(x) =0

caso contrario.

Defini¢do A.4. Seja f € M (X,9M), uma fungdo simples ndo negativa em um espaco de medida. Entdo,

a integral de f com respeito a |1 é dada por
n
/tpdu = Z a;p(Ej). (A.5)
j=1

Estendemos para f € M™(X,9M), ndo necessariamente simples através de
/ Jdp = sup / edpu, (A.6)
com o supremo tomado sobre  simples e satisfazendo 0 < ¢ < f.
Como a integral de Lebesgue € linear, podemos estende-14 para qualquer fungdo mensuravel, escre-

vendo f = f* — f~,em que f e f~ sdo, respectivamente, as partes positiva e negativa de f, isto &,

fE(x) = sup(£f(z),0). Se uma fungdo f é tal que [ fdu < oo, dizemos ser integravel.
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A.2 MEDIDA DE HAAR

Quando estamos lidando com grupos topodgicos, dos quais os grupos de Lie fazem parte, existe uma
medida especial, chamada de medida de Haar, que € invariante por translacdes.

Definicdo A.5. Seja (X, B(X), u) um espagco de medida. Entdo, v é uma medida de Borel. Se, em adi¢do,

satisfaz

1. p(K) < 00, VK € B(X) compacto,
2. Se E € B(X), entdo u(E) = inf{u(U)|E C U,U é aberto},

3. SeU € B(X) é aberto, entdo u(U) = sup{u(K)|K C U, K é compacto},

entdo é uma medida de Radon. Se satisfaz apenas 1 é uma medida localmente finita, e se satisfaz apenas

2 e 3 é uma medida regular.

Quando X = G é um grupo de Lie e . # 0, entdo se n(E) = pu(gE),Vg € G, pu é uma medida de
Haar esquerda. Analogamente, se j1(E) = (Eg), i é uma medida de Haar direita.

Proposicao A.1. Seja G um grupo localmente compacto. Entdo, existe uma medida de Haar esquerda.

Ainda, essa medida é vinica a menos de multiplicacdo por escalar.

A prova, bastante longa, pode ser achada em [18]. E importante notar que todos os resultados validos

para as medidas de Haar esquerdas valem para as medidas de Haar direitas.

Os grupos compactos sdo, € claro, também localmente compactos, portanto sempre possuem uma
medida de Haar. Essa, no entanto, nio € a Unica caracteristica especial desses grupos. Listamos os mais

relevantes para nos.

Proposicao A.2. Seja G um grupo topoldgico localmente compacto com medida de Haar . Entdo, | é

finita se e somente se G é compacto.

Devido a essa propriedade, é pratica comum normalizar a medida, isto é, escolhemos pu(G) = 1.

Proposicao A.3. Seja G um grupo topolégico compacto. Entdo, a medida de Haar esquerda coincide com

a medida de Haar direita.

Dada uma medida de Haar esquerda i, 14(A) = p(Ag) define uma nova medida de Haar esquerda.
Pela Proposicdo A.1, i, deve ser um muiltiplo da medida original, digamos py = A(g)p. As constantes de
proporcionalidade de cada g € G' geram um homomorfismo A : G — R’ chamado de fun¢do modular
e independem da medida de Haar particular escolhida. Quando as medidas esquerda e direita sdo iguais,
denominamos o grupo unimodular. Isso garante que a medida de Haar nfo € invariante apenas por trans-
lagdes a esquerda ou a direita, mas também por conjugacdo, uma vez y(cyE) = u(gEg—1) = p(Eg™') =
n(E).

E natural imaginar que esses resultados possam ser aplicados também para variedades que possuem
acdo do grupo GG. Acontece que, sob certas condigdes, é sim possivel garantir a existéncia de uma medida

invariante para esses espacos.
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Proposicao A.4. Sejam G um grupo de Lie localmente compacto, H um subgrupo fechado e E = G/H.

Existe uma medida em E, invariante sob a acdo esquerda de G, se e somente se a funcdo modular A de E

satisfaz A (h) = A(h)Ag(h),h € H.

A.3 TEOREMA DE FUBINI

Por fim, se temos dois espacos de medida (X, 9, 1) e (Y,N, v), e consideramos o produto X x Y, a

maneira mais conveniente de se construir uma medida neste espacgo € através de
(A x B) = pu(A)v(B),A €M, BN (A7)

Essa medida € bem definida, desde que ambas as medidas originais sejam o-finitas [21].

A existéncia dessa medida nos leva a formulacio dos teoremas de Tonelli e de Fubini em termos da

integral de Lebesgue.

Proposicido A.5. Teorema de Tonelli - Sejam (X, 9, 1) e (Y,n,v) espacos de medida o-finitos e F' :

X x Y — R uma funcdo mensurdvel ndo negativa. Entdo,

/nyFd7r - /X (/YFd”>d“ _/Y </Xqu>dV- (A8)

Proposicido A.6. Teorema de Fubini - Sejam (X,9M, u) e (Y,n,v) espacos de medida o-finitos e F' :

X XY — R uma funcdo integrdvel com respeito a w. Entdo,

/)<Xde7r - /X (/YFd”>dﬂ :/Y </Xqu>dV- (A.9)
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