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"Tropecavas nos astros desastrada

quase ndo tinhamos livros em casa.

e a cidade ndo tihna livraria

mas os livros que em nossa vida entraram
sd0 como a radiacao de um corpo negro
apontando para a expasao do universo
porque a frase, o conceito, o enrredo,o verso
(e, sem duvida sobretudo o verso)

€ o que pode langar mundos no mundo.

Tropecavas nos astros desastrada
Sem saber que a ventura e a desventura
Dessa estrada que vai do nada ao nada

Sédo livros e o luar contra a cultura."

(Livros, Caetano Veloso)



RESUMO

Estudaremos e consideraremos as possibilidades de usar um caso especifico da estrutura mate-
matica conhecida como geometria de Finsler como pano de fundo de uma teoria alternativa da

gravidade, a Bi-gravidade.

Primeiramente, serd explicado como nasceu a Bi-gravidade usando como motivacao uma ideia
antiga: o graviton massivo, que propicia a teoria da Gravidade Massiva. Uma introdugdo ao
estudo da Bi-gravidade estard presente e os aspectos mais importantes da geometria de Finsler
que serdo utilizada. Serda mostrado que existem trés maneiras diferentes de escrever os objetos
definidos na geometria de Finsler utilizados. Derivam-se algumas equagdes de autovalores e
uma rapida andlise da aplicabilidade desse espaco em teorias fisicas antes de tratar diretamente o

caso Bi-métrico.

Porque para os objetos importantes os cdlculos sdo muito longos, faz sentido incluir uma anélise
de perturbacdo. Em seguida avalia-se a proximidade desse espaco com a geometria de Riemann, o
pano de fundo matemético da relatividade geral. Logo mais estudar-se-4 alguns limites presentes
na teoria da Bi-gravidade, especificamente no limite massivo e o que ele significa na geometria
de Finsler. Outro importante espaco de Finsler com enorme aplicabilidade na fisica € o chamado

espaco de Randers, discutimos sua relagdo com o nosso caso.

Deve-se notar também que este trabalho contém apéndices de A a K, tratam-se de cdlculos que

poderiam destruir o formato desta dissertacdo se derivados do texto principal. Divirta-se.

Palavras-chave: Gravidade Massiva, Bi-gravidade, geometria de Finsler.



ABSTRACT

We will study and consider the possibilities of using a specific case of the mathematical structure

know as Finsler geometry as background to an alternative theory of gravity, the Bi-gravity.

Fist it will be explained how does Bi-gravity was born using the motivation of an old idea, the
massive graviton which rises Massive Gravity theory. An introduction to the study of Bi-gravity
will be present and the most important aspects of Finsler geometry that will be used. It will
be shown that exists 3 different ways to write the objects defined in Finsler geometry. Some
eigenvalues equations are derived and a fast analysis of the applicability of this space in physical

theories before treating directly the Bi-metric case.

Because even with all the important objects derived the calculations are so lengthy, it makes
sense to include a perturbation analysis. Than it is evaluated the proximity of this space with
Riemann geometry, the mathematical background of General Relativity. After comes the study
of some limits present in Bi-gravity theory, specifically the massive limit and what does it meas
in Finsler geometry. Another important Finsler space with huge applicability in physics is the so

called Randers space, it will be discussed its relation with our case.

It is also to be noted that this work contains appendices from A to K there one calculates what

could destroy the format of this dissertation if where derived in the main text. Have a nice time.

Key-Words: Massive Gravity, Bi-Gravity, Finsler geometry.
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LISTA DE SIMBOLOS

Quando nao for especificado, letras gregas denotam indices Lorenzianos
Quando nao for especificado, letras latinas denotam indices Riemannianos
Coeficientes binomiais

Operador D’alambertiano

Tensor métrico

Tensor métrico inverso

Funcgdo lagrangeana

Tensor momento-energia

Tensor de Ricci

Escalar de Ricci
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Antisimetrizagdo circular dos indices com normalizagdo: Az = %(Aijk +
Ajri + Apij)
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Simbolos proprios de Christofell

Simbolos de Christofell
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Produto cunha (wedge product)
Curvatura extrinseca ou exterior
Massa de Plank

Fibrado

Espaco vertiacal e horizontal
Derivada covariante em fibrados associados
Derivada covariante dinamica
Derivada covariante

Funcao de Finsler

Coeficientes de conexao

Coeficientes de spray ou pulverizacdo
Tor¢do de Cartan

Tor¢do média de Cartan

Tor¢do de Matsumoto

Conexado linear
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Bola unitéria euclidiana

conjunto dos campos tensoriais em M
conjunto dos campos vetoriais em M

conjunto de funcionais lineares em M
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1 INTRODUCAO

Através dos anos a humanidade tem se empenhado para atingir o completo entendimento
disso que hoje em dia é chamado de fisica. Muitas foram as contribui¢des para o crescimento
do conhecimento atual nesta drea, o que certamente levanta a questdo: Seriam todas essas

contribuicdes consistentes umas com as outras?

Se desejar ter uma teoria que completamente descreve o que é medido, é razodvel supor
que tais contribui¢des sdo consistentes umas com as outras ou uma delas deve ser recusada.
Assim uma investigacdo mais acurada se mostra util nestas condi¢cdes. Pensando em construir a
fisica de um ponto de vista microscépico e depois alargi-lo para se ter a visao geral, deveria ser
equivalente a constru¢do do macroscépico e entdo diminuir. Isso ndo € o que acontece com as
teorias mais precisas que se tem nos dia de hoje. Vejamos o que cada uma delas tem a oferecer e

entdo analisar suas vantagens e desvantagens.

A primeira a ser analisada tem algo por volta de 50 anos de idade: o modelo padrao
das particulas elementares. E a teoria responsdvel pelo regime de pequenas distancias. Ela tem
grande importancia pois foi capaz de explicar fendmenos experimentais como o decaimento [3,
estabilidade do nucleo, existéncia de antiparticulas e muitas mais particulas que vieram a ser
descobertas. Recentemente ficou famosa pela descoberta do béson de Higgs. Muito da fisica

feita hoje em dia € reflexo de seus resultados.

Por outro lado, tem-se uma abordagem com 104 anos de idade: Relatividade geral, a
teoria de acordo com fendmenos de larga escala. Seus €xitos sdo: esclarecimentos sobre a
natureza da interacdo gravitacional, ela explica o desvio da luz perto de corpos muito massivos
e mais recentemente foi confirmada a existéncia de ondas gravitacionais previamente preditas.

Uma série de resultados nao intuitivos dessa teoria foram testados e confirmados.

Uma propriedade importante de uma teoria fisica e sine qua non especificamente para
teoria quantica € a renormaliza¢cdo. Uma incoeréncia entre essas duas propostas € exatamente o
fato que relatividade geral € nao renormalizdvel. Se nds tentarmos fazer uma quantizag¢ao padrao
associando uma particula fundamental com a interagdo gravitacional isso poderia acabar por
nao gerar probabilidades. A concordancia experimental de ambas as teorias € intensa de uma
forma que € insensato simplesmente abandonar uma delas. O que se supde, e tem funcionado
historicamente, € que essas sdo apenas validas em um limite especifico e existe uma teorias mais

geral englobando as duas.

Muitas pistas sobre como fazer esta desejada teoria generalizada estdao espalhadas pelo
conhecimento humano e dados experimentais. Frente a este vasto campo de possibilidades,

cada pesquisador ou grupo de pesquisadores escolhe o seu modelo preferido e o presente autor
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escolherd o seu. Seguindo a dissertacdo ficara claro por que essa escolha € interessante nesta

abordagem.

Os detalhes serdo melhor explicados quando a hora chegar, mas basicamente os esforgos
neste trabalho sdo motivados pela pista das teorias de spin-2. No limite de gravidade linearizada
da Relatividade Geral é possivel obter a mesma equagdo de movimento do que aquela para os
campos de spin-2. Assim imagina-se que Relatividade Geral pode ser uma teoria de campos de

spin-2 com “algo mais”.

Pode ser util olhar para o passado, porque algo muito parecido ja aconteceu com outras
interagdes, em especifico com o eletromagnetismo acoplado a campos escalares. Dois famosos
fendmenos chamados de modos de Higgs e Goldstone provaram que sistemas fisicos que nao
obedecem plenamente uma simetria no estado fundamental tem propriedades interessantes.
No caso do eletromagnetismo € observada a separagdo de dois campos escalares massivos em
um massivo e outro sem massa causado pela quebra de simetria global chamada de modo de
Goldstone. O modo de Higgs acontece quando dois campos escalares massivos e um féton sao

convertidos em um campo escalar massivo e um féton massivo por uma quebra de simetria local.

O modo de Goldstone pode ser visto de forma intuitiva como um campo que perde sua
massa e se torna o entdo chamado Goldstone bdson sob quebra de simetria global espontinea.
Mas o caso mais motivador é o modo de Higgs, pois pode ser visto como um jeito de dar massa
ao foton por um “sacrificio” de um campo escalar, o bdson de Higgs. Os dois casos (massivo
e sem massa) foram estudados independentemente com as equacdes de Maxwell (féton sem
massa) e equacdes de Proca (féton massivo), mas com o modo de Higgs existe um jeito suave de

saltar de um formalismo ao outro.

Algo muito similar parece estar acontecendo com a gravitacao, isso quer dizer, com a
particula de spin 2. A situacdo de particulas ndo massivas € bem conhecida e talvez aquele “algo
mais’” que se busca € nada mais do que um graviton massivo. Naturalmente este limite entre os
dois € algo nada trivial, pois campos nao massivos de spin 2 tem 2 graus de liberdade, enquanto
no caso massivo eles tem 5. Contudo este € exatamente o mesmo caso do féton, tendo 2 graus
de liberdade e alcancando 3 “comendo” o grau de liberdade do seu sacrificio. Atualmente nao
existe ainda um “modo de Higgs para gravitons”, ainda assim pode ser facilmente concebido um

campo que € sacrificado para dar-lhe massa ou algo parecido.

Foi assim que surgiu um candidato para Teoria de Campos Gravitacional que recebeu o
nome Gravidade Massiva (Massive Gravity) e serd explorada em uma secio separada. De forma
muito superficial, pode-se dizer que o limite de gravidade linearizada € o mesmo do que o de
massa desprezivel em Gravidade Massiva. Muitos percalcos apareceram em seu caminho como
fantasmas levando a um termo massivo ndo unicamente definido, generaliza¢dao do caso nao
linear e fantasmas néo lineares. E hora de considerar outros candidatos 2 teoria que tenham boa

aceitacdo na comunidade cientifica.
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Inserindo um tensor a mais, de tal modo que ele se comporte como o tensor métrico
e usando alguns argumentos de simetria nasce a dita Bi-gravidade (Bi-gravity) que tera sua
secdo propria também. Esta € uma teoria construida sobre a possibilidade de dar um tratamento

diferente para o acoplamento da gravidade com a matéria.

Assim como em Gravidade Massiva, Bi-gravidade tem seus problemas como as questoes:
como a matéria se acopla com duas métricas? E se ela se acopla diferente para cada uma, como
a matéria sabe qual escolher? Essas sdo questdes que podem ser consideradas, a primeira vista,
questdes relacionadas a nossa intui¢do que a natureza nao precisa seguir, mas existem perguntas
mais profundas como: Duas métricas podem coexistir na mesma variedade? Hé alguma estrutura
matemadtica faltando? Essas questdes estdo intrinsecamente relacionadas com a estrutura do

espaco-tempo dessa teoria.

Segue-se que Gravidade Massiva avangou e alcancou a no¢do de métrica de referéncia,
um tensor que tem de ser definido para estar de acordo com o limite linear, mas isto € justamente
a teoria da Bi-gravidade. Agora resolver o problema de duas se tornou o problema de apenas
uma teoria e isto foi tratado em 13 de agosto de 2014 por Yashar Akrami, Tomi S. Koivisto e
Adam R. Solomon (AKRAMI; KOIVISTO; SOLOMON, 2015). Neste artigo € dito, em uma
traducao livre do que o préprio autor diz: “se duas métricas se acoplam minimamente com a

matéria, entdo ndo hd métrica alguma para a qual toda matéria poderia acoplar-se”.

O que os autores querem nos dizer é que ndo existe um tensor privilegiado associando
todos os pontos na variedade, o que supostamente € uma contradicao com o formalismo matema-
tico da Relatividade Geral, ou seja, Geometria Riemanniana. Isto poderia ser considerado um fato
triste que nos forcaria a abandonar as duas teorias, mas o que estd sendo perseguido nio precisa
necessariamente ser consistente com a Relatividade Geral em todos dos limites. E bem verdade
que se deve recuperar o que se sabe, a principal diferenca agora é ter que recuperar também a
geometria em si. Isso significa que € preciso algo maior do que a geometria Riemanniana. O que

poderia isso ser?

Essa pergunta pode ser respondida notando que vetores tangentes a variedade, isto é,
0 espago tangente, nao interferem na geometria. Poderia ser construida uma geometria que é
exatamente a Riemanniana quando o espacgo tangente nao muda e a cada disposi¢ao diferente dos
vetores tangentes geram uma diferente geometria Riemanniana. Sendo simplista o que se precisa
€ uma dependéncia do tensor métrico nos vetores tangentes. Isto é conhecido como geometria de
Finsler e foi evidenciado por Yashar, Tomi e Adam em (AKRAMI; KOIVISTO; SOLOMON,
2015).

Agora todas as escolhas e predilecdes por algumas teorias, na tentativa de chegar na
dita Geometria de Finsler foram todas justificadas. A ideia principal deste trabalho € investi-
gar as consequéncias de se construir uma relatividade geral sobre a estrutura matematica da

geometria de Finsler e buscar por analogias com os casos massivos e bi-métricos. Essas con-
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tribui¢des do espaco tangente para a geometria €, por muitos autores, referido como cor, assim
se diz que qualquer Geometria Riemanniana € nada mais do que uma Geometria Finsleriana

“monocromatica’”.

Para oferecer uma abordagem aqueles tépicos principais que foram apenas mencionados
acima, vamos fazer uma breve revisdo sobre as teorias Gravidade Massiva, Bi-métrica e o estudo

da geometria de Finsler.

O seguinte trabalho estd organizado da seguinte forma: apds esta breve introdugao
serd apresentado uma revisdo das teorias que foram a motivacao para esta abordagem, a saber
Gravidade Massiva, Bi-gravidade e geometria de Finsler no segundo capitulo. O terceiro capitulo
tratard do espaco proposto para esta abordagem e o quarto capitulo serd uma investigacao sob a

Optica aproximativa finalizando com conclusdes e perspectivas futuras no capitulo 5.
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2 Geometria e gravidade

2.1 Massive Gravity

Como foi mencionado, essa € uma teoria baseada nos resultados da gravidade linearizada,
entiio avaliemos as equacdes de Einstein neste limite. E o limite em que a métrica pode ser
aproximada a métrica plana de Minkowski, de forma esquematica: g,, =~ 1), vamos definir:
Yuv» Um tensor com o valor absoluto de cada uma de suas componentes menor do que 1, e
determinando: ¢,, = 7. + Yw. A métrica inversa se torna: g’ = p*¥ — 4", simbolos
de Christoffel serdo dados como ', = %77“’(8“%0— + 0, — OsYw) € o tensor de Ricci
Ry = 0700 wo — 30705V — 30,0,72 (WALD, 1972).

A gravidade linearizada tem uma invariancia difeomorfa dada por v, — V., + 20(,,)
e 1sso capacita a teoria para escolher um calibre andlogo aquele chamado de Lorentz no caso
eletromagnético: 9°0,&,, = 0. Definido v = 77 € Y, = Y — %n,u,y isso simplifica as equacdes

de Einstein analogamente as equagdes de Maxwell. A Equacdo linearizada de Einstein 1e-se:

870y = —167T . 2.1)

Estd na hora de se informar sobre a teoria de Fierz e Pauli para poder entender quais sdo
essas semelhancgas. Restringindo-se ao caso dos spins inteiros, 0s campos com spin s € massa m
podem ser representados como tensores simétricos complexos de ordem s para sistemas sem

interacdo. Esse tensor € definido por uma equagdo e condicoes auxiliares do tipo:

aaaaAil‘..is = m2Ai1...iS (C =h= 1), (22)

Com condicdes auxiliares de traco nulo e transversalidade:

Ailvilv"'is = 0’ ailAir“is = 0. (23)

Se forem restringidas para os casos: s = 2, m = 0 chegar-se-4 nas equacgdes de Einstein
linearizadas com: A,, = 7,. As condi¢des auxiliares sdo satisfeitas pela fixacdo do calibre
0P0p¢, = —0¥4. Isto significa que a teoria de campos para spin 2 é uma flutuaco sobre a
métrica de Minkowski na gravidade linearizada, com a adi¢do de um campo escalar auxiliar C.
A lagrangiana de Fierz e Pauli é conhecida (FIERZ; PAULI, 1939):
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L= ac’j/abaci/ab - Qaaﬁacabﬁbc - gaccaco + 8(1,7(1(281)0. (24)

2.1.1 Teoria de Fierz-Pauli

A teoria de Fierz e Pauli para spins inteiros serd resumida seguindo os dois mais impor-
tantes artigos neste topico ja citados. Ele é baseado no célculo espinorial de Van der Waerden que
admite uma representacao tensorial para campos de spin inteiro (WAERDEN, 1932). Uma teoria
de campos relativistica deve estar de acordo com a equagdo de Klein-Gordon possibilitando o
surgimento da equagdo de onda. As condi¢des auxiliares sdo derivadas da condi¢do de que os

tensores nao podem ser reduzidos a alguma outra representacio de spin menor (Irredutibilidade).

Daqui em diante a condig@o tr(A;, ..;,) = 0 serd esquecida, pois é possivel reproduzi-la
se A;, .., for simplesmente tratado como um tensor de traco nulo desde o comeco. Tensores

o : - r+d—1\ :
simétricos de ordem r e dimensdo d tem nimero de componentes livres. A

condic¢do de traco nulo gera um vinculo para cada componente de tensores d — 2 simétricos.
Seja d = 4 para 3 dimensdes espaciais e uma temporal, resta um nimero de componentes

independentes:

H?’) - (TH — (r+1) 2.5)

Ainda falta a condi¢do 9" A;,..;, = 0, ela garante que ondas planas em equilibrio tenham
amplitude nula. Pode-se ver a situacdo como sendo toda tratada em 3 dimensdes de espago,

assim a verdadeira equacdo do niimero de componentes independentes é:

(r + 2) _ <T> — o 41, (2.6)
2 2

Restringindo o alcance da teoria para campos de spin 2, 0 nosso caso de interesse, acaba-
se com um tensor de ordem 2 simétrico com 5 graus de liberdade (2 - 2 + 1). Neste contexto as

condig¢des auxiliares sdo uma condicao de energia positiva (FIERZ, 1939).
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I'Ay; =0, (2.7)
O préximo passo € a investigacdo de um principio variacional capaz de gerar a equagao
de onda (aqui adota-se: h =c = 1)

Adotemos um campo escalar auxiliar C' para ser independente com respeito a A;; e impor
que sua variagdo sobre L, a lagrangiana, traga as condi¢des auxiliares a luz. Para simplificar, em
um primeiro momento A;; e C' serdo tratados como campos reais C* = C'e Aj; = A;; com *

denotando o conjugado complexo. O principio variacional serd entio:

5/Ldt =0. (2.9)

Escolha L com sendo a soma de todas os possiveis termos misturando A;; e C, desta
forma, apods as equacdes de Euler-Lagrange escolher-se-a qual termo deve sobreviver. Massa e
o termo cinético devem aparecer, de outro modo ndo faz sentido uma interpretacao de campos.
Defina a4, as € a3 como constantes para as contribuicdes dos termos na lagrangiana, isso acarreta
(FIERZ; PAULL, 1939)

L= sziinj + akAZ]akA” + &18¢AikajAjk -+ a2k202 + asalc’alc + &A”@C (210)

O termo de interacdo entre os dois campos deve existir igualmente, para a consisténcia

de C' como um campo auxiliar. As equagdes de Euler-Lagrange para A;; resultam

1
2K Ay — 2075 — a1(0°0, Ay + 00, Ars — 50,0" Auy) — 0,0;C

1
+000=0. @11

E para o campo auxiliar C":

2a,k*C — 2a30C — 0'9 Ay; = 0. (2.12)
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Se for diferenciada a equagdo de A;; com respeito a z; € chamar '’ A;; = A

. . . 1 3
2k*0' Ay = 200" Ay + ay (D0 A5 + §ajA) +100,C. (2.13)

Ponha a; = —2 e o vetor §'A;; é revelado como a representagio de uma particula de

spin zero pois ele € o gradiente de um escalar

2k*0' A = —0;A + %DC. (2.14)

Derivando-a mais uma vez serd notdrio que as duas equacdes formam (a mais recente e

aquela referente ao campo C) um sistema de equacdes lineares homogéneo.

(2k* + O)A — Z%DDC =0

— A+ (2a2k? — 2a;0)C = 0.

Para evitar que o determinante referente a esse sistema de equacdes seja nulo escolhe-se

as € az de modo a satisfazer essa exigéncia. O cdlculo do determinante resulta em:

dask® + 2k (ag — 2a3)0 — (2a5 + Z)DD. (2.15)

Supondo que k£ # 0 (aqui comecam as suspeitas de que a teoria massiva de spin 2 é
fundamentalmente diferente de teorias ndo massivas) se as = 2as € 2as = —%, o determinante
3m? nunca se anula. Como um resultado final A = 0, C = 0O e 81'Aij = (. Ironicamente

introduzir o campo C foi literalmente como somar zeros, e a lagrangiana final sera.

L=k Aj ;A7 + A ;0" A7 — 20, A" Ay, — %1&02 - gaicaic + 0;AY9;C.  (2.16)

Neste momento € valido mencionar que Euler-Lagrange ¢ uma equacao diferencial de
segunda ordem, o que significa que para a completa solugdo € preciso uma condi¢ao inicial e
uma derivada determinada no instante inicial para cada componente. Como se sabe, tensores
de traco nulo tem 9 componentes, mais uma para C' todas juntas somam 10, podendo ser
tratados similarmente a tensores de traco ndo nulo (isso serd considerado em (2.35) onde ler-se-a:

A, = f.u). Contudo poucas paginas atrds campos de spin 2 foram ditos se propagarem em 5
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graus de liberdade. Resumido: Tudo o que € necessdrio sdo 5 condicdes iniciais e 5 de valor

inicial das derivadas

Essas condi¢des podem ser derivadas pela restricdo 7 = 4 nas componentes do tensor

A ;; na equacdo de Euler-Lagrange.

1 1
2k* A5 — 20A4; + 2(0"0; Ak + 0F0; Ay — 5(sija’farAk,ﬂ) — 0:0;C + 70;0C = 0. (2.17)

Derive e combine com a equagio para C'.

3 3 .
—§k20 + 700 = 0T Ay;. (2.18)

Para ter

20'A;; — gajo = 0. (2.19)

Use ¢ variando de 1 até 4 e elimine as derivadas temporais usando a equagdo de C' nas
equagdes de A;;, conjuntamente coleta-se 8 condi¢des. As 2 outras vem reconhecendo C' como

um campo nao nulo e impondo a posteriori as duas condi¢des

C=0 (2.20)
OhesC = 0. (221)

Ap6s todo esse desenvolvimento, ainda ndo € o suficiente para descrever particulas sem
massa de spin 2. Em linhas gerais a referéncia de 1939 (FIERZ; PAULI, 1939) discute um
pouco sobre isso, mas nio tdo rigorosamente. A ideia principal é que ndo se pode simplesmente
tomar £ — 0 na lagrangiana, porque o determinante do sistema das equacdes de Euler-Lagrange

anular-se-4, ainda que isso leve as equacdes de Klein-Gordon para particulas ndo massivas.

2.1.2 A dieta do Graviton

Os resultados da ultima seccao sdo de certa forma tristes, mas longe de serem inesperados
pois 0 mesmo jad aconteceu com a teoria eletromagnética e com o féton. Tome por exemplo um
campo escalar complexo, sua equacdo de Klein-Gordon (¢ = k%¢ leva a lagrangiana (RYDER,
1985):
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L = (9,9)(0"¢") — k*¢"¢. (2.22)

Garantir a invarincia da lagrangiana sob a ac¢do do grupo U(1) é andlogo a introduzir o
campo eletromagnético no sistema. A lagrangiana do campo ¢ mais a interacdo eletromagnética

contém termos de uma particula de spin 1 ndo massiva, o féton (RYDER, 1985):

L = (D,¢)(D"¢*) — k*¢*¢ — ;LF“”FW. (2.23)

Denota-se D, = 0, +1gA,, que significa a derivada covariante, A, o campo do f6ton com
g constante de acoplamento e F},, o tensor de Maxwell. Pode-se esperar que uma lagrangiana,
para fétons massivos, seria dada por uma soma de termos que faltam originalmente, multiplicada
por uma constante (massa do féton) de um modo que quando for tomado o limite tendendo a

zero ele retorna a lagrangiana massiva.

L = (D,¢)(D"¢*) — k*¢*¢ — iF“”FW +m2 A, A" (2.24)

Tendo isto em mente vamos investigar outro fendmeno para campos escalares complexos.
Devido ao conhecido teorema de Goldstone foi notado um importante desdobramento da teoria
quantica de campos no caso quando algumas simetrias sdo quebradas no estado fundamental.
Este € precisamente 0 nosso caso se imaginarmos o termo massivo na lagrangiana como um

termo de potencial e o limite £ — 0 o seu estado fundamental.

Inclua na lagrangiana um termo auto-interagente como este —\(¢*¢)? e ache o estado
fundamental pelo minimo do potencial 8\(;_((;)|¢2% = %(—k2¢*¢ — M¢*®)*)|s=py = 0. Os
problemas da dltima sec¢do surgem pois ¢y = 0 é um ponto extremo e a ordem mais importante

(leading order) de flutuagdes sobre ele é precisamente k* que se torna singular em & — 0.

Para evitar esta singularidade torna-se o campo escalar complexo em dois campos
escalares reais deslocados pelo ponto extremo ¢(x) = |¢pg| + \/ii(gbl(x) + i¢o(x)). Use os
campos ¢; € ¢, como os campos fisicos de fato eliminando a singularidade e tratando k% < 0
como um pardmetro mais do que como uma massa de fato. Colocando |¢y| em evidéncia no
potencial e reescrevendo a lagrangiana ignorando termos mais altos que de segunda ordem
chega-se em (RYDER, 1985):

1 1
L= _Z uuFW + 92‘%’214#14“ - 5((’3/@1)2 - 2)\’¢0|2¢% o (2.25)
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Nesta lagrangiana observe: o que foi um campo escalar complexo massivo mais um féton
(sem massa) torna-se um foton massivo € um campo real massivo. O campo ¢, se vai por uma
transformacdo de calibre. Compare este resultado com o que foi suposto no comeco e perceba
que de fato nada mudou drasticamente, tem-se um termo massivo para A, e um para 0 campo ¢

bem como termos cinéticos para os dois.

L = (D,¢)(D"¢*) — k*¢*¢ — iF“”FW +m? A, A" (2.26)

A principal diferenca entre os dois é o nimero de graus de liberdade, evidenciando que o
processo de ganho ou perda de massa requer mais do que simples “boas intencdes” do féton. Um
campo escalar massivo complexo tem 2 graus de liberdade e mais 2 do f6ton massivo somam 4,
agora esta claro por que ndo se pode simplesmente adicionar um termo massivo a lagrangiana

visto que fétons massivos tem 3 graus de liberdade com mais 2 do campo escalar ¢.

Em outras palavras adicionar uma massa ao féton de forma simplista significa adicionar
uma dimensdo de lugar nenhum e eliminar a sua massa quer dizer sumir com uma dimensao
arbitrariamente. E totalmente diferente do que acontece no procedimento acima, chamado o
modo de Higgs, pois um dos dois graus de liberdade de ¢ foi “comido” de modo a gerar massa

ao féton.

Apos estes percalgos, € chegada a hora de retornar ao caso do grdviton e responder a
pergunta: como ¢ o modo de Higgs no caso de particulas de spin 2?7 Esta € a pergunta de 1
milhdo de ddlares, pois apesar de muitas tentativas ainda nao existe este procedimento. No lugar
de insistir neste arduo trabalho o que serd feito € usar o procedimento de Stiickelberg para fétons

e generalizd-lo para Gravitons.

Brevemente, as ideias que levaram ao o que hoje ¢ chamado de campos de Stiickelberg
serdo tratadas. O procedimento de Stiickelberg foi uma alternativa para tratar solucdes de
eletrodinamica com interagdes e relaciond-las com a teoria de campos para potencial central. O
ponto de partida é um campo escalar A com a carga J e constante k satisfazendo a equacgio de

campo analoga a de Maxwell de potencial eletrodindmico.

(O—k*A = —4nJ. (2.27)

No momento em que Stiickelberg escreveu seus trabalhos, a solug¢do para esta equacao
de campos jd era conhecida estatisticamente devido a Yukawa (YUKAWA, 1935) e (YUKAWA,
1937). Seja A(z) = [e“*A(w)dw* e J(z) = [€“*J(w)dw* a transformada de Fourier de
A(w) e J(w) respectivamente com x € w quadrivetores. O que desemboca em (STUCKELBERG,
1938a).
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Aw) = A J(w)

= — 2.28
w-w+ k2 ( )

z

Estes integrandos devem ser integrados de —oo a oo e "-"¢€ entendido como o produto
escalar de quadrivetores. A parte espacial do quadrivetor w serd livre de singularidades enquanto
a parte temporal representa-se com wy e contém 2 singularidades discretas quando o denominador
se vai. Chame & a parte espacial de w e v o caminho para evitar essas singularidades o que

resulta na solucdo das equagdes de maxwell da forma:

A (z) = / di L dwoA(w)e™ ™ = / dy* J(y) D (z — y)

2 , dw*
DY (x) = [ 2.29
(z) (2m)3 /76 w-w+ k2 (2.29)
Existem dois caminhos especiais denotados por v = 4 e v = — de tal forma que é

possivel construir uma fungéo invariante D(x) = D~ (z) — D' (). Com base nisto é possivel
escrever duas formas diferentes de solucdes para as equacdes de Maxwell que sdo de fato campos.

Estes sdo referentes aos conhecidos potenciais retardados e avangados.

A*(z) = / dy? / OodxoD(y—x)J(x). (2.30)

Em uma generalizacdo para mais componentes € preciso uma condi¢do para a positividade
da energia a ser satisfeitas, assegurando que existe um conjunto completo de estados de energia
positiva, mas isso sé é possivel com o auxilio de algum campo escalar B. E bem verdade
que o campo extra ndo € necessario para o caso k = 0 mas se k& # 0 ent@o deve existir. Este
conjunto completo de estados sdo tal que (% + kB)|1) >= 0. Fazendo as adaptagdes para o
caso de A ser um quadrivetor, seria mais facil satisfazer uma condi¢do como: %@WJ >= () entdo
(STUCKELBERG, 1938b):

®,=A,+k'9,B. (2.31)
Facamos este campo satisfazer as equagoes de movimento para A desprovida de corrente
(O — k*)® = 0 a equag@o de Proca. Defina F),, exatamente como o tensor de Maxwell

F,, = 0,®, — 0,9, e afungdo de Lagrange devido a equacdo de Proca é bem conhecida e a

sua parte principal

1
L(®) = —gF‘“’FW + K20 D, (2.32)
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Esta € a parte da lagrangiana dos dois primeiros termos do caso andlogo para campos

escalares como visto no comego do estudo de campos de Stiickelberg eq(2.24). Adicione a isso a
.~ . .o . . . 2

condi¢do de energia positiva e a parte material do sistema com k* = - para m a massa, 0 que

resta:

1 1 1 1
L(A, B) = =50, A,0" A" + §m2AuA“ +50,BY"B - 5m?B?

—J-(A+m™oB). (2.33)

Este foi o formalismo de Stiickelberg para o spin 1, basicamente substituindo um campo
vetorial por dois campos (um escalar e um vetorial) mais uma condic¢ao adicional. A aplicagdo
deste formalismo para o campo de spin 2 ja foi tratado previamente e como um exemplo a
referéncia (DELBOURGO; SALAM, 1975) parece ser bem esclarecedora. Retornemos uma
ultima vez para a lagrangiana desejada de spin 1 de campos massivos (2.24) acoplada com a
carga J, mas desta vez explorando a simetria de calibre A, — A, + 9,5 e escolha S de tal
modo A, — A, + #GMB . Note que essa simetria nio € referente ao caso massivo, mas sim ao

caso sem massa. Ainda que o termo massivo nao compartilha desta simetria:

1 w4 m
L(A) = = JEu P 4 - A A" — A
1 2 1 2
L(A7 B) = - 58;1/41/8”/4“ + %AuA'LL + 58#38“3 — %BQ

+ %(a A+mB)? —J-(A+ %(‘DB). (2.34)

A diferenca entre este resultado mais recente e aquele pertencente a teoria de Stiickelberg
ndo € nada além de um termo: %(8 - A + mB)?. E possivel dizer que as duas teorias sio
equivalentes, ja que este é precisamente o termo responsavel pela condi¢do de energia positiva.
Se os estados |1 > forem confrontados com esta condigdo entdo isto significa que (0 - A +
mB)|y >= 0 é uma equagdo de campo livre. Por conta disso, os dois candidatos a propagadores
<A,|A >= ﬁ%v e < B|B >= ﬁ sdo bem definidos no sentido que eles sdo suaves

no limite m — (. Finalmente chegando no tdo desejado caso de spin 2, é postulado uma
lagrangiana similar a Stiickelberg de spin 1 (DELBOURGO; SALAM, 1975).

1 1 m? 1
L(f.V) = 5(8Af,w8Af“” - Eaxf;‘é“f,,” ) = 5 U " = S fif0) = 0V,0"V"
uwi/ v v/
+m*V,VF + 0, [ " + W]. (2.35)

Similarmente com o caso do spin 1, a desejada lagrangiana de Fierz-Pauli referente

a um campo massivo com carga de spin 2 sofrerd uma mudanca de calibre sobre a simetria
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fw — fuw +0,U, +0,U, + 0,0, aplicdvel ao caso sem massa. Os requisitados U, e S

8, Vi+8,V, . .
% € novamente, esta simetria

desta vez serdo escolhidos de modo a gerar f,, — f.., +
originalmente ndo € compartilhada com o termo massivo. A semelhanca entre campos de
Stiickelberg e a sua variagdo de spin 2 € estabelecida pela mudanca B — V, e A, — f,.. A
ideia € a mesma de outrora, achar um termo diferente da lagrangiana de Fierz-Pauli acoplada com
carga 7}, e certificar-se de que isso se torne uma equacdo de campo livre gerando propagadores

suaves comao:

1 2
L(S) = 5 OnJuO " = ONJLO L = 20,10 for + 20, O0S7) = = (funf = FL )
+ [T, (2.36)

Pode-se fazer o mesmo que foi feito para o caso de spin 1, mas este ndo € o nosso
propdsito nesta se¢do, pois pode acabar por ser uma abordagem um pouco evasiva do tema
principal. Ao invés, vamos fazer a conexdo fisica entre esses campos e a gravidade linearizada
lidando com a acdo de Einstein-Hilbert desde o comeco. Apds um melhor entendimento de
como essa matematica € conectada com a teoria langcaremos mao dos campos de Stiickelberg.
De uma forma simplista pode-se definir o procedimento de Stiickelberg como uma mudancga de
A, — A, + k=19, B em campos de spin 1. Da mesma forma temos para campos de spin 2, que
sdo representados por tensores, Stiickelberg trona-se h,,, — h,,, + 2k~'9(,,X,) para recuperar a

invariancia difeomorfa quebrada devido a presenca do termo massivo.

2.1.3 Variaveis de Bardeen

O ultimo capitulo foi uma tentativa de achar alguma similaridade entre a teoria de spin
2 e a teoria linearizada da gravidade “pulando” da teoria de campos para a relatividade geral.
De certa forma, agora o caminho inverso sera seguido. Considere a métrica g,,,, € expandindo
sobre o espago-tempo plano de Minkowski g,,, = 7, + I, usa-se a decomposigdo em (3 + 1)
e as varidveis harmonicas (¢, ¢, v, A, 3, €, ﬁij) onde indices latinos seguem de 1 a 3 e indices

gregos de 0 a 3. Essa decomposicao é como se segue:

hoo = 29 (2.37)
ho; = Bi + Oy (2.38)
1 _
hij = —=2¢0;; + (9;0; — §5ijv2))‘ + Ogicj) + hij. (2.39)

Com os vinculos:
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;8" = 0ie" = & hyj = bijhy; = 0. (2.40)

E condicdes de contorno para a parte espacial no infinito

v —=0,A—0,V2\ = 0,¢ — 0. (2.41)

h;; é um tensor transversal sem trago € [3;, €; campos vetoriais transversais, ao passo que
A, ¢, 1 e v s@o campos escalares. No limite linearizado ele exibe uma simetria linear difeomorfa
para uma teoria sem massa 1, — hy, — 20(,€,). Assim € possivel ver que }_Lij ¢ um invariante
por calibre. Entdo criemos um invariante de calibre para cada setor escalar e vetorial JACCARD;
MAGGIORE; MITSOU, 2013):

b=—¢— éva (2.42)
xp:w—fwéx (2.43)
0, =B — %e (2.44)

A acdo linearizada de Einstein-Hilbert, com k£ = /327G olhando apenas para a parte

Loe 2 4 . . , .
quadratica é Sy = f hyw € W””hpog%. O tensor de Lichnerowicz £/ é definido como:

1 1
Ehvpo — 5(7,I,up771/0 4 nuanup o 277;w77pa>|j - §<nupaaau 4 nupaaa,u 4 nuoapazx + nuaapau)

+ (PTOMD” + PO, (2.45)

. ~ . 4
A intera¢@o com o tensor de energia-momento: Sy = [ hWT‘“’d% e decompondo o

tensor da mesma forma que 5, .

Too = p (2.46)

1
Tij = Poij + (9:0; = 305V")0 + 0oy + 04j. (2.48)
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Com os mesmos vinculos e condi¢des de contorno aquelas de h,,,, mas hd outra condicao

[z
a ser satisfeita, ja que este deve ser um tensor de energia-momento conservado: 9, 7" = 0.
A componente temporal dar4 a relagdo V2S = p e para a parte espacial como um vetor de 3
componentes: V20! — S + 0(—S + P + 2V%0) = 0. Tudo isso ajudard a reescrever a agdo
linearizada de Einstein-Hilbert em termos dos campos invariantes de calibre, as varidveis de

Bardeen.

. . . P R _dxt
SQJFT = /[—12@2 -+ 481(1)81(1) — 8(2(1)(91(1) + 81-@]»81@3 — 58“}“]'8#}1”}?

. 1- .
+ / BEP +Pp — O + Shio]da’. (2.49)

A variagdo desta acdo dard as equagdes (JACCARD; MAGGIORE; MITSOU, 2013):

V20 = —4rGp (2.50)

V2 = —47G(p — 2V70) (2.51)
V26, = —167GS; (2.52)

Ohi; = —167Goy;. (2.53)

Primeiramente observe que essas equagdes escalares sdo de algum modo ligadas e podem
ser tratadas como:V?(® — ¥) = —87(G'V?0. Contando os graus de liberdade, os dois campos
escalares parecem contribuir com apenas um grau de liberdade, o campo vetorial invariante por
calibre contribui com 3 mas perde um por causa da transversalidade e o tensor de 9 componentes
invariante por calibre perde 3 devido a simetria, mais 1 por condicao de traco nulo e 3 novamente
por conta da transversalidade. Os graus de liberdade somam 1 do campo escalar mais 2 do setor
vetorial e outros 2 do tensor em um total de 5 graus de liberdade como devia ser desde o comeco

em concordancia com a teoria de Fierz-Pauli.

Aqui discrimina-se os graus de liberdade como irradiantes ou nao irradiantes pois 0s
campos escalares e vetoriais estdo obedecendo uma equacao de Poisson ao passo que o campo
tensorial obedece uma equacdo de onda. Graus de liberdade nao irradiantes, aqueles que
obedecem uma equacdo de Poisson, sdo completamente determinados pela distribuicao de
matéria. Segue que na auséncia de matéria ela se torna uma equagao de Laplace e com condicdes
de contorno no infinito, esses 3 graus de liberdade se vao. Graus de liberdade irradiantes sdao
aqueles capazes de serem propagados pois obedecem uma equacgdo de onda e especificamente
no caso ndo massivo sdo os Unicos graus sobreviventes, evidenciando as duas polarizacdes do

graviton como suspeitado.
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Note que a lagrangiana de Fierz-Pauli para spin 2 é diferente apenas por um termo:
& (huht — h?), pois note a semelhanga quando se abre o termo designado como cinético aqui:
B &P hyy = O[O 1Y — 8Af[f@)‘fl’,’ — 20, f*0" fun + 20, " O\ fY. Assim vertendo a
suposta massa diretamente em zero recupera-se a teoria da relatividade geral linearizada, mas
assim como foi comentado no fim da seccdo de Fierz-Pauli, o caso sem massa ainda nao estd
bem definido. Uma forma de contornar este problema € tomar um termo massivo mais geral e
entdo um limite para o caso desejado, como: limp, ,—0[m* (b1 h*™ + bah?)], h € o trago de
h,.. Os setores escalar, vetorial e tensorial serdo tratados separadamente e comegando sem a

contribui¢do do tensor de tensoes.

O setor escalar é governado pelos campos 7, A, 1 e ¢, mas ja se sabe que ¥ e ¢ sdo os

unicos campos fisicos reais e compartilham uma relacio um com o outro. Pela varia¢do dos

___ b
8((21+b2)

O modo I' é reconhecido como um fantasma (ghost) e o propagador tem dois polos. Faca a

campos 7, 1) e V2 é possivel reescrevé-los em temos de ® e I" definido como 1) =

substituicdo b; = 1 e by = —1 — € que dard ao polo correspondente ao fantasma a seguinte
forma:
3+4
TR, (2.54)
2€
E interessante buscar pela variacio de T resultando (1 + 26)’1”—621“ = —¢(® +m2®) e

o limite ¢ — 0 revela que ele esta pronto para descansar em paz I' = 0. Apds eliminar este
fantasma o que resta é o campo ¢ que representa o assim conhecido modo de helicidade O e
originalmente era nao dindmico, mas agora se torna dindmico, pois o setor escalar da lagrangiana

tornou-se uma lagrangiana de Klein-Gordon.

L=0,00"® 4+ m*®°. (2.55)

E chegada a hora de perseguir o setor vetorial assim como foi feito para o escalar e os
campos a serem considerados serdo: 3;, €; € ©;. A variacdo de beta dard 2V?2 3! —V2¢' = 2m?b, 3
tudo junto com a variacdo de ©; chega-se em V2¢! = 26" e mais dois graus de liberdade
dindmicos nascem: ((J — bym?)e’ = 0. Observe que no limite limy, 14, 0, 7 Tepresenta ambos,
a massa dos setores escalares e vetoriais. Esses dois novos graus de liberdade dindmicos sao

responsaveis pelos modos de helicidade +1 e —1.

Para o setor tensorial, tem-se apenas o campo l_zz-j, mas desde o comego ele era um campo
dindmico com 2 graus de liberdade. Para um tratamento da interacdo com o tensor de tensdes
a mesma ideia é usada. Tome a lagrangiana de interacdo e use as variacdes dos campos para
descreve-la, mas agora adicione a isso a condi¢do de conservacdo. Para conservagdo de escalares

serd interpretado como V2S = p a lagrangiana de interagio serd ®(2p + 3P — 35).
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No setor vetorial, a conservacdo pode ser ser lida V20! = 25° e a lagrangiana de interagio
—kB3;St+ géiS *. As condigdes de conservagio foram todas usadas e ndo restou nada para o setor
tensorial, assim sua lagrangiana de interacdo € simplesmente %hijaij . O resultado sdo 5 campos

dinamicos descritos pela expressao:

2 2
(00— m?)d = —%[%} (2.56)
(O—m?)e = —k—Qai (2.57)
=3 ,
2
(O—m*hY = —%aij. (2.58)

Nesta investigacao mais pormenorizada sobre todos esses elementos a ligacdo entre
campos de spin 2 e a gravidade linearizada foi estabelecido. Coletando todos esses pedagos do
quebra-cabecas e construindo o quadro inteiro veja que nds estamos na mesma situacao aquela
andloga ao campo de spin 1 em (2.27). Mas a abordagem nao esta totalmente construida visto
que esta teoria ainda ndo € invariante por transformacdes difeomorfas devido ao termo massivo

na lagrangiana.

m

1
L(h) = 5hwé’wf’mp — E(hw,h*“’ — h?) + h, TH. (2.59)

A saida dessa situacdo é o campo de Stiickelberg para restaurar a invariancia por trans-
formacgdes difeomorfas. Note que mesmo sem algum “mecanismo de Higgs” € possivel ver
o paralelo entre o mecanismo de spin 1 em virtude do surgimento de um termo cinético para
o campo de Stiickelberg exatamente como os campos ¢; da equacgdo (2.25) que de alguma
forma executa o papel de B da equagdo (2.31). Nesta nova perspectiva A, € interpretado como
um campo de Stiickelberg ndo normalizado A, = %AH e esta € a lagrangiana invariante por

transformacoes difeomorfas que se estava a procurar.

1
L(h) = §h,“,€“”*pmp — %[(h,“, + 20, A0)) — (b + 20, A")%] + h,, T™. (2.60)

2.1.4 Alguns percalc¢os

Mesmo se a presente abordagem revelou-se bem definida, algumas questdes no que
tange a continuidade, especificamente a incapacidade de trazer a teoria ao limite m — 0,
surgiram como uma forte razdo para abandoné-la, principalmente porque este fendmeno esta
intrinsecamente relacionado com a massa do graviton. Por volta do ano de 1970, Zakharov
escreveu um artigo concomitantemente a van Dam e Veltman, ambos descrevendo o que hoje se

conhece como a descontinuidade de van Dam-Veltman-Zakharov. Basicamente esta € a diferenca
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entre a relatividade geral linearizada e a gravidade massiva no limite de massa nula. Se o graviton

tem massa, entao este limite deve ser suave, isto ndo foi exatamente o que eles provaram.

Tudo comeca com a interagdo entre duas particulas, a particula 1 (p;) e a particula 2 (p,),
intermediada por um graviton (g). p; troca um graviton com p, na ordem mais baixa para a
constante de acoplamento gravitacional, isso pode ser descrito no seguinte diagrama de Feynman
pelo propagador I, ,, com 0 momento do graviton k e constante gravitacional v (ZAKHAROV,
1970) (VELTMAN; DAM, 1970):

’YPTVHWAUPQ\G- (261)
P1 P1
g
P2 P2
1
H/ﬂ/)\a - @(5/1)\6V0' + 5/1051/)\ - 5MV6)\U)' (262)

Aqui p” e p3° sdo os vértices para as particulas p; e p, que sdo transversais devido a
conservacao do tensor energia-momento € por isso termos proporcionais a k se vao. O que
acontece no caso massivo € que, como pode ser visto na dltima lagrangiana escrita acima na
equacao (2.60), as partes com spin 0 e spin 2 sdo diferentes daquela para spin 1 que ndo se
manifesta devido a transversalidade. A existéncia de um termo A proporciona a teoria um campo

. . . . .. Su0ro
de spin O conjuntamente a4 um de spin 2 adicionando um termo —4-2%- ao propagador sendo
6(k2—m?2)
assim:

1 2

H,uzz)\cr = m(éy)\éycr + 6;1,051/)\ - 35,u1/5/\0>- (263)

Esta claro que o limite hmo I1,,,)» para o caso massivo ndo recupera 0 €aso N0 Massivo
m—r
por causa do termo com o fator % A consequéncia disso € que, assim como mostrado no trabalho

de Zakharov, se for tomado r como a distancia de um corpo massivo com massa M e modificar

seu potencial gravitacional por um fator —% — —#e_m’" entdo a deflexdo dos raios de luz no

caso massivo 6,, e na relatividade geral tradicional #, obedece a desigualdade
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O < —bp. (2.64)

> w

A situagdo poderia ser bem pior pois ndo apenas a relatividade geral seria vandalizada mas
também a gravitagdo Newtoniana. Uma tentativa de minimizar o dano causado é reescalonando
separadamente as partes de spin 2 e spin 0 do propagador e entdo normalize tudo outra vez
abrindo uma margem para encaixar-se na lei de Newton. O preco a pagar é o aumento da
deflexdo da luz em um termo proporcional ao escalar positivo A surgindo a inequagdo (2.64)
(ZAKHAROV, 1970):

O = (2 = 320, (2.65)
4 4

Note que a teoria construida até entdo estd em perfeita concordancia com a gravidade
linearizada se amassa € exatamente zero, devido a tudo o que ja foi dito anteriormente, mas o
limite gmlin() ndo existe, este fato € chamado de descontinuidade de van Dam-Veltman-Zakharov.
Nao héd como ignorar esta falha e ela acabou por se tornar algum tipo de prova de que o graviton
nao teria massa, mas isto ndo acaba por aqui. Algo muito similar aconteceu com o campo de
Yang-Mills, isto €, esse campo ndo tinha um limite ndo massivo muito claro, € mesmo assim aqui
estd ele. Um questdo pertinente a ser feita é: o que acontece no limite linear? Seria razodvel de
imaginar que o limite lim ndo existe em um nivel linear, pois de fato, dois limites estdo sendo

m—0
trabalhados simultaneamente, o limite massivo e o linearizado.

A esperanga € que, na verdade, termos de acoplamento mais relevantes estejam presentes
na teoria ndo linear que sao perdidos na passagem para o limite linear e deveriam se tornar
termos lideres (leading order) no limite de massa zero. Para averiguar se essas assertivas sao
contundentes, usa-se a equacao completa de spin 2 massivo descrita por Ogievestsky (OGIE-
VETSKY; POLUBARINOV, 1965) considerando desta vez h,,, como o operador de oscilagdo
integro g, = 0 + My

1 1
Ry, — §guuR a §m2(hw’ — Owh) = KT}, (2.66)

Aqui R, € o tensor de Ricci e 12 0 seu trago com a constante gravitacional k que gera:

m*g" D, (has — Saph) = 0. (2.67)

D,, denota a derivada covariante e trate a solucdo do potencial simétrico central como:
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ds = guda"de’ = —e/ W at* + 9 dr? 1210 (dh? + sen®0dyp?). (2.68)

Realize uma transformacao nas coordenadas p = r exp[M} e defina uma nova fungao

2
@ — A(r)] apenas como um critério de simplificacéo. A solucdo

do problema é dado pela determinagdo das fungdes f(p), g(p) e q(p). Por mais que na teoria da

A(r) tal que %f = explg(r) —

relatividade geral tradicional as simplifica¢des descritas sdo o suficiente para esvair-se ¢(p), ndo
¢ verdade para uma teoria massiva de spin 2. Vamos trabalhar em regides onde 7,,, = 0 e chame
Ps = ";)—Af o raio de Schwarzschild. O mais importante aps muita conta é que a equacdo (2.67) é
usada nas expressoes para ;1 = v = 1,2 gerando os componentes y, v = 3,4 determina f(p) e
g(p) deixando ¢(p) pare ser determinado pelas componentes 3 e 4. Considere a regido p >> p;
supondo ¢(p) uma funcdo decrescente e aplicando a expansdo de campo, os termos nao nulos

satisfazem (VAINSHTEIN, 1972):

A 1 df qdq 7 ,dq 4 d*q
— = —— 44—+ —(— — =0. 2.6
2pdp + pdp + 4(dp) + qdp2 0 (2.69)

Substituindo A\(p) = 2 e f(p) = — £ pelo limite em que a massa do grdviton anula-se

_ |8 |ps
q(p)—\/;\/; : (2.70)

Note que no limite p >> p, a fungdo ¢(r) de fato se anula de acordo com o caso massivo.
Adicione a isto o fato que f(r) e g(r) ndo tem problemas desde o comego, entdo este limite estd
bem definido. O que aconteceu aqui de diferente do caso de van Dam-Veltman-Zakharov € que

pela teoria de perturbacdo de ordens mais altas, uma série sobre o parametro

mﬁ; = surge e se por
um lado o simples limite m — 0 (VAINSHTEIN, 1972) causa uma singularidade, por outro na
regido p >> p, a singularidade se foi (VAINSHTEIN, 1972). Este fendmeno recebe o nome de

seu divulgador como mecanismo de Vainshtein.

O que esta sec¢do nos mostrou € que nao se pode trabalhar no regime de massa desprezivel
com gravidade massiva linearizada, pois o acoplamento a matéria € proporcional a # A boa
noticia é que ainda temos o nosso querido graviton massivo, a noticia ruim € que se nds queremos

brincar com ele, precisamos “deslineariza-1o”.

2.1.5 Deslinearizacdo da gravidade massiva

Uma observagao feita por D.G.Boulware e S. Deser € que a descontinuidade de van

Dam-Veltman-Zakharov é uma consequéncia normal e inevitdvel ndo apenas da invariancia de
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Lorentz, mas também da condi¢do de energia positiva. De alguma forma, o que se esté prestes
a ser feito, ¢ uma abordagem diferente construida sobre um fundo (background) onde a massa
representa propagacdo de excitagdes na energia minima. Assintoticamente isto € um repulsor de
forgas e impde a invariancia de Lorentz, entdo um termo como m? f*(g) deve ser adicionado ao
tensor de Einstein nas equagdes de Einstein, quebrando o grupo de calibre, invariancia geral das

coordenadas e sem derivadas.

A consequéncia de quebrar a invariancia de calibre € a incapacidade de interpretar g,,,,
como uma métrica Riemanniana como era considerada na relatividade geral tradicional, g,,,
ainda rege a matéria, movendo em um espaco métrico efetivo. outro critério € supor que o espacgo
tempo € minkowskiano assim a transformacdo g,,, ~ 7,,deve ser possivel. Isso implica um
termo novo na agio de Einstein-Hilbert, tomando £(g, ¢) como o termo de acoplamento com a
matéria, a acdo se torna (BOULWARE; DESER, 1972):

5= [IRg) +€lg.0) - prf(@)is @)

f(g) deve ser determinado, mas precisa ser um escalar, o que significa que isto deve ser
uma funcao do determinante det g = g, em vista do fato de que este € o Unico escalar que este
tensor pode gerar sozinho. Usa-se a expansdo de h,,, = g,,, — 1), € faca uma aproximagao perto
de 7, para a funcdo f(—g) desejando que se torne um termo de Fierz-Pauli. O que pode ser
visto, no entanto € que o unico jeito de anular o termo linear € anulando a primeira derivada
f'(1) = 0 o que nos forca a abandonar o termo h,, h* juntamente com a correspondéncia com

a gravidade massiva linearizada.

f=g) = F1) + 1 = Shu b))+ SOPLFO) + /1)) @)

Devido a este fato, as coisas se dificultam e f ndo pode depender apenas de g, mas
pode-se convidar uma métrica de fundo para acoplar com g, tal qual 7),,, para f = f(g,n). Com
esta nova situagdo, as possibilidade crescem de uma forma em que incontaveis casos entram em

questdo, para se fazer uma escolha inteligente, vamos estudar um campo massivo escalar:

1 1 1
L(¢) = —3 .00, 9"\ —g + 5(/{2¢2 — 5A%zs“)\/—_g. (2.73)

Esta € uma lagrangiana escalar tradicional que ganha massa pelo fendmeno do mecanismo

de Higgs ao redor da solugdo de equilibrio constante ¢2 = ’;—z A 1deia € interpretar este termo

182

de massa ;{3+/—g como um termo cosmoldgico para a gravidade. Agora uma generalizagao
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. - L 2
pode ser feita para gerar a solugcdo do vicuo: < ¢? >= %z € o produto escalar de forma:

< 0u¢; 0pp >= I{2%77/“, < ¢ >. Essas substitui¢des levam a forma de f(g,n) para:

11
flg,n) == (510wg" — 1)V—g. (2.74)

4°2
De forma rigorosa 7 ndo € a métrica de fundo mais geral que se pode ter, 1 pode ser
substituido por uma solucdo estdvel da equagao livre de fonte, chame isso de 3. Isto representa
um minimo de energia tal que o tensor de oscila¢do, agora definido como 5, = g, — Bu,
alcance a solugdo h,,, = 0. Antes de continuar, € pertinente mencionar o fato que nds estamos
tratando uma teoria de 6 graus de liberdade agora, isso significa que um deles, conhecido como

fantasma de Boulware-Deser (Buleware-Deser ghost), que ndo deveria estar ai, foi introduzido.

Primeiramente o campo (3, tem que ser tratado como um tensor, se assim for, entdo ele
se transforma: (3, — B,w = 0,00,¢% B, € ¢* sdo 0s campos de Stiickelberg transformando
uma simples transformagdo tensorial no calibre unitdrio. Relembre-se da transformagdo do
campo vetorial de Stiickelberg: ¢ = x + k~10\x, esta é a ligagdo entre 1, — [, e para evitar
confusdes o tensor h,,, = ¢, — 1), estard sempre ligado ao fundo referente ane H,, = g, — B,
refere-se 4 § (RHAM, 2014)

Segundo as equagdes de Euler-Lagrange f* = % f para O significando uma derivada
funcional, mas o vicuo é apenas um ponto de sela, nio um minimo, tornando-se uma solu¢io ndo
estdvel. Este problema pode ser visto como um fantasma pela nio existéncia de um estado estivel
de energia minima e consequentemente estados ndo positivamente energizados. Tal problema
foi chamado de instabilidade do fantasma de Boulware-Deser e isto é de alguma forma andlogo
ao fantasma linearizado transportado para interacdes de altas ordens. A primeira proposta de
um termo massivo, nao linear e livre de fantasma para a gravidade massiva recebeu o nome de

modelo de de Rham-Gabadadze-Tolley e ele € inspirado neste trabalho de Boulware e Deser.

Defina o tensor —H,, = g"“f3,,, — 0,, de modo que: H}] = H ,,g"" e basicamente a ideia
€ colocar no termo massivo todas as contragdes possiveis para o tensor H,,, mais altas que de
primeira ordem. Tome f; como uma func¢do dos termos de ordem i de H e defina a lagrangiana
sem a interacdo com a matéria como (HEISENBERG, 2014):

L=voaR - "o lhE ) ¢ ) A )L @)
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fo(g,H) = H;, — H?
f3(g, H) = k1H + ko HH?, + ks H?
fi(g,H) = k4H,, + ksHH,, + keH H3 5 + krH*H? , + ks H*

etc:-- -

Os coeficientes sao arbitrarios, mas em seus trabalhos de Rham, Gabadadze e Tolley
acharam uma familia deles aos quais a teoria ndo apresenta este sexto grau de liberdade, nenhum
fantasma. Analisando o limite de desacoplamento definido como lim, lim com km? constante,

m—0 k=00
eles mostraram que este termo em quatro dimensdes toma a forma

f(gvH):_él[fQ(ga(Sg_ V(;IL/L_H#)_F’{fS(g?(Sg_ V(SM )
4 oaefu(e, 80 — /8 — HEY. (2.76)

Esta € uma comprida e complicada expressao que pode ser simplificada com a ajuda dos
polindmios simétrico elementares ¢e;(y/g** 5., ). i € um indice que obedece 0 < i < dim ge
dimg significa a dimensdo do conjunto das matrizes n X n em que g e [ estdo. ¢;(v/g"*Bay) €

definido como todas as possiveis combinagdes de soma com mondmios de ordem ¢ de \;, dos

autovalores de v/ gH® ..

( )
( =AM+ A+ A3+ N
2(V/ 9" Bar) = MAg + MAs + Mg 4 Aoz + dods + Ashy
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A quantidade 6% — /4!, — Hl tem uma propriedade interessante, chame-o A¥, e ela
satisfaz A%;,,—o = II,,, € 0 momento candnico de H,,,. No entanto uma expressdo baseada em
tais tensores se mostrou nao ser a mais compacta, dando espago para expressdes em termos de
determinantes /¢ 35, |h,,—0 € aqui entram os polindmios elementares simétricos, pois esse
determinante pode ser descrito por essas fungdes. Tome um conjunto de coeficientes indexados
como «; e a ultima forma da lagrangiana, ignorando a interagao com matéria, ¢ (HEISENBERG,
2014):

4
L=y=gR+2m*/=g)  iei(\/g" Bay). (2.77)
=0
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Esta é uma teoria gravitacional massiva ndo linear sem fantasmas que cria uma ponte
para outra teoria importante chamada Bi-gravidade. De forma simplista esta ligacdo surge com a
questdo: qual € a diferenca entre g,,, € 3,,,, j4 que ambos sdo tensores métricos? O modelo de
de Rham-Gabadadze-Tolley representa a teoria de uma particula massiva de spin 2 interagindo
com outra particula sem massa de spin 2 e a primeira vista ndo ha uma boa razao para se tratar
uma das métricas diferentemente. Neste modelo g,,,, € dindmico ao passo 3, ndo, veremos que
inspirado por esta desigualdade do tratamento das duas métricas, surge a teoria Bi-métrica como

uma abordagem mais “democréatica”.
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2.2 Bi-gravidade

Para melhor entender como o modelo de de Rham-Gabadadze-Tolley foi aplicado para o
nosso caso com sucesso € preciso considerar teorias de altas dimensdes e aprender um pouco
mais sobre esta teoria de Bi-gravidade. A razdo para acreditar que seria melhor tratar esta
abordagem em mais dimensdes € o fato de que em 5 dimensdes ndo se tem o fantasma de
Buleware-Deser e assim mesmo o nimero de graus de liberdade de uma teoria de spin 2 sem

massa € o desejavel para 4 dimensoes.

Para considerar esses modelos de muitas dimensdes, um pouco de teoria de cordas é
necessario, onde a no¢do de particulas fundamentais pontuais € substituido objetos de dimensao
1 chamados de cordas. Esta entidade obedece um principio de minima acdo em que, para
especificar um estado € necessario uma posi¢ado inicial, uma velocidade e infinitos modos
vibracionais vistos como uma torre infinita de particulas massivas e ndo massivas propagando na
corda. E sabido que a teoria de cordas s6 é consistente para 26 dimensdes devido as particulas
taquidnicas e a presen¢a de uma carga central no comutador de cordas bosonicas, gerando uma

algebra que ndo € aberta, por isso apela-se a supercordas.

A teoria de Supercordas ndo € tao diferente da sua versdo anterior, a diferenca agora € a in-
clusdo de campos fermidnicos que contribuem para a agdo com uma simetria a mais, a conhecida
supersimetria (SUSY). Devido a sua topologia 1 dimensional, cordas sio comumente separadas
entre duas classes distintas: fechadas, aquelas que tem condi¢des de contorno periddicas e
abertas, com condi¢des de contorno de Dirichlet ou Neumann. Ainda que o problema de dimen-
sdes em excesso persista (sabendo que supercordas € consistente em 10 dimensdes) a baixas
energias, modos de cordas fechadas sem massa espalham-se como gravitons em super-gravidade

10 dimensional.

Assim supercordas surge como um candidato natural para uma teoria quantizada da
gravidade, mas o nosso mundo ndo parece ter 10 dimensdes. Dessa forma muitos processos para
gerar um mundo fisico 4 dimensional neste pano de fundo, frequentemente referido como com-
pactificacdo, vem surgindo. O mais comum e altamente estudado processo de compactificagdo
consiste em enrolar as dimensdes extras em pequenos circulos, mas aqui deseja-se investigar

mais op¢des antes de realizd-la.

Buracos negros ganharam muita fama ao longo dos anos como solugdes esquisitas da
equacdo de Einstein. De forma muito similar a sua aparicdo na teoria da gravitacdo em 4
dimensdes, uma solu¢do nio tdo famosa aparece na teoria da super-gravidade em 10 dimensodes
conhecida como brana. Branas sdo basicamente sélitons n-dimensionais massivos e carrega-
dos. Como comentado anteriormente, supercordas estd relacionada com super-gravidade 10
dimensional em baixas energias, o que significa que esses objetos existem nas bases de teoria de

cordas.
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As vantagens de estudar estas novas caracteristicas do espagco € que como a brana é
massiva e carregada, ela interage com os modos da corda quebrando a simetria do espago tempo
de Minkowski SO(1,m — 1) em SO(1,n — 1) x SO(m — 1 —n — 1). Desta forma bdsons de
calibre navegam ndo sobre o espago inteiro, mas apenas pelo espaco da brana, surgindo como

uma nova forma de compactificar essas dimensodes extras. (SCHOMERUS, 2017)

Ap0s estes desenvolvimentos, pode-se comecar a pensar sobre a teoria da gravidade em
dimensdes extras como uma teoria efetiva 4 dimensional com as dimensdes excedentes compacti-
ficadas. Refere-se a Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali (ARKANI-HAMED; DIMOPOULOQOS;
DVALLI, 1998) que mostraram que o tamanho da dimensao extra compactada poder ser tdo grande
quanto um milimetro se os campos do modelo padrdo estiverem localizados em uma brana 4
dimensional. Pode-se perguntar sob quais condi¢des essas compactificacdes precisam ser finitas?
Esta pergunta foi respondida por G. Dvali, G. Gabadadze e M. Porrati (DVALI; GABADADZE,;
PORRATI, 2000b).

Um modelo promissor de compactificacdo de dimensdes extra de tamanho infinito se deve
a Randall e Sundrum (RANDALL, 1999) usando uma geometria “deformada”. Basicamente
este cendrio consiste em identificar um estado limitado de energia nula de um graviton 5
dimensional com o graviton tradicional 4 dimensional. Um exemplo concreto pode ser visto no
trabalho de Ruth Gregory, Valery A. Rubakov e Sergei M. Sibiryakov (GREGORY; RUBAKOV;
SIBIRYAKOV, 2000), onde eles propuseram um modelo com uma brana de tensao positiva no
meio de duas branas de tensdo negativa em 5 dimensdes, surgindo uma métrica parecida com De
Sitter:

ds* = a*(y)ndatdz” — dy*. (2.78)

Aqui y é a coordenada da quinta dimensio, a(y) uma fungdo se comportando como uma
constante ou uma exponencial em diferentes regides do eixo y e 7, apenas a métrica plana
conhecida para o espaco-tempo 4 dimensional de Minkowski. A caracteristica interessante deste
modelo é que: mesmo se a geometria € assintoticamente plana longe da brana, ainda assim é
possivel achar um modelo fenomenologicamente vidvel, se ndo insistir no fato do potencial

newtoniano ser valido para escalas arbitrariamente largas.

Entdo o plano agora é considerar tais modelos menos restritos onde o potencial cldssico
nao necessariamente € preservado para todas as escalas, permitindo que gravitons metaestaveis
existam, por exemplo. Limites pequenos devem divergir da teoria tradicional também, de outra
forma nao se chega em uma gravidade quantica disso. Uma pergunta que pode aparecer €: serd
que existe um modelo onde a gravidade Newtoniana é apenas um comportamento de média
escala diferindo-se para pequenas e grandes distincias? De fato ele existe, evidenciado pelo
trabalho (GREGORY; RUBAKOV; SIBIRYAKOV, 2000).
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Um principio de minima ag¢do € desenvolvido neste fundo, chamado de bulk, o espaco em
que se posiciona a brana. Estes espagos sdo k dimensionais, seus conjuntos de componentes sao

denotados como X um multipleto de £ e L a lagrangiana de um referido sistema a ser tratado.

Sy = M? / VGL(G, R, ®)d"X. (2.79)

Aqui S, é uma notagdo em indices que significa que a acdo se refere ao bulk, G é a
métrica deste espaco, R o tensor de Ricci e ¢ € uma notagdo curta para acomodar todos os
campos presentes neste espaco. Agora € a hora de ser mais especifico sobre qual modelo sera

mais interessante para nos.

2.2.1 Modelo DGP

O modelo DGP € uma dessas abordagens extra dimensionais em nome de G. Dvali, G. Ga-
badadze e M. Porrati pelos seus trabalhos sobre gravidade 4 dimensional em uma brana (DVALLI,
GABADADZE; PORRATI, 2000a). Neste modelo, uma razao para o potencial gravitacional ser
significantemente mais fraco do que o das outras interacdes do modelo padrao € devido ao fato
que ao passo que os outros bésons se propagam em uma brana 4 dimensional o graviton poderia
acessar essas dimensoes extras se propagando em muito mais graus. Nao ha problema com a
teoria cldssica pois a gravidade newtoniana correta € reproduzida a altas distancias como uma

consequéncia do volume finito do espaco extra.

Mais especificamente escolhe-se um espaco-tempo 5 dimensional no qual existe uma
brana estatica 4 dimensional. Um mecanismo deve ser implementado para garantir que este
espaco reproduza as propriedade mencionadas até entdao. Um termo passivel de gerar esse tipo de
fendmeno € o termo da curvatura de Ricci no volume do mundo da brana. Neste caso ele serd o
responsdvel para fazer os observadores na brana sentirem a lei de Newton tradicional, ainda que
o graviton se propague em 5 dimensdes com uma extensdo infinita. Foi mencionado no artigo de
Dvali (DVALI; GABADADZE; PORRATI, 2000a) que esse termo pode nao estar presente na
abordagem cldssica e mesmo assim ele pode aparecer na brana gerada como correcdes quanticas,

0 termo em questao é:

M / V9Rd'z. (2.80)

Onde M, € a massa de Plank tradicional e g estd sendo interpretado como o determinante
da métrica no espaco 4 dimensional. Agora € instrutivo perseguir este termo neste modelo. Como
um comentdrio, aqui a brana € tratada como fixa, mas se ela sofresse algumas flutuacdes, estados

massivos podem existir e seriam interpretados como modos massivos do volume por observadores
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dentro deste volume. As flutuacdes de seus loops € acometida as mesmas consideragdes que
estamos prestes a discutir, como considerado por Dvali em (DV; GABADADZE, 2001).

A ideia € considerar diagramas de loops gerados por flutuacdes quanticas dos campos

localizados na brana como mostrado abaixo:

Linhas onduladas s@o gravitons e as linhas normais sao escalares massivos ou férmions
representando a interagdo responsdvel para gerar o termo desejado para acdo de baixas energias.
A acgdo para uma teoria geral em um bulk foi apresentada anteriormente em (2.79) e agora é
chegada a hora de adicionar mais detalhes do modelo em uso, mas antes vamos estabelecer
a notacdo. Letras latinas serdo usadas como indices do bulk, ao passo que suas contrapartes
gregas se referem a brana, isso quer dizer que letras gregas vao de 1 a 4 como no espago-tempo
tradicional. Isso significa que coordenadas abstratamente denotadas como X em termos de seus
componentes serdo representados como: X™ = (X* X#) onde fi é definido como o indice da

dimensao fora da brana, isto é: i vaide 5 a k.

Do tensor métrico do bulk cria-se uma versiao 4 dimensional dele induzido na brana,
construido como uma restricao neste espaco e anulando contribui¢des extras, em componentes:
G (XY) = Grmyn=0 (X, X* = 0). Especificamente nesta abordagem a brana ¢ tratada como
uma funcdo do tipo delta com uma fonte singular localizada no ponto X* = 0 no espago extra.
A entdo conhecida acdo de Dirac-Nambu-Goto para a brana é (DV; GABADADZE, 2001):

Syp= -\ / Vod'X. (2.81)

Aqui tem-se uma ambiguidade para g que vem sendo tratado como um tensor, mas de
agora em diante ele também denotard seu determinante. De forma geral qualquer tensor F
terd seu determinante representado como F', a diferenca entre esses dois objetos estard clara
pelo cotexto. A constante A € chamada tensdo da brana e define a flutuagdo da métrica, defina:
Pmn (X) = G (X) — Nmy com 7 @ métrica plana de Minkowski, a lagrangiana de interag@o

com a matéria localizada da brana resultara:
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L= / ™™ (X)) T 0( X ) d* X (2.82)

Onde 7,,,,, € o tensor de energia-momento que estd localizado na brana, assim ele tem a

seguinte estrutura:

T, (X*)6(X%) 0
T =" (X)o(X*) . (2.83)
0 0
Isto na lagrangiana de interacao sera:
Liny = W"(X,0)T,,,(X7). (2.84)

Considerando a interacao representada no diagrama e referindo-se aos trabalhos de D.M.
Capper (CAPPER, 1975), para escalares massivos € S. L. Adler (ADLER, 1980) para férmions

massivos, isto induz um termo na escala de baixas energias da forma:

M3 / §(X%)/gR,d" X (2.85)

A fungdo delta de Dirac aqui, assim como dentro do tensor energia-momento, ¢ uma
fungdo delta em k — 4 dimensdes e R, se refere ao fato que essa € a curvatura escalar de Ricci
em 4 dimensdes, construido sobre g e ndo (G. Desde agora este desenvolvimento foi uma visao
mais geral da teoria multidimensional que podem proceder como em (DV; GABADADZE,
2001). Entdo aplicando essas ideias para o espago-tempo 5 dimensional do modelo de DGP
X = (z,y) = (2",y) com y a dimensdo extra, devido k = 5, a lagrangiana de interacdo e as

contribui¢des das flutuacdes serdo:

Lint = W (2, 0) T} (2°) My / 5y\/GR, X, (2.86)

ApOs essas preliminares nds somos capazes de apresentar a agao deste modelo abaixo:

Spap = M? / VGRPX + M? / VIR, . (2.87)
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Notavelmente desejando-se que isto tenha alguma interpretagdo fisica a constante My,
que € um pardmetro intrinseco da teoria, deveria ser identificado com a constante de Plank M,,.
Lembrando que devido a lagrangiana de interagao a matéria apenas se manifesta na brana. Essa
acao é compativel com o dito calibre harmonico e as equacdes de movimento possibilitam a

seguinte solucao:

calibre harmonico €q. mov.

1
0" hyu = 50l hs = 0. (2.88)

Use-o para extrair uma equacdo de Einstein para os componentes da brana vindo da
acdo acima. O resultado é de alguma forma familiar para nds, pois ele assume a estrutura de
um graviton massivo para observadores dentro da brana 4 dimensional ou sem massa para 5

dimensoes:

1
[M28m8m + M55(y)8u8”]hﬂy(X) = (T — 577WT5>6(?J)

1
- 5Jw?nWamamhg + M25(y)0,0,h3. (2.89)

O que € evidente daqui € a contribui¢do do traco do tensor que é nao nulo. Isso significa
que o propagador tem a estrutura de um tensor 4 dimensional + gravidade escalar que j4 foi

tratado na secdo “alguns percal¢os” e tem o seguinte comportamento:

1 2

a71.9 oy vo ollvh — Sl uv’\a)- 2.90
2(k? _mz)(n/ﬂn + Nuoux 3l Ix ) (2.90)

Como ja foi tratado nesta sec¢ao, este propagador sofre com a descontinuidade de van
Dam-Veltman-Zakharov o que significa que ndo tivemos sucesso em construir uma teoria nao
linear ainda. Um rdpido comentdrio sobre este modelo parece pertinente agora, para o caso
mais simples toma-se o campo escalar normalizado sem dimensao como um exemplo muito

apropriado. Denotando este campo como ¢ e colocando-o na a¢cdo acima o que tem-se:

Se = M? / Om®(x,y)0"®(x,y)d° X + M, / 9,®(z,0)0"®(z,0)d . (2.91)

A funcdo de Green entdo sera:

[M?0,0™ + M26(y)0,0"|T(X) = 6(y)d(x). (2.92)
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Na equagdo acima a fungdo de Green I'(X) = I'(X, P = 0) € interpretada com coor-
denadas de momento nulas. I'(X) = 0 para ' < 0 e o potencial mediado pelo escalar em 4

dimensdes, com 7 = (2%, 23, z1), é:

V() = / [(X)dz". (2.93)

Para resolver esse problema precisa-se escrevé-lo em termos da transformada de Fourier
de I, resolva para o espago dos momentos e transforme de volta para o espaco das coordenadas
(DVALI; GABADADZE; PORRATI, 2000a). Tendo isto feito a expressdo para V (Z) é um
pouquinho grande, mas o que € interessante no momento ¢ o comportamento a curtas e longas

2

C oA . A M,
distancias com respeito ao parametro ry = S

v
V(7) ~ — [+ (-1+7+In(=2))— 4+ O(Z)] (2.94)
@l<<ro  STEMP|Z| 2 To " To
1 1.7 1
Mavar I E R

1
|Z|

Este € o tipo de comportamento que se espera, isto €, uma escala newtoniana

curtas distancias e uma escala 5 dimensional ﬁ para longas distincias. Note que no primeiro

caso apareceu 14 um termo logaritmico e devido a ele, a escala de cruzamento, onde a gravidade

para

muda o seu comportamento, deve ser analisado. Devido ao fato que a relatividade geral tem
descri¢des precisas sobre a precessio do periélio de Merclrio, esta escala deveria ser 10® vezes
o tamanho do sistema solar ou uma estimativa para M algo sobre 103 a 10* vezes menor que um
TeV. Seria desejavel dizer que essas escala podem ser reproduzidas sob algumas condicdes, mas
isso ndo € certeza. Devido a tudo isso DGP surge como um modelo consistente para campos de
spin 1 e spin 0, mas ndo para spin 2 (DVALI; GABADADZE; PORRATI, 2000a)

De algum modo os resultados derivados nos tltimos pardgrafos estdo ligados com o fato
que essa abordagem é um modelo de dimensdes extras nem compacto nem deformado com
tamanho infinito. Alguns detalhes nessas caracteristicas foram melhor tratadas no trabalho (DV;
GABADADZE, 2001) evidenciando as limitacdes desse modelo. Mas isto estd longe de ser
uma estrutura de fundo mal sucedida, uma vez que temos uma ag¢do a la Einstein-Hilbert em 4
dimensdes e, como o trabalho anterior discutiu, o problema da constante cosmoldgica pode ser

reinterpretado como uma re escalacio do termo de tensdo na brana.

Uma proposta para trazer um aspecto mais interessante a este modelo aos pontos levanta-
dos até entdo é mudar a condi¢do desta dimensdo extra. Um fator de deformacao € necessério
para compacta-la, mas uma motivacao fisica razoavel € exigida para tal estrutura. Isto € o que

serd tratado no dito método de desconstrucao.
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2.2.2  Separacio ADM

Os problemas evidenciados na sec¢do anterior serdo abordados na préxima oportunidade,
pois antes disso, um tratamento diferente em alguns objetos novos precisa ter o seu espaco.
Comecar-se-4 com com o desenvolvimento para gravidade 4 dimensional e depois, o método
pode ser expandido para dimensdes maiores, apenas substituindo a métrica 4 dimensional pela
5D. Em 4 dimensdes ele € tratado como decomposicao trés mais um do campo de Einstein e uma
apresentacdo formal deste método parece razodvel. Esta serd a motivagao fisica que dard suporte

para o nosso tratamento, ajudando a entender a ligacdo entre brana e a quinta dimensao do bulk.

As letras do alfabeto latino serdo usadas para denotar a parte espacial dos tensores em
um espago-tempo de Minkowski. Mesmo que ndo haja como se confundir com as componentes
da teoria 5 dimensional, porque serd claro quando retornarmos para teorias de dimensdes extras,
sejamos cuidadosos e adotemos apenas 4, j, k, p, ¢ € [ como os indices 3D espaciais. A
decomposicao trés mais um é uma separacado entre as 3 dimensoes espaciais € a componente

temporal da relatividade geral, comecando com a seguinte reorganizagdo da métrica:

9ij = g;w‘V?/vL 7é 1.

Aqui € importante notar que existem duas quantidade distintas, a parte espacial do inverso
g;,} |, v # 1 e o inverso da parte espacial da métrica gigl. Na notagdo estabelecida até entdo,
eles s30 a mesma coisa g%/, mas deseja-se diferenciar um do outro, entdo todo objeto derivado da
métrica 4 dimensional carregard uma barra, do contrario ele € derivado de g;;. Para se fazer claro,
a parte espacial do inverso da métrica serd escrito: g Tendo isto em mente a decomposi¢ao trés

mais um continua com mais alguns objetos definidos como:

v 296

& = Gui (2.97)
7 = /—g(T}, — glkf}l,quq)g”gjk. (2.98)
Dessas quantidades se escreve também:
Ll ij
R'=y—=g[R+yg 1(5(7@)2 — 7)) (2.99)
R = —2V;x". (2.100)

O V; representa a derivada covariante formada por g;; assim como o escalar de Ricci

R e os coeficientes de conexao f;k Em 4D. Esses objetos sdo importantes pois a lagrangiana
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da relatividade geral L = \/—gR pode ser reescrita em termos deles (ARNOWITT; DESER;
MISNER, 2004):

L =—g;;0m? —ER' — &R — 20,(77¢; — %wgfi +ViEVT). (2.101)

E vilido dizer que todas as estruturas 3D tem seus fndices abaixados e levantados pela
métrica espacial g;;. Outra defini¢do importante nesta abordagem € a segunda forma fundamental,

ou também conhecida como curvatura extrinseca:

Kij = Vi£dj. (2.102)

Que também obedece a seguinte identidade:

= —\/g(KY — g9 K}). (2.103)

A segunda forma fundamental fornece o raio de curvatura do pedaco onde se encontra a
superficie t = (constante) medida no espaco 4 dimensional do entorno. Ela descreve como as
normais a superficie convergem ou divergem determinando a geometria da superficie a tempos
infinitesimalmente distantes. Esta € a relagcdo com nossas teorias extra dimensionais pois se iSso
for aplicado no espaco 5 dimensional, entdo essa curvatura extrinseca € a ligacdo entre pedacos

de 4 dimensdes de um contéiner maior com y um parametro separando fatias adjacentes.

Em se tratando de dimensdes extras e sua separagdo, poucas coisas mudam para uma
decomposicdo “trés mais um” em 5D, também chamada de separacio ADM. A separacdo da
métrica G, em termos de &, , e g, ainda € a mesma, mas a curvatura extrinseca assume a

forma:

1
K,, = E(ﬁygw, — 2V .é)).- (2.104)

Este V agora refere-se a derivada covariante 4 dimensional e a a¢do de Einstein-Hilbert
pode ser reescrita como (DEFFAYET; MOURAD, 2004):

M? / V=GR + K, Kop(g" g*° — g"*g""))d" xdy. (2.105)
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A decomposi¢do ADM também pode ser performada em termos da “raiz quadrada da
métrica”, os vielbeins. Vielbeins sdo bases ortonormais também chamadas de tetradas (que aqui

perdem o sentido ja que tetra=4 e viel=muitos, vielbein parece mais apropriado) satisfazendo:

eac(X)ep(X) = ngea(X)es(X) = Gap(X). (2.106)

Os vielbeins tem um comportamento dual, indexando neste caso, um tensor 5 dimensional
espaco-temporal com respeito aos indices do alfabeto latino e como tensores 5 dimensionais
localmente lorentzianos para indices com um til. Indices do espaco-tempo sdo levantados e
abaixados com a métrica do espaco-tempo (7, , a0 passo que indices localmente lorentzianos
sdo levantados e abaixados com a métrica de Minkowski 7.;. Uma conex@o um-forma, também

chamado de conexao de spin, pode ser definida:

0 -

abé

= !V ea. (2.107)

Como indices latinos normais representam indices vetoriais, pode-se pensar essas quanti-

dades como vetores omitindo esses simbolos e simplesmente escrevendo:

0.5 = eaVej. (2.108)

Analogamente uma tor¢do pode ser definida:

T = de® + QI A e, (2.109)

A férmula de Einstein-Cartan cinco dimensional da relatividade geral estabelece que
a condigdo de tor¢do nula juntamente com a anti simetria {);; = —(;; € o suficiente para

determinar unicamente a um-forma como (RHAM, 2014).

0 = 0 — g =T — 2] 2.110)

Com esses objetos de auxilio definidos como:

280 — 2¢9%e (9,04 2.111)
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Da mesma forma define-se a curvatura de Riemann dois-forma:

R = dO™ + QF A Q. (2.112)

Neste formalismo a ac@o de Einstein-Hilbert 5 dimensional se torna (RHAM, 2014):

M? s d s
S = M? / V—-GRdX = ED /5&EEJéR“b A Aet Ae® + Samy. (2.113)

Onde Sggy € o termo de fronteira de Gibbons-Hawking-York. Isto € o suficiente da
linguagem de vielbeins para o que se intenta fazer, entdo a decomposi¢do serd performada sobre

esses objetos pela regra bésica:

¢ = et 4 £y ¢S = &dy. (2.114)

Um calibre pode ser estabelecido para a simetria U(1), assim o cendrio desejado deve
reproduzir: G,dX*dX" = dydy + g,.,(x,y)dz"dz". Isso pode ser alcangado com a seguinte
escolha:

) &
¢d — (e# v ) _ (2.115)
dy
0% = W 4 Q3 dy (2.116)
o~ ]_ - ~ > ~
0P = §(e“a8yeﬁ + e“ﬁayez‘)e,,ddx”. (2.117)

- 1 _ - - _
P = (0, — e0,e). (2.118)

E a relacdo disto com a curvatura extrinseca é:

OF = MK, (2.119)
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Curvatura de Riemann neste calibre

R = R — 5% A 0% — 9,w™ A dy (2.120)
R = d0P? + W AP — 9,07 A dy. (2.121)

Com d a derivada exterior quadridimensional e R%? é o tensor de Riemann quadridimen-

sional.

Ap6s esta escolha de calibre a acdo se torna:

M? _z ~ 5 _ - _ . _ - 5 -
5= T/%Bad‘(RabAeCAed—K“AKbAeCAedHKa/\ayebAeC/\ed)Ady. (2.122)

2.2.3 Desconstrugdo

Basicamente desconstrucdo é um procedimento que consiste em tornar um espago con-
tinuo em um espaco discreto. A implementagdo do processo de desconstrucdo € a separacao
da dimensao em questdo em muitos sitios com suas proprias métricas 4 dimensionais cada um
considerando a interacdo com vizinhos adjacentes. Imagine que existem N sitios e para cada
um deles € possivel identifica-los com um indice 7 e assim existem /N métricas 4D diferentes
denotadas como G, (7, y,) = g;,,(). Esta separagdo também gera uma segregag@o na agéo da
teoria completa com uma soma de a¢des referentes a cada sitio e outra relativa a interacao entre

eles.

S = Site + Sint- (2.123)

N
Ste = M2 / VI R[g"d"z. (2.124)

Para achar a acdo que compete aos termos de interagdo entre os sitios € preciso pensar
nisso como um mapeamento de um pedaco 7 para o r 4 1. Se assim for, uma ac¢do correspondente

a métrica 5 dimensional tem a forma:

(2.125)
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Sera:

1
S = M? / VIR(g) + Zayguy(gﬂag”ﬂ — §"*¢"") 0y Gap)d xdy. (2.126)

A discretizacdo de tal acdo € dividida em duas partes, a primeira € a a¢do do sitio e a
segunda € a interacdo desejada. Como ja foi discutido, um mapa entre pedacos adjacentes é dado

pela seguinte regra:

N
1
/dy — Ayz Oy — A_y<g;” — g;jl)_ (2.127)

Um comentario sobre o termo M e M, € necessario aqui, pois na discretiza¢@o nota-se

~ , . 2
que Mg = AyM?. Preste ateng¢do nos cilculos para ver um termo do tipo J‘A/I—y aparecendo, Isso
nos incentiva a chamar A%, = m pois ele fard um papel interessante andlogo ao termo massivo a

la Fierz-Pauli (ARKANI-HAMED; SCHWARTZ, 2004):

N
1
Sint = 1 Z / \/EWQMS(QZV _ gztl)(g(r)wg(r)aﬁ _ g(r)uag(r)l/ﬁ)(ggﬁ _ ggﬁrl)d‘lx (2.128)

Seria uma maravilha aplicar o processo de desconstru¢do diretamente na decomposi¢ao
ADM do jeito que foi apresentada, mas discretizar no nivel da métrica nos levaria para o termo
massivo da se¢do (1.5) f(g,n) = (379" —1)\/=g que contém o fantasma de Buleware-Deser
(RHAM, 2014). Uma saida € ir para o formalismo de vielbeins, isso significa, definir um conjunto

de bases ndo coordenadas que satisfazem a condigdo: ez (X)ef(X) = n.¢5(X)ed(X) =
Gap(X).

Os vielbeins, como ja mencionados na se¢@o anterior, indexa um espago-tempo 5 dimen-
sional com respeito aos indices do alfabeto latino e localmente lorentziano 5D para os indices
com til. O plano agora € desconstruir os vielbeins ao invés da métrica e isso pode ser alcancado

pela transformag@o do tipo: ef(X) — el(z,y") = e ().

Agora o processo de desconstru¢do serd mais bem aplicado para a acao no setor de

vielbeins. Assim como na equagao (2.104) a massa surgird como algum tipo de frequéncia da

1

dimensao y, isto é Ay

= m e a desconstrucao esta resumida em:
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8,ea(X) — m(eﬁ”” e (2.129)
/ X)dy — — Ze- (2.130)
K# — m(ePr+D — e,,<’“>). (2.131)

Usando a acao da se¢do anterior, nos convencemos que o primeiro termo nada mais é
do que uma acdo de Einstein-Hilbert para cada uma das partes do espago extra-dimensional. O
termo restante serd estudado em mais detalhes como o responsavel pela suposta contribui¢ao

massiva do graviton.

M2
T/ caiciR™ N e N et Ny — —Z/x/—g Rlg (2.132)

M2

- /QK“Aae Aef Al — KENKP A A el A dy

M2 N e
—> / €572 ¢y, (2.133)

Contudo pode ser notado que a desconstru¢do que estd sendo adotada nio é a mais
geral possivel. A métrica (ou os vielbeins) poderiam ser avaliados no sitio adjacente, formando
a seguinte desconstrugdo: e(X) — e(x,y" ') = ¢""!(z). Outra possibilidade é reescalar o
vielbein discretizado por uma constante: e(X) — ke(x,y") = ke”(x). Se os dois métodos forem

considerados, a forma mais geral que a discretizacao pode ser performada € reconhecidamente:

e(X) = ke" + (1 —k)e™. (2.134)

Adote esse novo processo de desconstrucio para gerar ¢ abed o tensor definido em (2.133),

mas nesta nova abordagem ele se torna:
CdBéJ _ (ed(r—H) . 6(1(7‘)) ( b(r+1) 613(7’)) A [(1 _ k)eé(r) + keé(r—&-l)]
A (1 = 50)ed) 4 5], (2.135)

Para evitar essa super utilizacio de indices, parece razodvel chamar e(”) = e mas também

e(r*1) = f como dois vielbeins sem nenhuma relagio. Note que aqui é onde nasce a nocio de
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métrica auxiliar, pois o vielbein f terd o papel de a engendrar. Reescrevendo o termo massivo

nestas novas notagdes:

Caz}a(i = (fP—e)A(fP—)A[(1— k) + kA1 - %)e‘i+ %f‘i]. (2.136)

Esta func¢io serd uma soma de cinco termos levando todas as possiveis combinacdes

entre os dois vielbeins. Para este caso especifico defina um conjunto de constantes oy

como o8
coeficientes dos mondmeros que dependem de % e »r para cada sitio 7. Um conjunto de funcdes

dos vielbeins pode ser definido:

Lile, f) = "0 ,p, s K (2.137)
La(e, f) = " Ve s KN KL (2.138)
Li(e, f) = " Pepns KX K Ky (2.139)
Lile, f) = " e KV K KY KT (2.140)

Com a relacdo entre a curvatura exterior e esses sitios na linguagem da métrica assumindo

a forma:

K= —m [5 _ g—1<r>g<r+1>]“' (2.141)

v

A agdo total entdo sera:

M? N m2 4
- — —_ () () o(r+1)y] g4
) 2 / V=0rRlg:) + 5 ;an a9, 9" ]d" . (2.142)

O uso da técnica de desconstrugdo é o que gera a dita teoria de multi-gravidades, pois
quando se for retornar para o setor da métrica apds a discretizagdo, existirdo tantas métricas
quanto pedacos nos quais a dimensdo extra foi fatiada. A préxima secdo € o tratamento desta

situacgao.

2.2.4 multiplas-gravidades

A lagrangiana apresentada serd o ponto de partida para a ja anunciada teoria de multiplas-
gravidades no qual um nimero r de métricas coexistem no mesmo espago devido a discretizagdo

da quinta dimensdo. Em tal quadro esses r pedagos interagem com outros pedacos adjacentes
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e geram um termo de interacdo com a fun¢do £; atuando como uma cola entre eles em uma
combinacao linear onde «; sdo constantes. Dentro de cada sitio existe um termo cinético a la

Einstein-Hilbert e M, € uma espécie de massa de Plank para cada sitio.

2

N 4
M2
2.5 / V=9 |Rlg) + 5 > aleu(g", g )| d'a. (2.143)

2 2 &~
As fungdes £; ja foram apresentadas anteriormente em (2.137) e como pode ser visto, é
uma soma de componentes da curvatura exterior anti simetrizada, o que significa que de um jeito
ou de outro essa soma pode ser expressada em termos dos polindmios elementares simétricos
e;(K). Assim como K é dado em termos do produto /g g(2)~1 o termo de intera¢do pode ser
escrito em termos de e;(1/g(M) g(?)—1) e algumas constantes arbitrérias.

Multiplas gravidades tem um caso interessante do ponto de vista de gravidade massiva,
pois como ja foi mencionado, a gravidade massiva deve ser uma teoria de interacdo entre
duas particulas de spin 2, sendo uma massiva e a outra sem massa. Inspirado por este fato,
considera-se a conhecida teoria da Bi-gravidade, que ndo € nada mais do que multiplas gravidades
reproduzindo a desconstrugdo para gerar apenas dois sitios. As condi¢des de contorno sdo tais

que os dois estejam grudados no infinito, a a¢do assume a forma:

M7 ., M; 4
=5 [V —g1R(g1)d"x + o |V —g2R(g2)d"x

M2m2 2
) / anLn(gV, g?)d . (2.144)
n=0

4

Note que um termo mais geral Mp foi introduzido para cada sitio, que quando sdo todos
iguais, recupera a acdo da ultima se¢cdo. Chame A,, algum conjunto de constantes para chegar

c€m:

M7 ., M "
o5 V=g R(g1)d"x + > V—=92R(g2)d"x
M2m?2 4
p Z/Anen(\/g(l)g(Q)—l)d4x. (2.145)
n=0

_|_

4

Mas como jé € sabido, a gravidade massiva consiste em uma interac¢ao entre particulas
de spin 2 massiva e ndo massiva, por isso remove-se o termo cinético de uma métrica que sera

chamado de métrica auxiliar:
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M2
Z/\/—glR 91) d4a:+ Z“n W(g™, gDty (2.146)

Esta € a acdo sem fantasmas que foi mencionada no final da se¢do sobre gravidade
massiva, o dito modelo DGP nomeado em honra a de Rham, Gabadadze e Tolley. Agora é
chegada a hora de buscar a massa da teoria da Bi-gravidade e uma suposi¢do esperta no diz
que ela deve aparecer na aproximac¢do de segunda ordem, por causa da descontinuidade de vam

Dam-Veltman-Zakharov, entdo performa-se a seguinte aproximagao:

09
G = N + M’; (2.147)
0f
fuw = M + —M‘; : (2.148)
Usando: ap = a3y =0eay = —% depois de expandir até a segunda ordem da perturbacio
em termos de MQ, M2 € 77 Mf a acdo sera:
1 vaf 4 1 vap 4, mgff 2 2\ 74
S = —1 0GP ogapd e — — [ 0 f €M 0 fapd x 3 (hW — h*)d*z. (2.149)
Para:
2 2 Mg M . 1 1 E
E ainda
og, of
hy, = M, £ _ B, 2.151
! ! ( Mp Mf ) ( :

Note o aparecimento de um termos massivo de Fierz-Pauli no final da expressao evi-
denciando que seu coeficiente é, de fato, uma massa neste limite e a acdo em si se torna uma
lagrangiana de Fierz-Pauli. Um desenvolvimento interessante € também feito reescrevendo esta
mesma acao em termos de um tensor feito da soma das perturbacdes da métrica, mas com a

massa de Plank para ambos escrita da seguinte forma:
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o 5g;w 5f;w
l,uz/ - eff ( MQ + Ml . (2152)

O resultado € outra lagrangiana de Fierz-Pauli, mas desta vez em termos de [, € h,,

como dois tensores independentes, um massivo € outro ndo massivo:

1 1

1
1 / R {sgf + §m§ff (neml) — naﬁnﬂy)] hopd'e — 1 / 1 EN lopd x. (2.153)

Considerando tudo isso chega-se na questdo: como € o espago-tempo na Bi-gravidade? E
esta pergunta pode ser respondida pelo trabalho de Yashar (AKRAMI; KOIVISTO; SOLOMON,
2015) que se esmerou para isso. De uma forma simples imagine o sistema de uma particula

pontual viajando neste espaco e interagindo com a duas métricas. A acdo desses sistemas sera:

S = —m)\g/ \ G THTVdt — mAy / V fuw@ravdt

= —m/\g/dsg—m)\f/dsf. (2.154)

A € uma constante. Se imaginarmos uma geometria Riemanniana para a métrica g
com simbolos de Christoffel I, e outro para a métrica f com simbolos de Christoffel A’;, a
geodésica derivada desta acdo ndo € nada parecida com uma geodésica padrao em uma geometria

Riemanniana, ao invés disso ela se parece como segue:

d?x* dx? dxt d?x* dx? dzt
NG | —=— + T — Mfow | —5 + AL — = 0. 2.155
s9u ( ds? Ty ds, dsg> AL ( ds} Ty ds; dsf> ( )

Este é de fato o movimento de uma particula sobre uma geodésica, apenas nao em uma
variedade Riemanniana, mas em uma variedade Finsleriana que serd o tema da proxima se¢ao
(AKRAMI; KOIVISTO; SOLOMON, 2015)
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2.3 Geometria de Finsler

Como analogia com a geometria de Riemann, € razodvel dizer que o estudo de feixes
de fibras ou fibrados (Fiber bundles) para a geometria de Finsler € o correspondente ao estudo
de variedades. Serdo apresentadas ideias basicas sobre esse tema para conhecer a abordagem e
introduzir a nota¢do. Naturalmente, o conhecimento sobre variedades e a geometria de Riemann

serdo tratado como pré-requisito.

Definiciio: Feixe de coordenadas (Coordinate Bundle) (E = M)y,

Sejam M, E, F variedades diferencidveis com U; uma cobertura abertade M,p € M e
feF.

Jr : E — M um mapa sobrejetivo chamado de proje¢do e a imagem inversa 7~ '(p) € F.

J¢; : Uy x F — 7= Y(U;), ¢; € chamado de trivializagdo local.

oi(p, f) = ¢¥(f) é um difiomorfismo para cadap € M, ¢! : F — F,.

Se todas essas condi¢des forem satisfeitas, £/ € chamado conjunto total, M o conjunto

base F’ a fibra e essa estrutura recebe o nome de feixe de coordenadas.

A nogio de equivaléncia é uma relacdo bdsica entre objetos matematicos e aqui serd
denotada por: ~ com transitividade, reflexiva e simétrica. Uma classe de equivaléncia € um
conjunto formado pelos elementos equivalentes entre si e é indicado como: H/ ~ com H
um conjunto maior que contém todos os elementos originais. A relacdo de equivaléncia sera
usada para construir uma estrutura matemaética semelhante aos feixes de coordenadas, mas sem

dependéncia de uma cobertura especifica.

Definicao:Feixe de fibras, Pacote de fibras ou fibrado (Fiber Bundle) £ S5 M

Defina a relagdo de equivaléncia (E = M)y, ~ (E = M)y, se (E = M),uv,) é novamente
um feixe de coordenadas. Essa relacdo € trivialmente simétrica e reflexiva, é transitiva porque a
trivializagdo sempre existe devido as duas outras trivializagcdes. Definimos finalmente um fibrado
como (E 5 M)y,/ ~=E 5> M
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Um pacote de fibras pode ter um grupo de Lie (G) atuando na fibra, adotemos que ele atua
a esquerda por conveniéncia. O grupo de Lie € chamado de grupo de estrutura se a trivializagdo
composta (¢}) " o ¢! for um elemento do grupo. Defina (¢})~" o ¢} = t;; € G e recebe o
nome da fung¢do de transi¢do. Essas fun¢des sdo mapas suaves que vinculam ¢; a ¢; pela relagdo
ti; : UiNU; — G onde U, € a cobertura referente a ¢; idem para U; e ¢;.

Uma estrutura importante dos fibrados € chamada de sec¢do ou se¢do transversal, que é
um mapa o : M — E satisfazendo 7 o 0 = Id),. Se o é definido apenas em um conjunto aberto
U; C M, chamamos de secdo local e denominamos o,;. Em oposi¢do as secdes locais, existem
secoes globais que somente sdo admissiveis em fibrados chamados triviais (NAKAHARA, 1990).

O conjunto de todas as secdes em M ¢ indicado como I'(M, F') e as se¢des locais sobre U; sdo
L(U;, F).

Se a fibra F' for um espaco vetorial, o fibrado serd chamado de feixe vetorial e a dimensdo
do espaco vetorial serd a dimensdo da fibra. As se¢cdes em um feixe vetorial obedecem as regras
da soma e a multiplicacdo por escalar devido a estrutura vetorial e a se¢do nula é definida como:
¢; *(00(p)) = (p,0r). Um feixe tangente (T'M) é um feixe vetorial no qual a fibra (F') é igual
ao espago tangente do conjunto base (M). Como a base natural, 9; pode ser definida para cada
fibra, gracas ao sistema de coordenadas x' em um gréfico U; C M, 0; forma campos vetoriais

linearmente independentes e diz-se que define um quadro local sobre U;.

Quando um grupo de estruturas do fibrado € idéntico a fibra, essa estrutura ¢ chamada de
feixe principal ou feixe G e designada como P = M ou P(M, (). Como F = G a agio de G
em F pode ser definida nio apenas 2 esquerda, mas também a direita, use e € 7~ 1(U;), p = 7(e)
e ¢; '(e) = (p,g;) e construa a agdo a direita como: eg = ¢;(p, g:g) ou ¢; (eq) = (p, 9g:)
para g;,g € G, p € M e e € E. Para mostrar que isso ndo depende da trivializagdo local:

¢i(p,9;9) = &;(p, t;:(p)g:9) = ¢i(p; 9ig)

Ainda falando sobre feixes principais, € possivel escolher uma trivializacao local preferida
por causa da estrutura de grupo dos pacotes principais. Primeiro, observe que a acdo a direita é
livre e transitiva devido a transitividade de G em si. Isso significa que sempre existe um elemento
g € G de tal forma que e; = eyg para e, e5 € m 1(p). E livre porque eg = e se e somente
se ¢ = 1 o elemento unitdrio de G. Agora faca uma secéo o;(p) sobre U; sabendo que existe
um dnico elemento g € G tal que e = o;(p)g parae € 7 '(p), p € U; vamos chama-lo de
ge. A sec¢o pode ser escrita como ;(p) = eg. !, 0 que significa que existe uma trivializagdo
satisfazendo o;(p) = ¢;(p,1) ou ¢; '(e) = (p, g.) € recebe o nome de trivializagiio candnica
local. Ele também é um elemento do grupo, entdo ¢;(p, g) = ¢(p, 1)g = 0:(p)g e pela acdo da

fungdo de transi¢do para um elemento p € U; N U, através das secoes locais o;(p) e 0;(p):
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oi(p) = ¢i(p, 1) = ¢;(p, tji)
= ¢(p, V)tj; = oj(p)tji- (2.156)

Denotemos 7, P como o espaco tangente de P sobre o ponto e e procuremos uma conexao
entre os espacos tangentes 7,// do conjunto base e T,G = T} F da fibra. Antes disso, sdo

necessdrias algumas defini¢oes.

Definicao: Espaco vertical ou subespago vertical (Vertical Space or Vertical Subspace) V., P

Tome e € P(M,G) e F, = G, afibraem p = 7(e), definimos V, P como um subespago de 7. P

que € tangente a G, em ¢

Se f : M — N é uma fun¢do em uma variedade M entdo ele induz fungdes em
fo : T,M — TrpyN e f* TJt(p)N — T, M respectivamente denominadas "fungdo push
forward"e "funcdo pullback". Agora, leve G para ser um grupo de Lie e L,, R, sua agdo a
esquerda e direita, respectivamente. E possivel construir o mapa Ry, : T,G — T,,G para o sinal
* indicando um push forward de uma fun¢do e o mesmo para L. A conexdo entre 0s espacos

tangentes da fibra, o conjunto base e o conjunto total é definida como:

Definicao: Conexao

Uma conexdo em um feixe principal € uma separagdo unica para o espago tangente 7, P no

subespaco vertical VP e no subespaco horizontal H, P satisfazendo:

e T.P=HPaV.P

* Seja ¢ um campo vetorial suave em P entdo ele pode ser separado em campos vetoriais
suaves & € H.Pe ®V € V,P

* H,P=R,HP | Yee Pge G

H.P € visto como um complemento de V., P em 7, P, mas a proje¢do induz um mapa

entre esses espagos e € denotada como 7, : 1. P — Ty M. Denotemos m = dimM a di-

mensdo de M e M (p) = («',---,2™) uma carta para ele e vamos fazer o mesmo para F

como ¢¥'(f) = (y',--- ,y’), observe que ele ndo precisa ser um feixe principal para escrevé-lo

assim. Uma carta em E pode ser escrita por aqueles usado o difeomorfismo da trivializa¢ao
0 0

e observando que: '(e) = (¢"(p), "' (f)), isso significa que 5 e a5 S30 bases para os
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vetores de seus espacos tangentes, Entdo uma base para 7, I/ € escrita ponto a ponto, (%7 a;fﬁ) le-

Tome V' € T, P e investigue como 7, age sobre ele, sabendo que serd transportado para um vetor

em 7, M, temos:

) -0 9
ori ’e +V a_y,-€|e) =V %‘W(e)' (2.157)

(V) = m(V*

Aqui, a barra acima dos indices indica que esses indices se referem a fibra e como um
lembrete i = 1,--- ,mek = 1,--- , f. A equagio acima nos diz que ker(,) = span(#\e)
mas este € um subespaco de 7, P precisamente aquele tangente a fibra em e, entdo esse € o
espaco vertical V. P. O que € importante apos esta conclusdo € que o espago vertical é uma
estrutura intrinseca de um fibrado, uma vez que ndo € necessario nada além dos objetos comuns
a ele para defini-lo. O mesmo nao se pode dizer do espaco horizontal, exigindo as chamadas

conexodes para uma definicdo Unica de H.P. Se desta vez for feita uma proje¢do para V. P, é

possivel introduzir um (1,1)-tensor w : T, P — V., P que nao possui componentes em a?ci (caso
contrério, ndo seria uma projecdo) para que possa Ser escrito como:
_ o o
w = (dy* + NFda") ® — (2.158)

oyF

Proposicao: w é uma conexdo
O

Se o espago horizontal é definido como: ker(w) = H.P entdo ele é unicamente definido, o que
leva a um lema bem conhecido, como Dom(w) = Im(w)@ker(w) exatamente a primeira condi¢ao
de uma conexdo 1.P = V.P & H.P basta garantir que w seja uma projecao, satisfazendo
wow = idy,p, mas w(V) = V,¥V € V_P e ndo apenas w é uma proje¢do, mas a segunda
condi¢do de uma conexdo € satisfeita. Para a terceira condicdo, pegue V' € H. P e j4 se sabe que
R,V € T,,P mas o que queremos € isso: R,V € H.,P C T, P entdo aplique-lhe w e

W(RgV) = Ryw(V) =V € H.P|V € ker(w)
=0— R,V €ker(w) .". R,V € H.,P. (2.159)

O tensor w € conhecido como conexdo curta (também conexdo de uma forma, mas
deixe esse termo ser preservado para situacdes mais gerais). Por enquanto, V. f seja um co-

eficiente indefinido chamado componentes de conexdo. Similarmente ao que foi feito para
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Im(w) = ker(n*|.) = 8%,;]6 = 0Oy revelando-se como base para o espago vertical, chame
span(dx|.) = ker(w) para introduzir uma base para o espago horizontal & |, ou 5% le. A equacdo
w(V) = 0 paraV € H,P e a expansio desse vetor nessas bases como V8, nos ajudam a

escrever essas novas em termos das bases antigas como:

0
oxt

_ a _
= NG ple = (0= Nidg)le (2.160)

5i|e:(

Definicao: Lift, levantamento, aumento ou elevagao horizontal (Horizontal Lift) ¥

Seja v : [0,1] — M uma curva no conjunto base de um feixe principal P —> M. Uma curva no
conjunto total 5 : [1,0] — P € dito um lift horizontal de v se 7[5 ()] = 7(t) e vetores tangentes
de () pertencem a Hs ;)P

Teorema: Existe um lift horizontal tnico no qual 7(0) = py para pg € 7 1[~(0)].

g

Tome um vetor V3 para ser tangente a 7 isso quer dizer que w(V5) = 0 porque, por defini¢do, é
horizontal. A equacgdo passada € uma equacao diferencial ordindria, o que significa que, dada
uma condigdo inicial, como ¥(0) = py, a solugdo é tnica devido ao teorema fundamental das

equagoes diferenciais ordinérias. l

Definicao: Transporte Paralelo

Sejay : [0,1] — M uma curva no conjunto base de um feixe principal P > M. Se tomarmos
po € 7 [7(0)], entdo pelo dltimo teorema, existe um tnico p; = J(1) € 7~ ![y(1)]. Diz-se
que p; € um transporte paralelo de py ao longo da curva 7y ou p; € dito ter sido transportado em

paralelo para p; ao longo de 7.

Seja P > M um feixe principal, e G’ é um grupo com uma acéo definida em uma
variedade B. E possivel construir um fibrado com base nessa agio. Imagine que ¢ € G
atua em b € B a esquerda, para simplificar, e uma acdo em P X B possa ser definida como
g*(p,b)=gx* (’Z) = (pg, g~ ' - b) para p € P. Uma relagdo de equivaléncia é introduzida para

g (?) ~ (?) e um feixe de fibras feito da classe de equivaléncia P x B/ ~= E é chamado de
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fibrado associado (an associated fiber bundle) £ > M. Quando a variedade B é um espaco

vetorial, o fibrado recebe o nome de um feixe vetorial associado (associated vector bundle).

Como uma analogia com o estudo de variedade, o transporte paralelo pode ser visto
como uma maneira de mover objetos sem destruir suas informagdes originais. Nos fibrados,
essa ideia ainda esta presente e essa informacao € transportada pelo levantamento horizontal,
mas o interessante no caso de variedades € o transporte de vetores. O transporte paralelo de
vetores também pode ser definido para fibrados, pelo menos para feixes de vetores associados,
e é basicamente a mesma ideia. Um ponto paralelo transportado € um ponto constante sobre
uma elevacgdo horizontal e um vetor paralelo transportado € uma constante vetorial sobre uma
elevagdo horizontal. Em um feixe de vetores associados, os vetores em M, V' € T; M sdo tanto
de £ 5 M assim como P = M e esta é uma possibilidade de definir o que significa ser

"constante sobre um lift horizontal".

P 5 M é um feixe principal e U; uma carta para M, o;(1) = ¢;(1, €) uma segdo local e
a respectiva trivializa¢do canonica de ;1 € M e e o elemento unitdrio de G, a fibra. Agora tome
V como um espago vetorial e E > M o feixe vetorial associado de P > M com ¥;(p) uma
secao (também chamada de campo vetorial) para esse feixe, mas esse elemento é representado

como (?) = [(p,v)] comv € V.

_ (o) _ o
5() = (n(u)) — (0200, ()] 2.161)

Observe que 7 o X(p) = p como suspeitado e é realmente uma secdo bem definida.
Pegue agora uma curva () em M e um aumento horizontal dela como 5(¢) em P entdo
Yy(@)] = (n?w((tt))})' Finalmente, um transporte paralelo de um vetor é definido como constante
ao longo da elevag@o horizontal, significa que 7[y(¢)] deve ser constante. Se for feito outro
levantamento horizontal, nada mudard porque ele pode ser escrito como ¥;(t) = F(t)g e a
relacdo de equivaléncia passa a ser X[y(t)] = (g_jln([’;)(t)]) mas g~' - n[y(¢)] ainda é constante,
entdo esta defini¢do € intrinseca a estrutura.

A razdo mais importante para definir um transporte paralelo € introduzir a chamada
derivada covariante, porque mesmo em uma variedade essa € uma estrutura que mede quanto um
vetor estd longe de ser transportado em paralelo. O resultado 6bvio é que nada deveria acontecer

se um vetor fosse simplesmente transportado em paralelo e esta € a motivacdo para definir:
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Definicao: Derivada covariante em feixes vetoriais associados Vy

Seja v : [0,1] — M uma curva, ¥(¢) um lift horizontal arbitrario dela e ¥(t) = (;’Eg) uma
secdo, V' € um vetor tangente para (t) de 1o, a derivada covariante de ¥(¢) ao longo de y(t) em

o = v(0) é definida:

we=(, 10 ) = 6O gt @16

E de notar que, se Y.(t) é transportado em paralelo, entdo sua derivada covariante é sim-
plesmente Vy X(t) = (g) V- € um mapa que leva se¢des a outras secdes, ou esquematicamente
Vv :T(M,PxV) — T(M, PxV)etambémexiste V : ['(M, PxV) — (M, PxV)®Q (M)
(chama-se Q! (M) o conjunto de funcionais lineares em M) satisfazendo VX (V') = V2. Esse
mapa nao depende de uma elevagao especifica pelo mesmo motivo do transporte paralelo. Um
feixe de fibras mais especifico serd introduzido na préxima sec¢ao, porque essa € a estrutura usada

na geometria do Finsler,

2.3.1 Feixes tangentes

A geometria de Finsler é construida sobre uma estrutura de feixes, mais especificamente
uma estrutura de feixes tangentes, que ja foi introduzida como uma fibra, sendo o espago tangente
do conjunto de base. Também pode ser vista como uma fibra feita de R™ para m = dimM pois
existe um difeomorfismo entre 7,/ e R™. Quer dizer que um feixe tangente € uma pluralidade

de espagos tangentes de um conjunto base. Para evitar confusdes, vamos defini-lo formalmente:

Definicao: Feixes tangentes 1T'M

Seja T'M = M uma fibrado com o conjunto base uma variedade m dimensional e F' uma fibra,
ele € um feixe tangente se /' = R™ e for a unificacdo de todos os espagos tangentes do conjunto

base.

T™ = | JT,M. (2.163)

peEM
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Da mesma forma que fibras tangentes, existem as chamadas fibras cotangentes (7™ M),
que possuem exatamente a mesma defini¢do, alterando apenas a palavra tangente por cotangente.
Escolha um sistema de coordenadas para M, um conjunto de bases, como ¢(p) = (z!,--- ,2™)
e uma base para 7,M ¢ 0;|,. Desde que exista um isomorfismo entre 7,M e R™, existe um
mapa isomorfico entre a base de coordenadas Oy |, e as bases candnicas ez em R™, observe

a notagdo de barra porque I' = R™. Um vetor arbitrdrio V' € T,M pode ser escrito como

azaigo) .|, = i'0;|, para z(t) sendo uma curva em M e devido ao isomorfismo um grafico
de coordenadas em 7~ (U) € TM é naturalmente escrito como (z',--- 2™, y',--- | y™) =
(z'(0),--- ,2™(0),2(0),--- ,2™(0)) ou em uma notacio curta (z*(0), z*(0)).

Devido a essa relagdo especial entre as coordenadas da fibra e da variedade de base, a
notacdo k pode ser confusa, de modo que alguns indices possam parecer misturados. O leitor
precisa estar ciente, porque agora os indices de barras podem ser contraidos com indices sem
barra e estabelece a notagdo 0 como base da fibra. Uma transformagdo motivada por uma
mudanga de graficos no conjunto base 2* — i*(x?) induz uma altera¢do nas coordenadas da
fibra: g]E = iF = %yi 0 que significa que o conjunto total se comporta de seguinte forma

¥, yE] — [2*(2F), %yl—] sob essa alteracdo.

Como T'M ¢€ ela prépria uma variedade, também possui um espacgo tangente chamado
T.T'M sobre o ponto e € T'M, o que significa que uma base de coordenadas pode ser definida

como (9, 0| = (52, %;) |- Se uma transformac@o de coordenadas for feita, pela regra da

. X 1 ] 4 =
cadeia: 0|, = %81 + %8; 0 mesmo para coordenadas barradas, além de que uma alteragao

o _ s
Ayl oxl
significa que uma alteragdo nas coordenadas induz uma alteracdo na base das componentes

~ N U
de coordenada nio depende de coordenadas barradas e oque levaa o = %,;(9[. Isso

barradas semelhante a um tensor.

Definicao: Sub-feixe

Se P 5+ M é um feixe vetorial com fibra F' e (;, uma cole¢io de subespacos lineares dessa

fibra (); C F, a seguinte estrutura é chamada Sub-feixe

Q=Je: (2.164)

el

Feixes verticais (V' P) e horizontais (H P) sdo bons exemplos de subconjuntos feitos
do Feixe tangente T'P devido a estrutura vetorial natural de um espago tangente sobre uma
variedade. Lembre-se de V. P e H.P como espacgos verticais e horizontais de 1. P e eles sdo

definidos como
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VP = UVeP HP = UHeP.

eeP eeP

N3ao apenas de tangentes tratam os feixes, mas também das cotangentes, € todo o desen-
volvimento feito para os espagos verticais e horizontais pode ser feito igualmente para os espagos
cotangentes verticais e horizontais (V. P, H} P), bem como para feixes cotangentes verticais e
horizontais (V*P, H* P).

Proposicio: dz’ e 6y = dy* + NFda' sio duais a §; = 9; — N*9j e 9 respectivamente []

da"(6;) = oF dz"(0)) =0
5y*(6,) =0 5y*(8y) = oF. (2.165)

Os resultados da ultima proposi¢do podem ser interpretados como defini¢des dos espagos
H*P = span(dz*) e V*P = span(dy¥) por causa da relagio de dualidade com V P = span(d;),
V H = span(d;). Alguns autores definem o feixe cotangente diferentemente do exposto como:
V*P = span(dz*), H*P = span(dy*) mas entdo o a relacio de dualidade também inverte, o
que parece ser um pouco mal definido e, por esse motivo, usaremos apenas a primeira defini¢ao.
Em um feixe tangente, uma alteracdo de coordenadas também induz uma transformacgao da base
cotangente di* e dgk. Novamente, por regra de cadeia e as conhecidas propriedades do feixe

ko 00k gl 0k g T gxk 038 g
dy" = Gordx’ + S5 dy’ e di” = Frdr.

A conexdo curta definida na ultima se¢do pode assumir o formato w = 5y’_“ ® Of e uma
mudanca de coordenadas deve alterar a conexdao como w = 6@’5 ® O = (dyv’; + Nl’}dil) ® 0.
Essa transformacao define como os componentes de conexao se transformam sob alteracao
de coordenadas em um feixe tangente usando as rela¢des ja derivadas para a base (0, 0;) €
(da®, dy’;). Se o feixe horizontal for realmente definido exclusivamente, a conexao ndo podera
ser alterada juntamente com uma transformacao de coordenadas, o que obriga o coeficiente de

conexao a transformar-se como:

L O oF 9yt OxF
NE = N! : :
i =N ogi + a 0T

(2.166)

Naturalmente, ¢ comum considerar um caso menos geral e pensar no chamado coeficiente
de conexao linear. E um caso particular quando NV ]’?(x, y) = T]’“l—(x)yl e a transformacao desse

coeficiente de conexdo linear assume a forma.
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P e 03° 028 OF N oxk 52
ab TS 9l 9Fr Qi 0F Oxldxd

(2.167)

Ele tem uma transformacao nostalgica, lembrando a mudanca de coordenada de um coe-
ficiente de conex@o em uma variedade riemanniana ou componentes de um derivado covariante
padrdao em M. Esse fato nos diz que, para cada derivada covariante ou conexao definida em M,
sempre existe uma conexdo linear em 7M. E importante observar alguma especificidade na
transformacao da base de coordenadas e ade HT'M, VT M e H*T'M, V*T'M, portanto vamos

usar a transformacgdo do coeficiente de conexao e compilar o que sabemos sobre ele:

) ajjz . - aj:k _
i j k_ OV o1
dx 9 dx oy o 5y
. O . Oi
Op = o-50r i =550
- 9" oy* ooy ok
0yl = a7 Ok T 50k dif* = o—7da’ + = dy (2.168)

Talvez o fato mais agradavel de se ter em mente depois de ver essas relacdes sejam as
quatro primeiras transformacodes. A semelhan¢a com uma transformacao tensorial leva a uma
estrutura no feixe tangente que pode se comportar como um tensor tradicional em uma variedade.
Se esses quatro vetores forem tratados como base para um mapa multilinear , a transformacao
sob alterac@o de coordenadas serd simplificada. Ndo € por acaso que essas sdo as bases de H1T'M,
VITM e H*T'M, V*T M ,isso significa que esse mapa se distingue daqueles que t€ém alguma

contribuicdo além desses espagos. Essa estrutura é chamada de tensor-d (tensor distinto).

Defini¢ao: D-Tensor

E um (1, k) tensor definido em 7'M que atua apenas nos componentes verticais e horizontais dos

vetores r de T*T'M e s de T'T'M . Em coordenadas locais, assume a forma:

T — Tm,---,m,ﬂﬂ,--::;érl R ® 6n~ ® aﬂ-+1 R ® (97—«[ RAIAT Q@ - - Rdr¥ ® 6y§j+1 R ® 6y3k

81,700 385,85 41,

E bom ver que essas bases podem ser separadas na vertical e na horizontal, o que

significa que esse tensor pode ser visto também como uma contribui¢cao proveniente de lifts.



Capitulo 2. Geometria e gravidade 66

A parte do tensor com indices barrados leva a uma interpretacdo como um lift levando algum
tensor ao longo do conjunto base T (M) para (7'M ) bem como outro levantamento levando
também T (M) para T(T'M ). Defina duas elevagdes chamadas elevagdo horizontal v e elevagdo
vertical 7" atuando em (M) — T(T'M) da seguinte maneira, tome um tensor em M como
T(x) =T 5 (2)0r, ® -+ @0, @dz™ @ - @da,x € Me

VT ()] = T3 5 m ()]0, ® - @ 07, @ 6y™ ® - @ 5y (2.169)
YT (2)] = T o fr (W), ® - ® 6, @ de™ ® - - ® da™. (2.170)

Uma estrutura interessante a ser observada é o seguinte campo vetorial S = y%d, porque
esse campo ndo muda com a transformagdo de coordenadas. E um bom sinal porque a invariincia
sob a mudanca de coordenadas é caracteristica de um objeto geométrico. Este € um campo

vetorial definido globalmente e, por causa disso, € usado para definir uma derivada covariante.

Definicao: Derivada covariante dindmica de um d-tensor VT’

E um mapa que pcga tensores-d e joga-os em outro tensor-d e atua nos componentes como:

k
VI () = SITI )] + 30 NPT )
%

l
=Y ONSTIIT e m (W) 217D

O campo vetorial S € uma boa opc¢do para um objeto geométrico, mas mesmo que
seja invaridvel sob alteracdo de coordenadas, depende da escolha da conexdo. Um objeto
muito mais interessante € o campo vetorial X = X6, + (VX*)0;. Nio é dificil ver que é
invaridvel sob alteracdo de coordenadas e nao depende da escolha da conexdo, porque também
pode ser escrita como X = X*9, + yzalX *O;. Assim como os tensores-d, esse campo pode
ser derivado de uma agdo proveniente de um lift sobre um outro campo vetorial do conjunto
base. Seja X € X(M), nas bases de coordenadas X = X t9;, chama-se um lift completo
de X o vetor em X(TM), X := X¥[r(u)]0) + v'0,X*[w(u)]0; onde u € TM ou também
X = X*[r(u)]by + (VXF) [ ()] 8.

O levantamento completo pode ser visto como uma consequéncia da definicdo de uma

derivada covariante dindmica. Por outro lado, uma eleva¢do completa é um objeto geométrico, o
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que significa que uma derivada covariante dindmica pode ser interpretada como uma generaliza-
¢do da parte VT M desse levantamento X := X*(8, — NL3;) + [S(X") + X*N}];. E verdade
que, se tentarmos obter a derivada covariante tradicional em uma variedade, tomando a conexdo
linear e substituindo-a ela falha, entfio qual direito temos em chamé-la dessa maneira? E por
isso que surge a necessidade de definir uma derivada covariante ao longo de X € X (M) (sem

"dinamica"desta vez)

Definicao: Derivada covariante © x

Seja T um tensor em T(M) e v/V um lift horizontal/vertical. Uma derivada covariante de 7" é

definida como : D xT := V~/V[T], ou em componentes:

k
7'17 . Tk — a 7'17 Tk T, Ti—1,0,Ti41, 5Tk
DT e = X9, Tre T § NI

»S1

CL 7‘1," STk
z: Sg 81, ©58i—1,0,8i 41,817 (2172)

De fato, essa derivada covariante pode ser convertida na tradicional para o conjunto base,

basta a restri¢@o do coeficiente de conexdo para a conexdo linear N} = I} 4% e o que resta:

7‘17' Tk .
VTGl

X\, +ZP Tro i tbrist T —ZF T . (2173)

81, 81, as; ™ 81, ,8i—1,0,8i+1,,51

Aqui, isso nada mais € do que a derivada covariante tradicional em uma variedade.

Definicdo: Lift, levantamento ou elevagio natural 7(t)

Sejay : [1,0] = M e : [1,0] — TM curvas suaves no Feixe tangente 7'M > M e denote
4(y) as componentes em 7'M ao longo de 7(t) referente a fibra. ¥(t) é dito um lift, levantamento

ou elevacdo natural de () se

J(t) = (v(1), 3(£))- (2.174)
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Defini¢ao: Curva Auto-Paralela

Seja v : [1,0] — M uma curva suave, é chamada de curva auto-paralela da conexdo w se e

somente se o seu lift natural também for um lift horizontal 7 : [1,0] — T'M.

Em uma curva auto-paralela, os vetores tangentes a ela devem pertencer a 7'M porque
também € um levantamento horizontal e devido a estrutura natural, eles podem ser expressos
como &*(t)d), + 4 (t)0; para z*(t) e y*(t) componentes de TM ao longo desta curva. A
condigdo para que isso seja um aumento horizontal é w(i*(t)d), + §*(t)d;) = 0 e surge uma

equagao chamada equacdo auto-paralela.

i* + @ NF = 0. (2.175)

Ai vem um lembrete pertinente, lembre-se de que y* = i*. Agora, se restringir 2 conexdo

linear NJ*(x,y) = 'k (2)y® torna-se 2 bem conhecida equacio geodésica em M.

i 4+ @' Tk = 0 (2.176)
Porque em uma curva auto-paralela temos % = —N;aai; para t seu parametro.

o 0x' 9 9y 0

- Y9 Y i NS —
o oo T otoy VO Ni%) =S @2.177)

Depois disso, a derivada covariante dinAmica em y° = 2* passa a ser:

V' = S(yF) + NFy' = gF + &' N}, (2.178)
E a equacao auto-paralela vem como uma soluc¢do para Vyg = 0.

2.3.2 A geometria

Ja encontramos um objeto geométrico na ultima secao (X); sdo essas quantidades que
ndo mudam se o sistema de coordenadas e a conexdo mudarem. Um exemplo comum € o

comprimento da curva, nao se espera que a distancia mude se for medida com coordenadas
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polares ou cartesianas, réguas ou fitas. Para a geometria de Riemann, ela ¢ medida como (deixe

y ter indices ndo barrados):

Lot = [ el Ow o @.179)

Para z(t) uma curva parametrizada, y(¢) o vetor tangente no ponto x(t) e g;; o tensor
métrico. Lembrando-se da introducdo, se nés desejamos uma geometria parecida com a de
Riemann com as propriedades discutidas até agora, uma medida de comprimento serd governada
por uma fun¢do F'(x,y) que generaliza a métrica, recuperando a expressao (2.179) quando y é
uma constante. Mas essa expressdo obriga F'(x,y) a ser homogéneo de grau um em relagdo a y
devido a invariancia de reparametrizacio, deixando uma expressao para o comprimento como a

equagdo integral:

Liz(t), y(1)] = / Fla(t), y(8)]dt. (2.180)

Isto deve ser uma quantidade positiva (ndo negativa) o que gera uma condicao para F'.

Por fim, para que seja uma generalizagdo da geometria de Riemann, é necessario que exista

2 12 2p2 . . .. A .
gyf; —, porque pelo teorema de Euler F? = %%yzgﬂ , que € andlogo a exigir a existéncia de uma
, . . . . . 2 172 . .
métrica na geometria Riemanniana devido a F' = /2 &L i,
2 0y'yd

Teorema de Euler: Seja i uma fungdo homogénea de grau n em relagio a * entdo: yig—;i =nh

[J Facamos a seguinte reparametriza¢io y* — ¢° = kv’ e pela homogeneidade da fungio:

h(y') = k™h(y"), agora derive essa expressdo em k:

oy oh
(-1, —
R = ok oy
oy

=Y

Porque isso € vdlido para qualquer £, considere-o igual 1 e o teorema estd comprovado ll

Agora, usando o teorema de Euler em uma fungiio homogénea de grau 2, como F%:
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o ., 0 ,0F
oy _3_?ﬂ[y 3313']

JOF? 0 OF?

oy — .
b Oyl oyt Oyt

2

(2.181)

Poucas manipulacdes matemadticas e a multiplicacdo por 4’ em ambos os lados da equacdo

s30 necessdarias para convencer-se de que:

o 82F2
2F? = ylyt ———.
vy By Oy

(2.182)

A ideia € que essa derivada dupla execute o papel da métrica Riemanniana e o compri-
mento dessa nova geometria seja bem descrito como uma generalizacao natural. Apds essa

motivacao, sdo possiveis algumas definicdes formais:

Definicdo: Funcido de Finsler F'(x,y) e métrica de Finsler g;;(z, y)

Seja F' um mapa do feixe tangente para os nimeros reais F' : T'M — R, ele é chamado

de funcdo Finsler se satisfizer as propriedades 1 a 3

1. E uma fungdo positivamente definida F'(z,) > 0
2. E 2 vezes diferencidvel I € C?

3. E homogéneo de grau 1 em relagio a fibra F'(x, \y) = A\F(z, )

Um 2-forma chamado métrica de Finsler pode ser definido como:

1 02

_ = 2
=3 8y73y1F (x7 y) (2.183)

Gij (377 Z/)

Se as coordenadas do conjunto base devem ser consideradas constantes, F'(-, y) é cha-
mado de norma de Minkowski. Observe que essa métrica de Finsler satisfaz trivialmente
positividade e simetria devido as propriedades de F'. Além disso, o fato de a geometria de
Riemann ser um caso especial da geometria de Finsler quando ela ndo depende de y, motiva a
definicao de um tensor que mede o quao longe se estd do caso Riemanniano e um teorema para

quando ele zera € estabelecido.
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Definicao e teorema: Tor¢do de Cartan C;j;, e teorema de Cartan

1 8gij 83F2

coo— 109 1
TET 0 9yk T 4 0yioyioyk

(2.184)

O teorema de Cartan afirma que sempre que a geometria € riemanniana, Cj;, = 0

Uma observagdo deve ser levantada aqui pelo fato de o teorema de Cartan afirmar que, se
a geometria ¢ Riemanniana, a tor¢do de Cartan € nula, mas nada foi dito sobre o inverso, ou seja,
ndo € verdade, em geral, que sempre que a geometria € Riemanniana, a torcao de Cartan € nula.
Por esse motivo, outro tensor € criado para explicar, em um teorema "se e somente se", esse caso

especifico:

Definicao e teorema: Torcdo média de Cartan I; e Teorema médio de Cartan

- gjk agij - gjk 63F2
2 oYk 4 Oyioyioyk’

I = g% Ciy : (2.185)

O teorema médio de Cartan afirma que /; = 0 se e somente se a geometria for Riemanni-

ana
U

Essa prova € muito grande e destruiria o formato desta tese. O leitor pode encontra-lo na
referéncia (BAO; CHERN; SHEN, 2000) &

O tensor angular € outro objeto que ser4 util agora:

B =i — F2gu0ly (2.186)

Uma atengdo especial deve ser dada a outro caso da geometria de Finsler, chamado
geometria de Randers, que ocorre quando F' = a(z,y) + b(z,y) = /au;(2)yiy? + Bi(x)y".
Aqui o;;(z) é uma matriz simétrica e ndo negativa que depende das coordenadas da base do feixe

x e f;(x) é um 1-forma na variedade de base. Para atender a condi¢@o de ndo negatividade da
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funcdo de Finsler (3;(x) é um funcional restrito, permitindo apenas valores para os quais F' > 0,
formalmente diz-se que ||5]|, = /¥ 3;8; < 1. A métrica dessa geometria facilmente pode ser

kol A g
1 QGiRYy o - a
vista como g;; = £ (aij — %) + <5i _ iKYy ) (Bj iy >

a a

Em fisica, a geometria de Randers € util para descrever um comportamento de algum
campo secunddrio interagindo com um campo de fundo, como particulas viajando em um campo
eletromagnético. Assim como Riemann, a geometria de Randers € um bom ponto de referéncia
para descrever um espaco de Finsler, por esse motivo, andlogo a tor¢cao de Cartan, outro tensor

surge para medir a diferenca com a geometria de Randers:

Definicao e teorema: Torcao de Matsumoto e Teorema de Matsumoto

(Os indices sdo abaixados e levantados pela multiplicacdo da métrica de Finsler)

3!

ik k1

1

O teorema de Matsumoto afirma que M;;, = 0 para qualquer métrica de Randers
O

Por célculo direto, a tor¢do de Cartan para uma geometria de Randers € a seguinte:

1
Cijr = n—H[]ihjk + Ly + Ihij). (2.188)

isso € suficiente para anular a tor¢ao de Matsumoto

Um comentdrio aqui parece ser pertinente: para uma geometria Finsleriana com dimensao
maior que 2, isso significa que d > 3 entdo M;;;, = 0 acontece se, e somente se, for Randers
(MATSUMOTO, 1972)

Neste trabalho o seguinte objeto serd importante:

P, = 0;F. (2.189)

Satisfaz notavelmente F,y* = F' devido ao teorema de Euler e porque a fungdo de Finsler
€ homogénea de grau 1, ele € homogéneo de grau 0. A defini¢do passada parece ser util porque,

de um ponto de vista motivado pela fisica, a funcdo de Finsler é algum tipo de lagrangiano (no
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sentido de que ela é um integrando de um principio de acdo). Nada € mais natural do que definir
um momento para esse lagrangiano e, por esse motivo, referir-se-a a ele como o momento de

Finsler.

Definicao:Curvas integrais

Sejay : [1,0] — M uma curva sobre uma variedade de M e X (t) € X um vetor nele.

7

~v(t) é chamado de curva integral de X (¢) se seu vetor tangente nada mais for do que X (), isto
E4(t) = X (1)

A defini¢do anterior é mais geral e é valida para qualquer variedade, ndo sendo restrita
apenas ao Finsleriano. Agora € hora de recordar algumas idiossincrasias de feixes tangentes da
secdo anterior como a base vertical e horizontal aplicada a esse contexto. A métrica de Finsler
¢ um tensor de ordem 2 e, portanto, pertence ao espaco do produto tensorial entre dois feixes
cotangentes, se esse € o caso, pode-se simplesmente dividi-lo em feixes cotangentes horizontais
e verticais. A métrica sendo decomposta em termos de suas bases verticais e horizontais, se

assumir a forma de um tensor D, € chamada de métrica de Sasaki.

gijdz’ @ dz? + gi;0y" @ Sy’ (2.190)

Antes de terminar esta se¢do, € util declarar algumas relagdes e convencoes. Para cada

tensor, seus indices sdo levantados e abaixados pela contracdo com a métrica de Finsler; observe

z l . . . .
também que P, = %~ = % devido ao teorema de Euler e regra da cadeia o que significa:
Pyt = #5 — %% Agora um importante lema

Lema: Seja Cj;;, os coeficientes da tor¢do de Cartan, entdo: Cijkyi = C’ijkyj = C’ijky’“ =0.

[J Isso acontece porque a métrica de Finsler € uma fungao homogénea do grau O e pelo

teorema de Euler:

29" Cij = y*Ogij = 0 g;;M (2.191)

Nota: Isso também se aplica a torcao de Matsumoto, uma vez que ele € apenas uma soma

de duas tor¢des de Cartan.
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2.3.3 Geodésicas na geometria de Finsler

A presente se¢do se dedicard a estudar um principio de minima a¢do no fundo de uma
geometria Finsleriana, a importancia de investigar conexdes em um feixe de fibras e um tensor de
curvatura nessa abordagem. Uma curva sobre uma variedades pode ser parametrizada de vérias
maneiras, mas existe um parametro privilegiado no qual seu comprimento é sempre unitario;
por simplicidade, o comprimento do arco em si. Se as coordenadas forem parametrizadas pelo

comprimento do arco, a fun¢éo Finsler F'(x,y)dt = ds serd apenas 1 e:

/F(m,y)dt: /ds = /gijyiyjds. (2.192)

As equacdes de Euler Lagrange que nos dardao as condi¢des em que essas curvas tém

comprimento minimo de arco:

d o d . o o
<£&—z — 8a> (9:v'y") = 7 ((029:)y'y" + 291y'02) — Ougijy'y’

d o . o
= (2C5a"Y + 29i0y") — 0ugijy'y’ . (2.193)

Use o lema do final da se¢@o anterior para verificar que o termo 2C;;,y'y’ desaparece e

expanda % = 9°0, + gﬁal-,. Aqui os pontos representam derivacao em relacao ao parametro.

d i -b i i,J
(@8(1 — aa) (gijyzy]) 2 <yb8b + ybaE) (giay ) - aagijy y]

2 [&)gmybyi + (D59i0)8"y + gmybéé} — Dugii ¥y’

=2 [009ia¥"y" + 2Ciabi"y" + 9uatl’] — Ougijy'y’

=2 (09ia¥"y" + 9all’) — 0agisy'y’

= (20;9ia — 0a9ij) V'Y’ + 290a3)".

(2.194)

Anule-o para ter o principio de minima agao:

0 = (20;9ia — 0a9i) Y'Y’ + 29108
al
g i, ] -
= =5 (209i0 — 0ugis) 'y’ + Sy

= (Geoa)' + 1. (2.195)
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Na tltima etapa, definiu-se um novo objeto, (Geoq)' = %al (20;Gia — Dagij) y'y’ referindo-
se claramente a geodésica. A ultima relagdo € a equacgdo da geodésica, que nessa forma, € possivel
ver que (G.oq)! ndo depende explicitamente do parAmetro, porque € escrito apenas em termos
da fibra e componentes da base. Observe também que (G.oq)' € uma fungdo homogénea de

grau 2. Inspirado por esse movimento da geodésica, pode-se definir um vetor especial chamado

semi-spray como:

G = 40y — (Geod) 0s. (2.196)

Ele € especial porque se y(t) = (x(t),#(t)) é uma curva integral de G, entdo:

y~a + (Geod)a = 0.

Isso significa que a curva integral de G é uma geodésica porque satisfaz a equacgao da
geodésica. Ao mesmo tempo, é uma elevacao normal devido a relacdo entre seus componentes,
tendo isso em mente, também existe um coeficiente de conexao especial que torna tudo mais
interessante. E notdvel a semelhanca entre a equagio da geodésica e a auto paralela; portanto,

um coeficiente de conexdo pode ser definido para o qual uma geodésica ndo € outra coisa se nao

uma curva auto-paralela:

y“ + (Geod)a =0
y* +y"Ng =0.

Pelo teorema de Euler:

Y?0a(Geod)’ = 2(Geoa)"- (2.197)

Para evitar qualquer desagrado com esse fator 2, basta redefinir esse tensor associado
a0 movimento geodésico como G? = M = %b (20;Gia — Dagij) y'y’ € este € o chamado
coeficiente de pulverizacdo ou spray. Este novo objeto agora obedece: 2G° = 4%9,G®. Simples-
mente comparando as duas equagdes com y* + 2G* = 0 dessa vez, os coeficientes de conexao

associados ao movimento da geodésica podem assumir a seguinte forma:
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N! = 0,G". (2.198)

O uso do chamado simbolo formal de Christoffel vai simplificar alguns cdlculos:

il
Yok = %(@gm + Okgij — Ogjk)- (2.199)

Proposicao: Os coeficientes de conexdo associados ao movimento da geodésica assumem a

forma:
N; = 75" = 9" Cirvanyy’"- (2.200)
[J Primeiro observe uma propriedade interessante:
ik i
9alg"" grj] :8(‘9@(5]- =0

029" gi; + 9" Oagr; = 0

(glj ><) —0ag™ gr; = — " 0ag;
5/%38?19% = _gljaagkjgik
029" = —29" Cijag™ .. (2.201)

0aG" = = [0avjuty" + 29540,

N L

[aagil(ajgkl + Okgi; — O19ji) + gilaa(ajgkl + Ocgrj — algjk)] Yyt + ’Y;ayj-

Observe que o segundo termo entre colchetes serd uma soma de termos com 8Z-Cjklyl,

que € igual a zero. Agora use a equacdo que derivamos primeiro:

1 . j
§gzr rsagls<ajgkl + akglj - 8lgjk)yjyk

=Ly = " Craiy’y M (2.202)

Né = V;ayj -
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De agora em diante, sempre que se falar dos coeficientes de conexdo, estamos nos

referindo aos coeficientes de conexdo associados a0 movimento da geodésica.

Definicao:Métricas de Finsler projetivamente equivalentes.

Diz-se que duas métricas de Finsler (ou espagos) sobre o0 mesmo conjunto base M sio

equivalentes projetivamente se tiverem a mesma geodésica sob reparametrizacgao.

Vamos supor que F' e Fj; sejam equivalentes projetivamente, portanto existe uma repa-
rametrizacdo tal que uma geodésica v, (7) em Fj, € igual a uma geodésica v(¢) em F. Suas

equagodes geodésicas sdo:

§'(t) +2G"(2,y) = 0
y?@(t) + ZGlé(x@, Ye) = 0.

Existe uma parametrizacdo 7 tal que 2% (7)| =0 = 2(t)|t=0 € Y% (7)|r=0 = y"(¢)]t=0. Esse
novo parametro € uma transformacao do parametro antigo com condig¢des iniciais que sempre
podemos escolher como 7(t)|;—o = 0 e 7(t)|;=0 = 1. As transformagdes dos componentes sob a

_ 01

reparametrizago t — 7 geram g (£) = ZTyL (1) + (4)%9% (1), entdo sua equagdo da geodésica

em 7 = 0 sera:

0%t ; ot 5 y ;
WP:O?J@(O) + (E) lr=095 (0) + 2G% (76/(0), y£(0)) = 0. (2.203)

Mas §5,(7) = §/(t) = —2Gi(x,y) e

19%r

5 5z l=0v' (0) + Gl (,9) = G'(w, ). (2.204)

Este primeiro termo pode ser definido como: p(z,y) = %%|T:0, o fator projetivo é

uma func¢do homogénea de grau 1. Portanto, dois espagos de Finsler podem ser identificados
como projetivamente equivalentes se existir uma funcéo escalar p(x,y) de modo que satisfaca a

equacao que chamaremos de equagdo de equivaléncia projetiva.

y'p(z,y) + G (z,y) = G'(z,y). (2.205)
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Definicao: Conexao linear ¢ uma conexao, chame-a de V, que mede a taxa de varia¢do de algum

tensor 7" ao longo de uma dire¢do v que satisfaz as propriedades de linearidade exibidas:

Vo (fT) = (df)(v)T + fV,T JET (2.206)
Vo(Ti + Ts) = V, Ty + VT (2.207)
Vi T = kV,T keR (2.208)
Vs = Vo, T +V,,T . (2.209)

A conexdo mapeia um tensor para outro tensor e se dividir os componentes nos espagos

horizontal e vertical, sera chamado de derivada covariante horizontal e vertical:

(VIR = Tl da® + T3 oy (2210)

Aqui, os indices com o acento agudo representam o componente vertical do tensor
apOs este ser covariantemente derivado e a seta representa o componente horizontal do tensor
covariantemente derivado. Seria muito bom representar derivadas covariantes horizontais com os
indices barrados (ou vertical para se encaixar melhor com uma notacao de Einstein), mas como
esses indices ja acumulam muito significado, € melhor deixar como estd. Uma forma explicita

deles € exibida e também sera referida neste trabalho como:

VIl bm =T ke = gyl im (2.211)
k1km k1-Fem ky-km, oy bk ks kikm TR
Vel = Tk = 6, e 4 Y el =N S TR (22212)

Vamos representar um vetor de base, no qual atuou uma conexao Linear da seguinte
forma V,0; = w!(v)0; ou vetores duais V,dz’ = —wi(v)dz’. A derivada covariante desta
forma obedecer4 4 equacio estrutural de Cartan: D"w = dw + w A w (NAKAHARA, 1990) em
que a operagdo D" significa D"[T'(Xy, -+, X,,)] = dT[X},--- , X" para T € T(TM). Um
teorema importante afirma que existe apenas uma conexao linear e € chamada de conexao de
Chern. Algumas propriedades se aplicam a essa conexdo, em especial a condi¢do de tor¢ao nula
e a chamada quase compatibilidade-g (BAO et al., 2004):

Ci;
dgi; — grjtw; — girw; = 2F—2’“5y’“. 2.213)
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Teorema de Chern: Seja (M, F') uma variedade de Finsler. A conexdo de Chern € a tnica

conexao linear no feixe do pull-back 7*7'M.

il
Wi = % (Okgi; + 0,91 — Sigjn) da*. (2.214)

L] De uma maneira geral, ela tem a forma: w;'- = F; kdxk + Z;kdyk mas ¢é livre de tor¢ao,

portanto:

do? N wj =Tl da® A da? + Zidy® A da? = 0. (2.215)

Isso significa que ZJ, = 0 e I"’, = I} ;, usa-se a quase compatibilidade-g para ter:

CiﬂNllﬂ

= (2.216)

Liji + Vjie = Okgij — 2

Use a simetria recém-derivada e o chamado truque de Christoffel executando o célculo:

2T ik — 2L )i + 20 (ki) isso leva a forma:

ij

il
= % (Okg1; + 0,91 — 619jx) M. (2.217)

A partir de agora, isso serd tratado como uma definicdo para Fé &

Os coeficientes da conexdo de Chern F;k sdo algumas vezes chamados de simbolo de
Christoffel devido a semelhanga com o simbolo padrdo de Christoffel nas variedades de Riemann,
diferindo apenas pela a substituicdo de coordenadas tangentes pela horizontal. Em analogia com
a geometria de Riemann, um tensor associado a comutatividade dos vetores nesse espaco pode
ser definido e é chamado de curvatura. A particularidade da geometria de Finsler, no entanto,
reside no fato de que ela € construida sobre um feixe tangente e preservar suas particularidades
significa preservar a divisao horizontal e vertical, por isso a chamada 2-forma de curvatura é

definida desta maneira:

O =D"w. (2.218)
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Proposi¢io: dw(X,Y) =X (w(Y)) - Y (w(X)) —w ([X,Y]).

O Abra em cdlculos explicitos o termo X (w(Y)) — Y (w(X)) —w ([X,Y])

— X*0, Y w, + XY 0w, — YV, X w, — YV X 0w, — w, (X"0,Y" — Y*D,X")
= O, (XPYY — XVYH)
= X[w,]Y" = Y]w,]X". (2.219)

Mas isto € justamente dw em termos de componentes Hl

Para ver sua semelhanca com a curvatura da geometria de Riemann, pegue dois vetores
X eY em H,P e calcule sua 2-forma de curvatura usando a equagdo estrutural de Cartan e a

proposicdo acima. Lembre-se de que w se anula quando aplicado a qualquer vetor horizontal:

QXY)=dw(X,)Y) —wAw(X,Y)
=X (w(Y)) =Y (w(X)) —w (X, Y]) = [w(X),w(Y)]
— —w([X,Y]) (2.220)

Isso significa que, se os vetores X e Y comutarem ou mesmo se o comutador for
horizontal, entdo {2 desaparecerd. O que assegura que a nocdo de espacos planos e curvos
permanece a mesma da geometria de Riemann, se forem restringido todos os vetores apenas para
o conjunto base. Observe que a curvatura 2-forma mede o componente vertical do comutador
[X,Y] e é o fator que impede o levantamento horizontal de um loop sobre o conjunto de bases a

ser fechado (NAKAHARA, 1990). Se expandi-lo em termos de componentes, encontraremos:

Q= Ry da® Adat + 2P, da® A byt + Qo A Sy (2.221)

Como a conexdo Chern é livre de tor¢do: Q' = 0, Rz k) = 0 € antissimétrica em termos
de coordenadas base: R}kl = _Rj'uc (BAO; CHERN; SHEN, 2000). Nas coordenadas naturais,

0S componentes assumem a forma:

Riyy = 0k — 0T + Ty T — Ty T (2.222)

P, = —FoT,. (2.223)
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Observe que, se as conexdes Chern nao dependerem dos componentes da fibra, R;kl
passa a ser o tensor Riemann de uma variedade Riemanniana e P = 0. Dando alguns passos
para trés, considere duas fun¢des de Finsler sobre a mesma variedade F' e Fi;, em seguida use a

derivada horizontal e vertical de F' em termos dos componentes de F,.

Vil = (0.~ NLO) F = Fy ViF = 0,F = Fj. (2.224)

Execute os seguintes cdlculos considerando N!, como os coeficientes de conexdo de F,

associados a0 movimento geodésico (esteja ciente de que y/0; N} = N):

V;— F; = OF — Ni 0 F
Frp = Op (OxF — Ni, 0. F)
kFE[ = yka,‘le yk&NkQa F— akGoykal%F
= yFOLF — NiLOF — 2GLO%F. (2.225)

O simbolo 82 representa a segunda derivada 82 = 5 0 a7 © 08 coeficientes de spray G%.

Agora multiplique por —1 e some —0,F' dos dois lados para chegar a:
Y OLF — O F = y* Fyy — Fr+ 2GL 0% F. (2.226)
A expressao no lado esquerdo € quase os coeficientes de spray, conforme definidos no

inicio, porque G = 37, y7y* = Lg'* (yj 8]2EF — O F ) , entdo faca acontecer:

F . F o o _
59" (WOF —OF) = 59" (v F = Fy) + 59"2GL0LF = gia = OF0:F + FOLF
F

G'= 59" Qi+ G5(0, = g" 0 FOrF) = OF = P =4
= §ngQl + Hy' + G, (2.227)
Aqui foram definidos dois novos tensores: Q; = y*F o~ re H = —%%F , € possivel
definir H sem apelar para o coeficiente de spray como H = 3" s ;Fk r pois:
ViF = 0uF — N{, 0. F
k k a
y akG@a
I = F— F
2F BT TG
k Ga@ O F. 2.228
Y a9 F— )

T (2.228)
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Teorema: Para métricas de Finsler F' e Fy sobre a mesma variedade, definindo o tensor

Q, = y*F v — I}, entdo I e Fy sdo projetivamente equivalentes se e somente se ); = 0.

L1 Observe os dois sistemas de equagdes, o primeiro vélido para métricas de Finsler

projetivamente equivalentes e o outro, o que acabamos de derivar.

G'(z,y) = Gi(z,y) + y'p(z,y)

G'(x,y) = Gu(w,y) +y' H(z,y) + 59" Qu (2.229)

Se eles sdo de fato projetivamente equivalentes, o seguinte € verdadeiro:

y'p(r,y) =y H(z,y) + gg”Qz- (2.230)

Uma multiplicagio de y; em ambos os lados e usando o fato de que 4‘Q; = 0 leva a:

plz,y) = H(z,y). (2.231)

o que significa que (); = 0. Mas se era zero desde o inicio, a sentenga € trivial ll

Se alguma func¢do de Finsler € projetivamente equivalente a um espago euclidiano
(espacos de Riemann sem curvatura), entdo € dito que € projetivamente plano. Nos espagos
euclidianos, as geodésicas sdo simplesmente linhas retas; portanto, por causa disso, as métricas

projetivamente planas sdo as que geram geodésicas de linhas retas.

Este foi o estudo de espacos semelhantes entre si, no sentido de que eles reproduzem
a mesma geodésica. Agora, uma pergunta a ser respondida é como a integracdo ocorre na
geometria de Finsler. Para isso, uma medida deve ser definida e uma familia de formas que
possam assumir o lugar da forma do volume. Essa forma geralmente é descrita pelo produto
cunha (wedge product) de n formas em que n € a dimensao do espaco e o produto cunha é

definido como:
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2.3.4 Integracdo no espaco de Finsler

Seja v uma curva suave por partes (piecewise smooth curve), isso significa que € uma
curva que pode ser cortada em n pedacos e é suave em cada um deles. Chame [a, b] este intervalo

ea=1Iy<---< I, =bos cortes, entdo uma curva suave por partes é¢ simplesmente:

villich, L] — M ésuave V 1 <i<n. (2.233)

Como foi discutido no inicio, o comprimento do arco de uma geometria Finsleriana
€ motivado de alguma forma por uma generalizacdo daqueles provenientes da geometria de
Riemann. Essa discussdo ainda se aplica aqui, portanto o comprimento £() de uma determinada

curva suave por partes v serd definida da seguinte forma:

L) = / F(y (1), 4(8)) . (2.234)

O ponto sobre a curva () significa derivagdo em relacdo ao parametro ¢ e se for alterado
o pardmetro t — 7 entdo Y(t) = (1) e Y(t) = %873—(:)

representa-se a derivada em rela¢do a 7 como: /(7). O comprimento dessa mesma curva, mas

como uma questao de conveniéncia

com parametrizacdo diferente, serd dado por:

b b
L(v) :/ F(y(1), %7/(7‘))6& :/ E(y(r), (7)) (%dt)

_ / Fy(r), v1(7))dr (2.235)

E independente da parametrizacdo como deveria ser. O préximo passo € construir uma
teoria de medidas introduzindo uma fung¢@o distancia §(a, b) que seja real e ndo negativa entre

dois pontos, digamos p e g em M e satisfaga:

6(p,q) = d(q,p)
6(p,q) =0 if p=g
6(p,q) < d(p,1) +6(l,q) Ve M. (2.236)

Se essa funcdo existe, entdo nosso espaco pode ser chamado de espaco métrico. Vamos
denotar I'( M) o espago de todas as curvas suaves por partes de um determinado intervalo € R

a M e uma fun¢do métrica pode ser construida da seguinte maneira:
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o(p,q) = Fi(lg)ﬁ(v) (2.237)

Proposicao: (p, q) := Fi(rjlvff)ﬁ(fy) ¢ uma fun¢ao métrica para cada curva regular
U

A primeira condigio é comprovada pela existéncia de curva inversa dada por: () (t) =
v(b+a —t) para~y : [a,b] — M e observando que L(v) = L(7))

A segunda condi¢do deve ser dividida em duas etapas: primeiro € que 6(p,q) = 0 se
p = q o que é 6bvio na definicdo. O segundo passo € que p = ¢ se d(p, q) = 0. Isso significa
que, ao impor para §(p,q) = 0 existe algum v € I'(M) para o qual £(v) = 0, se assim for
usando o teorema do valor médio para o tratamento integral de F'(y(7), (7)) como uma fungo

do parAmetro: F'(7) e sabendo a existéncia de algun A\ € R tal que.

/b CF(r) = FO\)(a—b). (2.238)

Mas entdo F' € positivo, definindo o que significa que F'(\)(a — b) = 0 apenas se

(a — b) = 0 o que conclui o segundo passo.

E o terceiro € apenas uma questdo de desigualdade de tridngulos para integraisll

Para encontrar uma medida nesse espaco, primeiro é necessario definir o didmetro d(X)

de um subconjunto X € M que serd tratado como:

d(X) = sup d(p,q). (2.239)

P.aEX
Agora, seja X; € X uma familia de subconjuntos que forma uma cobertura contdvel para
X, isto é: UX; = X etodas as possiveis coberturas contdveis de X formam um conjunto indicado
como: A()Z( ). De todos os elementos de A(X') vamos nos restringir apenas aos elementos aos
quais: d(X;) < € para algum € > 0 em R e construa o subconjunto A.(X) C A(X). Finalmente,
a chamada medida n-dimensional de Hausdorff pode ser estabelecida com A(n) um parametro,

dependendo da dimensao:

p(X) = A(n)limg inf i 4" (X;). (2.240)
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Isso nos leva a dizer que um subconjunto aberto U C M no sentido de um espaco métrico
com a fung¢do de distdncia como definida acima, € dito ter o volume V' (U) na geometria de

Finsler dada por:

V(U) = /dv = u(U). (2.241)

Toda métrica de Finsler em uma variedade n-dimensional M define uma forma de volume
(CHERN; SHEN, 2005) e aqui dv € essa forma de volume de Finsler. Para um ponto x € M,
denote 0; uma base para T, M e seu dual dz’ uma base de 77 M para que se possa determinar o

volume a menos da orientacdo como:

dv = o(x)dz' A--- A da". (2.242)

Para o(x) um objeto que normalmente é chamado medida de Busemann. Determind-lo
ndo é uma tarefa ficil, portanto para o entendimento completo do tépico, € recomendada a
seguinte referéncia: (BUSEMANN, 1947) além disso, o que serd feito aqui é um resumo rapido

deste artigo.

Defina F'(y) como a norma de Minkowski do espaco, e (V, F'(y)) é chamado de espago
de Minkowski para y € V um espaco vetorial. A indicatriz de (V, F'(y)) é um subespaco do
espaco de Minkowski S C (V, F(y)) é definido da seguinte maneira:

S:={yeV|F(y) =1}. (2.243)

Considere K uma variedade de dimensdes k < n dentro do espago original de Finsler,
~ serd uma curva em K e 7' sdo os componentes dessa curva dentro do espaco inteiro. Tome
o conjunto de coordenadas: z(y) € M, y(y) € T.M e £ = Zg;(" € T, K em seguida,
construa para ambos um espago de Minkowski: (T, M, F((y)) e (T,,M, F1({)). Desses espagos
de Minkowski tome as suas indicatrizes: S, C (1T, M, F(y)) e S C (1K, F/(¢)) denote

[A,(z)] " e [Ac(z)] " respectivamente a drea de dimensdo k < n que é delimitada por S, e S;

o seguinte se aplica como explicado em (HAUPT, 1938):

AN/Ac) = ) (M) = A (y). (2.244)

jrémey, N0 )

Entdo considere Y como um conjunto mensurdvel dentro de K, isso significay C K e

calcule sua medida de Hausdorft:
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wY) = /Y Ay(y)dy - dy, = /Y As(V)Ac(y)dry - - - dryy. (2.245)

No caso de uma variedade k dimensional regular K de classe C, o integrando ¢ simples-
mente || = /> _(£%)? a interse¢@o de qualquer plano com 0 é uma esfera unitéria da drea \(k)

para que a expressao padrao se torne:

u(Y) = /M As(7)d. (2.246)

Portanto, a medida de Busemann pode ser escrita em termos de uma bola unitdria B” € R
em um espaco métrico euclidiano para sua métrica dada pela funcdo médulo: |a — b|. Além
disso, defina a fun¢do de volume euclidiano: v como um mapa dos subespacos de (R, | - |) para

o respectivo volume. Posto isto, a medida de Busemann assume a forma:

o(z) = v(B") |
v({y' € R"|F(z,y'0;) < 1})

(2.247)

Um exemplo instrutivo € o caso da métrica de Riemann para a qual F' = /a;;y'y? onde

«;; € uma matriz positivo definida e ndao degenerada.

Calcular a medida de Busemann €, em muitos casos, uma questdo de colocar um volume
em termos do outro, porque existem poucos casos em que essas expressdes existem como
fun¢des elementares. Uma maneira de fazer isso € a seguinte: primeiro vamos chamar de
S :={y" € R"|F(x,y) < 1} o conjunto em R" contendo os componentes dos vetores do espago
tangente dentro da indicatriz. Pode existir um mapa desse subconjunto para a bola unitaria
na forma de uma transformacdo A : S — B", para que exista, ele deve transformar a fungao

distancia em Finsler na euclidiana fazendo A : y — &.

F(z,y) = Vylay = /(A1)aA1E = /(A1) aA~LE (2.248)
= |€—0]. (2.249)

Conclui-se que deve satisfazer:

A aA e =g (2.250)

O que s6 € possivel se:
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(A HlaA™ =T = det(A) = y/det(a). (2.251)

Dito isto, calcula-se as relagdes entre os volumes como uma mudanca de coordenada de
y para £ e o jacobiano da transformagdo seréd det(A™1). Isso significa que se y estiver localizado

em S e Ay = £ estiver localizado em B™, entao:

/ dhy = / det(ANd"E = \/ﬁ / ) TT(L)) (2.252)

E tudo o que precisamos para encontrar a medida, porque o termo v(B") sera cancelado

e a expressdo que estd sendo perseguida € a seguinte:

o(z) = /det(a). (2.253)

Um caso mais préximo do que serd tratado neste trabalho € a geometria de Randers, a
partir da qual serd mostrado como derivar sua medida de Busemann também. Vamos estabelecer
a notagdo para F' = /ylay + B(y) e B(x) € um funcional linear que atua em y, mas devido
ao teorema de Riez existe um vetor ( que satisfaz: 3(y) = ('y. Para encontrar essa medida,
€ necessdria uma etapa intermedidria, pois existe uma transformacgdo linear L que mapeia

L :y — & com a seguinte relaco:

y'(a— BBy +28'y + B — BBY) B =& (2.254)

A transformacgdo L serd definida como: £ = Ay + v com esses termos satisfazendo
A'A = a — BB e ' A = ' 0 que deixa: vy = S'(a — 4")S. Usando a identidade 9 do

apéndice A, pode-se calcular o inverso da matriz:

o' Bradl By

(a— BB =a” + =55 (2.255)

O que significa que essa transformacao pega vetores em S' e lanca-os em algum espaco que

satisfaga: |[€'¢]? < 1+ fcsz JBJ chame a imagem deste operador para este dominio especifico

= {Lyly € S} ou também ¢é valido: 2 = < ¢ satisfaz [£| < /(1 —a¥3;8;)~ 1 . Essa
{Lyly j

transformac@o gerard um jacobiano igual a det(A™!) porque € linear € -y ndo contribui.
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/ dyt---dy" = / det(A~1)de! .- - ¢ (2.256)
S Q

Para achar det(A™') usa-se o que foi afirmado antes: A’A = a — 33! e chega-se em
det(A'A) = det(a—3") ou também: det(A~1) = y/det(a — B3%)~1, e assim use a identidade

numero 8 do apéndice A para chegar a:

det(A) = y/det(a)y/1 — fta—13. (2.257)

O segundo passo € uma transformacao de deslocamento simples, porque o que falta é
chegar a regido |'¢| < 1 e isso € simplesmente feito pelo deslocamento de cada componente
por esse termo, o que significa: £ — (1 + 1‘”;55’% > &=(1- oz”ﬂ,ﬂj)*% &' e esse jacobiano
€ simplesmente o produto de toda essa escala das componentes de £&. Chame dv de forma de

volume euclidiano e o resultado € o seguinte:

L det- . ¢ [ (A=palp) v
/de "= /Q \/det(oz)\/l — Bta—1p B /B" V1-pBta—13 \/det(a)‘ (2258)

Agora é apenas uma questio de comparag¢@o novamente: v(S) = dgl(m) v(B™) e observar
que todos esses jacobianos sdo apenas fungdes de z, o que leva a:
do(z) = (1 - f'a —1/3) det(a). (2.259)

Em linhas simples, essa era a abordagem padrdao da geometria de Finsler. Como se
pode observar, esse quadro parece promissor na generalizacdo da geometria de Riemann, mas
isso ndo significa que a interpretacao fisica dessa nova possibilidade seja imediata da anterior.
Na relatividade geral, as variedades de Riemann sd@o o fundo matemético em que a teoria é

construida, mas sdo necessdrias algumas modificacdes para aplica-la a realidade fisica.

O requisito da invariancia de Lorentz é exatamente o que leva a causalidade em uma
teoria, separando caminhos e vetores sobre essa variedade em trés categorias: do tipo espago,
do tipo luz e do tipo tempo. A construcio dessa estrutura no espaco-tempo, conhecida como
cone de luz, € feita por um requisito simples da métrica riemanniana: que sua métrica possui
assinatura minkowskiana. Observe que a existéncia de cones de luz na geometria de Finsler ndo

€ uma tarefa alcangada tdo facilmente como no caso anterior.

Mesmo que este seja uma tarefa complicada, o presente trabalho tem algumas facilidades,

porque nio se trata de um caso geral, mas de um pano de fundo da teoria Bi-métrica. Observe
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que, pelas equacdes geodésicas das particulas pontuais no final da secdo Bi-métrica (ou mesmo
em sua acdo ndo € dificil de ver), essa teoria se comporta como duas métricas de Riemann

independentes. A questdo € para quais se deve considerar a invariancia de Lorentz?

Se insistirmos em estar mais apegados a motivagao fisica e deixar apenas uma métrica
ser pseudo-riemanniana, a outra, parecer realmente uma métrica auxiliar e estard perturbando
a invariancia de Lorentz. Se supusermos que essa métrica auxiliar dé pequenas contribui¢des,

surge um cendrio interessante para as teorias de violagdo da invariancia de Lorentz.

Por outro lado, se ambas as métricas receberem uma assinatura Minkowskiana, ela gerard
mais de trés tipos de vetores, pois isso significaria que cada uma da métricas terd um cone de
luz denominando vetores do tipo tempo, espaco e luz com referéncia a uma das duas métricas.
Isso significa que existe uma regido do espaco onde vetores sdo ao mesmo tempo, do tipo espaco
e tempo, referentes as diferentes métricas. Mesmo que essas discussdes sejam especulacoes,
ja que este trabalho ndo vai tao fundo nesses detalhes, algumas iniciativas para construir um

espaco-tempo de Finsler sdo precisas e bem definidas, como foi tratado em (PFEIFER, 2017).
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3 ELEMENTOS DA GEOMETRIA DE FINSLER

Ap6s a discussao apresentada no capitulo anterior, a geometria de Finsler aparece como
uma 4rea promissora de investigacdo para comportar uma teoria fisica. Encontrar uma abordagem
adequada de uma maneira motivada por Bi-gravidade ou gravidade massiva € o objetivo deste
capitulo. Antes de abordar o nosso caso especifico do espaco de Finsler, € interessante estabelecer
algumas analogias entre nossa formulacdo matemadtica e o principio de minima a¢do. Se o
comprimento da curva em uma variedade Finsleriana deve ser identificada com a acdo fisica, é
facil ver que a funcao homogénea de Finsler executa o papel da funcdo de Lagrange para algum

parametro ¢:

S = /F(x,y)dt. (3.1)

Nesse caso, a geodésica nesse espago sdo apenas as trajetorias fisicas e as equagdes de
Euler-Lagrange das fun¢des de Finsler sdo as equagdes de movimento relacionadas a algum
sistema. Essa imagem gera uma série de analogias com a realidade fisica e a estrutura matematica

da teoria de uma maneira que as seguintes definicdes surgem naturalmente:

P, =0,F Momento de Finsler
d, = 0, F Forca de Finsler.

Algumas coisas ji foram ditas sobre 0 momento de Finsler, mas € bom lembrar que
P; = %, entre outras propriedades interessantes derivadas do teorema de Euler para fungdes
homogéneas. Vale a pena mencionar P,y* = F' porque, em certo sentido, F' deve ser visto como
o comprimento infinitesimal F'dt = ds e uma atenc¢do especial a P, P* = 1 porque parece uma
analogia importante com o invariante p;p’ = —m? da teoria de campos quanticos relativisticos.
Observe que algumas relacdes conhecidas da mecanica padrao também podem ser aplicadas
aqui, como: sobre uma geodésica se ®; = 0 entdo F; € uma constante de movimento. Algumas

vezes a métrica de Finsler serd tratada da seguinte maneira por conveniéncia:

Gab = PP, + F0;P,. 3.2)

Um caso interessante € a tentativa de definir algum tipo de Hamiltoniano que resultaria

em uma funcdo identicamente nula:
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H=Py —F=0. (3.3)

3.1 Um olhar diferente

3.1.1 Meétrica

Antes de especificar o espago, revelando o que € F, é mais razodvel estudar o caso geral.
A esperanca é que isso possa facilitar o uso de algumas propriedades dificeis de ver no caso

especifico. Primeiro, reescreva a métrica no formato:

1 2
gz'j = — a AF2
2 0ytoy’

0
- Oy (F@;F)

— 29 (3.4)

Aqui pode-se considerar y; como uma fungdo de ', ou seja: y; = y;(y*) e quando

considerar o contrério i’ = y/(y;) Entdo uma proposi¢io pode ser declarada.

o . P . i Ol
Proposicao: O inverso dessa métrica é: ¢g" = g—g_
1

[ s6 precisa provar que g%/ g;; = d}, e isso é realizado facilmente com a regra da cadeia:

9y’ Oy

Sy oy~ O (3.5)

Com base nessa forma geral da métrica, pode-se derivar formas mais convenientes (ou
nao) dos outros objetos em um espacgo Finsleriano, esse serd o destino desta secdo. Pode-se
encontrar uma derivacdo detalhada desses objetos no espago especifico de Finsler (que sera
proposto nas ultimas secdes) nos apéndices. Por enquanto, a primeira coisa a observar € a relacao

entre y; e a fungdo Finsler:

= — O F% (3.6)
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Observe que, derivando-o em relagcdo as coordenadas da fibra, ele se torna o tensor

métrico novamente, como deveria ser.

3.1.2 Coeficientes de spray e tor¢cao de Cartan

O caso mais simples € a tor¢do de Cartan, que nada mais € do que uma derivada da

métrica:

1
Ciji = 5315.%- (3.7)

Com a forma reescrita acima para a métrica, ndo € dificil perceber que a tor¢ao de Cartan

€ simplesmente dada por:

1
Cijk = éaﬁyi. (3.8)

embrando o teorema de Cartan, note-se que isso ndo € suficiente para afirmar que
Lembrando o t de Cart t ficient fi
Cijr = 0 para todo espaco riemanniano. E necessdria a tor¢do média de Cartan, que significa

apenas multiplicé-la por g

1 .
I = ¢ 0%y

2
_ 1oy 0 (Oy _ 1 09"
C 20y, 0yl \Oyk ) 9 ik oy’

O que se pode dizer sobre os espagos Finslerianos é que eles serdo Riemannianos quando
a métrica inversa nio depender de ¥’ ou se a métrica em si ndo depender de y;. E vélido dizer
que 7/ e 2* sdo independentes um do outro, mas, em geral, y; € uma fun¢do de 2° e y* porque
g = g(x,y). Voltando agora aos coeficientes de pulverizagdo, ¢ bom indicar algumas relagdes

antes de calcula-las, como:

Ohg’y; = —g" Ory;. (3.10)
Isso acontece porque Oy’ = STy,i = 0 para y' = g"/y; s6 precisa usar a regra da cadeia e

depois isolar g/ Oy, para ver o seguinte:
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gijak:yj = ak(gijyj) - 01<:9ijyj
= —0g"y;. (3.11)

Agora, indo para o cdlculo do coeficiente de pulverizagao, € exibida sua expressao como

derivada no capitulo 2:

i
Glzgz(zakglj— ) yFu (3.12)

Note que porque:

gy y' = Orgny™y'. (3.13)

Pode-se também escrever:

Yy
S

G' (3.14)

Esta forma € util para ver a semelhanga com a geometria de Riemann, ja que 7;'-  €xecuta
o papel dos coeficientes de conex@o, mas nao serd amplamente utilizado aqui. Apenas colocando
as coordenadas da fibra dentro das derivadas aos quais eles comutam:

i gij
G' = T (20kg1; — Ojgm) v*y

ij

l

g
=T (2y*Oy; — 0;F?)
1 . .
=7 (—2y"y;0ng" — g0, F?) . (3.15)
Ou também:
i 1 k 1 2\ ij

A partir desta etapa, existem algumas formas que podem ser geradas, a ideia € mostrar o
maior nimero possivel aqui para estar ciente de todas as possibilidades. Primeiro, se for usada a

regra da cadeia para coordenadas de base:
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5t By (3.17)

Conecte-o na expressao derivada até agora para os coeficientes de pulverizacio e abra a

métrica inversa em termos de y e seus derivados, para os quais ele se transforma:

i 1 L Oyl 8 1 9 ij
¢= 2<y yj@xkayl+28]F g

1/ . 8yl 0%y 1 9
- _Z + F 1
( Yi Ok Ay, 0y; g 8 (3.18)

Agora, uma notacdo util pode ser introduzida uma vez que a derivada 8;; serd amplamente
usada, vamos chama-lo de 9*. E importante observar que essa notacdo estd de acordo com a agdo

dos indices de levantamento e abaixamento da métrica porque a derivada é exatamente ¢** 0y

kg — 3yk 0
k —
Dy Dy*
_ 9
= 3
= 0. (3.19)

De volta ao coeficiente de pulverizacio:

. 1
Gl=—= (y Y; gy’j Oyl 4 g”@ F2) (3.20)

Também € possivel adotar a expressao na segunda linha de (3.15) e substituir a expressao

por y; derivada no inicio da secdo, isto significa:

1
Y = 56,;F2. (3.21)

Conecte-o a dita expressdo e o resultado € a férmula do coeficiente de pulverizacdo, que

¢ frequentemente, em muitos livros, considerada a defini¢do desse tensor:

G' = (2y Ouy; — O;F?)

:'&|LQ.

Q@
<

= = (y'05, F* — 0,F?) . (3.22)

-~ |
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Calcular todos os outros objetos pode ndo ser uma escolha tao sabia, porque as expressoes
sdo cada vez mais dependentes desses tensores primdrios, portanto, o procedimento de cdlculo
direto pode ser melhor aplicado ao caso especifico. O objetivo deste desenvolvimento é de mais

facilmente encontrar propriedades.

3.2 Especificando o espaco

E chegada a hora de definir um espaco tal como foi enunciado no inicio do capitulo (de
maneira motivada por Bi-gravidade / Gravidade Massiva). Comecamos com uma variedade de
Finsler na qual, z indica as coordenadas do conjunto de base e y coordenadas do conjunto de
fibras e que sejam os esses conjuntos quadridimensionais. Se a(x) e 5(z) sdo duas matrizes
simétricas e positivas, dependendo apenas das coordenadas da base, podemos construir um

ansatz para uma funcao de Finsler

F(x,y) = a(z,y) + b(z,y). (3.23)

Com

a =4/ Oéz‘j(x)yiyj b= \/ Bz‘j(ﬂﬁ)yi?ﬂ-

Para evitar qualquer termo desagradédvel que resultaria de uma fungdo nula de Finsler,
basta restringir o dominio do espaco por 7'M /0 excluindo a origem e evitando F' = 0, o que
permite a existéncia de % Essa fungdo estd em perfeita conformidade com os axiomas da
funcdo de Finsler, porque € definida positivamente, infinitamente diferencidvel e para o axioma

homogéneo, considere A € R:

F(x,\y) = a(z, \y) + b(x, \y)

= \/aij(x))\yikyj + \/ﬁzg (z) Ayt Ay

= |Al\/ i (@)y'y? + (M) Bij(2)y'yd = [A|[F(z,y). (3.24)

Para ser mais formal, vamos declarar o teorema:
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Teorema: F(x,y) \/ agi(x)yiyl + \/ Bij(2)yty? € uma funcao Finsler sobre 7'M /0

Esse ansatz é claramente inspirado na Bi-gravidade, e a ideia é reproduzir uma métrica de
Riemann para um sitio do modelo DGP 5-dimensional desconstruido, que chamaremos de «/(x)
e outra métrica de Riemann para o outro sitio que chamaremos de (). Para isso é desejavel ter

a métrica de Finsler, conforme definida no capitulo anterior, entdo vamos discutir sobre isso.

A ideia nesta secao € reunir algumas propriedades e consideracdes sobre a métrica. Eles
precisam ser definidos, porque, dependendo de como se deriva esse tensor, sua expressdao pode
ser mais ou menos agradavel em determinadas situagdes. Comecando com a expressdo do
momento de Finsler. A dependéncia das coordenadas da base ou da fibra estard implicita quando

for obvia:

Pk - 8EF
= Ok ( Oéij(x)yiyj) + Oy, ( &j(ﬂﬁ)yi?ﬂ')

_ (oyy'y)) (3 )a (Byy'y))H)

9 k(al]y Yy ) + 9 8E(Bijyiyj)
2)(-3) o (-3) .
= %Qawy] + %Qﬁkjyy
apd )
_ QY 4 Briy . (3.25)
a b

~ ; a ; B ~
Vamos apresentar uma breve notagdo para oy’ = yi, € ﬂkjyj = i, €ntdo o momento de

Finsler é escrito como:

P, = Ui n % (3.26)
a b

E bom mencionar a relagdo entre P; e 3/ e determina-la:

P ==. (3.27)

Isso significa que:
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e! B
i i b\ « a\ B
yi:F<%+%> - (1+5> yi+<1+g> 5. (3.28)

O plano agora € apresentar as diferentes formas que a métrica desse espago especifico
pode ser escrito, dependendo do nosso interesse. A fim de facilitar a compreensao e evitar
confusdes, misturando os diferentes modos e formas, decidiu-se separar para cada derivagao,

uma subsec¢ao.

3.2.1 Forma da cadeia

Aqui o que vamos fazer é simplesmente dar um passo adiante na derivacdo da métrica
em termos de um tensor que podemos chamar de 7. Observe que o vetor da fibra contraido pode

ser colocado no formato: y; = 7;;4° apenas usando célculo explicito feito nas tltimas paginas:

yo=F (% y =y =T o 4 Py (3.29)
a b a b
A métrica serd simplesmente sua derivada, segue que:
ik = Mk + Y Oty (3.30)

Observe que 7;; € simétrico e como g;; deve ser simétrico, portanto o segundo termo
na expressao também deve ser simétrico. Dito isto, a determinagdo de y; torna-se uma simples

tarefa de usar as propriedades desse tensor:

Y Ok = y' Opmus
c

y'omi; = 0. (3.31)

Como 7 € uma func¢do homogénea de 0 grau e, devido ao teorema de Euler, a segunda

propriedade € justificada, o que leva a forma de y; como deveria ser:

Y g = v — vy O .
i = nijy’. (3.32)
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A matriz inversa, nesse caso, serd um passo adiante no cdlculo da dltima se¢do. Usando
1"/ como o inverso de 7;; observa que de fato, ela existe porque 7 ¢ uma soma de duas matrizes
positivas ndo degeneradas, isso significa que seu determinante nunca serd zero. O inverso de g;;

é realizado encontrando a expressdo para " usando a igualdade y; = 7,y

Y =n"y; .
b= Ok o (3.33)
Y

3.2.2 Forma do momento

A nova abordagem nesta secdo serd tratar a expressdo em termos do momento de Finsler.

A partir da defini¢do e usando a métrica na forma fornecida no inicio do capitulo:

gx1 = Py P+ FORP,. (3.34)

O momento de Finsler ja foi calculado e a tnica coisa que resta € calcular a derivada do

momento, para isso € preciso primeiro:

— | —O; = Oy - -,
oy \a kY kY Oy a | ady kY

Qi kOéi ! (677
— T Y | B (3.35)
a a

Faca o mesmo para /3, € andlogo. Isso é 1til porque:

(3.36)

Portanto, o segundo termo da métrica estd definido para ser

i oF _ _Olkjyjaliyi 4 gl Biy’ By’ + @
oy 0 N

— — — H _ — H 7
(akl 5 > + <6kl > . (33 )




Capitulo 3. ELEMENTOS DA GEOMETRIA DE FINSLER 99

Fazendo isso, a métrica assume o formato:

F AN Uil
_ 1J] 1J)
9i = bl + — (%’ — ) +4 (@y — ) : (3.38)

Ou simplesmente:

gij =

vy, 0 (9 o (v,
Y% . 9 (YY), 9 (Y
F3 0y (a) oy <b>] ' -39

Nesta forma, alguns cédlculos e propriedades tornam-se evidentes sem o uso de muitos

desenvolvimentos termo a termo. Este € o caso da expressdo y'g;; = y; que é simplesmente 0

uso do teorema de Euler, mas o mesmo vale para 3’ g;; = y; 0 que significa:

a B
J JJ J ] .
o 8
J_Z_ [ L) — A 4
yayi<a) yayi<b> (3.40)

Mais do que isso, pode-se concluir que esse termo € de fato zero devido a propriedade

Y9 =yi+ F

de simetria do tensor métrico. Como € notdvel, o primeiro termo é simétrico, portanto os dois

dltimos também devem ser:

a—ﬁl—a—yﬁ’“ 3.41
e A Bl (3.41)
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> B
Proposi¢io: y*0; (%’c) = —yFo; (%) -0
O Primeira note que % ¢ uma fungdo homogénea de grau zero, o que significa que:
v, % =0 (3.42)

mas agora use a simetria discutida no ultimo paragrafo e vocé terd a prova, faga 0 mesmo

para o termo com [ apenas fazendo as alteragdes apropriadasll

Certamente, tudo isso € 6bvio pela expressdo aberta da derivada, mas as coisas ficam
grandes de uma forma que o minimo que precisarmos abrir serd melhor. Agora pegue a métrica
e coloque a fun¢@o de Finsler em evidéncia, deixando-a no formato da identidade de nimero 9

do apéndice A, para:

1 1 1 -
=F 0P+ =PP| = ¢" = — | P+ PP . 3.43
ki |:kl+Fk:l:| g F|:kl+Fkl:| (3.43)
Use a identidade niimero 9 nos colchetes que sdo invertidos com 0f, P, fazendo o papel de

hi; e % sendo k£, isso acarreta:

1 gy SEPIEP
0P+ =P =L - Pnion 3.44
|:kl+Fkl:| P, F+ayJPP (3.44)

-1
. 0
E 0 mesmo argumento para dizer que ( & = % na primeira sec;ao foi usada para
dy T Oy,

justificar que (8,3]3,,)_1 = ay” . Vale ressaltar que: d; P, é simétrico, assim como: aP . A métrica
inversa sera:
6y oy’
1 9y P3P
kl _ Y P, " 9P (3.45)

~ Fob, F2+F‘9y7PP

3.2.3 Forma tradicional

E agora € hora de fazer tudo em cdlculos explicitos. Como foi feito antes, usaremos a

seguinte expressao:
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o2
—F
Oy’ Oy’

AN 9
L8 (L4 L) 2p, 3.46
(a+b)<a+b>+ Oyt~ (346)

A derivada do momento de Finsler ja foi computada anteriormente e é sabido que a

gij = biPj+ F

métrica assume a expressao:

AN AT ANA b
= =+ 214 2 _ = 22 — - JI ] 3.47

Pode ser interessante coloca-lo em uma forma alternativa, fazendo:

a: By, Fi5 Fiid; g N[5 &
= - PuN 2 dIgr D dIIt gL gL ) )
Yij F(a+ b) a a? b b2 +<a+b><a+b)' (3.48)

Agora use a defini¢do de 7, j& apresenta duas se¢des antes:

0 y
Nij = F(ﬁ + %) (3.49)

Inclua-o na métrica e faca algumas manipulagdes matemadticas no segundo termo para ter

uma expressao separada em duas grandes partes:

Yig = i @  a a 2 b b2

1 /b 1 Ja 1 /b 1 Ja
= Nij — <a \/;aik - E\/%ﬁzk) <a \/;ajl - 5\/%5;‘1) "y (3.50)

A segunda parte € composta por dois tensores iguais multiplicados por y, portanto, é

go bum uw aum (5w (4 0
e — 29 3Yi _ Yili Vi (Y Vi) (Y Y
a b a b

conveniente criar outro objeto denotado como:

1 /b 1 /a
Ei = (5\@% - 5\/;@0 . (3.51)
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Isso deixa a métrica em uma forma mais compacta:

9i; = nij — Ealy" (3.52)

Essas sdo as métricas de Finsler do espago que estd sendo tratado neste trabalho e sao
obviamente todas equivalentes. A razao para construir este capitulo dessa maneira especifica,
ja se justifica agora, devido ao cdlculo da métrica inversa. Nesse caso, é tdo demorado que é

melhor deixd-lo no apéndice em vez de destruir a fluidez deste texto principal.

Um pequeno comentario € necessario neste final de se¢do, porque no inicio foi mencio-
nado que essa abordagem era tratada em 4D, mas até agora tudo € independente da dimensao. O
ponto é que no apéndice € encontrada a derivacdo do inverso de uma soma da matriz apenas em
4 dimensdes a ser aplicada em 7, mesmo que o inverso dessa matriz sempre exista para qualquer
dimensdo. Outros objetos que foram estudados no capitulo anterior sobre a geometria de Finsler
foram derivados para este espago especifico e podem ser encontrados nos apéndices, bem como

em algumas propriedades uteis.

3.3 Algumas propriedades de calculo

Algumas propriedades do tensor métrico de Finsler, especifico desse espago sdo inte-
ressantes serem destacadas e esse € o principal objetivo desta subsecdo, mas primeiro vamos
ter certeza da notagdo. Tome a forma da métrica como exemplo: g;; = 1;; — &ixiy™y' onde
Gij» Mij € &; representam os componentes de um tensor que serdo indicados sem indices quando
referidos como objetos puros g, 7, £, respectivamente. A métrica em termos de produtos ma-
triciais assumird a forma: g = 7 — £y(&y)T onde nesse contexto y é um vetor e (7) significa a

transposicao.

Dito a notagdo a ser seguida, aqui vem algumas propriedades que vinculam todas as
diferentes expressoes da métrica que foram derivadas. O mais simples a ser observado é que,
como [’ € uma fun¢do 1-homogénea, g;; € uma fun¢do 0-homogénea e, se g;; for considerado

como foi a ultima derivagdo, pode-se perceber algumas coisas sobre 7;; € &;y.

Tomando g como escrito anteriormente, entdo 7 ¢ uma fungdo homogénea de ordem 0 e
¢ é uma fungdo homogénea do grau —1, significa que &(z, \y) = A~!¢ e por causa disso e pelo
teorema de Euler y*0;7;; = 0 e y*0:&;; = —&;; e devido ao fato de que « e 3 sdo simétricas, 77 €
¢ também serdo simétricos. Observe que, quanto mais explicitos sdo os cdlculos, mais os objetos
auxiliares acumulam mais propriedades derivadas das formas compactas. Isso serd considerado

como uma proposicao para o tensor &:
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Proposicdo: &;;y'y’ = 0.

S6 precisa abrir explicitamente:

o 1 /b 1 Ja o
&y'y = <a\/;aij - g\/%ﬂij) vy’

=Vab—vVab=0.1 (3.53)

Nao se pode dizer que & seja responsavel pelo emaranhamento das métricas de Riemann
« e (3 pois 7 contribui com alguns termos cruzados. Isso significa que o espaco dual de ¢ ndo é

simplesmente algum tipo de soma direta de dois espacos vetoriais Riemannianos duais.

Bij
b

como deveria ser. Algumas coisas ja conhecidas serdo re-derivadas aqui,

f % . : _ u — (%
Essa proposi¢ao nada mais € que o antigo P; = ¥ lembrando que 7;; = F'(=2+
_ nigy?
—F
como foi o caso, mas essa forma ser4 util para desenvolver mais facilmente algumas propriedades

) o que

significa que P;

adicionais. A existéncia da métrica, da forma como foi derivada na segunda subsec¢do, serd

interpretada como uma consequéncia desta ultima proposi¢ao:

Proposicdo: g;; = dinuy” + 1

O aqui parece pertinente lembrar que a tor¢do de Cartan satisfaz C;;.y" = 0 pois

9iv") = Orgiy’ + 03
= gue. (3.54)

Por outro lado
ak(gz'jyj) = 315(771'3‘?/)
= Opnigy’ + ;03 .. (3.55)

9ij = %nikyk + ;.1 (3.56)
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Aqui hé a conexao entre duas expressoes da métrica derivada até agora, o que suscita
a suspeita de que o tensor £ esteja vinculado a n. Nao € possivel concluir algo comparando as
expressoes, porque elas sdo contraidas com y; portanto, por cdlculos explicitos, a relacdo entre

as duas pode ser estabelecida como:

_ !
Oenij = —&iiény (3.57)
Uma consequéncia direta disso € a forma muito mais compacta que a métrica assume ao

aplicar simplesmente uma regra da cadeia e permitir que ela seja descrita apenas no objeto 7.

Essa € a primeira forma da métrica derivada no inicio do capitulo:

k

Gij = 35 (mky ) . (3.58)

Nesta forma, vemos que &;;4'y’ = 0 tinha que ser assim, por causa do teorema de Euler
discutido anteriormente, caso contrdrio, a métrica nao seria uma derivada de alguma funcao

1-homogénea.

3.3.1 Equacgdes de autovalores

Outras conclusdes vém na forma de equagdes de autovalores e € nisso que a secao atual
estd interessada. Um fato muito conhecido sobre autovetores € que, se A, B sdo matrizes e y é

um vetor com autovalor A\ para o produto de duas matrizes, isso significa:

(AB)y = \y. (3.59)

Entdo a a¢do adjunta de B aplicada em ambos os lados estabelece uma relacdo entre os

autovetores do produto AB e BA:

(BA)ByB™' = AByB™! (3.60)

E novamente uma equagio de autovetor com o mesmo autovalor, mas para o vetor ByB !

que pode-se chamar v = ByB~! e a equagio de autovetor sera:

(BA)v = \v. (3.61)
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Proposicio: ¢“n; " = y' e gi;n’" P, = P,

. . .~ J J
(] use a primeira proposigdo para reescrever P; = g;;% = ;% e:

) . 1 ..
P'=g"P; = =g niy". (3.62)

. i -
Mas P' = yf entao:

9y’ =y (3.63)

Para o outro, segue da mesma maneira:

0’ Py = i npy" = Pt =g"F; (3.64)

Esta é uma equacio de autovetor de iy com autovalores iguais a 1 para a matriz g~ 'n o
mesmo vale para P e a matriz g;;7’*. Este é precisamente o caso tratado na abertura da se¢do, do
que podem ser derivadas mais algumas equacdes de autovetor e autovalor, como serd apresentado

acima:

gy =y — (ng~myn~" =nyn~". (3.65)
O mesmo se aplica a PP seguindo analogamente ao y. Parece apropriado fazer a definicao

v = nyn~! e entdo chama-se ' Py = Z
gn~'P =P~ (n" g Pn=n""Pn. (3.66)

Exibindo todas as equagdes de autovetor e autovalor que foram derivadas lado a lado,

leva a isso:

T 1, _
g 177y Y ng v=v (3.67)
gn " P=P nfng =7
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Abra g e g~ como na forma tradicional, e assim seguem as seguintes relagdes (vé para

os apéndices para ver todas as defini¢des):

KT 0% =0 &t/ &isy" P = 0
knijTkavk =0 nijfjryrfksyszk = 0.
(3.68)

Vamos adotar a seguinte notacio: -2~ = J* em analogia com -2 = 0z, como foi
Oyr Oy

discutido algumas secdes antes. Pegue g para ficar na forma da cadeia e observe: 8’_“1717*1 =

—ndFn~! para chegar em:

3’577”%% =0 8ETh‘jyiyj =0
Opni; P'P? =0 o' PiP; = 0.
(3.69)

3.3.2 Relagdes extras

Para esta secdo vamos usar muitos elementos presentes nos apéndices, mais especifi-
camente o apéndice E onde discute-se sobre a métrica inversa. Antes de dar prosseguimento
ao capitulo, algumas informacdes do apéndice serdo repassadas. Primeiramente retomemos a

expressao da métrica inversa:
g7 =n" + kT, (3.70)
Onde k é um escalar definido para deixar a expressdo mais curta, assim como Y*

B 1
1- nijgikgjlykyl

(3.71)

E também

o] (5 z \ﬁ 8L 15 4 b gt — (@1y; 5“‘)‘”yj\/3

L5t 4 S (Sitrd — = (8itrdt — (1)) [ 2

’%’ [53 b(é t )]FCL4 ’ ’[5’6 a(ék‘tr ( )k’)] Fab3 a
|

o i i aklﬁljyj a | by 1 —1vi Y’ a
’%’[51@ b(éktrcb D] Tha 2 [6A+&(5jtr<1> (P ))}Fb4 7 (3.72)

7
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E mais conveniente considerar a expressio 1'*¢,y! = T? e também é possivel usar a
propriedade —&;;&y' = Ogni; para reescrever essa métrica inversa de forma andloga a forma de

cadeia, observando que é valido:

T =~ sty (3.73)
E bom notar que 9% (7;;7") = 0 porque vamos usa-lo para substituir " 91, = —n1u0pn”,

Isso significa que:
T = O num™y'. (3.74)

Faca as alteragcOes apropriadas e a métrica inversa também pode ser considerada:

g7 = 0" + ki opn" . (3.75)

A seguinte defini¢c@o serd estabelecida para tornar mais natural:

P = kn*oy. (3.76)

Do que a métrica inversa pode ser, portanto:

gik _ nik + @Enijyj. (3.77)

Parece pertinente mencionar a similaridade com a forma da cadeia para a métrica inversa,
pois ndo € dificil perceber que: @*ny; = 0¥ n'y;. Esta pode ser uma chave para se determinar

a relagdio de y'(1;) que até entdo parece muito obscura.

Para finalizar é bom expor algumas consequéncias das diversas formas que foram deriva-
das para expressar a métrica. Usando-se y'Cjr. = 0, gi = 95 (y'na) e &;y'y" = 0 para concluir

que:

97y; =1y, g7 P; =" P,
0 (97 P;) = g7 0P 0 =0
P =0 yi Py = 05y’ Py

iy’ = Oy’ Py = Ity
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3.4 Possiveis aplicacoes para a fisica

As estruturas apresentadas até entdo e nos apéndices serdo usadas aqui de forma a discutir
de que maneiras essa teoria matematica pode ser usada em favor de uma teoria fisica. Claramente
a motivagao original permanece em grande evidéncia, isto € a Bi-gravidade, que serd tratada
no ultimo tépico desta secdo. A questao € que mesmo com esta motivacao original muito bem
definida, este espaco de Finsler ainda pode ser repensado sob outras perspectivas. Este € o

destino desta se¢do.

3.4.1 Perspectivas para este espagco

O que mais se espera deste espaco é que ao menos o formalismo tradicional esteja
preservado, ou seja o geometria riemanniana seja de alguma forma derivada disso. Como
discutido no capitulo 2, o objeto responsdvel por medir isso € a tor¢do de Cartan, que foi derivada

no apéndice G e serd exposta aqui:

1

5523 (nuy")

1
— 5 (Oemss + Oyma + ' OFma) (3.78)

Ciji, =

Ou ainda melhor, a tor¢do média de Cartan do apéndice H

g*

L=7-
2

<8E77ij + ajﬂz‘k + yla,%jmz) . (3.79)

Segundo o teorema de Cartan, para se ter um espago riemanniano € preciso que esses

tensores se anulem, entdo surge uma condi¢do para que esse espacgo seja riemanniano:
192
Opnij + O5mik +y a;;;nz‘l = 0. (3.80)
Uma solu¢do bem clara € o caso em que 7 ndo depende de y, mas para evitar casos triviais

como os euclidianos adota-se: 5 = f(z)«a. Neste caso é bem evidente que se trata de um espago

de Riemann deslocado pela fun¢do / f(z) e satisfaz a equag@o pois:

mij() = (14 v f(@)) oy (). (3.81)

E natural se questionar quanto 2 aplicabilidade desse formalismo para a Relatividade

Geral, uma vez que ndo se apresenta como uma métrica pseudo-riemanniana. A verdade é
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que nao parece haver um forma natural de considerar isso, contudo ji sdao estudadas formas
de assim o fazer como serd explicado no capitulo 5. Outra grande aposta deste formalismo
¢ a possibilidade de modelar teorias com quebra da invariancia de Lorentz o que sem muita
discussdo parece bem plausivel. Um formalismo semelhante que ja foi abordado neste trabalho

que também € usado para violac@o da invariancia de Lorentz € a dita geometria de Randers.

Como j4 foi dito, esse espaco (chame-o de espaco da Bi-métrica) € ndo riemanniano,
assim como o espaco de Randers entdo € importante saber se este espaco € uma generaliza¢ao
que se aproxima desta ou trilha um caminho mais autbnomo. Por isso é importante analisar a
torcdo de Matsumoto presente no apéndice K a luz do teorema de Matsumoto, afirmando que
esse espago serd de Randers quando essa torcao for nula. Em vista disso ndo € tdo simples dizer

quando isso ocorrera:

a o B8 B

3IF |1 Ty 1 Liyiyr)
M, =Ciip — —— | = | 1u - |\ I - 3.82
ik T P 2 +3 (@Br) 72 (3.82)
E de se imaginar que fazendo §;; = [(;3; existe um paralelo muito forte entre os

dois espacos, pois pela funcdo de Finsler do espagco de Randers dada como F' = a + b =
V@iiyiyl + Byt as duas fungdes seriam muito parecidas. A tor¢do de Matsumoto no entanto

seria:

3IF |1 Latiyn)
My, = Ciip — Sl ) P L2 I 3.83
ok T fa k) a? ( )

Entdo ndo hd uma solu¢do muito bem clara, além das solugdes triviais, que sao espagos
de Randers mas sdo também espacos mais fundamentais, como euclidiano e riemanniano. Isso
acontece para 77 = cte no caso euclidiano e = () no caso riemanniano. Isso significa que o
espaco Bi-métrica ndo € propriamente riemanniano mas também ndo segue 0 mesmo caminho

de generaliza-lo feito por Randers.

3.4.2 Analogia com a Bi-gravidade

Neste topico serd discutido porque parece interessante usar este espaco de Finsler para
representar a Bi-gravidade. Uma realidade desta abordagem € a quantidade elevada de contas e
sem duivida um dos principais culpados € o inverso da métrica, por isso vamos tentar evita-la o
quanto pudermos. Para nos convencemos de que este de fato ¢ um bom ponto de partida para se
abordar a supracitada teoria fisica, nada mais justo do que analisar as geodésicas deste modelo.
Se forem algo parecido as geodésicas calculadas em (2.155) entdo termos um bom sinal. Para

isso encontremos a curva que obedece:
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ij

J 4 2Gi =g + 97 2051 — O] y'y* = 0. (3.84)

Para evitar lidar com o inverso da métrica que € bastante complicado basta multiplicar a

expressao pela métrica e o que resulta é:

7

5
g + 2 [Q@gm; Omu y'y® = 0. (3.85)

Abrindo o tensor nw =F a” 45 ”) e estudando apenas a parte da equacdo que veio

de G’ fazendo: &} = a0 = ; kﬂ'” teremos:

2 a—b
(3.86)

; k)l
F (ﬁ%y Y+ %my y) + 24 Kam@k(F) +0@k01(F) - akl@(%)) + (a K B)} :

Aqui o sinal (“?) significa que o termo anterior se repete s6 trocando o que era antes o
a—b

por 3 e a por b. Antes de seguir para o termo g;;¢', primeiramente o que ja se é sabido:

;. dat L ddd
Yy = 7 Y= s ds (3.87)

Onde s € o parametro conhecido como comprimento de arco, mas a intengdo € de propor
um novo parametro baseado nas métricas « e 3. Por isso definimos os parAmetros s, = [ adt e

ss = [ bdt motivados pelo comprimento de arco no espaco de Finsler:

5= /th = /(a+b)dt: /adt+/bdt. (3.88)

Assim vamos adotar ds, = adt e dsg = bdt e as mudangas neste parametro implicam

mudancas em y em primeiro lugar:

i

ds, dsg
y = — —_B

ds ds,  ds dsg’

(3.89)

Onde usando a parametrizacao da fun¢ao de Finsler como o préprio comprimento do

arco teremos F' = 1 o que significa que:
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dsq dsg
_— -_— = b .
ds “ ds (3-90)

Assim conclui-se também que:

. o d di'  dadr’ d dz'  dbdxt
j ——— =0 ——. 3.91
v dsa dsa * ds dsq dsg dsg * ds dsg (390

Dito isso, retorna-se ao cdlculo da equacao da geodésica com:

9i9" =m0’ + Oy (3.92)

Separando cada termo tratemos o primeiro termo:

d d* F dxtda d dxi dzt db

= aF o —— —— + bF PN .
L e P ML bﬂ”dsﬁds (3.93)

E para o segundo termo:

y b Lo a i B . Bk ;
Omuy"y = —gamaﬂykyly — ﬁﬁikﬁjlykyly + bj vEyly 4+ = b] v 'y

Introduzimos uma notacdo aqui usando o« como exemplo, mas o mesmo € vdlido apenas

substituindo « por 3:

dz’ 4
ds. = gél a”y = Y. (3.94)

Dito isso continuam-se os calculos

om; k'i——ba-~ii b da—i—a Ay —|— da
d db d , a db
b2y, y; i by =y 3.95
+ yyydw +%d5 ayy]dsﬁﬁ byﬁ]ds (3.95)

Segue que:
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y d | da (F b\ db
g = abousg Ut g \a ") T as

d —
+wzyﬂb———y +—(“ 5). (3.96)

y
—ab iYi—— @
iy Jdsas " \a—b

a dsq

Mas observe que:

do ([F b\ db dF
a( > — 0. (3.97)

ds \a a +ds ds

Obviamente o mesmo vale para beta. Desse modo a equacao da geodésica sera:

Flaog | =—vy +vuuey ) 085 | =—v" + Vet || + Bj =0 (3.98)
dsoz « o« dsﬁ B B B
d ykey! F F F
Rj = QQ%ijg — ab:(y)ﬁf -+ T Oék]al + a]lak — Oéklaj Z
a— f
. 3.99
* (a — b) ( )

O b?
ab

E itil notar que 9 (£) =1 ( - a—lgﬁka2> assim o cdlculo de R; fica:

d . d
Rj = a’yiy;——y' — aby;y;———. (3.100)
! @ g]d aa a aj dsay’
Use aij akamy para notar que led y = —lyia a® e 0 mesmo para 3 e chegar

na conclusao que R; = 0 Ou seja a equagdo da geodeswa sera extremamente parecida com a

apresentada na se¢do de Bi-gravidade (2.155)

d . i d '
el (g?ﬂf +7kl?{lk%l> + 0By (d y' +7k,ykyz> =0. (3.101)

Uma constatacdo final e incontestavel seria a derivacdo de uma agdo para esta geometria,
tal qual feita na expressao(2.259) para o caso de Randers. No entanto essa ndo € uma tarefa das

mais faceis, haverd uma discussao no capitulo 5 que dard prosseguimento a essa discussao.
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4 METODOS PERTURBATIVOS

Neste capitulo, serdo tratadas diferentes abordagens nos varios limites de perturbacao,
mas antes € bom estar ciente das estruturas que o proprio formalismo Finsleriano nos oferece.
E bem verdade que espera-se um retorno 4 geometria de Riemann em algum limite. Isso é
aguardado ndo s6 pela semelhanga entre as fungdes de Finsler F' = /a;y'y/ + \/m
e ' = \/M , mas também pela esperanca que se tem em interpretd-la como a teoria da

Bi-gravidade que em algum limite retorna a Relatividade geral.

Também € de se esperar que exista alguma semelhan¢a com a geometria de Randers pois
ela é uma estrutura de fundo muito util para tratar sistemas com quebra da invariancia de Lorenz
que foi comentado no final do capitulo 2. Além disso a passagem de uma geometria para outra
seria feita simplesmente pela substituicdo: b = \/m — B9/, o que poderia ser feito em

alguma medida pela matriz 3;; = 3;0;.

E verdade que os dois casos ndo sdo completamente andlogos, pois se por um lado temos
na geometria de Randers a restri¢do o/ 3;3; < 1,por outro a fun¢do médulo, que surge no caso

Bi-métrica, pode mudar algo estrutural.

Também ¢é preciso considerar o limite massivo desta teoria, isto é, o limite que foi
apresentado no final da se¢do de Bi-gravidade, onde foi determinada a massa do graviton. Aqui a
ideia serd a mesma, propomos uma perturbacdo na métrica e depois expandir-se-a até a segunda

ordem na perturbacao.

4.1 Aproximacao riemanniana

Antes de abordar o método aproximativo propriamente dito € interessante avaliar as
geodésicas dos dois espagos e compara-los. Nada melhor para fazer isso do que achar achar
seus tensores ();, aquele responsdvel por determinar se dois espacos sdo ou ndo projetivamente

equivalentes.

Para isso € s6 usar o que foi apresentado na secdo sobre geodésicas no espago de
Finsler, mais especificamente a equagdo Q; = y"Fy;; — Fr. Aqui F = \/ouy'y? + /Bijy'y
e I, = Op — N[ O;I" e os coeficientes de conexdo sdo referentes a geometria de Riemann,
N; = ~j,y" onde v}, representa os simbolos de Christoffel para a métrica g;; que esta presente

na fungdo de Finsler para o caso riemanniano dado por: \/g;;y'y’.

Antes de abrir todas as contas pode-se simplificar ainda mais a expressao de (); usando a
- . . . . . ; ; . S
conexio associada a0 movimento da geodésica descrito como J;G* = Ny e assim G* = -J*3// T

Usa-se também a homogeneidade de grau 2 do coeficiente de spray para reescrever a equagao
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abaixo:

Q =y "F — F;
"0 (O — NjOs) F — O,F + N{OF
YEOLF — OG"0:F — y*0,G"OLF — OF + 9G" 0 F
yrOLEF — 2GTOLF — O,F. (4.1)

Como o primeiro e o ultimo termo da equa¢ao dependem apenas da fun¢do de Finsler
Bi-métrica, pode-se escrever uma expressao geral para qualquer espaco que se deseja analisar a
projetividade com o nosso caso. Entdo desenvolvendo os dois termos supracitados e deixando o

termo do meio como estd, teremos a seguinte expressao:

al’taZ T S :35740(2 /Bllﬁl T,,S yylﬁl
Y OF = OF = 3,4y = = Y Y - Y 42)

%
Onde aqui, como j4 feito anteriormente, %TS significa os simbolos de Christoffel para a

métrica o, 0 mesmo para /3. Agora colocando tudo na forma do tensor (); conclui-se que:

1 @;5 (ai ; a—f
=~ oy - 2 Y- 26 . 43
Qu a(cw a2> VY'Y a U (4.3)
Onde os termos que sao simétricos com « e (3 estdo contemplado na forma (O‘_w ) que

significa os mesmos termos de antes sé trocando « por (3 e a por b. Esta € uma expressdo para (),

mais geral do que s6 o caso riemanniano. Chegamos a conclus@o que para o caso que desejamos

analisar apenas colocamos o coeficiente de spray desejado, neste caso: G' = myf y*. Este
objeto é:
L i\ (of a—
= - i — =" — s ) YY" . 4.4
Ql a (al CI,2 (77‘8 f)/rs) gy + a— b ( )

E bom também analisar o caso em que a métrica do caso riemanniano é apenas g = «

assim a expressdo se torna

Q=

BEN i
(ﬁh ) (%5 — %rs) Yy (4.5)

@‘I»—t
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B p A
Analisemos o fato que <Bli - yg—é’) y" = 0 e recordando-se do teorema que determina
que dois espacos Finslerianos sdo projetivamente equivalentes quando (); = 0 pode-se dizer que

. . , IBZ a’L s r 7 . .
0 caso mais geral para isso é quando: | 7,, — 7, | ¥°y" = p(x,y)y". Isso acontece pois a matriz

5B
(ﬁzi — 3’1’7—32”) é degenerada, no entanto 3 nio €.

. (B i ; :
p(x,y) seria o autovalor da matriz ('y,,s — %TS) y* com autovetor y* no entanto isso deve
ser valido para qualquer ¥° na fibra. Para satisfazer a equacdo de autovalor nio se vé outra opgio
i i i i
se nao p(z,y) = 0, mas ('[;Ts — %m) y® deve ser degenerado, ou (&S — %rs) =0oqueéo

caso: @ = A\ para A uma constante. No caso degenerado

Em se tratando do caso geral, para o qual:

ISEN

Q=

oo BB ;
iy, al 7 s, T 1 YiY; 'BZ 7 s, T
Qi — # (f}/rs o 77“5) vy + E /Bli - ;2 (fyrs - ’}/rs> vy . (4.6)

a a .
Yi4i ) ¢ degenerado com autovetor 3, 0 mesmo vale para /3, mas ndo
a

Sabe-se que (ali —

ha uma forma evidente para se destacar quando esses espacos sdo projetivamente equivalentes.

4.1.1 Métrica perturbada

Inspirado no caso recém descrito podemos considerar a geometria de Finsler para uma
funcdo Bi-métrica como uma perturbagcdo do caso riemanniano. Nesta se¢do serd analisada a

aproximacao do tipo:

F=a+thb. 4.7)

Para

a = /o (z)yy! by = 1/ A2Bi;(z)yiy. (4.8)

Suponha || << 1 e vamos chamar

2(x) = N Bi(x). (4.9)

Veja que
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« g
ouF =0 |24 21| (4.10)
a b)\

Esteja ciente da distingdo by = A\b porque aqui estd definido b = /3;;(x)y'y’ e é vdlido
. B
dizer y, = Bpy"
Calcule a métrica

a o ﬁ/\ﬁ)\

«a £ e B>

A
Ye | Yk Y Y ar | B YY1 | Y'Y
==+ =+ = | +F|—+==— | =+ —F— . 4.11

Ikt a by a by a b a3 b3 11

Use o limite riemanniano para ter:
grl = Qi+ ANy + O(\?). (4.12)

E a matriz de perturbacao € definida como:
a B a B
b bocoz yzy+yyz a apgp

Aijj = —ay; — 3 YiY; + # + gﬁz‘j — Yl (4.13)

Proposicio: o inverso da métrica acima é
g9 = a — Xat* Ayal. 4.14)

O Por substitui¢do direta na equagdo: g;;¢’% = 4.,

(aij + M) (07 = X' Asa™) = ag;a? + A(Aya?® — ag;ad Aa™) + O(N?)
=5 +0\) .1 (4.15)
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Um método geral para calcular o determinante de matrizes semelhante a esse pode ser

derivado da férmula apresentada no apéndice B:

det(g) = det(a + AA) = det(a) + det(a)tr(Aa"'A) + O(N?) ..
det(g) = det(a)(1 + Atr(a ' A)). (4.16)

O mesmo pode ser usado para o inverso da métrica:

det(g7!) = det(a™)(1 — Mr(a™A)). 4.17)

E a tor¢do de Cartan seré:

1 8-/\1
Cijk = 5@;% =0+ A%. (4.18)

De fato, isso significa que a geometria que estd sendo tratada nesta subsecao é uma
geometria de Riemann em primeira ordem e somente em O()\) expressa seu comportamento
propriamente Finsleriano. Veja também na tor¢do média de Cartan:

, . k0 A,
I' = g*Ciyp = 0+ A%. (4.19)
4.1.2 Geodésicas perturbadas
Para facilitar nossos cédlculos com o coeficiente de spray , observe que:
F? = a® 4+ 2Xab + O(\?). (4.20)
Que os calculos sobre ele:
o?F* ,  OF? a
——yf — —— =2F 0y, — O1a® + MG+ O(N). 4.21
3xk8yly a'tl Y OrY, a” + é 1+ ( ) ( )

Definimos
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2 29 12
§G; = 2 {kaﬁk?i + yk?i (aka AL > - 3z'b2}

b b2 b
b o o [(O?  b*Oa?

+ - [kaakyi + y*y, (’“—2 - ’;“ ) — 8Z-a2] : (4.22)
a a a

Pois o coeficiente de spray sera:

) 1 ) o il 2 )
G'=3 (a”y’“@kyl - g,a ) + MG+ O(\?). (4.23)
Para
5GT = ol |G, — A,y (zy’fakijl - alcﬂﬂ . (4.24)
Mas também:
X 1 at )
G = Sy Y'Y + MG+ O(N). (4.25)

2

Observa-se que o termo de ordem mais alta € justamente o coeficiente de spray do caso
riemanniano como se esperava. O fato de a tor¢do de Cartan ser um objeto puramente de segunda
ordem torna fécil, em certo sentido, ver qual é o termo principal na expressao do coeficiente de

conexao:

Ni =~y — ¢ Cripviyy". (4.26)

O segundo termo € pelo menos de ordem O(\), entdo vamos considerar o primeiro termo

€m um momento:

il
QTS %(@'QM + Okgij — Ogjk)- (4.27)

O tnico termo de primeira ordem gerado a partir dessa expressdo € aquele em que ao

mesmo tempo ¢" — a' e g — oy

' ol
ik = =5 (Gjom + Owauj — ) + O(X). (4.28)
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Esse ¢ um simbolo formal de Christoffel, no qual a métrica usada é a métrica Riemanniana
o

o e vamos introduzir uma notacdo curta, chamada ~* jx(a) com a sobre o sinal gama, o que

significa que o' é a matriz usada para multiplicar (9;(- -+ ) + (- -+) — d(---)) onde (- - - ) sdo
a B
os argumentos indicados entre parénteses por o. Como um exemplo avaliemos v*;;.(3) € 7' ;5 ()

« il

Y 1(8) = G (03(Bu) + Oh(Big) — A(B3))
B il
’Vijk(a) = %(3;'(0%[) + O (auj) — Oi(ay)). (4.29)

~  iipos . at
Semelhante a esta notagdo, ja foi usada uma forma mais compacta como ;. que entende-
se que os argumentos indicados entre parénteses podem ser suprimidos. Com essas novas

definicdes conclui-se que:

NI =7y + AN + O(N). (4.30)

Onde

2 .
Ova > (%). (4.31)

« aA 1o
ON; = (713'1@(/\) - 7 jk(O‘)> y* — o' (ysasyr -3 5

Sobre o tensor de Riemann, para o que sera discutido aqui, basta calcular 3 R; il

: ON}  ON;} ON} ON}
Ry =—+Lt—-—kE 4 N—E_N—L 4.32
L N oy* oy (4.32)
Pois o = a(x) entdo: 8,;7% = 0 o que significa que em primeira ordem:
R} = (aﬂku =0 " g - v“jm’“w) y' + AR} (4.33)

E na ordem \:

(SRZ = a](;N]k + fyairyTaé(SNf + 5Nzrf)/kjr

— OONF — 4"y 0. 6NE — GNTAF, (4.34)
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4.2 Aproximacao Bi-métrica

Agora € hora de achar um paralelo com o limite massivo da teoria da Bi-gravidade, onde
ambas as métricas sdo perturbadas e expandidas até a segunda ordem. Esta é uma aproximacao

baseada no seguinte quadro

F=a+0. (4.35)

a =/ o;(z)yly’ b=/Bi(x)yiyl. (4.36)

Mas desta vez

1 1
Qi = (5@' + Maaij Bz’j = 51-]' + Eéﬁm 4.37)

Como acontece no regime massivo de Bi-gravidade e gravidade macica, o seguinte limite

M, Mg — oo serd adotado de tal maneira que os termos ao quadrado nesses pardmetros serao

1 1 1

considerados, ou seja, termos nos quais a contribuicao de ME> T Vb

aparecem nao serao

descartados. Vamos declarar algumas defini¢des:

1 1)’ ;
Mgy = e + Mg Yi = 0isy
5061" 561 e :

h* = hiy'y’ ly| == V iyt (4.38)

As defini¢des sdo andlogas para b e e a expansdo perturbativa sera:

s
az]y|<1+ y y )

2AyPPM, 8 |y|*M2

a2 ad
11 ) 3 6
PR 32/ T3 4y2
a |y 2y|2M, 8|y M2

) o
B 30y n 15 oy
2ly)P My 8 |yt M2

1

o2 2 ol 4
1 (& oy 11 W@+m§

1_
b TP T 2l \ Mo T My ) Sl M A\ M2 0 T M2
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Fazendo o célculo da métrica :

250&1‘]' 4 255@) 4 1 y(zyj)h4

9; 45@
/ / Ma M,B Mlef 4’2/‘6
a2 a .o o a? a4
N 1 daydy 0Y,;0y, n 2Y(i0Y 50y  Yiy;0y
M 2|yl ly|? ly|* |y|©
g2 B B 5 B g
N L _65”63/ _ 5yz‘6yj n Qy(i5yj)5y . Yiy;0y
M2 2|y|? ly|? lyl* ly|®
82 o2 a B a2 B2 o« B2
Mo Mg\ 2Jy|? 2Jy|? ly? 2y|* Y lyl*
B a2 a2 52
n 1 _2y(i5y]’)5y n §yz‘yj5y 0y (4.39)
M. Mg ly|* 4 |yl°

Mas pode ser interessante também definir os seguintes objetos:

Say  Ofy; .
lij == M, d Y = ljy'y . 4.40
j ff<n[5+7‘[a) iy (4.40)

Para reescrever a métrica na forma:

20c;;  200;; 1 yaht 3yl
Gij = 40;; + aj—i— Big (y(y]) —yy]>

M, — Mg Mz \ 4yl¢ 4 |y°

a2 a .o a a2 at
+ 1 daidy  0ydy; N 2ya0y0Y  yiy;0y
Mg 2[y|? ly[? ly|* ly[®
g2 B B 8 B g4
L1 0Bydy  Oyidy; +2y(i5yj>5y  Yiy;0y
M§ 2[y|? lyl? lyl* [yl
52 a? a B a2 p?
L] S0y 0Bi;0Y N 20y,0Y; 0y dy 5
M. Ms \ 2]y 2Jy|? ly[? 20yt
1 2y(¢5§j)552 2y(i5§j)5§2
n _ _ - (4.41)

M, Mjg |y[* |y|*
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Proposicao:Se a métrica assumir a forma:

1 1
Mg(5529 + —(Sa.ﬁg. (442)

1 1 1 1
=44+ —96, -9 —0e —— 0,2
g + g+M5 89 + itg + g+ MM,

Ma Meff M§

Entdo seu inverso sera:

1 1 1 1 1 0.9)>
g =" ———0.9 039 — defrg + (( 9" _ 5azg)

4 16M, 7 16M; 16 Megy 16M2 \ 4
1 ((9s9)° 1 (909, 959)
—5 — Sasg| . 4.43
16Mg( T AT VAV ° (349

1

O Por substitui¢do direta, a equacdo ¢ satisfeita: gg~" = 1, para o termo (0,9, 039)

representando o anticomutador l

A torcao de Cartan € apenas ndo nula em segunda ordem

0 0 () () () ()
Cin=04 — 4 O . 4.44
L VA VA V- B V- B V R VAV (+44)

Os coeficientes de pulverizagao nao sio nulos a partir de primeira ordem, porque

ab o
gz (20;Gia — 0u9ij) Y'Y’ (4.45)

E g € constante em ordem zero, fazendo os célculos diretos.

Usemos a relagdo 0,0a,;y"y” = 0,0c;,y"y"” para poder reescrever o coeficiente de

spray da forma:
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1
7' s (0c) V15 (05) Yy 0N oo ama
Gt = rs ros | L rs\YF) r s o
0+ MYV T, Y +16\y|2M2 W2 (h*0;h* + 31%0;1%)
B eff
0 20570657 + 300 0:00 ) — oy | 0,555 + 630,68 :’)—%5528”552
+M§16|y\2 RGO i A S O A
1 .. (a—p
M2 5207607, (ba)y"y® + %
P 5"J5 o — o8 (55065 + 250 50,65
]_6MaMB 2| |2 ]k/}/rs/y y ]l/}/rsy y |y| y]y y y]y y
5ii : 3 2 5y 55
yi 382, 2 0y y 0.0y
O Y| 2y yraes — LYY . :
+ 60, |y \ Y0, 5 + (a = p) (4.46)

Mas também podemos abrir mao destes simbolos de Christoffel modificados fazendo:
1 do

Vs () = *F Sy, e assim:

sa 8
- 0oy y"y® | 00w,y Y 1 vy oY
G = TS TS 7 h28-h2 3l2al2
- S+ O g (B - ) (o)
51 2 g 55 0,68
E a? a? B B r a a2 @ a? Yoy 00y
——— | | 20y 0;0 30y 0;0 — 0-0Y .0 0y 0,0 3=
+ M§16|y\2 ( Yy d;0y + 50y 0 y) Yy Y;0y +0y;0.0y + ’y|2
1 ? C r,,S ( % /8)
BYE —5207 606" 50@17 rsY Yt Tg
g [ 52 )
oY (5ozjk(5y I 1 « B B a2
— 003,100 0y,y" 0,0 20y.y" 0,0
+ 60, e B0 oo, %sy v+ 5 B Y;y 0r0y + 20y;y 0,0y
si [y (s 557y 0,60
' Yi 8% o a2 0y Y 0,0y
— | == | 0y ¥ 0,0y — —— — B). 4.47
T Teaar |JyF | 3 2 +{a—=f) (447)
Agora seguindo para o coeficientes de conexao:
Nj? = »y;.kyk_ (4.48)

porque em geral

Ni =~y — g" Crinviy™y". (4.49)
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Mas a tor¢do de Cartan existe apenas em segunda ordem e os coeficientes de pulverizagdo
em primeira, o que faz o segundo termo de terceira ordem e, portanto, ndo entra em nossa
aproximacao. Mas 7;- € uma expressdo em termos das derivadas da métrica, o que significa que

ela € de primeira ordem pelo menos, devido ao fato de que g é constante na ordem zero.

Ny =0+ S o et Vv ara
1 il
=0 [Z (0500 + 31@50413‘—315%:@}?; +—[ (0508 + k861 — O16B30) | v
L] { h? (5 YU ko 2 yi0;h? yyla,h?)]
Me2ff 8lyl* 2ly|? 2
L (30 (0%Guy o YO "0
+Me2ff {8!y|4( 2|y|2 YOl + 5 9 )1 +o (4.50)

Ou mesmo usando esses simbolos préprios de Christoffel modificados:

1

1
7%1(504)916 I 7%1(55)?/{

Ni=0
s =TT M,
i 1 h? (5“y(jyl) ka h2+yi8jh2 _yjéﬂalfﬂ
MZ [8ly[* \ 2y 7" 2 2
1 3[2 (5“y(jyl) k y10l2 y-é”(’?lﬂ
Opl? ;2 4.51
T [8|y|4( oz YT 2 )]* @D

Usando o mesmo argumento para se livrar dos simbolos de Christoffel que foi usado para

os coeficientes de spray

Sau 5B
: 0" dayyt 6w "
Ni=0 ] i
e e VA o,
1 h2 ((Sily(jyl) . yi&h2 y 5zlalh2
+ Oxh* + =~ ! )]
M quﬁ P, 2
1 3[2 (5“y(jyl) k y10l2 y 5”(‘%2
Ol? d ? 4.52
15 gy (oo VPP ) e e

De agora em diate as expressoes de maior ordem ficam cada vez mais poluidas de termos
e incompreensiveis, entdo preservemos as menores ordens e M2 , que curiosamente apresenta
uma expressdao bem compacta. A curvatura de Riemann se manlfesta a partir de primeira ordem,
porque € uma soma das derivadas do coeficiente de conexdo que sdo de primeira ordem, e isso €

uma contribuicao desses termos
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1 1
Oy (6a)yt — 9;7F 5 (0 )y . m *:(08)y ﬂ " (08)y!

ko
1 1 klylyza h' = yay;) 82 ka2 14 skl 4
T | T
1 3 kly(lyza I —ylyj)ﬁ h' ka2 74 _ skl a2 74
TSy 2ly|? Yty Ol — 0Tyl + (). (4.53)

4.3 Caso de Randers

Semelhante ao que aconteceu com o caso riemanniano agora serd apresentadas as condi-
coes nas quais o espaco determinado por esta funcdo Bi-métrica € projetivamente equivalente a
geometria de Randers. Na dita subsecao foi usado um desenvolvimento para determinar o tensor

(2; que sera repetido aqui:

o 1 ylyz o 7 Oé-)ﬂ
Qi =~ (ali - ) (v —26") + (Hb). (454

Desta vez como F' = ¢ + br com q = +/g;;y*y? € by = ;4" lembrando que g“ 3;3; > 1,
o coeficiente de spray do caso de Randers sera:

1 Y’ j i Y6
G'=3 {m + EAICBJ} vyt +q (g 7 — 7l9ﬂ> ApBiy"

ApBj = OpBj — 7%@‘ (4.55)

Assim substituindo esta expressdo em (),

1 .13 ?(}z at i ?Ji
Ql = - (ali - ZQ > <,y7's - /77“3 - _ASﬁT) yy
a a 2q
2q 31?3 ki yzﬂk ; a— 3
- — g — ——t - JAN J . 4.56
- (Ozz 2 g . By + . (4.56)

OLOL

E (' é entendido como ¢*/ 3;. Recordando-se que o tensor (oqi — ) j4 foi analisado
na secao de geometria de Riemann e que foi descoberto que ele é degenerado para o autovetor

y*, podemos eliminar alguns termos. Assim € mais conveniente apresentar a forma:

a? a—b

Q= é (Om ylyz) [(v %’is) vy - 2619’“A[j5k1yj] + (a ~ B)- (4.57)
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E ficil de ver que quando 3; — 0 o que sobra é simplesmente a expressdo para o antigo

caso riemanniano, como deveria ser:

Q=" (ah - %) (s =) vy + (Z - f) (4.58)

De uma forma inocente se imagina que devem haver grandes semelhangas para Randers
e esta geometria Bi-métrica quando 3;; — [3;; afinal a fun¢do de Finsler assumiria a forma
F= \/m + |Biy'| ao passo que para Randers onde g = « terfamos F' = \/W + Byt
A tnica diferenca entre os dois € o modulo, e agora € chegada a hora de analisar como esta
diferenca afeta a projetividade dos dois espacos. Entdo substituindo g — o e 3;; — ;3; na

expressdo exposta a cima:

a o B IB ;
i ; 1Y, 1 1Y A L W i j
Q= —20"A By’ (0‘” N #) D (ﬁlﬂi i ) K’y - %s) vy = 2005 Ay By’

Neste caso Analisemos o que significa 51 = Bi;y’. Lembrando que agora b = |3;y|
entdo conclui-se que yi = B;bsin(B;y’) para a fungdo sin(8;y7) = 1se Bjy' > 0e —1 do
contrario. Essa fungdo na verdade nem contribuird tanto, pois notavelmente sin’(z) = 1V, que

€ 0 que acontece na expressao acima, note:

Qi = —20M A, By’ <ah - %) (4.59)

Para que os dois espacos sejam projetivamente equivalentes € preciso que ); = 0, o que
de modo geral ndo acontece aqui, mesmo impondo que f3;y° > 0V/3;; y*. De maneira geral ndo é

tdo 6bvio imaginar como satisfazer a condicao de projetividade dos dois espacos.
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5 Conclusoes e perspectivas futuras

O primeiro ponto a ser esclarecido € que este trabalho estd bem ciente da natureza pseudo-
riemanniana da teoria da Relatividade Geral e de como essa caracteristica ndo foi contemplada
nesta tese. Para justificar esta abordagem basta ver a diferenca entre as duas teorias fisicas que

estdo representadas aqui.

E bem 6bvio o fato de que o formalismo da geometria de Finsler no apresenta a mesma
motivacdo para a Bi-gravidade que a geometria riemanniana para a Relatividade Geral. No
caso de Finsler ela surge como a compatibilidade com a geodésica da particula pontual para a
acdo a equacgdo (2.144). Ja para Riemann existia uma necessidade de e resolver um problema
relacionado as particulas teste da teoria, que ndo existem da mesma forma que existem no

eletromagnetismo, por exemplo.

Isso é importante, pois a teoria da Bi-gravidade ndo impde a invariancia de Lorentz e pode
ser vista até certo ponto como uma teoria de quebra da invariincia de Lorentz ao passo que a
Relatividade Geral insere a invariancia de Lorentz na estrutura matemadtica de certa forma ad hoc.
A questdo é que a forma com que esta invariancia € inserida € feita da seguinte forma: se antes a
métrica era positivo definida, entdo agora ela tem assinatura minkowskiana, o que aparentemente
ndo € possivel de se fazer para a métrica de Finsler, algumas abordagens alternativas tem surgido
neste sentido como a seguinte(PFEIFER, 2017).

Esse procedimento € bem simples implementado na métrica riemanniana (ou pseudo-
riemanniana) pois a métrica € o objeto elementar e a mudanga nao vai alterar nenhuma condi¢ao
de existéncia de algum outro objeto. Nao se pode dizer o mesmo para a métrica de Finsler, pois
ela ndo é um objeto elementar da teoria, mas sim uma derivacao da fun¢do de Finsler, que €

sempre positivo definida.

Pode-se argumentar que, assim como foi feito para a Relatividade Geral, com a posi-
tividade da matriz sendo ressignificada, a positividade da fun¢do de Finsler pode ser também
questionada. Se no caso riemanniano autovetores da métrica de autovalor positivo sdo interpreta-
dos como vetores do tipo espago e autovalores negativos como autovetores do tipo tempo, para
autovalores nulos tem-se os vetores do tipo luz. O mesmo nao se aplica para o caso Finsleriano
pois ainda que interpretemos a fun¢do de Finsler como o infinitésimo do comprimento de arco
Fdt = ds e categorizando geodésicas de um suposto espaco de Finsler com ds? > (0 como

geodésicas do tipo espago como determinar curvas do tipo tempo e luz?

Outra questdo € que permitindo que a fun¢@o de Finsler seja nula ' = ( para se alcancar
ds? = 0 desejando interpretar como uma geodésica nula. Ao invés de se ter uma curva dita do

tipo luz, o que se tem sdo diversas inconsisténcias matematicas, basta notar quantas vezes essa
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funcdo aparece em um denominador neste trabalho.

Mesmo depois disso dito ainda hé a possibilidade de definir um espaco de Finsler que
preserve essa estrutura do espaco tempo, esse € o caso estudado por Pfeifer em seus trabalhos
de PHD, que foi uma das referéncias na presente dissertacdo. Nele é possivel encontrar a
estrutura da geometria Finsleriana como uma teoria de fundo e sobre ela é definida outra funcdo
F(z,y) = |L(z,y)|* onde essa sim tem uma interpretacio mais tradicional. Sua hessiana serd

vista como uma métrica, que poderd assumir uma assinatura minkowskiana.

Sobre a investigagdo deste espago de Finsler para a fungdo especifica definida como

F= \/ oYty + \/ Bi;y'y’ pode-se dizer que sua métrica foi determinada e exposta em 3 formas
diferentes no capitulo 3. Devido ao elevado niimero de cédlculos, buscar por expressdes descritas
em diferentes formas da métrica foi a solu¢do encontrada para evitar tantos inconvenientes. Sem
divida o maior causador de inconvenientes nesse sentido € a métrica inversa, a qual ndo se
encontrou outra forma de expressar em termos das matrizes o e 5 mais simples do que aquela

expressdo no apéndice E.

Como uma esperanca para futuras abordagens, acredita-se que € possivel encontrar uma
expressao mais compacta para a métrica inversa em termos de « e . Isto ndo passa de um
achismo, mas o espaco de Randers, que tem uma estruturas de certa forma semelhante a este,
pode escrever a sua métrica inversa em um formato extremamente mais compacto, como segue

abaixo:

B z’jb TSTS 2
_ 0y Yy b+ ad”B B 2a

com

B =aB;. (5.2)

E por mais que no corpo do texto a Geometria de Randers tenha se revelado uma
realidade muito distante da geometria Bi-métrica a discrepancia entre as duas expressdes € muito
significante. Ainda devido a esta dificuldade € que ndo se pode apresentar uma versao, por
exemplo, da acdo de Einstein-Hilbert que requer a forma explicita do escalar de Ricci, isto &, o

traco do tensor de Riemann

No final do capitulo 3 foi comentada a possibilidade de encontrar uma agdo para este
espaco, e agora € chegada a hora de argumentar porque isto nao € tarefa facil. Esta tal acio
precisaria da determinacio da medida de Busemann tal qual feita em (2.259). E plausivel dizer

que o jacobiano de uma transformacao desse tipo para a esfera unitdria poderia nao ser linear
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em y. Isso significaria que ndo seria possivel determinar uma medida para ele ja que o volume

integrado ndo corresponderia a esfera unitdria.

No capitulo 4 foram abordados métodos perturbativos concluindo-se que de fato a
Geometria de Finsler proposta pode retornar a Geometria de Riemann quando 8 = 0 ou em
um limite A — 0 ela se comporta como uma teoria de fundo perturbado. Condi¢des para a
projetividade dos dois espacos foram derivadas e em geral o que se sabe € que para métricas
do tipo g(x) = B(x) = A« os espagos sdo projetivamente equivalentes, mas ainda nio se tem

nenhuma suspeita das solu¢cdes mais gerais possiveis

Aproximagdes no limite correspondente ao massivo para a teoria da Bi-gravidade nao
revelaram nenhuma estimativa do termo massivo, pois ndo hé ainda uma agdo para tal espago e

mesmo perturbativamente revelou-se um trabalho muito oneroso. Ha de se notar a aparicao de

1

2
M eff

A diferenca dessas duas ordens se revela na métrica e na métrica inversa onde se

termos perturbativos de ordem
1
Mo Mg

pode observar que os termos de MLQ” se comportam como se fossem de ordem ;- ou Miﬁ
€l

que sdo na verdade uma outra forma de escrever os termos de

ordem

O que se pode dizer a respeito dos cdlculos é que em ordem O , nos deparamos com
um espaco euclidiano, para ordem 1 um espago de Riemann e em segunda ordem um espaco
puramente Finsleriano. Isso é o que se esperava, pois devido a descontinuidade de VDVZ o
termo massivo s6 pode aparecer em segunda ordem, e se Bi-gravidade tiver mesmo de ser uma

abordagem Finsleriana, sua massa ndo apareceria em um espaco riemanniano.

Por fim, para complementar o que se esperava sobre uma aproximagdo do espago de
Randers, que ja havia sido investigado no capitulo 3 com a tor¢do de Matsumoto, estudou-se a
sua projetividade. Uma condicao de projetividade foi derivada sem nenhuma solucao nao trivial
encontrada. Destaca-se a condi¢do em que 3;; = 3;3; para a quantidade (3;y° sempre positiva e

g = a, pois ela ndo gera solugdo, ao contrério do que seria intuitivo.

Vale comentar aqui que a exigéncia 3;; — (3;/3; rompe uma das condi¢des de existéncia
da funcao de Finsler. Nao somente ela nio se trata mais do mesmo espago, pois originalmente
tratava-se de uma matriz ndo degenerada, como também desrespeita a condi¢do de que F € C2.
Tais decisdes foram propositalmente tomadas neste sentido, na esperanga de perceber alguma

indeterminacdo, mas no lugar disso apenas ndo houve satisfacdo da equacao.

O distanciamento desses dois espacos pode ser visto com pessimismo por um lado, se
nao h4 estruturas ja bem conhecidas e descritas na literatura para se amparar. Por outro pode-se
dizer que um novo caminho para generalizar a geometria riemanniana, sem vinculos com objetos

conhecidos esta surgindo

Em vista de tudo o que foi dito existem alguns pontos a serem abordados como uma
forma de continuar o que foi comecado neste trabalho. Primeiramente existem alguns detalhes

da estrutura matematica a serem derivados ainda como a curvatura de Riemann. Com sorte existe
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alguma simplificagdo discutida anteriormente que pode vir na forma de uma determinacdo de

y'(y;) e a utilizagdo da forma: ¢* 9%y,

Outro caminho para o futuro desta abordagem seria uma teoria de campos, ainda que
perturbativa, pois parece haver uma boa chance de um modelo para quebra da invariancia de
Lorentz. Neste sentido ha ainda uma série de trabalhos de Kostelecky para se basear na busca
por adequacgdo experimental. Por fim uma gravidade Finsleriana haveria de ser derivada, assim
como sua a¢do. Os desafios desa tarefa basicamente € o cdlculo da medida de Busemann (2.247)

s6 assim poder-se-a fazer uma comparagao verdadeira com a Bi-gravidade.
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APENDICE A - Identidades importantes

Neste primeiro apéndice, serdo derivadas 9 identidades importantes que serdo amplamente

utilizadas nos apéndices a seguir e serdo referenciadas com a enumeragdo aqui apresentada:

i1 _
n€i1---in =n!

€

O simbolo de Levi-Civita é definido por: €' = —1 se iy - - -4, € um elemento da
permutagio imparde 1---ne €1 = 1sei; - - - i, € um elemento da permutacdo parde 1---n

de outro modo €""*» = () entdo:

111 _ E 111
€ "61'1...1‘" = € nEil...Z‘n (Al)
P10

Cada mondmio €*n¢; ., deve ser igual a 1 por defini¢do, quando ndo for nulo. Por
esse motivo, € apenas uma soma de muitos 1 e torna-se uma contagem do nimero de elementos,

a dimensdo do espago. Como €'*"» € antissimétrico, sua dimensio é bem conhecida como n!
2.

il'”ikik+d'”in 3 L.
€ €iy - igfrrein

= (n — k)l gt

Jk+1 In

Derivando a primeira identidade com a derivado covariante associado a métrica de uma

variedade Riemanniana, obtém-se:

Vj(ﬁil.”inﬁil...in) = 26i1.'.invj‘€il...in =0 (A2)

Isso significa que a derivada covariante do tensor Levi-Civita € nula e €*"r¢;, .., deve
ser um multiplo da unidade. Sabendo que a Levi-Civita € um tensor totalmente antissimétrico, é

necessdario que:

€y, 00 0N (A3)

In

Para saber qual € a constante de proporcionalidade, usa-se a identidade 1 como condi¢do

de normalizacao.
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€ireiy A€E(A) = €., A -+ AT

1

O determinante é definido como det(A) = e "¢ .5 Al' - - A" segue que o cdlculo

direto usando a identidade 2 leve a:

1 . .
_ k k?n J1 In
€y, det(A) = o Citin G € PR AL A

jl jn

:€j1

4,
A;‘Cll Ejl”'jneiy“inAé?g e A;:LL = (n — 1)'(5%11 det(A>
Use a identidade 3 e, depois dessa, a identidade 2, obtém-se:
A;;le]l]nE“ZnA;i v A;z = EjlmjnlejQ,..jndet(A)
=(n— 1)!6% det(A)
5.
AzllAﬁejlmjneilminAg c A;Z — Q(n — 2)!5,&?5@%6“1‘1)
Novamente, usando as identidades 3 e 2, mas para k = 2 desta vez:
A%A?zejlmjnﬁy--inA;i T A;: - Ejlmjneklkﬂrs"'jn det(A)
= [n — (n—2)]!(n — 2)!67" 6 det(A)
Leva a:
AR Al hng o Al Al = 2(n — 2)16]1 677 det(A)
6.

e, A - Al = (0 — DA™Y det(A)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A.7)
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Para isso, utiliza-se a identidade 4 multiplicada pela matriz inversa (A‘l);gl e depois

altera os indices [ por 7,

i1 —1\k1 419 12 in _ K1 J1J i2 g
Akl(A )l en ]n€i1~~-inAj2 . AJZ — 51 el ]n6i1--~inAj2 N

In
_ ejl...jnelizminAg . 'Aéﬁ (A.8)
Mas o lado esquerdo da identidade 4 é:
(n— 1)I(A™)' 6 det(A) (A9
Conclui-se que
T g AR Al = (n = 1)I(AY)] det(A) (A.10)

12 11 12

I g, A Al = (0 = 2)N[(ATD2(ATHE = (ATHI(AT)E] det(A)

Como na identidade 6, € possivel apenas usar a identidade 5 multiplicando-a pela matriz

inversa (A~1);"* e depois por (A~1)k2:

(A ) (A AR AR, A3 - Al = 2 — 2 A (A 0D 67) det(4)

p p
(A.11)
Agora faca a alteracdo [ — 11 € p — 19
= 2(n — 2NAT)E (AT 567 det(A)
1 . o
= 2(n = A7) (AT S(L6L — 5200 det(A) (A12)

8. Sejage h € M,, matrizes simétricas, y um n-vetor. Assumindo que / € invertivel, simétrico
e gij = hij + kysy; . det(g) = [1 + k(y/h¥y;y;)?|det(h) onde k trata-se de um nimero

Em primeiro lugar, uma conhecida identidade matricial precisa ser declarada:
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det[I+ zy'] = 1 + ¢’z (A.13)

Onde I significa a matriz identidade e x, y dois vetores da mesma dimensdo que a matriz

I e y' é a transposi¢do. Agora coloque 0s componentes na nota¢do matricial:

g=h+kyy' (A.14)

Decomponha a matriz da seguinte maneira:

g =h(I+kh 'yy") (A.15)

Como o determinante preserva o produto:

det g = det(h)[det(I+ kh™'yy")] (A.16)

Aplicando a identidade acima da qual resulta:

det(g) = det(h)[1 + ky'h'y] = [1 + k(\/hiy,y;)?] det(h) (A.17)

9. Tome g e h da dltima identidade, se 1 + k(1/h¥y;y;)? # 0 .. g é invertivel e seu inverso é:
g9 = hi -

1+k(y/ R y;y;)?

Use a defini¢io de matriz inversa como gg "

= 1 e substitua a expressao desejada

; hpayahjbyb
hl‘ ]{7 i hP] - k -
[ D + Ry yp][ 1+ k,( /hrsyTyS)Q]
5 —k : + khbyy, — K2 — = =
L (VR S TV ETRTNE
. WPy yph 7y WYyl ypys ;
51— 12 YalYp!V' " YbYi 2 YaYp!V YoYi &’ (A.18)

: + = ¢
’ L+ E(Vh5y,y,)? 1+ k(VEsyy5)? "

Claramente a condi¢do 1 + k(/h*y;y;)* # 0 estd relacionada com o determinante ndo

nulo, que € a condi¢do para a existéncia de inversa.
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APENDICE B - Derivando o determinante da soma n=4

Neste apéndice, adota-se det(A) = |A|, o objetivo é determinar uma expressdo para o

determinante da soma de duas matrizes.

4
|A+ B| = Zeyl...ﬂehmu I |(A;’Z + B;’;) (B.1)
) k=1

Esta € uma notac¢do curta para determinantes e pelas propriedades Levi-Civita obtidas

(B.2)

J1° g2 i3 ja J1° g2 33 ja J17"J27" 73 ]4]

Al + 1Bl + e e i, A4} AL A B! + 6 A} A2 B Bt + 447, B2 B: B

No primeiro e terceiro termos, usamos a identidade 6:

4 . . o 1 L
—etde G ATARAY B — —A(4 — DI(AT)EBRA] = |Altr[AT'B] (B.3)

4! J1° 792" 93 Ja 4! 4

Para o segundo termo usa-se a identidades 7:

6 . 11 Al2 PI3 R4 6 —1\Ja —1\J3 —1\J3 —1\J41 PR3 Pia
T A AR BB = 2 (4= 2)[(ATYHATYE — (A7) BB Bl Al
1
= 5[tr?[A—lB] —tr[(A'B)%])| Al (B.4)
chega-se em:
|A+ B| = |A| + |B| + |Altr[A™' B] + | B|tr[B~' A]
1
+ |A|§(tr2[Ale} —tr[(A'B)%) (B.5)
Ou

|A+ B| = |A| + |B| + |Altr[A™' B] + |B|tr[B~' A]

+letacs i sp) + Dot a - oisap) @)
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Também € possivel usar os polindmios simétricos elementares definidos:

er(G) = a\..aH G .G (B.7)

4 4
|A+ B|=|A]Y ex(A'B) = |B| Y ex(AB™) (B.8)
k=0 k=0
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APENDICE C - Inverso da soma de duas matrizes n=4

Agora € importante derivar a métrica inversa de uma soma. Considerando a matriz

M = A + B e Usando a identidade 6 e isolando a inversa, temos:

Eil"'i4€j1“ ]4MJ2MJSMJ4 — 3[( ) |M‘ (C.1D

(M_l);ll - 3||M|€“”Z46J1 J4MJZMJ3MJ4
— WE Ve s [AjjAfjA{j + 3A§§Ag§’ng + 3A§§Bij§’ng + Bf;Bf;Bff] (C.2)

Pela identidade 6 novamente:

11...04
€

€ AL AR A = 31| A|(A7H)1 (C.3)

O mesmo para o dltimo termo

i1...%
eh1-ia

€. MB”B”B“ = 3!|B|(B—1);1§ (C.4)

Agora, usando a identidade 7 para os termos do meio

€t g ARARBI = 2[(AT) (AT} — (AT (AT B A
— (AT BATH]|A] (C.5)

= 2[tr(A7'B)(ATY);;

J1

Analogamente

eil.. 146]1 MADB]?’BM — Q[tT(B A) (B )u _ (B—lAB—l>;,11]|B‘ (C.6)

J1

Juntando todos os termos
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(M = AT + AT BT — (A7 BATY) + (B
+ %[tr(B‘lA)(B‘l)éll — (B7'AB™")}] (C.7)
Ou abrindo |M| = |A+ Bl:
M~ = <A [l + (A7 B) = BA™Y + <2 [L + tr(B™'A) — AB™]
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APENDICE D - Determinante da métrica

Este apéndice se dedica a determina¢do do determinante da métrica derivada no capitulo
2 para o espaco estudado neste trabalho, a saber a matriz presente na equacdo (3.52). Esta
métrica estd na forma das identidades 8 e 9 do apéndice A e o primeiro termo na forma explorada

nos apéndices B e C.

Pela identidade 8 encontra-se:

gl = In— &Y€) = (1 — 07 &9 y") In (D.1)

Mas o inverso de 7;; € necessario, portanto a formula calculada na secio anterior serd

usada porque 7);; € uma soma de determinantes.

= S 1P B, a4

T = S aqFerny L T EI - D ED

F(3)™! 8., a o B
TSPy (FE)) [+ tr[(F5) " (F)] = (F)(F) 7] (D.2)

Para torna-lo um pouco menos indigesto, vamos fazer os seguintes desenvolvimentos:
(F)~l =24l e (FBTJ)_1 = 237, definindo () ! =P e (8) o= o

a

/871
Fb3

4 o] a o™l 18] b . .
=— 14+ =(tr® —®)|— + — |1+ —(tré " — P

F

(D.3)

Agora precisamos provar que: 1 — 1n¢;,.&;y"y* # 0. Isso ndo € tdo dificil quando

percebe-se que pela identidade 9 e 8 isso ndo € nada mais do que:

|g| 7 r,.8
= 1 —n"8&sy"y (D.4)

Mas esta € a divis@o de duas matrizes ndo degeneradas, pois 7 € a soma de duas matrizes

ndo degeneradas, isso € o suficiente para concluir que esta fracdo nunca se anula.

Usando o determinante da soma para |7|

(o] (tr°® — tr®%) + |3](tr* @~ — trd~)] + %M)l + lb%'

(D.5)

—trd
at + a3b ret 4a?b?

|n‘:M o]
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Levando a expressdo para:

—1
= o[l + §(tr® — )] 4 + |BI[L+ 2(trd ! — )] 4
'M+ﬂﬂw¢+u”wnmuﬁ@—¢nwy+wuwm>1 trd=2)] 4 L1 4 1ol
Entdo, vamos manté-lo em termos de |7
1 /b 1 /a

1) 2a— /]2 D.6
(a\/;a b\/;ﬁ) D.6)

-1 |a| ala A b -1 S8
— |1 t -9 — Il 4+ —(tro " — @ —_— D.7

Por construgio: o la=1e B la = &!

-1 |af a 1 8] b -1 L1 @7
=——14+-(tr®—P)|=—+ —[1+—-(trd"" — — D.8
o |%|[ +b<r W+ g+ g 12 ©8)

L |04| o 5] b -1 _1yy L
= — - t S —P)|——+ — |1+ —(trd O )| —= D.9

-1 |af [ } 1 b |8 b 1 N

=—|1 tr® —@) —/—++— |1+ —(trd P
TS e W) may gt P el )| Fat?
o [ ¢ a || - -1 \/E

— L |1+ e - @) o s 2t — oY) = /2 (D10
iz MR =) ey T [P al Ny ®10

ou, pela simetria de 7"

TR
+ % _5§ + 2 (07trd~" — ((bl)ﬁ)l (@)
_EH@+%@ﬁ©—@ﬂ¢??Z;]
- % :az + g (67trd~" — (@71)7) %

(D.11)



APENDICE D. Determinante da métrica 145

y . 1 /b 1 /a

77”51'7"6]'5 = nljfir(a\/gajs - E\/;ﬁjs) (D.12)

iy o a s |b
N7 &ros = % [(ZZ + 6(5%7“(1) @J)} F;4 \/g

F
El b ! Sy ] (@7 DRays b
6+ = (0t — (D)) | e [ =

+ ‘%‘ k + a( r ( )k) F&b3 a
o 1 a, dFaj, [a

= = rd — Y| s 2
| o+ b(‘” D] F 3
!ﬁ! i1 —1yj\1 Yis \/E
— 53 (Wt ¢ — () — D.13

] |Oé| a 6 S
W6 = 1y [+ (0 — @) £

F
R LY R (<I>‘1)’“/8-s \ﬁ
) 2 Z(Ftrd — (1) | A8 -

+|%|_k+a(k7ﬂ ( )k) Fab3 a
of [ a 1858, fa

1 &+ 3 (6t - <I>i>} e
B [ by ﬂ\[

—— |0+ = (02trd™ — (O )/ - D.14
|%| _T—i_a/( TT ( )T’) Fb4 b ( )

Juntando tudo e os principais pontos:

,,7ij gir gjs -

L/ {5+ 2ot — o) 2 o+ LLis] + B(ofarat — (@] Sk /2
e+ e o — o) e /7 — Bl 4 b(eiret — (7)) /T
b/ {1816+ 2 (35r® — @) L [+ B + B(ofrat — (@)

SV { -0+ 5 Gl — @D T V/E - L+ botre — (071 E /|
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Simplesmente

1 — 0,85y Yy =

1=/ {000+ 0o — ) o oL Bt — (@) g o)

n
F

o . . (I’fjajs r, s = . . _ C1\4\] Qs =
e {1+ solere — o) I/ — B+ s — (@] T
{1500+ 2(03tre — 00200 o4 B+ alerat — (om0 o

%
= o . . ‘I)qlf » ros = _ . s T,,8 a
+h/E{ 5o + s(oltro — o) L /T Bls 4 L(sitrat — (o)) 2 /T

Lembrando que: [g| = (1 —7&,&y7y")Inl = (1 —07€,:€5yy*) F*| ] € por substitui-

cao direta:

. . —1 kOé's T,,S
1]+ L(elra! — (o) ke [

*q\s|m

|- a{%[éﬂ o (§itrd — @J)]a””\/;r

ol o {0 + (0@ — )| /7 — o] + L(oiret — (@) /7 )

{167 + 5 6000 — D)0 2 4 15t 4 Eojarant — (@ )@ o)

5
a o . . @ﬁ s 7,,8 a . . _ _ . s 70,8 a
FRL/E {00+ G — o Rt 7 — B st — (@)
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APENDICE E - Métrica inversa

Este apéndice se destina em determinar a inversa da métrica presente na equacao (3.52)

Usando a identidade 9, porque a matriz € da forma: g;; = 7;;

- firgisyrys
i b ”zr”]s&- r&isY"y
g ’ n 7 + 1— nmn{:;pénqypyq
Primeiramente comegando em 7;; = F (O% + B%) e achando 1 por aquela pequena
expressao
1 e \5| —1 LB
=—1 r® — o) —=— 1 tré " — @7 )| == E.1
0=l g pja gL+ Nom  ED

Agora, tudo 0 que precisamos e que ndo temos é o termo acima da fragdo. Como 7 &;, ja
é conhecido e por construgdo: 7 = 1/t &; = &

nirgrk =
b . q)fl l b
B [51 b“”f o) Ff @[ *a o @‘W] S
|Oé| z z 7, \/E_ 6 2 z 1 1\ 1 \/E
Novamente:
0 =
’i ) J 1\/§ !ﬁ![ b o _lj]@—l)i\ﬁ
Iz [ 5trc1> <I>)]F a+|%| & + a(étrcb — (1) -

Fab3
lod

; a 15} b . i 1 a
7 [5g b(aﬂt rd — o) } /3 ||ﬂ|| [53 ~ (3o~ — (@ 1){)] W\ﬁ (E.3)
F F

Indo em frente
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Ny’ =
ol 16 L a, g i Y \/3 IR iy | (@7 )k?/ \/E
] 01+ Z (Ghtre — o) 2 + 1y |0+ gOre — @ S
o] W ofa 1Bl [ b o \[
— L6+ — (6itrd — D — — 6 —(0itrd E.4
|%|[ + e — @) s [ R s B4
Analogamente
7€y’ =
o] J Y \/3 Bl [ 0 a1 gty (‘P‘l)iyt\/Z
el d — & — S (6t — (B -
|| [ 5t )]F a+|%\ 5l+a(5ltr (®)7) Fab? a
o] y' Ja |8 o NN
6 4 = (0 trd — ) —— S S (6l trd oY) | = E.5
Tz [ b( } Foa?\ b 1L 2 Lot (@00 Fry/p €
Denota-se:k = W hora de juntar tudo.
gij — nij+
K55k + 8 (0trd — &) g—\f+ 120167+ 2 (Bir® " — (@] Lo [0 el 15+
2(0trd — OP)EE /T — (s 5(5,@#@ L (@I (506 + gl —
] 1 lpapt t « a a'’PByt
O] 2y /2 ﬂ[&f B(otre =t — (@) T/ & — iy 6] + 5. (6] tr @ — )] LT
%[Z (07tro™ — (7)) Z /3)

De forma mais compacta pode-se dizer: 77 &,.,y" = Tl e

Ti = % 51+ S(5itrd @))] ;{;4\/5
+ ’% :6}; + g(é,itrcb—l - (¢—1);)] 5;223] \/g
—~ I%I :5,1 - %(5,@7@ —3}) ;ifl]fj \/7
- % :5;1 + 2(5;1157@—1 o)) ] Fy_\ﬁ (E.6)

Assim

g7 =" 4+ kY. (E.7)
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APENDICE F - Derivacao dos coeficientes de spray

Este apéndice € destinado ao cdlculo do coeficiente de spray ou de pulverizacao

) 2F2
G' = 0

o O

g <8$k8y

Calculando membro por membro:

oz! )
(E.1)

02 F? 1. 1. \OF o (1
Eﬁﬁ‘le?”’+ﬁ%y)Eﬁ+Fak((“y+ )
_ la 15 oF F zl 8047*5 r s yl a57”8 r s
-”[G%+Woaﬁ 5(5&& oY (2
Entao

i T Rl - r, s Il r s F_
G =39 y(yl byl>8xk 2( +b3ak ol
1 l _ yka yk k OF kF yla aOépu/ ylﬁ aﬁuu
=4t Z )a — | Ry 4 gy E3
27 (ayl+b g oz 2 a33xkyy+b38xkyy 3)
Com
oF 1/1 0 10 s
@—§<aa sy Y’ t 395 kﬂrsyy> (F4)
Assim
& ="+ 0T+ - P Ly )
a B
F y, O, Y; OBrs
k l r s l r s
Vet )

3xkyy

w
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Também pode ser reescrito na forma de cadeia como uma dependéncia indireta de 7:

(F.6)

i (0my 10mw | Pl P\
Gi = . + - Yy
2 4 2 4
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APENDICE G - Torcao de Cartam

Agora chegou a vez da tor¢ao de Cartam

1 93F2

Por defini¢do, a tor¢do de Cartan é: C;;;, = 150g05F = %a%k gij usando o que ja se sabe

sobre essa métrica:

1[0 ) .
Cijk |:6yknzg - Gyk (girgjsy Yy ):|

19 0 o 1 .. 1. 1
20y~ {fjsmfir + girmfjs} vy — E&kfjry - §§ir€jky

10 1
= §a_yk77ij |:(€]S fzr + &r 5 s) ys —+ 2€i(k§j|s):| yr (Gl)

Com:

0 ap b Bua® — ab® [ad
a_yk&” =- g\/;y Qi + T o\ Y
Bu. |a l o b — 5kla2 b !
t o\ Y s\ @Y O (G.2)

Assim:

alk’_‘ I 5kl<l2 - Oék152 l

Qs Qe 2a6 Qs Qe +

b3

5kza aklb a?
—| | laZT‘/BjS

0
éjsa_ykfir = y Oé]sﬁzr

aklb 5kla l ik
_T|_| ﬁzr ]s+ b 3y zrﬁjs_

/Blk a aklb @da

| |y /827‘6]8 2b l/BZ’I‘/BJS (G3)

Vendo o que o futuro reserva para nds, reunindo tudo:

Cijk = %%mg‘ - %[(_%’2|ylajsaw + M—aklbﬂ‘ lajsair + Bbgy s Bir
O B Sy, - B O g s,
+ W| L1y Bir By — % [yl ciras + Wﬂwm% Bbgy airBjs
B Ll LA b“; e — O B~ P15,

apb? — /3131 I s 49 r G4
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Em termos de 7) a tor¢do de Cartan é muito mais compacta pois gi; = O (7iry")

1
561%;(772‘1?/1)

1 192
=3 <ak77¢j + O +y 5;;37%1)

Cijk =
(G.5)



153

APENDICE H - Torcdo média de Cartam

A tor¢do média de Cartam serd calculada neste apéndice

I = ¢*Cyn (H.1)

I; = ;gjk%nij - %ngK alk|5|y Qs O + Buio” 7aklﬁ |5|y s iy + flﬁksy O[]sﬁzr -

2 _ 2

A 1 B B | 9 g St SR 21 5
_ 2

alk | 8 |y Qr Qs + Bklaga?klﬂ ’ 8 ‘y Qi Qs + 3 Yy azrﬁjs aklﬂgaﬁﬂskla | ’ylﬂjsaﬁ" + 5(13 Yy a]sﬁzr -

Bkza —a 8

2053 |@|y O‘jsﬁir — Bi|a |5 |ylﬁ]sﬂzr ak15256,8kla |B |y 6]55@7")y + 2gz(k|§]\r)]yr
Ou também

[z - 29 ayk 77"__[( g]kalk ’ﬁ |y %sOéw‘i‘g]kM|5 |y OCJSOéZT‘—i_g kflg%y Oéjsﬁzr

2 —
g T | Ty Birctgs + g7 Sy e B — g NS SHE |S len Bjs — g |51y By +

g]kaklﬂ o’ |5|y ﬂzrﬁjs - Jk%|é|y QjrQljs + gjkﬁklazaaklﬁ |B|y Qir0js + gjkflﬁgy O[”’B]S -

_ 2
g]k aklgaﬁﬁkla ‘ 2 |Z/ Bjsazr + g]k golfay Oéjsﬂm‘ jkﬂklaza—aklﬂ| /32 |y a]sﬁzr - Jkﬂlk | B |y /Bjsﬁw

gk enlpuel 8yl By )y® + 28iiE ]y

Mas em termos de 7, simplesmente se calcula:

gk
=% (@mu + O5mik +y %m) (H.2)
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APENDICE I - Coeficientes de conexio

Agora € a hora de calcular os coeficientes de conexdo. Temos:

1 dgji  Ogu  0gij i m
NF = ngl(axji + 55~ aIj)y —2¢"C}uG (L.1)

k 1 Kkl(99ji | Ogii _ 09ij\, i kl_O Kl n n n
Nj =39 (alel"_agxlﬂ - aif)yz—(g oyt im—9 (=5 l|ﬂ|y ampa3q+6l = 50t = |B|y e
2_
O%ZS% mpljq— alnﬁQaﬂ@"a | |Z/”5yq04mp+§a3y"%q5@p mamsaﬁznﬁ ’,82‘3/ g Bmp— 6nl|ﬁ‘ynﬂjqﬁmp+
%|ElynBJQ6mp ‘ﬂ’y a]pamq"i_%|%|ynajqamp+§_glsylajqﬁmp alnﬂgaﬁglna ‘ |ylﬂmp04

2_ 2_ 2
Gasy" ampﬁjq_%—%lw|ﬁ|y U Bjp— Bnl|B|ynﬂmpﬁjq+%|%lynﬁmpﬁjq)yp"'%y(l\gmlq Jyn)G™

Nf = 59" g”+8g“—ﬂ)yl—(g’“’a%mjm—g’“’[( S| " mp g+ 2 | Sy gt

J 2 oxt ' Oxi  Oxl
o%éy WnpBig— aznﬂmﬂ@na | |ynﬂjqamp+%yno‘jqﬂmp ﬁzna%;%znﬁ |g2|y g Prmp— Bnl|g|ynﬂjq5mp+
2 2 2
—al"’g finc |B|ynﬁyq5mp ‘§|ynajqamp+ﬁlna aamﬂ |g|ynajqamp+5_géylajqﬁmp alnﬁzaﬁgw |/82|Z/ Bmpax

an na —Qn 2 n n n Aln 2— na2 e n Veg
ly O‘mpﬁjq - a5ﬁl & ‘52 |Y" Qg Bip— y l\ﬁ!y BrpBig+= 52551 |5|y Bmpﬁjq)yp‘i‘Zgj(l\fmlq ]yq)(zg
S s r 8CY o 8
gyr FO8) (2 3% gy ™P + & 5% Bapy™y”) — v* 5 (L Gty + % L yiyr)))

Ou pode-se usar a forma da cadeia e colocar em termos de 1 como:

VR ym™ + Iy 0Lyt — v ey M O ey — I sy Oy 0 Oy )

>
I

LN

/\

Y Oy 'y 02 myt + @ 77“ysybﬁbmryrn”yt@%anﬁ)

POy ™ PN YD ey + PNy ey I ytﬁkna>])

%l*—‘l\l}l'—‘%lHl\Dll—

/\/\/\

YOy P Iy 02 e + Ty Dy Iy ycé’%anjc> (12)



APENDICE J - Tensor angular

Este apéndice se dedica a calcular o tensor angular

hi, = 0, — F gy’
) apd gt

(a+ b)?
i Y’
hir = gal (5k - Pkf)
=g — PPy

Se expandirmos g;;, no formato de momento (3.34), entdo gy = PP, + FO;Py ..

hlk = F@;Pk

Para a forma tradicional, em termos das métricas « e 3
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J.D

J.2)

J.3)

J.4)
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APENDICE K - Torcao de Matsumoto

1

3!
= Ciip — ——1;h;
ik 1 (@1%5k)
3!
= Cije = =7 (Zagjwy — 1P Pr) (K.D)
Ou também
3IF

Deixe os componentes da tor¢ao de Cartan e tor¢do média de Cartan como estdo, para

nao ficar muito carregado na expressao. Abrindo o que parece razoavel:

B8 B
Ty
b2

1
b IiBrry — (K.3)

IF 1 Lty
Miiw = Chip — — | 2| Icvun —
ijk Cz]k n+1la ( (1K) a2 +
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