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Resumo

Uma generalizagao conhecida da sequéncia de Fibonacci, chamada de sequéncia de Fibo-
nacci k-generalizada (F™),,, é definida pelos valores iniciais 0,0, ...,0,1 (k termos) e tal
que cada termo subsequente é a soma dos k termos anteriores. Motivados pela identidade
F? 4+ F? 11 = Fonq1, Chaves e Marques, em 2014, provaram que a equacao Diofantina
(F®)2 4 (F,Eli)l)2 — F'™ nao possui solugbes em inteiros positivos n, m e k, com n > 1
e k > 3. Depois disso, outras generalizacoes foram feitas por Freitas et al., trocando
F® por FV com | > k, e por Luca e Ruiz, que mostraram que (F*)* 4 (Féi)l)s = F®
nao tem solugdo com k > 3 e s > 2. Neste trabalho, estudamos a equagao generali-
zada (FF)* + (F,ﬁ’_?l)s = F obtendo limitantes efetivos para as varidveis e resolvendo
completamente alguns casos particulares.

Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci generalizada. Formas lineares em logaritmos.

Equacoes Diofantinas.
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Abstract

A well-known generalization of the Fibonacci sequence is the k-generalized Fibonacci
sequence (Fék))n whose first k terms are 0,0,...,0,1 and each term aftwards is the sum
of the preceding k terms. Motivated by the identity F? + F? 1 = Fb,41, Chaves and
Marques, in 2014, proved that the Diophantine equation (F*))? + (F,Ei)l)Q = F® has no
solution in positive integers n, m and k, with n > 1 and k > 3. After that, another
generalizations were provided by Freitas et al., replacing Féf) to Fﬁb), with [ > k, and by
Luca and Ruiz, whom proved that (F{¥)* + (F,EI%)S — F™ has no solution with k > 3
and s > 2. In this work, we study the generalized equation (F{¥)* + (Ffblfl)s =FY In
particular, we obtained some effective upper bounds for the variables and also we solved
completely some particular cases.

Keywords: Generalized Fibonacci sequence. Linear forms in logarithms. Diophantine

equations.
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Introducao

As equacbes com solugdes no conjunto dos nimeros inteiros sao chamadas de equacdes
Diofantinas, em homenagem a Diofanto de Alexandria que estabeleceu o estudo dessas
equacoes e suas solugoes. Historicamente, muitos estudiosos de Teoria dos Niumeros se
dedicaram a esse objeto de estudo. Algumas das equagOes mais conhecidas sao, por
exemplo, as equacoes de Pell, as equacoes pitagéricas e, talvez a mais famosa, a equacao
do tultimo Teorema de Fermat.

Nos dedicaremos neste trabalho a um caso particular de equagao Diofantina envolvendo
sequéncias recorrentes, em particular, a sequéncia de Fibonacci e sua generalizacao mais
conhecida. Para isso, utilizaremos o método de formas lineares em logaritmos devido a
Baker, que nos permitira limitar as variaveis envolvidas na equagcao.

Considere, portanto, (F},),>o a sequéncia de Fibonacci dada por
F,=F, 1+ F,_ o, paran > 2,

e termos iniciais dados por F, = 0 e F; = 1. Entre as diversas relagoes conhecidas
para essa sequéncia, uma que chama bastante a nossa atencao é a que nos diz que se
somarmos os quadrados de numeros de Fibonacci consecutivos, ainda temos um ntumero

de Fibonacci, o que pode ser traduzido matematicamente como a identidade
F+ Fry = Fonpr. (1)

Motivados por essa relagdo, Marques e Toghé [15], em 2010, levantaram a questao se
esse tipo de identidade seria possivel para poténcias s > 2, no entanto, eles provaram que
se s ¢ um inteiro tal que F); +F, ; ¢ um nimero de Fibonacci para todo n suficientemente
grande, entao s = 1 ou 2.

Ja em 2011, Luca e Oyono [14] fecharam esse resultado, mostrando que a equagao

Fo+Fo o =Fy (2)



nao tem solucdo em inteiros (n,m,s) comn > 2 e s > 3.
Considere agora um numero inteiro k > 2. Definimos a sequéncia de Fibonacci k-

generalizada pela recorréncia

I RV ®
onde os k termos iniciais sao dados por ka&fz) = FEIEL,g,) — ... = Fo(k) =0e Fl(k) = 1.

Tal sequéncia também é conhecida por sequéncia de Fibonacci generalizada de ordem k
ou sequéncia de k-bonacci.
Observe que se k = 2 temos a sequéncia de Fibonacci, definida anteriormente, cujos

primeiros termos sao:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, .. ..

Se k = 3, chamamos os termos FTES) =T,, de nimeros de Tribonacci, veja alguns dos seus

primeiros termos:

0,1,1,2,4,7,13,24,44, 81,149,274, . . ..

Apesar de muitos associarem o termo “tri”ao numero trés (three), na verdade, o nome foi
estabelecido por Feinberg [12], em 1963, e remetia a palavra tree, pois Feinberg analisava
a sequéncia como ramos de uma arvore.

Inicialmente, Chaves e Marques [6], generalizaram o resultado da relacao (1) para

numeros de Fibonacci k-generalizados, provando que

(F(k))Q + (F(k)

n n+1)2 = Fr(nk) (4)

nao tem solucdo em inteiros (n,m,k) com n > 2 e k > 3. A fim de generalizar o
resultado principal de [14] no contexto de sequéncias de Fibonacci k-generalizada, Chaves

e Marques [7], conseguiram um resultado parcial para a equagao

S k S
(EP) 4+ (M) = F®), (5)

n

sendo necesséaria a condigdo 3 < k < min{n,logs} para garantir que nao ha solugao
também neste caso. No mesmo ano, Luca e Ruiz [13], determinaram que a equacao (5)
nao tem solu¢do em inteiros (n,m,k,s) comk >3, n>2e s > 2.

Aparentemente, as propriedades bem particulares da sequéncia de Fibonacci sdo o

que garantem que a soma de quadrados de ntumeros de Fibonacci consecutivos é ainda



um numero desta sequéncia. Qualquer outra variacao dessa equacao parece nao recair
na sequéncia envolvida na equacao. Questiona-se entao, se a soma de quadrados de
nimeros consecutivos de k-bonacci poderiam ter intersecao com alguma outra sequéncia,

por exemplo, [-bonacci? Freitas et al. [1], provaram que a equagao

(F®Y?2 1+ (F®))2 = FD (6)

m

nao tem solucdo em inteiros (n,m,k,l) com 2 <k <len > 2.

Neste trabalho, queremos estudar a equacao
S k S
(ER) + (FE) = FY (7)

em inteiros positivos (n,m, k,l,s) com k,l >3, s >2emn,m > 2.

Este trabalho foi dividido em trés capitulos principais. No primeiro capitulo, desen-
volveremos as ferramentas fundamentais usadas para demonstracao do nosso resultado,
sao elas: resultados sobre a sequéncia de Fibonacci k-generalizada, formas lineares em
logaritmos e métodos de reducao, como o algoritmo LLL, por exemplo.

No segundo capitulo, inicialmente, demonstraremos que a equagao (6) também nao

tem solucao no caso em que [ < k, fechando portanto o seguinte resultado

Teorema 0.1. A equacao Diofantina

(FE) + (F5)* = FY)

nao tem solucao em inteiros positivos m,n,k el comk >3 oul >3 en > 3.

Precisamos especialmente da condicao n > 3 pois no caso em que n = 2 temos uma
familia de solugoes para a equacao acima: (n,m,k,l) = (2,5,k,2), com k > 3. Ou seja,

como FQ(k) =1le F?)(k) = 2 para todo k > 3, temos
(B + (B9 =1 42 =5 = ;.
Resolveremos entao o caso geral, quando [ < k, provando o seguinte teorema:
Teorema 0.2. Seja (n,m, k,l,s) solu¢ao da equagao Diofantina

S k S
(E®ys 4 (F8)ye = FO, (8)

n m



comn,m2>2,k>I02>2, s> 3 inteiros. Entao:
s < 8,11 -10%10%1010g"

n < 1,49 - 10%k?% log® k,

m < 1,97 - 10*°k10 log*" k.
Para o caso em que [ > k temos um resultado analogo, onde as variaveis s,n, m sao
limitadas todas em funcao da variavel .
Observamos entao que, sempre que [ é escrito em funcao de k, por exemplo, [ =k —1,

é possivel obter limitantes efetivos para as variaveis utilizando um método devido a Bravo

e Luca [2] e neste caso obtemos
Teorema 0.3. Seja (n,m,k,s) uma solugcdo para a equagdo Diofantina

(k)\s (k) \s _ po(k—1)
(F,7) + (Fo)’ = F

n m

comn,m>2, s>3 ek >3 inteiros, entao
k<4487, n < 8,21-10"%5, m < 2,97-105° ¢ s < 7,39 - 10%15.

Com estes limitantes nao é possivel realizar os calculos computacionais e, neste caso,
nem € viavel utilizarmos algum método de reducao. A fim de explicitar um caso particular
para esta equagao geral, resolveremos o caso em que k = 3 (Tribonacci T,,) e | = 2

(Fibonacci F,):

Teorema 0.4. Se (s,n,m) € solu¢io para a equagao
Trj + qu+1 = F,

com s >2en > 2, entio (s,n,m) = (2,2,5).

Neste caso, foi possivel reduzir os limitantes para as variaveis e fazer os casos finitos
computacionalmente utilizando o método do algoritmo LLL, que sera descrito no Capitulo
1.

Por fim, no terceiro capitulo, daremos uma outra generalizagao da soma de poténcias

de nimeros de Fibonacci, obtendo o seguinte resultado assintético:

4



: ; ; g s s s 5 7
Teorema 0.5. Seja s um inteiro positivo. Se Fy |+ F; o+ -+ F) € um nimero de

Fibonacci para todo n suficientemente grande, entao s =1 ou s = 2.

Para os cédlculos computacionais deste trabalho utilizamos, especialmente, o software
Mathematica e, ao longo do texto, explicitaremos alguns dos comandos bésicos utilizados
para encontrar termos das sequéncias, resolver casos particulares, obter limitantes e aplicar

os métodos de reducao.



Capitulo 1

Preliminares

Antes de desenvolver os resultados principais deste trabalho, vamos precisar de alguns
resultados preliminares. Inicialmente, falaremos um pouco sobre o método de formas
lineares em logaritmos devido a Baker. De modo geral, Baker provou que dada uma

forma linear em logaritmos
A= Z bz log Qy,
i=1

onde b; € Z e «; sao numeros algébricos, para ¢ =1,2,...,n, temos que ou A =0 ou A é

transcendente. Para o caso em que A # 0, é possivel obter um limitante inferior para |Al:

Al > (eB)™,
em que B = max{|b|,..., |b,|} e C'é uma constante efetivamente computavel dependendo
somente de n e dos nimeros algébricos ay, . .., a,. Apds Baker, diversos matematicos tra-

balharam a fim de melhorar a constante C' obtida por Baker, neste trabalho em particular
usaremos o resultado devido a Matveev [16], para obter limitantes para as varidveis en-
volvidas na equacao que estamos estudando.

Em seguida, trataremos rapidamente do método de reducao dado por Dujella e Petho
[10] cujo resultado envolve convergentes de uma fracdo continua. Falaremos sobre a
aplicacao do algoritmo LLL (devido a Lenstra-Lenstra-Lovasz) para formas lineares em
logaritmos, que também nos permitira reduzir limitantes para as variaveis.

Por fim, dissertaremos sobre as sequéncias de Fibonacci k-generalizadas e suas pro-
priedades. Por exemplo, explicitaremos o resultado obtido por Dresden e Du [9], que nos

fornece uma férmula fechada para F}P em funcgao das raizes do polindmio caracteristico

6



associado a sequéncia recorrente. Tal férmula serda amplamente utilizada no decorrer do
trabalho.
Ainda, a tdltima secao deste capitulo versara sobre alguns lemas auxiliares nas nossas

demonstragoes.

1.1 Formas lineares em logaritmos

Uma forma linear em logaritmos de niimeros algébricos é uma expressao da forma

zn: bz IOg ay,
i=1

onde estamos considerando «y, ..., a, numeros algébricos e by,...,b, inteiros. Sempre
que nos referirmos a logaritmo neste trabalho, estamos pensando no logaritmo natural de
base e.

Chamaremos também de forma linear em logaritmos a expressao A = al'a% - --alr —1
que ¢ a forma exponencial da nossa forma linear em logaritmos de nimeros algébricos.
Observe que, neste caso, log(A+1) é uma forma linear em logaritmos como anteriormente
e, além disso, para A pequeno temos log(A+1) ~ A. De modo geral, vale que |[A| < e —1.

Considere o seguinte caso particular: parai =1,...,n, sejam x;/y; racionais nao nulos

e b; inteiro positivo. Defina A; := max{|z;|, |y, 3} e B = max{by,...,b,,3}. Seja entao

1\ z,\ "
A:(_l) (_n> L
Y1 Yn

Supondo A nao nulo, obtemos um limitante inferior para log|A| dado por:

a forma linear em logaritmos

log |A] > — Zbi log |y;| > —BZlogAi.
i=1 i=1

Apesar de conseguirmos limitarmos inferiormente log |A|, essa limita¢do nao serd sa-
tisfatoria para resolvermos equacoes Diofantinas. Precisamos entdao de uma melhor esti-
mativa para B. Em 1966, Alan Baker deu um limitante para o valor absoluto de uma
forma linear em logaritmos. Ele conseguiu uma estimativa em log B para as formas line-
ares, o que possibilitou a resolucao de alguns tipos de equagoes Diofantinas, por exem-

plo, equagoes Diofantinas onde as varidveis desconhecidas estao no expoente (chamadas

7



equagoes Diofantinas exponenciais). Ressalto ainda que Baker obteve uma estimativa
para A substituindo x;/y; por nimeros algébricos nao nulos.
Inicialmente, faremos consideragoes sobre numeros algébricos. Seja a um nimero

d .
algébrico de grau d e seja f(z) = Y. a;a%"" € Z[x] seu polinémio minimal, com ag > 0
i=0

d , .

e mdc(ag, . ..,aq) = 1. Escrevendo f(z) = ao [[(z — a®), onde a = a® e oV sdo os
i=1

conjugados de «, definimos a altura logaritmica de o como

d
1 .
h(a) = p (log lao| + g log max{1, ]oﬁ”\}) :

i=1

Como estamos tratando de limitantes para as formas lineares em logaritmos de ntimeros
algébricos, muitas vezes basta estimar a altura logaritmica do niimero algébrico a em vez
de calcula-la efetivamente. Para isso, podemos utilizar as seguintes propriedades que
podem ser encontradas em [19].

Sejam x e y numeros algébricos, entao valem:
(i) h(z™") = h(z);
(i) h(z/y) < h(x) + h(y);
(iii) A(zy) < h(z) + h(y);
(iv) h(x +y) < h(z) + h(y) + log 2.
Abaixo daremos uma versao apresentada por Baker e Wiistholz:

Teorema 1.1. Sejam vy, ...,y numeros algébricos diferentes de 0 e 1, K= Q(y1,..., %)

e D o grau da extensao [K:Q|. Parai=1,...,t seja
[log(v:)| 1
A; > h(vi),—~—s 7 (-
_max{ (Vi) i) D
Para by,... by € Z seja A = bylogy + -+ b logvy, # 0 e defina B > max{|b],...,|b|}.

Entao, temos
log |A| > —18(t + 1)1t"*(32D)" 2 log(2t D) A, . .. A, log B.

O préximo teorema é uma versao que nos da uma limitagao inferior para formas

lineares logaritmicas d la Baker (mais precisamente, a exponencial da forma linear em

8



logaritmos) e é devido a Matveev [16]. A contribuicdo de Matveev ao resultado anterior
é em relacdo a ordem da constante que é O(c'), para ¢ > 1, enquanto o resultado anterior

é O(t"), onde t é o ntimero de logaritmos que aparece na forma linear.

Teorema 1.2 (Matveev). Seja K um corpo de nimeros de grau D sobre Q, sejam

Y1, --.,Y numeros reais positivos de K, e sejam by, ..., by nimeros inteiros. Suponha
B > max{|by|,...,|b|}, e considere A := ~ ... — 1. Sejam Ay, ..., A, mimeros reais
tais que

A; > max{Dh(~;),|logl, (0,16)}, i =1,...t.

Entao, assumindo que A # 0, temos
|A| > exp(—1,4-30"3 - ¢*° . D*(1 +log D)(1 4+ log B)A; - -+ A,).

Muitas vezes, quando utilizamos o resultado acima para resolucao de equacoes Diofan-
tinas, obtemos limitantes muito grandes para as variaveis envolvidas na equacao e mesmo
com o auxilio do computador, nao é viavel computar os casos finitos. Assim, precisamos
utilizar estratégias que reduzam os limitantes das varidveis, o que podemos fazer, em

alguns casos, com a ajuda do seguinte lema devido a Dujella e Pethé [10].

Lema 1.3 (Dujella e Pethd). Seja M um inteiro positivo e p/q um convergente da fra¢ao
continua do irracional y tal que ¢ > 6M e seja p um numero real. Seja e = ||pql|—M||vql|,
onde ||-|| € a distancia até o inteiro mais prozimo. Se € > 0, entdo ndo existe solu¢do
para

O<my—-n+pu<A-B*

em inteiros positivos m, n e k com

Outro método de redugao para variaveis em uma forma linear em logaritmos é dada

pelo algoritmo LLL, para esse método, dedicamos a nossa préxima segao.



1.2 Algoritmo LLL para formas lineares em logarit-
mos

Falaremos nesta segao sobre o algoritmo LLL aplicado a formas lineares em logaritmos,
sem nos preocuparmos com o algoritmo em si, visto que, na maioria dos programas co-
nhecidos, esse algoritmo ja estda implementado.

Primeiramente, definimos um reticulado d-dimensional (lattice d-dimensional) L de
R™ como um subgrupo discreto de R™ de posto d, isto é, existem vetores by, bs, ..., by de

R", linearmente independentes sobre R tal que
L =@ 7b;.

Na préatica, podemos sempre considerar reticulados £ C Z%, isto é, b; € Z%, o que auxilia
nos calculos computacionais, evitando problema de estabilidade numérica. Com essa
notacao, estabeleceu-se os seguintes problemas:

Problema SVP (The Shortest Vector Problem): dada uma base by, ..., by € Z"
de um reticulado L, computar um x tal que || = min |y|.

yeL\{0}

Problema CVP (The Closest Vector Problem): dada uma base by, ... by € Z"
de um reticulado L e um vetor t € 7", computar um x tal que |z —t| = 1516121 ly — .

Uma descoberta feita por H. W. Lenstra, A. Lenstra e L. Lovasz foi que, embora em
geral nao seja possivel encontrar rapidamente uma base que satisfaca o problema SVP
ou ainda o problema CVP (ver [18]), é possivel encontrar uma boa aproximagao em um
tempo polinomial para esse tipo de problema. O método deles ficou conhecido como
algoritmo LLL e tem diversas aplicacoes na matematica e computacao.

Os resultados que daremos a seguir vao na diregao da solucao desses problemas, e os
aplicaremos para obter limitantes inferiores para formas lineares em logaritmos.

Seja £ C R" um reticulado dado pela base by, bs, ..., b,. Definimos os vetores b, para

i=1,...,n, eos valores y; ;, para 1 < j <7 <n, indutivamente por

i—1
b =bi— Y ighi e g = o b]f)'

j=1 7777

Entao, b7,...,b; é uma base ortogonal para R", chamada base de Gram-Schmidt.
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Chamamos by, by, ..., b, de £ de base LLL-reduzida (ou somente reduzida) se

1
pil S5 1<j<i<n (11)

3
107 + paimabia [ = 70 1 <i<n. (1.2)

Portanto, uma base LLL-reduzida é préoxima de uma ortogonal.

Para o caso bidimensional, Gauss forneceu um algoritmo que encontra uma base redu-
zida para o reticulado. Tal base contém os dois primeiros vetores minimais do reticulado,
ou seja, resolve completamente o problema SVP para duas dimensoes. Além disso, é
possivel ver o algoritmo de Gauss como uma extensao do algoritmo Euclidiano, assim
como o algoritmo LLL é uma extensao do algoritmo dado por Gauss.

Seja y € R™ um ponto fora do reticulado. Denotamos por d(£) o comprimento do
menor vetor nao nulo da rede:

(L) = i o,
e d(L,y) a distancia de y a rede:
d(£,y) = min |z —y].

Com essa notagao, temos o seguinte resultado, que pode ser encontrado em [§].

Lema 1.4. Seja {by,...,b,} uma base LLL-reduzida de um reticulado L e {b],..., b} a

correspondente base de Gram-Schmidt.

(a) Para qualquer vetor ndo nulo x € L temos

b
o) > ol
€1
onde ¢; = lrilzix(|b1|/|b;‘|) Em particular,
b
)= 2,
&1

(b) Considere y & L e escreva y = E:yzbZ Seja iy 0o maior indice tal que ||y;|| # 0.
i=1

Entao, para todo x € L temos
b1
[z =yl = [lyo =
C1
onde || - || € a distancia até o inteiro mais prozimo.
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Aplicaremos esses resultados para obter limitantes inferiores para formas lineares em
logaritmos. Para isso, considere ag, aq, . . ., a;, numeros reais e fixe uma constante grande
positiva C' (em breve daremos uma boa escolha para esta constante). Se {e1,es, ..., e,}

¢ a base canodnica do R", considere para 1 < j <n — 1:

bj = €j + LCaﬂen,

b, = |Cay,len,

onde |z] é o inteiro mais préximo de x.

Observagao 1.5. Definimos o inteiro mais prérimo de x por |x| = |z +1/2], onde |y]

¢ o maior inteiro menor ou igual a y.

Considere £ o reticulado gerado por {by,...,b,}. A matriz associada a esse reticulado
é dada pelos vetores by, ..., b, nas colunas:
1 0 0
0 1 0
B —
|Caq] [Cag] -+ [Cay

Com essa base definida para o reticulado £, usamos o software Mathematica para
encontrar uma base LLL-reduzida através do comando LatticeReduce. Por abuso de
notagao, chamaremos essa base reduzida também de {by,bs,...,b,}.

Finalmente, defina

y=—|Cale, =(0,0,...,—|Cay]).
Com essa notagao, temos o seguinte resultado dado em [8]:

Proposicao 1.6. Sejam X1, X, ..., X, inteiros positivos. Sejam

n

n—1 1+ZX7,
Q:ZXZ? e T:ZT=1
i=1

12



e assuma que d(L,y)* > T? + Q. Se x; € 7 sdo tais que |x;| < X; para todo 1 < i < n,

entao ou
n 2 _ _ T
o + inai Z V d(‘cay)c Q :
i=1
oux;=-=x,1=0ex,=—|Co|/|Cay,].

Cabe ressaltar que geralmente é muito dificil calcular d(L,y) diretamente, no entanto,
como queremos apenas um limitante inferior, podemos utilizar o Lema 1.4 para isso.

Agora, sobre a constante C' escolhida anteriormente, devemos escolhé-la de modo que
seja maior que X", onde X = max{Xj,...,X,}. Caso a condigdo da Proposi¢ao 1.6
d(L,y)? > T? + Q nio seja satisfeita, devemos aumentar a constante e repetir o processo.
Ressalto ainda que a vantagem do algoritmo LLL em relacao ao método de reducao dado
pelo Lema 1.3, é que podemos aplica-lo para formas lineares com mais de trés logaritmos,
o que nao € possivel no Lema 1.3.

Faremos agora um exemplo de como o algoritmo LLL pode ser utilizado em formas
lineares em logaritmos. Ressalto que o exemplo abaixo pode ser resolvido com técnicas
mais elementares, mas o objetivo é mostrar como a técnica de redugao pelo algoritmo
LLL pode ser usada em conjunto com as técnicas para formas lineares em logaritmos.

A equacao que resolveremos é a seguinte:
3-5"—2" =11, paran,m > 1.

Se m > 3, observamos que 3 - 5" = 3 (mod 8) = 5" = 1 (mod 8), portanto n é par.
Agora, pela equagdo, —2™ = 2 (mod 3) = 2™ =1 (mod 3), e portanto m é par. Assim,
a equacao se torna um caso particular da equacio de Pell 2% — 3y? = —11.

Vejamos agora como resolver com as técnicas apresentadas neste capitulo:

Exemplo 1.7. Considere a equacdo

3-5"=2" =11, paran,m > 1.

Observe que 3 -5" = 11 + 2™ < 3-2™, para m > 4, o que nos da n < m. O caso em
que m < 4 pode ser resolvido separadamente e nos dd a solu¢io (n,m) = (1,2). Além
disso, podemos reescrever a equacdo como a forma exponencial de uma forma linear em

logaritmos da sequinte maneira:
A=3-5"2""—-1=11-2"">0.
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Pelo Teorema 1.2, obtemos:
|A| > exp(—7,95 - 10" logm),

portanto, m < 3,9 - 10" e como n < m, temos n < 3,9 - 10*.

Seja I' =log3 + nlogh — mlog2. Temos
0<P<e'—1=A=11-2""

Vamos aplicar a Proposi¢ao 1.6 e o Lema 1.4 para obter um limitante inferior para I'.

Para isso, considere
ag =log3, a; =logh, as =1og2, r1 =n exy=—m.

Podemos considerar X1 = Xy = 10" e escolher C := 10%. Defina a matriz cujas colunas

geram um reticulado L por:

1 0
[10* log 5] [10*°log 2]

B =

e defina
y = (0,—[10% log 3]).

Através do comando
LLL:=LatticeReduce [{{1,Round[10"35*Log[5]]1},{0,Round[10"35*Log[2]]}}]

obtemos os sequintes vetores LLL reduzidos que geram o reticulado L :
by := (165736237459304329, 193725177550755356),

by := (199573345342948375, —184946495497462733).

Definimos entao

bT - bl
(b2, b7)
(01, b7)

by = by + pg.by, onde po =

Para esses vetores definidos acima, observamos que as condi¢oes para ser base LLL-

reduzida sao realmente satisfeitas.
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Além disso, computamos

|b—i| =1le |b—i| < 0,94,
b1 |b5]

e pelo Lema 1.4 podemos escolher ¢, := 1.

Devemos agora escrever y como combinagao linear de by e by. Fazemos isso através
do sequinte comando:

LinearSolve [Transpose[LLL],{0,-Round[10°35%Log[3]]}]

Assim, para y = y1by + ya2by obtemos ||ys|| > 0,31 e podemos aplicar o Lema 1.4 e
obter

d(L,y)>0,31-2,5-10'" > 7,75 - 10'°.

Dai, computamos T e @ conforme a Proposicio 1.6 e obtemos d(L,y)* > T? + Q. Assim

VAL YE—Q-T

C

o que nos dd m < 63 e portanto n < 63.
Basta testar as possibilidades para ver que essa equacdao possui somente as sequintes
solucoes:

(n,m) € {(1,2),(2,6)},

0 que conclui nosso exemplo.

Para mais informacoes sobre o método do algoritmo LLL e demonstragoes dos resul-

tados citados nessa secao, sugerimos as referéncias [8] e [18].

1.3 Sequéncias de Fibonacci k-generalizadas

Sequéncias recorrentes sao sequéncias (u,, ), nas quais cada termo é determinado em funcao
de termos anteriores. Particularmente trabalhamos com as sequéncias recorrentes que sao

lineares e com coeficientes inteiros, isto é, quando existem cq,...,c; € Z tais que
Upip = CllUpik—1+ -+ Cxty, ¥V n > 0. (1.3)

Note que esse tipo de sequéncia fica unicamente determinada pela escolha dos k valores
iniciais wuq, ..., ug. Neste caso, dizemos que (u,), é uma sequéncia recorrente linear de

ordem k (supondo que ¢ # 0).
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Um dos exemplos mais famosos de sequéncia recorrente linear de ordem 2 é a sequéncia
de Fibonacci, que foi estabelecida por Leonardo de Pisa, em 1202, a partir de um problema

envolvendo a quantidade populacional de coelhos. Sua recorréncia é dada por
Fn =Fp 1+ an27 Vn Z 2, (14)

onde os termos iniciais sao Fy=0¢ F} = 1.
A sequéncia de Fibonacci ja foi amplamente estudada e possui intimeras propriedades
ja conhecidas. Dentre as quais, destacamos a Formula de Binet:
o — 5n
\/5 )

onde o = (1 +V5)/2 e B = (1 — V5)/2 sdo as raizes do polinémio caracteristico ¥ (z) =

F, = (1.5)

22— x—1.

Considere agora um numero inteiro &k > 2. Definimos a sequéncia de Fibonacci k-
generalizada por

onde os k termos iniciais sao dados por Fy&_m = FE’EL_S) =...= Fék) =0e Fl(k) = 1.

Para essa sequéncia de Fibonacci k-generalizada (ou sequéncia de k-bonacci) temos o

seguinte polinomio caracteristico associado:
Yp(w) =2 —aF 1t — 1 (1.7)

que possui somente uma raiz real positiva, pela Lei dos Sinais de Descartes. Tal raiz sera
denotada por o™, ou somente a quando nao houver ambiguidades. Ainda, chamaremos
essa raiz de raiz dominante associada a F®).

Neste trabalho, usaremos como ferramenta computacional o software Mathematica.
Nele, definimos os nimeros de k-bonacci e sua raiz dominante por:

F[n_,k_]:=SeriesCoefficient[Series[x/(1-Sum[x~j,{j,1,k}]),{x,0,4000}],n]

s[x_,k_]:=x"k-Sum[x~j, {j,0,k - 1}]

alphasd[k_] :=x/.Last[NSolve[s([x, k], x, 4000]]

Assim como a sequéncia de Fibonacci, sua generalizagao dada por (1.6) possui diversas
propriedades, as quais destacaremos algumas fundamentais na sequéncia.

Como foi observado em [20, Lemma 3.6], temos
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Lema 1.8. Para todo k > 2, temos
21-2M <a<2.

Demonstragio. Inicialmente observe que, pelo Teorema do Valor Intermedisrio, o'¥) e
(1,2), pois Y (1) =1 —k <O para k>2e¢y(2) =1>0.

Agora, note que podemos reescrever o polindmio caracteristico ¥,; como

Urpr(z) = (2" — —1=uayy(z) -1
r—1
e logo ¥y11(a®™) = —1. Dai, existe uma raiz entre o*) e 2, que s6 pode ser a**V | pois é
a Unica raiz positiva de Y41 (x). Assim, a**) > o® para todo k > 2.
Note agora que ¥;,(2(1 — 27%)) < 0 portanto a® estd entre 2(1 — 27%) e 2. ]

As outras raizes de 1y (x) estarao todas dentro do circulo unitario, pelo seguinte re-

sultado provado por Miller [17]:
Lema 1.9. Toda raiz f # a'¥) de ¢y () satisfaz |5] < 1.

Demonstra¢ao. Como ja comentado, ¢ (x) tem uma unica raiz real positiva, que chama-
remos de a = o™, Além disso, para todo = € R, se & > a entdo 1x(z) > 0. Por outro

lado, se 0 < & < « entao i (x) < 0. Considere agora a fungao
g(x) = (z — Dp(x) = 2" — 227 + 1.

Neste caso, para todo z € R, se z > a entdo g(z) > 0ese 1 <z < «a entdo g(z) < 0.
Afirmagao 1: ¢y (x) nao tem zeros complexos  com |§| > a.

De fato, se ¥(8) = 0 com || > «, entdo % = "' +..- + 3+ 1 nos d4
BIF <18+ + 18]+ 1.

Mas, isso implica que ¥ (|5]) < 0, o que é um absurdo pois assumimos |G| > a.
Afirmagao 2: ¢y (x) nao tem zeros complexos § com 1 < |5] < a.

De fato, nesse caso, se ¥x(8) = 0 entao g(58) =0 com 1 < || < a. Mas alf,
26* < 81" +1

nos da g(|8]) > 0, o que é um absurdo.
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Afirmagao 3: ¢y (x) nao tem zeros complexos § com |f| = a ou |B] = 1.
Supondo que ¥ (8) = g(B) = 0 com |B| = a ou |B] = 1 temos 2" = B**! + 1, 0 que
nos da

2|8F = |BM + 1] < |B]F + 1.

Mas, a igualdade acima sé ocorre se S¥*1 é real, portanto, 5* é real, e segue que 3 é
real. Aplicando a regra de Sinal de Descartes para g(z) = "™ — 22" + 1 = (z — 1)¢,(2)
temos que g(z) possui duas raizes reais positivas e, ou uma raiz real negativa (se k é par)
ou nenhuma raiz real negativa (se k é impar). Portanto, ¢;(x) possui ou uma raiz real
negativa (se k é par) ou nenhuma raiz real negativa (se k é impar). Se k é par, entao
Yr(0) = —1 e ¢ (—1) = 1, portanto, nenhum zero de ¢ (x), além de «, tem valor absoluto
igual a 1 ou a.

Assim, toda raiz § # « de ¥ (z) é tal que || < 1, como queriamos demonstrar. [

Agora, consideramos para um inteiro k > 2, a funcao

r—1

Jilw) = 2+ (k+1)(z —2) (18)

para todo z > 2(1 — 27%).
No Mathematica, essa funcio aplicada em o'®) pode ser definida por:
gsd[k_] := (alphasd[k] - 1)/(2 + (k + 1)*(alphasd[k] - 2))
Com essa notagao Dresden e Du, em [9, Teorema 1], obtiveram a seguinte férmula,

chamada de “Binet-like formula”,

k
F®) = ka(ai)a?_l (1.9)
i=1
onde oy = @, ag, . .., ay a0 as raizes do polinomio Yy (z) = 2% —2F 1 — ... — 2 — 1.

Nesse mesmo artigo, eles mostraram que a contribuicao dos zeros que estao dentro do

circulo unitério, para a férmula (1.9), é muito pequena. Mais precisamente,

B = |9 — fulo)a™| < (110

para todo n > 1.

Vamos expor mais alguns resultados sobre nimeros de k-bonacci:
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Lema 1.10. Se 2 <n < k+1, entdao
F(k) _ 271—2.

Demonstrac¢ao. Observe inicialmente que pela definicao da sequéncia de Fibonacci k-

generalizada temos

F® = F£@1+--'+F£@k» Vn>2
k) (k) (k)
Fn—l - Fn—2 +-t Fﬂ”‘(k"‘l)7

dai
k k) _ (k) (%)
FP —F, I_Fn—l_an(kJrl)?

o que nos da

Como, para 2 <n < k+ 1, F:i)(kﬂ) = (0 temos
Fr(zk) = 2Fnk—)1 = 22Fr(zli)2 = ZSFS?:; == 2n72F7(L’i)(n72) - 2n72F2(k) = 27%2,
como queriamos. |

Um dos resultados que utilizaremos sobre sequéncias de Fibonacci k-generalizada foi

dado por Bravo e Luca em [4]:

Lema 1.11. Para todo k > 2 temos que

a2 < ) < gl

— n f— Y
para todo n > 1.

Demonstra¢ao. Paran =1 temos 1/a < Fl(k) =1 < o® = 1. Vamos provar por inducdo
em n > 2 para um k > 2 dado. Observe que para 2 < n < k + 1 temos, pelo Lema 1.10,
F® =972 Como a < 2, a desigualdade o2 < F® segue diretamente. Para a outra
desigualdade, observe que como a > 2(1—27%), é suficiente provar que 2" *(1—27%)"~1 >
2"2 ou seja, (1 —27%)"1 > 1/2. No entanto, vale que (1 — 2)" > 1 — na, para todo
n>1ex>0,dal

n—1 k
o =17 o0

(1—27Fmt > 1 - >1—

1
9’

N | —
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onde usamos os fatos que n < k+1e k1 > k.
Suponha entao que o resultado seja verdadeiro para todo inteiro menor que n > k+ 2,
logo
an—3 S Fr(Lli)l S an—Q

a" it < Frgz < "3

Q
3
-
&

IA

-1
| =
Eal

IN

o
3
=

N

524
=
AN

CYn—i% + CYn_4 R Ogn_k_Q < < an—Q + Oén—?) RS Ckn_k_l

an—k—2(ak—1 + O_/k_Q 4ot 1) < Fy(Lk) < an—k—l(ak—l + O{k_2 o da+ 1)

Y

k

pois o = " 1+ a* 2+ ... + a+1, o que completa a demonstracao.
m
O préximo lema nos da uma estimativa de fi(a) e sua altura logaritmica.
Lema 1.12. Para todo k > 2, sejam o = aq,Qa,...,q4 as raizes do polinomio carac-

teristico de F™ e considere a funcio fi(x) definida anteriormente em (1.8). Entdo
(a) Sei € [2, k] entdo |fr(au)| < 1;
(b) 1/2 < fu(er) < 3/4;
(¢c) h(fi(@)) < 4logk.

Demonstragao. Para o item (a), observe que quando k = 2, ap = (1 — \/5)/2 e portanto
fa(ae) = 0,27639. .., o que nos da |fa(ae)| < 1. Para k > 3, usando que |a;| < 1 para
i € [2,k] temos

2+ (k + 1)(a; — 2)|

v

(k+ 1)|oy — 2| — 2
> (k+1)(12] = |as]) — 2

> k+1-2=k—1>2
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dai
—1 |OZZ|+1
[ i) = 2+(k+ D —2)| = 2

No item (b), considere a derivada de f(x) em relacao a x:

1—-k
W) = < 0.
fil=) 2+ (k+1)(z - 2))?
Portanto fi(z) é decrescente. Pelo Lema 1.8 temos 2(1 — 27%) < a < 2, assim f,(2) <

frl@) < fr(2(1 —27%)).
Observe que fx(2) =1/2e

< 1.

k=1 _ 1
— <
% —k—1"4

para k > 3. Para k = 2 basta calcular fo((1 +v/5)/2) = 0,72360... < 3/4.

|

fr2(1—27%)) =

Vamos agora provar o item (c).

MJil@)) = h(2+(ki_1)1(a—2))
- % (1oga0+21ogmax{'2+(kj‘jl_)(lai_2)‘,1}> ,

i=1

onde ag é o coeficiente lider do polinémio minimal de f(a) e ay = a.
Como 24 (k+1)(a; —2)| > (k+1)|o; —2| —2 > k—1 > 1, pois |ay| < 1, para i > 1.

Além disso,

2+ (k+1)(a—2) > 2+3(2(1-27%)~2)

= 2+43(—27Fh) >2 -

DO | W
DO | —

Portanto,
o — 1

2 1 <7<k
‘2+(k‘+1)(ai—2) <2Vlsis

k
Temos ainda, ag < 2°(k + 1)*. De fato: considere gi(z) = H(x — fr(ay)) € Qlz].
i=1
Entao o coeficiente lider do polindmio minimal de fi(«) sobre os inteiros divide

k

[T+ (k+1)(0i —2)).

=1

= (k+1)F

2
o (227 )|

1 51-+)

21

[T+ (k+1)(0; -2 ‘ (k+1)"




k
onde () :H(I—Oéi) AL
i=1
Como |y (z)| < max{a® 1+ +---+ 2"} < 2% para 0 < < 2, obtemos

2
< 1) 2— —— 2F(k + 1)k

|aol < (k+1) wk( k+1>‘ < 2k +1)

Logo,
1
h(fe(a)) < %(klog2 + klog(k + 1) + klog2)
= log(k+1) +log4 < 4logk,

como queriamos. O

1.4 Outros resultados auxiliares

Mostraremos nesta secao alguns resultados auxiliares que serao utilizados nas demons-

tragoes dos resultados principais.
Lema 1.13. Se A>3 ey/logy < A entio y < 2Alog A.

Demonstra¢ao. Como a funcao f(y) = y/logy é crescente para y > e, suponha, por

absurdo, que y > 2Alog A. Dal,

Y 2Alog A 2Alog A
> > = A,
logy ~ log (2Alog A) 2log A

onde usamos o fato que para A > 3, 2log A < A e portanto log (2Alog A) < log A* =
2log A. Mas isso contradiz a hipétese y/logy < A. O

Lema 1.14. Se A >3 ey/log’y < A entdo y < 16Alog® A.

Demonstracio. Como a funcdo f(y) = y/log”y é crescente para y > €2, suponha, por

absurdo, que y > 16A41log* A. Dai,

y 164 log® A - 16Alog* A
log®y ~— log® (16Alog* A) log?(A4) 7

onde usamos o fato que para A > 3, 16log’ A < A® e portanto log” (16A4log> A) <
log® (A*) = 161log® A. Mas isso contradiz a hipétese y/log®y < A. ]

22



Lema 1.15. A equacao Diofantina
5 4yt =28, (1.11)
ndo tem solugao em inteiros (z,y,s,t) para v #y, z,y >1,s>1et > 1.

Demonstracao. Para s par vamos considerar a equacao
2? =20 (1.12)

pois assim, se (1.12) nao tiver solugdo entao basta reescrever s = 2s; e a equagao x°+y° =
(251)? + (y*)? = 2%, ndo tem solucdo. Como x # y e x,y > 1 temos que t > 2.

Suponha (z,v,t) solucdo de 2? + y* = 2°. Pelo Principio da Boa Ordem, podemos
considerar ¢ minimo no conjunto {¢; (z,y,t) é solucao}.

Como t > 2, olhando a equagdo mdédulo 4 temos que z = 0,2 (mod 4) e y = 0,2

(mod 4). Em qualquer caso obtemos
o +yi =272

Novamente, como = # y e x,y > 1 temos t — 2 > 2. O que contraria a minimalidade de
t. Portanto, nao temos solucdo para x> + y* = 2°.

Agora suponha s fmpar. Como 2° < z° + 3° = 2/, temos s < t. Suponha (x,y, s,t)
solucao de 2° + y* = 2°. Pelo Principio da Boa Ordem, podemos considerar ¢ minimo no
conjunto {t; (z,vy, s,t) é solugao}.

Como s é impar

2 =2ty = (v +y) (@ =2y ()T,

entao

r+y = 2° (1.13)

»
|
—

(—D)Fpsthyk = 2P (1.14)
0

i

com a,b > 1 (observe que se a = 0 entao x e y tem paridades diferentes, mas ai terfamos

um absurdo com (1.14); e se b = 0 entao 2° +y* = x +y, o que é um absurdo pois s > 1).
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Logo, y = —z (mod 2) e entao

s—1
(—DFz*1"%% = 0 (mod 2)
k=0
s—1
(—Df2x* 1" F(—z)* = 0 (mod 2)
k=0
s—1
(=1)*2*! = 0 (mod 2)
k=0

w
8
I1l

sl 0 (mod 2).

Como s é fmpar, x é par e portanto y também é par. Considere x = 2"z e y = 2"y,

com 2{zy e 2¢ty;. Assim,

¥ +y° =20 = 2™ 4 2"ys = 2%,
Dai, temos que m = n e portanto
= Ql=ms,

Ty + Yy

Se t —ms > 1 entao temos uma contradicao com a minimalidade de . Se t = ms entao
z® +y® = (2™)%. Como s > 1 é impar temos que nao existe solugao pois é a Equacao de

Fermat para s > 3. O]
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Capitulo 2

A Equagdo (FJ)* + (F))s = Bl

A historia dessa equacao comeca com o seguinte resultado para sequéncia de Fibonacci:

Proposigao 2.1. Seja (F,,),>0 a sequéncia de Fibonacci, entdo para todo n > 0 temos
F2+ F2 | = Fopy1.

Demonstragao. Para provar esse resultado, considere a férmula de Binet dada em (1.5)

por
an_ﬁn
Fn: >

V5

onde a = (1+v5)/2e 8= (1-5)/2.
Temos assim

n __ An 2 n+l _ 5n+1 2
2+ P2, = (M) n <O‘—>
+1 \/3 \/g

a2n +ﬁ2n + Oé2n+2 +B2n+2
5 )

pois a8 = —1. Agora, observe que a? + 1 = V5o e 82+ 1 = —V/543, portanto

a2n(a2+1>+ﬁ2n(ﬂ2+1)

2 2
Fn + Fn+1 = 5
a2 t1y/5 — g2t /5
- 5
a2l _ g
- T - F2n+17
0 que prova o resultado. O
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Motivados por esse resultado, a pergunta natural para sequéncias generalizadas de
k-bonacci é: E possivel que a soma de quadrados consecutivos de k-bonacci ainda seja um
nimero de k-bonacci?.

Em 2014, Chaves e Marques [6] resolveram a equagao Diofantina
(B2 + (B = FLY,

em inteiros m,n > 2 e k > 3, mostrando que nao héa solucao nesse caso.

Uma generalizacao natural para a Proposicao 2.1, é pensar no que acontece com
poténcias maiores que dois. Marques e Togbé [15], em 2010, provaram que se s é um
inteiro tal que F, + F, ; ¢ um nimero de Fibonacci para todo n suficientemente grande,
entdo s = 1 ou 2. Ja em 2011, Luca e Oyono [14] resolveram o problema completamente,

mostrando que a equagao

F§+F§+1:Fm

nao tem solucdo em inteiros (n,m,s) comn > 2 e s > 3.
Pensando se a soma de poténcias consecutivas de numeros de k-bonacci ainda sao

nimeros de k-bonacci, Chaves e Marques [7] mostraram que

n

(F®ys 4 (F8 )y = B8,

nao tem solugdo em inteiros positivos com a condigdo n > 2 e 3 < k < min{n,logs}.
Essa tltima condigao foi removida por Luca e Ruiz [13] no mesmo ano.

Freitas et al. [1], em 2018, mostraram que

(FM)2 4 (FW)?2 = FO,

n m

nao tem solugao em inteiros com [ > k > 2 en > 2.

Queremos estudar a equacao
(ER) + (FE) = FY) (2.1)

em inteiros positivos (n,m, k,l,s) com k,l >3, s >2en,m > 2.

Considere inicialmente o seguinte lema auxiliar:

Lema 2.2. Se (n,m,k,l,s) € solu¢io da equagio (2.1) entao m > 1+ 2.
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Demonstragao. De fato, se m < [+ 2, temos pelo Lema 1.10 que F,Sf) =2m72 ¢ entdo
S k S m—
(FM) + (B =22,
Segue do Lema 1.15 que nao existe solugao nesse caso, portanto m > [ + 2. O

Observe que, ao longo de todo o estudo sobre a equagao (2.1), o caso s = 2 ja foi
resolvido para [ = k (por Chaves e Marques) e para | > k (por Freitas et al.). A fim de
resolver completamente essa equagao, vamos dedicar uma se¢ao especial para o caso em
que s=2el <k.

Antes disso, vamos estabelecer a seguinte notacao que serd usada ao longo de todo
trabalho: considere o a raiz dominante do polinomio caracteristico associado a Fflk) e 3
tal raiz associada a Fﬁ). Temos 8 < «a, sempre que | < k. Pela formula dada por Dresden
e Du [9] para sequéncia de Fibonacci k-generalizada dada em (1.9) e (1.10), podemos

escrever

F¥ = fi(@)a™" + Ey(n) e FY = £(B3)™" + Ey(m)

onde |Ex(n)| < 1/2 e |E(m)| < 1/2.

2.1 O caso s =2

Seguindo as ideias de Freitas et al. [1] resolveremos a equagao (2.1) para s = 2 e [ < k,

obtendo assim o seguinte teorema:

Teorema 2.3. A equacao Diofantina

k
(E0) + (R = FY
nao tem solugao em inteiros positivos m,n,k el comk >3 oul >3 en > 3.

Observe que se k = [ = 2 entao a equacgao possui infinitas solugoes, com m = 2n + 1,
pela Proposicao 2.1.

Vamos entao para a demonstracao desse resultado.

Demonstracao do Teorema 2.3. Como ja mencionado, podemos supor k > [ > 2.
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Usando o Lema 1.11, temos

k
) = (F9) + (R

m n

ﬁmfl

v

v

a2 4 o2 = o2(2)(1 4 o2)

a2(n—2)+2 _ a2(n—1) > 52(77,—1)

V

o que nos dd m — 1 > 2(n — 1). Por outro lado, como V2 < f < a < 2, temos

(V2)m? < gt < B = (F0)2 4 ()2
S a2(n—1) + a2n _ a2n(a—2 + 1)

< OdQnOé — a2n+1 < 22n+1

obtendo assim (m — 2)/2 < 2n + 1. Portanto,
2n—1<m<4n+4. (2.2)

Pela férmula de Binet generalizada (1.9), podemos escrever

(fr(@)a™™" + Ei(n)* + (fu(a)a™ + Ex(n +1))* = fi( )™ + Ei(m)

o que nos da

[fe(@)?a®™ V(1 +a?) = i(B)F™ < 1+ [2fu(@)a”  (Ex(n) + aEy(n+ 1))

3 1
< 142 Za”‘l (5 + 1) < 3a™ ! (2.3)

onde usamos o Lema 1.8 e o Lema 1.12 para obter a limitacao acima.
Dividindo (2.3) por fi(a)?a®™ V(1 + a?) e usando novamente o Lema 1.12, como
2 2(n—1) 2 1 2\ 2n-1) _ 1 a@m-1)
fl@) '™ V(1 +a%) > 21+ 1%)a =ga"
obtemos,

filB)sm 6 _ 10 2.4)

1 —
fk(()é)20é2(n_l)(1 + 062) an—1 (17 6)n

Considere a forma linear em logaritmos dada por

Ji(B)

M= e oY)

Bm—la—Q(n—l) —1.
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Inicialmente, observe que A; # 0 (o argumento para isso é o mesmo utilizado em [1] e

faremos em maiores detalhes nas proximas se¢oes). Agora, com

__ N — —
"= Fol@)2(1 + a2)’ Vo=, s =

by =1, bp:=m—1ebs:=—-2(n—1)

podemos aplicar o Teorema 1.2. Para esta escolha, temos D = [Q(«, 8) : Q] < kl < k2,

B = 4n + 3 e ainda

1,4
h(m) < 12logk + ’T + 0,7, (usando o Lema 1.12),

0,7 0,7
h(v2) < == e hly) < =~

Assim, A; := 14k?log k, onde usamos o fato que 12k?log k+ 1, 4k +0, 7k* < 14k?log k
para k > 3, Ay := 0,7k e A3 := 0, 7k. Portanto,

A1l > exp(—1,4-30%-3%°k*(1 4 2logk)(1 + log(4n + 3)) - 14k*logk - 0, 7k - 0, 7k)
> exp(—1,5-10"k%log® klogn), (2.5)
onde usamos os fatos que 1+ 2logk < 3logk para k > 3 e 1 +log(4n + 3) < 5logn para

n > 2.

Comparando (2.4) e (2.5) obtemos

< 3,2-10%k% log? k,
logn

e, utilizando o Lema 1.13, segue que

n < 2,37-10%k%log® k e m < 2,38 - 10"°k® log® k. (2.6)

O caso k grande

Considere k > 243, nesse caso temos n < 2%/2. Utilizando o método Bravo e Luca (ver [2],

faremos o método em mais detalhes em segoes posteriores), obtemos

27),

|61] = Ja" ! =277 < STER (2.7)
. . 2n+1
‘52| = |Oé -2 ’ < W’ (28)
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nl = [fr(a) = fr(2)] < o (2.9)

Sabendo que f;(2) = 1/2, podemos escrever

0
fel@)a™™ ! =22 4 20y 4 S By

)
fr(a)a™ = 2n=1 4 ony 4 52 + Oam.

Elevando as igualdades acima ao quadrado e utilizando as desigualdades (2.7), (2.8) e

(2.9), obtemos

20k 4 2Pk 24k% 26k2 4 20k% 23k
2n—4 2 2n—2 2n—4
2 — Jila)a | < 2 (23k/2+2k/2+ﬁ+7+m+2_k+ﬁ+_2k)

11
< 22"—4W, (2.10)
onde na ultima desigualdade usamos o fato que k& > 243.
Analogamente,
23
122772 — fr(a)?a®] < 22”74%' (2.11)
Assim,

2005 — fi(B) 3| = (22 22 ()

< 2572 = fi(@)?a® + 22770 = fi(@)?a™ 7+ [ fr(a)? (1 + o) 72 — fi(B)8™ ]

23 11
2n—4 2n—4 n—1
utilizando as desigualdades (2.3), (2.10) e (2.11).
Consideraremos agora dois casos: se m < 2% e se m > 2/2.
Caso 1:
Se m < 2% entao, novamente pelo argumento de Bravo e Luca [2] obtemos
m—1 m—1 2™
[093] = 677" = 2" < g (2.13)
e
21
sl = A(B) = 2] < 5. (2.14)
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Assim,

1)
Ho =t o B g,

e usando as limitagoes dadas em (2.13) e (2.14) segue que

4] 2 81
m—2 m—1 m—2
2 — fi(B)B | < 2 (? + 91/2 + 231/2)
11
m—2
9 T (2.15)

onde usamos o fato de [ > 2.

Agora, utilizando as desigualdades obtidas acima temos

2t am R < s - f(B)FT (B - 2

34 11
2n—4 n—1 m—2

Dividindo por 2™ 2

22n=1 34 3an~! 11
_l’_

22n74 .5
o om—2 " Qk/2 + gm—2 ' 9l/2"

2m—2

(2.17)

1\
Por (2.2), m > 2n — 1 assim 2n — m — 2 < —1, portanto

227174 _ 1
2m—2 2’

7 . — — — m—1 _ m—1 m+3
além disso, como a*" 2 < 2™ = "t <277 = 30" <277 2 =272 . Pelo Lema

2.2 temos m > [ + 2, portanto m — (I — 5)/2 — 2 > (m + 3)/2, logo

m—2

2
n—1 5/2
3o <2 —21/2 .

Voltando em (2.17), como k > I,

17 252 11 34

22n74‘5
—_— — <W+W+W<W.

2m—2

1 ‘
Como vimos, 2n —m — 2 < —1, portanto, em qualquer caso,

<

1 22n—4 .5 34
N ST R IS

Assim, [ < 14 e como nesse caso m < 2/? temos m < 128 e de (2.2) obtemos n < 65.
Ainda, como n > k + 1 temos k < 64, o que é uma contradicdao, pois k > 243. Cabe
ressaltar que estamos supondo n > k + 1, pois se n < k + 1 entao F,g) =5-22""1 que ja

esta resolvido em [3, Teorema 2.
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Caso 2:

Se m > 2% entdo | < 2logm/log2 e como m < 2,38 - 10"k log® k, temos | < 45logk
para k > 243.
Considerando agora a desigualdade (2.12) e dividindo por 22n=4.5 comon>k+1e

a < 2 segue que

fB)pm 34 31
‘1_m S 5oE2 5 gmma
34 3 7
< 5. 2k/2 - 5. 9k—2 < ok/2" (2.18)
Analisando a forma linear
_ hB)pmt
A2 = 22n 4 5 —1

observe que Ay # 0, pois utilizando a conjugacao sobre Q(/) obtemos

AN LA e
<3) <18 =P

onde usamos o Lema 1.12 para obter | f;(5;)| < 1 < 2|fi(B)|. Portanto, m < 3, o que nao

ocorre pois m > [ + 2 > 4. Assim, aplicando o Teorema 1.2 obtemos:
|As| > exp(—2,11-10"1*log® [logn).

Portanto,

k < 6,09 -10"%1*1og?llogn,

e como n < 2,37 -10%k%log® k < k6, para k > 243, temos

<9,75-10%1*1og?,
log k

e pelo Lema 1.13,
k<9,75-10%1*log® 1.

Como | < 45log k temos | < 3403 e assim, k < 7,04 - 10*2. Além disso, de (2.6),
n<6,19-10%% e m < 6,22 - 10%3,

Vamos analisar o caso em que [ < 3403: para isso, considere

['=(m —1)log f — (2n — 4)log 2 + log(fi(8)/5),
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entao por (2.18)

I1—€ < ST

Sel >0,

7
O<F<€ _1<W

e portanto

1 5
0< (m—1)%—n+ (2+ Og%gg/ >> <5,1.2742,

Por outro lado, se I' < 0 por (2.18), 1 —e" < |1 —€"| < 1/2, para k > 243.

Tl ¢

I' < 0 temos e — 1 e portanto el < 2. Assim,

14

0<|l| <elll—1=ellMet -1 < ST

Logo,
0 < (2n—4)log2 — (m — 1)log B — log(fi(B)/5) < 14 - 27%/2,

Como

Como o argumento de trabalho para I' > 0 e I' < 0 sao andlogos, consideraremos

somente o caso I' > 0, para evitar repeticoes desnecessarias. Entao,
0<(m—1)y—n+m<51-27%2
onde

g | los((B)/5)
2log 2 pu: 2log2

"=

A fim de utilizarmos o Lema 1.3, precisamos garantir que -y, é irracional. Para isso,

suponha por absurdo que v; = a/b, com a,b € N, assim
alog f = blogd = % = 4°.
Conjugando sobre o corpo Q(f) temos

(1,5)* < |B]* = |5:|* < 1, o que é um absurdo.

Seja ¢,; 0 denominador do r-ésimo convergente da fracao continua de ;. De (2.6) temos

m, n limitados em funcdo de k, mas como k < 9,75 - 10'°1*log® I podemos considerar um

limitante para m,n em funcao de [ dado por
M, = 3,42 - 10"83132 1og®" | < Ms403
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e usamos o software Mathematica para obtermos que

min > 6M; e qg:= max < 10900
2§l§3403(q600’l) 1eq 2§l§3403(%00’l)

Para os calculos acima, podemos definir no Mathematica os seguinte comandos:
DeFrac[x_,n_]:=Last[Denominator [Convergents[x,n]]]
gama [k_] :=Log[alphasd[k]]/(2*Log[2])
Timing[Min[Table [DeFrac[gamal[k],600],{k,2,3403}]1]1>6%M_1]
Timing[Max[Table [DeFrac[gamalk],600],{k,2,3403}]1]
Estes ultimos dois comandos, nos dao, respectivamente, o minimo e o maximo do
denominador do convergente de ;. Ambos os célculos, demoraram cerca de um més para

serem efetuados, o que pode ser observado através do comando Timing.

Definimos ¢; = || tugsoo.|| — Mi||71g600.|| para 2 <1 < 3403, e obtemos que

e:= min & >1,05- 1074
2<1<3403

No Mathematica:

Near [x_] :=Min[Abs[x-Floor[x]],Abs[Ceiling[x]-x]]

Mi[k_] :=2+Log[gsd[k]/5]/(2*Log[2])

Eps[k_] :=Near [Mi [k] *DeFrac [gama[k] ,600]]-
-3.42%107148%k"~32%Log [k] “27*Near [gama [k] *DeFrac [gama [k] ,600]]
Timing [Min[Table[Eps[k],{k,2,3403}]1]]

Portanto, pelo Lema 1.3, a inequacao Diofantina acima nao tem solucao com m < M,

. log (5, 1q/¢)
log v/2

Assim, temos k < 6011, e ainda [ < 392. Repetindo o processo, é suficiente escolher g5

para obtermos

min (qus0;) > 6M; e ¢ := max (qus0;) < 9,7 - 10°%%,

2<1<392 2<1<392
Ainda, com &; = ||tuqasosll — Mi||1qas0.]| temos
£:= min g >6,4-107%
2<1<392

Portanto, pelo Lema 1.3, k < 2583 e [ < 353. Nesse caso, segue de (2.6),
n<2,28-10% em < 2,29 -10%.
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O caso k pequeno

Vamos analisar agora k < 2583, observe que assim, ja estamos tratando do caso k < 243.

Counsidere a forma linear

r:= (m—1)10g6—2(n—1)10ga—|—10g( Sil5) >

fe(@)?(1+a?)

Se I' > 0 (novamente, o caso I' < 0 é anélogo) temos, por (2.4),

10
0<I<e—1<—
‘ 1,60
portanto
fi(B)
log 5 RAVADEIETY
0<(m—1) —n+ [1+ i <15-1,67".
2log v 2log v
Considerando ~;,; := (log 8)/(2log a) precisamos verificar que ele ¢ irracional. Como

k > 1, basta considerar os automorfismos sobre Q(«), pois existe um tal que o;(a) = «,
mas 0;(5) = . Supondo que 7, é racional, chegamos em um absurdo.

Agora, escolhemos M;, = 2,38 - 10,8 log® k e utilizamos o Mathematica para obter:

. 1100
min > 6M; e max <1,1-10 .
2gz<kg2583(qmo’k’l) k 2gz<k§2583(q700’k’l) ’

Definimos ey := || tk.19700 k1] — MillVe1q700 11| Para 2 <1 < k < 2583, e obtemos que

min e, >2,1-1077,
2<I< k<2583 ’

Isso nos da n < 5429 e, como m < 4n + 4, m < 21720. Agora, basta computar os

casos no computador e nao obtemos solu¢ao com n > 3, como queriamos. ]

Observe que nao ha nada de especial em resolver o caso s = 2, pois dado um s fixo,
pelos mesmos argumentos, é possivel resolver a equagdo completamente (notamos, no
entanto, que os calculos computacionais podem piorar muito conforme aumentamos o
valor de s). Resolver o caso s = 2, além de resolver completamente a equagao

k
(EW)? + (R = FY,
(recorde que [ = k foi resolvido em [6] e k < [ em [1]), nos permite analisar a equagao
k (k l
(EX) + (FE) = FY

somente para s > 3.
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2.2 0O caso s > 2

2.2.1 Owcasol<k

Resolveremos agora o caso mais geral com [ < k. Um teorema andlogo a esse sera dado

na Secao 2.2.4 para o caso em que [ > k.
Teorema 2.4. Seja (n,m,k,l,s) solu¢io da equagio Diofantina
(FEM) + () = FY, (2.19)
comn,m2>2,k>102>2, s> 3 inteiros. Entao,
s < 8,11 -10%10%1010g"

n < 1,49 - 10%k?% log® k,

m < 1,97 - 10*°k10 log*" k.

Demonstracao. Dividiremos a prova desse teorema em algumas partes. A ideia principal
¢ obter uma relagao entre as variaveis envolvidas na equacao e trabalhar com formas

lineares em logaritmos para obter limitantes para essas variaveis.

Desigualdade entre m, n e s

Como estabelecido anteriormente, considere a a raiz dominante do polindmio carac-
terfstico associado a F¥) e § tal raiz associada & F{). Temos § < a. Pela férmula
de Binet para sequéncia de Fibonacci k-generalizada dada em (1.9) e (1.10), podemos

escrever
FP = fi(e)a™™" + Ey(n) e F) = fi(B)8" " + Ei(m),
onde |Ex(n)| < 1/2 e |E(m)| < 1/2.

Usando o Lema 1.11, temos

gtz B = (FR) + (R

n

v

v

a(n—?)s + Cy(n—l)s _ &(n—Q)s(l + as)

V

a(n—2)s+s _ a(n—l)s > 6(71—1)5
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0 que nos dé m — 1 > (n — 1)s. Por outro lado, como V2 < < o < 2,

(V2)"? < gt < FO = (F®ys 4 (FW)s

< a(nfl)s + o = Oéns(afs + 1)

< ans o= Oén8+1 < 2ns+1

obtendo assim (m —2)/2 < ns + 1.

Logo, obtemos a seguinte desigualdade entre m, n e s:
(n—1)s+1<m<2(ns+2). (2.20)
Limitante para s em termos de n e k
Encontraremos um limitante para s em funcao de n e k. Da equacao (2.1),

(EWy + (F®)s = FO = £(8)8™ " + Ei(m)
AB)BmE— (ER) = (R — By(m).

Logo,
m— k S S
1£(8)8" 7 = (ER)s| = (W) — Ey(m)]
1
< (BN +5 <2AFPy
Dali,
m—1 Fék) s
%—1 <2<W : (2.21)
(Fn—i-l) Fn+1

Como F(]jr)1 = 2F® _ F:i)k, temos para k > 3

k k)
F1§+)1 _ F(fk
Fr(Lk) o Fnk)

Voltando em (2.21), segue que

|A(B)BHER) 1] < (2.22)

1,65
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Usaremos o Teorema 1.2 para formas lineares em logaritmos para limitar inferiormente

A= [(B)BTHER) T 1.

Primeiramente, observe que A; > 0. De fato,

A= (BB )T =1 = (BB = (FE)]
= (EY)(F®) — Bi(m)]

R) \—s s 1
> (B2 IED)y - 5)>0.

Considere

7= filB), 2 =B, 3= FT(LIj-)l eby =1, by:=m—1, b3:=—s

e ainda, D = [Q(«, ) : Q] < kl < k*. Por (2.20), podemos escolher B := 2ns + 3 >
max{m — 1, s}.
Vamos agora calcular as alturas logaritmicas de cada ~;, para ¢ = 1,2,3. Pelo Lema

1.12

Y

h(m) = h(fi(B)) < 4logl < 4logk.
Também,

h(v2) = h(B) =

ST ST

logs log2 0,7
l

h(ys) = h(F,E?l) = log F,Ei)l <loga™ < nlog2 < 0,7n.
Com isso, podemos escolher
Ay =4k logk, Ay :=0,7k e A := 0, Tnk.
Assim,
Al > exp(—1,4-30%-3% . k*(1 + 2logk)(1 + log(2ns + 3))4k*log k - (0, 7)k - (0, 7)nk?)

> exp(—2,81-10"%%n(1 + 2log k)(1 + log(2ns + 3)) log k)

> exp(—4,21 - 10"*nk® log® k log(ns)), (2.23)

onde usamos o fato que 1+ 2logk < 3logk e 1+ log(2ns + 3) < 5log(ns) para k > 3 e

ns > 2.
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Comparando (2.23) com (2.22), obtemos
2-(1,65)"° > exp(—4,21-10"%nk"log® k log(ns))
log2 — slog(1,65) > —4,21-10"nk"log? klog(ns).
Assim,
s < 841-10"2nk"log® klog(ns). (2.24)

Logo, multiplicando a desigualdade (2.24) por n, segue que:

ns
log(ns)

< 8,41-10"n%k" log” k. (2.25)
Usando Lema 1.13, obtemos
ns < 1,69-10%n2k"log? k - log(8, 41 - 10"°n%k’ log? k)

< 1,69-10"n2k" log k - [log(8,41 - 10'?) 4 9log k + 2loglog k + 2log n]

< 7,23-10"n2k" log® k - max{log k, log n}.

Portanto,

5 < 7,23 - 10Mnk? log? k max{log k, logn}. (2.26)

Se n < k, temos limitantes para as variaveis em funcao de k como desejado:

s < 7,23-10"EY 10g® k

m < 2(ns +2) < 1,45 - 10"k log® k.
Logo, resta analisar o caso em que n > k. De (2.26),
s < 7,23-10"n"log” n. (2.27)
Usaremos as mesmas técnicas que Luca e Ruiz [13]. Como F{F) = fi(a)a" ! + Ey(n),

(B9 = (fula)a™ ! + Br(n))°

- ptarae (14 0L

()1

Considere
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Ek (n)

ri= ez = sr.
fe(a)an=t
Como « > 1,75 (pois k > 3), fr(a) > 1/2 (pelo Lema 1.12) e |Eyx(n)| < 1/2, temos
< =
NS e

Além disso, de (2.27),
7,23 -10"n'%log® n

= 2.28
o] = slr| < P2 (2.28)
Assim, para n > 350,
|z| < L (2.29)
MDY '

O caso em que n < 350 pode ser analisado separadamente. De fato, como [ < k < n temos
| < k < 350 e de (2.27) obtemos s < 4,01 - 10* e, portanto, m < 2(ns + 2) < 2,81 - 10,
o que nos garante limitantes efetivos para todas as variaveis. Nos atentemos ao caso

n > 350. Por (2.29), obtemos, em particular |z| < 1072, Assim,
e Se r <0, entao

1>147r)° = (1—|r|)°=exp(slog(l —|r]))

> exp(—2s|r|) = exp(—2|z]) > 1 — 2|7|
dai, 0 > (14+7)* =1 > —2|z|.
e Se r > 0, entao
I<(l+r)= (1 + |—z|)s <exp(|z]) <1+ 2|7]
daf, 0 < (14+7)"—1 < 2|z|.

Assim, de modo geral, obtemos |(1 +r)° — 1| < 2|z|.
Como (F{M)* = fi(a)*a® V(1 +1r)°,

(FP) = ful@)a™0° = f(a)'a™ (1 +7) ~ 1),

logo
(F9)° = fula)*al™D°] < 20z fi(a) D", (2.30)
Analogamente,

(FE0)° = fil)'a™| < 2|2 fu(a) a™ (2.31)
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Portanto,

FY = (R = fula)a® D+ fi(a)a 0+ (FB)° = fi(a)*a™ + fula)a™
= ((Fék))s—fk(Oé)SOé(n_l)s)-i-(( n+1) fk( )s ns)—i-fk(Oé)SOé(n_l)s(l—i-Oés).

Dali,

[(B)B" ! = fila)a™ (1 +a%) = (FP)° — fula)a1?)
+H((F5h)" = fe(@)a™) = Ey(m)

o que nos da

N | —

[/i(B)B™ ! = fe(@) ™ (14 a®)| < 202 fi(@)’al™ D" 4 2[z] fy(a)a™ +
= 2z|fe(@)*a™ V(1 + o) + % (2.32)

Dividindo por fi(a)’a™?,

I
2fk(a)sans

1 1
< 2l (142 )+ e
12 ( - 2) DTN A
3 1

1327 1 320201
4
1,327

1B ful) "o = (1+a™)| < 2z[(1+a7%)+

<

(2.33)

onde usamos (2.29) e os seguintes fatos: o® > (1,75)% > 2, portanto a™° < 1/2,
fu(@)?a™ = (fu(@)a™)® > (1,75)" 2% ¢ (n — 2)s + 1 > n para todo n > 3.

Assim,

LB fr(a)a™™ — 1] = [fi(B)B™ frl) Pa™™ = (1+a™") + o’
< AB)B" fel@)FaT™ = (1 +a7%) + o)

4, 1
1,327 ' 1,328
5

o (2.34)

onde : t = min{n, s} e usamos (2.33) na penultima desigualdade.

Considere agora a forma linear em logaritmos

Ay = fi(B)B™ " fula) 0™ — L.
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Note que Ay # 0. De fato, suponha que Ay = 0, entao

LB = fula)’a™. (2.35)

Seja L = Q(ay, g, - .., o, 1, Pa, - .., B1) o fecho normal de Q(«v, 8) e sejam oy,...,0% €
Gal(L/Q) tal que 0;(«) = ;. Como k > [, existe i # j em {1,2,...,k} tal que 0;(8) =
0;(3). Aplicando o} 'o; em (2.35) temos que se ;' (o) = a, entdo r # i (pois o;(cy) =

aj # ), e

frloj i) (o7 ()™ = fi(o; oi(B)) (05 oi(B)™
Sr(o; () (o5 ()™ = fi(B)B™!
felow)®a® = fi(B)B™". (2.36)

De (2.35) e (2.36) temos fr(a,)’al® = fr(a)’a™. Dai,

fk(aT) ’ ns __ ns \"
| o == (3)

pois | fe(a)| <1 < 2|fr(a)| (pelo Lema 1.12) e |a,| < 1 (pelo Lema 1.9). Mas, 2 > (7/4)"

2% >

¢ impossivel. Portanto, Ay # 0.
Podemos portanto aplicar o Teorema 1.2 com:
T = fl(/B),’)/Q = 6773 = fk(a),M =,
by :=1,bp :=m —1,b3 := —s,by := —ns.

De forma analoga a calculada para A;, temos as seguintes estimativas para as alturas
logaritmicas: h(vy;) < 4logk, h(y2) < 0,7/1,h(y3) < 4logk e h(ys) < 0,7/k, o que nos

permite escolher
Ay = 4k%logk, Ay = 0,7k, As .= 4k*logk, e Ay =0, 7k.
Ainda, como B > max{m —1, s,ns} e por (2.20), podemos escolher B := 2ns+3. Assim,

|As| > exp(—1,4-307 - 4%°k*(1 4+ 2log k)(1 + log(2ns + 3)) - (4k*log k)? - (0, 7k)?)

> exp(—1,85- 10"k log® k log(ns)), (2.37)

onde usamos os fatos que 1+ 2logk < 3logk e 1+ log(2ns + 3) < 5log(ns) para k > 2 e

ns > 2.
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Comparando (2.34) e (2.37),
t < 6,67 10"k 1og” klog(ns). (2.38)

Como t = min{n, s} temos dois casos a considerar.

Caso 1: t =n.
Nesse caso, por (2.38) e usando o limitante de s dado em (2.27),
n < 6,67-10"k"log® klog(7,23 - 10"n" log® n)

< 1,21 10"k 1og® klogn,

aqui usamos o fato que log(7,23 - 10"n' log®n) < 18logn para n > 350. Assim, pelo
Lema 1.13, obtemos
n < 2,42-10"7k'"log® klog(1,21 - 10"k log® k)

< 1,21-10Y%% 1og k.
Dai, novamente de (2.27),
s < 8,11 102010 10g* .

Como m < 2(ns + 2), segue que m < 1,97 - 10*°kM1%10g*" k.

Caso 2: t =s.

Nesse caso, s < n e, por (2.38), segue que

s < 6,67-10"k"1log® klog(ns)

< 1,34-10%k*10g® klogn (2.39)

Agora, dividindo (2.32) por fi(a)*a™ V(1 4 o), obtemos

B o) "™ V(10 1] < el
2 1

1320 ' 6(1,75)0 9
3

1,32n

<

<

(2.40)
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onde usamos os fatos que 1+a® > 141,752 > 3, (fr(a)a™ 1) > 1,753 ¢ (n—3)s+3 >
n.
Considere agora a forma linear As :== f(8)5™ * fiu(a) *a~""D*(14a*)~! — 1. Observe

que Az # 0. De fato, suponha por absurdo que

[(B)B™ = fi(a) ™D (1 + o)t (2.41)

De forma andloga a feita para Ay, considere L = Q(ay, ag, ..., ax, b1, o, ..., 5i) o fecho
normal de Q(a, 8) e sejam o7, ..., 04 € Gal(LL/Q) tal que o;(a) = a;. Como k > [, existe
i# jem{1,2,... k} tal que 0;(f8) = 0;(B). Dali, aplicando aj’lai em (2.41) temos que
se 0; (o) = ., entdo r # i (pois 0;(e) = a; # o), €
s (n—1)s s
3 7 - | fre(ew)’] -
(n—1)s s| (n—1)s s s 98 __ 48
- - < |a 1+ aof| = —/——|a I+ <2°-2°=4° (2.42)
(3) (i) <t = e

onde usamos os fatos que a > 7/4, |1 + o°| > (3/4)°, | fr(a,)| < 1 < 2|fr(a)| e || < 1.
Dai, 3/4 - (7/4)"' < 4 o que nos dd n < 3. Absurdo, pois estamos supondo n > 350.
Logo, A3 # 0.

Usando o Teorema 1.2 com
Y1 = fi(B),72 = B3 = fula),ya =, 5 =14+ a°
by :==1,by :=m — 1,b3 := —s,by := —(n — 1)s,b5 := —1
temos B > max{m — 1,s,(n — 1)s}, e por (2.20) podemos escolher B := 2ns + 3.
Como j4 fizemos anteriormente para ~y;, s, V3 € Y4, precisamos agora calcular a altura
logaritmica de 5. Observe que, para K = Q(a), 75 = 1 + a® € Ok, 1 4+ a® < 2°™ para

todo s > 2 e |14 ('?)*| < 2 para todo i = 2, ..., k. Portanto, se d é o grau do polinémio

minimal de 1+ o sobre Z, entao

d
. .
h(l+a?) = - <log(1 +a%) + Y logmax{|1 + ()], 1}>
1=2

< (s+1)log2+ (d—1)log2 < 0,7(s + k).

Logo, podemos escolher A5 := 0, 7Tk*(s + k).

Assim:

|As] > exp(—1,4-30%- 5% . k*(1+ 2logk)(1 + log(2ns + 3))(4k* log k)*(0, 7k)(0, T)k* (s + k))
> exp(—1,06- 10"k (s + k) log® k log(ns)), (2.43)

44



onde usamos o fato que 1+ 2logk < 3logk e 1+ log(2ns + 3) < 5log(ns).
Dai, comparando (2.40) e (2.43), temos

n < 3,82 107k (s + k) log® k log(ns).
Usando a limitagao para s dada por (2.39) e o fato que s < n, segue que
n < 3,82-107k"Y.[1,34- 10"k log® klogn + k] log® k log(n?)
< 1,03-10*k*1og® klog®n (2.44)

Pelo Lema 1.14, n < 1,49-10%k* 1og® k, onde usamos o fato que log(1, 03-103k* 1og® k) <

95log k para k > 3. Dai temos as limitacoes para s e m em funcao de k:

s<n<1,49-10%k*10g® k

m < 2(ns +2) < 4,45 - 10k 1og'® k.
Isso termina a demonstracao, pois, em qualquer caso:
s < 811-10%0%1 06" k, n < 1,49 - 10¥k?2 log® k e

m < 1,97 - 10*3°k10 log*" k.

2.2.2 QOecasol=k—-1

Como vimos na Secao 2.2.1, sempre que | < k é possivel obter limitantes para n, m e s em
funcao de k, mas, ao mantermos [ como qualquer, nao conseguimos dar limitantes efetivos
para as variaveis e resolver completamente a equacao. O caso [ = k — 1 nao tem nada de
especial se comparado aos casos | = k — 2,k — 3, ..., pois, em qualquer um desses casos,

¢é possivel obter limitantes efetivos para a equagao. Nos limitaremos ao caso [ = k — 1.
Teorema 2.5. Seja (n,m,k,s) uma solu¢do para a equag¢ao Diofantina
k (k) \s _ (k-1
(B + (Fh)° = EyY
comn,m>2, 8>3 ek >3 inteiros, entdo

k<4487, n < 8,21-10'%°, m < 2,97-10°° e s < 7,39 - 10°%5.
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Antes de iniciarmos a demonstracao, cabe ressaltar que esses limitantes ainda sao

muito grandes para o calculo computacional, mas acreditamos que a equagao

(k)\s (k) \s _ po(k—1)
()" + (F)” = F

nao possui solugao em geral para s > 3.
Demonstracao do Teorema 2.5. Pelo Teorema 2.4,
s < 811-10%0%10 0"k, n < 1,49 - 10%¥k*% log® k e

m < 1,97 - 10*°k1% log*" k.

O caso k grande

Considere k > 4488, nesse caso, m < 22 ¢ n < 2F/2. Agora, apresentaremos um argu-
mento chave dado por Bravo e Luca [2].

Seja A =2— > 0. Como 2(1 —2=* D) < 8 < 2 temos
0<2—p8< 272

ou seja,
1
0< A< ST=cE

Dali,

A m—1
6m71 — (2 o A)mfl — 2m71 <1 . _>
_ 2m—16(m—1)10g(1—>\/2)7
como log(1l —x) > —2x para todo x < 1/2 e e > 1 — x para todo = € R, segue que

2m—16—/\(m—1)

ﬁm—l

v

> 2" M1 = Am—1))=2""1 - 27 \(m —1).

O que nos dé ™! —2m7t > —2m~I\(m — 1). Como A < 1/28°% e m < 2%? temos
Am — 1) < 4/22 portanto

2m+1

m—1 m—1
5 -2 Z _W-
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Por outro lado, como g < 2,

Daf, g™t —2m=1 < 2m+1/9k/2 () que nos dé

6m71 <2m71 <2m71+ m
ok/2
gt —amey < 200 (2.1
2k/2 '

Pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (/3,2) tal que

fee1(B) = fie1(2) + (B —2) f1_1(0).

mas |f;_,(0)] <k —1 <k nos da

4k

| fre1(B) = fia(2)| = B = 2[| fr_1(0)] < o (2.46)

onde na tltima desigualdade usamos o fato que |5 —2| = |A| < 1/2572. Observe ainda que

feo1(2) = 1/2 e dai

-1 (B)B™1 =272 <

IN

| fe—1(B)8™ ! = froa(B)27 7 =7 a2 ]
Hfea(B)2" T =2 b 4 |5 e — 2

| fee1(8) = fomr @)1B™ 1 =2 + 277 frea(B) — feor(2)] +

N |6m71 . 2m71|

2
Al 2mtt 4k 2
oF 272 oF T o

o 32k 8k 4
2\ T o)

onde usamos (2.45) e (2.46). Como estamos com k > 4488, temos 32k/2%/2 < 1/2%/2 ¢

8k/2% < 1/2/2 portanto

Analogamente,

m— m— m— 6
| fea(B)B™ 7 =27 < 2 2@- (2.47)
n+1
6
| fe(@)a™ — 2" < 2"—1W (2.49)
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Seja n < k, entao nesse caso,
2n20s 90 o1s = Bl = iy (8)87 1 + Fim),

portanto

- n—1)s n—2)s 1
| o1 (B) ML — 2= Ds| < 9(n=2) +5

Dai, por (2.47),
’2m72 . 2(n71)s| < ’2m72 o flcfl(ﬁ)ﬂmil’ + ’fkfl(ﬁ)ﬂmil . 2(n71)s|

6 1
m—2 (n—2)s
< 2 _2k/2 +2 + —2 .

Dividindo por 2™ 2, temos

_ 9(n—=1)s—(m-2) 1
I1—2 | < 5 + gz T et < 3 T (0,1251).

A ultima desigualdade segue pois (m —2) — (n — 2)s > s, por (2.20), m > 1+2>4e
k > 4488.

Agora, se m — 2 = (n — 1)s temos 2"~ 4 2(n=Ds — F((rlL)—l)s+2 < 20013 5 que é uma
contradigdo. Se m — 2 # (n — 1)s entao

1 1
5 <11 g(n—Ds=(m=2)) o o +(0,1251),

que também nao é possivel. Portanto, podemos considerar n > k.

Note que, usando os resultados anteriores,

| fu(@)fa™ — 20705 = | fi(a)a™ — 2" ((fe(a)a)s ™ 4 - - 4 207 D= D)y
< |ful@)a™ =271 - s+ (max{ fr(a)a™, 2" 1 })*7!
- 2"—1% L. 9ln=D(s-1)
- Z(H)SH%' (2.50)

Note que usamos o fato que fi(a)a™ < 2" para n > k 4 1. Isso segue pelo resultado

provado por Bravo e Luca [2, Lema 2], que F® < 272 para n > 2. Assim,

fila)a™ = F = Bin+1) = FEP+FY + + FY, ) - B(n+1)

IN

on—2 + on=3 4+ 4 gn—k—1 _ Ek(’fl + 1)
_ 2n—k—1(2k‘—1 + 2k_2 + e+ 1) —_ Ek(n —+ ].)
= vk lok ) Ey(n+1)=2""1— 2"t _Ei(n+1)

< 2n71 - 2117]671 4 % S 27171’
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pois |Ex(n+1)| <1/2en>k+ 1.
Agora, usando (2.29), (2.32), (2.47) e (2.50),

272 =20 < = (B8 i (8)87 = fule)a™| + [fila) o =20

6 1
< 2m—2_ +2|Z|fk(a)sa(n—1)s(1 —I—O[S) + 5 +fk(Oé)SOé(n_1)s +82(n—1)s+1_

9k/2
6 2
2t g
3

(n—1)s+1_*
+52 TIEk

1
< 2m72 fk(OC)sa(nfl)s(l_'_Oés)_i_§_|_fk<a)sa(nfl)s_'_

Consideraremos trés casos:

Caso 1: (n—1)s<m—2.

Neste caso, dividimos (2.51) por 2™ % obtendo:

e 6 2 fil@)Fa™(1+a™®) 1 fre(a)sam=bs
1 — 2(n 1)s—m+2 < .
| | 9k/2 + 1’3271 om—2 + om—1 + om—2 +
2(n—1)5+1 3

Como (fr(a)a™)® <28 < 9m=2 ¢ 1 4 o7% < 3/2, segue que

2 fula)a™(1+a7) _ 3
1,32 om—2 1,320

Analogamente,
fk<a)sa(n—1)s B fk(a>sans 1 _ 1

m—2 om=2 s 1,32

Assim, de (2.52),

6 n 3 n 1 n 1 +68
2k/2 © 1 32n  gm-—1 " ] 32s = Qk/2’

‘1 - 2(n71)sfm+2| <

onde usamos a hipdtese que (n —1)s < m — 2.
Pelo Teorema 2.4, temos s < 8,11 - 10*°%1% log® k e para k > 4488,

6-8,11 - 10210100 ]og" k 1
9k/2 < 2k/25°

Logo,

6 3 1 1 1

oi2 T 1,320 w1 T 13 oW

Por outro lado, [1 — 2"~Ds=m+2| > 1/2 Como k > 4488, n > 350 e m > k + 1 > 4488,

|1 o 2(n—1)s—m+2| <

1 1
<1 = 2(n—1)s—m+2 < - 1.9. 10—42
;= <1t !

o que nos da s < 2 e o caso s = 2 ja foi resolvido na Secao 2.1.
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Caso 2: (n—1)s>m—2.

Nesse caso, dividimos (2.51) por 2"~V obtendo

o 6 2 fr(@)a™ (1 4+ a™®)
m—2—(n—1)s _ .
|2 1| < 2k/2 + 17 3on Q(n—l)s
1 fre(@)sam=bs 6
+ o(n—T)s+1 + o(n—1)s + Sok/2 (2.53)

De maneira analoga a feita no Caso 1, temos que s < 2.

Caso 3: (n—1)s=m —2.
Da equagao (2.1), segue que

s k) \s k-1
(FM)* + (FT(H-)l) = F((n—l))s-l-2'

Se n > k + 1, vamos mostrar que (F,E’_?l)s > F®

(n—1)s+2" Com isso, teremos que

s k) \s k) \s k Rl
(FP) + (B > (B > B s > FoTis

e portanto nao temos solugao também nesse caso.

Para isso, vamos usar um fato conhecido de que Ffﬁ)l conta o nimero de maneiras de
cobrir um (1 x r)-tabuleiro com pecas de tamanho até k (ver [5]). Observe o seguinte
exemplo: na figura abaixo vemos que o nimero de maneiras de cobrir um (1 x 4)-tabuleiro

com pecas de tamanho até 3 é exatamente F5(3) =T.

HEEEN BEEpEE BN B
Y N | | e

Vamos agora provar por indugao em s que (F,El_?l)s > F (kzl)s 4o Considere s = 2, entao

(n
queremos mostrar que (F,Ei)l)Q > F®)

(n-1)2+2 = FQ(k). Para isso, considere um tabuleiro de

n
tamanho 1 x (2n — 1), portanto existem Fés) maneiras de cobrir o tabuleiro.

Faremos agora outra cobertura para esse tabuleiro. Primeiramente, divida esse ta-
buleiro em duas partes: uma de tamanho n e outra de tamanho n — 1. Cobrindo de

. ~ . ~ . k .
maneira que nao tenha intersegdo com a fronteira (n,n + 1) temos Fé +)1F,Ek) maneiras de
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cobrir o tabuleiro. Agora, para os casos em que ha intersecao podemos ter pedacos de
tamanho ¢ aparecendo no lado direito do tabuleiro original para ¢t € {1,2,...,k—1}, pois

k—1<n—1. Assim, temos no maximo F,E@lFT(L]i)t maneiras para cada t.

1 2 n n+1 2n—22n—1

Logo, obtemos no maximo

k—1
k k
PR + 3 R = RS R = ()
t=0

maneiras de cobrir o tabuleiro original. O que demonstra que (Fé Jr)l) > F, ) = Fés)

Suponha agora verdadeiro para s: (FfL@l) > F((:) 1)s+2)

—1)2+2

e considere um tabuleiro de
tamanho 1 x ((n —1)(s+1) +1). Sabemos que podemos cobri-lo com pegas de tamanho

até k de FP

(n=1)(s+1)42 manelras.

Divida esse tabuleiro em duas partes, uma de tamanho (n—1)s+1 e outra de tamanho
n — 1. De forma andloga a feita no caso s = 2, podemos cobrir o tabuleiro de forma que
nao tenha intersegoes na fronteira ((n —1)s +1,(n —1)s + 2) de Fn 1)SHF,(L’“) maneiras.

E, olhando as intersecoes com pedacos de tamanho ¢ no lado direito temos no maximo

(k) (k) , , .
F(n—l)s+2Fn » maneiras. O que nos da, no maximo,

(k) k _ (k)
Fn 1)s+22 - n 1)3+2Fn+17

e usando a hipétese de inducao temos:

k k k) \s
F((nzl)s+2FrEng < (B
Portanto,
(k) \s+1 (k) (k) (k)
(Fn+1) " > F(n 1)s+2Fn+l > F(n 1)(s+1)+2°

como queriamos demonstrar.
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O caso k pequeno

Considere k < 4488. Se m < 2¥/2 ¢ n < 2¥/2, procedemos de maneira analoga ao caso em
que k é grande. Mas agora, usamos os fatos que s > 3, n > 350 e m > (n—1)s+1 > 1048
para obter de (2.52) ou de (2.53),

1 6 1
5 < W‘FW—F(O,ZLZL),
o que nos da k < 101. Portanto, n,m < 1,6 - 10,

Se n > 2/2 entdo

k<
~ log?2

Pelo Teorema 2.4, n < 1,49 - 10%k?? log® k, dai k < 303logk e portanto k < 2352.

log n.

Com isso, substituindo no limitante de n obtemos n < 2,92 - 10'*°. Como

2

log(2,92 - 10'2%) < 800.

Novamente, substituindo o limitante para k em n < 1,49 - 10*k*1log® k temos n <

4,39 -10'% e daf k < 728. Repetindo o processo obtemos
kE<T722en <4,06-10"%.
Como, pelo Teorema 2.4, s < 8,11 - 1026 log*® k e m < 1,97 - 10**°%%10g*" k temos
5 <8,96-10°% e m < 1,58-10°%.

Agora, se m > 2¥/2_ usando um argumento andlogo ao anterior, nao obtemos melhora

no limitante para k, ou seja, k < 4487 e ai m < 2,97 - 1057, Nesse caso,
n<821-10" e s <7,39-10°.
m

Observe que, na demonstracao acima, s6 conseguiriamos melhorar o limitante dado
para a variavel k£ usando o método de reducao do algoritmo LLL para 2 < k < 4487.
No entanto, esse cédlculo nao é viavel computacionalmente. Para explicitar um exemplo,
faremos abaixo o caso k = 3. Com esse caso, sera possivel observar que a ferramenta de
redugao do algoritmo LLL é muito eficiente, mas é realmente complicado resolver o caso

para todos os valores 2 < k < 4487.
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2.23 Ocasok=3el=2

Seja T,, o n-ésimo ntmero de Tribonacci (k = 3) e F,, o n-ésimo nimero de Fibonacci

(I =2), entdo temos o seguinte resultado:

Teorema 2.6. Se (s,n,m) € solu¢io para a equagao
Tri + T;Jrl - Fm7

com s>2en >2, entio (s,n,m) = (2,2,5).

O objetivo deste capitulo é repetir a prova do Teorema 2.4 para o caso em que k = 3
e [ = 2 a fim de conseguir limitantes melhores para as variaveis envolvidas na equacao,

pois, usando o Teorema 2.4 diretamente, obteriamos os seguintes limitantes:
$<2,39-10%° 1 <9,93-10 e m < 4,99 - 10%.

Nesse caso, usaremos os métodos de reducao dado pelo Lema 1.3 e o algoritmo LLL dado
na Secao 1.2 para reduzir os limitantes e resolver completamente a equacao.

Para demonstracao do Teorema 2.6, considere T}, = f3(a)a” '+Ese F,, = fo(8)3™ '+
E5 como as “Binet-like formulas” obtidas por Dresden e Du [9], dadas por (1.9) e (1.10).

Vamos a demonstracao:
Demonstra¢ao do Teorema 2.6. Como feito em (2.20), ja que a > S,
(n—1)s+1<m<2(ns+2).

Ainda, obtemos de (2.34),

4 1 3

Aol e m—1 —Sq " 1| < <
] = [f2(8)87 7 fa(a)*a <13 tiar S Taw

(2.54)

onde t = min{n, s}.

Temos A; # 0 e ainda, para
Y= f2(B), v2 =08, 1= f3(a), 14:=a,
by:=1, by:=m —1, b3 := —s e by := —ns,
obtemos, pelo Teorema 1.2,
|A1| > exp(—1,02 - 10" log (ns)),
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portanto

t < 3,68-10"log(ns).

Separaremos em dois casos: quando n é o minimo e quando s é o minimo.

Cason <s

Neste caso,

n < 3,68 - 10" log(ns). (2.55)

Considere agora a forma linear em logaritmos dada por (2.22):

o] = [ fa(B)B™ T — 1] < (2.56)

1,65%

Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, temos que A; # 0, e portanto podemos

aplicar o Teorema 1.2, com:

Y1 = f2<ﬂ)a Y2 = Ba V3= Tn+17
bl = 17 bQ ::m—leb3 = —S.

Portanto,

|As| > exp(—1,04 - 10"nlog (ns)).

Dali,
s < 2,08-10"%nlog(ns).

Usando o fato que n < s segue que

s < 4,16 -10"%nlog s.

Pelo Lema 1.13 obtemos

5 <3,33-10"%nlogn. (2.57)

Utilizando (2.57) em (2.55) segue que
n < 3,68 -10"%1og(3,33 - 10'"¥n?logn),

e assim,

n < 5,40 - 10%.
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Voltando em (2.57), temos s < 9-10*" e m < 2(ns +2) < 9,73 - 10%.
Nosso objetivo agora é reduzir esses limitantes através do algoritmo LLL comentado

na Secao 1.2. Primeiramente, considere a forma linear dada por

[y :=log f2(B) + (m — 1) log B — slog f3(a) — nslog a.

SeT'; >0temos 0 < Ty < e —1 < 5/(1,32)", por (2.54). Se I'; < 0 entdo, ainda
por (2.54), temos que |e'* — 1| < 1/2 para n > 9 (observe que o caso n < 9 pode ser
resolvido separadamente). Assim, para I'; < 0 temos 1 —e'* < [e'* — 1| < 1/2 e portanto,
el = 1/eM < 2. Logo, 0 < |I'y| < eMljef — 1| < 10/(1,32)". Para evitar repeticoes
desnecessarias, considere I'; > 0.

Com a notacao na Proposicao 1.6 da Secao 1.2 considere:

7] = |m—1/<9,73-10% = X,
lzo] = [s] <9-10" =: X,
lz5] = |ns| <4,86-10% =: X.

Devemos escolher uma constante C' > X*, onde X = max{|X|, | Xa|,|X3|}. Assim, C :=
10%%° ¢ uma boa escolha. Considere agora a matriz cujas colunas geram nosso reticulado

L
1 0 0

B = 0 1 0
[10™log 8] [10°log fy(a)] [10°®loga]

Com a ajuda do software Mathematica, computamos a base LLL-reduzida com o se-
guinte comando:

LatticeReduce [{{1,0,Round[107{200}*Log[alphasd[2]]]},
{0,1, Round[10"{200}*Loglgsd[3]11]1}, {0,0,Round[10"{200}*Log[alphasd[3]1]]1}}]

Para os vetores encontrados {by, by, b3} da base LLL-reduzida, precisamos encontrar
os vetores da base de Gram-Schmidt associados {b7, b3, b3} e calcular

|01
|05

|01

|05

=1, <0,37e < 0,08,

o que pode ser feito através do comando N[Norm[b_1]/Norm[b_i"*]]. Pelo Lema 1.4,

podemos escolher ¢ := 1.

95



Considere agora y = (0,0, —[10**log f»(5)]). Para utilizarmos o Lema 1.4, precisa-

mos escrever y na base {b, by, b3}, por exemplo,
Y = y1b1 + yabo + y3b3

e encontrar o maior indice ¢, com i € {1,2 3}, tal que y; € Z, e entdo, calculamos a
distancia até o inteiro mais préximo, denotado por ||y;||, através do comando Near [y_i],
onde Near[x_] := Min[Abs[x - Floor[x]], Abs[Ceiling[x] - x]]. Neste caso, ob-

temos ||ys|| > 0,062. Assim, temos pelo Lema 1.4

b
d(L,y) > 0,062 - % >0,062-1,18-10% > 7,31 - 10%.

Por fim, verificamos a condicdo d(£,y)* > 1,48 - 10'® > T? 4+ @, para T e ) como

definidos na Proposicao 1.6 e obtemos

VAL Y2 —Q-T
> YULYE Q=T o s

C

Comparando com (2.54), e usando que n < s, obtemos n < 1126. Dai, s < 2,64 - 10?2
em <5,95-10%.
Repetindo o processo por mais duas vezes (na primeira vez com C' := 10% e na segunda

com C := 10%°) obtemos
n <456, s <9,3-10* e m < 8,5-10%*.

Usar esse argumento mais vezes nao nos dara melhores limitantes, por isso, atacaremos
agora a forma linear dada em (2.56).

Neste caso, temos Ay = e — 1 > 0, (como mostrado na Sec¢ao 2.2.1) e portanto

2

0<Ty<e?—1<——

2= 1,65

com I'y := (m — 1) log 8 — slog T, 11 + log f2(B).
Dividindo por log T}, 11, segue que
log 3 log f>(8) 2 _
O<(m—1)—>F—— < - (1,65) 7%,
U Viog T " o Ty~ logz )

Usaremos o método de reducao dado pelo Lema 1.3, onde

_ logp
 logThgq

n -
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é irracional, e definimos

L log f2(B)

n -

log Ty’ log 2 ¢ ’

Também, com os limitantes obtidos anteriormente, temos M := 8,5 - 10%*,

Agora, utilizando a mesma ideia da Secao 2.1, considere g, , 0 denominador do 7-ésimo

convergente da fracao continua associada a 7,, obtemos com o software Mathematica:

min_ gpg0 > 6M e ¢:= max ¢,g <9,2- 10%4.

2<n<456 2<n<456
Ainda7 com e, 1= ||:U’nQn,8OH - MH’YYLQTL,8O||7 temos
€:= min ¢, > 0,0067.
2<n<456

Pelo Lema 1.3, segue que

_ log(Ag/e)
log B

Portanto, como estamos com n < s, segue que n < 265 e m < 2(ns + 2) < 140454.

< 265.

Caso s <n

Neste caso, s < 3,68 - 101 log(ns), e usando que s < n temos
s < 7,36- 10" logn. (2.58)

Considere agora a forma linear dada em (2.40)

3

[As] = [F2(B)8™ fo(a) ™" D (14 a®) ! = 1] < o (2.59)
De maneira analoga a feita na Segao 2.2.1, podemos escolher A; := 11s. Entao,
obtemos pelo Teorema 1.2:
|As] > exp(—1,52 - 10*slog(ns)),
o que nos da
n < 5,48 - 10*'slog(ns) (2.60)

e portanto, utilizando (2.58) em conjunto com s < n, segue que

n < 8,07 - 10" log? n.
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Logo, n < 9,04-10% e, de (2.58), s < 7,79-10*'. Assim, obtemos de (2.20) m < 1,41-10%,
Para essas limitagoes, usaremos o algoritmo LLL com a forma linear dada por (2.54),

como feito no caso anterior:

5
1,325

IT1] := |log f2(B) + (m — 1) log 8 — slog fs(a) — nslogal <

Considere

X;:=1,41-10%, X,:=7,79-10%' ¢ X3 := 7,05 - 10°".

Escolha C := 10%?°. Entéo, apés os célculos computacionais, obtemos

b
d(L,y) >0,09- % >8,34-10™,

portanto d(£,y)? > 3,2- 10" > T2 + Q e assim:

VAL, ) —Q-T
> YUY =Q=T oo jpum

C

Obtendo assim, s < 1233. Como n < 5,48 - 10*slog(ns), temos n < 4,63 - 10%° e m <

1,15-10%. Repetindo o processo, obtemos s < 567 e dai n < 2,08-10%° e m < 2,36 10%.

Considere agora a forma linear dada por

f2(B)
I's=log| ———= )+ (m—1)logfB —slo a)— (n—1)sloga.
3 g(<1+as) ( ) log 8 g f3(a) — (n —1)slog
Podemos considerar I's > 0, pois o caso I's < 0 é andlogo. Assim, pela desigualdade
(2.59), temos
3
1,327

Com a notacao na Proposi¢ao 1.6 da Secao 1.2, considere:

0<Dy<e®—1=A;< (2.61)

lz1] = |m—1]<2,36-10% = X,
lzo] = |s] <567 =: Xy
lzs] = |(n—1)s| <1,18-10% =: X3.

Devemos escolher uma constante C' > X® onde X = max{|X|, | Xa|,|X3|}. Assim, esco-
lha C := 10",

Considere agora a matriz cujas colunas geram um reticulado £

1 0 0
B = 0 1 0
[10log ] 10" log fy(a)] 10" logal
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Computamos a base LLL-reduzida e para os vetores encontrados {by, by, b3}, precisa-

mos encontrar os vetores da base de Gram-Schmidt associados {b7, b3, b3} e calcular

|01
|63

< 0,58 e lb—i’ < 0, 64.
|3

|01

[03]

=1,

Pelo Lema 1.4, podemos escolher ¢; := 1.
Considere agora y(s) = (0,0, —[ 10" log(f2(8)/(1 + a*))]). Para utilizarmos o Lema

1.4, precisamos escrever y(s) na base {by, bs, b3} para todo 2 < s < 567, isto é,

y(s) = y1(s)by 4 ya(5)ba + y3(s)bs.

Para cada 2 < s < 567, devemos encontrar o maior indice i, (i € {1,2,3}) tal que
yi(s) € Z, e entao, calculamos a distancia até o inteiro mais préximo, denotado por

||ly:(s)]|. Fazendo isso, obtemos

min |y (s)|| > 0,0011.

2< <567

Assim, temos pelo Lema 1.4

b
d(L,y) > |lyi(s)]] ] > 0,0011-1,31-10** > 1,56 - 10°°.

o
Por fim, verificamos a condicdo d(£,y)* > 8,7 -10® > T? + @, para T e @ como
definidos na Proposicao 1.6 e obtemos

d(ﬁ’y)Q B Q -T

Is| >
af > .

>1,36-107".

Comparando com (2.61) temos n < 583, o que nos dd m < 658794.

Repetindo o processo para a mesma forma linear I's, com
X7 :=658794, X5 :=567, e X3 := 329395
e considerando C' := 10*°, temos
3| >4,1-107%.

O que nos dd, comparando com (2.61), n < 189, e portanto m < 213574. Podemos
repetir o processo mais uma vez e obter n < 174. Repetir o processo mais vezes nao nos
dara limitantes muito melhores. Neste caso, como s < n, temos também s < 174 e ai

m < 60556. Isso conclui este caso.
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Assim, em qualquer caso, resta usar o Mathematica para procurar as solucoes com
2<5<265 2<n<265 e (n—1s+1<m<2(ns+2).

Podemos fazer isso através do comando:
Catch[Do[{s,n,m};If[F[n,3] “s+F[n+1,3] "s==F[m,2], Print[{s,n,m}]1],
{s,2,265},{n,2,265},{m, (n-1)*s+1,2% (n*s+2) }1]
O Mathematica retorna como tnica solugao (s,n,m) = (2,2,5), o que conclui a de-

monstragao.

2.2.4 Owcasol >k

Procedendo de maneira anédloga a feita no caso [ < k, é possivel obter limitantes para m,

n e s em termos de [.
Teorema 2.7. Seja (n,m,k,l,s) solu¢io da equagio Diofantina

(ER) + (B = FR, (2.62)
comn,m2>2,1>k>2, s> 2 inteiros. Entao:

s < 1,48-102131100)pg® |,
n < 6,39-10%*?1log®1,

m < 3,2-10%%21M%]0g" [

Como [ > k, com a mesma notacao da Secao 2.2.1, temos 5 > «, e assim, a principal
diferenca em relacao ao caso [ < k é a relacao entre m,n e s, que neste caso é dada por

(n—1)s

5 +1<m<ns+ 3.

Os demais passos da demonstracao sao andlogos ao da Secao 2.2.1 e omitiremos neste

trabalho.
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Capitulo 3

A Equacao

Toda a inspiracao para estudar somas de poténcias de nimeros de Fibonacci é dada pela

seguinte relagao, mostrada por indugao,
FEH + F3+2 = Fonys.
Observamos entao, que uma possivel generalizagao é dada por
Fog+Fat- -+ F = Fn (3.1)

Pensando nisso, obtemos o seguinte resultado:

: ; ; g s s s 5 .
Teorema 3.1. Seja s um inteiro positivo. Se F, |+ F; o+ -+ F) € um nimero de

Fibonacci para todo n suficientemente grande, entao s =1 ou s = 2.

Demonstracio. Considere a férmula de Binet dada por (1.5) e escreva 8 = a~' (pois

af =—1):

a™ + (_1)n+1a—n

F,=
V5

Usando o Teorema Binomial, temos

(\/3)5(1{:1§_~_1 + F§+2 4+t F§+S) — (j) (_1)(n+2)ia/(n+1)(8—z')a—(n—i—l)i 4o
1=0
> S . . .
. —1 (n+s+1)i . (n+s)(s—1) —(n—&-k)z'
+ 2_; <@) (—1) a a
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(n+1)s

Dividindo por « temos
<F5+1 + Fs+2 +-ot F?i—&-s) - (n+2)z —2(n+1)3
(Vo) PNCESIE -
=0

N (s) )i s=2n+Di 4
1=0

S+ ( ) n+s+1)z (s 1)s—2(n+s)i
i=0

(2

Note que, como |a| > 1,

(n+2)z —2(n+1)z _
i3 (7)o :

eparal=1,2,...,5s— 1, temos

(n+l+2)z ls—2(n+l+1)¢ ls
JEBOZ ( ) : =a"

Portanto,
Fs | +F° 4 -+ F° 1 1 o’ -1
I; n+1 n+2 nts 1 s 2s L. (s=1)s\ — X )
nL)% a(n+1)s (\/5)5( + (6] _|_ « + + (0% ) (\/5)5 as — 1

Por outro lado, se supomos a existéncia de Ny > 0 e uma subsequéncia (m,),>0 C N
tal que

FiZ+FE ,+ -+ F, . = F,, paratodon > Ny, (3.2)
entao
1 o —1 amn—(n—i-l)s _ (_1)mna—mn—(n+1)8) amn—(n—i-l)s

= lim i = lim = lim

<\/5)8 . o’ —1 n—oo r(nt1)s n—00 \/5 n—00 \/5

Como m,,—(n+1)s é um inteiro e || > 1 temos que m,,—(n+1)s tem que ser constante

com respeito a n, para n suficientemente grande. Digamos lim (m,, —(n+1)s) = ¢. Logo,
n—00

1 o —1 ot

(VB a1 WV

ou ainda

o = (a® = 1)(v5)* ol + 1. (3.3)
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Além disso, note que pela equagao (3.2), temos m,, > (n + s — 2)s + 1, usando o Lema
1.11. Assim,
t>lim(n+s—2)s+1—(n+1)s)=s>—3s+ 1.

n—oo
Por fim, conjugando por automorfismos de Galois a equagao (3.3), temos
B = (B —1)(-VB) B + 1. (3.4)
Multiplicando (3.3) por (3.4), segue que

(~1)* = 1= (B~ D)(=VB) '8 = (0" = )(F ~ (=15 (=1)' + (0* — )(VE)" o
(3.5)

Por um lado, como |3] < 1,
(1) —1— (85 = 1) (=B 18 <2+ |8° — 1] -56°D2 <24 2.56-D/2 (36)
Por outro lado,
(0" = (VB! + (0" — (8" - (-5 (1)
¢ maior ou igual que
(@* = 1)(V5) ol — (a* = 1)|B* = 1] -5,
Dali,

(as . 1)(\/5)5—1(1/15 . ((1/8 . 1)|65 . 1| _55—1 Z (as . 1)(\/g)s—lat . 525
ﬁ)s—l(%)t o 523

> 1 — 5% (3.7)

onde usamos os fatos que a > V5,1 < a®—1<5%e |§° — 1| < 2, para s > 2.

Comparando (3.6) com (3.7) na igualdade (3.5), obtemos

s“—s—1

5 4 —5% <242.5670/2
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mas isso s6 ocorre se s < 9. Computacionalmente, usando a igualdade (3.3), vemos que

para n suficientemente grande,

o < o —1 >
e neA

N log o

é inteiro somente quando s = 1 ou s = 2, como queriamos.

]

Observe que a dificuldade de se resolver completamente o problema encontra-se na de-
pendeéncia do indice n+s de F;, s com o expoente s, nao sendo possivel aplicar as técnicas
de formas lineares em logaritmos de forma semelhante aos casos resolvidos anteriormente.

Agora, definindo no Mathematica a seguinte funcao

SomaF[n_, s_] := Sum[F[n + i, 2]"s, {i, 1, s}]

que denota a soma F), , + F, ,+---+ F; .. E, sabendo que pela equacao
Fi+F, ,+-+F_ . =F,
e pelo Lema 1.11 é possivel obter
m+s—2)s+1<m<(n+s)s+2.

Computamos
Timing[Catch[Do[If[SomaF[n, s] == F[m, 2], Print[{s, n, m}]], {s, 3, 100},
{n,1,100}, {m, (n + s - 2)*s + 1, (n + s)*s + 2}]]1]

no entanto, nao obtemos nenhuma solugao, o que nos leva a conjecturar que a equagao
S S S —
Fn+1+Fn+2+”'+Fn+s_Fm

sO possui solucao quando s =1 ou 2.
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