N

Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Convolucao de funcoes de distribuicao pertencentes
ao dominio de atracao de leis max-estaveis

Ingrit Gretha Maravi Alvarado

Brasilia

2018



Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Convolucao de funcoes de distribuicao pertencentes

ao dominio de atracao de leis max-estaveis

por
Ingrit Gretha Maravi Alvarado

Orientadora: Prof. Dra. Catia Regina Gongalves

Brasilia

2018



Ficha catalografica elaborada automaticamente,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

MvBllc

Maravi Al varado, Ingrit Getha

Convol ugdo de fungbes de distribui¢do pertencentes ao
donminio de atracdo de leis max-estaveis. / Ingrit Getha
Maravi Al varado; orientador Catia Regina Gongalves. --
Brasilia, 2018.

68 p.

Di ssertagdo (Mestrado - Mestrado em Matematica) --
Uni ver si dade de Brasilia, 2018.

1. Convolugdo. 2. Teoria dos Valores Extrenmpos. 3. Max
donmini os de atracdo. 4. Leis max-estaveis. |. Congalves, Cati
Regina , orient. Il. Titulo.




Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matemitica

Convolugéo de Fungdes de Distribuicdo Pertencentes ao

Dominio de Atracdo de Leis Max - Estdveis

por

Ingrit Gretha Maravi Alvarado*

Dissertagdo apresentada ao Departamento de Matemdtica da Universidade

de Brasilia, como parte dos requisitos para obtencédo do grau de

MESTRE EM MATEMATICA
Brasilia, 27 de julho de 2018.

Comissdo Examinadora:

S e Do
~ TEuYC { AN s

Profa. Dra. Catia Regina Gongalves - l}dATfUnB (Orientador)

Profa. Dra. €ira Etheowalda Guevara Otiniano— EST/UnB (Membro)

Prof. Dra. Cristiane Nespoli de Oliveira — FCT/UNESP (Membro)

* A autora foi bolsista do CNPq durante a elaboraciio desta dissertacéo.




Dedicatoria

Dedico meu titulo de mestre ao meus queridos

pais e 1rmaos.



“Nunca dejen que nadie defina sus limites por
venir de donde vinieron, el unico limite es su

alma.”

Ratatouille

vi



Agradecimentos

Primeiro, agradecer a Deus pelas oportunidades apresentadas ao longo da minha
vida, por me dar saude e forga suficiente para superar as dificuldades que surgem em
meu caminho.

Agradeco aos meus pais e irmaos que, apesar da distancia, estao sempre comigo
apoiando-me em tempos dificeis. Agradeco a meus pais, Gloria Alvarado e Guiener
Maravi, por todos os seus ensinamentos e conselhos, por sua paciéncia e apoio incon-
dicional em todas as decisoes que tomei. Aos meus queridos irmaos, Melissa, Julissa
e Marlon, pela grande amizade, porque crescemos juntos e sempre nos apoiamos sem
hesitacao. A minha prima Karina, pelo seu apoio e sua grande amizade ao longo de
todos esses anos. Os amo muito.

Agradeco ao meu namorado Guillermo, porque ao longo desta etapa recebi o
seu apoio incondicional. Por todos os bons momentos que tivemos juntos e pelas
dificuldades que conseguimos superar. Obrigada por todo o amor e carinho.

Agradeco a minha orientadora, professora Céatia, por sua confiancga, paciéncia e
disponibilidade para me ajudar nas dificuldades que tive em meus estudos.

Aos membros da banca, por aceitarem prontamente o convite para avaliacao deste
trabalho.

Aos professores Ary Vasconcelos, Carlos Albertos dos Santos, Jaqueline Mesquita,
Pedro Roitman e Sheyla Campos, pelos conhecimentos adquiridos durante o curso.

Aos colegas e amigos da Pdos Graduacao: Alancoc, Christe, Fabian, Lizeth, Fe-
lipe Quintino, Filipe, Jamer, Leonardo, Wéllef, Welinton,.... pelo companheirismo e
amizade durante todo o mestrado.

Agradecgo a Vanda e Roberto, bons amigos que conheci no Brasil. Também quero
agradecer a Rejane, uma amiga muito especial que me ofereceu a mao nos momentos

mais dificeis, pela sua confianca e carinho nesses anos.

vil



viii
Ao Conselho Nacional de Pesquisa e Desenvolvimento Cientifico (CNPq), pelo
apoio financeiro, sem qual seria impossivel manter-me em Brasilia durante a elaboracao
deste trabalho.
A todos os funcionarios do Departamento de Matematica da UnB. Especialmente,
aos porteiros das salas de mestrado, pela paciéncia e por sua gentileza.
A UnB, pela infraestrutura e recursos oferecidos para a realizacao deste trabalho.
Finalmente, agradeco a todos que contribuiram, direta ou indiretamente para a

realizacao deste trabalho.



Resumo

Nesta dissertacao, estudamos o max-dominio de atracao da convolucao de duas funcoes
de distribuicao pertencentes aos max-dominios de atracao de algum dos trés tipos

possiveis de distribuicoes max-estaveis: Fréchet, Weibull ou Gumbel.

Palavras-chave: Convolucao, Teoria dos Valores Extremos, Max-dominios de atracao

e Leis max-estaveis.
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Abstract

In this dissertation, we study the max-domain of attraction of the convolution of two
distribution functions belonging to max-domains of attraction of max-stable laws. The
three possible types of max-stable distributions, Fréchet, Weibull and Gumbel are

considered.

Keywords: Convolution, Theory of Extreme Values, Max-domains of attraction and

Max-stable laws.
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Introducao

A modelagem matematica de eventos extremos é de grande interesse em diver-
sas aplicacoes nas mais diferentes dreas. Em oceanografia, por exemplo, é de suma
importancia o estudo do comportamento de correntes marinhas extremas; em clima-
tologia: inundacoes, temperaturas extremas, vendavais e outros fendmenos naturais
extremos sao questoes de interesse; em analise de sobrevivéncia e confiabilidade, o
tempo de falha de um equipamento, cujas componentes funcionam em paralelo, con-
siste no tempo maximo de vida dos seus componentes; em financas, o estudo de valores
extremos de ativos financeiros merece destaque; entre muitas outras aplicagoes.

Neste contexto, o problema consiste em obter informagao sobre valores extremos
(maximo ou minimo) da variavel de interesse, a partir de uma amostra dos seus valores
observados. Precisamente, dada uma amostra aleatoria X, X, -+, X,, de uma variavel
aleatéria (v.a.) X com fungao de distribuigao F', ou seja, Xy, Xa, -+, X, sdo v.a.’s
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) com funcao de distribui¢ao F, o

objetivo é analisar o comportamento do maximo amostral
M, = max{Xy, -, X,},

ou do minimo amostral m,, = min{Xy,--- , X, }.

Como m,, = —max{—Xj,---,—X,}, restringimos o estudo ao comportamento
do maximo amostral.

O ponto extremo superior de F', dado por r(F) = sup{z : F(z) < 1} caracteriza
o maior valor possivel da v.a. X e o médximo amostral M,, é um estimador fortemente
consistente para r(F'), baseado na amostra (Xi,---,X,), j4 que M,, converge quase-
certamente para r(F), quando n —s oo (M, &5 (F)).

O ramo da Probabilidade e Estatistica que estuda o comportamento assintotico



dos extremos amostrais é conhecido como Teoria dos Valores Extremos.

A Teoria Classica dos Valores Extremos consiste basicamente no estudo das pro-
priedades assintdticas da distribuicao do maximo amostral M,,. Os resultados estabele-
cidos nessa teoria fornecem informagoes sobre as distribui¢oes limites nao degeneradas
H do maximo M,, devidamente normalizado:

lim P (M < x) = lim F"(a,x +b,) = H(z), (1)
n— 00 A, n— 00
Ve € C(H) = {z : H é continua em z}, onde a, > 0 e b, € R sdo sequéncias de
constantes devidamente escolhidas.

A familia de distribuigdes limites extremais H satisfazendo (1) é caracterizada
pelas distribuicoes max-estaveis, ou seja, as fungoes de distribuicao nao degeneradas
H tais que: para cada n € N, existem constantes reais a,, e b,, com a, > 0, para as

quais tem-se

H(z) = H"(anz + by). 2)

O dominio de atracao de uma funcgao de distribuicao max-estavel H, também chamado
de max-dominio de atragao e denotado D,,q.(H), é definido pela classe de fungoes de
distribuigao F' para as quais (1) é satisfeita.

Muitos autores contribuiram para o desenvolvimento da Teoria dos Valores Ex-
tremos, desde o inicio da década de 1920. Dentre eles, merecem destaque: Fréchet
(1927, [8]) e Fisher e Tippet (1928, [7]) que encontraram os trés tipos possiveis de dis-
tribuicoes limites extremais, também conhecidas como distribuigoes do valor extremo
(distribuigao de Fréchet (®,), de Weibull (¥,) e de Gumbel (A)) e Gnedenko (1943,
[10]), que apresentou uma demonstracao rigorosa dessas descobertas anteriores. Nos
livros de Galambos [9], Resnick [14] e Embrechts et. al [5], podemos encontrar um
estudo detalhado dessa teoria classica.

Diversos problemas de interesse em confiabilidade e andlise estatistica estao rela-
cionados com o estudo dos max-dominios de atragao de certos operadores de funcoes de
distribuicao que pertencem a max-dominios de atracao de leis max-estaveis. Uma dis-
cussao sobre produto de funcoes de distribuicao atraidas por leis max-estaveis pode ser
encontrada em Resnick, [16] e [15]. Resultados desta natureza para mistura de fungoes
de distribuigao foram obtidos por Kale e Sebastian [11], AL-Hussaini, e EI-AdIl [1] e
Srechari e Ravi [19].

Neste trabalho, baseados no artigo de Sreehari et. al [20], nosso interesse prin-
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cipal é analisar o max-dominio de atracao da convolucao F} x Fy de duas fungoes de
distribuicao F e Fy que pertencem a max-dominios de atragao de leis max-estaveis.

A convolucao de funcoes de distribuicao caracteriza a distribuicao da soma de
variaveis aleatérias independentes.

Problemas relacionados a soma de variaveis aleatérias independentes, cujas distri-
buigoes estao no max-dominio de atracao de distribuigcoes max-estaveis, surgem natu-
ralmente em diversas areas, tais como andlise de sobrevivéncia e processos industriais.

Como exemplo, consideremos uma central de servigos na qual o servigo a ser pres-
tado a cada cliente é executado em duas etapas consecutivas. Por um lado, considere-
mos a situagao em que sao disponibilizadas as informagoes sobre os tempos maximos
gastos por um cliente em cada uma das duas etapas. Se o interesse, neste caso, é
analisar o tempo maximo que cada cliente gasta na central para realizar seu servico,
necessitamos ter informacgao sobre o comportamento do tempo total, nao observado,
gasto por cada cliente.

Por outro lado, podemos ter a situacao em que temos acesso a informacgao do
tempo total maximo que um cliente gasta para concluir seu servico e desejamos analisar
a eficiencia de cada uma das etapas. Neste caso, necessitamos das informacoes dos
tempos maximos gastos por um cliente em cada uma das etapas, as quais nao estao
disponiveis.

Neste contexto, se X e Y representam, respectivamente, os tempos que um cliente
gasta para realizar a primeira e segunda etapa, entao na primeira situacao, descrita
acima, temos informagao dos valores maximos observados de X e Y e desejamos obter
informagao sobre o valor maximo de X +Y e na segunda situacao, conhecemos o valor
maximo observado de X + Y e desejamos obter informacao sobre os valores maximos
de X e Y respectivamente.

Assim, se X e Y sao variaveis aleatorias independentes com funcoes de distri-
buicao F; e Fy respectivamente, nosso interesse principal é o estudo dos resultados
apresentados por Sreehari et. al [20] no que se refere a discussao dos seguintes proble-

mas:

(P1) Se Fy € Dyyue(Hy) € Fy € Dypar(Hs), para certas leis max-estéveis Hy e Ho, sob
quais condigoes temos Fy x Fy € D0, (H) e quais sao as possiveis fungoes de

distribuicao H?

(P2) Se Fy % Fy € Do, (H), para alguma funcao de distribuigao max-estavel H, entao

o que podemos concluir sobre F} e F,, no que se refere aos max-dominios de



atracao aos quais cada uma delas pode pertencer?

Para isso, organizamos esta dissertagao em trés capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos conceitos e resultados preliminares que serao tteis
para o desenvolvimento dos capitulos seguintes. Em particular, na Secao 1.2 apre-
sentamos as principais propriedades basicas da teoria de variacao regular, que é uma
ferramenta essencial para a caracterizagao dos max-dominios de atracao das distri-
buicoes max-estaveis. Finalizamos o capitulo, apresentando na Secao 1.3 uma série de
lemas sobre convolucao de fungoes de distribuicao, que serao utilizados no desenvolvi-
mento do Capitulo 3.

No Capitulo 2, apresentamos uma sintese da Teoria Cléassica dos Valores Extre-
mos. Os conceitos de distribuicoes max-estaveis, max-dominios de atracao, as relacoes
entre eles e o Teorema de Fisher e Tippet, que estabelece os trés tipos possiveis de dis-
tribuigoes limite extremais sao apresentados na Se¢ao 2.1. As principais caracterizagoes
dos max-dominios de atracao de cada um dos trés tipos de distribuigoes: Fréchet, Wei-
bull e Gumbel, sdo apresentadas nas segoes 2.2, 2.3 e 2.4, respectivamente.

Finalmente, no Capitulo 3 apresentamos em detalhe uma analise dos problemas
(P1) e (P2) para os casos em que as distribui¢oes max-estaveis envolvidas sao de cada
um dos trés tipos possiveis. Os resultados apresentados neste capitulos sao essencial-

mente de Sreehari et. al [20].



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, estabelecemos uma base para o texto, apresentando conceitos e
resultados preliminares utilizados na construcao dos proximos capitulos. Na Segao
1.1, apresentamos defini¢oes e propriedades bésicas como inversa generalizada, funcoes
distribuicao cauda equivalentes e fungoes de distribuicao do mesmo tipo. Na Secao
1.2, introduzimos o conceito e principais propriedades das fungoes regularmente va-
riantes. Esta classe de fungoes é uma ferramenta fundamental para a caracterizacao
dos dominios de atragao das distribuicoes max-estaveis e serao estudados nos proximos
capitulos. Finalmente, na Secao 1.3, apresentamos uma série de lemas sobre a con-
volucao de fungoes de distribuicao que serao utilizados no desenvolvimento de todo o
Capitulo 3.

As principais referéncias deste capitulo sao: [14], [2], [5], [20] e [17].

1.1 Definicoes e Propriedades Basicas

Definicao 1.1.1 Seja h uma func¢do nao decrescente sobre R. A inversa generali-
zada de h € definida como

h™(t) = inf{x € R: h(z) > t}.
(Usamos a convengdo: inf @ = +00.)

Observacao 1.1.2
a) Se h € uma fungdo inversivel com fungdo inversa h™" entio h* (t) = h™1.

b) Se F' é uma funcao de distribuicao de probabilidade entdo sua inversa generalizada
F™(t),0 <t <1 ¢ também chamada funcdo quantil de F.
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Como consequéncia da definicao, temos as seguintes propriedades da inversa ge-

neralizada.

Proposicao 1.1.3 Seja h uma funcdo nao decrescente e continua pela direita, entao
(7) {z: h(x) >t} € um conjunto fechado,

(i) h(h™ (1) > t,

(iii) h" (t) < x se, e somente se, t < h(z),

(iv) = < h" (t) se, e somente, set > h(x).

Demonstracao: Ver [14]. |

Definicao 1.1.4 Seja F uma funcao de distribuicao. Definimos o ponto extremo

supertior de F' como sendo

r(F) =sup{z: F(z) < 1}
e o ponto extremo inferior de F' por

[(F) =inf{z : F(z) > 0}.

Observacao 1.1.5 Segue da defini¢ao que: se r(F) < oo entao F(r(F)) = 1.

De fato, como a fungao F' é continua pela direita, temos

lim F(x)=F(r(F)).

z—r(F)*
Mas para x > r(F), seque que F(x) = 1. Portanto F(r(F)) = 1.

Definicao 1.1.6 Sejam X e Y waridveis aleatorias com funcoes de distribuicdo Fi e
Fy respectivamente. Dizemos que X domina a cauda de Y ou que a cauda de F

domina a cauda de F5 se o
. Fy()
im —
t—00 Fl (t)

9

onde F;,=1—F,,i=1,2.

Definicao 1.1.7 Sejam F' e G duas fungoes de distribuicao. Dizemos que F' e G sao
cauda-equivalentes se elas tem o mesmo ponto  extremo  superior
r(F)=7r(G) =z < +o0 ¢

para alguma constante 0 < ¢ < 0.
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Definicao 1.1.8 Sejam X, e X5 varidveis aleatorias com fungoes de distribuicdo nao
degeneradas Fy e Fy, respectivamente. Dizemos que Fy e Fy (ou X1 e X3) sdo do

mesmo tipo se existem numeros reais A e B, com A > 0 tais que
FQ(.CE) = F1<A.CE + B), Vr € R.

Observacao 1.1.9 Claramente a relagao entre Fy e Fy na Defini¢ao 1.1.8 é simétrica,
reflexiva e transitiva e fornece classes de equivaléncia de funcoes de distribuicao. Estas
classes sao chamadas tipos. As vezes, um tipo € indicado por um representante de

classes de equivaléncia.

O proximo teorema relaciona convergéncia fraca e fungoes de distribuicao do

mesmo tipo. Sua demonstragao pode ser encontrada em [12], pagina 7.
Teorema 1.1.10 Sejam Hy e Hy funcoes de distribuicao nao-degeneradas. Suponha

que {F,} € uma sequéncia de funcgoes de distribuicao, {a,} e {b,} sdo sequéncias de
constantes reais, com a, > 0, tais que

lim F,(a,z+0b,) = Hi(z), Yo € C(Hy).

n—oo

Entao existem sequéncias de constantes reais {ay,} e {f,}, com a, > 0 tais que
lim F,(anz + Bn) = Ha(x), Vo € C(H,),
n—oo

se, e somente se,

n n_bn
a——>A>O, g
Gp, ap,

— B e R,

H, e Hy sao do mesmo tipo e satisfazem

Hy(z) = Hy(Az + B).

1.2 Funcoes Regularmente Variantes

Nesta secao apresentamos o conceito e principais propriedades de fungoes regu-
larmente variantes. Estas funcoes sao de fundamental importancia para o estudo das
distribuicoes max-estaveis que serao apresentadas no Capitulo 2.

As principais referéncias para esta se¢ao sao [14], [2], [5].

Definicao 1.2.1 Seja U : R, — R, wma fun¢ao mensurdvel. Dizemos que U é
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regularmente variante no oo com indice p e denotamos U € RV,, se para x > 0

Ultr)
i U)

p

Se p =0, dizemos que U ¢é lentamente variante e denotamos U € RVj.

Exemplo 1.2.2

(a) Seja U(x) = z”, entao U € RV, pois ({](g) =P Vx> 0.

(b) Sejam Li(x) =logz e Lo(x) = exp{(logx)*}, com 0 < a < 1. Entao L; € RV},
para i = 1,2. De fato,

(i) para Li(x) =logx, temos

log

) =1,

L
t—o00 Ll(t) t—o00 logt

(ii) para Ly(x) = exp{(logx)*}, como 0 < a < 1 temos

lim La(tz) — Jim elogt+loga)®—(logt)* _ 1
t—00 LQ(t) t—00

(c) Seja F(x) = e* entdo F nao € reqularmente variante, pois se x > 1 seque

tx

lim — = lim ef(
t—oo € t—o0

= = o0

Na proxima proposicao listamos algumas propriedades bésicas de fungoes regu-

larmente variantes.
Proposicao 1.2.3
(i) Se U € RV, entio L(x) =z "U(x) € RVj.
(it) Se U € RV_, entao 1/U € RV,
(¢13) Se H(x) ~x7?L(x), onde p >0 e L € RV,, entdo H € RV_,.

(iv) Sejam U; € RV,,, para i = 1,2 e p1,ps € R, entio Uy + U, € RV,, com
p=max{pi,p2} e gt € RV, _,,.
A proposicao a seguir, estabelece que a classe de fungoes de distribuicao com
cauda F' = 1 — F regularmente variante e ponto extremo inferior infinito, é fechada
com respeito a cauda-equivaléncia (conforme Definigao 1.1.8) e sua demonstragao segue

facilmente das Defini¢oes 1.2.1 e 1.1.7.
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Proposicao 1.2.4 Sejam F e G funcgoes de distribuicdio que sao cauda equivalentes,
com r(F) =r(G) = +oo. Entdo F =1—F € RV, se, ¢ 56 se, G =1—G € RV,,.

O proximo teorema é conhecido como Teorema de Representacao de Karamata e
sua demonstracao pode ser encontrada em [2].

Teorema 1.2.5 Seja U € RV, para algum o € R, entdo existem fungoes mensurdveis
0:Ry — Rec:Ry — R com

lim §(z) =a e lim ¢(x) = co, (0 < ¢p < 0) (1.1)

T—r00 T—r00

e xg € Ry, tal que para todo x > x,

U(z) = c(x) exp {/ Mdu} . (1.2)

u

Reciprocamente, se (1.2) € vdlida com § e ¢ satisfazendo (1.1), entao U € RV,.

Como consequéncia da representagao (1.2) temos o seguinte resultado.

Corolario 1.2.6 Seja U € RV,, com p # 0, entdao

lim U(z) =

T—00

oo se p>0,
0 se p<O.

Para uma melhor revisao sobre fungoes regularmente variantes e suas propriedades

sugerimos [2].

1.3 Lemas Preliminares sobre Convolucao de Dis-
tribuicoes

Nesta secao apresentamos uma sequéncia de lemas auxiliares, apresentados por
Sreehari et. al, em [20], sobre convolugoes de fungdes de distribuicdo, que serdo utili-
zadas no desenvolvimento do Capitulo 3.

Inicialmente, observamos que a convolucao de fungoes de distribuigao ¢ a funcao
de distribuicao da soma de variaveis aleatérias independentes. Ou seja, se X; e X5 sao
variaveis aleatérias independentes com funcoes de distribuicao F} e F5 respectivamente,

entao a funcao de distribuigao da soma de X; e X5 é

“+o00

Fyyoxy(z) = P(Xy + Xy < 2) = / Fu( — y)dFy(y) = Fy * Fy(x),

—0o0
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onde Fi x Iy, denota a convolugao de Fj e Fs. E f4cil ver que Fy x Fy = Fy x 7.
Nos primeiros trés lemas sao apresentadas desigualdades envolvendo a convolucao

de fungoes de distribuigao.

Lema 1.3.1 Sejam Fy e F» funcoes de distribuicao nao degeneradas. Entao para todo
t>0ee>0 temos

Fi(t(1+ ) [Fa(—te) — Fa(te)] + Fp(t(1 + €))[Fi(—te) — Fu(te)]
< Fi* Fy(t) < Fi(t(1 =€) + Fa(t(1 — €)) + Fi(te) Fy(te). (1.3)

Demonstragao: Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes com funcgoes de

distribuicao F e F; respectivamente. Para t > 0 e € > 0, considere os eventos

A=[X+Y >1t], B=[X >t +e),|Y|<tdeC=[V >t1+e),|X] < te,

temos que B e C' sao disjuntos, pois se existisse w € B N (', entao teriamos

X(w) >t+te e X(w) < te,

o que é impossivel pois t > 0.
Além disso, temos que B U C C A. De fato, se w € BUC, entdao w € B ou
weCC. Sew e B, dail X(w)>t(1+¢€)e—te <Y (w) < te, 0 que implica que

X(w) 4+ Y(w) > t,

ou seja, w € A. Analogamente, se w € C' entao w € A. Em consequéncia BU C C A.

Assim, como B e C sao disjuntos temos

P(A) > P(B) + P(C),

e como X e Y sao independentes segue que

P(X > t(1+e)P([Y]| <te) + P(Y > t(L+ ))P(X| <te) <P(X +Y >t). (1.4)

Por outro lado, note que
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X4V >t =[X4+Y >t X >t1-|UX+Y >,V > (1 — ), X < t(1 —e)]
UIX+Y >HY <t(1—e), X <t(1— )], (1.5)

onde os eventos do lado direito sao disjuntos. Como

(X+Y >t,X>t(l—¢)] C[X >t1l—e¢)

X4V >HY >t1—e), X <t1—e)] C[Y >t1—e),

entao de (1.5) segue que

P(X+Y >t) < P(X >t1—¢€)+PY >t(1—e)+
PIX+Y >tV <t(l—e), X <t(l—e¢)).

Agora considere os eventos

D=X4+Y>tY<t(l—¢€),X <t(l—€) e E=[X>teY > te.

Temos que D C E. De fato, se w € E°N D, entao

X(w)<te e Y(w)<t—te ou Y(w)<te e X(w)<t(l-—e¢),

mas em ambos casos isto implica que

X(w)+Y(w) <t,

o que é impossivel, pois sendo w € D temos que X (w)+Y (w) > t. Portanto E°ND = &.
Logo E° C D¢, o que equivale a D C F.

Em consequéncia, como X e Y sao independentes

P(X+Y >t) < P(X >t(1—¢)) + P(Y > t(1 — €)) + P(X > te)P(Y > te) (L.6)

De (1.4), (1.6) e da independéncia de X e Y concluimos (1.3). |
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Os proximos dois lemas fornecem cotas para a convolucao de duas fungoes de

distribuicao de variaveis aleatérias nao negativas.

Lema 1.3.2 Sejam X e Y waridveis aleatorias independentes ndao negativas, com
funcoes de distribuicao Fy e Fy respectivamente e seja t > 0. Entao para todo € > 0

(Fyx Fy)(t) < Fi(t(1+ €)) Fy(t(1 +¢)). (1.7)
Demonstracgao: Seja t > 0. Dado € > 0, considere os eventos
A=[X+Y <t] e B=[X<tl+¢€),Y <t(l+¢)].

Afirmamos que A C B. De fato, se w € A entdo X(w)+ Y (w) <t. Como X >0 e
Y > 0, entdo segue que X (w) < t(1+4¢€) e Y(w) <t(l+¢€), ousejaw € B. Portanto,

como X e Y sao independentes temos

PX+Y <t) < P(X <t(1+¢€)P(Y <t(l1+¢))

e segue (1.7). |

Lema 1.3.3 Sejam X e Y waridveis aleatorias independentes ndo negativas com

funcoes de distribuicao Fy e Fy respectivamente e seja t > 0. FEntao para todo
0<e<1/2

FixFy(t) > Fi(t(1 —e))Fa(t(1 —€)) — Pte < X <t(1—¢€),te <Y <t(1—¢)). (1.8)
Demonstragao: Sejat > 0 e seja 0 < € < 1/2. Neste caso, temos te < t(1 —€) e
(X <te,Y <t(l—e))U(te< X <t(l—€),Y <te) C(X+Y <t).
Assim, como a uniao acima é disjunta temos
PX+Y<t)>P(X <te,Y <t(l—¢€)+Plte< X <t(l—e€),Y <te) (1.9
mas é facil ver que

(X <te,Y <t(l—e)U(te< X <t(l—€),Y <te)U (te < X <t(1l —¢),
te<Y <t(l—e))=(X<t(l—e),Y <t(l—¢)),
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e como a uniao é disjunta, segue que

P(X <te,Y <t(l—e€))+Plte < X <t(1 —¢),Y <te)
=PX<t(l—e€),Y<t(l—¢€)—Plte< X <t(l—e),te<Y <t(l—¢)).

Logo substituindo em (1.9), como X e Y sao independentes obtemos
P(X+Y <t) > P(X <t(l—€))P(Y <t(l—e¢))—P(te < X < t(l—e),te <Y < t(l—¢)),
e segue (1.8). [

O préximo lema caracteriza o ponto extremo superior da convolucao de duas

funcoes de distribuicao.

Lema 1.3.4 Sejam Fy e F, funcoes de distribuicao nao degeneradas. Entao
T(Fl * Fg) = T(Fl) + T(Fg).

Demonstragao: Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes com funcgoes de
distribuicao F e F; respectivamente.

Caso 1: r(Fy) = r(Fy) = +o0.

Se r(Fy) = r(F,) = 400, entao pela definigdo de ponto extremo superior temos que
Fi(z) <1le Fy(z) <1, Vo € R. Logo Fy(z) > 0 e Fy(z) > 0, Vz € R. Entdo, como X

e Y sao independentes, obtemos para todo z € R

Assim Fy x Fy(z) < 1,Vx € R e r(F) x Fy) = +o0 = r(Fy) + r(Fy).

Caso 2: r(F;) = +o0 e r(F;) < +oo, para i # j,i,j = 1, 2.

Suponha r(F}) = +oo e r(Fy) < +o00. Como r(Fy) < +oo, entao seja yy < r(Fz) tal
que Fy(yo) < 1. Agora para todo x € R temos
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Fl * FQ(QT)

P(X +Y > (z —y) + %)
> P(X > (x—y0))P(Y > 1)

E(w - yo)E(yo),

e como Fi(z) < 1,Vz € Re Fy(yo) < 1 segue que
F + Fy(x) > 0,Vr € R,
ou seja, [ x Fy(x) < 1,Vx € R e r(F x Fy) = +00. Logo
r(Fy * Fy) = r(Fy) + r(Fy).

Caso 3: 7(F1) < +00 e r(Fy) < +o0.

Provemos inicialmente que
r(Fy* Fy) <r(Fy) +r(Fy). (1.10)
De fato, seja € > 0 dado, entao
(X <r(F)+¢€¢/2,Y <r(F)+¢€/2) C(X+Y <r(F)+r(F)+e).
Logo, da independéncia de X e Y temos

1>PX+Y <r(F)+r(F)+e) > P(X <r(F)+¢€/2) - P(Y <r(F) +¢/2)
= Fi(r(F) +¢€/2) - Fa(r(Fs + €/2)).

Como r(F;) + § > r(F;), temos que F(r(Fi) + §) = 1,7 = 1,2. Entao segue que
Fyx Ey(r(Fy) +r(Fy) +¢€) = 1.
Portanto, da definicao de r(F; x Fy) temos
r(Fy « Fy) <r(Fy) +r(F) +€ Ve > 0.

como € é arbitrédrio, fazendo e — 0 obtemos (1.10). Note que, como 7(F;) < +00,i =
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1,2 entao r(Fy x Fy) < +00.

Agora, suponhamos a desigualdade estrita em (1.10) seja satisfeita, ou seja,
r(Fy x Fy) <r(Fy) +r(F). (1.11)
Podemos escolher § > 0 suficientemente pequeno tal que
r(Fyx Fy) <r(Fy)+r(Fy) — 9.
Entao

P(X +Y > r(F « F)) (X +Y >r(F)+r(F) —96)

> P
>P(r(F)+r(F) -6 < X+Y <r(F)+r(F) (1.12)

Agora para 0 > 0 temos

P(T’(Fl) +r(F)—0< X+Y <r(F)+ r(Fg))
> P(r(F) —6/2< X <r(F))-Pr(F)—6/2<Y <r(F))

Como X e Y sdo independentes e F;(r(F;)) = 1,7 = 1,2, segue de (1.12) que

P(X 1Y > r(Fy ) > P(r(Fy) — 2 < X < v(F1)) P(r(Ey) - g <Y <))

pois r(F;) — 2 < r(F),i = 1,2. Logo Fy * F5(r(Fy * F»)) < 1, o que é um absurdo.

Portanto a desigualdade estrita em (1.11) ndo é valida e de (1.10) segue que

r(Fyx Fy) =r(Fy) + r(Fy).

Finalizamos a se¢ao com um lema que pode ser encontrado em [17] pdg. 188.

Lema 1.3.5 Sejam X e Y waridveis aleatorias independentes com funcoes de distri-

buicdo Fy e Fy respectivamente e Y > 0. Suponha que Fy € RV_,, e que a cauda de X
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domina a cauda de Y, entao

lim T (1.13)
t—o00 Fl(t)

ou seja, Fy x Iy e Fy sao cauda-equivalentes.

Demonstracgao: Dadot >0e 0 < o < 1, temos

=PX+Y>tY>ot)+ P(X+Y >t Y < ot)
<PY >ot)+ P(X >t-Y,-Y > —ot)
=P(Y >o0t)+ P(X >t(1 —0))
= Fy(ot) + Fi(t(1 — 0)).
Entao L L
Fl*FQ(t) < F2(0't)‘|‘ 1(t(1—0))
Rt Fi(t) 7
e segue que
Fy* Fy(t Fy(ot Fi(t(1 -
limsupL2<> < lim sup i<a ) + lim sup M. (1.14)
t—o0 Fl(t) t—o0 Fl(t) t—o0 Fl(t)

Mas como por hipétese a cauda de X domina a cauda de Y e F} € RV_,, temos

- Fy(at) lim {E(Ut) 'E(Ut)} —0
tooo FY(t)  tooo | Fy(at)  Fi(t)

Fi(t(1 —
e limsup M = (1 — o)™ “. Substituindo em (1.14) obtemos
t—o0 F1 (t)
o« Fo(t
lim sup ;2() <(l—-o0)“
t—00 Fl (t)

Sendo ¢ arbitrario, fazendo ¢ — 0, segue que

Fyx Fy(t
limsup;ﬂ) <

memp —— < (1.15)
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Por outro lado, para todo t € R temos

F1 X Fg(t) >

o 2 1, (1.16)

pois como Y > 0 temos P(X +Y > t) > P(X > t). Portanto, de (1.15) e (1.16) segue
(1.13). n



Capitulo 2

Teoria Classica dos Valores

Extremos

Neste capitulo apresentamos uma sintese da Teoria Classica dos Valores Ex-
tremos, que estuda o comportamento assintotico dos valores extremos de variaveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).

Restringimos nosso estudo as propriedades do maximo amostral
Mn = maX{Xla T 7Xn}7n > ]-a

onde X1, X5, -+ sao varidveis aleatérias i.i.d. com funcao de distribuicao comum nao
degenerada F'.
Resultados andlogos para o minimo amostral podem ser obtidos dos resultados

apresentados para o maximo, utilizando-se a relagao
min{ Xy, , X, } = —max{—-Xy,--- , =X, },n> 1L

Muitos autores contribuiram para o desenvolvimento da Teoria dos Valores Ex-
tremos, desde a década de 1920. Entre os trabalhos pioneiros merecem destaque o de
Fisher e Tippet [7], em 1928, que estabeleceram que as distribui¢oes limites para o
maximo M,, devidamente normalizado sao reduzidas a trés tipos. Ja Gnedenko [10],
em 1943, apresentou rigorosamente as condi¢oes necessarias e suficientes sobre a fungao
de distribuicao F' para cada um dos trés tipos de distribuicao limites extremais.

Este capitulo esta dividido em 4 secoes. Na Secao 2.1 estudamos as distribuicoes

max-estaveis, os max-dominios de atracao e a relacao entre os dois conceitos. Aqui

18
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também enunciamos as trés classes de distribuicoes de valores extremos dadas por
Fisher e Tippet [7]. Nas secOes seguintes, 2.2, 2.3 e 2.4 apresentamos as principais
caracterizagoes de cada um dos max-dominios de atracao, Fréchet, Weibull e Gumbel,
respectivamente.

As referéncias basicas utilizadas neste capitulo foram [9], [14] e [5].

2.1 Distribuicoes Max-Estaveis e Max-Dominios de
Atracao

Considere {X,,},>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d., com funcdo de
distribuicao comum F.

O maximo amostral
M, = maX{Xla T 7Xn}7n > 17

¢ um estimador fortemente consistente para o ponto extremo superior de F)|
r(F) = sup{z : F(z) < 1}, ou seja, M, —<» r(F), quando r(F) < 4oo (—
indica a convergéncia quase-certa). Para verificar isto, observamos que a fungao de

distribuicao de M,, é dada por

Fy, (z) = P(M, < x)
=PX; <z, ,X,<x)
—P(X,<1) - P(X, <2)
= F"(z),
e
i Fo(x) = 0 se x<r(F),
nereo 1 se z>r(F).

Assim, M, —% r(F) e, como r(F) é uma constante real, segue que M, L, r(F), onde
2 indica convergeéncia em distribuicao e L indica convergéncia em probabilidade.
Agora, como {M,},>1 é uma sequéncia nao decrescente, segue das relagbes entre as
convergéncias que M, ——— r(F).

O primeiro problema de interesse da Teoria dos Valores Extremos consiste em

estudar as possiveis fungoes de distribuicao H nao degeneradas para as quais existem
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sequéncias de constantes reais {a,} e {b,}, com a, > 0 tais que

lim P(M, < ay,x+b,) = lim F"(a,z +b,) = H(z), Y2eC(H), (2.1)

n—o0 n—oo

onde C(H) é o conjunto dos pontos de continuidade de H. Neste caso, dizemos que H
¢ uma distribuigao do valor extremo ou distribuicao limite extremal.

A familia de distribuicoes dos valores extremos é caracterizada pelas distribuigoes
max-estaveis, conforme a defini¢ao e teorema a seguir.
Definicao 2.1.1 Seja X uwma variavel aleatoria e H sua funcao de distribuicao. Di-

zemos que X € max-estdavel, ou que H é uma distribuicao mazx-estdavel, se para
cada n € N ezistem sequéncias de constantes reais {a,} e {b,}, com a, >0, tais que

M, £ a,X + by, (2.2)
onde M, = max{Xy,- -, X,}, com Xy,--+,X,, v.a’s i.i.d. com funcao de distribui¢do
H ou, equivalentemente, se

H(z) = H"(a,x + by,) (2.3)

Observacao 2.1.2 Note que (2.2) € equivalente a

Qn

X.

Portanto, concluimos que toda distribuicao maz-estdvel é uma distribuicao limite para
o mazimo de v.a’s i.i.d. Além disso, as distribuicoes max-estdaveis sao as unicas leis
limites para o mdximo.

Teorema 2.1.3 A classe de distribuicoes maz-estdveis coincide com a classe de todas

a possiveis leis limites (nao degeneradas) para o mdzimo de varidveis aleatdrias i.i.d..

Demonstragao: A prova pode-se encontrar em [5], pag. 121. [ |

A seguir, enunciamos o teorema basico da Teoria Classica dos Valores Extremos,
apresentado por Fisher e Tippet em 1928, [7], que estabelece que existem apenas 3 tipos
de distribuicoes max-estaveis, ou equivalentemente, 3 tipos de distribuicoes limites para

o maximo de v.a’s i.i.d..

Teorema 2.1.4 (Fisher e Tippet) Suponha que existam sequéncias reais {ay}, {b,}

com a, > 0 tais que

M, —b
lim P (u < ac) = lim F"(a,z +b,) = H(x), (2.4)

n—oo a n—00
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Ve € C(H), onde H é ndo degenerada. Entao H é do mesmo tipo de uma das sequintes

funcoes de distribuicdo

exp{—z"%} se x>0, (Fréchet)

(i)
1 se x>0, (Weibull)

para algum o > 0.

(i)
A(z) = exp{—e "}, z € R. (Gumbel)

Demonstragao: Ver [7], ou [9] ou [14]. |

Observacao 2.1.5 As funcoes @,,¥,, A e suas funcoes do mesmo tipo apresentadas
no Teorema 2.1.4 sao chamadas distribuicoes do valor extremo ou distribuicoes

limites extremais.

Observacao 2.1.6 Como aplicagao direta do Teorema 1.1.10, seque que a distribui¢ao
limite em (2.3) € unicamente determinada a menos de transformagoes afins. Ou seja:
Se existem sequéncias de constantes {a,},{b,},{a,} e {b.}, com a, >0 e a, >0, tais
que

M. —
lim P ("—bn < :v) = lim F"(a,x + b,) = Hy(x),Yx € C(H,) (2.5)

n—00 a n— o0

M, — b, , / /
lim P (a—/” < :v) = lim F"(a,x +b,) = Ha(x),Vx € C(H>) (2.6)
n—oo n—oo

onde Hy e Hy sao funcoes de distribuicao nao degeneradas, entao

lim &2 = A >0, lim 2= _peR (2.7)

n—00 (y, n—oo Qanp

e Hy(x) = Hi(Az + B), ou seja, Hy e Hy sao do mesmo tipo.

Além disso, aplicando o Teorema 1.1.10 podemos obter outras possibilidades para
as sequéncias de constantes normalizadoras {a,} e {b,}. Especificamente, se (2.5) é
vdlida entdo para sequéncias {a,} e {b,}, a, > 0, satisfazendo (2.7) temos o limite

(2.6) com Hy(x) = Hi(Ax + B).
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Apés estabelecer os trés tipos possiveis de distribuigoes limites extremais, o se-
gundo problema de interesse da Teoria dos Valores Extremos consiste em determinar
condicoes necessarias e suficientes sobre uma funcao de distribuicao F' sob as quais
existam sequéncias de constantes {a,} e {b,} tais que o limite (2.1) seja satisfeito para

alguma distribuicao do valor extremo H. Para isso, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.1.7 Seja H uma funcao de distribuicao nao degenerada. Dizemos que
F pertence ao mazxz-dominio de atragcao de H (ou dominio de atragcio de H) e
denotamos F' € Dpa(H), se existem sequéncias de constantes reais {a,} e {b,}, com
an, > 0 tais que

lim F"(a,x + b,) = H(x)

n—o0

Vo € C(H). As constantes {a,} e {b,} sio chamadas constantes de morma-
lizacgao.

Assim, o segundo problema abordado pela Teoria dos Valores Extremos consiste
em determinar condigbes necessérias e suficientes para F' € D,,q,.(H) e como podem
ser escolhidas as respectivas normalizadoras {a,} e {b,}.

Nas proximas secoes apresentamos os resultados referentes a cada um dos trés

tipos de distribuigdes max-estaveis: Fréchet (@,), Weibull (¥,) e Gumbel (A).

2.2 Max-Dominio de Atracao da Fréchet: D,,,.(®,)

Apresentamos nesta secao, alguns resultados que nos fornecem condigoes para
que uma fungao de distribuigao pertenga ao max-dominio de atracdo D,,a. (P )-

Iniciamos com o resultado obtido por von Mises, em 1936, [13], que fornece
condicgoes suficientes para que uma funcao de distribui¢ao absolutamente continua per-

tenga a Diae(Po)-

Proposicao 2.2.1 Seja F' uma funcgao de distribuicao com r(F) = oco. Suponha que
existe F' = f em (29,00), para algum z. Se

lim :13_f(x) =a, 0 <a<oo, (2.8)
entio F € Dior (D).
Demonstracao: A prova pode ser encontrada em [4], ou [9] ou [14]. |

Um exemplo de aplicagao desta proposi¢ao é apresentado a seguir.
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Exemplo 2.2.2 Seja a funcao de distribuicao de Cauchy-padrao:

1 1
F(z) = = + —arctanz, x € R.
2
Entao F € Dypou(P1).

De fato, temos que F é absolutamente continua com funcao densidade

1
f(f’?):m>

logo aplicando L’ Hospital temos

T
ef(@) _ . w(l+2?)

e—o0 F(x)  @—oo 3 — Larctanz

(1 + 2?) — z(27z)

2 22
= lim (1 —i—lx )
r—r00 -
(1 + 22)
2
—1
—lim L —1>0.

T—>00 ,jL'2 —+ 1

A primeira caracterizacao rigorosa dos max-dominios de atracao dos trés tipos de
leis max-estaveis foi apresentada por Gnedenko [10], em 1943. Os critérios apresentados
por Gnedenko sao baseados na propriedade de variagao regular e no ponto extremo

superior de F'. Enunciamos em seguida, para o caso Dyq.(Ps).

Teorema 2.2.3 Seja F' uma fungao de distribuicao e o > 0. Entao F € D,y00(P0)
se, e somente se,
r(F)=+00 ¢ F=(1-F)€RV,,. (2.9)

Neste caso, as constantes de normalizacao podem ser escolhidas como
- ) 1
a,=F (1-1/n)=inf{z: F(x) >1—-—} e b,=0. (2.10)
n
Demonstracao: Ver [10], ou [9] ou [14]. |

Vale observar que a Proposi¢ao 2.2.1, segue como corolario do Teorema 2.2.3, pois
¢é possivel mostrar, usando a teoria de variacao regular, que a condi¢ao de von Mises
(2.8) implica que F € RV_,, (veja Bingham et. al [2]).

No exemplo a seguir, calculamos as constantes de normalizacao para a distribuicao

de Cauchy do Exemplo 2.2.2.
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1 1

Exemplo 2.2.4 Seja F(z) = 3 + —arctanz, x € R. Vimos no Exemplo 2.2.2 que
7r

F € Diow(91). Agora pelo Teorema 2.2.3, por (2.10), as constantes de normalizagdo

podem ser escolhidas por
- ) 1
a,=F (1—-1/n)=inf{z: F(x) >1—-—-}, e b,=0.
n
Mas temos

- 1 1 1
F (1-1/n)=1inf{zx: =+ —arctanz > 1 — —}
2 7 n

:inf{x:arctanxzﬁ—z}
2 n

T oow

=inf{x:x >t <———>
inf{x : x > tan 5 n}

€ assim, a, = tan (g — %)

No préoximo exemplo aplicamos o Teorema 2.2.3 para verificar que a distribuicao
de Pareto, com parametros o« > 0 e 8 > 0, pertence ao D,,q.(P,) € calculamos as

respectivas constantes de normalizacao.

Exemplo 2.2.5 Seja a funcao de distribuicao de Pareto, com parametros o, 3 > 0:

e

0 se x <0.

Entio F € Dpay(®s), com a, = (Bn)Y* e b, = 0.
De fato, como F(x) < 1,Vx € R, temos que r(F) = +oo. Por outro lado, temos
Vr >0

. 1—F(tx) B+az\”
lim = lim
t—>ool—F(t) t—oo \ [+ tx
1 (241
:lurrl—(éjL )
t—oo T 54_1
=z

Ou seja, F = (1 — F) € RV_, e pelo Teorema 2.2.3 temos que F € Don(Py). Além

disso, as constantes de normaliza¢ao podem ser escolhidas como em (2.10):
- ) 1
a,=F (1—-1/n)=inf{z: F(z)>1—--}, e b, =0.
n

Mas F(z) = 1 — (i> > 1 — %, se e somente se, x > [(n'/* —1). Logo
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an, = B(n'/* —1), ou equivalentemente, por (2.5) podemos escolher a, = Bn'/®.

Finalizamos esta secao com un resultado que fornece uma ideia da estrutura
do max-dominio de atracao de @,. Ele esta relacionado com a Proposicao 1.2.4 que
estabelece que a classe das fungoes de distribuicao com cauda regularmente variante é

fechado com respeito a cauda-equivaléncia.

Proposicao 2.2.6 Sejam F e G duas fungoes de distribuicio.  Suponha que
F € Dyor(Py), para algum o > 0, com constantes de normaliza¢ao a, > 0 e b, = 0,
1.e.

lim F"(a,x) = Po(x), para todo x > 0.

n—oo

Entao
lim G"(a,x) = Po(Az), para todo x > 0,

n—o0

para algum A > 0 se, e so se, F' e G sao cauda equivalentes com

Demonstragao: Para a prova da necessidade veja [14], pdg. 17, ou [16]. Para a prova

da suficiéncia veja [5], pag. 133. |

Portanto, podemos concluir que D,,q.(?,) consiste das fungoes de distribuigao sa-
tisfazendo as condig¢oes von Mises (2.8) e suas fungoes de distribui¢ao cauda-equivalentes.
De fato, pelo Teorema 2.2.3 temos que F' € D,n.0 (Do) se, e sése, F = (1—F) € RV_,,.
Agora o Teorema 1.2.5, da representagao de fungoes regularmente variantes, implica
que toda funcao de distribuicdo F tal que F € RV_, é cauda-equivalente a uma funcao

de distribui¢ao absolutamente continua satisfazendo a condigao von Mises (2.8).

2.3 Max-Dominio de Atracao da Weibull: D,,,.(¥,)

Apresentamos nesta secao, os principais resultados que nos fornecem
condicoes para que uma funcao de distribuicao pertenca ao max-dominio de atracao
Doz (W,). Observamos que esses resultados estao estreitamente relacionados com os
apresentados para D,,q.(Ps), jd que ¥y (—2 1) = &y (z),z > 0.

Analogamente a secao anterior, iniciamos com a condicao suficiente obtida por

Von Mises [13], em 1936.
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Proposicao 2.3.1 Seja F' uma fungao de distribuigao com r(F) < oo. Suponha que

F tem densidade f que € positiva em algum intervalo finito (z,7(F')). Se

(r(F) — ) f(x)

lim B —a, 0<a < oo, (2.11)
wtr(F) F(x)
entao F' € Doz (V).
Demonstracao: Ver [4], pdg. 167-168 (Teorema 4). |

A seguir apresentamos a caracterizacao do max-dominio de atracao de ¥, obtida

por Gnedenko [10], em 1943.

Teorema 2.3.2 Seja F' uma fungdao de distribuicao e « > 0. Entdo F € Dyper(W,) se,
e somente se,

r(F)<oo e (1—F@(F)—a21)e€RV.,.

Neste caso, as constantes de normaliza¢ao podem ser escolhidas como
an=7(F)—=F (1-1/n) e b, =1(F).
Demonstracao: Ver [10], ou [14] ou [9]. |

No exemplo a seguir, aplicamos o teorema anterior para verificar que a funcao de

distribui¢ao uniforme pertence a Dominio D, (¥7).

Exemplo 2.3.3 Seja F' a distribuicao uniforme no intervalo [0, 1], entao F € D;(¥;)
e as constantes de normalizagdo sao a, = 1/n e b, = 1.
De fato, seja x > 0, como r(F) =sup{z : F(x) <1} =1 < o0, logo

N 0 se 0<x<l1,
F (f) = 1
-2 se z>1
Assim,
1 — F*(tx) .t 1

R

ou seja, F* € RV_1. Pelo Teorema 2.5.2 temos que F' € Dyqo(¥1) € as constantes de

normalizacao podem ser escolhidas como
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an =7(F)—F (1-1/n)

:1—inf{x:F($)21—%}

A préxima proposigao estabelece que, assim como D4, (P, ), 0 max-dominio de
atracao de ¥, é fechado com respeito a propriedade de cauda-equivaléncia. Consequen-
temente, é possivel mostrar que o max-dominio D,,..(¥,) consiste de todas as fungoes
de distribuigao satisfazendo a condi¢ao de von Mises (2.11) e as fungdes de distribuigao

que sao cauda-equivalentes a elas.

Proposicao 2.3.4 Sejam F e G duas funcoes de distribuicdo, com o mesmo ponto
extremo superior r(F) = r(G) = xg < 0o. Suponha que F € D,0.(¥y), para algum

a > 0, com constantes de normalizacao a, > 0 e b, = xq; i.€.

lim F"(anz + x9) = ¥o(x), = < 0.
n—oo

Entao
lim G"(an,x + x9) = ¥, (Az), z <0,

n—oo
para alguma constante A > 0 se, e s0 se, F' e G sao cauda equivalentes com
F(z)

Iim — =A%

s G()

Demonstragao: Vide [16], ou [14]. |

Finalizamos esta secao, demonstrando que toda func¢ao de distribuicao F' no max-

dominio de atracao de ¥, é continua no seu ponto extremo superior.

Proposicao 2.3.5 Se F' ¢ uma fun¢ao de distribui¢ao tal que F € Dypar(W,), para
algum o > 0, entao F é continua em r(F).

Demonstragao: Como F' € D,,,,(¥,), do Teorema 2.3.2 segue

lim F"*(a,x + r(F)) = exp{—(—x)*}, Vo <0,

n—oo
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com a, > 0. Entao, para todo x < 0, segue que

lim log(F(anz + r(F))) = lim ~ log(F™(ane + r(F)))

n—0o0 n—oo N,
1 .
= lim — -log(exp{~(~2)"})

=0. (2.12)
Ou seja, para todo x < 0

lim F(a,x+r(F))=1= F(r(F)).

n—oQ

Logo, F' é continua pela esquerda em r(F) e, em consequéncia, F' é continua em r(F).

2.4 Max-Dominio de Atracao da Gumbel: D,,,,(A)

Apresentamos nesta secao, os principais resultados que fornecem condicoes para
que uma funcao de distribuicao pertenga ao max-dominio de atragdo D,,q.(A). As
referéncias nesta se¢ao sao principalmente [5], [16] e [23].

Iniciamos com os resultados de von Mises [13], que estabelece condigdes para
F € Dypaz(A), quando F' é uma fungao de distribuigao absolutamente continua. Para

isso, apresentamos primeiramente a definicao de funcao de von Mises.

Defini¢ao 2.4.1 Seja F' uma fungdo de distribuicao com ponto extremo superior r(F').
F ¢é chamada uma funcao de von Mises se existe zg < r(F) tal que para

2o <x <r(F), a cauda de F tem a representacao

F(z) = coxp {—/x(l/a(u))du}, (2.13)

20

onde ¢ > 0 € uma constante real, a € uma funcao absolutamente continua e estritamente
positiva sobre (zo,m(F')) com densidade a'(u) tal que %ir(r}?) a(u) = 0. A fungdo a é

chamada fungcao auxiliar.

Observagao 2.4.2 A relagao (2.13) deve ser comparada com a representagdio de Ka-
ramata de uma fung¢dao reqularmente variante (veja Teorema 1.2.5). Substituindo na
equagao (2.13) a fungio a(x) = x/d(x) tal que 6(x) — o € [0,00) quando x — oo,
e c(x) = ¢, por (1.2), do Teorema 1.2.5, 1 — F(x) se torna uma cauda reqularmente
variante com expoente —a.



A seguir apresentamos alguns exemplos de func¢oes de von Mises.

Exemplo 2.4.3

1. Dustribuicao Ezxponencial.

F(z)=e, x>0, \>0,

entao F' é uma fungao de von Mises, com fun¢ao auziliar a(x) = A

2. Distribuicao Weibull.

F(x) = exp{—cz™},2>0, ¢,7>0,
entio F' ¢ uma funcao de von Mises, com func¢ao auziliar

a(r) = (er) 2", x> 0.

3. Distribuicao de Erlang.

n—1 ()\x)k
F(aj):e’)‘zz ,t>0,A>0,n€N,

k!
k=0

entao F' é uma funcao de von Mises com func¢ao auxiliar

— (n—1)

a(x) = P A N 1}

(n—Fk—1)!

-1
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Uma caracterizagao das fungoes de von Mises [13] é apresentada na seguinte

pProposicao.

Proposicao 2.4.4 Seja F' uma funcao de distribuicio com ponto extremo superior

r(F) < oo. Suponha que eziste z < r(F) tal que F € duas vezes diferencidvel sobre
(z,7(F)) com densidade positiva f = F' e F"(x) <0 para z <z <r(F). Enlio F €

£
f

uma funcao de von Mises com func¢ao auziliar a =

ou equivalentemente

: d [ F(x)
1 — =0.
:c—g?F) dx [F'(:c)] 0

Demonstragao: Vide [14], pag. 40 (Proposigao 1.1b)).

se, e somente se,

(2.14)

(2.15)
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Exemplo 2.4.5 Seja a funcao de distribuicao

0 se x <0,
Flz)=q 1—exp (%) se 0<az <1,
1 se x> 1.

Claramente, temos r(F) =1 e para 0 < x < 1 temos

Entao % {1 }_W,Z()x)} B d%((l — 1)) = -2(1 — 1)
Logo _d [1-F(2)]
" { () ] "

e pela Proposicio 2.4.4 seque que F € Dypar(A).

Uma das propriedades das fungoes de von Mises, que apresentaremos na préxima
proposicao, é que elas possuem caudas rapidamente variantes conforme definicao a
seguir.

Defini¢ao 2.4.6 Seja h uma fungdo mensurdvel positiva sobre (0,00). Dizemos que h
¢ rapidamente variante com indice —oo, h € RV_,, se

h(tz) 0 se x>1,
im =
t—oo h(t) oo se 0<z<l.

Exemplo 2.4.7 A funcao h(x) = e* € rapidamente variante, pois

lim hlte) — lim /(-2 — 0 se xz>1,
t—o0 h(t) t—o0 00 se O <1< 1

Proposigao 2.4.8 Toda fungdo de von Mises ' ¢ absolutamente continua sobre (z,(F"))

com densidade positiva f. A fun¢ao auxiliar pode ser escolhida como a(x) = ?((;f)) Além

disso, temos as sequintes propriedades:

a) Ser(F)=occ entio F € RV_o, e

lim. % = 0. (2.16)
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b) Ser(F) < oo entio F(r(F)—a71)€ RV_ o e

lim = = 00. 217
atr(F) F(x (2:17)

Finalmente, apresentamos o resultado de von Mises [13], que estabelece que as fungoes
de von Mises pertencem ao D,q.(A).

Teorema 2.4.9 Se uma funcao de distribuicio F' é uma funcdo de von Mises entdo

F € Dypar(A). Além disso, uma possivel escolha das constantes de normalizag¢ao €

Demonstragao: Vide [5], pag. 141. |

A primeira e principal caracteriza¢ao do max-dominio de atragao de A, é atribuida

a Gnedenko [10], em 1943, cujo resultado enunciamos a seguir.

Teorema 2.4.10 Seja F' uma funcgao de distribui¢ao e « > 0. Entdo F € D,pa0(A)

se, e somente se, para algum a € R, temos
r(F)

/ (F(y))dy < oo (2.18)

e para cada x € R

Flt+2f() _

lim : (2.19)
t—r(F) F(t)
onde para [(F) <t < r(F)
1= [ Fpa 220
) = =—— y))dy. 2.20
E(t) Ji
Neste caso, as constantes de normalizagao podem ser escolhidas como
by=F (1-1/n) e an,=f(by). (2.21)
Demonstragao: Ver [10], ou [14] ou [9]. |

No exemplo a seguir aplicamos o Teorema 2.4.10 para verificar que a distribuicao

exponencial pertence a D,q.(A).
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Exemplo 2.4.11 Seja a funcdo distribuicao exponencial de parametro A > 0,

0 se <0
F = ’
(z) { l—e ™ se x>0.

Entao F' € Dypar(A), com constantes de normalizagdo b, = (1/X)logn e a, = 1/\.
De fato, facilmente vemos que r(F) = 400 e, assim temos

r(F) 9] 1
/ F(y)dy = / e Ny = —e M < o0,
t t A

ou seja, (2.18) € satisfeita.
Agora, usando (2.20), podemos obter

1
Logo,
o LEE2I®) e FE /N
t—r(F) F(t) t—oo  F(t)
o~ At+z/)
= lim

t—o00 e*M

et eix

e (2.19) é também satisfeita. Portanto, pelo Teorema 2.4.10 seque que F € Dypar(A) €

as constantes de normalizacao podem ser escolhidas como

1
=inf{e:1—-e™M>1-—}
n

1
=inf{z:2z > Xlogn}
1
A

logn,

Por outro lado, as fun¢oes de von Mises nao caracterizam completamente D4, (A).
No entanto, uma leve modificagao da relagao (2.13) produz uma caracterizagao com-

pleta de D4, (A), conforme o teorema a seguir, que pode ser encontrado em [14].
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Teorema 2.4.12 Seja F' uma fungao de distribuicao com ponto extremo superior r(F).
Entio F € Dpar(A) se, e somente se, existe z < r(F) tal que a cauda de F tem a

representacao
g(t)

F(z) = e(x) exp {— / mdt} <z < (), (2.22)

onde ¢ e g sao fun¢des mensurdveis satisfazendo c(z) — ¢ > 0, g(x) — 1 quando

x 1T r(F) ea(r) € uma fungdo positiva e absolutamente continua (com respeito a medida

de Lebesgque), com densidade a' tal que lir(n)a'(u) = 0. Neste caso, as constantes de
utr(F

normalizagdo podem ser escolhidas como em (2.21) e a fun¢do auziliar como

0 F
a(z) = /x F(x)dt, z <r(F). (2.23)

Demonstragao: Ver [14], pdgs. 46 e 48 (Corolédrio 1.7 e Proposi¢ao 1.9, respectiva-

mente). |

Observacao 2.4.13 A representagdo (2.22) ndo € unica. A seguinte representa¢do
pode ser usada de maneira alternativa( [14] Prop. 1.4),

F(z) = c(2) exp {— / %dt} <z <),

onde ¢ e a satisfazem as propriedades no Teorema 2.4.12.

Na préoxima proposicao enunciamos uma outra caracterizacao baseada no fato

que toda funcao de von Mises satisfaz

Xz
lim ————— = eit, t e R, 2.24
@ tr(F) F(x) (2:24)

onde a é uma funcao positiva.

Teorema 2.4.14 Seja F' uma funcgao de distribuicdo. Entio F € Dyer(A) se, e so-
mente se, existe uma fungdo positiva a tal que (2.24) € satisfeita. Neste caso, podemos

escolher a = a, com a dado em (2.23).

Demonstragao: Vide [3], Teorema 2.5.1. |

Finalmente, podemos concluir que o max-dominio de atracao de A, consiste de
todas as fungoes de von Mises e as funcoes de distribuicao que sao cauda-equivalentes

com elas. Resnick [16], em 1971, estabelece a proposi¢ao a seguir.
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Proposicao 2.4.15 Sejam F e G funcoes de distribuicao com o mesmo ponto extremo
superior r(F) = r(G). Suponha que F € Dypya,(A) com constantes de normalizagao
a, >0 eb, €R tal que

lim F"(a,z +b,) = A(x),z € R,

n—o0

entao
lim G"(a,x +b,) = Az +b),z € R

n—oo

se, e somente se, F' e G sao cauda-equivalentes, com

lim = ¢, para algum b € R.

atr(F) G ()

Demonstragao: Vide [16] ou [14]. |

Finalizamos esta se¢ao observando que nas caracterizagoes de D,,q.(A), apresen-
tadas nos Teoremas 2.4.9 e 2.4.10, as constantes de normalizacao a,, e b,, sao construidas
utilizando-se a funcao inversa generalizada. Porém, eventualmente, é praticamente im-
possivel determinar explicitamente a fungao inversa generalizada de F' € D,peq(A),

como vemos no seguinte exemplo.
Exemplo 2.4.16 (Parte 1) Seja a funcao de distribuigdo

1— 1)e==" >1
Flz) :{ (z+1)e se z21, (2.25)
0 se x < 1.

Temos que r(F) = oo, pois F(z) =1 — (z + 1)e™*" < 1,¥z > 1. Além disso,

/ 1

Flz)=222+2c—1)e™ ¢ F'(z)=(—42" — 42% + 63 4 2)e

e podemos obter
1— F(x) (x4 1)e

F'(z) (222 + 22 — 1)e—**

_ 2 —1) —
lim d (1 ,F(x) lim (22° +2x —1) — (x + 1)(4z + 2)
—2x% — 4w —3
m
ehoo Aot + 82° — da
= 0.
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Assim, pela Proposicao 2.4.4 temos F é uma funcao de von Mises. Pelo Teorema
2.4.9 temos que F € D,q.(A) € podemos escolher as constantes de normalizagao por
by =F (1 —1/n) ea, = f(b,). Mas, temos que

F (1—1/n)=inf{z: F(z)>1- -}

IN S |=—
SEES
ings

—inf{z: (z+ 1)

Portanto, para obter b, devemos resolver a equagdo (x + 1)6_”32 < %, 0 que nao € uma
tarefa facil.

Neste sentido, para o caso r(F') = +o0, Villasenor [23] obteve uma caracterizacao
alternativa do D, (A) e uma escolha das sequéncias {a,} e {b,}, cujos resultados

apresentamos a seguir.

Teorema 2.4.17 Seja F' uma funcao de distribuicao com r(F) = 0co. F € D,y.(A)

com

lim F"(a,x + b,) = A(x),Vz € R (2.26)
n—oo
se, e somente se,
lim 7™ (1 — F(z)) =¢, 0 < ¢ < o0, (2.27)
T—00

para certas constantes reais o > 0 e 5. Neste caso, as constante de normaliza¢ao
podem ser escolhidas como

a, = (aflog(ne)} =)

e
1 log(1
b, = (log(nc))a _ b o8 Og(lc_)l))/a.
a?(log(nc))
Demonstracao: Vide [23]. |
Corolério 2.4.18 Seja F' uma fungio de distribuicao com r(F) = oo. Entao

F € Dpar(A) com (2.26) se, e somente se,

lim (kz + €)Pe* (1 — F(x)) =b, 0 < b < o0 (2.28)

T—r00

para certas constantes reais a > 0,k > 0,3,£. Neste caso, as constantes de norma-

lizagao podem ser escolhidas por

a, = (ak(log(nb)) QT_I)_I
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1
a

o (log(mb)®  Blog(log(nb) ¢

g a2k (log(nb)) "k

Demonstracao: Vide [23]. |

Exemplo 2.4.19 (Parte 2) Para o f.d. F dada por (2.25), F(z) =1 — (z + 1)e ",
para x > 1. Logo, escolhendo o =2 e f = —1 temos que

1.

o 1
lim 2%¢* (1 — F(z)) = lim Tl

T—00 T—00 €T

Assim (2.27) do Teorema 2.4.17 € satisfeita com o« = 2,5 = —1 e ¢ = 1. Logo
F € Dpax(A) € as constantes de normaliza¢ao podem ser escolhidas por

log(logn)

. 1 —1/2 _ 1/2
a, = 2(log n) e by, =(logn)’*+ Tlogn) /2

No préoximo exemplo, aplicamos o Corolario 2.4.18 para verificar que a distri-
buigdo Gama pertence a D,,q.(A), calculando as respectivas constantes de norma-

lizacao.

Exemplo 2.4.20 Seja F a f.d. Gama(v,v), comv € Nyv > 0,7 > 0, cuja densidade

Fo) 0 se x <0,
xr) = v—1_—z/
xTe(V)V se x> 0.

€ dada por

Como v € inteiro positivo, temos que I'(v) = (v — 1)!, e para determinar

1 €T
F(z) = —/ Y le Y dy
(=) (v =1 Jo

aplicamos o método de integragao por partes v—1 vezes na integral de acima e obtemos

1-v 2—v )
_ g v—1_—x/v ’Y— v=2_—x/vy _ ... _ L 2 —z/y__
Fo) == —m" w2 21" ¢
—e %/ 4, (2.29)
ajuflefx/'y
Para verificar a condi¢ao (2.28) do Coroldrio 2.4.18, fatoramos o termo ﬂ
y—Hr — 1)
em (2.29) para obter
xv e/ v—1 v—1)(v—2)y? v — 1)yt

v —1)! T T2 gv—1
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Logo
L s 1 (v—1)y (v — 1)}y
Zplver/vl e I S T e/ S
'yx e (x)) (v —1)! * x et av—1
€ assim
lim Ly v/of] — F( )}—;>0
fip S = P} = S 2 O

Portanto, (2.28) € satisfeita com k =1/, =0,=1—-v,a = 1,b = m e pelo

Coroldrio 2.4.18, F' € Dyar(A) € as constantes de normalizagdo sio dadas por

=7 e by=rlog(n/y"(v— 1)) +7(v - 1)log(log(n/+"(v — 1)1).



Capitulo 3

Convolucao de funcoes de
distribuicao pertencentes aos

max-dominios de atracao

Este capitulo é a parte central do trabalho. Aqui estudamos o max-dominio de
atracao da convolucao de duas fungoes de distribuigao atraidas por um dos trés tipos
de distribui¢bes max-estaveis: Fréchet (), Weibull (¥,) e Gumbel (A).

Basicamente, discutimos os dois problemas (P1) e (P2) enunciados na Introdugao
desta dissertacao, considerando separadamente os trés casos possiveis.

Na Secao 3.1 analisamos o caso em que a convolucao pertence ao max-dominio
de atracao da distribuicao de Fréchet. O caso do max-dominio de atracao da Weibull
é estudado na Secao 3.2 e na Secao 3.3 discutimos o caso do max-dominio de atracao
da Gumbel.

A principal referéncia deste capitulo é Sreehari et. al [20].

3.1 Caso Fréchet

Primeiramente, nesta se¢do, consideramos o problema (P1), apresentado na In-
trodugdo, para o caso em que temos Fi € D0 (@) ou Fy € Diyor(Ppg) € procuramos
condicoes sob as quais Fi * Fy € D,q,(®P,) para algum v > 0.

No primeiro teorema, que pode ser encontrado em Feller [6] ou Embrechts et. al
[5] (Lema 1.3.1, pag. 37), consideramos o caso a = 3, com F; € Dypas(Py), 1 = 1, 2.

Teorema 3.1.1 Se F e Fy sao fungoes de distribui¢ao tais que F; € Dipor(Po),i = 1,2
entdo Fy * Fy € Dypar(Po).

38
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Demonstragao: Para a demonstracao do teorema utilizamos a caracterizacao do
max-dominio de atracao da distribuicao de Fréchet dada no Teorema 2.2.3. As-

sim, como por hipdtese F; € Dyuar(Py), segue do Teorema 2.2.3 que r(F;) = +oo e

FE=1-FcRV,i=12
Agora, pelo Lema 1.3.4 temos que r(Fy * Fy) = r(Fy)+7(Fy) e, assim, r(Fy ) =
+00.

Resta provar que Fi x I, € RV_,. Para isso, basta provar que

F1 * FQ(t)

lim — 220 g, (3.1)
t—o0 Fl(t) + Fg(t)

Pois, como F; € RV_,,i = 1,2, segue da Proposicao 1.2.3 (iv) que F} + F, € RV_,, e
assim, por (3.1) e pela Proposicao 1.2.3 (iii) concluimos que F} x Fy € RV_,,.

Para provar (3.1), consideramos X e Y varidveis aleatérias independentes com
funcdo de distribuicao Fy e F respectivamente. Por um lado, sejam t,§ > 0 e t' =

(14 d)t, entao temos
(X >t,Y > -0t)U(X >—0t,Y >t)C(X+Y >1)
e podemos obter

PX+Y >t)>P(X >t,Y >—8t)+ P(X > —6t,Y >t)—
P(X>t,X>=6tY >t,Y > —6t).

Agora, como X e Y sdo independentes, (X > t,X > —6t) C (X > t) e
(Y >t,Y >—0t) C (Y >t), segue que

P(X+Y >t)>P(X >t)P(Y > —6t) + P(X > —0t)P(Y >t )—
P(X >t)P(Y >t).

Ou seja,
FreFo(t) > Fi(()Fa(—6t) + Fu(~t) () — F()F(L). (3.2
Como limy_, F1(t)F5(t) = 0 e limy_,o F3(—6t) = 1, entdo dado € > 0, existe ty tal

que para todo t > tg,

—e<F(tFR{t)<e e 1—e<F(=6t)<1l+e
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Assim, de (3.2) segue que para t > t,

V=) + () (1—e) ¢

— /

(FL(t) + Fa(t)(1 —€) —e. (3.3)

Fy* Fy(t) > Fi(t

Por outro lado, fazendo ¢ = (1 — §)t, com 0 < § < 1/2, do Lema 1.3.1 temos
Fy o« Fy(t) < Fy(t) + Fy(t") + FL(6t)Fy(0t). (3.4)

Agora, como por hipdtese temos que F; € RV_, e lim;_ oo E(cSt) = 0,7 = 1,2, segue

que

__ J— — —_— -1
i _Fl(//cSt)Fiét)H — lim (Fl(t )+ Fy(t ))
t—o0 Fl(t )_|_ Fg(t ) t—o0

o 1 = 1
=l | ol s 71 (5t)

210 2 a(t) !
=0.

Assim da defini¢ao de limite temos que para todo € > 0 dado, existe ¢; tal que se t > t;

temos

Entao, usando a desigualdade a direita em (3.4), obtemos

e "

Fi« ) < (1 +eo(F )+ (). (3.5)

Das desigualdades (3.3) e (3.5), tomando t* = max{t,t»}, temos

(1—(F({t)+EB{) <F«FRt)<1+eo(F () +F(t)), vt > t*.

Fazendo §,¢ — 0 (logo t' — t e t" — t) obtemos (3.1) e da Proposicdo 1.2.3 (iii) e
(iv), segue que Fy x Fy € RV_,,. [

O teorema a seguir ¢ devido a Srechari et. al [20] e considera o caso em que

a < f,com F| € Dyyor(Po) € Fy € Do (Pp).

Teorema 3.1.2 Se Fy e F; sao fungdes de distribuicao tais que Fy € Do (Po) € Fy €
Dinaz(®3), com 0 < a < 8 entdo FixFy € Dipar (Do), ou seja, FixFy € Doy (Puinga,s))-
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Demonstragao: Analogamente a prova do Teorema 3.1.1, usaremos a caracterizagao
do max-dominio de atracao da distribuicao de Fréchet dada no Teorema 2.2.3. Assim,
das hipéteses iniciais segue que do Teorema 2.2.3 que r(F}) = 4+o00,i = 1,2, F; € RV_,,
e Iy € RV ;.

Pelo Lema 1.3.4 temos que r(Fy * Fy) = r(F}) +r(F,) = +00. Entao resta provar
que F; x I, € RV_,. Para isto, seja ¢ > 0 dado e sejam ¢,z > 0. Por facilidade,

denotemos G = F} x Fy. Por um lado, segue do Lema 1.3.1 que

Glir) . Fi(te(l - ) + Folta(l — o)) + Fy(tag) Ftre)
() = ot + O)[Fal—te) — Fa(te)) 1 Falt(1 1 e)[Fr(—te) — Fi(t0)]
Fy(tx(1 —¢)) F(twe) Ttz
_R((-o) {”W(l_e)) Fai-a) U )} . (36)
B +e) [[E(—u) o) + %w—te) - E(ten}

Agora, como Fy € RV_,, temos

—(z(l—¢)
im _Fl—(tx(l —9) = lim " ( e - 6)) B <x(1 - €)>_a (3.7)
t—o00 Fl(t(l +¢)) t—00 Fl(t(l +¢)) '

— €
_ F 1-— _
Fi(tze) ! <t:v( 2 1-— e) € “
im —————+— = lim - = : (3.8)

t=oo Fy(tz(l —¢€)) t=oo Fi(tx(l —e)) 1—e¢
Além disso, como Fy € RV, e Fy, € RV_g, temos pela Proposicio 1.2.3 (iv) que

I,
FQ € RV,_p. Como a < 3, segue do Corolario 1.2.6 que
1

20
im0 B (1)

— 0. (3.9)
Assim, usando (3.7), (3.8), (3.9) e os fatos que
tlggo Fy(tee) =0 e }HEO[FZ'<_“) — Fi(te)] =1

segue de (3.6) que

, G(tz) r(l—e)\
lutlligp o) < ( e ) : (3.10)
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Por outro lado, do Lema 1.3.1, também temos que

(tz) S Fi(tr(1 4 €)[Fo(—tze) — Fy(ate)] + Fa(ta(1 + €))[Fy(—twe) — Fi(tze)]
)

G ~ Fi(t(1— ) + B(t(1 - ) + Fi(te) Fy(te)
yoN = Btr(l+¢€) —
_ Fi(tz(1+¢) | [[F2(—tac6) — Fy(txe)] + Flto(lt 6))[ 1 (—txe) — Fl(txe)]}
Fi(t(1—e) Bi(1—«) Rt —
{1 i Fi(t(1—€)) " F(t(l—e) FQ(“)}

Usando os mesmos argumentos utilizados anteriormente, podemos obter que

E(x(ll—l—e)t(l —e))

— €

Fi(tz(1+¢)

_ (55(1 + E)>a , (3.12)

s Rt(1-q) e Bl o) I
_ F(t1—e— e
, Fi(te) ( 1- e) B €
B e B e () O
B(t)
Jim 5 =0 (3.14)
tli)lg}E(tE) =0 e tliglo[ﬁ(—te) — Fi(te)] = 1. (3.15)
Logo, usando (3.12) a (3.15) em (3.11) obtemos
. Gtx) _ (x4 "
h{ggf ) > ( < ) : (3.16)

Assim, de (3.10) e (3.16) temos

(2) s 5 <umew 500 < (152)

Como € > 0 ¢é arbitrario, fazendo ¢ — 0 obtemos

G(tx) Cu
im —— =x2"¢,

ou seja, Fy x Fy € RV_,, como queriamos. [ |

Observacao 3.1.3 Note que se Fi = Fy, = &, entdo do teorema anterior seque que
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Fi % Fy € Dpyoe(P).

A préxima proposicao é uma consequéncia do Lema 1.3.5.

Proposicao 3.1.4 Sejam F; e Fy fungoes de distribuicao tais que Fy € Diypar(Py)
e o suporte de Fy estd em (0,00). Se a cauda de Fy domina a cauda de Fy, entdo
F1 * F2 € Dmax(dja)-

Demonstracao: Como F| € Dy0.(P,), do Teorema 2.2.3 segue que r(F;) = 400 e
F, € RV_,,.
Assim, como 7(F}) = 00, do Lema 1.3.4 temos r(Fy x Fy) = r(Fy) +r(F) = +
Fy

8

Agora, como F} € D,0.(P,) e Fy domina a cauda de Fy, ou seja, limy o ﬁgg =0,
segue do Lema 1.3.5 que
Fi % F.
lim ;2(15) =
t—00 Fl (t)
Logo, como F; € RV_,, entdo para todo 2 > 0 podemos obter
 FixBte) | |FxFt) Fte) <F1 " FQ(t))‘1
11N ———— = 11 — R . —
t—o00 Fl * Fg(t) t—o0 Fl(tx) F1<t) F1<t)
Rte)
= 11 _— = 5
t—o0 Fl (t)
ou seja, Fy x Fy € RV_,, como queriamos. [ |

Na Proposigao 3.1.4, note que F; pode pertencer ao D;,q.(¥5) para algum 5 > 0
ou Dyar(A).

Coroléario 3.1.5 Sejam Fy e Fy funcgoes de distribui¢ao tais que Fy € Diyarn(Py) € 0
suporte de Fy estd em (0,00). Se r(Fy) < oo, entdo Fy * Fy € Dypas(Py).

Demonstragao: Como F; € Dju.(P,), entdo pelo Teorema 2.2.3, temos que
r(Fy) = oco. Pela hipétese r(Fz) < 0o, temos Fy(x) = 1, para todo x > r(Fy).
Assim, dado € > 0, considerando zy = r(Fy) + € > 0, temos que Fi(z) < 1 e

Fy(x) =1 para todo z > zy. Logo

lim E(m) =
T—00 Fl(l')

e da Proposigao 3.1.4 segue que Fy % Fy € Dyar(Py). [ |
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Observacao 3.1.6 Com a hipdtese adicional que o suporte de Fy estda em (0,+00),
podemos obter uma prova alternativa mais simples do Teorema 3.1.2. De fato, usando
o Teorema 2.2.3 temos que Fy € RV_, e F, € RV_g. Assim da Proposi¢ao 1.2.3 (iv)
temos que o
F:
—2 ¢ RV, 4
F
e como o < 3, do Corolario 1.2.6 seque

F(t)
300 B (1)

Isto €, a cauda de Fy domina a cauda de Fy, e como o suporte de Fy estd em (0,+00)

pela Proposicao 3.1.4 concluimos que Fy * Fy € Dypas(Py).

Nesta segunda parte da se¢do, abordamos o problema (P2) apresentado na In-
trodugao para o caso Fréchet, ou seja, se Fy x Fy € D,o0(P,) implica que ou Fy €
Doz (@) ou Fy € Dyyor (Do)

No exemplo a seguir, mostramos que podemos ter Fy * Fy € D,,0.(P,) € ambas
F} e F5 nao pertencer a D, (9,). Ou seja, necessitamos de condigoes adicionais para

que a implicagao anterior seja verdadeira.

Exemplo 3.1.7 Sejam as funcoes de distribuicao Fy e Fy dadas por

0 se x <1,
Fi(z) = 1— # (1 + %sin(logx)) se x>1,

0 se <1,
Fy(z) = 1— # (1 _ 1_12 sin(log x)) se x> 1.

i) Primeiramente mostramos que Fy x Fy € Doz (Py).
De fato, seja G = Fy x 5. Usando o Lema 1.3.1, dado € > 0, para x suficiente-
mente grande tal que ex > 1, temos

G(x) >
Fi(x(1+ €)[Fa(ze) — Fo(—xe)] + Fo(z(1 + €))[Fy(we) — Fi(—ze)]. (3.17)

Como ex > 1 entio F;(—xe) = 0,i = 1,2. Entdo substituindo as expressoes de
Fy e Fy em (3.17) obtemos
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4 m (1 - % sin(log(z(1 + e)))) (1 - (xel)ﬂ (1 + 1—12 sin(log(ew))» :

v [(1+ 1—1281n(10g(x(1—|—6)))> <1 - (1 _ ;—QSin(log(em))) }+

|
R i (o ot

Agora, como

lim (1 - ﬁ (1 + 1—12 sin(log(ex)))) 1,

segue que
lim inf 2V2G(z) >

Como € > 0 € arbitrdrio, fazendo e — 0, obtemos

lim inf 22G(z) > 2. (3.18)

T—00

Por outro lado, também do Lema 1.5.1, para todo € > 0, temos

G(z) < [Fa(1 = o)) + [Fa(x(1 — €))] + Fa(we) Fy(we)

1 1 .
= W (1 + 3 sin(log((1 —e)z)) + 1 — P sin(log((1 — 6)@))

+ e (1 ot (1= siogten)).

Ou seja,

o 2 1 5 I .
fo(x) < m + ﬁ(ex)\f (1 + 13 sm(log(ex))) (1 kD) Sln(log(ex))) :

Como o limite do sequndo termo da soma na direita da desiqualdade € zero temos
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que

— 2
lim sup V%G (z) < ———

e como € > 0 € arbitrdrio, fazendo e — 0, obtemos

limsup zV?G () < 2. (3.19)

T—r00

Portanto de (3.18) e (3.19) temos

lim z
Tr—r0Q0

V2G(z) =2

e dai seque que G e RV_ s5.

i1) Temos que F; & Dor(Po), para nenhum o > 0.
De fato, verificaremos que Fy nao € reqularmente variante. Analogamente pode-

mos mostrar para F.

Para x = €™ > 1, temos

1 1.
Filts) ()72 (1 + T sm(log(tx)))

Fi(t) 1 (1 + 2 sin(log t))

V2 12
_s312 +sin(logt + )
12 + sin(logt)
_/312 —sin(logt)
12 + sin(logt)

= (e")

= (") (3.20)

Mas, por um lado, se considerarmos a sequéncia t, = exp(% 4 2m(n — 1)) temos

12 —sin(logt,) 11

lim - —
n—oo 12 4+ sin(logt,) 13
e por outro lado se considerarmos a sequéncia t, = exp(3F + 2w(n — 1)) temos

.12 —sin(logt,) 13
lim - = —.
n—oo 12 +sin(logt,) 11

Portanto, concluimos que o limite quando t — oo em (3.20) nao existe e Fy nao
¢ reqularmente variante.

Finalmente, apresentamos no teorema e corolario a seguir, as condigoes suficientes
obtidas por Sreehari, M. et. al [20] para que Fj x Fy € D,p0.(P,) implique em F; €
Doz (®,) parai =1 ou i = 2.
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Teorema 3.1.8 Sejam Fy e Fy funcoes de distribuicao tais que Fy % Fy € D,yon(Py)-

Se r(Fy) = r(Fy) = +o0 e sdo satisfeitos os limites

im 23) _ 4 <4< (3.21)
T—00 F1<x>
e E—
F
lmsup 20— vo<g<. (3.22)

r—00 F1 ZE)

Entao F; € Dyyor(Po) para i =1,2.

Demonstragao: Por facilidade, denotemos G = Fi x Fy. Como G € D, (Py), do
Teorema 2.2.3 segue que r(G) = +oc e G € RV_,,.
Seja 0 < € < % dado. Entao do Lema 1.3.1 segue que para todot > 0 e x > 0

temos que
__(tcc) - Fl(tx_(l —€)) +i7_2(tx(1 —_6)) + Fl(tmiﬁg(t:ce) _
G(t) — Fi(t(1 +€))[Fo(—te) — Fa(te)] + Fr(t(1 + €))[Fi(—te) — Fi(te)]
ou ainda
Fy(tx(1 —¢)) Fi(tve) — .
Gltr) _ Fi(tr(1 ) [ TR Fa o) )] .
Gt) — Rt +¢) [, ,\ = . E(t(1+e))__€ (s ‘
(Fi—te) = 0] + 2 S Fi(—te) ~ T
Mas, para x > 0 e 0 < € < 1/2 temos que
lim inf — 102 Ty (twe) = 0, (3.24)

t—oo Fy(tz (1 —€))

pois tlim Fy(tre) =0 e para 0 < e < 1/2ex >0 temos I (tre) > Fi(tx(l —¢)).
— 00
Além disso, temos

lim Fj(—te) — Fi(te) = 1. (3.25)

t—o0

Entdo, usando (3.21), (3.24), (3.25) e o fato que G € RV_, podemos obter de (3.23)
que, para todo x > 0, o
liminf =———= >a27° (3.26)
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1
Para todo y > 0, fazendo = = 1—+€ y de (3.26) segue
—€

—(1—c¢
S F xt
Filty) _ . 1<1+e >

liminf —* = liminf ———% = liminf —— -
t—oo [ (t) t—o0 I (t) t—o0 Fl((l + 6) 1+e)
_ y(1+e)\
> =2 —2 ) 3.27
> o= (M) (327
Como € > 0 é arbitrario, fazendo ¢ — 0, obtemos para y > 0
Fi(t
limint 2L 5 (3.28)
t—00 Fl (t)

Por outro lado, pelo Lema 1.3.1 também temos para x,t > 0 que

G(tx) - Fi(tz(1 + €))[Fa(—txe) — Fy(tze)] + Fa(tz(1 + €))[Fy(—tze) — Fy(txe)]

a) - R — ) + Bt — o) + Rt Br(te) |
ou seja,
o R(49)
Gita) § F(tz(1+ ) |:F2(—tl‘€) — Fy(txe) + m[ 1(—txe) — Fl(txe)]]
G(t) — R(t(1-¢) B(t(1—¢)) Fi(te) 2.
[ Fea—) F ) .
Agora, como lim,_,o, Fh(te) = 0, de (3.22) segue que
lirtriilp %E(te) = 0. (3.30)

Entdo, usando (3.25) com we no lugar de ¢, (3.30), (3.21) e G € RV_,, podemos obter
de (3.29) que, para todo = > 0,

—Q

lim sup TLEEA+ )
t—00 ﬁ(t(l — 6)) o

Analogamente ao raciocinio utilizado para obter (3.28) a partir de (3.27) podemos

lim sup Fi(ty) < (y(l _ 6)) .
t—o0 Fl(t) 1+e

obter para y > 0,
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Fazendo ¢ — 0 obtemos para y > 0

. Fi(ty) _ _
lim sup — < gy~ “. 3.31

Portanto, das equagoes (3.28) e (3.31) segue que, para y > 0

Fi(ty) —a

T
Isto é, F} € RV_, e como pela hipétese 7(F}) = +00, usando o Teorema 2.2.3, obtemos
que Fy € Doz (Py).

Finalmente, da hipé6tese (3.21) temos que Fj e F; sdo cauda-equivalentes e como
Fy € Dyar(?,), segue da Proposicao 1.2.4 que Fy € Dypar(®,). Como por hipdtese
r(Fy) = 400, segue que Fh € D,02(Dy). [ |

Corolario 3.1.9 Sejam Fy e Fy funcgoes de distribuicdo tais que Fy x Fy € Dipor(Py).
Entao

(i) Ser(Fy) =400 er(Fy) < oo entdo Iy € Dyr(Po).

(i1) Se r(Fy) = +o00 er(F) < oo entio Fy € Dypar(Py).
Demonstragao: Basta provar (i), pois (ii) segue analogamente trocando-se F por Fj
e vice-versa, ja que Fi x [y = Fy * F7.

Como r(Fy) < 400, usando os mesmos argumentos utilizados no inicio da de-

monstracao do Corolario 3.1.5 podemos obter

I
lim _2(1’)
T—00 Fl (x)

=0,

ou seja, obtemos (3.21) com A = 0. Agora segundo os mesmo passos da primeira parte

da prova do Teorema 3.1.8, podemos obter que para y > 0,

1(ty)

liminf ——= >y~ 3.32
o Fy(f) 0 (3:32)
Por outro lado, como r(Fy) = 400, entdo para t suficientemente grande

Fy(tre) =0 parax >0 e e > 0.
Assim, podemos repetir os mesmos argumentos da prova de (3.31) na demonstragao

do Teorema 3.1.8, sem a necessidade da hipétese (3.22), pois como Fy(txe) = 0 para t
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suficientemente grande e z,¢ > 0 temos em (3.29) que lim; %E(te) =0, no

lugar de (3.30). Portanto, podemos concluir analogamente que para y > 0,

. Fi(ty) _ _
lim sup — < gy~ “. 3.33

Portanto das equacdes (3.32) e (3.33) temos que Fy € RV_, e da hipétese r(F}) = oo,
segue do Teorema 2.2.3 que F} € Doz (Py). [ |

Observacgao 3.1.10 Note que em (i) (ou (ii)) no Coroldrio 3.1.9 temos que como
r(Fy) < 400 (respectivamente r(Fy) < 4o00) entao necessariamente Fo & Dipaqs(Po)
( respectivamente Fy & Dynae(Po)) podendo ter Fy € Donar(Ws), para algum § > 0 ou
Fy € Dypax(A) (respectivamente Fy € Dipor(Ws) ou Fy € Dippae(A)).

3.2 Caso Weibull

Nesta secao abordamos os dois problemas em estudo neste capitulo, no caso
do max-dominio de atracao da distribuicao Weibull, ¥, apresentando os resultados
obtidos por Sreehari et. al [20].

Iniciamos com o teorema que estabelece que a convolucao de duas funcgoes de
distribuicao pertencentes aos max-dominios de atracao de ¥,, e ¥,,, respectivamente,

pertence ao max-dominio de ¥, tq,.

Teorema 3.2.1 Sejam Fy e Fy fungoes de distribuicdo tais que Fy € Diyar(Vs) €
Fy € Dypar(W3), com o, B> 0, entdo Fy * Fy € Dypoy(Vartp)-

Demonstragao: Seja x > 0. Defina
Fi(z) = Fi(r(F;) — 1/x) parai=1,2.

Como Fy € Dyur(Ws) € Fo € Dpar(¥3), entdo pelo Teorema 2.3.2 temos que
r(F;) < o0o,i = 1,2, Ff € RV_, e Fy € RV_5. Sejam X; e X, v.a’s independentes

com fungoes de distribuicao F} e F; respectivamente. Defina
Yi = T(Fl) — X1 (§] }/2 = T(Fg) — X2.

Como Fi(r(F;)) =1 para ¢ = 1,2, entdo temos
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P(Y; > 0) = P(X; < #(F) = Fi(r(F)) = 1

e sendo X; e X, independentes segue que Y; e Y5 também sao.

Por facilidade, denotamos G = Fj * F;. Pelo Lema 1.3.4 temos que r(G) =
r(F1) + r(F2) < oo, pois r(F;) < +o0,i = 1,2. Para mostrar que G € D,00(Wasip),
pelo Teorema 2.3.2, basta mostrarmos G* = 1 — G*(z) = 1 — G(r(G) — 1/x),z > 0 é

regularmente variante com expoente —(« + ). Para isso, podemos escrever para todo

x>0
G*(z) = P(X1+ Xo <r(Fy) +r(Fy) —1/x)
= P((r(F1) = X1) + (r(F2) = X3) > 1/x)
=PY1+Y;, >1/x)
G*(z) = PV, + Yy < 1/x),Vx > 0. (3.34)

Agora como Y] e Y, sdo variaveis aleatorias independentes nao negativas, do Lema

1.3.2 segue, para todo € > 0 que

@@)<P(YISHE)-P<YQSHE>. (3.35)

Mas, temos que

1 1 1
P(Yig +€>:1—P(Y;> +€>:1—P<Xi<r(Fi)— +E).

T Zz Zz

Entao, substituindo em (3.35) obtemos

Gi(x) < P <X1 > () — © Z 6) P <X2 > r(Fy) — © Z 6) . (3.36)

Por outro lado, repetindo os mesmos argumentos usados no Lema 1.3.3, podemos obter

para 0 < e < 1/2 que

G(z) = P(Yi + Ys < 1/)

1— 1— 1— 1—
2P(Y1§—€>P<Y2§ 6)—P<5<Y1< 6)P<E<Y2< 6)
X i i X i X
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Assim, temos

) > (r(Fl) 1= 6) 125 (r@) _1= 6) -

T T

P (r(Fl) . % < Xi <r(F) - 5) P (r(FQ) - % < Xy < 1r(Fy) — i) . (3.37)

Agora, como Fy € Dy, (¥,) € Fy € Diyar(W3) entdo pela Proposigao 2.3.5 temos que

para i = 1,2, F; é continua em r(F;). Logo, temos para i = 1,2

1—¢ €
lim P ( r(F}) — X, <r(F)—<) = .
lim. (r( i) . < X; <r(F) x) (3.38)
€
1 1
lim P (Xi > r(Fy) — — 6> = lim P (Xi > r(Fy) — — 6) . (3.39)
T—00 xT T—00 X

Assim de (3.36) a (3.39), obtemos por un lado

P (X1 S r(F)) — E) P (X2 > r(Fy) — 1;6)

G*(tx) tx

lim sup T < lim sup

A P(X1>T(F1)—1;E)-P(X2>T(F2)—1;E)

—( t —( t
Fl— 5 (—
. 1+e€ 1+e
= lim sup ;

tvoo = U 4=
()7

e, por outro lado,

li{n inf ﬁ(ttx) > li{n inf 1? ltjj
—00 * —00 € €
() P<X1>7’<F1)— ; )'P<X2>7’(F2)— ; >
t —( t
.. 1—e€ 1—e€
= lim inf (3.41)
t—oo — t — t
[ e M2
<1 + 6) (1 + e)
Fazendo 7 = £ em (3.40) e 7 = X em (3.41) segue que quando t — 0o entdo 7 — 00
e
Co (1) I (—ml( = 6>) B (_Wf - 6))
x
lim sup ————= < lim sup </ __ ¢ ,

tsoo  G¥ (t) T—00 Fl* <T> 2*(7—)
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ﬁ JZT(]_ + 6) T <:p7’(1+6)>
G*(tx) ! 1—e¢ 2\ e

liminf — > lim inf —
oo GH(t) T T FY(7)F5(7)

Agora, como Ff € RV_, e Fy € RV_g, segue

(G

po i) (x(1+e))—a <:c(<11_+5))—5 _ (x(1+e>>—<a+ﬂ>_

Fazendo ¢ — 0 obtemos, Va > 0

G*(tx)

2~ @) < iminf — < limsup — < a:_(‘”ﬁ),
t=oo  G*(t) tsoo  G*(t)

ou seja, L
*(t
lim @ =z~ vp > 0.
Assim, G* € RV_(a1p) € como 7(Fy * Fy) < oo segue que G = Fy % Fy € Dipge(Waris).

Observacao 3.2.2 Do Teorema 3.2.1 podemos concluir que se Fy = Fy = W, entao
Lpoz * !pa € Dma:c(QQ(x)-

No que se refere ao problema reciproco, ou seja, se temos Fyx Fy € D,,q.(¥,,), para
algum a > 0, entdo sob quais condi¢oes podemos ter F; € D0, (W5,) com 1 + B2 = a,
Sreehari et. al [20] observaram que nao ¢é valida a reciproca de Teorema 3.2.1, a0 menos
que se assuma que uma das classes das F; € Dy0.(¥3,), para algum 3; > 0.

De fato, se G = Fy % Fy € Dyper(¥,), entao pelo Teorema 2.3.2 temos que 7(G) <
+o0o e G* € RV_,, com G* = G(r(G) — 1),z > 0. Como, pelo Lema 1.3.4, r(G) =
r(Fy) + r(Fy), segue que r(F;) < +00,i7 = 1,2. Agora, na tentativa de obter condi¢oes
sob as quais F; € D0, (Ws,),7 = 1,2, com 1 + 2 = «, Sreehari et. al [20] observaram
que, seguindo os mesmos argumentos da demonstragao do Teorema 3.2.1, podemos
obter das equagoes (3.36) a (3.39) que, para 0 < € < 1/2,

< lim inf — =
t=oo G*(1) Troo FY(T)F5(T)

Y
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onde 7= - e
—€

G*(tz) i (%—Jj))

lim sup — > lim sup —
t—o0 * (t) T—>00 Fl* (’7')

)

() ’

N’*| I\?;J

_t

e Entao fazendo € — 0 obtemos

onde 7 =

e (5} () o (52 ()

Assim, a primeira conclusao obtida a partir de (3.42) é enunciada na seguinte

proposicao.

Proposicao 3.2.3 Sejam Fy e Fy fungoes de distribuicao tais que Fyx Fy € Dyon(Py).
Entio, se Ff € RV_g, com F}(z) = Fi(r(Fy) —1),2 > 0, entdo Fi € Dpun(¥s) €
F2 € Dmax(!pa - 5)

Agora, a equagao (3.42) pode ser reescrita como

Y- Fi(tr
tg?o FLFFL;@; -
ou seja, F - Fy € RV_,. Assim, uma questdo que se coloca é que se existem funcoes de
distribuicio F} e F, tais que F} e Fy ndo sejam regularmente variantes mas o produto
Fy - F¥ seja. O exemplo a seguir, apresentado por Sreehari et. al [20], mostra que a
resposta ¢ afirmativa e assim podemos ter Fy * Fy € Do, (Wy) € F; & Diyor(Wp,) para
qualquer 3; > 0,7 =1, 2.

Exemplo 3.2.4 Sejam as funcoes de distribuicao Fy e Fy, dadas por

0 se x <0,
1
Fi(z)=<{ 1—(1—z)/3 (1 — —sin(—log(1 — x))) se 0<uz<1,
c
1 se x>1.
0 se x <0,
Fy(z) ={ 1—(1—x)%3 c 0<z<1
2(2) (1-2) (c—sin(—log(l —x))) e UEEs

1 se T >1.
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0ndec>1+§ ea>0.
De imediato temos que v(F;) = 1 para i = 1,2. Assim as fungoes F(x) =

Fi(r(F;) — 1), 2> 0,i =1,2, podem ser descritas como

xT

0 se 0<x<1,
Fi(z) = 1 3.43
1(@) 1 — o3 (1 — —sin(log x)) se x>1, (343)

c
e

0 se 0<x<1,
Fy(x) = 44
(@) LY e — R ] (3:44)

¢ — sin(log )

Entao facilmente seque que

Fi(z) Fy(x) =a a2 =g 2 > 1

e assim, Iy - Fy € RV_,,.
Mostraremos que ambas Fy e Fy ndao sao fungoes reqularmente variantes. Inici-

emos com Fy. De (8.43) podemos obter

Fi(tx) _ o (€T sin(logt + log z) Ve > 1
¢ — sin(log t) ’ -

Entao, escolhendo x = e, como sin(a + b) = sina cosb + sin bcos a, podemos obter

Fy(te™) _ (omy-af3 ¢ + sin(log t)
i) (") (c — sin(logt)) ' (345)

in(l
Mas o limite lim M
t—oo ¢ — sin(log t)

exp(§ + 2m(n — 1)), temos

nao existe, pois se escolhemos a sequéncia t, =

c+sin(logt,) c+1

li = 3.46
n00 ¢ — sin(logt,) c¢—1 (346)
e se escolhemos outra sequéncia t,, = exp(3 + 2m(n — 1)), temos
in(log ¢, -1
lim c+sin(logt,) ¢ (3.47)

n=oo c —sin(logt) c+ 1

Como ¢ > 0, seque que os limites em (3.46) e (3.47) sao distintos. Assim o limite em

(8.45) ndo existe e podemos concluir que Fy ¢ RVj para qualquer 8 > 0.
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Agora, para provar que Fy ndo é reqularmente variante, obtemos de (3.44) que

B ¢ —sin(log tx)

Novamente, escolhendo x = €™ e usando a regra de sin(a + b) descrita acima obtemos

FE(te) _ (pry-aoys (¢ = sinllog)
= (€") <c —sin(logt + log(e”)))

_ mv—ay3 [ ¢ —sin(logt)
= (") (c—i—T(logt)) ; (3.48)

A . / .
e escolhendo as sequéncias t,, e t, como anteriormente temos

. c—sin(logt,) c¢—1
im =
n—oo ¢ +sin(logt,) c+1

. c—sin(logt,) c+1
lim - L = )
n—oo c +sin(logt)) c¢—1

Logo, como ¢ > 0 seque que o limite quando t — oo de (3.48) ndo existe e Fy ¢ RV_s
para qualquer § > 0.

3.3 Caso Gumbel

Nesta tultima secao abordamos o caso de convolucao de funcoes de distribuicao
pertencentes ao max-dominio de atracao da funcao de distribuicao Gumbel.

Iniciamos com o primeiro problema em andlise: se F; € Dyua.(A),i = 1,2, sob
quais condigoes teremos Fj x Fy € D,par(A)7

Ao contrario dos casos estudados nas segoes anteriores (Fréchet e Weibull), nao
existem na literatura resultados conclusivos para F; e F, gerais e apenas para F) ou
F; em familias de distribuigoes especificas fixadas. Por exemplo, Villasenor [22], em
1981, considera F} a distribuicao log-normal e F3 a distribuicao normal padrao, ambas
no max-dominio de A, e prova que Fij * Fy € Dypa.(A).

Nesta secao, consideramos o caso estudado por Sreehari et. al [20], em 2011, onde
assume-se que Fi é a distribuicao Gama(v, ), com v > 0,v € Z, que, como vimos no
exemplo 2.4.20, pertence a0 D,,q.(A), e procura-se condigoes sobre Fy para as quais
tem-se I} * Fy € Dygr(A).

Primeiramente, consideramos o caso em que r(Fy) = +oo e apresentamos os
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resultados encontrados em Villasefior [23]. Neste caso, o resultado que estabelece
condigbes sobre Fy tais que Fy x Fy € Dyyer(A), com Fy a f.d. Gama(v,v),v > 0,
v > 0,v € Z, segue como corolario do Teorema 3.3.2 que apresentamos a seguir. Pri-
meiramente, apresentamos um lema que sera util para a prova do teorema em questao.
Lema 3.3.1 Sejam F' e G fungoes de distribuicao com r(F) = r(G) = +oo. Seja H

uma distribui¢ao limite extremal. Se F' € Di,0.(H) e existe a > 0 e b constantes tais

que

G
lim _i =L, com0 <L < o0, (3.49)
z—00 ['(ax + b)

entio G € Dye,(H).

Demonstragao: Como F € D,,..(H), entao, por definicao, existem sequéncias de
constantes reais {a,} e {b,}, com a, > 0, tais que
lim F"(a,x +b,) = H(x).
n—oo
Como r(Fy) = r(Fy) = 400, entdao dos Teoremas 2.1.4, 2.2.3 e 2.4.10 segue que H ¢é do
tipo @, ou do tipo A.
Agora, defina a distribuicao F,.(z) = F(ax + b). Entado, considerando

a b, — b
a, = — e 3, = ——, para todo n € N, temos que
a a

lim F'(apx + B,) = lim F*(a,x +b,) = H(zx),
n—o0

n— o0
ou seja, Fi € Dy, (H). Entao, da hipétese (3.49) segue que

F, 1
i =@ L

isto é, F, e G sao cauda-equivalentes. Como H é ou do tipo @, ou do tipo A, segue

das proposigoes 2.2.6 e 2.4.15, que G € D, (H). [ |

Teorema 3.3.2 Sejam Fy e Fy fungoes de distribui¢cao com r(Fy) = r(Fy) = 400
e seja H uma distribuicao limite extremal. Suponha Fy € Di,..(H), e que existem

constantes a,a > 0,b, 8 e uma fun¢ao de distribui¢ao J com r(J) = +oo tal que
Fy + Fy(x) = KFy(ax + b)J(ax + B) + R(z), (3.50)

com(0< K <o e
R(z)

im — 3.51
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entao Fy x [y € Dpor(H).

Demonstragao: Como r(F;) = r(F,) = 400, entao pelo Lema 1.3.4 tem r(F; x Fy) =
+00. Logo, das equagoes (3.50) e (3.51) segue que

Fy o+ Fy(x) - K{F\(az +b)}J(az + ) + R(x)

1. = — p—
i Fi(az +b) =2 Fi(az +b)
= lim KJ(ax + () + lim A
T—00 T—+00 Fl (CLZL' + b)
= lim KJ(ax + 3).
Tr—00

Mas, como « > 0, entdo lim, ., J(azx + 8) = 1, e assim, temos

Fl * FQ(%’)
11m ——
z—00 Fy(ax + b)

9

onde 0 < K < oo. Disto e da hip6tese do que Fy € Dya.(H), temos pelo Lema 3.3.1
que Fy x Fy € Dpor(H). [ |

Corolario 3.3.3 Seja Fy a funcao de distribuicio Gama(v,v), com v € Z,v > 0,
v > 0. Se Fy € uma fungao de distribuicao com r(Fy) = +oo e com densidade fy tal
que

e fylz) = Kj(x), (3.52)
onde K > 0 € constante e j € uma fung¢ao densidade com (v — 1)—ésimo momento
finito, isto €,

+oo
/ Y ily)dy < oo, VEk<v—1, (3.53)

o0

entao
F1 * FQ c Dma:p(/l)

Demonstragao: Do Exemplo 2.4.20 temos que

1—Fi(z) = e—miw. (3.54)

il
1=0

Por outro lado, como Fi(y) = 0 para y < 0, podemos obter

) - [ - Fie — )l faly)dy + (1 — Fafa)). (3.55)

—0o0
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Substituindo (3.54) na equagao (3.55) obtemos

z v—1
P« Fy(r)=e / Z ! 6y/7f2(y)dy + (1= Fy(2)).
Das hipéteses (3.52) e (3.53) segue que
T 1/ 1
F« Fy(x Ke—x/V/ ey/w(y)dy + (1 — Fy(x)). (3.56)

=0

Usando a expansao binomial

_Ke—x/vlz_;% ( )+K6—z/vl§;%;(_l)k<é)zl k/ooykdj(y)
+ (1 = Fy(x)). (3.57)

Fazendo

z) = Ke™®/ lil % ;(—1)’“ (i) z! =k /ff yrdJ(y) + (1 — Fy(x)), (3.58)
e usando (3.54), segue de (3.57) que
Fy + Fy(z) = K(1 — Fy(2))J(z) + R(x). (3.59)

Assim, F) x Fy(x) satisfaz a condigao (3.50) do Teorema 3.3.2, com a = o = 1 e
b= = 0. Entao, basta mostrar que R(x) em (3.58) satisfaz o limite (3.51). Para isso,
temos, de (3.58) e (3.54), que
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v—1

rey %Z i) /—;ykdj<y)+1_5<m>.

1— Fi(z) (f/ﬁ) Fi(x)

6‘9””2 I

=0

(3.60)

Mas, por L’Hospital, das hipétese que Fj ¢ a distribuicao Gama(v, ) e F» tem densi-
dade satisfazendo (3.52) e (3.53) segue que

| (z)e—o
=B K@)
z—00 | — Fl (:L‘) z—o00 VT 16_95/7
(v —1)!
K ()

V(v — 1)l 200 gv—1

)

onde a tltima igualdade segue de (3.53), isto ¢, lim,_, [*__ y¥j(y)dy < oo, Vk < v—1.

Logo, fazendo x — oo em (3.60) obtemos

lim ) L e . (3.61)
z—oo | — Fl(l‘) T—00 v—1 (.T/")/)l

Desenvolvendo o numerador da equagao (3.61) temos

Nt L] s ! L P R
oy 4221 1 (v —1)! 1 '

Logo na equagao (3.61) o maior expoente do numerador é v — 2 e o maior expoente do

denominador é v — 1, e podemos concluir que,

lim Lx) = 0.
Portanto, das condigdes do Teorema 3.3.2 temos F} % Fy € D,y0.(A). [ |

Nesta segunda parte desta secao vamos considerar a situacao em que F; tem

distribuicao Gama(v,~),v > 0,7 > 0,v € Z e F» é uma funcao de distribuigao com
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r(Fy) < +00 e apresentamos os resultados obtidos por Sreehari et. al [20], que estabe-

lecem condigbes para Fy x [y € Dypar(A).

Teorema 3.3.4 Seja Fy funcgdo de distribui¢cio Gama(v,v), com v > 0,7 > 0,v € Z.
Se Fy é uma funcao de distribuicao absolutamente continua, cuja densidade fo tem
suporte em (0,a], com 0 < a < +00 entdo Fy * Fy € Dypasr(A).

Demonstragao: Sem perda de generalidade, vamos assumir que v = 1, ou seja, F; é a
fungao de distribuigdo Gama(v, 1) com v > 0,v € Z. Sejam X e Y varidveis aleatérias
independentes com funcoes de distribuicao F; e F3 respectivamente.

Do Exemplo 2.4.20 temos que Fy € Dyu..(A) e as constantes de normalizacao

podem ser escolhidas como
a, =1, e b, =log(n/(v — 1)) + (v — 1) log(log(n/(v — 1)!)). (3.62)

Observe também que das hipdteses sobre Fy temos r(Fy) < 4+00. Seja G = F; * Fy
e g sua fungao densidade. Entdo, como f> tem suporte em (0, al, usando a expansao

binomial podemos obter

o) = [ A=) fa)da
_ /0 ' %e*ﬂ) Fol(z)da
_ ﬁ /0 e [i (” . 1) (—1)hv1hyk fg(x)] dz

_ (Ve__zl)! :1 (” . 1)(—1)’%'/—1—’“1{3[@1“1/1‘?]. (3.63)

Sejam as sequéncias {a,} e {b,} em (3.62). Entdo para n suficientemente grande tal
que b, > a (pois como a,x > 0 para x > 0 entao a,z + b, > a), de (3.63) obtemos

para x > 0

o

Fyx Fy(x+b,) = / g(z)dz

z+by,

N
|

_ (V—11)! 1 (”;1)(—1)’“1]5:[6’”1/’“] /oo e E 10z, (3.64)

0 x+by,

b
Il
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Seja x,, = x + b, e denote para ¢ > 0,q € Z, 1,,, = / e ?297 dz. Integrando por
partes, fazendo u = 297! e dv = e *dz entao du = (¢ — 1)2972? e v = —e~*, podemos

obter para ¢ > 0,q € Z,
In=a21te ™™ +(qg—1) /OO e* 217 2dz
=i te™ 4 (¢ — 1)[q—n1,n'
Da mesma forma, integrando por partes mais ¢ — 2 vezes podemos obter

L =il + (¢ = Dl ™™ + (¢ — 2) g2,

=l te™™ 4 (¢ = Vi e ™ + (¢ = 1)(q = 2)[g-2m

= ol 4 (g - DafPe™ ™ 4+ (g 1)(g—2) -2 ape ™

— el + (g - D 4+ (g - D(g—2)28 7+ + (g — DY), (3.65)
Agora, podemos escrever

e — o7 T . elog(n/(l/—l)!) i 6—(1/—1)10g(log(n/(u—1)!))

e {k’g ((v . 1>!)} o

e substituindo em (3.65) obtemos

n v—1

Iyn=c"" =1 {log (ﬁ)} o 277 4 (g — Dat™ 4+ + (¢ — 1)1], (3.66)

agora, substituindo (3.66) na equacao (3.64) temos

Fi* Fy(z+b,) = v _1 0] Z_: <V ; 1> (=) E[e"Y¥|I,_1n

1 Y 1 &Sv-1 e Yok
o ]Lj’"*mkz( i )<—1) Ele" Y"1t

(3.67)
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Primeiramente, provemos que

lim nl,, = (v—1)le™". (3.68)

n—oo

De fato, por (3.66) segue

(3.69)

v—1 — D2 4... — 1)
lim nl,, = e=(y — 1)l im it @D+ = DY

n—00 n—00 n v-1
los (7).

Mas, note que substituindo b, por (3.62) temos

=

lim Ln = lim x + L

n—o0 IOg (ﬁ) n—o00 log ((yfl)!> IOg (Vill)!)

(
. tog (27
(

log log ((an!)

= lim + +(v—-1)
"% log ((VZ)!) log (yfm) log <(,,f1)!>
=1.
Entao
xl/—].
lim L — =1 (3.70)
n—oo n
=l
e para 2 < ¢ < v temos
, v , Tn 1
lim - = lim — = 0. (3.71)

B s )| s ()

Assim, fazendo n — oo em (3.69) obtemos (3.68). Em segundo lugar, provemos que
paral <k <v-—1,
lim nl,_j, =0. (3.72)

n—oo

De fato, por (3.66) temos

lim nl,_j, =e *(v—1)! lim [zt (v —k =1 24+ (v —k— 1)!]'

n—00 n—oo n v—1
og (2

(3.73)

Logo, usando (3.70) e (3.71) em (3.73) segue (3.72).
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Finalmente, fazendo n — oo na equacao (3.67), segue de (3.68) e (3.73) que

lim nF) * Fy(z 4+ b,) = e “E[e"]. (3.74)

n—oo

Considerando 8 = —log E[e¥], temos que (3.74) é equivalente & lim,, o (Fy * Fy)"(x +

bn) = exp{—e~ @A} Ou ainda, considerando b, = b, — /3, temos

lim (Fy * F5)"(z +b,) = A(z),Vz € R,

n—oo

ou seja, Fy x Fy € Dppar(A). [ ]

Observamos que qualquer funcao de distribuicao Fy com F5(0) = 0 e r(Fy) < +00
satisfaz a hipdteses do Teorema 3.3.4 e assim F} x Fy € D00 (A),v > 0,7 >0ev € Z.
A seguir apresentamos um exemplo no qual Fy € D,,,,(A) e satisfaz as hip6teses

do Teorema 3.3.4.

Exemplo 3.3.5 Considere a funcao de distribuicao

0 se x <0,
Fy(x) =9 1—exp(:%) se 0<z <1,
1 se x> 1.

No exemplo 2.4.5, mostramos que Fy € D,0.(A). Por outro lado, como r(Fy) < 400
e Fy(z) = 0,Vz <0, ou seja, Fy tem densidade com suporte (0,1), seque do Teorema
3.3.4 que Fy x Fy € Dyap(A), com Fy funcao de distribui¢ao Gama(v,~),v,y > 0 e
v € Z. Assim, neste caso temos F; € Dyar(A), i =1,2 € Fy % Fy € Dippon(A).

Finalizamos a se¢ao considerando o problema reciproco, ou seja, se F; x Fy €
Dz (A) implica que ambas Fy e Fy também pertencem ao D,,q,(A). Usando o Teorema

3.3.4, apresentamos a seguir um exemplo mostrando que a implicagao nao é verdadeira.

Exemplo 3.3.6 Seja Fy a funcdo de distribui¢ao U0, 1], ou seja,

0 se x <0,
Fyz)=¢ x se 0<z <1,
1 se x>1.

Temos que r(Fy) =1 e definindo Fy(x) = Fy(r(Fy) — 1), para todo = > 0, temos

. 0 se 0<x <1,
F2(x):{1_% se x©>1.
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Assim para x > 1

F_i*(m) = limi:x ,
t—o0 FQ*(t) t—oo T
ou seja, F_Q* € RV_y. Pelo Teorema 3.5.4 seque que Fy € Dipor(W1). Por outro lado,
como r(Fy) < 0o e Fy(x) = 0,Vx <0, seqgue do Teorema 3.3.4 que Fy % Fy € Diyq0(A),
com Fy funcdo de distribuicio Gama(v,v), com v,y > 0,v € Z. Portanto, neste caso,
temos Fy * Fy € Dyor(A) mas Fy & Dipaz(A).
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