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Resumo

Neste trabalho, apresentamos resultados gerais relativos ao topico de superficies de-
senvolviveis. Para tal, introduzimos de forma resumida, os conceitos relativos a curvas
parametrizadas e superficies parametrizadas regulares no espago euclidiano, necessarios
para este estudo. Como aplicacao, analisamos as parametrizacoes no plano, de curvas
descritas sobre superficies desenvolviveis particulares.

Palavras-chave: Geometria diferencial. Geodésicas. Superficies desenvolviveis. Curvas

sobre superficies.



Abstract

This work presents general results about developable surfaces. In order to establish
these results, we introduce the necessary concepts that surround the topics of parametrized
curves and surfaces in 3-dimensional Euclidean space. We then apply the general results
to analyse how curves described on particular developable surfaces unwrap on a plane.

Keywords: Differential geometry. Geodesic. Developable surfaces. Curves on surfaces.
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1 Introducao

As superficies desenvolviveis sao obtidas pela deformacao de um plano sem que esse
seja esticado. De forma mais precisa, diz-se que elas sao isométricas a um plano. A
possibilidade de criar e adaptar superficies a partir de um plano é de interesse fundamental
em varias areas, pelo simples fato de apresentar necessariamente solugoes exequiveis e mais
economicas. Por exemplo, na engenharia naval, cascos de barcos e navios sao desenhados
de maneira a maximizar o uso de superficies desenvolviveis ( ver Figura 1). Com isso,
a construcao ¢ mais rapida e mais barata por exigir menos detalhes e uma mao de obra

menos especializada [2].

Figura 1: Construgao de cascos de navios usando superficies desenvolviveis agura retirada de [4]).

Na computacao grafica o revestimento de superficies utiliza pedacos de superficies
desenvolviveis, que sao chamados de D-strip models [6](ver Figura 2). Pela sua simpli-
cidade, superficies desenvolviveis tém um papel importante na modelagem de objetos

tridimensionais.
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Figura 2: Construgao de superficies em 3D com preenchimento da superficie usando

pedagos de superficie desenvolvivel(D-strip models)igura retirada de [61).

Uma aplicacao de superficies desenvolviveis na area de arquitetura estd ilustrado na

Figura 3.

foto retirada de https://www.lonelyplanet.com/spain/bilbao/attractions/museo-guggenheim- bilbao/a/poi-sig/419033/360739

Figura 3: Museu Guggenheim de Bilbao.

A sua importancia justifica plenamente o estudo tedrico de superficies desenvolviveis,
que sera o foco desta dissertacao. Usando resultados da geometria de curvas e superficies
parametrizadas, obtém-se uma caracterizacao das superficies desenvolviveis. Este estudo
é entao aplicado & determinacao de curvas especiais contidas em superficies desenvolviveis
particulares.

Esta dissertacao esta dividida como segue: no proximo capitulo fazemos uma revisao
tedrica de curvas no espaco, superficies parametrizadas regulares, classificacao de pontos
de uma superficie, curvas especiais, geodésicas e curvatura geodésica. No capitulo 3
introduzimos o conceito de superficie desenvolvivel bem como trés importantes teoremas
que estabelecem as condi¢oes para que uma superficie seja desenvolvivel e a caracterizacao

de tais superficies. O ultimo capitulo trata da determinacao do desenvolvimento e projecao
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ortogonal de curvas contidas em superficies desenvolviveis particulares. Esses resultados
sao entao aplicados a determinacao das parametrizagoes de curvas geodésicas contidas

sobre a superficie de um cone reto.
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2 Resumo teorico

Neste capitulo faremos uma revisao da teoria local de curvas no espaco. Os conceitos
de curvas no plano serao citados de maneira analoga aos de curvas no espago, visto que
sao idénticos a menos do sinal da curvatura no plano. Faremos também uma revisao
de superficies parametrizadas regulares, classificacao de pontos de uma superficie, curvas
especiais, geodésicas e curvatura geodésica. O conteido exposto nesse capitulo nao é
exaustivo, mas contém os prerrequisitos necessarios a compreensao dos resultados sobre

superficies desenvolviveis. Maiores detalhes e demonstracoes podem ser encontrados em
[3] e [7].

2.1 Curvas em R? e R3

Definicao 2.1. Uma curva parametrizada diferencidvel de R® é uma aplicacdo diferen-
cidvel o de classe C™, de um intervalo aberto I C R em R3. A waridvel t € 1 € dita
pardmetro da curva e o subconjunto de R3 dos pontos a(t),t € I, é chamado traco da

CuTva.
Dizemos que « é de classe C™ em [ se o'(t), a i-ésima derivada de «a(t), existe e é
continua para todo t € I e para todo 2 € N.

Denotaremos a(t) = (x(t),y(t), 2(t)) como a curva parametrizada diferenciavel em

R3, em que z(t),y(t) e 2(t) sao fungoes diferenciaveis de classe C*°.

A definicdo de curva parametrizada do plano R? é a mesma que a Defini¢io 2.1 em

que substituimos R3 por R?.

Definicao 2.2. Uma curva parametrizada diferencidvel o : 1 C R?® é dita plana se existir

um plano de R que contém o(I).

Seja a(t) = (z(t),y(t),2(t)),t € I C R, uma curva parametrizada diferenciavel. O

vetor tangente a o em t € I é o vetor o/(t) = (2/(t),y'(t),7'(t)), em que ' se refere a
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derivada em relagdo ao pardmetro ¢. A curva « é regular se para todo ¢t € I, o/(t) # 0.

Seja «a(t), t € I, uma curva regular de R®. O comprimento do arco da curva « de ty a t;

t1
|
to

e a funcao comprimento de arco da curva « a partir de ty é

é dado por

s(t):/t |’ (u)|du. (2.1)

Uma curva regular o : I — R? ¢é dita parametrizada pelo comprimento do arco se para

cada tg, 11 € I, ty < t1,

/t1 |/ (¢)|dt = t; — to. (2.2)

to
Proposicao 2.1. Uma curva reqular o : T — R? esta parametrizada pelo comprimento

de arco se, e 80 se, para todo t € I, |o/(t)| = 1.

Proposi¢do 2.2. Seja o : I — R?® uma curva regular e s : I — s(I) C R a fungao
comprimento de arco de « a partir de ty. Entao existe a funcao inversa h de s, definida
no intervalo aberto J = s(I), e f = « o h é uma reparametrizacao de «, onde [ esta

parametrizada pelo comprimento de arco.

Os conceitos para curvas planas sao totalmente similares.

2.1.0.1 Teoria local de curvas; formulas de Frenet

Definicao 2.3. Se o — R3 é uma curva reqular parametrizada pelo comprimento de arco,

entao a curvatura de a em s € 1 € o ndmero real dado por

k(s) = [a/(s)]. (2.3)

Para uma curva parametrizada do plano «a(s) = (x(s),y(s)), s € I, definimos k(s) =
(a”(s),n(s)), em que n(s) é o vetor unitario tal que a base de vetores o/, n tenha a mesma
orientacao ! que a base candnica de R2. Observamos que, neste caso, o sinal da curvatura
depende da orientagdo da curva: para sg € [ se k(sg) > 0 entdo n(sg) tem o mesmo

sentido de a’(sg) e se k(sg) < 0 entao n(sgp) tem sentido oposto de o(sp).

Proposicao 2.3. Seja o : I — R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento

de arco. Entao, a(I) é um segmento de reta se, e so se, k(s) = 0 para todo s € I.

LA orientagdo da base {a/,n} ¢ a mesma que a orientagdo da base canénica {i,j} se a rotagio que
leva i em j é a mesma que leva o’ em n.
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Definigao 2.4. Seja o : I — R3 wma curva regular parametrizada pelo comprimento de

arco tal que k(s) > 0. O vetor

n(s) = (2.4)

¢ denominado vetor normal a a em s.

Denotando por t(s) o vetor unitario o/(s), temos que ¢(s) e n(s) sao vetores ortonor-

mais e

t'(s) = k(s)n(s). (2.5)

Definicao 2.5. Seja o : I — R® uma curva reqular parametrizada pelo comprimento de

arco tal que k(s) > 0. O vetor binormal a o em s é

b(s) =t(s) x n(s). (2.6)

O referencial ortonormal ¢(s),n(s),b(s) é o triedro de Frenet da curva o em s. Cada
par de vetores do triedro de Frenet determina um plano. Denotaremos os planos da

seguinte maneira:

1. O plano de R? que passa pelo ponto a(s) e ¢ normal ao vetor ¢(s) é chamado plano

normal & curva o em S.

2. O plano que passa pelo ponto a(s) e é normal ao vetor b(s) é chamado plano oscu-

lador & curva a em s.

3. O plano que passa pelo ponto a(s) e é normal ao vetor n(s) é chamado plano

retificante & curva o em s.
Considerando-se b(s) = t(s) x n(s), segue que
V(s)=1t(s) x n(s) +t(s) x n'(s).
Como t'(s) = k(s)n(s) entdao o produto t'(s) x n(s) é nulo e temos que
V(s)=t(s) x n'(s).

Portanto, b'(s) é ortogonal a t(s). Como b(s) é um vetor unitario, temos (b(s),b(s)) =1

e assim '(s) é ortogonal a b(s). Assim concluimos que b'(s) é paralelo a n(s).

Definicao 2.6. O nimero real 7(s) definido por
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¢ denominado torcao da curva em s.

Agora vamos obter a expressao para n'(s). Como n(s) = b(s) x t(s), derivando
a expressao temos n'(s) = b/(s) x t(s) + b(s) x t'(s). Substituindo b'(s) e t'(s) pelas
expressoes anteriores, obtemos n’(s) = —7(s)b(s) — k(s)t(s). Dessa forma, se o : [ — R? ¢
uma curva regular, parametrizada pelo comprimento de arco, tal que k(s) > 0 para todo

s € I, entao o triedro de Frenet definido por

t(s) = d(s), (2.8)
B a//(s)
n(s) = ) (2.9)
b(s) = t(s) x n(s), (2.10)
satisfaz as equacoes
t'(s) = k(s)n(s), (2.11)
n'(s) = —k(s)t(s) —7(s)b(s), (2.12)
Vis) = 7(s)n(s), (2.13)

que sao chamadas de Formulas de Frenet.

Vamos agora mostrar que uma curva plana pode ser caracterizada a partir do fato de

ter torcao nula.

Lema 1. Seja o : I — R? uma curva regular de curvatura ndo nula. Se o é uma curva
plana, entao o plano osculador de « independe do parametro e é o plano que contém o

traco de a.

Demonstracdo do Lema 1. Suponha que a(s) estd parametrizada pelo comprimento de
arco. Como « é uma curva plana, existe um plano © em R? que contém a(I). Seja v um
vetor ndo nulo ortogonal a w. Provaremos que v € paralelo a b(s), para todo s € 1. Fizado

sg € 1, entao para todo s € 1, podemos definir a equacdo do plano © como
(a(s) —also),v) = 0.

Deriando essa expressao temos que
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ou seja,

Como k(s) > 0, concluimos que v € ortogonal a t(s) e n(s). Portanto, v € paralelo a b(s),

para todo s € 1, isto é, o plano w € o plano osculador de «. O

A partir desse lema temos como consequéncia a seguinte proposicao.

Proposicio 2.4. Seja « : I — R® uma curva regular de curvatura nao nula. Entdo, « é

uma, curva plana se, e s6 se, 7 = 0.

Demonstracao. Consideremos a parametrizada pelo comprimento de arco. Se a € uma
curva plana, entdo, pelo Lema 1, o vetor unitdrio b(s) tem também dire¢ao constante.
Portanto, V' (s) = 0 para todo s € 1. Donde concluimos que 7(s) = ( V/(s),n(s)) =0, para
todo s € 1.

Reciprocamente, se 7(s) = 0, para todo s € 1, entdo b'(s) = 0, pela equacio (2.13),
e b(s) = b € constante. Fizado sy € 1, consideremos a funcao f(s) = (a(s) — a(sg),b).
Vamos provar que f(s) = 0. Derivando temos f'(s) = (o/(s),b) = ( t(s),b) = 0, portanto,
f(s) € constante. Como f(so) = 0, concluimos que f(s) = (a(s) — a(sg),b) = 0, isto é,

a(l) estd contido no plano que contém a(sg) e € ortogonal ao vetor b. O

2.1.0.2 Representacao candnica das curvas

Seja a(s) = (x(s),y(s),2(s)),s € I, uma curva regular parametrizada pelo compri-
mento de arco e de curvatura k(s) # 0, para todo s € I. Considere o sistema de coor-
denadas em R3 tal que a(0) = (0,0,0), t(0) = (1,0,0), n(0) = (0,1,0), b(0) = (0,0, 1).
Entao, de acordo com o desenvolvimento em série de Taylor em torno de s = 0, temos

2 3

+ O///(O) S_

3] + R,

o(s) = a(0) + /(0)s + a”(0) 5,

onde R contém as poténcias de s de ordem maior ou igual a quatro. Usando as féormulas
de Frenet, temos :

a/(0) = (0),

a"(0) = k(0)n(0),
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&"(0) = E(0)n(0) + K (0)n(0)
= —E2(0)t(0) + K (0)n(0) — k(0)7(0)b(0). (2.14)

Usando as equagoes (2.14), a(s) é representada por

k(0 k(0 E(0)7(0
a(s) = (s — Ls HE(0) + ( ( ) 24 k(0 )Sg)n(O) — Ms‘gb(()) +R (2.15)
6 2 6 6
Devido & escolha desse sistema de coordenadas, temos que
k%(0)

r(s) = s-— é s* + Ry,
ys) = M2 KOS LRy (2.16)
2(s) = —k(O)GT(O)s + Ra,

sendo R = (R, R, R3). As expressoes (2.16) sdo chamadas representacdes canonicas da

curva o em uma vizinhanca de s = 0.

2.2 Superficie parametrizada regular

2.2.1 Definicoes

Definicao 2.7. Uma superficie parametrizada regular, ou simplesmente uma superficie,

¢ uma aplicacio X : U C R? — R3, onde U é um aberto de R? tal que :
a) X € diferencidvel de classe C™.

b) Para todo q = (u,v) € U, a diferencial de X em q, dX,: R* = R3, € injetora.

As variaveis u,v sao os pardmetros da superficie. O subconjunto X(U) de R? é
denominado traco de X.
0X (u,v) 0X (u,v)

ou ov

Se X : U Cc R? - R3 ¢ uma superficie parametrizada, entdo, fixado um ponto

Usaremos a seguinte notagao: X, = e X, =

(ug,v0) € U, as curvas

u— X (u,v),
v = X(ug,v),
sdo chamadas curvas coordenadas de X em (ug, vy) e os vetores X, (ug, vo) e X, (ug, vo)
sao os vetores tangentes as curvas coordenadas em (xg, yo).

Definigao 2.8. Se X (u,v) é uma superficie parametrizada reqular, dizemos que um vetor
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w de R é um vetor tangente a X em q = (uo, vo) se w = o’ (ty), onde a(t) = X (u(t),v(t))

¢ uma curva da superficie, tal que (u(ty),v(tg)) = (uo, Vo).

Definicao 2.9. O plano tangente a X em (ug,v9) € o conjunto de todos os vetores tan-

gentes a X em (ug,vp), que denotamos por T,X, onde g = (ug, vp).

Proposicao 2.5. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular e ¢ = (ug, vy). Entao

T,X ¢é o conjunto de vetores obtidos como combinagao linear de X, (uo, vo) € X, (uo, vo).

Demonstracao. Sew € T, X, entao w = o/(ty), onde a(t) = X (u(t),v(t)) e (u(ty), v(ty)) =

(ug,vo). Portanto,

w = o(ty) = %X(u(t0)>v(t0))

= Xu(UO, ’U())U,/(to) + XU(U(), Uo)l)/(t[)),

isto €, w é uma combinagao linear dos vetores X, e X, em (ug, ).

Reciprocamente, suponhamos que
w = aXy(ug, vg) + 06X, (ug, Vo).
Entao existe uma curva o(t) da superficie tal que (u(0),v(0)) = (ug,vo) e &'(0) = w. De

fato, basta considerar

onde u(t) = ug + at e v(t) = vy + bt. O

Definicao 2.10. Seja X : U C R? — R3 wma superficie parametrizada reqular. Para
todo q € U, a aplicagao

,:T,X — R

w oo Lw) = (w,w) = [wf?

¢ denominada a primeira forma quadrética de X em q.

Consideremos uma superficie dada por X (u,v) e um ponto ¢ = (ug, vo). Entdo, um

vetor w € T,X é da forma

w = aX,(ug,vo) + bX,(uo, vo),
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onde a,b € R. Portanto,
I,(w) = a®(X,, Xu) (ug, vo) + 2ab( X, X, ) (ug, vo) + b*(X,, X,).

Usando a notacao

E(ug, v) = (Xu, Xu) (uo, vo), (2.17)
F(ug, vo) = (Xu, Xu)(to, vo), (2.18)
G(ug, vo) = (X, Xu) (ug, o), (2.19)
temos que
I,(w) = a*E(ug, vo) + 2abF (ug, vo) + b*G(ug, vo). (2.20)

As fungoes diferenciaveis F(u,v), F(u,v),G(u,v) sdo denominadas coeficientes da pri-

meira forma quadrdtica. Elas satisfazem as seguintes propriedades:
a) E(u,v) e G(u,v) sdo maiores que zero, pois X, (u,v) # 0 e X,(u,v) # 0.

b) E(u,v)G(u,v) — F?(u,v) > 0 pois E(u,v)G(u,v) — F*(u,v) = | X, x X,|* e
| X x X,| # 0, visto que dX, é injetora. Para mostrar a igualdade considere o angulo ¢

entre os vetores X, e X,. Temos

X, x Xo|? = |X,|?|X,|*sen?d
= |Xu,2|Xv|2 - ‘XU|2|Xv’2 cosf
= ’XUP‘XUF - <Xu7Xv>2
X, x X,|* = EG-—F? (2.21)

onde escrevemos E(u,v) = FE |, G(u,v) = G e F(u,v) = F.

Definigao 2.11. Se X (u,v) é uma superficie e ¢ = (ug,vg), dizemos que um vetor de R?
¢ normal a X em q se € ortogonal a T, X, isto €, € ortogonal a todos os vetores tangentes

a X em q.

Vamos aproveitar e definir o vetor normal unitario ao plano tangente 7,.X em ¢ dado

por
X, X X,

N(q) = =222y

(q). (2.22)

Definicao 2.12. Seja X : U C R? — R3 wma superficie parametrizada reqular. Fizado
q = (uo,v0) € U, a segunda forma quadratica de X em ¢ € uma aplicagao I, : T,X — R

que, para cada vetor w € T,X associa I,(w) da sequinte forma: se a(t) = X (u(t),v(t))
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¢ uma curva diferencidvel da superficie tal que (u(ty),v(to)) = q e '(ty) = w, entdo

definimos I,(w) = (&' (to), N(uo,v0)), onde N é o vetor normal a X em q.

Vamos verificar que [,(w) ndo depende da curva escolhida. Seja w = aX,(ug,vo) +
bX,(ug,vy) e consideremos uma curva a(t) = X (u(t),v(t)) tal que (u(ty),v(to)) = q e

a/(tg) = w, isto &,

(uto),v(to)) = (uo,v0),
(' (to), v (t0)) = (a,b).

Como
o (t) = u'(t) X (u(t), v(t)) + v'() Xy (u(t), v(t))
a(t) = () Xu(u(t),v(t) + (' (t)* Xuu(u(t), v(t))
+ 20/ ()0 (1) X (ult), (1)) + (v/(£))* X (u(t), v(t))
+ V()Xo (u(t), v(t))
temos que

Iy(w) = (a"(to), N(uo, vo))
= a*(Xyu, N)(ug,v0) + 2ab{ Xy, N)(ug, vo)
+ b2<Xm,,N>(U0,’UQ)

onde a 1ltima expressao nao depende da curva a.

Usando a notacao

e(uo, vo) = (Xuu, V) (to, o), (2.23)
fuo, v0) = (Xuw, N) (uo, o), (2.24)
g(uo, v9) = (Xypp, N) (g, vo), (2.25)
temos que
I,(w) = a*e(ug, vo) + 2abf (ug, vo) + b*g(ug, vo). (2.26)

As fungoes diferenciaveis e(u, v), f(u,v), g(u,v), sdo denominadas coeficientes da se-
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gunda forma quadrdtica da superficie parametrizada X.

Definigao 2.13. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular e q = (ug,vp). A
funcao curvatura normal em ¢ € a aplicagio k, : T,X \ {0} — R que, para cada vetor

w € T,X nao-nulo, associa
I

(w)
kn(w) = =L—. (2.27)

" Iy(w)
Proposicao 2.6. Sejam X(u,v) uma superficie parametrizada regular e k, a fungdo
curvatura normal de X em q = (ug,vo). Entao, existem vetores unitdrios e ortogonais wy,
wy € T, X tais que ky = ky(wy) e ky = ky(w2) sdo os valores minimo e mdzimo da fungdo

kp.

Demonstracao. Se k, € uma funcao constante, entio quaisquer dois vetores unitdrios e

ortogonais de T, X satisfazem as condicoes da proposi¢ao 2.6.

Suponhamos que ky, nio € constante. Consideremos a fungio k, : R2\ {(0,0)} = R

definida por

kn(a,b) = kn(aXu(q) + 0Xu(q)), (a,b) # (0,0),

18t0 €,
~ a’ey + 2abfy + b*go
kn(a,b) = :
CL2E0 + QQbFQ + b2G0

Observe que para todo A # 0, En(Aa, Ab) = k;l(a, b). Portanto, para qualquer vetor (a, 5)

tangente em q, existe (a,b) com a® + b* = 1 tal que lgn(a, b) = /{:Nn(d,i)). Logo, podemos
restringir ktn ao circulo unitdrio centrado em q. k:‘vn ¢ continua por ser uma funcao racional
de (a,b). Como kjn € continua e a circunferéncia é compacta, entao k?n admite mdrimos
e minimos globais

ky = kn(ay,by), ko = kp(ag, by) (2.28)

em que a? +b? =1, para i = 1,2. Portanto,

ki < kn(a,b) < ko,

para todo (a,b) € R*\{(0,0)}. Além disso, como estamos supondo que k, nao é constante,

temos ki < kg. Consideremos agora os vetores de T, X
wy = a1 Xy (q) + 01.Xu(q),

we = aaXy(q) + b2X,(q).

Pela prépria definicio de k,, temos que, para todo w € T,X \ {0},
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Vamos provar que wy e we sdo vetores ortogonais. Como (a1,by) e (ag,by) sao pontos de
minimo e de mdzrimo da funcao k,, entao as derivadas parciais de k, sao nulas nestes

pontos. Calculando essas derivadas parciais temos que:

012;71 . (2a e + 2b fg)((l 2E0 + 2ab Fg + bQGo) — (0,260 + 2ab fo + b2go)(QGE0 + 2ng)
da N (a2E0 + 2ab FO + b2G0)2
(2.29)
ok, o
e seque que — = 0 implica
da
(CL@O + bf0)<a2E0 + QQbFO + bQGo) = (CLEO + bF0)<a260 + 2ab fo + b2go), (230)
8_]%71 . (2(lf0 + ng())(CLZEQ + 2abF0 + bQGO) - (CL260 + 26Lbf0 + b290)<2CLF0 + Qng)
ob a (CL2E0 + 2abF0 + b2G0)2
(2.31)
e seque ue%—Oim lica
que q a P
(afo + bgo)(a®Ey + 2abFy + b*Gy) = (aeq + 2abfy + b*go)(aFy + bGy). (2.32)
Para o vetor (a1,by), as equagdes (2.30) e (2.32) fornecem
(CLlEQ + blFo)k‘l = a1eq + blfo, (233)
(a1F0 -+ blGo)kl = Cllfo + 5190- (234)
Para o vetor (ag,bs), as equacdes (2.30) e (2.32) fornecem
(CLQEQ + b2F0>k2 = Qg€ + bgfo, (235)
(CLQFO -+ bQGo)kQ = CLQf() + bgg(]. (236)

As expressoes (2.33)-(2.36) levam a

(eo — k1Eo)aras + (fo — k1Fp)braz =0 (2.37)
(eo — kaEy)agay + (fo — k2Fp)baar =0 (2.38)
(fo — k1 Fo)arbs + (go — kyGo)bibs = 0 (2.39)
(fo — kaFo)azby + (9o — k2Go)bibe = 0. (2.40)
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Calculando-se (2.37)-(2.38) +(2.39)-(2.40), temos que

(k?g - k’l)(alagE@ + a,leFo + CLleFO + bleGO) = 0. (241)

Como ki # ko, concluimos que
<?,U1, w2> = CL16L2E0 + a162F0 + CL2b1F0 + blbgGO = 0. (242)

De modo andlogo, vamos mostrar que wy e we sao ortogonais quando algum dos nimeros
ai,as, by, by se anula. Suponha que ay = 0. Logo by = 1 e, de acordo com as equacoes

(2.33) e (2.34), temos k1 Fo = fo, k1Go = go. Seque da equagao (2.36) que

(fo — k2Fp)az + (go — k2Go)by = 0
(k’l — k’g)(agFo + bQGQ) = 0.

Como ky # ko, entdo asFy + boGy = 0. Dessa forma
(Wi, w2) = a1as By + a1ba Fy + ash1 Fy + b1boGo = asFy + baGp = 0.

Observamos que oblivemos dois vetores ortogonais wy, wq, unitdrios(a? +b? = 1,1 =1,2),

que dao o minimo e o mdximo da funcao k,. 0]

Os vetores w; e wq obtidos acima sao chamados de vetores principais de X em ¢
e as direcoes que eles definem sao diregoes principais neste ponto. As curvaturas ki e
ko sao chamadas de curvaturas principais de X em ¢. O produto das curvaturas k; e
ks denomina-se curvatura Gaussiana de X em ¢ e é representada por K(q) e a média
aritmética de ki e ko, é chamada de curvatura média de X em ¢ e é representada por

H(q) = Mt

solucoes da equagao

. Segue-se dessas defini¢oes que as curvaturas principais de X em ¢ sao

v* —2H(q)z + K(q) = 0. (2.43)

Proposigao 2.7. (Férmula de Euler) Sejam X (u,v) uma superficie parametrizada regu-
lar, ¢ = (ug,vo), k1, ko as curvaturas principais de X em q e wi,wy 08 vetores principais

em q. Para todo vetor w € T,X tal que |w| =1, se
w = cos(0)wy + sen(f)ws,,

entao

En(w) = ky cos*0 + kq sen®0. (2.44)

Proposicao 2.8. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. Se ¢ = (uo, vo),



26

entao
1 €0G0 — 2f0F0 + E()GO
H — 2.45
€ogo — i 3
K —_—, 2.46
Demonstracao. Seja ko uma curvatura principal em q, na direcao w = agX,(q) +

boX,(q). Entdo ko é o valor minimo ou mdzimo da fun¢do

a’ey + 2abfy + b%go

b) € R2
ﬂﬁb+2dmb+b%%’m7)€ \ {(0,0)}

em (ag,by). A partir dos pares de equagoes (2.33), (2.34) ou (2.35) e (2.36) temos o

sequinte sistema de equagoes

(eo — koEo)ag + (fo — koFo)bo = 0, (2.47)
(fo = koFo)ao + (90 — koGo)by = 0. (2.48)

Pelo fato de (ag,by) ser uma solugcdo nao-trivial do sistema homogéneo acima segue que

o determinante deve se anular, i.e

eo — koL fo — koI

=0. (2.49)
fo—koFo g0 — koGo
Desenvolvendo esse determinante temos
(E()Go — FOQ)]{ZS + (eoGo — 2f0F0 -+ E()g(])]{?(] + (eogo — f02) =0 (250)

1sto €, ko satisfaz a equacao

5 eoGo — 2foFy + Eogo eogo — [
_ = 0. 2.51
* FoGo—F2 " BoGo— F (2:51)

Pela relacao entre os coeficientes de uma equacgao do sequndo grau e suas raizes, conclui-

mos que
LegGo — 2foFo + Eogo
Ha) = 5= pa. —m
oo — 4o
€090 — fo2
K _—
(q) EOGU _ F02

0

Definicao 2.14. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular, dizemos que q =

(u,v) € um ponto
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1. Eliptico se K(q) > 0;
2. Hiperbdlico se K(q) < 0;
3. Parabdlico se K(q) =0 e H(q) # 0;

4. Planar se K(q) =0 e H(q) = 0.

2.2.2 Curvas assintoticas

Definigao 2.15. Sejam X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada reqular e g um
ponto de U. Uma direcao tangente a X em q, para a qual a curvalura normal se anula,

€ chamada direcao assintotica de X em q.

Proposicao 2.9. Sejam X : U C R? — R? uma superficie parametrizada reqular e ¢ um

ponto de U.

1. Se ¢ é um ponto eliptico, entao nao existem direcoes assintoticas em q.
2. Se q ¢é hiperbolico, entao existem exatamente duas direcoes assintoticas em q.

3. Se q é parabolico, entao existe uma tnica direcao assintotica, que é também prin-

cipal.
4. Se q é planar, entao toda direcao é assintotica.

Demonstracao. Todos 0s casos sao obtidos a partir da formula de Euler para a curvatura
normal k,(w) = ki cos*0 + ko sen?0. As diregoes assintdticas podem ser obtidas a partir

dos valores de 0 que anulam a funcao curvatura normal.

a) Se q ¢ eliptico entao K(q) > 0. Como K(q) = kiks, entdo para termos K(q) > 0
€ necessdrio que ky e kg sejam nao nulas e tenham o mesmo sinal. Dessa forma pela
equacdo k,(w) = ki cos*0 + ko sen®0, k,(w) # 0, para todo w # 0. Logo como a curvatura

normal nao se anula, nao existem direcoes assintolicas em pontos elipticos.

b) Se q ¢é hiperbdlico entao K(q) < 0. Como K(q) = kiks, entao para termos K(q) >
0 € necessdrio que ki e ky sejam ndo nulas e tenham sinais opostos. Dessa forma as

condicoes para que existam duas direcoes assintoticas sao obtidas resolvendo-se a equacao

En(w) = ki cos*0 + ko sen®0 = 0. (2.52)
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Como ki — ko # 0, podemos escrever

ki(1— sen*d) + ky sen® = 0,

senfl = =+

Dessa forma, obtemos as duas diregoes desejadas.

c) Se q € parabolico, podemos supor k1 = 0 e ky # 0. A equagao (2.52) torna-
se kysen? 0 = 0, o que fornece uma tnica direcio assintética dada pelo vetor principal

w = cos 6 w.

d)Se q € planar, entao K(q) = H(q) = 0. Logo k1 = ko = 0. Portanto para todo
w # 0, ky,(w) =0. O

Defini¢ao 2.16. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular. Uma curva reqular
a(t) = X(u(t),v(t)), t € I CR, € uma linha assintotica de X, se, para cada t € 1,d/(t) €

uma dire¢ao assintdtica de X em (u(t),v(t)).

Proposigao 2.10. Seja a(t) = X(u(t),v(t)),t € I C R, uma curva regular de uma
superficie X (u,v). Entao, o é uma linha assintdtica de X se, e sd se, as fungoes u(t),
v(t) satisfazem a equagdo

e(u')? 4 2fu'v' + g(v")* = 0, (2.53)

onde e, f, g sao os coeficientes da sequnda forma quadrdtica de X em (u(t),v(t)).

2.2.2.1 Geodésicas e curvatura geodésica

Considere uma curva «(s) sobre uma superficie X, em que a é uma curva parame-
trizada pelo comprimento de arco, e t é o vetor tangente a « em s. Considere também
o vetor curvatura k que pode ser interpretado como a taxa de variacao da direcao tan-

gente num determinado ponto, e sua decomposicao em componentes normal e tangencial.

Temos, em X (u(s),v(s)),

em que k, = k,N ja que k, é a curvatura normal. A componente tangencial do vetor
curvatura serd k,, chamada vetor curvatura geodésica. Seja w o vetor unitario contido
no plano tangente e definido por u = ¢t x N. Dessa forma ¢,u e N formam um triedro

ortonormal. O vetor curvatura geodésica é obtido por

JU- (2.55)
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Considere v o angulo entre o vetor normal a superficie e o vetor normal a curva
a. Sendo assim as componentes kg, e k, podem ter suas magnitudes representadas por
ky = ksen vy e k, = kcos v, respectivamente, como mostrado na Figura 4, em que k é a

magnitude do vetor .

Figura 4: Decomposigao do vetor curvatura.

E interessante lembrar que a curvatura normal depende da primeira e da segunda for-
mas quadraticas; ja a curvatura geodésica depende apenas da primeira forma quadratica

CcOMO Veremos a seguir.

Teorema 2.1. A curvatura geodésica kg da curva a na superficie S depende apenas da

primeira forma quadrdtica da superficie S e da curva o.

Demonstracao. Vamos representar k, em termos dos coeficientes da primeira forma

quadrdtica (lembrando que essas quantidades dependem da curva « sobre a superficie).

Seja a(s) uma curva, parametrizada pelo comprimento de arco, contida na superficie
X,

Diferenciando essa equacao em relagao a s temos

t = X'+ X0, (2.56)
t = (Xt + X' + X" + (Xt + Xt )v" + X", (2.57)

Usando a equagdao (2.55) e o fato de que uw =t x N podemos afirmar que

- dt

kg = (u, k) = (u, %) = (u,t') =((N xt),t'y= (t t N), (2.58)

em que (t t N) € o produto misto det,t’, N nessa ordem. Efetuando o produto misto

(t t' N), temos que

kg = ((Nxt),t")=({txt N)



(X X Xou) () 4+ (2X, ¥

_l’_
+ (X x X,)(Wv" —u"V)| N).
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(Xt + Xv') X (Xt + X )t + Xt + (Xt + Xt )0 + X,0"), N)
{ Xuw + Xy X X)) ()20

(Xy X Xy +2X, X Xyt (V) 4 (Xy X Xop) ()3
(

Cada uma das combinacgoes de derivadas em relacio a u e v pode ser substituida usando

apenas os coeficientes da primeira forma quadrdtica. Para isso precisaremos das derivadas

em relacao a u,v dos coeficientes da primeira forma quadrdtica que sao dadas por

By = 2(Xuu, Xu),
Fu = (Xuu Xo) + (Xu, Xuw),
Gu = 2(Xu, Xu),
By, = 2(Xu, Xu),
Fy = (Xuw, Xo) + (Xu, Xow),
Gy = 2(Xyp, Xy).

Como para cada (u,v) € U os vetores Xy, X, N sdo linearmente independentes, temos

que Xyu, Xuws Xov, Ny € N, podem ser expressos como combinacoes lineares de X, X,, N.

Isto ¢,

qu =
Xuv =
Xpw =

<

N, =

S

N, =

I, X, +T3,X, +ayn N,
I',X, +TLX, + aN,
I3, X, + 5, X, + anN,
b11.Xy + b2 Xy,
b1 Xy + 022 X,

que sao chamadas formulas de Weingarten em que

b, — fF —eG
EG — F%’
by — el — fE
EG — F%’
b, = 9EIC
EG — F?’
by — 1L 9F
EG — F%

(2.70)
(2.71)
(2.72)

(2.73)

Os coeficientes b;; sao obtidos a partir das equagdes (2.68) e (2.69), da defini¢ao dos

coeficientes da segunda forma quadrdtica e do fato de termos (X,, N) = 0= (X,, N).
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Os simbolos F;,w para i,j,k € {1,2} sao chamados simbolos de Christofell e sao

obtidos a partir das equagoes (2.59)-(2.64):

1
F11

Note que se obtém da equagio (2.65)

Xu X qu
= (Xu X Xyu, N)

GE, - 2FF, + FE,
2EG — F?)
°EF, — EE, — FE,
2(EG — F?)
GE, - FG,
2(EG — F2)’
EG, — FE,
2(EG — F2)’
°GF, — GG, — FG,
2(EG — F?)
EG, — 2FF, + FG,
2(EG — F?)

que

= TI?/(X, x X,) + a1 (X, x N)
= I'?(X, x X,,N)
= T2 VEG - F2,

De maneira andloga, obtemos das equacées (2.65) - (2.67),

Xu X Xuv
= (Xy X Xy, N)

Xy X Xy
= (X, X Xyu, N)

Xu X va
= (X X Xy, N)

X’U X Xuv
= (Xy X Xy, N)

= F%Q(Xu X Xv) + a,lg(Xu X N)
= T'(X, x X,,N)
= TL,VEG — F2,

= TI1,(X, x Xy) +a (X, x N)
= T (X, x X,,N)
= -I'1,VEG — F2.

= T%,(X, x X,) + an(X, x N)
= I'3,(X, x X,,N)
= TLVEG - F2

= _F%Q(Xu X Xv) + CL12(Xv X N)
= —I,(X, x X,,N)

(2.74)
(2.75)
(2.76)
(2.77)
(2.78)

(2.79)
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= -TIL,VEG - F2

Xy X Xy = —T5,(Xy x X,) +axn(X, x N)
= (X, X X, N) = —T5,(X, x X,,N)
= -TLVEG - F2

Seque, das expressoes acima, que

kg = [[h(W) + (207, — 1) ()0 + (I — 20 (W) (v)* = Ty (v)°
+ vV —d"V|VEG — F2. (2.80)

0

Definigao 2.17. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular. Uma curva reqular
a(t) = X(u(t),v(t)) € uma geodésica da superficie X se, para todo t € I, ' (t) é um vetor
normal a X em (u(t),v(t)).

Proposicao 2.11. Seja a(t) = X(u(t),v(t)), t € I C R, uma curva regqular de uma
superficie X(u,v). Entdo, a é uma geodésica de X se, e sd se, as funcoes u(t),v(t)

satisfazem o sistema de equagoes

u’ + (u)°T]; 4 2u'v'T], + (v)*T3, = 0,

(2.81)
V" + (u)* T3 + 2u/v'T3, + (v)*T%, = 0.
Demonstragao. Derivando «(t), temos
o = uX,+VX,, (2.82)
o = X, + ()2 X + 200 Xy + (V)2 Xy 0" X, (2.83)

De acordo com as relagoes (2.65) a (2.67), obtemos

o = [u+ ()T + 2w Ty, + (V) Ta) X,
+ [0+ ()T 4 20T, + () ToX,
+ [(v)?e+ 20"V f + (v')*g]N.
Concluimos que o(t) = X (u(t),v(t)) € uma geodésica de X se, e sd se, u(t) e v(t) satis-

fazem o sistema de equagdes diferenciais (2.81). O

De forma analoga, podemos mostrar a proposicao seguinte.
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Proposicao 2.12. A curva o € uma geodésica de X se, e somente se, a curvatura geo-

désica kg € nula.
Teorema 2.2. A curvatura Gaussiana so depende da primeira forma quadrdtica.

Demonstragao. Vamos considerar novamente as equagoes

X = ILX,+T3HX, +anN, (2.84)
X = F%QXM + F%QXU + aia N, (2.85)
Xow = DX, +T2%,X, + axnh, (2.86)
Ny = buXy+ b2 Xy, (2.87)
Nv = bngu + bQQXv. (288)
Obtemos
(qu)v = (Fth + Flev + CLHN)U
= (Fh)vXu + F%le + (Fil)va
+ F%lev + (all)vN + alle
= Xu[(ril)v + F%lrb + F%1F§2 + allb2l]
+ X, [FLF%Q + (Ffl)v + F%1F§2 + a11b2]
+ N[Filam + Filam + (@11)w), (2.89)
(Xuv)u = (Fqu + F%2XU + alQN)u
- (Fb)uXu + Fquu + (F%2)UXU
+ F%QXUU + ((Ilg)uN + a12Nu
= Xu[(Piy)u + Tl + T30, + aiobd]
+ X, [Fbri + (F%)u + F%2F%2 + a12b12]
+ N[Fban + F%2CL12 + (alz)u]. (290)
Como (Xuuw)v = (Xuv)u, podemos afirmar que a igualdade entre os coeficientes de X,
fornece
(F%2)u - (F%)v + F%QF%I - FhF%Q + (F%2)2 - F%1F§2 = a11bay — arzbia. (2-91)

Ao efetuarmos o produto escalar das expressoes que definem X, Xuy € Xy pelo vetor N
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teremos que

a1 = €,

aip = f,

em que e, f sao coeficientes da sequnda forma quadrdtica. Dessa forma a equagao (2.91)

pode ser reescrita como
(1?2)“ - (F%I)v + 1—%21?1 - FhF%Q + (F%Q)Q - 1?1132 = ebyy — fbra. (2-92)

Os coeficientes bia e bys sio dados pelas equagoes (2.71) e (2.73)

b — eFF — fE
A JF —gE
* 7 EG-F?
Sendo assim temos que
(F%ﬁu - (Ffl)v + F%2F%1 - F%IF%Q + (F%2)2 - F%1F§2 = —FK. (2-93)

Portanto, a curvatura Gaussiana s6 depende dos coeficientes da primeira forma quadrdtica

uma vez que os simbolos de Christoffel s¢ dependem desses coeficientes. L.

Teorema 2.3. Sejam E, F, G, e, f,g funcoes reais diferencidveis definidas em um aberto
conexo U C R?, tais que E > 0, G > 0, EG — F? > 0. Se estas funcoes satisfazem as

equacoes de Gauss
—EK = (T%)y — (T7)s + TlolYy — T T8, + (I5,)° — T, (2.94)

e de Codazzi-Mainardi

{ ey — fu=elly + f(T% —T1) — gT'%, (2.95)

fo—09u= eF%z + f(ng - F%z) - QF%Q

entao:

a) existe uma superficie parametrizada reqular X : U — R tal que as fungies E, F,G e, f, g

sao coeficientes da primeira e da sequnda formas quadrdticas de X.

b) se X e X sio duas superficies satisfazendo a), entio existe um movimento rigido
U de R? tal que X = Vo X.
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Definigao 2.18. Sejam X (u,v) e X*(u,v), definidas em U C R?, superficies simples (i.e.
as aplicagoes X e X* sdo injetoras). X e X* sao isométricas se, para todo (u,v) € U, os

coeficientes das primeiras formas quadrdticas de X e X* coincidem, i.e.

E(u,v) = E*(u,v), F(u,v) = F*(u,v), G(u,v,) = G*(u,v).

No caso da defini¢ao acima, a isometria ¢ : X (U) — X*(U) entre as duas superficies é
dada por ¢ = X* o X~ L. Fica claro, desta defini¢cdo, que o movimento rigido mencionado
no teorema 2.3 é uma isometria entre as duas superficies. No entanto, fica também claro
que nem toda isometria precisa ser dada por tal movimento rigido. Este resultado seré

fundamental para a caracterizacao de superficies desenvolviveis vista no capitulo 3.

Teorema 2.4. Superficies simples isométricas tém a mesma curvatura Gaussiana em
pontos correspondentes. As curvas correspondentes nessas superficies tém a mesma cur-

valura geodésica em pontos correspondentes.

Demonstracao. De acordo com o Teorema 2.1 e o Teorema 2.2 a curvatura Gaussiana
e a curvatura geodésica dependem apenas dos coeficientes da primeira forma quadrdtica e,

de acordo com a definicao 2.18, esses coeficientes sao invariantes por meio de isometrias.

U
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3 Superficies desenvolviveis

3.1 Resultados gerais I
Nesta secao faremos uma revisao sobre superficies regradas e desenvolviveis com base
na referéncia [3].

Definigao 3.1. Sejam o : [ - R3 ew : [ — R3 — {(0,0,0)} aplicagdes direfencidveis.
Uma familia a 1-parametro de retas {a(t);w(t)} é uma correspondéncia que associa a

cada t € I um ponto a(t) em R® e um vetor w(t) em R3.

Defini¢ao 3.2. Uma superficie X (t,u) é uma superficie regrada, se for dada por
X(t,u) = a(t) + uw(t) (3.1)

em que {a(t);w(t)} € uma familia a 1-parametro de retas.

As retas X(tp,u) sao chamadas geratrizes da superficie X (¢,u) e «(t) é chamada de

diretriz da superficie X (¢, u).

A superficie sera regular nos pontos em que X; x X, for ndao nulo.

Definicao 3.3. Uma superficie desenvolvivel é um caso especial de superficie regrada com

a propriedade de ter o mesmo plano tangente em todos os pontos de uma mesma geratriz.

A Figura 5 abaixo representa essa situacao.

Figura 5: Superficie desenvolvivel.
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Na sequéncia, demonstraremos as seguintes propriedades a respeito das superficies

desenvolviveis.

Propriedades

1. Os vetores normais de uma superficie desenvolvivel sao paralelos ao longo de cada

geratriz.
2. A curvatura Gaussiana de uma superficie desenvolvivel é nula.
3. Superficies desenvolviveis sao isométricas a um plano.

4. Geodésicas de uma superficie desenvolvivel sao imagens de retas do plano por iso-

metrias.

Teorema 3.1. A superficie regrada
X(s,u) = a(s) +uw(s) (3.2)
¢ uma superficie desenvolvivel, se e somente se,
(a,w x w) =0, (3.3)
em que & e w denotam as derivadas em rela¢ao ao pardmetro s da curva o(s).

Demonstracao. Sejam P, e P, dois pontos arbitrdrios fivados ao longo de uma geratriz
da superficie: Py = a(sg) + uyw(sg) e Po = a(sg) + usw(sp).

Se a superficie regrada X € uma superficie desenvolvivel, de acordo com a Defini¢cdo 3.3,
ela admite o mesmo plano tangente nos pontos Py e Ps.

Nos pontos Py e Py, 0s planos sao gerados a partir dos vetores

Xs(So,ul) = 0.6(80)4—711171')(80),
Xs(so,u2) = &(so) + ug(sg),

Xu(s0,u1) = Xu(s0,u2) = w(so).
Portanto, o produto misto (onde omitimos sy para nao carregar a nota¢do)
M = ((& + ww), (& + ug) X w) (3.4)

€ nulo. Pela propriedade de distributividade dos produtos escalar e vetorial, podemos
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reescrever a erpressao (3.4) como

M = ((&+ww), (& +uw) x wy =0

(& +ww), & X w) + (& + ugw), ugr X w)

(G, & X w) + (uw, & X w) + (G, ugth X w) + (U, ugh X w)

(G, & X w) + up{d, w X W) — ug{d, w X W) + ugug (W, w X w). (3.5)
Como (&, & x w) =0 e (w,w x w) =0 seque de (3.5) que

up (G, w X W) — ug(d, w X W) = (G, w X w)(u; — ug). (3.6)

Como Py # P, temos que uy # us, e temos M = 0, donde seque-se que, (¢, w x w) = 0.

Reciprocamente, suponha agora que (&, wxw) = 0, para todo s. Assim os vetores X(s,uy),
Xs(s,uz) e Xy(s,u1) sao linearmente dependentes, i.e., eles pertencem ao mesmo plano
tangente sobre uma mesma geratriz da superficie X. De acordo com a Definicao 3.3 a

superficie € desenvolvivel. U

Teorema 3.2. Um aberto S de uma superficie reqular é um aberto de uma superficie

desenvolvivel se, e somente se, a curvatura Gaussiana K € zero em todos os seus pontos.
Demonstracao. Vamos mostrar primeiro que dada uma superficie regrada
X(t,u) = a(t) + vw(t),

X € desenvolvivel se, e somente se, K = 0. Para isso, calculemos os coeficientes da

sequnda forma quadrdtica.

Temos
X, = o +w,
Xy = o +uw’,
X, = w,
qu = 07
Xut = w'
Xix Xy o xw+uw xw)
VEG — F? VEG — F?
Portanto,
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(W', o x w) + (uw', w' x w)

= (Xu, V) = )
f= Huwl) VEG— I
g = (X N) = (o +uw”; o x w+ u(w x w))

VEG — F?

Dessa forma, usando o fato de que (W', o/ x w) = (o/;w x W'y e (uw', w' x w) =0, temos
(o, w x w')

we f = rEa—m

. Portanto,

—f?  —(a,wx w’>2

K = -
EG — F? EG — F?

(3.7)

Portanto, a superficie regrada é desenvolvivel se, e sd se, (o/;w x w') =0, de acordo com
o Teorema 3.1. Logo K = 0.

Considere agora uma superficie X (u,v) com curvatura K = 0 e provemos que X € desen-
volvivel. Como

K=0&eg—f*=0 (3.8)

temos a analisar dois casos:

1. Suponha quee =g=f =0, 1.e K = H=0. Sendo assim a superficie € formada por
pontos planares de acordo com a Definicao (2.14). Pelas formulas de Weingarten

(2.68)-(2.69), temos

N, = b Xy + 012X,
N, = buX, + bnX,

e, portanto, N, e N, sao nulos por conta das equagoes (2.70)-(2.73). Segque que N
€ um vetor constante e, portanto, a superficie é um plano.

Um plano de equacao ax + by + cz +d = 0, em que supomos a # 0, pode ser
parametrizado por

X(z,y) = (%,o,z) —l—y(—g, 1,0). (3.9)

Reconhecemos aqui uma parametrizacio do tipo X (z,y) = a(z) + yw(z) em que

a = (_ana 1)7

a
b

w = <__7170)7
a

w = (0,0,0)

Logo, de acordo com o Teorema 3.1, temos (&, w x w) = 0 e a superficie é desen-

volvivel.
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2. Vamos supor que os coeficientes da sequnda forma quadrdtica nao sao todos nulos.
Como eg = f?, e e g tém mesmo sinal e podemos reescrever a equagio (2.53),

e(u)? +2fu'v' + g(v')* =0, como
(au' +b0')?* =0, (3.10)

em que a®> = e e b> = g. Seque disso que hd apenas uma familia B(u(t),v(t)) de
curvas assintdticas em cada ponto. Se tomarmos v = vy (constante) como sendo a
curva assintotica, seque diretamente de (3.10) que e = 0. Como eg = f2, vamos ter
f = 0. Das formulas de Weingarten (2.68), temos que N, = b;1 X, + b12X,. Pelas
equagoes (2.70) e (2.71), temos

by — fF —eG
EG — F?’
by — el — fE
EG — F?

e seque de e = f = 0 que byy = by = 0. Dessa forma, N, = 0 e o vetor normal
unitdrio € constante em relacao a u, i.e, N nao depende de u ao longo das linhas

assintoticas v constante.

Se g # 0 obtemos, a partir das equagoes de Codazzi-Mainardi (2.95)
ey — fu= th + f(rfz - Fh) - 91?1

e das formulas de Weingarten, em virtude de termos e = f = 0, que I'?, = 0,
a;; = e =0 e, assim, X, = I'1,X,. Portanto, sobre as curvas a(t) = X (u(t), vo)

(vo constante) X, e Xy, sdo vetores linearmente dependentes. Segque que

o = u X,

Q{N — ul? qu + u// Xu,
21 "

Logo, a curvatura k de o(t), dada por

_ /() x o" (1)

k(t) = PIONE (3.11)

¢ nula, o que implica que as linhas assintdticas sao retas. Seque que X (u,v) € uma
superficie regrada, cujas geratrizes sao as curvas coordenadas v constante, e ela tem

curvatura Gaussiana nula. Pelo Teorema 3.1, ela deve ser desenvolvivel.
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3.2 Cone e cilindro generalizados

Considere uma superficie cilindrica geral na forma
X(s,u) = a(s) +u w(s),

em que a(s) é uma curva regular plana, w é um vetor constante transversal ao plano da
curva. Vamos mostrar que essa superficie é desenvolvivel. Para isso precisamos mostrar

que a curvatura Gaussiana é nula para todos os pontos regulares de X. Temos

X, = o,
X, = w,
X = o,
Xww = 0,
X = 0,
N — Xex X, o X w

VEG—F? EG_I?

e obtemos os coeficientes da segunda forma quadratica

(o o x w)

VEG = F?’
f = (X N)=0.

g = (Xu, N)=0.

e = (X, N)=

Sendo assim, temos que K = 0 pois eg — f? = 0.

Considere um cone geral na forma
X(s,u) = a(s) +ulp — a(s)),

sendo 0 < u < 1, a(s) uma curva plana regular e p(o vértice do cone) é um ponto fora do
plano que contém «. O 1nico ponto singular é p, j& que para u = 1, temos X, x X, = 0.
Vamos mostrar que o cone é uma superficie desenvolvivel. Para isso precisamos mostrar
que a curvatura Gaussiana é nula nos pontos regulares de X.

Temos
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Xu = p—q,
" "
Xes = a —ua’,
Xuw = 0,
X _ /
su — TQ,

=
|

g = (Xu N = o — u),(g’c;—_oz;tg)x(p—a»_

Portanto, eg — f2 = 0, i.e., K = 0 nos pontos regulares de X.

3.3 Resultados gerais 11

Nesta se¢ao, com base na referéncia [3], provaremos teoremas essenciais relativos as
superficies desenvolviveis que mostram que uma superficie desenvolvivel nada mais é do
que um pedaco de plano encurvado, i.e. que uma superficie desenvolvivel é isométrica a um
plano. Como mencionado na introducao, essa propriedade das superficies desenvolviveis

¢ fundamental na fabricacao de varios produtos industriais ou artesanais.

Definicao 3.4. Seja o : I — R? uma curva parametrizada reqular. A superficie
X(s,u) = a(s) +ua'(s)

¢ denominada superficie tangente da curva o.

Teorema 3.3. Qualquer superficie desenvolvivel X (s,u), pode ser subdividida em inter-
valos s suficientemente pequenos e adequados para que o aberto da superficie correspon-
dente a qualquer um desses intervalos seja um aberto de um plano, de um cilindro, de um

cone ou de uma superficie tangente.

Demonstracao. Seja X (s,u) = a(s) +u w(s) uma superficie desenvolvivel. Sem perda
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de generalidade, podemos considerar w(s) como sendo um vetor unitdrio. Entao os vetores
&, w e w sao linearmente dependentes e existem trés fungoes c(s),d(s) e e(s), nem todas

nulas para qualquer valor de s, tais que
c + dw + ew = 0. (3.12)

Podemos assumir que as funcoes c,d e e sao de classe C™ se o e w sao dessa classe.

1. Se ¢(s) = 0 para todos os valores de s em um intervalo I = (sg, 1), entdo em I
temos

dw + ey = 0, (3.13)

onde em cada ponto de I pelo menos uma das funcoes d ou e € diferente de zero.
Como w é um vetor unitdrio, (w,w) = 0, e a equagdo (3.13) serd satisfeita se, e
somente se, w = 0. Do contrdrio, w # 0 = w # 0, logo dw + ew # 0 pelo fato de
ao menos uma das fungées d ou e ser nao nula. Concluimos que a equagdo (3.13)
so sera satisfeita se w = 0. Sendo assim w € constante. Conseqilientemente, neste

caso temos um aberto de um plano ou de um cilindro.

2. Se c(s) # 0 em todo intervalo I' = (sq, s3), entao (3.12) pode ser reescrita na forma

a = \w + ow, (3.14)
d e .
em que N\ = ——, ¢ = ——. Defina a funcao o* como
c c
o =a— pw. (3.15)

Diferenciando a equacao (3.15) com respeito a s e usando a equagao (3.14) temos

que
& =& — i — dw = Aw, (3.16)

em que usamos A =\ — o.
(a) Se A = 0 no intervalo I' entdo &* = 0. Consequentemente o = of =

constante. Sendo assim,
X(s,u) =af+ (u+ p)w. (3.17)

Essa equagao representa um cone de vértice og.

(b) Se, no entanto, A # 0 em um subintervalo I" de I' entdo, como consequéncia
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da equagao (8.16), no intervalo I" temos

d*
= —. 3.18
w=4 (3.18)

Portanto, de acordo com a equagio (3.15)
X =a+uw=a" 4+ vd’, (3.19)

em que v = 21 ¢
Neste caso X (s,u) € uma superficie tangente da curva o*(s).

U

Teorema 3.4. Um aberto (suficientemente pequeno) de uma superficie reqular é isomé-

trica a um plano se, e somente se, for um aberto de uma superficie desenvolvivel.

Vamos agora introduzir o conceito de coordenadas geodésicas paralelas para provar o

Teorema 3.4

Uma familia de geodésicas a um parametro em uma superficie S é chamada de "campo
de geodésicas"em um aberto S’ de S se, através de cada ponto de S” passa (apenas uma

vez) exatamente uma dessas geodésicas.

Vamos introduzir coordenadas u*,v* em um aberto suficientemente pequeno de S da
seguinte maneira: escolhemos um campo de geodésicas em S como sendo as curvas coorde-
nadas v* = uf(constante) e suas trajetorias ortogonais como sendo as curvas coordenadas
u* = uj(constante) parametrizadas pelo comprimento de arco. Essas coordenadas orto-
gonais sao chamadas coordenadas geodésicas paralelas.

Como as coordenadas u* e v* sao ortogonais, o coeficiente F* da primeira forma quadra-
tica é nulo.

Como v* = vj(constante) é geodésica(k, = 0), temos como consequéncia da equagio
(2.80),

kg = [[1°(w”)’ + (2057 = T ) ()0 + (05,7 — 215, 1) (u”) (v™)? = Tay' (v*')°
+ U*IU*” —U*HU*,]\/W,
que
5,2 =0. (3.20)

Pela expressao de '}, e como F* = 0, vem que E’. = 0. Dessa forma E* depende apenas

da variavel u*.
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Usando a transformacao

= [ VEaw
! /0 o (3.21)

vo= v
as curvas v* = vj(constante) permanecem inalteradas. Portanto, suas trajetorias or-
togonais também se mantém inalteradas; é claro que os valores correspondentes u* =
ug(constante), serao transformados em outros valores u = ug(constante).
De acordo com a regra da cadeia e (3.21)

X, = Xud—“ + de—“ = X, VE* (3.22)

du* du*

e segue que £ = 1. Como, X = X,, segue que G = G* e F' = 0. Assim a primeira forma

fundamental correspondente as coordenadas u, v é dada pela expressao

I,(w) = (')? + G()* (3.23)

Para provar o Teorema 3.4 precisaremos também das equagoes para a curvatura geodésica
Kg NIOS CASOS em que as curvas u = uop(constante) e v = vp(constante) sao parametrizadas
pelo comprimento de arco. Também precisaremos da curvatura Gaussiana K expressa
apenas em termos dos coeficientes da primeira forma quadratica. Essas expressoes sao

representadas a seguir.

Se u = ug, entdo v’ = 0, logo as curvas «(t) = (ug,v(t)) satisfazem o = v'X,.

Supondo-se a parametrizada pelo comprimento de arco, segue que

o] =1
=0 = L
VG
e, a partir disso,
VEG — F?
(Fg)uzup = —Ta — (3.24)

3
G2
De forma analoga, se v = vy e a(t) = (u,vg) é parametrizada pelo comprimento de arco,

segue que

B
I
—_

e, a partir disso, temos

(K’Q)U:UO - F%l 3 . (325)
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Se (u,v) sdo ortogonais, temos pelas equagoes (2.78) e (2.75) que

2GF, — GG, —FG, 130G 1

P == EG_F) = 2B0a - 2B (3.26)

Sendo assim temos a partir das equagoes (3.24), (3.25), (3.26) e (3.27) que
(Kg)umuo = 25_—;(; (3.28)
(g)om = = EEJE' (3.29)

Se (u,v) sdo coordenadas ortogonais, ou seja ' = 0, os simbolos de Christoffel sdo

dados por

E,

Iy = BYok (3.30)
E,

2, = Tel (3.31)
E,

I, = 5%’ (3.32)
Gy

rz, = BTel (3.33)
G,

I3, = oTes (3.34)

Substituindo os coeficientes acima na equacao de Gauss (2.94)
—LK = (Ffz)u - (F%)v + Fbrfl - Fhriz + (P%2)2 - F%nga

teremos a seguinte equacgao, que representa a curvatura Gaussiana K para coordenadas

(u,v) ortogonais,

1 o ( 1 ovG a (1 oVE
G () SR e

Vamos agora provar o Teorema 3.4.

Demonstracao. A curvatura Gaussiana K € invariante por meio de isometrias de acordo
com o Teorema 2.4. Consequentemente, para que um aberto de uma superficie S possa
ser isométrico a uma regiao aberta de um plano, devemos ter necessariamente K = 0.

Portanto, em conseqiiéncia do Teorema 3.2, S € um aberto de uma superficie desenvol-
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vivel. Vamos agora provar que um aberto (suficientemente pequeno) S de uma superficie
desenvolvivel € isométrico a uma regiao aberta de um plano. Vamos introduzir em S co-
ordenadas geodésicas paralelas (u,v) de modo que a curva uw = 0 seja uma geodésica J, as
curvas v = vg(constantes) sejam geodésicas que interceptam J perpendicularmente, e as
curvas u = ug sejam geodésicas paralelas a J. De acordo com a discussao anterior, pode-
mos usar uma transformacao de coordenadas como (3.21) de forma a obter os coeficientes

da primeira forma fundamental como dados por (3.23).

Além disso, se a coordenada v for o comprimento de arco de J, entdo ds = dv sobre
J, e portanto
G(0,v) = 1. (3.36)

Uma vez que J é uma geodésica, temos da equagio (3.28), que
G.(0,v) =0. (3.37)

Em consequéncia do Teorema 3.2, como S € desenvolvivel, K = 0 em S. Entao pela

equacao (3.35) e pela expressao da primeira forma quadrdtica (3.23) a equagao (3.35) se

K=t {82*/5} _o. (3.39)

escreve como:

ou?

Sendo assim temos

PVG

=0. 3.39
ou? ( )

Integrando a relacao acima, encontramos
VG = ¢ (v)u+ () (3.40)

em que ¢1 e ¢ $ao fungoes apenas de v. De acordo com a equagio (3.36) temos co = 1
e, de acordo com a equagao (3.37), ¢y = 0. Conseqiientemente E = 1,F =0 e G = 1.
Mas esses coeficientes sao 0s mesmos que 0s coeficientes da primeira forma fundamental
do plano (u,v), parametrizado por Y (u,v) = (u,v,0). Portanto, a definicio 2.18 permite

concluir que a superficie desenvolvivel S € isométrica a um plano. U
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4 Aplicacoes

Neste capitulo analisaremos as parametrizacoes dos desenvolvimentos no plano, de
curvas descritas sobre cilindros e cones. Entendemos por desenvolvimento, no plano, de
uma curva C' dada sobre o cone ou cilindro como sendo a imagem de C' pela isometria

que leva o cone ou cilindro no plano.

4.1 Curvas em cilindros

Considere dois cilindros ortogonais C; e Cy, de equagoes respectivas m(z,y) = 0 e
p(z,z) = 0. Esses cilindros se interceptam ao longo da curva C. Chamaremos o plano zz
de plano de desenvolvimento. Neste plano, considere as seguintes curvas: a curva C, que
é a projecao ortogonal de C' e a curva Cy, de equagado u(z,z) = 0, que é a curva obtida

pelo desenvolvimento da curva C' sobre o plano xz.

Cilindro principal

Cilindro de corte
p(x,z)=0

Figura 6: Intersecao entre cilindro principal e cilindro de corte, gerando a curva C' e sua
projecao ortogonal C),.

A caracterizagao de C, é dada pelo teorema seguinte [1].

Teorema 4.1. Para uma curva C, intersecao de dois cilindros cujas geratrizes sao

ortogonais, a equa¢do de perfil p(t,z) = 0 para C, e a equagdo da curva desenvolvida
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u(z,z) =0 para C, estao relacionadas da seguinte forma

Demonstracao. Suponha que a curva de interse¢ao C passa pelo ponto (0,0, z). Vamos
considerar os pontos P sobre a curva de perfil m(x,y) = 0 e parametrizar esta curva por
meio do comprimento de arco. Seja P = (t,yp,zp) um ponto da curva de interse¢do
C' e seja s(t) o comprimento de arco, de 0 a t, da curva de perfil (i.e. intersecio entre
o cilindro de equagao m(x,y) = 0 e o plano z = zp). A Figura 7 ilustra essa situa¢ao.
Dessa forma o0s pontos da curva C, a uma altura z do plano xy sao expressos pela equagado

de perfil p(t,z) = 0. Vamos agora desenvolver o cilindro principal e, com ele, a curva C.

P mmmmmmmm =D

Figura 7: Relacao entre um ponto P no perfil do cilindro principal, descrito em termos
dos parametros t e s(t).

Os pontos P(z,y, zp) da curva de perfil m(x,y) =0, para z = zp, sao levados nos pontos
de coordenadas (s(t),0, zp). Assim, os pontos da curva C, de cota z podem ser expressos
por u(s(t),z) = 0. Logo p(t,z) = u(s(t),z). Sendo assim provamos a equagdo (4.2).

Agora considere uma por¢ao do comprimento de arco v = s(t), tal que s(t) seja invertivel.
Logo podemos escrever t = s~ (x) e obtemos de p(t,z) = u(s(t),z) a equagdio u(z,z) =

p(s™(z), 2) O

Como a obtencao da equacao cartesiana da curva desenvolvida depende do compri-
mento de arco da curva de perfil, ha casos em que essas equagoes nao podem ser dadas
de forma explicita. De fato, se considerarmos, como cilindro principal, um cilindro reto
de base eliptica, ndo obteriamos uma relagao explicita entre x e ¢, uma vez que s(t) = x
seria dado por uma integral eliptica.

A restricao do Teorema 4.1 ao caso em que o cilindro principal é um cilindro circular reto

é dada a seguir [1].

Teorema 4.2. Em um cilindro circular reto de raio r, seja C' uma curva definida pelo
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perfil C, de um cilindro de corte horizontal e seja C,, a curva desenvolvida de C sobre o
plano de desenvolvimento. Entio a equagdo de perfil p(t,z) = 0 para C, e a equagdo de

desenvolvimento u(x, z) = 0 para C, estdo relacionadas da sequinte forma:

u(z,z) = p(rsen %,z), (4.3)
p(t,z) = u(rarcsen ;,z). (4.4)

Demonstracao. Considere o Teorema 4.1 restrito a um cilindro circular reto de raio da

base r. A abscissa do ponto P € dada por
t=rsend (4.5)

e 0 comprimento de arco serd

s(t)=z=r0. (4.6)

Logo, substituindo a equacao (4.6) em (4.5) temos que

t=rsen (4.7)
r
e
t
s(t) = x =rarcsen —. (4.8)
r
Portanto, a equagao (4.1) passa a ser
t

p(t, z) = u(r arcsen —, z)
r

e a equacao (4.2) torna-se

u(z, z) = p(r senf, z).
r

O

Vamos agora aplicar o resultado do Teorema 4.2 para determinar a parametrizacao do
desenvolvimento da curva de intersecao de dois cilindros circulares retos perpendiculares
de mesmo raio como ilustrado na Figura 8.

Seja r o raio dos cilindros e seja p(t, 2) = t* + 2% —r? = 0 a equagao do cilindro de perfil.

Considerando-se que 6 € [—77?’ g] , a equagao (4.3) fornece diretamente
T2 2 2
(7’ sen—> +z27=r (4.9)
r
e
x
2 = %7 cos—. (4.10)
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Figura 8: Aplicagao do Teorema 4.2 utilizando a intersecao ortogonal de dois cilindros
circulares retos de mesmo raio.

O gréfico desta funcao esta representado na Figura 9.

Figura 9: Representacao da curva C,, referente a intersecao de dois cilindros circulares
retos de mesmo raio, » = 1, no plano de desenvolvimento.

A curva C, é dada por t* + 22 = r?, que é uma circunferéncia de raio r projetada

ortogonalmente a partir da curva C' no plano de visualizacao xz.

Vamos agora determinar a parametrizacao da curva C, desenvolvida a partir da curva
de intersecao entre um cilindro circular reto e um cilindro circular obliquo ambos de mesmo

raio, como ilustrado na Figura 10. Para isso considere um cilindro circular reto de raio

Figura 10: Intersecao de dois cilindros de bases circulares de mesmo raio.

da base r, parametrizado por

X1(0,v) = (rsen 6,7r(1 — cosf),0) + v(0,0,1). (4.11)
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Considere agora um cilindro circular obliquo, com base paralela ao plano xz e geratriz

pertencendo a reta z = ay, em que @ > 0. Podemos parametrizar essa superficie por
Xo(s,u) = (rsen s,0,7(1 — cos s)) +u(0,1,a). (4.12)
A intersecao X () X, é determinada por

rsen(f) = rsen(s),
r(1 — cosf) = u,

v=r(1— cos s)+ ua.
Para 6 = s, a curva de intersecao é dada por
a(s) = (rsen s,r(1 — cos s), (1 +a)r(l — cos s)) (4.13)
e para 0 = m — s, temos
a(s) = (rsen s,r(1+ cos s),7(1 — cos s) + ar(1l + cos s)). (4.14)
Portanto, para s € [—g, g], obtemos duas curvas e sd ha simetria entre elas se a = 0.
A curva (4.13) possui projegao ortogonal no plano zz dada pela curva
Cp(s) = (rsen 5,0, (1 4+ a)r(l — cos s)). (4.15)

Fazendo t = rsen s, a curva C, nas coordenadas (¢, z) descreve a elipse

L (—Z_T(Ha))Q _ 1. (4.16)

r2 r(1+a)

De maneira anéloga, a curva (4.14) possui proje¢ao ortogonal no plano 2z dada pela curva
Cp(s) = (rsen s,0,7(1 — cos s) + ar(l + cos s)), (4.17)

que também é descrita nas coordenadas (t, z) pela elipse

2 +(z—r(1+a)>2:1‘ (4.18)

r2 r(a—1)

Como o angulo 6 é o angulo central dado na parametrizagao (4.11), a abscissa do desen-

volvido de P sobre a curva C, é x = rf. A Figura 11 ilustra essa situacao.

Dessa forma, para 0 = s ou # = m — s, temos

t = rsen <£> : (4.19)

r
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Tz

Figura 11: Representacao dos elementos geométricos para o desenvolvimento da curva
Cu.

Logo as curvas C, podem ser expressas pelas relacoes

z = r(14+a)£r(l+a)cos <§> (4.20)
r
z = r(l4+a)xr(a—1)cos <E> . (4.21)
r
) —Tr T )
A Figura 12 mostra, para x € 5 5 | os tragos de (), para varios valores de a.

Observamos que para a = 0, obtemos a representacao dada na Figura 9.

(a) (b) ()
Figura 12: Representacao da curva C,, referente a intersecao de dois cilindros circulares
retos de mesmo raio, r =1: (a) a =0,5; (b) a =1; (¢) a = 3.

4.2 Curvas em cones

Vamos agora tentar determinar a parametrizacao do desenvolvimento de uma curva
particular de um cone, no plano de desenvolvimento. A parametriza¢ao de um cone com
vértice no ponto V' = (0,0,¢) e base circular contido no plano ax + z = 0, pode ser

expressa por
X(p,u) =a(p)(l —u)+uV (4.22)
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em que u € (0,1) e a curva ap) ¢ a circunferéncia contida no plano z = —ax e centrada

na origem. A parametrizacao de a ¢ dada por

Rcosp aR cosp
alp) = (\/ﬁ,}%sengp, _\/ﬁ) ) (4.23)

em que ¢ € (0,27) é o angulo polar. Sendo assim a equagao (4.22) pode ser reescrita

como

Rcosp(l —u)
Vit

Note que, para a = 0, temos um cone reto.

X(p,u) = ( , Rsengp(1 — u), _aftcosp(l —u) + uc) . (4.24)

Vitae

Vamos considerar uma curva (¢) tal que d(5,V) = 1. Portanto, a relagdo entre os

parametros u e ¢ que determina a curva [ é dada por

R%cos?p(1 — u)? aR cosp 2
+ R%sen’p(1 — u)* + 1—u2(—+c) = L
el o1 =+ (1= up? (2R
1.

(1= u)? (R2 N 2acRcosg0>

V14 a?

Vamos chamar 1 —u = A(y), em que

26LRCCOS.<,0)é (4.25)

Alp) = R+ +
() ( NiE

e, dessa forma, temos que

AR cosp —aRA cosp )
_ (2ECSY ARseng, —HLEY 1 — Ay 4.26
Bie) = (s, Artseng, 20 1 (1~ A (4.26)

A curva 8 tem como seu desenvolvimento no plano uma circunferéncia de raio 1 em torno
do vértice V. Para determinar a relacao entre o comprimento do arco e o angulo central

da circunferéncia, deve ser possivel calcular

() = / " 189y, (4.27)

Usando
Reseny
s 4.8
V14 a? (4.28)
obtemos )
2.2 3
18 (p)| = AR [1 “1ra senzgpAQ] . (4.29)
a
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Sendo assim temos que

¢ 22 3
s(p) = /0 AR {1 a2 senpA%| dep. (4.30)

ac
Usando M = ——— e K? = R? + ¢2, temos

V1+a?

5/ [(R+ M cosp)? 4 ¢ — M?]z

de. 4.31
2+ R(R+ 2M cosyp) 4 (431)

Sob a mudanca de variavel

r =R+ M cosp (4.32)
dx = — M senpdp. (4.33)

obtemos finalmente

g [FlE MO8 — - R
s(p) = —R/O (@ + R(2z — RY(M? — (z R)2))

(4.34)

Definig¢ao 4.1. Se R(x,y) € uma funcgdo racional de x ey, onde y* é um polindmio de

grau 3 ou 4 em x, a integral
/ R(z,y)dz (4.35)

é chamada de integral eliptica (Ver [5], capitulo 17 "Elliptic integrals”, se¢ao 17.1 Equa¢ao
17.1.1).

De acordo com Definicao 4.1, s(¢) é uma integral eliptica e, a menos que
a=0,

nao é possivel obter sua expressao explicita em termos de fungoes usuais.

No caso do cone reto, obtemos s(¢) = ———= e, se representarmos por 6 o angulo
VR? 4 ¢

entre duas geratrizes no plano de desenvolvimento, obtemos a relacao

R
VR’
entre 0 e o, i.e.,
Ry

A partir dessa relacao é possivel estabelecer as equacoes de desenvolvimento de uma curva

contida num cone circular reto.

Considere uma curva C, obtida pela intersecao entre um cone circular reto e um plano
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cuja normal é (0, —senf3, cosf3). Considere também a circunferéncia sobre o cone formada
pelos pontos que distam R(0) do vértice. Essa circunferéncia é chamada de circunferéncia
de base e seu desenvolvimento é um arco de circunferéncia de raio R(0), como ilustrado

na Figura 13.

Desenvolvimento
da
curva

C

Desenvolvimento

A~ da

base

(a) Cone (b) Desenvolvimento do cone

Figura 13: Se¢ao em um cone gerando uma curva C e seu desenvolvimento no plano.

Estamos interessados em descrever analiticamente o desenvolvimento da curva C' no
plano de desenvolvimento. Como podemos observar na Figura 13 os pontos P sobre
a curva C podem ser associados com seus correspondentes sobre a curva desenvolvida,
usando coordenadas polares (R(6),0), tal que R(6) é a distancia radial entre os pontos P
sobre a curva C' e o vértice V' do cone, e R(0) representa a distancia inicial de um ponto
localizado na intersegao entre a curva C' e a circunferéncia de base. O angulo polar 6 é
medido entre R(0) e R(6).

Como vimos anteriormente, no caso de um cone reto a equacao (4.36) estabelece a relacao
entre o angulo de rotacao do cone, em torno do seu eixo, e 0 angulo correspondente entre

duas geratrizes desenvolvidas sobre o plano.

Se s é o comprimento do segmento da geratriz de cone medido do vértice a base, que

é igual ao raio da circunferéncia descrita no plano de desenvolvimento pelos pontos da
base do cone, temos

s0 = pep. (4.37)

A Figura 14 representa essa situacao.

Note que podemos tornar a relacao independente de p e s. Usando o fato de que

T
ssena = p, em que « é metade do angulo no vértice V' para todo o € <0, 5) ,

o = k0, (4.38)

em que k = .
senq
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S mnae,

(a)

Figura 14: (a)Cone e seus elementos; (b) Desenvolvimento do cone no plano.

Vamos agora analisar curvas C' sobre a superficie de um cone circular reto, usando sua
projecao ortogonal no plano 7 perpendicular ao seu eixo e que contém seu vértice. Cha-
maremos esse plano 7 de plano de visualizacdo [1]. A curva C' é projetada ortogonalmente
em uma curva Cp, que pode ser descrita pela equagao polar r = r(p), onde r = r(p) é a
distancia radial dos pontos de Cj até o eixo de simetria do cone. A Figura 15 representa

essa situacao.

Plano v r(p) = R(O)sen(a)
de ;
visualizagao

(b)

Figura 15: (a)Curva C sendo projetada ortogonalmente em Cj no plano de visualizagao;
(b)Relacao entre r = r(p) e R(0).

Ao juntarmos a relacao

r=r(e) = R(A)sen «, (4.39)

com ¢ = k6, obtemos diretamente o teorema a seguir.

Teorema 4.3. Seja C uma curva sobre a superficie de um cone circular reto de dngulo
no vértice 2. Se sua projecao no plano de visualizacao tem uma equacao polar na forma

r =r(p), entao a curva desenvolvida de C' é dada pela equagao polar
R(0) = kr(k0), (4.40)

onde k =

SEN O./'
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Dessa forma, se R(6) for conhecida, r(p) serda determinada pela equagao

r(p) = ’

(4.41)

Vamos aplicar os resultados vistos acima a curvas particulares da superficie de um cone

circular reto, S. Considere uma curva C' obtida pela interse¢ao de S com um plano v que
~ 7T .

forma um angulo 3 € [0, 5) com o plano de desenvolvimento. Sabemos que tal curva

C é chamada de secao conica. O plano v intercepta o eixo do cone no ponto O, que é o

centro da circunferéncia de base de raio p. Seja a a metade do angulo no vértice do cone
S, a € (0, g) )
Considere agora uma das geratrizes de S, que passa por um ponto P € C e intercepta a
base do cone em um ponto B que pode ser descrito em coordenadas polares por (p, p),

onde ¢ ¢ medido a partir do raio OA, sendo A = (p,0) (veja a Figura 16).

plano de visualizagéo

4 diretriz
v ;
ﬁ .

Py L0 d B
.

Cnica Cy

plano de corte 7

CénicaC

Figura 16: Representagao do cone S com se¢ao conica dada por C.(figura adaptada de [1])

Teorema 4.4. A projecio de uma céonica C sobre o plano de visualizacao € uma conica

Co que satisfaz as condicoes

1. um foco é o vértice V do cone;
2. a diretriz é a reta de intersecao entre o plano de visualizacao e o plano de corte 7;
3. Sua excentricidade € dada por N = tg a tg 3;

4. Sua equagao polar é dada por

___r(9)
1+ Asen

r(e) (4.42)
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Sendo k =

, a curva desenvolvida da conica C' € dada pela equacao polar
senao

£(0)

k(o) = 1+ Asen(kg)’

(4.43)

onde R(0) = kr(0).

Na demonstracao do teorema 4.4, usaremos a seguinte definicao de conica.

Definicao 4.2. Denomina-se conica o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja
razao entre as distincias a um ponto fixo F' e a uma reta fiza d é igual a uma constante
nao negativa e. O ponto fito F' é chamado de foco, a reta fixa d de diretriz e a razdo

constante e de excentricidade da conica [8].

1. See =1, a cénica € uma pardbola.
2. See <1, a conica € uma elipse.
3. See>1, a conica € uma hipérbole.

Demonstragao. Considere que L seja a reta de intersegao do plano ~v com o plano
de wvisualizacao. Para qualquer conica C, seja Cy sua projecao ortogonal no plano de
visualizagao e seja P € C' um ponto tal que sua projecao ortogonal no plano de visualizacao
seja Py. Considere d a distdncia entre o ponto Py e a reta L e r a distdncia de Py até o

vértice V', como representado na Figura 16.

De acordo com os dados da Figura 16, vale a erpressao 2 = tg atgB. De fato temos,
g = %g, onde h é a distincia de P até Py. De acordo com a Figura 16, % = tga e
% = tg B. Portanto,

g = tgatgl. (4.44)

U .. . -
Como a razao p € independente de Py seque da Definicao 4.2 que Cy € uma conica. FEssa
razao ird representar a excentricidade de Cy de acordo com essa definicdo. Denotamos a
r
7
Além disso, um dos focos da conica serd o vértice V' e sua diretriz serd L.

excentricidade por X\, ou seja, A =

Para provar a equagio (4.42), vamos descrever a curva Cy em coordenadas polares
(r(v), ), onde r(p) é a distdncia do vértice V' até um ponto de Cy, e ¢ é medido a partir
de uma reta que passa por V e € paralela a L, como ilustrado na Figura 17. De acordo

com o que vimos acima, a distdncia de um ponto ao foco V€ proporcional a distdncia d,
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Figura 17: Representacao polar da curva Cj.

ou seja r(p) = Ad. Mas de acordo com a Figura 17, temos d = D — r(yp) sena, onde D é
a distancia do foco até a diretriz L. Seque que m(@) = MD — r(p) sen(y)), que podemos

escrever
AD
= 4.4
r(e) 1+ Asen(yp) (4.45)
Como A\D = r(0), obtemos a equacdo (4.42)
___r(9)
rle) = 14+ Asen(p)

Se estivermos interessados em determinar a curva desenvolvida da conica C, basta usar-
1
mos a equacdo (4.40), dada por R(0) = kr(k0), o fato de ¢ = kO e k = —— # 1. Segue
sena

que, relacionando essas equacoes temos:

kr(0)

)= ———— 4.4
R(®) 1+ Asen(k6)’ (4.46)
onde R(0) = kr(0). O
- sen 3 .. senf3
A razao e = é a excentricidade da curva C. Como A\ = tgatgf e e = ,
cos o - cosq
segue que: se a+ 3 = BL temose=1= \;sea+ < BE temos e,A € (0,1) ; se a+ 5 > BL

temos e, A > 1. Dessa forma a conica C' e sua conica projetada Cy sao conicas do mesmo

tipo: elipses, parabolas ou hipérboles.

De acordo com [1], uma curva plana descrita pela equagao polar

Ry

k() = 14 Asen(k6)’

(4.47)

onde Ry e A sao constantes nao negativas e k é uma constante real, é chamada conica
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generalizada. Essas curvas sao elipses, pardbolas ou hipérboles generalizadas, se A < 1,
A =1ou A > 1, respectivamente. No caso aqui tratado, temos £ = ——; dependendo
sena

do valor desta constante, tiramos as seguintes conclusoes:

1. k=1 = sena = 1. Logo o cone esta contido no plano de visualizagao e a equagao
(4.46) ¢ a equacao polar de uma conica com excentricidade A com um dos focos no

vértice V' do cone.

2. Se k > 1, o Teorema 4.4 garante que a curva R(#) é obtida pelo desenvolvimento de
uma conica C', de excentricidade A na superficie de um cone de vértice V e angulo

no vértice 2a.

3. Se k < 1, ent@ao a curva R(0) ndo pode ser desenvolvida a partir de uma conica C'

sobre a superficie do cone.

As Figuras 18, 19 e 20 ilustram os tragos de conicas generalizadas dadas pela equacao
. s .
4.47, em que Ry = 1. E interessante notar que R(f) tem periodo - e que, sendo assim,

sO teremos uma curva fechada para k € Q™.

(a) (b) ()

Figura 18: Elipses generalizadas: (a) k=1e A =0,4;(b)k = 0,5 ¢ A = 0,5;(c)k =10 ¢
A=0,4.

//

(a) (b) (c)

Figura 19: Parabolas generalizadas:(a) k =0.5e A=1;(b)k =2 A= 1;(c)k=10e A =1
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="

(a) (b) (¢)

Figura 20: Hipérboles generalizadas:(a) k =2 e A = 1,5;(b)k = 1,8 A = 3;(c)k = 10 ¢
A=5

4.2.1 Geodésica do cone

Podemos aplicar os resultados obtidos na secao anterior para determinar a expressao
das geodésicas sobre um cone reto. Sabemos que um cone é uma superficie desenvolvivel
e, portanto, uma geodésica se desenvolve como uma reta no plano de desenvolvimento.
Da mesma forma, ao enrolar um plano em torno de um cone, uma reta seria enrolada
sobre uma geodésica desse cone. Para construir uma geodésica sobre a superficie do cone,
iniciamos com uma reta L no plano de desenvolvimento e vamos envolver esse plano para
formar um cone. Consideraremos uma reta L que nao passa pelo vértice V', pois, do
contrario, sabemos que tais retas sao levadas nas geratrizes do cone, o que nao apresenta
interesse. A equagdo polar das retas L, no referencial com origem no vértice V' e angulo

polar # medido a partir do raio do setor circular, sao dadas por

R(0) = C(C)LSQ’ (4.48)

em que a é constante nao nula, se L for perpendicular a geratriz R(0), e

b

R(6) = senf — a cosf’

(4.49)

em que a # tgf e b sdo constantes, se a reta nao for perpendicular & geratriz R(0).

Considere o cone reto de base circular parametrizado por
X(p,u) = (Rcosp(l —u), Rsenp(l — u), uc), (4.50)

com vértice V = (0,0, c). Vamos determinar expressoes para as geodésicas de X (p,u) a

partir das retas (4.48) e (4.49) no plano de visualizagdo.

r(e)

Sendo R(1 — u) = r(p), temos u = 1 — . Logo as curvas sobre o plano de



63

visualizagao descritas por (r(p), ¢) sao levadas no cone pela expressao

Ple) = (rpleostiol, i) senp).c - " ). (451

Do Teorema 4.3, sabemos que r(¢) = R(f)sen(a) e 0 k = ¢. Logo, r(¢) = R(p/k)sena

e as curvas P(p) podem ser expressas por

cR (%) senq

2 (4.52)

Plp)=1[R (%) cos(p) sena, R (%) seny sena ,c —

Como estamos interessados em analisar as geodésicas sobre a superficie do cone a partir
das retas (4.48) e (4.49), temos:

e para (4.48)

Plg) = acosg | asen(gpp o ca . ; (4.53)
k cos <E> k cos <E> kR cos <E>
e para (4.49)
Plp) = i?OCOSQO _— l;psengp Sy c _ b _
k (senE — acosE> k <senE — CLCOSE> Ry (SGHE — CL(;OSE()4 "

As Figuras 21 e 22 representam as equagoes (4.48) e (4.49) tais que tga = }% e conside-
randoc=3e R = 2.
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()

Figura 21: Geodésicas correspondentes a equagao (4.48):(a)a = 1; (b)a = 0, 5; (c)a = 0, 2.

(c)

Figura 22: Geodésicas correspondentes a equagao (4.49) :(a) a = 1,0 = 1;(b) a = 0,2 e
b=0,2;(c) a=0,2eb=2.

Observamos, por fim, que essas curvas podem ser facilmente obtidas experimental-
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mente, tal como ilustram as Figuras 23, 24 e 25.

(a) (b)

Figura 23: (a) geodésica L no plano; (b) Geodésica no cilindro ao envolver a diagonal na

superficie do cilindro.

(a) (b)

Figura 24: (a)Geodésica L de acordo com a equagao (4.48) no plano de desenvolvimento;

(b) Geodésica no cone ao envolver a reta L na superficie do cone.

(a) (b)

Figura 25: (a)Geodésica L de acordo com a equagao (4.49) no plano de desenvolvimento;

(b) Geodésica no cone ao envolver a reta L na superficie do cone.
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5 Conclusao

Nesta dissertacao realizamos o estudo formal de superficies desenvolviveis, enunciando
e provando teoremas que caracterizam essas superficies.
Como citado na introducao, esse tema tem larga aplicacdo em &areas como engenharia

naval, aerondutica, arquitetura, computacao e industria.

Essas aplicacoes deveriam ser motivos suficientes para esse tema ser explorado no en-
sino basico. De fato, o que torna o topico de superficies desenvolviveis de facil abordagem
em sala de aula, é exatamente o que o torna essencial para a construcao de produtos
manufaturados, a saber: o fato de poder encurvar um ou varios pedacos de plano para
formar uma superficie mais complexa. A grande vantagem deste topico é a possibilidade
de experimentacao; entre as possiveis abordagens esta a determinacao de curvas especiais
como ilustramos no capitulo anterior. A andlise do comportamento de geodésicas, no
plano de desenvolvimento e como essas geodésicas sao levadas na superficie do cone ou
do cilindro se constitui num exemplo impar de abordagem experimental da matematica,
além de propiciar um tratamento analitico acessivel a alunos de ensino médio.

A elaboracao de atividades proprias para o ensino basico, que visam explorar tanto a

parte analitica quanto geométrica deste topico, é assunto de um futuro trabalho.



67

Referéncias

|1] APOSTOL,T.M. E MAMIKON, A.M. Unwrapping Curves from Cylinders and Co-
nes. THE MATHEMATICAT, ASSOCIATION OF AMERICA, maio de 2007, pp
388-416.

[2]| TRAUNG, J.O. Fishing Boats of the World: 3, FISHING NEWS (BOOKS) LIMI-
TED,1967.

|3] KREYSZIG, E. Differential Geometry, DOVER PUBLICATIONS, 1991.

|[4] LETCHER, J. The Geometry of Ships, The Principles of Naval Architecture Series,
J.Randolph Paulling, Editor, 2009.

[5] ABRAMOWITZ, M. E STEGUN, I.A. Handbook of mathematical Functions, NBS,
1972.

|6] POTTMANN, H. EIGENSATZ, M. VAXMAN, A. WALLNER, J. Architectural Ge-
ometry. Computers Graphics Volume 47, abril de 2015, pp 145-164.

|[7] TENENBLAT, K. Introdu¢iao a Geometria Diferencial, ED. EDGARD BLUCHER,
2008.

[8] UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO
Rede internacional de educagao. Disponivel em:
http://www.dmm.im.ufrj.br/projeto/rived /modulo_excentricidade /excen teoria.html.



