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Fabricio Gomes

RESUMO. Neste trabalho estamos interessados em saber se, com ferramentas prescritas,
é possivel realizar teoricamente determinada construgao geométrica. No inicio estudaremos
as construgoes euclidianas com régua e compasso e os problemas classicos da antiguidade: a
duplicagao do cubo, a trissecgao do angulo e a quadratura do circulo. Em seguida veremos como
esses problemas podem ser resolvidos com compasso e régua marcada. Por fim, estudaremos
as construgoes de Mascheroni apenas com o compasso.

Palavras-Chave: geometria euclidiana, geometria analitica, régua, compasso, régua marcada.
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ABSTRACT. In this work we are interested in discovering if, with prescribed tools, it is
theoretically possible to do some geometrical construction. We begin by studying the euclidean
ruler and compass constructions and the classical problems from the antiquity: the duplication
of the cube, the angle trisection and the quadratura circuli. Next, we will see how to solve
these problems with compass and marked ruler. In the end we will discuss the Mascheroni
constructions with compass alone.

Keywords: euclidean geometry, analytic geometry, ruler, compass, marked ruler
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Introducao

O estudo a seguir leva-nos a viajar no tempo ao desvendarmos problemas que intrigaram
matematicos desde a antiguidade. As construgdes geométricas euclidianas, restritas ao uso
da régua nao marcada e do compasso nos encantam por sua beleza e nos fascinam com
problemas aparentemente simples, porém, de impossivel resolucao.

Pouco se sabe sobre a vida do autor de os Elementos, Euclides de Alexandria, que nasceu
por volta do ano 330 aC. Sua obra contém praticamente toda matematica produzida até
entdo, e serviu como introducdo & matematica elementar: Aritmética, Geometria e Algebra.
Dos treze livros que a compoem, os cinco primeiros referem-se a geometria plana . O primeiro
apresenta boa parte da geometria estudada no ensino basico. Os detalhes historicos e maiores
informagoes sobre a vida e obra de Euclides podem ser encontrados em [1] e [7].

Além da riqueza de informacao matematica, os Elementos se destaca pela linguagem
inovadora em que descreve seu conteiido. A sua forma axiomaética, dedutiva e unificada
¢é tao consistente que resiste & mudancas ao longo dos séculos, servindo de modelo para os
mais variados ramos do conhecimento. No século XIX, seu quinto postulado sofreu investidas
por matemaéticos na tentativa de prova-lo, o que causou o surgimento de geometrias nao-
euclidianas. Estas se referem a Geometria Hiperbolica e Geometria Eliptica.

Utilizando a Geometria Analitica, provaremos a (im)possibilidade de algumas construgoes
geométricas que ficaram sem solucao durante séculos. Desdobraremos nos capitulos a seguir
sobre os trés problemas classicos de construcgao: Trissec¢ao do angulo, duplicacao do cubo e
quadratura do circulo.

Apesar das restrigoes euclidianas a utilizacao de novos métodos como o uso da régua
marcada, possibilitou aos mateméticos a solucao de vérios problemas, cuja qual usaremos no
tocante aos problemas propostos que se mostraram insoliiveis sob as exigéncias euclidianas.
Por conseguinte, andando na contramao de muitos matematicos, provaremos ainda que é
possivel encontrar com apenas o compasso todas as medidas geométricas euclidianas.

A linguagem utilizada é de facil compreensao, o que torna o conteido uma fonte de pes-
quisa para alunos e professores do Ensino Bésico, possibilitando ao estudante um aprendizado
solido de uma abordagem pouco utilizada no curriculo escolar tradicional.



Capitulo 1

Construcoes (Geométricas Euclidianas

Neste capitulo falaremos brevemente sobre a Geometria Euclidiana do ponto de vista
axiomatico e explicaremos a génese do problema de construgoes com régua e compasso.
Em seguida usaremos a Geometria Analitica, que constitui um modelo para a Geometria
Euclidiana, para estudar o problema do ponto de vista algébrico. Tal abordagem permitira,
no capitulo seguinte, dar desfecho aos trés grandes problemas da antiguidade: a duplicacao
do cubo, a trisseccao do angulo e a quadratura do circulo.

1.1 Construgoes com Régua e Compasso Euclidianos.

Euclides viveu por volta do século III AC e, segundo historiadores da ciéncia, ocupou
durante boa parte da sua vida uma posicao equivalente a chefia do departamento de matema-
tica da universidade de Alexandria, no Egito. Alexandria ficava no encontro de importantes
rotas comerciais da época e uma copia de todo livro que por ali passava era deixada na sua
imensa biblioteca. Em pouco tempo ali estava o maior repositério do conhecimento humano
da época. A principal contribuicao de Euclides para o acervo foi sua obra Elementos, onde
estavam estabelecidos os fundamentos do que viria a ser chamado de Geometria Euclidiana.

Treze livros fazem parte dos Elementos e versam sobre topicos que vao desde a geome-
tria a teoria de nimeros. No primeiro livro Euclides enuncia cinco postulados, usados como
sustentaculo de todo o edificio logico que construiria a seguir. Era a partir desses postula-
dos, pelas regras da logica, que Euclides buscava demonstrar seus resultados geométricos.
Vejamos os axiomas conforme foram enunciados por Euclides de acordo com [3], pagina 98:

P.1 E possivel tracar uma reta passando por dois pontos dados;

P.2 E possivel prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta;

P.3 E possivel tracar um circulo com centro em qualquer ponto e com qualquer raio;
P.4 Todos os angulos retos sao iguais;

P.5 Se uma linha reta intercepta duas outras linhas retas e determina de um mesmo lado
angulos internos cuja soma é menor que dois angulos retos, entao essas duas linhas
retas, se prolongadas indefinidamente, encontrar-se-ao no lado que estdao os angulos
cuja soma é menor que dois angulos retos.
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Note que os trés primeiros axiomas de Euclides nos ensinam, essencialmente, como usar
a régua e o compasso. Construgoes geométricas surgiram na antiguidade, muito antes da
formulagao dos elementos, e contribuiram grandemente para o avango da matemaética. Os
postulados de Euclides apenas serviram para colocar problema das construgoes com régua e
compasso sobre um terreno mais firme.

A nocao de nimeros era ainda muito incipiente na época de Euclides; nao se concebiam
os numeros negativos, muito menos o conjunto dos nimeros reais, e até entao os gregos
consideravam os numeros racionais apenas como o quociente de nimeros naturais. A Geo-
metria Euclidiana, tal como foi formulada por Euclides, prescinde da nocao de nimero; nela
podemos comparar dois objetos dados, mas nao podemos falar sobre “quanto” ou “de que
quantidade” dois objetos diferem. Apesar disso, é possivel fazer algebra com segmentos e
construir, geometricamente, a soma, a subtracao, o produto, o quociente e a raiz quadrada
de segmentos dados. Esse é o primeiro passo para compreender como a existéncia de certas
estruturas algébricas fornecem um modelo adequado para a Geometria Euclidiana. A ideia
foi levada adiante pelo famoso matematico e filésofo francés René Descartes no século XVII
que fundou o que hoje conhecemos como a Geometria Analitica.

Conforme veremos, a Geometria Analitica mostrou-se um poderoso instrumento que mul-
tiplicou os poderes da Algebra e da Geometria pondo-as para trabalhar juntas, em simbiose,
uma em auxilio a outra. Com esse auxilio, diversos problemas geométricos cuja solugao
desconhecia-se puderam ser resolvidos; entre esses problemas estao os famosos problemas
sobre construgoes geométricas com régua e compasso da antiguidade. Antes de falar sobre
construgoes geométricas, entretanto, precisamos deixar claro quais sao as regras do jogo, ou
seja, deve-se estabelecer o que pode-se fazer com a régua e com o compasso.

Com a régua e o compasso euclidianos podemos obter objetos geométricos pela aplicagao
repetida, porém finita, de qualquer uma das construgoes abaixo:

1. Tracar uma reta passando por dois potos dados;

2. Tracar um circulo com centro em um determinado ponto e com um deter-
minado Taio;

3. Determinar o ponto de intersec¢cao de duas retas;

4. Determinar o ponto de interseccao de um circulo e uma reta;

5.  Determinar o ponto de interseccao de dois circulos.

Aqui, a palavra dado significa prescrito ou construido previamente. Um problema de
construcao geométrica estd bem posto quando prescrevemos uma cole¢ao de pontos do plano
como dados iniciais, ou seja, quando ¢ dado um conjunto de pontos P e perguntamos que
objetos geométricos podem ser construidos a partir dai com as regras acima.

Para ter uma ideia do tipo de problema que estamos tratando, tomemos como exemplo
a primeira proposicao do livro I dos elementos, em que Euclides propoe a construgao de um
triangulo equilatero dado um segmento AB.

Proposicao I.1. Dado o segmento AB, construir um tridngulo equildtero de base AB.

Dem. Dado o ponto A e o segmento AB construa o circulo de centro em A e raio AB.
Analogamente, construa o circulo de centro em B e raio AB; esses circulos interceptam-

Programa PROFMAT. Departamento de Matematica. Universidade de Brasilia 4



Fabricio Gomes

se em um ponto C!. Dados os pontos A, B e C temos os segmentos AC e BC. Como

AC = AB = BC(C, o triangulo AABC é um triangulo equilatero, como noés queriamos
demonstrar.
[
C
Figura 1.1

As construgoes com régua e compasso seguindo as prescri¢oes acima revelaram-se um dos
maiores desafios jamais criados pela mente humana. E surpreendente o nivel de sofisticacio
das construgoes que podemos realizar a partir dessas regras; também ¢é surpreendente como
construgoes que, a principio parecem relativamente simples, demonstram-se impossiveis de
serem levadas a cabo.

Como os postulados de Euclides restringem o uso da régua e do compasso de acordo com
as regras estabelecidas acima, esses instrumentos, para esses fins, sao conhecidos como ferra-
mentas euclidianas. Vale notar que a régua euclidiana nao possui nenhum tipo de marcagao
(na lingua inglesa ha uma palavra mais precisa para esse tipo de instrumento: straightedge;
algo como borda lisa ou borda reta); isso significa que ndo podemos usar a régua euclidiana
para transportar distancias, uso corriqueiro da régua em situagoes praticas. A principio, o
compasso euclidiano também nao pode ser usado para transportar distancias para diferentes
regioes do plano, por esse motivo costumamos dizer que o compasso euclidiano colapsa ou
fecha-se quando é levantado do papel. Tal caracteristica pode parecer uma desvantagem
consideravel do compasso euclidiano em relagao ao compasso usual, entretanto as duas ferra-
mentas revelam-se equivalentes, isto é, podemos realizar o transporte de um segmento para
uma semirreta dada, de acordo com a terceira proposicao do primeiro livro dos Elementos;
veja [3].

Na proxima secao desse capitulo veremos como uma questao puramente geométrica sobre
a construcao com régua e compasso euclidianos metamorfoseia-se em uma questao puramente
algébrica sobre a extensao de corpos infinitos. Conforme ja adiantamos, a chave para mu-
danca tao brusca de paradigma estéa na Geometria Analitica, concebida no século XVII pelo
matematico e filésofo francés René Descartes (1596-1650)

!Na realidade ndo ha como garantir a existéncia do ponto C' a partir dos axiomas de Euclides; apenas com
a moderna fundamentacao da geometria essa questao foi resolvida. Para maiores detalhes o leitor interessado
pode consultar [11], pagina 104.
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1.2 O Teorema de Descartes

O fil6sofo René Descartes ¢ autor da obra La Géométrie onde se encontram os gérmens da
Geometria Analitica. Para uma melhor compreensao da moderna relagao entre algebra e ge-
ometria sao imprescindiveis as nogoes de corpo, corpo ordenado e corpo ordenado euclidiano
que veremos a seguir.

Definicao 1. Um conjunto nao-vazio K € um corpo se estd munido das opera¢oes soma e
produto que satisfazem as sequintes propriedades para todos a, b e ¢ pertencentes a K:

Cl. a+b=0b+a;

C2. a+(b+c)=(a+b)+c;

C3. FExiste 0 € K tal que a + 0 = a para todo a € K;
C4. Para todo a existe —a € K tal que a + (—a) = 0;
C5. a.b=b.a;

C6. a.(b.c) = (a.b).c;

C"7. Eziste 1 € K tal que a.1 = a para todo a € K;
C8. Para todo a # 0 existe a=* € K tal que a.a™! = 1;
C9. (a+0b).c=a.c+b.c.

Os exemplos mais conhecidos de corpos sao os conjuntos dos ntmeros racionais Q, dos
numeros reais R e dos numeros complexos C. Por outro lado, o conjunto dos ntmeros
inteiros Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} ndo é um corpo, pois ha nimeros inteiros que nao
possuem inverso multiplicativo em Z.

Podemos obter novos exemplos de corpos considerando conjuntos da forma

Zy =7/n7 ={0,1,...,n—1},

para n € N. O elemento ke Zp, 0 <k <n-—1,¢éo conjunto de todos os niimeros inteiros
que deixam resto k na divisao por n. Assim, em Z, = {0,1} por exemplo, 0 é o conjunto
de todos os ntimeros inteiros pares (resto 0 da divisdo por 2) e 1 é o conjunto de todos os
niumeros inteiros impares (resto 1 na divisao por 2).

Se definimos a soma e o produto nesses conjuntos como

+
[l

a a+ 0,
a.b=a.b,

uma rapida checagem das propriedades P1-P9 poderia induzir o leitor incauto a concluir
que, munido das operagoes acima, os conjuntos Z, sao corpos para todo n € N. Isso nao é

Programa PROFMAT. Departamento de Matematica. Universidade de Brasilia 6
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—
N]]
wl

verdade! Para ver isso, note que em Z;s = {0,1,2,3} temos

wl N = Sl
Il
NIRRT T

NI bl bl

Assim, o elemento 2 nao tem inverso multiplicativo em Z,! Pode-se verificar, mas nao faremos
isso aqui, que Z, ¢ um corpo se, e somente se, p ¢ um ntmero primo. Portanto, Zs, Zs, Zs,
Zr, etc. sao corpos ao passo que Zy, Zg, s, Zg, etc. nao o sao. Para maiores detalhes sobre
esses corpos o leitor pode consultar [9], pagina 180.

Dizemos que um corpo K tem caracteristica n se

1+1+--+1=0.

n vezes

Se nao existe nimero natural com a propriedade acima dizemos que K tem caracteristica 0.
Claramente Z, tem caracteristica p. Por outro lado Q@ e R tém caracteristica 0, conforme
veremos a seguir.

Definicao 2. Um corpo K € ordenado junto a um subconjunto P, dos quais 0os elementos
sao chamados positivos, satisfazendo:

0.1 Sea,be P entioa+beP eabe P
0.2 Para qualquer a € K apenas uma das posi¢oes acontece, a € P,a =0 ou —a € P

Uma relagao em um conjunto X é um subconjunto R C X x X; podemos escolher um

simbolo especial para denotar a relagao, digamos “ = " dai, sempre que que (x,y) € R,
escrevemos r = y. O exemplo mais simples de relagdo em um conjunto X é a relacao de
igualdade, denotada por “ ="; neste caso R = {(z,z) : x € X}. Em geometria euclidiana,

por exemplo, define-se uma relacao R C X x Y entre os conjuntos dos pontos X e das retas
Y, denotada pela palavra “sobre™ dados um ponto P e uma reta r, se (P,r) € R, dizemos
que o ponto P esta sobre a reta r; essa é uma maneira rigorosa e palatavel, bem ao gosto
de uma matematico moderno, de dizer que uma reta passa por um ponto ou que o ponto P
pertence a reta r. Relacoes de congruéncia de angulos e segmentos sao outros exemplos de
relagoes da geometria euclidiana.

Relagoes com certas propriedades recebem nomes especiais. Por exemplo, uma relagao

W~ "

=7 em X ¢ dita relacao de equivaléncia se tem as seguintes propriedades:

(i) Paratodo z € X temos = = x;
(ii) Se x =y, entao y = x, para todos z e y em X;
(ili) Sex = yey™z, entdo r = z, para todos x, y e z em X.

A relacao de igualdade e as relagbes de congruéncia de angulos e segmentos, mencionadas
acima, sao exemplos de relacoes de equivaléncia; da sua parte, a relagao “sobre” nao o é.
Uma relagao denotada por “ <7 é dita uma relagcao de ordem no conjunto X se satisfaz
as seguintes propriedades:

Programa PROFMAT. Departamento de Matematica. Universidade de Brasilia 7
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(i) Para todos z e y em X, para os quais = # y, temos que x < y ou y < x;
(ii) Para todo x € X temos que = £ x;
(i) Sex <yey< z entao xr < z.

O simbolo = &£ x significa que x nao esté relacionado a z, mais precisamente, (z,x) ¢ R. A
existéncia do subconjunto P em um corpo K, satisfazendo as propriedades da defini¢ao 2,
permite definir uma relagdo de ordem em K da seguinte forma: escrevemos a < b (b > a)
se b —a € P e dizemos que a é menor do que b (b é maior do que a). Dizemos ainda
quea <b((b>a)sea=boua<b(a=>boub>a). Usando essa definicio podemos
demonstrar facilmente todas as propriedades usuais de ordem. Para ilustrar, vamos mostrar
que se a < beb < ¢, entao a < c¢. De fato, temos que b —a € P e c—b € P, entao
(c—=b)+(b—a) = c—a € P, ouseja, a < c. As demais propriedades podem ser demonstradas
de maneira analoga e deixamos essa tarefa para o leitor diligente.

Se K e [F sao corpos, uma aplicagao sobrejetiva f: K — F é um isomorfismo se preserva
as operacgoes de K e F, isto ¢, se f(a+ b) = f(a) + f(b) e f(ab) = f(a)f(b); neste caso
dizemos que K e F sao isomorficos. Ainda, dizemos de K’ € K é um subcorpo de K se,
restritas & K’, as operagoes de K fazem de K’ um corpo; por exemplo, Q C R é um subcorpo
do corpo dos ntimeros reais.

Com as defini¢oes acima, vejamos as propriedades de um corpo ordenado.

Proposicao 1. Seja K um corpo ordenado. Entao
(i) Para qualquer a # 0 € K, a® € positivo.
(ii) O nimero 1 € positivo;

(iii) O corpo K tem caracteristica 0;

(iv) Eziste um subcorpo K' C K que € isomdrfico a Q. Além disso, K' é o menor subcorpo
de K que contém 1.

Dem. No caso do item (i), note que se a # 0, entdo a € P ou —a € P. Se a € P por
0.2 da defini¢do acima temos que a* = a.a € P. Se —a € P, entao (—a).(—a) = a* € P.
Em qualquer caso temos que a? ¢ um elemento positivo de K. O item (ii) segue do item
(i) quando observa-se que em todo corpo 1 # 0 e que 1 = 1%2. Desde que 1 € P, entao
14+14+14---4 1, n vezes, também pertence a P. Em particular, quaisquer somas desse
tipo sao diferentes de zero, isso mostra que K tem caracteristica 0, o que prova (iii).

Para verificar (iv) vamos construir um isomorfismo f: Q — K, logo Q sera isomorfico ao
subcorpo f(Q) = K’ C K. Para isso comegamos definindo f(0) = 0 e para cadan € N

fn)=1+414---+1

n vezes

f(=n)=—=10+1+---+1)=—f(n).

n vezes

Programa PROFMAT. Departamento de Matematica. Universidade de Brasilia 8
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Com essas defini¢coes pode-se verificar facilmente que

fln+m) = f(m)+ f(n),
f(nm) = f(n)f(m).

Agora, para 7 € Q definimos

F(5) = Fm) )™ = (Ul DAL+ 7

m vezes n vezes

((2e2) sy es(2)
()12 (2)

Como exemplo, vamos demonstrar apenas a primeira propriedade acima

m m mn' +m'n
P ) = ()

= f(mn' +m'n)f(nn')~!
= [fm)f(n') + f(m") f(n)] f(n) " f(')
= f(m)f(n)~" + f(m) f(n')~"

—f(%)ﬂ”(%).

O que foi verificado acima garante que f é um isomorfismo. Note que se a € f(Q) = K’
e K” ¢ K é um subcorpo de K contendo 1, claramente a € K", pois a é obtido de 1 por
aplicagoes sucessivas das operacoes de corpo. Isso significa que K' € K”, logo K’ é o menor
subcorpo de K que contém a unidade. O

Neste caso valem

Os corpos Q e R sao ordenados. Entretanto, o corpo dos ntumeros complexos C nao é
ordenado, pois > = —1 e —1 ¢ P. Os corpos Z, também nao sdo ordenados, pois tém
caracteristica p. Podemos encontrar mais exemplos de corpos ordenados fazendo extensoes
de Q em R e tomando a ordem induzida de R. Por exemplo, dado v/2 € R\ Q definimos

Q(V2) ={a+bv/2:a€Q,beQ}
com operagoes definidas por

(a+bV2) + (d +6V2) = (a+d) + (b+V)V2,
(a4 bV2)(d +V'V2) = (ad’ + 2b0') + (ab’ + a'b)V/2.
Nao é dificil mostrar que, munido dessas operacoes, Q(\/ﬁ) ¢ um subcorpo dos reais R.

O conjunto P’ dos ntmeros positivos de Q(y/2) ¢ definido como P N Q(v/2), ou seja, é
simplesmente o conjunto de todos os elementos de @(\/5) que sao positivos em R.
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Dado um corpo ordenado K, a proposicao acima mostra que se aplicamos as operacoes
de corpo a unidade podemos construir (um corpo isomorfico a) Q; em particular, a menos
de um isomorfismo, podemos supor que Q C K. Esse fato serd importantissimo quando da
definicao de niimeros construiveis.

Dizemos que um corpo ordenado K ¢é euclidiano se todo elemento positivo de K tem
raiz quadrada em K, isto ¢, se dado a € P existe b € K tal que b> = a. Note que se b é uma
raiz quadrada de a, ou seja, se b*> = a entao

logo —b também é uma raiz de a. Concluimos que, se a # 0, esse elemento possui duas raizes
quadradas em um corpo euclidiano, uma positiva e outra negativa; a positiva serd denotada
por y/a e a negativa por — /a.

Dado um corpo ordenado euclidiano K, o conjunto K2 = K x K= {(z,y):z €K e y €
K} é chamado de plano cartesiano sobre o corpo K. Cada elemento (x,y) € K? é um
ponto? e os objetos geométricos sao definidos como um conjunto de pontos cujas coordenadas
satisfazem certa equagao. Por exemplo, uma reta r é um conjunto da forma

r={(z,y) e K*:az +by+c=0}

em que a e b nao sao simultaneamente nulos. A partir de defini¢oes como essas é possivel
demonstrar todos os axiomas da Geometria Euclidiana. Para maiores detalhes veja [11].

Nesse sentido podemos dizer que a Geometria analitica ¢ um modelo para a Geometria
Euclidiana. Os resultados que podemos provar em Geometria Analitica refletem-se em re-
sultados na Geometria FEuclidiana e vice-versa. Veremos a seguir o poder dessa dualidade
demostrando com recursos algébricos como podemos responder as questoes sobre construgao
geométricas com régua e compasso.

Um dos conceitos primitivos da Geometria Euclidiana é a relacao de congruéncia de seg-
mentos. Os postulados da geometria implicam que essa no¢ao é uma relacao de equivaléncia
(veja a definicdo na pagina 7); isso significa que podemos dividir o conjunto de todos os
segmentos em classes de equivaléncia nao-vazias e disjuntas. A medida de um segmento é
definida como a classe de equivaléncia a qual ele pertence, ou seja, a medida de um segmento
¢ aquilo que todos os segmentos congruentes tém em comum! E possivel construir um corpo
ordenado euclidiano cujos elementos positivos sao as medidas de segmentos. Para maiores
detalhes veja [11], capitulo 4.

Dado o segmento AB, denotaremos a sua medida por [AB]. Note que as observagoes
feitas acima e a Proposicao 1 garantem que dado a € QQ existe um segmento AB tal que
[AB] = a. Em particular, existe um segmento com medida 1; dizemos que esse ¢ o segmento
unitario.

Proposicao 2. Suponha que tenham sido dados os segmentos AB, C'D e um segmento
unitdrio. Podemos construir com réqua e compasso euclidianos segmentos que denotaremos

2Pode-se definir a nocao de par ordenado apenas em termos da teoria de conjunto. Explicitamente

(z,y) = {{z,u}, {=}}.

Programa PROFMAT. Departamento de Matematica. Universidade de Brasilia 10



Fabricio Gomes

por AB+ CD, AB - CD, AB - CD, é—g e VAB cujas medidas serdo, respectivamente,

[AB] +[CD], [AB] - [CD], [AB][CD, {55t e /[ABJ.

Dem. Para construir AB + C'D, sobre uma reta r marcamos AB e justapomos o segmento
CD. define-se AB+ CD = AD. Dizemos que C'D < AB se existe um ponto P entre A e B
tal que AP é congruente a C'D; nesse caso, definimos que PB = AB — C'D. Por definigao
[AB +CD] = [AB]+[CD] e [AB—CD] = [AB] — [CD].

A B
C D
[ABJ+[CD] [ABJ-[CD]
A B=C D A=C D B
Figura 1.2

Para definir o produto, tomamos duas semirretas r e s de vértice O; usando o compasso,
sobre a semirreta r marcam-se pontos X e Y tais que OX e OY sao congruentes ao segmento
unitario e a AB, respectivamente; sobre a semirreta s marcamos os pontos Z e W tais que

0OZ é congruente a C'D e a reta § W é paralela a ﬁ Define-se OW = AB.C'D.

Y r

0 Z W
Figura 1.3

Observe que pelo Teorema de Tales vem que

[OW] [CD]

[AB] 17
ou seja, [OW] = [AB][CD]. Trocando os papéis de OY e OW na defini¢ao acima, definimos
que OW = 22 Da mesma forma [OW] = %

Para a construcao da raiz quadrada de um segmento dado, faga a seguinte construcgao:
ponha AB sobre uma reta r e some a AB um segmento unitario BC'. Determinado o ponto
médio M do segmento AC, tracamos a circunferéncia com raio AM e centro em M. Se D
é o ponto de intersec¢ao da circunferéncia com a reta perpendicular a r passando por B,
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Figura 1.4

definimos BD = v AB. Para mostrar que [BD] = /[AB], note que os tridangulo AADC é
reto, pois D subtende um diametro, logo h? = [BD]? = [AB|[AC| = [AB].1 = [AB].
O

O analogo algébrico da proposicao acima é o resultado abaixo.

Teorema 1 (Descartes). Suponha que K € um corpo ordenado euclidiano. Seja ainda
{(Za, Ya)}oeu wma colegio® de pontos no plano cartesiano K* = K x K. Entdo, se € possivel
construir o ponto P = (z,y) com régua e compasso euclidianos, as coordenadas de P podem
ser obtidas dos dados iniciais por aplicagoes sucessivas, porém finitas, das operagoes +, —,
-, =+ e a extracao de raiz quadrada de nimero positivo.

Dem. Como vimos, cada construcao geométrica euclidiana corresponde a aplicacao de um
dos passos descritos na pagina 4; vejamos o que pode ocorrer em cada caso. Dados os ponto
A = (z1,y1) e B = (x9,1y2), podemos tracar a reta que passa por esses pontos; essa reta é
dada como o conjunto dos pontos (x,y) tais que

Y2 — Y1

y=y+- (x—21).

2 — I

Note que para determinar os pontos da reta necessitamos apenas das operagoes usuais de
um corpo. O mesmo valerd para determinarmos o ponto de intersecgao e duas retas, pois
nesse caso precisamos resolver o sistema

ar+by+c =0
drx+by+c< =0,

em que a, b, ¢, a’, V' e ¢ sdo elementos de K e isso pode ser levado a cabo apenas com as
operacgoes usuais de um corpo.

3Esta colecao é finita ou infinita, enumeravel ou ndo-enumeravel a depender do conjunto de indices A .
Estes sao os dados iniciais do problema; podemos ter um ponto, um ntmero finito de pontos ou um nimero
infinito de pontos — retas ou circulos, por exemplo. Exceto quando apenas um ponto é dado, podemos assumir,
sem perda de generalidade, que os pontos (0,0) e (1,0) estdo nesta colegdo, caso contrario escolhemos um
ponto arbitrario como origem e um segundo ponto para definir um segmento unitério.
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A equagao do circulo com cento (a,b) e raio dado pelo segmento AB é
(x—a)’ +(y = b)* = (22— 21)* + (y1 — 4p)* = R*.

Podemos determinar pontos do circulo como os elementos (z,y) € K? tais que

y=+tVR>*— (r—a)®+b

ea— R < x < a+ R. Vale notar ainda que, como K é um corpo euclidiano, temos que
R e K.

No caso da interseccao de circulo e reta necessitamos resolver o sistema

P +y*+Ax+By+C =0
ar+by+c =0.

Isolando a variavel y na segunda equagao e substituindo na primeira, obtemos uma equagao
quadratica em x

A+ Br+C' =0
em que os coeficientes A’, B’ e ' sdao elementos de K. A solucao dessa equacao é dada pela
formula de Bhaskara

—B' +£+/B"? —4A'C"

2A! '
Dessa forma, vé-se que para determinar os pontos de intersec¢ao de uma reta e um circulo,
além das operacoes usuais de um corpo, necessitamos retirar raizes quadradas de niimeros
positivos de K. Por fim, no caso da interseccao de dois circulos, devemos resolver o sistema

2> +y?+Av+By+C =0
P +y’+ Az + By+C' =0.

Subtraindo as equacoes obtemos

P+’ +Ar+By+C =0
(A-A)x+(B-B)yy+(C-C") =0

e voltamos ao caso anterior de interseccao de circulo e reta. Isso implica que, nesse caso,
também precisaremos ocasionalmente da raiz quadrada de elementos positivos de K para
determinar os pontos de interseccao de dois circulos. O

1.3 Numeros Construiveis

Vamos responder a seguinte pergunta: quais niimeros sao construiveis com régua e com-
passo euclidianos se nos é dado apenas um segmento unitario? As Proposigoes 1 e 2 garantem
que podemos construir segmentos com medida dada por racionais positivos ou raizes qua-
dradas de racionais positivos. Mas quais sao esses numeros? Como podemos escrevé-los
explicitamente? O simile algébrico do problema permite responder facilmente essa questao;
neste caso a pergunta ¢é: dados os pontos (0,0) e (1,0), que pontos podemos construir com
régua e compasso euclidianos? O teorema 1 da a resposta: podemos construir pontos tais
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que as suas coordenadas sao nimeros obtidos pelas operacoes de corpo e extracao de raiz
quadrada a partir de Q. Podemos escrever explicitamente esses ntmeros considerando ex-
tensoes algébricas de Q por elementos da forma /k; tais que k; € Q e k1 ¢ Q. Sendo

assim, definimos
Q(Vky) ={a+b/ki:a€Q ¢ beQ},

sujeitos as operagoes

(a+b\ki) + (d +6Vk) = (a+d) + (b+ )k,
(a+ 0yk1)(d + U \k) = (ad + kibb) + (abl + a'b)\/ky.

Note ainda que a diferenca de elementos de K; é um novo elemento de K; e para a divisao
temos

a+b\/k_1_(a+b\/k_1)(c—d\/kr_1)_ac—k‘lbd bc—ad\/— N \/—
ctdvh crdVR)e—dvh) @ k@ & _hd P

Na realidade, nao é dificil demonstrar que Q(y/k1) é um subcorpo ordenado de R. Se
denotamos Ky = Q e K; = Q(v/k1) temos que

K, C K;.

Podemos fazer uma nova extensio Ky = K;(vk2) = Q(vko, vVk1) em que ky € K; mas
Vs ¢ K, definida como

Ky ={a+bVk:a €Ky e beK,}

e dai teremos
@ = KO C K; C K.

Prosseguindo dessa forma construimos torres de subcorpos ordenados de R da forma
Q=KycK,cK,C---CK, CR,

em que K; ¢ uma extensdo do corpo K;_; e os elementos de K; sao da forma a + b\/k;
com k; € Ki_; e vk ¢ K,_;. Um ntimero ¢ dito construivel se estd em K;, para algum
i € NU{0}.

Assim, por exemplo, o niimero

\/6+\/\/\/1+\/§+\/§+5

é construivel. Podemos ver isso tomando ki = 2 e dai temos que 1 + V2 e K, = Q(\/E)
Note que ks = /1 + /2 ¢ Ky pois, caso contrario existiriam a e b em Q tais que

\/1+\/§:a+b\/§.
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Elevando ao quadrado temos
142 =da? + 26 + 2abV/2.

Comparando as partes dependentes e independentes de /2 nos lados da equacdo chegamos

ao sistema
a®+20 =1
2ab =1.
Subtraindo as equagdes obtemos (a — b)? = —b% o que ¢ uma contradi¢ao. Consideramos

entdo uma segunda extensio Ky = K;(v/1+1/2) e ainda assim ndo alcancamos o niimero
V1+v2+ \/3, pois V3 ¢ K,. Tomamos entdo uma terceira extensao por k3 = 3. Note
que 3 € Ko = Q e, portanto, a fortiori, 3 € Ky; dai chegamos a v/1 + v/2 + v/3. Tomamos

uma quarta extensao por ky = 1+ \/§ + \/3 e chegamos a \/\/ 1+ \/§+ \/§ + 5. Por
fim, tomamos uma quinta extensao por ks = \/ V14 v2+ 345 e chegamos ao nimero
desejado pois V6 = v2v/3 € K.

Agora considere o niimero construivel x = V2 + V3 + V2. Podemos reescrevé-lo como
r — 2 =13+ V2. Elevando ao quadrado obtemos

(r —V2)? =3+ V72,

ou seja
22— 22V2+2=3+2,
ou seja,
22— 1= 22+ 1)V2,
ou seja
(2 —1)* =22z + 1)?,
ou seja,

2 — 1022 —8xr —1=0.

Vemos que x é a raiz de uma equagao algébrica com coeficientes em Z. Dizemos que um
ntmero ¢ algébrico se ele é raiz de uma equagao algébrica com coeficientes inteiros, isto é,
se ele satisfaz uma equacao do tipo

ant™ + ap1 2"+ +ay = 0.
em que a,, d,_1,..., Gy Sa0 nimeros inteiros, n > 1 e a,, # 0.
Proposicao 3. Todo nimero construivel é algébrico.

Dem. E claro que o processo acima pode ser levado a cabo para todo niimero construivel.
m

Respondendo a uma pergunta que talvez ja apoquente o leitor curioso: nem todo niimero
algébrico é construivell Por exemplo {/2 é algébrico, pois é solucdo de z° — 2 = 0, mas néo
é construivel conforme veremos no proximo capitulo.
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Capitulo 2

Alguns Problemas Célebres da
Antiguidade

Neste capitulo vamos estudar alguns problemas classicos sobre construcao com régua e
compasso euclidianos. Mais precisamente, investigaremos a construcao de poligonos regulares
e mostraremos que os trés problemas classicos da antiguidade, a saber, a duplicagao do cubo,
a trisseccao do angulo e a quadratura do circulo, sao insoliveis com a utilizacao estrita de
ferramentas euclidianas.

2.1 Construcoes de Poligonos Regulares

Relembramos que os poligonos regulares podem ser inscritos ou circunscritos em uma
circunferéncia. A questao que nos pomos aqui é a seguinte: é possivel construir um poligono
regular de n lados inscrito em um circulo de raio unitario?

Para investigarmos essa questao note que se um angulo central a correspondente ao lado
do poligono é construivel, entao seu seno e seu cosseno sao construiveis. De fato, construido
o angulo «, construa o triangulo retangulo AABC' tal que ZBAC = a e LZABC ¢ reto.
Temos que

_ AB] _ [BC]
Cos o = m e senoa = m

Essa pequena observacao permite concluir o seguinte resultado.

Lema 1. Dado um circulo unitdrio, o lado £ do poligono reqular inscrito nesse circulo, que
subtende um dngulo «, € dado por { = /2 —2cosa. Em particular, o dngulo o pode ser
construido com réqua e compasso se, e somente se, o poligono € construivel.

Dem. Pela lei dos cossenos [4] temos que
I?=1"4+1%—2cosa =2 — 2cos a.

]

O resultado acima implica que podemos construir um quadrado inscrito em um circulo
unitario, pois os angulos subtendidos pelos lados desse poligono sao retos e, claro, podemos
construir angulos retos com ferramenta FEuclidianas.
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O mesmo lema permite demonstrar que podemos construir um triangulo equilatero, um
hexagono regular e um poligono regular de 12 lados inscritos em um circulo unitario. Para
isso, note que podemos construir com o segmento unitario que nos foi dado o triangulo
AABC tal que [AB] = /3, [BC] = 1, [AC] = 2 e ZABC é reto. Neste caso, nio ¢ dificil
mostrar que Z/BCA = 2/BAC, ou seja, ZBAC = 30° e ZBCA = 60°. Em particular
podemos construir cos 30° e cos 60°.

Usando a identidade trigonométrica

cos(2a) = 2cos? o — 1, (2.1)

que pode ser demonstrada geometricamente, podemos construir também cos 120°. Construi-
mos, portanto, os lados dos poligonos regulares de 12, 6 e 3 lados, respectivamente.

Observe que a formula (2.1) implica que o poligono de n lados é construivel com régua e
compasso se, e somente se, o poligono de 2n lados for construivel.

Teorema 2. Se k =0,1,2,3..., entao sao construiveis com ferramentas euclidianas os poli-
gonos de 4.2F, 3.2 5.2F ¢ 3.5.2% lados.

Dem. Ja vimos como construir os poligonos regulares de 3, 4 e 6 lados. Para construir o
decégono regular note que o angulo subtendido pelo seu lado é de ZBAC = %) = 36° e,
portanto, ZACB = ZABC = 72°. Veja a figura 2.1.

1 72°

A 136° 72°Ac

Figura 2.1

Tomando a bissetriz do &ngulo ZABC' obtemos dois outros tridngulos, AABD e ABDC,
tais que [AD] = [BD] = [BC| = z, em que z é o lado do decégono. Veja a figura 2.2

Note que os triangulos em questao sao semelhantes, pois tém todos os angulos corres-
pondentemente iguais. Assim temos que

11—z

x
x 1

Simplificando a equagao teremos
2 4+x—-1=0,
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Figura 2.2

que possul raizes %(—1 + 1/5). Desconsiderando a raiz negativa chegamos a z = %(\/_ —
1), o que demonstra que o lado do decagono regular é construivel com régua e compasso
euclidianos.

A construgao do lado do pentédgono implica na construgao do cosseno do angulo subten-
dido por ele. Isso implica que podemos construir cos 72° e, consequentemente, o pentagono
regular.

A construgao do poligono de 15 lados segue da construcao dos poligonos de 3 e 5 lados.
Observe o triangulo equilatero e o pentagono regular construidos na circunferéncia de raio 1
a partir do ponto A da figura 2.3.

C B
D<
A
(0]
E
§ G
Figura 2.3

Sendo o = ZCOD, 8 = LAOD e v = LAOC, temos que a = § — . Como [ = 144°,
pois é o dobro do angulo subtendido pelo lado do pentégono, e v = 120°, pois corresponde ao
angulo subtendido pelo lado do triangulo equilétero, vem que a = 24° = % que corresponde
ao angulo correspondente do poligono regular de 15 lados. Portanto, o pentadecagono regular
é construivel.

Para finalizar a demonstracao do teorema note que podemos construir os poligonos regu-
lares com o dobro do ntimero de lados daqueles que construimos até aqui. Isso implica que

podemos construir poligonos regulares de 4.2%, 3.2%, 5.2¥ ¢ 3.5.2F lados com k = 0,1,2, 3...
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]

Até aqui demonstramos que certos poligonos regulares podem ser construidos com régua
e compasso euclidianos. Vejamos agora que certos poligonos nao podem ser construidos dessa
forma. Primeiro, um lema.

Lema 2. Se uma equacao cibica com coeficientes racionais nao possui uma raiz racional,
entao nenhuma de suas raizes € construivel com régua e compasso euclidianos.

Dem. A equacdo ctbica z3 + az? + bx + ¢ = 0, na forma fatorada, pode ser escrita como
(x — z1)(x — z2)(x — x3) = 0. Logo,

2+ a +br4c=2" — (z1+ 29 + 23)27 + (2129 + 1173 + Tox3)T — T1T973
o que implica nas equacgoes
1+ X0+ 23 =—a, T1To+ T1X3+ X203 =0>b € x1x203 = C. (%)
Para contradicao, suponha que x seja uma raiz construivel da equagao
2?4+ az® + br +c = 0.

Suponha ainda que x € K,, e que nenhuma outra solugao construivel é elementos de K; para
algum 0 < ¢ < n. Temos n > 0, uma vez que, por hipétese, a equagao nao possui raizes
racionais. Segue que x pode ser escrito da forma

r=p+qgJw

em que p, ¢ e w estao em K,,_1 e Jw ¢ K,,_;. Pode-se verificar por substitui¢ao direta que
T = p— q/w também serd uma raiz da equagao; como ¢ # 0, senao x = ¢ € K,,_1, segue que

x # Z. Por outro lado, (%) implica que x; + 23 + 3 = —a, logo a terceira raiz u é dada por
Uu=—a—T—T=—a—2p,
isto é, u € K,,_1, o que é uma contradicao. O

Com o lema acima podemos provar o seguinte resultado.
Teorema 3. Nao € possivel construir com ferramentas euclidianas o heptdgono regular.

Dem. Para provar a impossibilidade da construg¢ao do heptagono regular nas normas da
Geometria Euclidiana usaremos os nimeros complexos. Para mais referéncias sobre esse
assunto o leitor pode consultar [5].

Sabe-se que podemos encontrar os vértices do heptagono pelas raizes da equagao:

2T—1=0

Assim, as coordenadas (x,y) dos vértices do heptagono correspondem & parte real e imagi-
naria do nimero complexo z = x + yi. Podemos notar que 1 ¢é raiz da equacao e as outra
vém da equacao

2T —1

1 =S A+ B2+ 2+1=0.
Z_
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Dividindo por 2z® temos

3 1 9 1 1
Z+—3—|—Z +—2—|—Z—|———|—1:0
VA z z

1\? 1 1\?2 1
z2+—-) =3lz+-)+|(2z2+-) =2+ |2+-)+1=0
ya 4 y4 z

1
Substituindo z + — por y, teremos a seguinte equagao:
z

ou seja,

P 4+yP—2y—1=0 (2.2)
Note que
I 1
z  cos¢+isen
1 cos ¢ — isen ¢

cos ¢ + i sen ¢ ' cosS ¢ —isen o
cos ¢ — 1sen ¢
cos? ¢ + sen? ¢
= Cos¢@ —isen g,

a — 1_ ; o _ . .
entao y =z + = cos¢+~zsen¢—|— (cos ¢ z.senqﬁ) = 2(?os<;5 ¢ um namero real. o

Vamos mostrar que nao podemos construir y. Para isso, suponha, por contradi¢ao, que
¢ uma raiz racional da equagdo (2.2), em que r e s ndo tém fatores comuns. Substituindo

em (2.2) vem \ -
BRGEE
s s s

3+ ris —2rs? — s =0,

ou seja,

ou seja,
r(r? —rs — 2s%) = s°.
Isso significa que s® tem fator r; como 7 e s nao tém fatores comuns isso é possivel apenas
no caso que 7 = +1; analogamente temos que r* = s(r? +2rs + s?) e, pelo mesmo raciocinio,
s = %1. Isso significa que os tnicos racionais que poderiam equacionar (2.2) sdo 1 e —1. Uma
checagem direta mostra que nenhum deles a satisfaz, portanto (2.2) ndo tem raiz racional.
O lema 2 implica que y nao é construivel com ferramentas euclidianas. Em particular, como
2

coS (7) é solugao de (2.2) temos que o heptagono regular nao é construivel. O

Vimos acima que podemos construir poligonos de 3.2%, 4.2% 5.2% ¢ 3.5.2% lados. Durante
dois mil anos esses foram os tnicos poligonos construiveis que conheciamos, até que em
1796, aos 19 anos, o alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855) mostrou que o poligono de
17 lados é construivel com régua e compasso euclidianos. Segundo historiadores da ciéncia,
o jovem Gauss ficou tao impressionado e satisfeito com essa descoberta que decidiu deixar
estudos de filologia sobre os quais se ocupara até aquele momento e dedicar-se inteiramente
a matematica. Mais tarde Gauss pediu que sua lapide fosse construida no formato de um
poligono regular de 17 lados, desejo que nao foi atendido. Vejamos uma demonstragao para
esse resultado.
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Teorema 4 (Gauss). E possivel construir com ferramentas euclidianas o poligono regular
de 17 lados.

Dem. Seguimos as mesma ideias do Teorema 3. Os vértices de heptadecagono regular sao
as solucoes da equagao
2T —1=0,

ou seja, nimeros complexos da forma
2k 2k
ZE = COS (1—;) + 7 sen (1—;> , k=0,1,2,...16.

Note que zp = 1 é uma solu¢@o. Dividindo por (z — 1) obtemos

2171
=204+ L (%)
z—1
Definindo ¢ = 2, = cos (?—g) -+ isen (?—?) considere as seguintes mudancas de variaveis
1
O{:€+ )
§
1 1
B=€+&+ 2+ 4,
& &
1 1 1 1
T=E(+8+ 8+ 8+ -+ 5+ o+ =
¢ & ¢ &

Note que

= 2cos 2n
‘- 17)"
2m 8T
ﬂ—2|:COS (1—7)+COS (1—7)}, (2.3)
— 9 lcos [ ZE) 4 cos [ 2T) 4 cos (S5 4 cos (107
V=2 |cos | & cos | - cos | 77 cos | 7 ||

sao ndmeros reais. Vamos mostrar que v é solugao de uma equagao quadratica com coe-
ficientes em Q; em seguida mostraremos que [ é solugao de uma equagao quadratica com
coeficientes em Q(+) e, por fim, mostraremos que « é solugao de uma equagao quadratica
com coeficientes em Q(). Isso mostra que a é construivel com régua e compasso euclidianos
e, portanto, o heptadecagono é construivel.

Para isso considere

1 1 1 1
v’:£3+§5+£6+§7+g+5+5+§.
Como & é solugao de (x), lembrando que €7 = 1 vem que
1 1 1 1 1 1 1 1
=+ @+ ¢+ o+ S+ S+ SO+ o+ o+ 5

17 17 17 17 17 17 17 17
=§+§2+§4+§8+2+5£2+;+%+§3+§5+56+57+%+%+%+27
:§+§2+§4+€8_’_£16+§15+€13+§9+§3+§5+£6+§7_’_§14_’_€12+§11+§10
=-1
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Podemos mostrar que 7' também é um elemento de Q. Para ver isso, observe a tabela
abaixo que da o produtos dos elementos de « pelos elementos de 7.

£ & | &8 | €T |t T
E | & & &g et et

2 & & &ttt

64 67 59 510 511 51 6_1 5—2 5—3

ES 511 513 514 515 55 53 52 51

—1 52 54 55 56 6—4 5—6 §_7 €—8

—2 €1 53 64 55 §—5 §—6 §—7 §—8

—4 5—1 51 52 53 g—? §—9 5—10 5—11

—8 5—5 5—3 5—2 5—1 5—11 5—14 5—15 5—6

Utilizando £} = 1 como no céalculo de v + 7/, observa-se que cada poténcia de ¢ entre 1
e 16 aparece exatamente 4 vezes na tabela acima. Isso implica que
7 =4EHE ) = 4
Temos, portanto, que v é uma solucao da equacao 2
equacao

—(y+7)z + 99" =0, ou seja, da

2 +r—4=0.

Pela formula de Bhaskara vem

r = %(—1i\/1—7).

Para determinar o sinal correto de v podemos observar as posicoes aproximadas de &, £2, €4,

£8 e seus reciprocos % = £16, f% = &1, g% =B e sig = ¢° no circulo unitério, para concluir
que v é positivo, veja a figura 2.4. Para confirmar nossa escolha, buscamos uma calculadora

e comparamos os valores acima com os de (2.3). Concluimos que

v = %(—1+\/1_7).

Passamos agora a (8 e definimos

1 1
I 2 8
B =&+ + 5—2 + 5
Temos que  + ' = 7 e, por um célculo semelhante aos anteriores, 35" = —1. Assim 3 é

solucao da equacao quadratica
2 —qr—1=0,
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§12 §13 514

Figura 2.4

cujas raizes sao
1
r= 5(7:& V2 +4).

Como f é positivo temos que

B:%(Vi\/W):;l(—1+\/ﬁ+\/34—2\/ﬁ>.

Por fim, defina
1

g.
Entdo a+ o =B e aa’ =&+ £ + 5% + 5% Se definirmos aa/ = 3", seja

Oé/:€4+

Br=++0 T
Nesse caso " + " =+" ¢
B =0+ e+ P =1
Como nos casos anteriores, 5" é raiz de

2 —~x—1=0,

3’/:%(-1—\/1_7+\/34+2\/1_7>.

de onde encontramos
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Agora note que « satisfaz a equagao
® + Br+ 5" =0,

ou seja Q é uma extensao quadratica sobre Q(3). Escolhendo o sinal correto para a encon-
tramos

1
a=g (1—\/1_7+\/34—\/1_7+2\/17+3\/ﬁ+\/170—26\/?—4\/34+2\/1_7).

que é um numero construivel com régua e compasso. ]

A demonstracdo acima pode ser encontrada em [11], pagina 250. Em [10], Richmond
mostrou que pode-se simplificar consideravelmente os céalculos de Gauss.

O matematico francés Evariste Galois (1811-1832) elaborou durante sua curta vida uma
das mais belas e proliferas teorias da matematica; essa teoria, hoje amplamente conhecida
como teoria de Galois, estabelece condigoes para que uma dada equacao algébrica tenha
solugao por radicais. Desnecessario dizer a enorme importancia que essa teoria tem em
questoes sobre construcoes geométricas com régua e compasso. Terminamos essa se¢ao com
um resultado que poe fim a questao de determinar quais poligonos regulares sao construiveis
com régua e compasso euclidianos; esse teorema pode ser demonstrado a partir da Teoria de
Galois e o leitor interessado pode consultar [2] ou [11] para maiores detalhes.

Teorema 5. Um poligono reqular de n lados é construivel com régua e compasso euclidianos
se, e somente se, n € da forma

2Tp1p2 -y Psy

em quer = 0, s =2 0 e p1,pa,...,ps SGo primos distintos da forma 22 11 para algum

k e NU{0}.

Particularmente, o teorema acima garante que se Fy = 22" 11 & um nimero primo, entao
o poligono regular de Fj lados é construivel com régua e compasso. Para & = 0,1,2,3,4
temos que Fy = 3,5,17,257,65537 sao primos, logo os poligonos com esses niimeros de lados
sdao construiveis. A proposito, os nameros Fj, sao conhecidos com nimeros de Fermat, pois
foram estudados pelo matemaético francés Pierre de Fermat (1601-1665). Por volta de 1690,
Fermat conjecturou que a férmula 22" 41 gerava apenas numeros primos, entretanto, em
1792, o matemaético suigo Leonhard Euler (1707-1783) verificou que

Fy =22 +1 =641 x 6700417.
Em 1880, F. Landry mostrou que
9%’ 41 =274.177 x 67.280.421.310.721.

Até o momento (junho de 2017) néo se sabe se ha outros nimeros primos da forma 22" 4 1.
Sabe-se que F}, é composto para 5 < k < 23 e o caso Fyy continua aberto. Até hoje também
nao conhecemos nenhuma férmula simples que gere apenas nimeros primos. Por exemplo,
a expressao

G, =k —k+41
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gera ntimeros primos para k = 1,2, ...,40, entretanto G4; = 412 que nao é primo. Analoga-
mente, a formula
Hy, = k* — 79k + 1601

gera primos para k = 1,2,...,79, mas falha para k = 80.

2.2 A Duplicacao do Cubo e a Trisseccao do Angulo

O problema da duplicagdo do cubo é o seguinte: dado um cubo de aresta unitaria,
devemos encontrar um segundo cubo cujo volume é o dobro do cubo que foi dado. Em outras
palavras, dado um segmento unitario, devemos construir um segmento de comprimento x tal
que

3 =2

Teorema 6. Nao € possivel realizar a duplicacao do cubo com ferramentas euclidianas.
Dem. Devemos encontrar x que satisfaz a equagao
3 —2=0

Suponha que % ¢ solugao da equagao em que r e s nao tém fatores comuns. Isso implicaria
que 72 = 253, logo r* é par. Isso significa que r é par, ou seja, é da forma 2n. Substituindo
vem que 8n® = 253, ou seja, s° = 4n3. De seu lado, essa tltima expressao implica que s é
par. Concluimos que s e r sao pares, contra nossa hipétese inicial de que nao havia fatores
comuns. Portanto, provamos que a equacao z° — 2 = 0 nao tem solucao em Q o que garante,
pelo Lema 2, que a duplicagao do cubo nao é possivel com régua e compasso euclidianos.

]

A questao sobre a trisseccao de um angulo, isto é, sobre a divisao de um angulo em
trés partes iguais, também depende da solucao de uma equacao de terceiro grau e pode ser
respondida com o auxilio do Lema 2. Vamos a ela.

Teorema 7. Nao ¢ possivel realizar a a trissec¢ao do dngulo com ferramentas euclidianas.

Dem. Existem alguns angulos que podem ser trissectados, como os angulos de 90°, 180° e
outros mais. O que provaremos agora, ¢ que nao ha, com régua e compasso euclidianos, um
procedimento geral que permita dividir em trés partes iguais qualquer angulo que tenha sido
dado. Para isso, basta mostrar que existe um angulo que nao pode ser divido dessa forma;
consideraremos aqui o angulo de 60°.

Temos que

cos(3a) = cos(2a + a) = cos(2a) cos a — sen(2ar) sen av.
Assim

cos(3a) = (cos®a —sen® ) cosa — 2sen a cos arsen o

= [cos’a — (1 — cos)?] cosa — 2sen” a cos a

(2cos® a — 1) cos a — 2 cos (1 — cos® )

3 3

= 2cos’a—cosa — 2cosa + 2cos” «

4cos® a — 3cosa,
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ou seja,

0 0
cos @ = 4 cos® <§) — 3 cos (§> )

Tomando 0 = 60° e definindo z = cos £, o problema consiste em resolver a equacao
3 b

1
422 =32 — = =0,
2
isto é,
82° — 62 = 1.
v
Vamos mostrar que a equagao acima nao tem raiz racional. Substituindo z por o0 vem
v\ 3 v
8 (—) 6l =1,
2

ou seja
v —3v—1=0. (2.4)

Mais uma vez, suponha que ~ é uma solucdo racional da equagao (2.4) em que 7 e s sao

inteiros sem fator comum. Substituindo obtemos
r\3 3r

(-2
s s

rd —3s%r = 5%,

ou seja,

ou seja,
r(r? —3s%) = 5%

Isso significa que s tem fator r; como, por hipétese, r e s nao tém fatores comuns, obtemos

que r = +1. Da mesma forma temos que r* = s?(s + 3r), de onde concluimos que s =

+1. Essas observagoes significam que £ = £1; entretanto, substituindo qualquer um desses

valores em (2.4) verifica-se que eles nao a equacionam, isto é, (2.4) ndo tem raizes racionais.
60

Pelo lema 2, (2.4) nao tem raizes construiveis, logo, cos (?) = cos 20° nao é construivel com

régua e compasso euclidianos. O

2.3 A Quadratura do Circulo

E possivel construir com régua e compasso euclidianos um quadrado com area igual a
area de um poligono com qualquer nimero de lados; esse fato era conhecido desde a época
dos pitagoricos. Para ver isso, considere, por exemplo, o poligono ABC DEF' na figura 2.5;
prolongue o lado AF e considere uma paralela a diagonal DF passando por E. Esta paralela
intercepta AF em G; como os tridngulos ADEF e ADEG tém a mesma area, pois tém a
mesma base DF e a mesma altura, temos que os poligonos ABCDEF e ABCDG tém a
mesma area. Repetindo esse processo um ntmero finito de vezes — 3 vezes no nosso exemplo
— podemos construir um triangulo com a mesma area do poligono dado; se b e h sao as
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Figura 2.5

medidas da base e da altura desse triangulo, entao o quadrado de lado = = \/% tem area
igual & do poligono dado.

O problema da quadratura do circulo consiste em construir com régua e compasso um
quadrado com a mesma area de um circulo de raio 1. Isso significa que devemos construir
um segmento com medida x dada por 2? = 7, ou seja, * = /7. O que vimos acima implica
que podemos construir quadrados com &area arbitrariamente proxima a de um circulo dado
desde que consideremos poligonos com ntmero suficientemente grande de lados.

Uma solucao definitiva para a quadratura do circulo, entretanto, depende da nocao de
ntmeros transcendentais. Nimeros reais que nao sao algébricos sao chamados de transcen-
dentais; receberam esse nome do matematico suigo Leonhard Euler (1707-1783) pois, em
suas palavras, eles “transcendem os poderes da algebra”

E claro que /7 nio sera construivel se 7 nao for construivel. Vimos no capitulo anterior
que todo numero construivel ¢ algébrico. Portanto, a resposta para o problema da quadratura
do circulo decorre imediatamente do seguinte resultado fundamental

Teorema 8. O numero m € transcendental.

O teorema garante, portanto, que é impossivel realizar a quadratura do circulo com fer-
ramentas euclidianas, pois sabemos que com elas podemos construir apenas niimeros algébri-
cos. Esse teorema foi provado em 1882 pelo matemético alemao Ferdinand von Lindermann
(1852-1939) ¢ as ideias contidas em sua demonstracao estdo além do nivel desse trabalho. A
técnica utilizada na demonstracao desse resultado foi introduzida pelo matematico francés
Charles Hermite (1822-1905) e aperfeicoada por Lindermann. Além do numero m, outros
numeros famosos da matematica sao transcendentais, por exemplo e, fato que foi demons-
trado por Hermite, e o nimero de Hilbert 2V2. Mais informacgoes sobre esses fatos e uma
demonstragao da transcendentalidade de e podem ser encontradas em [12]

Para finalizar esse capitulo veremos um resultado demonstrado pelo matematico dina-
marqués Georg Cantor (1845-1918) que mostra o quao infimos sdo os nimeros construiveis
em comparac¢ao com a imensidao de numeros reais. Para tanto, necessitaremos da nocgao de
conjunto enumeravel.

Dizemos que X C R é enumeravel se existe uma aplicacao injetiva e sobrejetiva f: N —
X. Por exemplo, é claro que N é enumeravel bastando tomar f como a funcao identidade;
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também nao é dificil verificar que Z e QQ sao conjuntos enumeraveis. De fato, f: N — Z,

definida por
s ={ e
—"5=, sen &impar
¢ uma enumeracao de Z. Convidamos o leitor a produzir uma enumeragao de Q. Intuitiva-
mente, um conjunto é enumerével se podemos fazer uma lista com todos os seus elementos:
o primeiro, o segundo, o terceiro,...

O conjunto dos numeros reais, da sua parte, nao é enumeravel. A maneira mais sim-
ples de ver isso consiste em escrever os nimeros reais em sua forma binéria, isto é, como
uma sequéncia de 0’s e 1’s da forma 0001010111010101101111... Suponha que uma lista de
ntmeros reais tenha sido dada

a; = 01000101110101111100111...
ae = 00101010110101111011010...
az = 11101010101110101010101...
as = 00000000000001101010111...
as; = 11111111111111111111100...
ag = 01010101011101000100100...

Seja a € R o elemento que obtemos trocando o primeiro digito de a;, o segundo digito
de as, o terceiro digito de as, et cetera. Obtemos dessa forma um numero real que nao esta
na lista dada, pois seu i-ésimo digito é diferente do i-ésimo digito de a;. Esse argumento,
chamado argumento diagonal de Cantor, mostra que podemos encontrar um ntimero real que
nao pertence a qualquer lista que tenha sido prescrita. Isso significa que R nao é enumeravel.

Proposigao 4 (Cantor). O conjunto dos nimeros algébricos é enumerdvel.

Dem. Rememore que o nimero =z € R é algébrico se satisfaz uma equagao polinomial
-1
" + ap1x" 4 . F+ayg=0

em que os coeficientes ay sao inteiros, n > 1 e a,, # 0. Agora, para cada equagao polinomial
P , definimos a sua altura como

h(P) = lan| + |an| + |an—of + -+~ + |ao + 7

Note que para toda equagao P temos que h(P) € N. Fixado h € N existe apenas um numero
finito de equagoes algébricas com altura h e, por sua vez, cada uma dessas equagoes tém
um nimero finito de solugoes. Isso significa que temos apenas um ntumero finito de ntimeros
algébricos com altura 1, um nimero finito com altura 2, etc. E claro, portanto, que podemos
lista-los. O

Uma parafrase, um tanto quanto imprecisa, é verdade, do resultado acima é a seguinte: hé
infinitamente mais niimeros transcendentais do que algébricos no conjunto dos niimeros reais.
Como os niimeros construiveis formam um subconjunto do conjunto dos nimeros algébricos,
conclui-se que eles formam uma parte ainda menor de R. Como tornar a afirmacao acima
mais precisa? Somente com estudo mais elaborado sobre a teoria dos niimeros transfinitos
de Cantor.
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Capitulo 3

Construcoes com Régua Marcada

Neste capitulo daremos uma nova funcionalidade & régua. Essa nova caracteristica
permite-nos marcar pontos na régua, cuja distancia corresponde & de um dado segmento, e
desliza-la pelo plano de maneira que cada um dos pontos permaneca sobre duas retas dadas,
a0 mesmo tempo em que a régua passe por um ponto dado. Em outras palavras, sejam r e
s duas retas dadas, d uma distancia dada que corresponde ao segmento marcado na régua
e O um ponto dado. Entao podemos desenhar a reta 531 = AB talque A€ r, Bese
[AB] = d. Vale salientar que a antiga funcionalidade da régua ainda é preservada.

Uma construgao que ilustra bem a nova caracteristica da régua é devida a Arquimedes
e mostra um método simples para realizar a trisseccao do angulo. Para isso, considere o
angulo r = ZAOB e um circulo de raio r com centro em O, conforme ¢ ilustrado na figura
3.1. Com régua marcada, mantendo sua borda pelo ponto B, tome C € 81?1 e D sobre a
circunferéncia de tal forma que [C'D] = r. Construimos dessa forma o dngulo y = ZOCD e
afirmamos que y = 3.

C 0 A
Figura 3.1

De fato, note que o triangulo ACDO ¢é isbsceles, logo Z0OCD = ZCOD = y. Como
ZBDO ¢é um angulo externo do triangulo ACDO temos que ZODB = 2y. Observando
que ADOB também ¢ isésceles vem que ZDBO = 2y e como x é um angulo externo do
triangulo ACBO vem x = 2y + y = 3y, como queriamos demonstrar.

Apesar de uma boa ilustragao do seu uso, note que o método de trisseccao do angulo
de Arquimedes usa a régua marcada entre circulo e reta. No que se segue, entretanto,
mostraremos que, além da trisseccao do angulo, podemos realizar a duplicacao do cubo e

29



Fabricio Gomes

construir um heptagono regular com a régua marcada apenas entre retas. Para finalizar,
mostraremos que com compasso e régua marcada podemos resolver equagoes algébricas de
graus 3 e 4. Essa parte do trabalho foi baseada em estudo da se¢ao 30, capitulo 6 de [11].

3.1 Trés Problemas Classicos

Teorema 9. Com compasso e régua marcada podemos realizar a trissec¢ao de qualquer dn-
gulo dado.

Dem. Sejam r a reta que contém OC, = ZAOB e C o pé da perpendicular a @ passando
por A. Seja ainda s a reta paralela a reta r passando por A. Usando a régua marcada,
construa o segmento OF que intercepta r em D e s em FE, de forma que DE = 20A.
Marque GG, o ponto médio de AFE, e F, o ponto médio de ED. Veja a figura 3.2 abaixo.

A G E
(07 (01 S
2
F
2a D
@ 2
0 C r
Figura 3.2

Mostraremos que a = ZDOC = g Para isso, note que AADFE e AGF'E sao semelhantes,
pois o angulo ZGEF = ZAED = « é comum e
[AE] [DE]

[GE ~ [EF]

Isso implica que DA e GF sao paralelos e, em particular, que GF é perpendicular a reta
s. Pelo esquema de congruéncia lado-angulo-lado, os triangulos AEFG e AAFG sao con-
gruentes. Como r e s sao retas paralelas temos que ZFEA = « e como o tridangulo AAFFE
é isosceles temos que /ZEAF = /ZFEA = «. Concluimos que ZAFO = 2a, pois ele é um
angulo externo do triangulo AAFE. Como o tridngulo AAOF também é isésceles, pois
OA = FA, temos que ZAOF = 2a. Sendo assim ZAOB = 3« e, portanto, a = g n

Vejamos agora o caso da duplicacao do cubo. Para isso usaremos o lema abaixo

Lema 3. Seja A um ponto no exterior de um circulo e suponha que as semirretas r e
s de origem A interceptam o circulo nos ponto B, C' e D, E, respectivamente. FEntao

ABJ[AC] = [AD)[AE]
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Dem. Considere os triangulos AADC e AABE . Temos que ZACD = ZAEB, pois
subtendem a mesma corda BD. Como os angulos em A sao comuns, os triangulos AADC
e AABFE sao semelhantes. Assim,

[AC]  [AC]
[AE]  [AB)’
o que implica o afirmado. Veja a figura 3.3. n

Figura 3.3

Teorema 10. Dados os segmentos 1 e a, podemos construir com compasso e régua marcada
o segmento J/a. Em particular, pelo que vimos no teorema 6, podemos realizar a duplica¢io
do cubo com compasso e régua marcada.

Dem. Seja AB um segmento de comprimento a na reta r. Como 23*~! ¢ ilimitado para
k € N, escolha kqy de tal forma que 23%~! = b > a. Construa o triangulo isosceles AABC
com [CA] = [CB] = b e construa a circunferéncia com centro em C' e raio b. Estenda C'A e
marque D sobre C'A com [AD] = b. Estenda DB e produza a reta s. Com a régua marcada
produza a reta t que passa por C' e intercepta s no ponto £ e r no ponto F', de forma que
[EF] = b. Veja a figura 3.4a.

Definindo = = [CE] e y = [BF] , pelo teorema de Menelaus, c.f. [11], pagina 180, temos
que

[FE][CD] [AB] _1
[EC| [AD] [BF] ’
ou seja,
b2ba _,
zby ’
ou seja, ol
a
r = - (3.1)

Tomando o ponto F' como vértice e aplicando o lema 3 as cordas FBA e FGH temos

[FA|[FB] = [FG][FH].
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Figura 3.4

Temos que [FG| = [FC|—[CG| = (b+z)—b=ux, [FH) = [FG]+ [GH] =2 +2b, [FB] =y
e [FA] = y + a. Logo
y(y + a) = z(z + 2b). (3.2)

Substituindo (3.1) em (3.2) vem

2ab (2ab
y(y+a>=%(&+2b>,

Y
ou seja,
5 4dab’(a+y)
y+a
ou seja,
y® = 4ab?.

Temos que b = 2351 Substituindo b, temos

y3 _ 4a(23k’0—1)2 — a2226k‘0—2 — a26k0—2+2 — a26k0‘

y 3
“= (2%0) ’

. . 3 o Yy 3 T L,
isto ¢ /a = 5. Isso mostra que podemos obter /a dividindo o segmento y um ntimero
2ko de vezes. O

Isso é o mesmo que

Veremos a seguir a construcao do heptagono regular, devida ao grande matemaético francés
Frangois Viéte (1540-1603). Neste caso também recorremos a alguns lemas.
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Lema 4. Suponha que sejam dados dois tridngulos isosceles NABC e ACDE com bases
na mesma reta, e tais que o vértice de um desses tridngulos estd alinhado com um lado do
outro, conforme mostra a figura 3.5. Entao ZCED = 3/BAC e se denotarmos as bases
[AB] =z, [CE] =b e os lados por r temos que

2% — 3xr? = br?. (3.3)

Figura 3.5

Dem. Construa um circulo com centro em C' e raio r. Sejam F' e G as projeg¢oes ortogonais de
B e D, respectivamente, sobre a reta ac. Assim, [AF] = £ e [CG] = £, logo [FG] = L(b+x).
Veja a figura 3.6.

Figura 3.6

Sendo y = [DB], pelo teorema de Tales pode-se dizer que

y_ %(b + ) (3.4)
r v '
isto é, xy = r(b+ x). Por outro lado, usando novamente o lema 3 a partir do vértice A, vem

o [ABJ[AD] = [AH][AK],
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ou seja,
riy+r)=(zx—r)(x+r). (3.5)

Isolando y em (3.4) e substituindo em (3.5) vem a equagao de Viéte
2* — 3z = br?,
como querfamos demonstrar. O

Na figura 3.1 se denotamos /BAC = ZACB = «, entao notando que ZDBC é um
angulo externo do triangulo AABC, obtemos que ZDBC = ZBDC = 2«a. Pelo mesmo
raciocinio temos que ZECD = ZCED = 3. Temos que

5

cosa == =—,
ro2r

b b
3 = —r = —,
cos(3a) 5" = 5

Isolando x e b nas equagoes acima e substituindo na equagao de Viéte obtemos que
cos(3a) = 4 cos® a — 3cos a,

Pode-se afirmar, portanto, que a equacao de Viéte é a versao geométrica da féormula do
angulo triplo da trigonometria.

Lema 5. Suponha que sejam dados um circulo de centro O e didmetro AB e um ponto H
da reta 1@ e fora de AB, tal que

[HB][HA? = [HO][OA)*. (3.6)

Seja ainda I um ponto sobre o circulo tal que [HI] = [OA]. Entao BI € o lado do heptdgono
reqular inscrito no circulo.

Dem. A reta HI nao pode ser tangente ao circulo em H, caso contrario, c.f. 3], proposi¢ao
36 do livro III dos Elementos, teriamos que [HI)? = [HA|[HB] e de (3.6) viria

HO]

HI)? = [— OA)?

HIP = GrgloA

edai [HI] # [OA], pois H ¢ AB. Seja, portanto, @ o outro ponto de intersec¢ao do segmento

HI com a circunferéncia dada. Vamos mostrar que OQ) é paralelo a I A. Veja a figura 3.7.
Para isso note que, pelo lema 3 temos que

[HQI[HI] = [H B][H AJ.

1
Multiplicando ambus os lados por W, temos

[HQ] _ [HBJ[HA]

I T [HIP
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Figura 3.7

Porém, utilizando a relagao (3.6) e lembrando que [HI] = [OA] vem que
[HQ] _ [HOJOAP _ [HO]

(HI)  [HA[OAP  [HA]

Como o angulo em H é comum, os triangulos AHOQ e AHAI sao semelhantes, o que
garante que O(Q) e Al sao segmentos paralelos.

Se escrevemos ZOAI = «, entao a partir do que vimos acima e observando que AOITA é
isosceles temos que ZOIA = ZHOQ = «. Observando que ZHOI é um angulo externo de
AOAI temos que ZHOI =2a = Z0HI. Como

20 = ZHOI = ZHOQ + ZQOI = a + /QOI,

concluimos que ZQOI = «. Por fim, como AOQI é isésceles e ZOQI é um angulo externo

do triangulo AHOQ), temos que ZOQI = 2a 4+ o = 3. Chegamos, portanto , ao tridngulo

AOQI cuja soma dos dngulos é Ta = 7 ou seja, @ = 7. Assim, a corda BI que subtende o
21

angulo 2a = ¢ ¢ o lado do heptagono regular inscrito no circulo dado. O

Teorema 11. Dado um circulo de raio unitdrio e seu centro, com compasso e régua marcada
podemos construir um heptdgono reqular inscrito.

Dem. Seguindo Viéte, considere os seguintes passos |entre colchetes damos algumas expli-
cagoes]:

1 Passando uma reta pelo centro do circulo, determine um didmetro AB.

2 Trace o circulo de centro A e raio AO e determine os pontos C' e D sobre o circulo
[dessa forma obtemos o tridngulo equilatero AOAC isso implica que ZAOC = 60°,
ou seja, AC' é o lado do hexagono regular inscrito no circulo].

3 Trace o circulo de centro D e raio DO.

4 Trace o circulo de centro em O e raio C'D. Seja E a interseccao desse circulo com o
desenhado no passo anterior.
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5 Marque F' no encontro da reta C'E com o didmetro da circunferéncia| neste caso teremos
que [OF] = @, veja o capitulo 4 desse trabalho]

6 Trace o circulo de centro F' e raio F'C.

7 Com régua marcada passando por C', faca GH = FC com G na circunferéncia de raio

FC e H na reta r.

8 Trace o circulo de centro H com raio OA e marque [ e K na circunferéncia de raio
OA.

9 Trace o circulo de centro B com raio IK e marque L e M na circunferéncia de raio
OA.

10 Trace o circulo de centro B com raio IM e marque N e P na circunferéncia de raio

OA.

11  Trace os lados do heptagono BILNPMK

Temos entao a figura 3.8

Figura 3.8
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Vejamos por que a construgao acima funciona. Primeiramente, note que se adicionarmos
as linhas F'G e CR, em que R é o ponto médio de F'A, encontramos o mesmo diagrama do
lema 4 com

[HF) ==z, [FR|=0b e [FC]=r.

Temos que [OF] = [FR] = 3. Para usar a formula (3.3) devemos calcular [FC]; para isso

note que se S ¢ o ponto médio de F'R, entao [C'S] = \/737 pois é a altura do tridngulo equilatero

AOCA de lado 1. Ainda temos que F'S = @ = %. Usando o Teorema de Pitagoras vem

1 27+1 7

3
2_ 24

[CF)? = [CS]? + [FS] 1% 3 o

ou seja [CF] = g Substituindo em (3.3) com r = g e b= % obtemos
2 2
5 VT 1 (V7
=3z — | ==|——],
3 3\ 3
ou seja,
37 2T

Agora, observando a figura 3.8 acima temos que

HF] =2,

[HB] = [HF] - [FB] =z — ([OB] + [OF]) =z — (1+%) :x—g,

[HA]:[HB]+[BA]:1:—§+2::E+2,

3
[HO]:[HB]+[BO]::B—%+1:$—%.

Calculando [H B][HA)*> = [HO][OA]? temos que

ou seja,

Isso significa que, com o compasso e a régua marcada, construimos o ponto H e o ponto
I nas condicoes do lema 5. Portanto BI é o lado do heptédgono regular inscrito no circulo
dado. ]

3.2 Equacoes Ciuibicas e Quarticas

Nesta secao investigaremos as raizes de equagoes ciibicas e quarticas e mostraremos que
com compasso e régua marcada podemos encontrar sucessivas raizes reais dessas equagoes.
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Pode-se mostrar que toda equacao ciibica e toda equacao quartica pode ser resolvida por
sucessivas extragoes de raizes quadradas e raizes ctibicas de nimeros complexos. Entretanto,
estamos estudando geometria e interessados no que ocorre no plano cartesiano K2, em que
K C R; dessa forma, estudaremos raizes reais dessas equacoes; mais precisamente, mostra-
remos que toda raiz real de equagoes algébricas de grau 3 ou 4 pode ser expressa por apenas
trés tipos de extensao de um subcorpo K C R.

Comegamos com algumas equagoes que sabemos como resolver. Durante toda a discussao
seguinte, consideraremos polinémios com coeficientes em um subcorpo ordenado K C R e
trataremos as extensoes necessarias para encontrar raizes.

Lema 6. Considere a equacao

2 —3r—-b=0 (%)
em que b € K e [b] < 2. Seja § um dngulo tal que cos = . Entio a = 2cos($) € uma raiz
de (x).

Dem. Ja encontramos esta equagdo anteriormente em (3.3) e (2.4), a qual ¢ fruto da
identidade trigonométrica
cos(3¢)) = 4 cos® 1 — 3cosp,

em que 0 = 3, x = 2cos), e b =2cos(31). A restrigao |b| < 2 é necessaria para achar um

6 com Cosﬁzg. O]

Para determina as raizes de uma equacao ctubica geral
3 2 _
x° 4+ ax® +br+c=0,

seguimos o método de Cardano-Tartaglia. Primeiro fazemos a mudanga de varidveis x = y—%

e obtemos
( —9)3+a( —9>2+b< —9>+c—0
Yy 3 Yy 3 Yy 3 =Y,

3a® 2a° b
y3+(%+b)y+i——a+c=0.

Isso prova que qualquer equagao do terceiro grau pode se reescrita em uma forma reduzida
sem o termo 2. Sem perda de generalidade, portanto, podemos considerar a equacao

ou seja,

2} +pr+q=0.

No caso em que p = 0 obtemos a equacao x*> = —¢q. Se p # 0, fazemos uma nova mudanca
de variaveis; nesse caso
v =w— - (%)
3w
Entao X
0=2a"+pr+q= (w—£> —|—p(w—£) +q
3w 3w
3w2p 3wp2 pd p2
3
=w’ — + - +pw——+
3w | w?  o2twd PV T 3w !
P
. q.
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Essa equacao pode ser escrita como
27(w*)? + 27¢(w®) — p* = 0,

ou seja, uma equacao quadratica em w?! Pela formula de Bhaskara vem

5 _ —21£/(27)%¢* +4-27p°

v 2. 27
q ¢
=—=41/=+=.
2 4 + 27
Na realidade, devemos escrever
wd = _4 +7r
2 )

. 2 B )
em que 7 ¢ uma raiz quadrada de 4- + . Prosseguindo chegamos a

s q @ 3
N P T SR
v \/ 2 VT a7

. , . L. . . 2 3
ou ainda: w é uma raiz ciibica de —% + r, em que r ¢ uma raiz quadrada de 4- + %-. Todo
nimero complexo tem trés raizes cibicas e duas raizes quadradas. Isso da seis possibilidades
para w, porém quando substituimos em () dando

s/ q ¢ p p
S D T i SRR
v \/2 Vi o7 P
3.0 L4/ L L
> VT T a7

obtemos apenas 3 valores diferentes de 2! Um fato ainda mais surpreendente dessas solucoes
vem & tona quando consideramos ctibicas com todas as solugoes em R, pois mesmo nesse
caso a formula acima pode envolver niimeros complexos de maneira essencial. Por exemplo,
as raizes de

22— 15 —4=0

sao 4, —2 = V3 e —2—+/3. Do seu lado, a féormula obtida a cima com p = —15e ¢ = —4
da que

3 —15
r=1/24+v4—-125—
3.2 +/4—125

15
=V2+1li+ ———.
3-v/2+ 11i

em que 12 = —1. Agora

(24+1)° = (2+14)%(2 +1)
=2343.2%4+3.2. 244
=8+4121—6—1i
=24 11i.
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Concluimos que 2 + ¢ é uma raiz cibica de 2 + 117 e ainda héa outras duas em C. Portanto,
para uma solugao da equacao temos

2417+ 15

xTr = 1

6 + 3i
54t 15 6-—3i
fr— Z .

6+3i 6—3i

_2+H90—45¢

N 36 +9

As outras raizes podem ser obtidas se calculamos as outras raizes cibicas de 2+ 11¢, c.f. [5].
Vejamos agora como podemos encontrar as raizes reais de uma equagao cibica com
compasso e régua marcada.

Proposicao 5. Se (£)? + (8)® > 0, entdo as raizes reais da equagdo z* + px + q = 0 podem

ser encontradas tomando raizes quadradas e raizes cubicas.

2 3
Dem. Pela formula de Cardano-Tartaglia, se (g) + (g) > 0 as raizes reais da equagao

2% 4+ pr + ¢ = 0 podem serem encontradas extraindo a raiz quadradas e a raiz ctbica. [
Proposicao 6. Se (£)? + (§)? < 0, entio a raiz real da equagio x* + px + q = 0 pode ser
encontrada extraindo uma raiz quadrada e trissecando um dngulo.

Dem. Se (g)2 + (g)g < 0 devemos ter p < 0. Fazemos uma extensao do corpo em questao

pory/—3p. A mudanca de variaveis r = %?’py em 23 + pr + ¢ = 0 nos da

—3pv—3 V=3
D py3+ Py +q

27 3 =0
ou seja,
VI VYL
9 3
Dividindo por —£ ‘/Q_Tp vem
e pV=3p 2Ty 27q 0.

3 =3pv=dp —3py=dp

27
v’ =3y +qy/—— =0.
p

Nossa hipotese (%)2 + (§)3 < 0 implica

ou seja,

¢ P

1S o
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ou seja,

27

q2 <__3> < 47

p
ou seja

27

g/ —— <2

»?
Pelo lema 6 vem que podemos resolver 22 + px + g = 0 realizando a trisseccao de um angulo
e tomando raizes quadradas. O

Agora vejamos as equacoes quarticas.

Lema 7. Se a € uma raiz real de uma equagao algébrica de quarto grau com coeficientes
em K, entao o pode ser obtido pela extensao de K por uma raiz de uma equacao cubica com
coeficientes em K, sequida de sucessivas extragoes de raizes quadradas.

Dem. Considere a equagao quartica em sua forma geral
ot +ard + bt +cx+d=0.

Fazendo a mudanga de variaveis x = y— 7 e procedendo exatamente como no caso da equagao
cubica obtemos uma equacao da forma

ot +pr® +qr+1r=0, ()

chamada de quartica reduzida ou suprimida. Suponha que « é uma raiz real de (x); neste
caso deve haver uma segunda raiz real [, pois as raizes complexas de um polindémio com
coeficientes reais sempre vem em pares de nimeros complexos conjugados entre sil. Portanto,
podemos fatorar (*) como

(2 +ax +b)(2* +ad'v+c) =2 +pri+qr+r=0.
Expandindo o lado direito da equacao acima vem que

(2? +ax+b)(x* +d'zv+c) = 2+ (a+d)r* + (c+b+ad)2® + (ac+ba )z +cb = 2t +pa® +qr+r.

!Suponha que w € C é raiz de p(z) = 2" + ap_12" "1 + -+ + a1z + ag. Neste caso devemos ter
W+ Gy W™+ aqw + ag = 0.

Conjugando vem essa equagao vem

0 = w+ap_ 1w 14+ +aw+ag
= w'4ap w4+ +a@aw+ag

.  _n—1 N
= W'+, w4+ ---+a w+ag

—n —n—1 _
= W'+ap_1W" "+ +a1W+ ao,

isto é, se w ¢é raiz da equagao, entao w também sera.
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Comparando os lados direito e esquerdo concluimos que devemos ter

!/
a=—a,

p=c+b+ad =c+b—d
q=ac+ba' =a(c—b),

r = be,

(3.7)

portanto,
(2% + az + b)(2* — ax +¢) = 0.

Eliminando b e ¢ em (3.7) obtém-se

SO

N | —

a® + 2pa* + (p* — 4r)a® — ¢* = 0.

2

Fazendo-se y = a” nessa ultima equagao chegamos a

y*+2py° + (p° — dr)y — ¢ = 0.

Uma vez calculado y = a? podemos determinar a e dai b. Por fim podemos resolver z? +
ax + b = 0 pela aplicacao sucessiva de +, —, -, ~ e Vv n

Antes de enunciarmos o principal resultado dessa secao precisamos de um tltimo lema,
andlogo ao teorema de Descartes na pagina 12, para o uso da régua marcada.

Lema 8. Suponha que tenham sido dados duas retas r e s, um ponto O e um segmento de
comprimento d em um plano cartesiano K* sobre um corpo K. Suponha que OAB é uma
reta tal que A € r, B € s e [AB] = d. Entdo as coordenadas de A e B estio em uma
extensao K(a), em que o € uma raiz de um polindémio qudrtico com coeficientes em K.

Dem. Por uma mudanga linear de coordenadas, podemos assumir que O = (0,0) e r é a reta
y=1>0 2. Seja X o conjunto dos pontos P = (z,y) do plano cartesiano tais que W corta r
em um ponto @) e [PQ] = d; o conjunto X é conhecido desde a antiguidade e é chamado de
conchoide de Nicomedes. Encontrar a reta OAB da proposicao é equivalente a encontrar a
intersecao da segunda reta s com a conchoide.

Primeiramente devemos encontrar a equacgao da concoide. Para fazer isso, tome uma
reta arbitraria através da origem com equagao y = ax; essa reta encontra-se com 7 no ponto

Q= (2,b). A condigio [PQ] =d d4

(:c—g>2+(y—b)2:d2.

Mas P estéd também sobre a reta y = ax e podemos usar essa equagao para eliminarmos a
varidvel a. Substituindo a = £, obtemos a equagao da conchoide ilustrada na figura abaixo

(2 + %) (y — b)* = d°y*. (%)
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Figura 3.9

Se a reta s tem equagao y = mx + n, substituindo em (*) obtemos uma equagao quéartica
em z; se a ¢ uma solugao dessa equagao entdo B = («, ma+n) e dai determinamos a equagao

da reta @ e do ponto A. H

Finalmente o grande resultado. Para demonstra-lo basta utilizar os resultados que de-
monstramos nesse capitulo.

Teorema 12. Seja K um subcorpo de R e o € R. Entao as sequintes condig¢oes sao equiva-
lentes

(i) Existe uma torre de extensoes
K=Ky CK;C---CK,CR

em que o € K, e, para cada i, K; € obtido como a extensao de K; 1 por um elemento
B; = B satisfazendo uma das condi¢oes abaizo

(a) B =+/a em que a € K;_1, a > 0.
(b) B =cos(&) em que cost € K;_;.
(c) B=aem queac K.

(i1) Eziste uma torre de extensées

K=Ky CK;C---CK, CR

em que o € K,, e, para cada i, K; € obtido como a extensao de K;_1 por uma raiz de
uma equacao quadrdtica, cubica ou qudrtica.

(ii) O ndmero o é construivel com compasso e régua marcada a partir de pontos com
coordenadas em K.

2Faca uma translacio de maneira que O va sobre a origem e, em seguida, faca uma rotacao.
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Dem. Para ver que (i) implica (iii) observe que os trés tipos de extensdo sao construiveis
com compasso e régua marcada: no caso de (a) bastam ferramentas euclidianas e nos casos
(b) e (c) necessitamos de régua marcada de acordo com os teoremas 9 e 10 da pagina 30.

Agora vejamos que (i77) implica (i7). Com o compasso e a régua euclidianos podemos
resolver equagoes quadraticas e cada uso da régua marcada corresponde a solucao de uma
equagao quartica, c.f. lema 8 da pagina 42.

Por fim, (i) implica (7). Para demonstrar esse fato observe que o problema da determi-
nacao das raizes reais de um polinémio quartico reduz-se a resolugao de um polinémio ctubico
seguido de um polinémio quadréatico, de acordo com o lema 7 da pagina 41; da sua parte, a
determinagao das raizes reais de polinémio ctubico ou quadratico depende das extensoes (a),
(b) e (c) pela proposi¢oes 5 e 6, na pagina 40. ]

Finalizamos esse capitulo com um resultado que determina todos os poligonos regula-
res que podem ser construidos com compasso e régua marcada. Novamente, a ferramenta
utilizada para demonstra-lo é a Teoria de Galois.

Teorema 13. Um poligono reqular de n lados pode ser construido com compasso e régua
marcada (entre retas apenas) se, e somente se, n € da forma

2k3l}91p2 - Ps

em que k = 0,1>0 e py,ps,...,ps sGo primos distintos da forma 2°3° + 1 para a e b em
Nu{0}.
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Capitulo 4

Construcoes (Geométricas com o
Compasso Apenas

Neste capitulo mostraremos que toda construcao que podemos realizar com a régua e o
compasso euclidianos pode ser realizada apenas com o compasso. Esse resultado foi demons-
trado pelo matematico italiano Lorenzo Mascheroni (1750-1800) em sua obra "Geometria
del Compasso”. Conforme veremos, uma solucao completa do problema depende do estudo
de uma importante transformacao do plano cartesiano: a inversao em um circulo.

4.1 A Inversao em um Circulo

Seja I" um circulo com centro em O e de raio 7 no plano cartesiano K2 sobre o corpo
ordenado euclidiano K. Definimos a aplicagao I: K?\ {O} — K? que associa ao ponto P o

ponto P’ na semirreta (ﬁ de origem O e que passa por P, tal que
[OP][OP'] = r*.

Note que se P é um ponto do interior de I' diferente de O, isto ¢, se [OP] < r temos
necessariamente que [OP’] > r, ou seja, P’ é um ponto do exterior de I'. Reciprocamente,
se P é ponto do exterior de circulo, isto é, se [OP] > r, entao [OP'] < r, o que garante que
P’ esta no interior de I". Observe que quanto mais proximo P esta de O, mais distante esta
sua imagem. Note ainda que os pontos de I' permanecem fixos pela aplicagao I. Por esses
motivos a aplicacao I ¢ chamada de inversao no circulo.

Note que se I(P) = P', temos I(P') = P, isto ¢, ["! = [. Alias, dizemos que P’ é o
inverso de P e reciprocamente. Isso mostra que I ¢ uma aplicacao injetiva de K2\ {O} sobre
K2\ {O}. Podemos definir I como uma aplicacio injetiva em todo o plano cartesiano. Para
isso, introduzimos a nocao de ponto no infinito co. O conjunto K = K2 U {o0} é chamado
de plano estendido. Definimos I: K — K de forma que I(0) = oo e I(c0) = O.

Para verificarmos algumas propriedades importantes da aplicagao I precisamos do se-
guinte lema:

Lema 9. O dngulo ZBC A € reto se, e somente se, AB € o diametro de um circulo passando
por C'.
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Figura 4.1

Dem. Suponha inicialmente que o triangulo AABC' é circunscrito em um circulo de dia-
metro AB. Isso significa que o centro O esta sobre AB. O segmento OC' divide o trian-
gulo AABC em dois triangulos isosceles AAOC e ABOC, pois [OA] = [OC] = [OB] =
raio do circulo. Assim, ZOAC = ZOCA =a e ZOBC = ZOCB = (3; a soma dos angulos
do triangulo AABC da 2« + 28 = 180°, ou seja, o + 5 = 90°.

Reciprocamente, suponha que ZBCA é reto e seja O o ponto médio de AB. Tome a
circulo com centro em O de raio [OB]. Se esse circulo ndo passa por C, suponha a principio
que C esta no seu interior. Estendendo o segmento BC' obtemos o triangulo AABC’ que,
pelo que vimos acima, é reto em C'.

Figura 4.2

Assim, obtemos um triangulo AACC’ que tém um angulo externo, o ZBCA, igual a
um angulo interno nao adjacente, o ZC'C’A; uma contradi¢ao. Concluimos que C' nao pode
estar no interior do circulo. Um raciocinio analogo mostra que C' também nao pode estar
fora desse circulo. m

Vejamos agora as propriedades da inversao no circulo.
Proposicao 7. Vale o sequinte:
(i) Uma reta passando por O € levada sobre ela mesma.

(i) Uma reta que nao passa por O € levada em um circulo passando por O.
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(11i) Um circulo passando por O € levado em uma reta que nao passa por O.
(iv) Um circulo que nao passa por O € levado em um circulo que nao passa por O.

Dem. Em cada caso mostraremos que as imagens das retas e circulos estao contidas nas
retas e circulos prometidos; a conclusao do resultado seguird imediatamente da injetividade
da aplicacao 1.

Comegamos observando que a propriedade (i) decorre diretamente da definigao da aplica-
¢ao I: os pontos da reta W sao levados em pontos P’ dessa mesma reta, ou seja, a imagem
da reta esta contida na prépria reta, tais que [OP][OP’] = r?. Para verificar (i), seja r uma

reta que nao passa por O. Seja OA a reta perpendicular a r passando por O. Dado um
ponto P € r sejam A’ e P’ os inversos de A e P, respectivamente. Veja a figura 4.3.

Figura 4.3
Temos que
[OA][OA] = r* = [OP][OP"],
isto é, oA ) 0P
OP]  [0A]

Entao os triangulos AOP'A’ e AOAP sao semelhantes e o angulo ZOP'A" = ZOAP é um
angulo reto. Usando o lema 9, temos que P’ esta sobre uma circulo IV de diametro [OA'].
Temos que I (r) =I”, como queriamos verificar.

O item (711) segue diretamente de (ii) e da observagao que I~ = 1I.

Por fim, o item (iv). Seja IV um circulo de centro O’ e raio r’ que nao passa pelo centro O
do circulo de inversao I'. Vamos demonstrar o resultado no caso em que O’ esté no exterior
de I'. Se uma reta passando por O intercepta I'' nos pontos A e B, sejam A’ e B’ as imagens

de A e B por I, respectivamente. Se O” é o ponto de interseccao da reta OO’ com a reta
paralela & BO passando por A’, mostraremos que A’ e B’ estao sobre um circulo de centro
em O". Veja a figura 4.4.

Para isso, denotemos [OA] = a, [OB] = b, [OA']d, [OB'] =V, [0O0'] = m. Ainda, se

uma reta passando por O é tangente ao circulo I' em T e denotamos [OT] = ¢, temos c.f.
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Figura 4.4

[3], proposigao 36 do livro III dos Elementos, que
t? = ab,

para todos os pontos A e B obtidos pela interseccao do circulo IV em uma semirreta de
origem O. Como aa’ = bl = r?, se dividirmos essas relacoes pela anterior temos que

aa bV,
b aw
ou seja, )
@ _Y_r_p (%)
b a t?
Note que ¢? é uma constante, pois 7 e t sdo constantes. Isso significa que para todos A,

B, A’ e B’ como acima que tomarmos teremos valera (x). Como AOA'O" e AOBM sao
semelhantes, temos que

[OO//] [OA/] [A/O//]

[00] — [0B]  [0'B]’

ou seja,
[00"] _d _[0"A
m b
Entao / |
00'] = m% —me® e [0"A] = 7’/% 2

Isso implica que para todas as posi¢oes de A e B sobre IV o ponto O” sera o mesmo: o ponto
da semirreta OO’ a uma distancia mc? de O; além disso, o ponto A’ estara sempre a uma
oA / / RN oA
distancia r'c¢* de O". Como % = % temos que o ponto B’ estara & mesma distancia de O”.
Concluimos que a imagem de I'" esta contida em um circulo de centro O” e raio [O"A’].
Considere agora o caso em que O esta no interior de I'”. Suponha inicialmente que O = O'.

¢ 0 inver m u
Neste caso se, P’ € o inverso de P € I, temos que

r* = [OP]OP'] = [O'P|[0'P'] = ¥'[O' P,
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ou seja, [O'P'] = r?/r. Portanto a imagem de I' sera um circulo de centro O = O’ e raio
r?/r.

Suponha agora que O # O'. Dados A e B em [” sejam A’ e B’ as imagens de A e B pela
o 51068 ) , N
aplicagao I. As retas OA e OB interceptam I em outros dois pontos denotados por A” e

B”, respectivamente. Veja a figura 4.5.

Figura 4.5

Como no caso anterior, denote [OA] = a, [OB] = b, [OA'] = d, [OB'] =V, [OA"] =
a’” e [OB"] = b". Como LA"AB = ZBB"A”, pois subtendem a mesma corda A”B e
/B"OA" = ZBOA, pois sao opostos pelo vértice, temos que os triangulos AOAB e AOA” B”
sao semelhantes. Isso implica que
aad” = bb" = ¢,

em que ¢ é uma constante independente dos pontos A e B. Temos ainda que aa’ = bb' = r?
e dai vem que

a/ b/ T2

a// b// Is
O restante da demonstragao segue os passos do caso anterior. Seja O” o ponto em que a reta
passando por B’ e paralela & O'B” intercepta O0’; esse ponto sera o centro do circulo que é
a imagem de I". Para ver isso, note que os triangulos AO’'OB"” e AO”"OB’ sao semelhantes
uma vez que Z0"OB = Z0'OB”, pois sao opostos pelo vértice, e ZOO"B' = Z00'B”, pois
B'O" e O'B" sao paralelos. Assim, denotando [OO’] = m, vem que

[O//O] [O//B/] B b/ B

m r! b ’

Programa PROFMAT. Departamento de Matematica. Universidade de Brasilia 49



Fabricio Gomes

Isso implica que [OO"] = km e [O"B'] = kr'. Isso significa que o ponto esta totalmente
determinado e a distancia de B" até O” é igual a kr’. Lembrando que a”/a’ = k, um raciocinio
idéntico ao que detalhamos acima garante que [0”A’] = kr’, ou seja, A’ esta sobre o mesmo
circulo que esta o ponto B’ 0

4.2 A Inversao em um Circulo com o Compasso

Nessa se¢ao veremos que podemos construir a imagem de um ponto P pela inversao em
um circulo I' usando apenas o compasso. Além disso mostraremos como realizar construgoes
geométricas simples somente com o compasso.

Proposicao 8. Seja I' uma circunferéncia de centro em O e raior r. Dado P o seu ponto
inverso P em relacao a I pode ser construido com o uso apenas do compasso.

Dem. Para provarmos este teorema, consideremos primeiro um ponto P exterior a I'. Com
centro em P, tragamos um circulo de raio PO que intercepta I' em R e S. Com estes pontos
como centro, tragamos o circulo de raio [RO] e [SOJ; note que [RO|] = [SO] = r. Esses dois
ultimos circulos interceptar-se-ao em um ponto P’. Afirmamos que P’ é o inverso de P.

Figura 4.6

Primeiramente, mostremos que P’ estd sobre a semirreta O? Para isso note que os
triangulos AORP e AOSP sao congruentes por lado-lado-lado; em particular ZOPR =
ZOPS. Se T é o ponto de interseccao de RS com a reta ﬁ temos que os triangulos APT R
e APTS sao congruentes, por lado-angulo-lado. Como ZRTP e ZSTP sao congruentes e
suplementares, concluimos que eles sao retos. Tudo isso implica que a reta OP ¢é a reta
perpendicular ao segmento RS passando pelo seu ponto médio 7T'; portanto, a reta <O? éo
conjunto dos pontos equidistantes de R e S. como [RP'] = [SP'] = r, segue que P’ esta
sobre W :

Agora observe que os triangulos isosceles AOPR e AOP'R, sao semelhantes por angulo-
lado-angulo pois tém o lado OR em comum e ZPRO = Z/POR = ZP'OR = ZOP'R.
Portanto vale a razao

[OP] [OR]

(OR]  [OPT]
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ou seja
OP.OP' =

Fica provado que P’ é o inverso de P.

Agora suponha que P é um ponto no interior de I'. Nesse caso, a mesma demonstragao
acima servira se o circulo de centro em P e raio [OP] intersectar I em dois pontos distintos.
Caso isso ndo ocorra, podemos reduzir a construcao do ponto P’ inverso de P, ao caso
anterior. Para ver isso, mostremos primeiramer@) que, dados dois pontos A e O, podemos
encontrar um ponto C' na semirreta oposta & OA tal que [AO] = [OC]. De fato, dado o
circulo de centro em O e raio r = [OA], marque nesse circulos, a partir de A, os pontos P,
Q@ e C de maneira que [AP] = [PQ] = [QC]| = r. Note que C' é o ponto prometido pois os
triangulos AAOP, AOPQ e AOQC sao equilateros, de maneira que OA e OC formam um
angulo de 180° e [OC] = [0Q] = [AO] — alias, como [AQ] = V3, o que pode ser verificado
facilmente, mostramos como construir o segmento de comprimento v/3 a partir da unidade
sem o auxilio da régua.

p Q

Figura 4.7

Repetindo o processo descrito acima podemos determinar um ponto R na semirreta 07>'
tal que [OR] = n[AO], para algum n € N. Para encontrar o ponto inverso de um ponto P
no interior do circulo, primeiramente determinamos o ponto R na semirreta oposta a P
tal que [OR] = n[OP] e R esta no exterior de I'". Agora, pelo que vimos anteriormente,
podemos construir o inverso R’ de R. Nesse caso

r* = [OR|[OR] = (n[OP))[OR) = (n[OR))[OP]

Veja a figura 4.8.
Isso significa que o inverso de P é o ponto I, tal que [OP'] = n[OR']. O

Com a proposi¢cao acima ja estamos prontos para demonstrar o resultado de Masche-
roni. Antes disso, porém, vejamos como podemos realizar algumas construcoes geométricas
importantes apenas com o compasso.

Como primeiro exemplo, consideramos o problema de determinar o ponto médio de um
segmento AB. Eis a solugao: trace um circulo de centro em B e raio AB e marque trés
pontos sucessivamente nesse circulo partindo de A. Vimos na demonstragao da proposicao

L Aqui assumimos tacitamente que nosso corpo é arquimediano, isto ¢, dados nimeros positivos a € K e
b € K, deve existir um ntimero n € N tal que na > b.
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Figura 4.8

acima que C esté sobre a reta B e [AB| = [BC], de forma que [AC| = 2[AB]. Agora trace
o circulo de centro A e raio AB e seja C’ o ponto inverso de C' em relagao a esse circulo.
Temos que

[AC'[AC] = [ABJ,

ou seja,
[AC") (2[AB]) = [AB],
ou seja
2[AC'] = [AB]
_ C
Figura 4.9

Isso mostra que C' é o ponto prometido.

Usando apenas o compasso também somos capazes de determinar o centro de um circulo
que foi dado. Para isso, tomamos um ponto P sobre esse circulo e tragamos um segundo
circulo de centro P, que intercepta o primeiro nos pontos @ e R. Com esses pontos como
centros, tragamos novos circulos de raios [PQ] = [PR] que se intersectam em um ponto S.
Afirmamos que o ponto S, inverso de S em relacao ao circulo de centro em P, é o centro do
circulo inicial. Veja a figura 4.10.

A demonstragao dessa afirmagao é semelhante a da proposigao 8; inicialmente, note que,
se S’ € o inverso de S em ralacao ao circulo de centro P, temos

[PS][PS] = [PR,
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R
>
Q
Figura 4.10
ou seja,
[PS]  [PR]
[PR]  [PS]

Como ZSPR = ZS'PR, concluimos que os triangulos AS’PR e ASPR sao semelhantes;
note ainda que ASPR é isosceles, pois [RP] = [RS]. Isso significa que AS’RP é isosceles
com

/S'"RP = /PSR = /ZSPR = ZS'PR,

ou seja, [S'R] = [S'P]. De maneira semelhante podemos mostrar que [S’P] = [S'Q)], o que
garante que S’ é o centro do circulo dado.

4.3 O Resultado de Mascheroni

Deve-se esperar que quanto maiores sao os recursos disponiveis para a construcao de
figuras geométricas, maior é o nimero de problemas que podemos resolver. No Capitulo 3,
quando demos outra utilidade para a régua euclidiana, mostramos que os problemas cléssicos
da antiguidade, antes insoliveis com ferramentas euclidianas, podiam ser resolvidos nesse
caso. No caminho inverso esta a descoberta de Mascheroni que, em 1797, mostrou que todas
as construgoes possiveis com régua e compasso euclidianos podem ser realizadas apenas com
o compasso. Vejamos a demonstracao desse resultado.

Teorema 14 (Mascheroni). Todas as construgoes possiveis com régua e compasso podem ser
executadas apenas por compasso.

Dem. E claro que ndo é possivel tracar a reta passando por dois pontos dados com o com-
passo; no contexto das construgoes de Mascheroni dois pontos dados definem uma reta e,
conforme veremos a seguir, nao sera necessario tracd-la® para levar a cabo as construcoes eu-
clidianas. Com essa conveng¢ao, mostraremos que, apenas com o compasso, podemos realizar
as seguintes construgoes:

2H4 uma razdo para a expressao “traca-la” em destaque: no fundo, nunca tracamos uma coisa que seja!
)
Apenas nos interessa saber se uma determinada construcao é possivel teoricamente; a maneira mais préatica
ou o grau de precisao com que ela pode ser levada a cabo nao estad em jogo nesse trabalho.
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(i)  Tragar um circulo com centro e raio dado;
(ii) Encontrar os pontos de intersegao de dois circulos;
(iii) Encontrar os pontos de intersegdo de uma reta e um circulo;

iv) Encontrar o ponto de intersegao de duas retas.

Conforme definido no capitulo 1, um construgao euclidiana qualquer corresponde a apli-
cacao desses passos uma quantidade finita de vezes.

Os itens (i) e (ii) sdo bastante claros e dispensam demonstragao. Vejamos, portanto, os
itens (iii) e (iv). Para provar (iii), devemos antes mostrar, usando apenas o compasso, como
determinar o ponto médio de um arco AB em um circulo de centro O. A construgao ¢é a
seguinte: tomando A e B como centros, trace circulos de raio [OA]; a partir de O trace arcos
OP e OQ iguais a AB; entao construa dois arcos com [PB] e [QA] como raios e centros P
e (), respectivamente, seja R o ponto de intersec¢ao desses arcos, finalmente, tomando [OR]
como raio e P (ou )) como centro, trace um arco até encontrar S, sua intersecgao com AB;
esse é o ponto médio procurado.

R

S
A B
P O Q
Figura 4.11

Para ver que o ponto obtido a partir dos passos acima é o ponto médio do arco AB
note que R e O sao equidistantes de P e (), o que implica que a reta é perpendicular
a PQ. Como, por construcao, S é equidistante de P e @, temos que S € OR. Como
[PA] = [AO] = [OB] = [BQ] e [PO] = [AB] = [0OQ)] temos que os triangulos APAO,
NAOB e ANOBQ sao congruentes por lado-lado-lado; assim

ZPOA+ LAOB =90° = LSOB = £ZBOQ.

Dai, como ZPOA = ZBOQ), segue que ZAOS = ZSOB, ou seja, S é o ponto médio do
arco AB, conforme queriamos demonstrar.
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Agora podemos encontrar com o compasso os pontos de intersecao de uma reta AB e
um circulo I' de centro O. Suponha inicialmente que AB passa por O. Nesse caso podemos
encontrar os pontos X e X’ como os pontos médios dos arcos de I" determinados pelos pontos
de intersec¢@o de I' com um circulo de centro em B (ou A, tanto faz).

Suponha agora que a reta AB nao passa por O. Comece construindo dois circulos: um
de centro A e raio [OA] e outro de centro em B e raio [OB], intersectando-se em P. Seja
@ o ponto inverso de P em relagao a I'. Trace o circulo de centro em @) de raio [OQ)]. Este
circulo intercepta I' nos pontos X e X’. Afirmamos que X e X’ sdo os pontos procurados.

Para verificar isso, mostraremos que

[(XP]=[XO] e [X'P]=[X"0], (*)

pois, por construcao temos [OA] = [PA] e [OB] = [PB] (nesse ponto convidamos o leitor a
verificar que o conjunto dos pontos do plano que sao equidistantes de dois pontos dados, A
e B, digamos, é a reta perpendicular & AB passando pelo seu ponto médio). Observe que,
de acordo com a proposicao 8, o ponto inverso de (), ou seja, P, é tal que sua distancia até
X e X’ ¢ igual ao raio do circulo. Como X e X’ estao sobre I', segue imediatamente (x).

Incidentalmente mostramos como construir o circulo que é a imagem de AB pela inversao
em I'. De fato, o circulo que passa por X, X’ e O é a imagem da reta AB pela inversao em
I', pois a reta e o circulo tém os pontos X e X’ em comum e os pontos de I' sdo preservados
pela inversao em TI'.

Por ultimo, vamos verificar (iv). Dadas as retas AB e A'B’, desenhe um circulo I' de
centro em O. Considere os circulos obtidos como as imagens das retas pela inversao em I
Pela proposicao 7, esses circulos interceptam-se em O e num segundo ponto Y. O ponto X,
inverso de Y em relacao a I', é o ponto procurado. De fato, Y é o tinico ponto que é inverso
de um ponto em AB e de um ponto em A’B’; portanto, o ponto inverso de Y deve estar
sobre as duas retas. O]

Figura 4.12

Em 1928, o matematico dinamarqués Johannes Hjelmslev encontrou em um sebo de
Copenhague uma copia de um livro intitulado Euclides Danicus (Euclides Dinamarqués)
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e publicado em 1672 pelo autor, até entao completamente desconhecido, Georg Mor. Ao
examinar o conteudo do livro, Hjelmslev descobriu uma demonstragao completa para o re-
sultado de Mascheroni publicada mais de 100 anos antes. Escrito em dinamarqués, essa ¢é a
provavel razao pela qual o livro de Mor passou tanto tempo no degredo.

Inspirado nos resultados obtidos por Mascheroni, o matemético suigo Jacob Steiner (1796-
1863) estudou a possibilidade de realizar construgoes geométricas apenas com a régua. Como
vimos no capitulo 2, a régua sozinha nao é capaz de nos levar além de Q, ou seja, nao
podemos realizar qualquer construcao euclidiana somente com esse instrumento. Steiner
mostrou, entretanto, que se sao dados um circulo e o seu centro, podemos realizar qualquer
construcao euclidiana somente com a régua. Em outras palavras: pegue o seu compasso e
trace um circulo de centro em O; dai em diante guarde o seu compasso na gaveta e prossiga
somente com a régua! Para maiores detalhes sobre o assunto o leitor interessado pode
consultar [6], pagina 197.
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Conclusao

A maior parte dos atuais professores de matemética do pais certamente tiveram, em algum
momento de suas vidas, contato com construgoes geométricas; seja em disciplinas especificas
sobre o assunto, seja por mera curiosidade infantil sobre o funcionamento dos instrumentos
geométricos. Quanto a isso ha poucas davidas. Apesar de tudo, pouquissimos aprendem,
nesses primeiros contatos com o assunto, a sua relevancia e profundidade geométricas, suas
origens e, em um grau ainda menor, sua relacao com a algebra.

Talvez o maior mérito desse trabalho seja senao o de apresentar ao professor e aluno os
velhos problemas sob uma nova luz; mais abrangente e profunda, essa perspectiva permite
enxergar a verdadeira natureza geométrica da questao que, de outra forma, permanece es-
condida ou tem pouco brilho. Aqui, os fundamentos da Geometria entram em jogo; também
torna-se clara, solida e fundamental a relagao entre geometria e algebra, uma em auxilio
da outra quando necesséario: os problemas geométricos tém solucoes algébricas e, reciproca-
mente, equacgoes algébricas sao resolvidas com ferramentas geométricas.

Esperamos ter tornado um pouco mais clara essa relagao simbiotica algebra-geometria e,
mais ainda, temos esperanga que esse trabalho possa ser 1til para o ensino e a aprendizagem
em matemética no pais. Topicos mais avancados relacionados ao assunto (e.g. Teoria de
Galois) sao mencionados incidentalmente como um desafio para a curiosidade de alunos e
professores interessados em expandir seus conhecimentos sobre o assunto.
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