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Resumo

Neste trabalho estabelecemos propriedades analíticas e aritméticas de duas L-
funções automór�cas para o grupo modular, as de Hecke-Maass e Rankin-Selberg. A
partir das quais, obtemos limitantes superiores para somas de coe�cientes de formas
automór�cas cuspidais.
Palavras chaves: L-funções, Hecke-Maass, Rankin-Selberg.



Abstract

In this work we estabilish analytical and arithmetical proprieties of two auto-
morphic L-functions for the modular group, those of Hecke-Maass and Rankin-
Selberg. From these, we obtain upper bounds for sums of the coe�cients of auto-
morphic cusp forms.
Key words: L-functions, Hecke-Maass, Rankin-Selberg.



Notação

Neste trabalho, faremos uso da seguinte notação:
z = x+ iy será sempre um número complexo, com x, y reais.
s = σ+it também denotará um número complexo, com partes reais e imaginárias

σ e t respectivamente.
e(z) denota a função exponencial e2πiz.
Γ será um grupo fuchsiano ou a função de Euler; sempre será clara, no contexto,

a distinção entre um grupo e a função.
Kν(z) e Iν(z) denotam as funções de Bessel.
O e ¿ são os símbolos de Bachmann�Landau e Vinogradov, respectivamente,

com seus signi�cados usuais. Isto é, f = O(g) ou f ¿ g (quando x → x0) se
e somente se existe C > 0 tal que |f(x)| ≤ C|g(x)| para qualquer x em alguma
vizinhança de x0.

¿ε,K,y signi�ca que vale ¿ para ε, K e y �xados.
∫
(a)

=
∫ a+i∞

a−i∞ a integral de contorno sobre a reta vertical Re(s) = a.

[a, b] o segmento de reta orientado do ponto a ∈ C ao ponto b ∈ C.

vii



Introdução

Para qualquer número complexo s = σ + it com σ > 1, a ζ-função de Riemann é
de�nida por

ζ(s) =
∞∑

n=1

n−s .

Historicamente foi um dos primeiros exemplos em uma classe de funções hoje em
dia chamadas ζ-funções ou L-funções. Dentre as propriedades de ζ(s), ressaltamos
as três mais importantes: ela admite uma expansão em produto de Euler,

ζ(s) =
∏

p
primo

(
1− p−s

)−1

para σ > 1; pode ser continuada analiticamente ao plano complexo com um polo de
ordem 1 em s = 1; e esta continuação obedece uma equação funcional, a saber,

π
s
2 Γ

(s
2

)
ζ(s) = π−

1−s
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s) .

Estas propriedades juntas, implicam muitas aplicações à Teoria dos Números, sendo
o exemplo mais evidente o Teorema do Número Primo

∑
p≤X

p primo

1 ∼ X

logX
.

Ademais, tais propriedades levaram Riemann a conjecturar sua famosa hipótese, a
qual pode ser vista como uma forma forte desta última a�rmação.

Estas idéias se estendem a outras situações. De�nindo

L(s) =
∞∑

n=1

a(n)n−s
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para alguma seqüência a(n) de números complexos, podemos perguntar se proprie-
dades análogas às anteriormente mencionadas para ζ(s) se veri�cam para L(s), e
quais consequências seguem para os coe�cientes a(n). A existência de um produto de
Euler acaba sendo equivalente a a(n) ser uma função multiplicativa; assim, torna-
se uma propriedade puramente aritmética. Já a continuação analítica, contudo,
costuma ser mais complicada e requer mais trabalho.

Nesta dissertação discutimos dois exemplos de L-funções e investigamos estas
questões. Iniciamos estabelecendo os fundamentos de grupos fuchsianos agindo no
plano hiperbólico, para então apresentamos as formas automór�cas introduzidas por
H. Maass em [Maa49]. Funções estas, que são invariantes com relação a um tal grupo
e admitem expansão em série de Fourier da forma

y
1
2

∑

n 6=0

%(n)Ks− 1
2
(2π|n|y)e(nx).

Nossas L-funções surgirão ao considerarmos as seqüências a(n) = %(n) (Hecke-
Maass) e a(n) = |%(n)|2 (Rankin-Selberg). Em seguida, interpomos os operadores
de Hecke, os quais nos dão a natureza multiplicativa de a(n). Logo após, mostramos
que de fato nossas L-funções admitem um produto de Euler, podem ser continuadas
analiticamente e possuem equação funcional. A partir dessas e outras propriedades
analíticas, encerramos os dois últimos capítulos culminando com cotas superiores
para soma dos coe�cientes a(n).
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Transformações de Möbius e Grupos de Matri-
zes

Seja Ĉ a esfera de Riemann C∪{∞} isto é a compacti�cação de C adicionando um
ponto no in�nito. Na topologia de Ĉ, um conjunto U é aberto se: for subconjunto
aberto de C, ou se ∞ ∈ U e Ĉ− U for compacto em C. Seja GL+

2 (R), o grupo das
matrizes 2 × 2 com entradas reais e determinante positivo. Consideremos a ação
deste grupo em Ĉ dada pelas transformações de Möbius

(g, z) 7−→ gz =
az + b

cz + d
, g =

(
a b
c d

)
,

onde interpretamos g(−d/c) como sendo ∞, e g(∞) como sendo a/c. Observamos
que

(λa)z + (λb)

(λc)z + (λd)
=
az + b

cz + d
,

para quaisquer
(

a b
c d

) ∈ GL+
2 (R) e λ ∈ R, portanto qualquer transformação de

Möbius pode ser realizada por um elemento de SL2(R). Além do mais, uma trans-
formação de Möbius

gz =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1

determina a matriz
(

a b
c d

)
a menos de sinal, e o grupo SL2(R) contém os elementos

1 =
(
1 0
0 1

)
e −1 =

(−1 0
0 −1

)
os quais atuam trivialmente. Assim, para que esta ação

1
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seja �el, ou em outras palavras, para que uma tal transformação de Möbius seja
unicamente determinada por um elemento, devemos passar ao grupo quociente

PSL2(R) = SL2(R)/{±1}.

1.2 Plano Hiperbólico

Seja H o semiplano superior

H = {z = x+ iy ∈ C | y > 0} .

Escrevendo
z′ = x′ + iy′ =

az + b

cz + d

temos que

x′ =
ac(x2 + y2) + x(ad+ bc) + bd

(cx+ d)2 + (cy)2
, y′ =

(ad− bc)y

(cx+ d)2 + (cy)2
, (1.1)

e daí H é estável pela ação de SL2(R). Além do mais, esta ação é transitiva, isto
é, para quaisquer z1, z2 ∈H existe g ∈ SL2(R) tal que gz1 = z2. De fato,

(
y

1
2 xy−

1
2

0 y−
1
2

)
: i 7→ x+ iy

logo, todo elemento de H está na órbita de i. Além disso, o estabilizador de i é

SO(2) =

{(
a b
−b a

)
: a2 + b2 = 1

}
.

Proposição 1.2.1 A métrica e medida de�nidas por

ds2 =
dx2 + dy2

y2
=

4dzdz

y2
, dµz =

dxdy

y2
=

1

4i

dz2 − dz̄2

y2
(1.2)

respectivamente, são invariantes pela ação de SL2(R).

Demonstração: Temos

dz′ =
(ad− bc) dz

(cz + d)2
, dz′dz′ =

(ad− bc)2 dzdz

|cz + d|4 ,
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onde dz = dx+ idy, logo

ds′2 =
4dz′dz′

y′2
=

4dzdz

|cz + d|4
(

y

|cz + d|2
)−2

=
4dzdz

y2
= ds2.

Agora, observando que

∂(x′, y′)
∂(x, y)

=
(bc− ad)2

((cx+ d)2 + (cy)2)2 ,

de (1.1) segue o resultado para a medida. QED

Com esta métrica H pode ser visto como um modelo do plano hiperbólico. A
geodésica ligando dois pontos z1 = iy1, z2 = iy2 é o segmento de reta que os liga,
pois se β(t) = x(t) + iy(t) for uma curva ligando z1 a z2, seu comprimento será

L(β) =

∫ y2

y1

√
x′(t)2 + y′(t)2

y(t)
dt ≥

∫ y2

y1

y′(t)
y(t)

dt = log

(
y2

y1

)
. (1.3)

Em geral, a geodésica que liga z′1, z′2 pode ser levada à situação anterior; mais preci-
samente, existe g ∈ PSL2(R) (uma isometria deH ) tal que g(z′1) e g(z′2) pertencem
a uma reta vertical, donde a geodésica é um arco de circunferência ortogonal ou
segmentos de retas ortogonais a R.

De�nindo a distância ρ entre dois pontos z′1, z′2 ∈ H como sendo o ín�mo dos
comprimentos das curvas que ligam z′1 a z′2, temos de (1.3) que se ρ = ρ(z1, z2),

cosh(ρ) =
1

2

(
y2

y1

+
y1

y2

)
= 1 +

1

2

|z1 − z2|2
Im(z1) Im(z2)

.

Por outro lado,

1 +
1

2

|z′1 − z′2|2
Im(z′1) Im(z′2)

= 1 +
1

2

( |g(z′1)− g(z′2)|2
Im(g(z′1)) Im(g(z′2))

)
= cosh(ρ).

Das identidades elementares cosh(ρ) = 1+2 senh2(ρ/2), cosh(ρ) = 2 cosh2(ρ/2)−1 e
tanh(ρ/2) = eρ−1

eρ+1
segue a fórmula explícita para a distância (métrica)

ρ(z′1, z
′
2) = log

(
|z′1 − z′2|+ |z′1 − z′2|
|z′1 − z′2| − |z′1 − z′2|

)
. (1.4)
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1.3 Grupos Fuchsianos e domínios fundamentais

Dizemos que um subgrupo Γ ⊂ PSL2(R) age descontinuamente em H se para
qualquer subconjunto compacto K de H o conjunto {g ∈ Γ | gK ∩ K 6= ∅} for
�nito. Vamos chamar tais grupos de Fuchsiano. Observamos que os elementos de
um grupo Fuchsiano não são matrizes, e que correspondem a transformações de
Möbius. Devido a Poincaré, segundo [EGM98], sabemos que esta de�nição coincide
com o conceito de grupo discreto quando considerado como um subgrupo de SL2(R),
isto é, tal que a topologia induzida de SL2(R) coincide com a topologia discreta.

Um ponto a ∈ R̂ = R ∪ {∞} é dito um ponto cuspidal com respeito a Γ, se
existe alguma transformação τ ∈ Γ com único ponto �xo em R̂ tal que τ(a) = a.
Neste caso, o subgrupo de isotropia (o estabilizador de a) Γa será um grupo cíclico
in�nito, digamos com gerador γa. Para qualquer ponto cuspidal a, existe uma matriz
de escalonamento σa ∈ SL2(R) tal que





σa∞ = a

σ−1
a γaσa =

(
1 1
0 1

)
(1.5)

ou seja, σa é usada para reduzir todas as noções sobre pontos cuspidais para o caso
a = ∞.

De�nição 1.3.1 Seja Γ Fuchsiano. Um subconjunto F de H é dito um domínio
fundamental de Γ se F for aberto, se pontos distintos em F não são Γ�equivalentes,
e se qualquer ponto em H é equivalente com algum ponto do fecho F ; onde, dois
pontos z, w ∈H são ditos Γ�equivalentes se existe γ ∈ Γ tal que w = γz.

Na prática a inclusão ou não de pontos da fronteira de F não afeta muito os
cálculos. Por isto em alguns textos, esta de�nição é ligeiramente diferente: não
é necessarário F ser aberto; e por outro lado, na última condição é exigido que
qualquer órbita de Γ contenha um ponto de F . Ver [Bea83] nesse contexto.
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Por exemplo, como domínios fundamentais para SL2(Z) podemos ter algo como

F :

{ |x| < 1
2

x2 + y2 > 1
ou F :




−1

2
≤ x < 1

2

x2 + y2 ≥ 1 , se x ≤ 0
x2 + y2 > 1 , se x > 0

Neste exemplo, a fórmula de Gauss-Bonnet ou uma simples integração mostra que
o volume (hiperbólico) de F é �nito e igual a π

3

vol(F ) =

∫ 1
2

− 1
2

∫ ∞

√
1−x2

dxdy

y2
= 2

∫ 1
2

0

1√
1− x2

dx =
π

3
.

Além disso notamos que, como in ∈ F para qualquer n > 1, a região F não é
compacta.
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F

Figura 1.1: Um domínio fundamental F para SL2(Z) em H.

Por outro lado, é usualmente conveniente impor certas condições sobre F , tais
como ser simplesmente conexo, ou ser limitado por curvas de uma forma prescrita.
Nesta direção temos o seguinte resultado.

Proposição 1.3.2 Seja F um domínio fundamental para um subgrupo Γ de PSL2(Z),
que contenha (exatamente) um ponto de cada órbita Γz. Suponha que F =

⋃∞
n=1 Fn,
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onde os conjuntos Fn são dois-a-dois disjuntos. Se γn ∈ Γ para n ≥ 1, então a
reunião

⋃∞
n=1 γnFn também é um domínio fundamental para Γ, que contém (exata-

mente) um ponto de cada órbita Γz.

Consideraremos agora Γ′ ⊂ Γ um subgrupo de índice �nito de um grupo Fu-
chsiano. Para qualquer conjunto {γj} (�nito) de representantes de Γ′\Γ (i.e. Γ =
⋃

j Γ′γj), o conjunto
⋃

j γjF possui as propriedades de um domínio fundamental
para Γ′, embora não necessariamente conexo.

Um exemplo, no grupo das matrizes, é o grupo de congruência principal de nível
q, de�nido por

Γ(q) =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) :

(
a b
c d

)
≡

(
1 0
0 1

)
(mod q)

}
,

onde a congruência é entendida entrada-a-entrada. Este é um subgrupo normal do
grupo modular Γ(1) = SL2(Z). Qualquer subgrupo do grupo modular que contenha
Γ(q) é dito um subgrupo de congruência de nível q. Um exemplo, muito encontrado
em aritmética, é o chamado grupo de congruência de Hecke

Γ0(q) =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) :

(
a b
c d

)
≡

( ∗ ∗
0 ∗

)
(mod q)

}

notamos que ele não é um subgrupo normal de Γ0(1) = SL2(Z). Sendo
{( ∗ ∗

u v

)
∈ SL2(Z) : v|q e u(mod q

v
)

}

um conjunto de representantes de Γ0(q) módulo Γ0(1), tal subgrupo é de índice �nito
em Γ0(1),

[Γ0(1) : Γ0(q)] = q
∏

p|q
(1 + p−1).

Sobre tais a�rmações sugerimos consultar [Iwa97].

Assim, podemos construir um domínio fundamental para Γ0(q) usando o domínio
fundamental usual de SL2(Z). Tal região tem uma quantidade �nita de pontos
cuspidais (as imagens de ∞ pelos γj) e volume �nito

Vol(Γ0(q)\H ) =
π

3
[SL2(R) : Γ0(q)].
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Figura 1.2: Um domínio fundamental F para Γ0(5).

Cada grupo Fuchsiano Γ possui uma superfície de Riemann associada a ele, a
qual é obtida da seguinte maneira. O conjunto das órbitas Γz é denotado por Γ\H e,
quando munido da topologia quociente induzida pela congruência módulo Γ, torna-
se um espaço de Hausdor� conexo, o qual é de fato uma superfície de Riemann. Seus
pontos estão em correspondência bijetiva com os pontos de uma região fundamental
F para Γ. É conveniente considerar Γ\H como sendo construída a partir de F ao
se identi�car pares de lados congruentes. Por exemplo, para o grupo modular temos
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Figura 1.3: Identi�cação dos lados de F para SL2(Z).

8
>>>><
>>>>:

−1

2
+ it 7→ 1

2
+ it, t ≥

√
3

2

ei( 2π
3 −θ) 7→ ei(θ+ π

3 ), 0 ≤ θ ≤ π

6



Capítulo 2

Formas Automór�cas

2.1 Funções automór�cas

De�nição 2.1.1 Dizemos que uma função f : H → C é automór�ca com respeito
a Γ, se f for invariante com respeito ao grupo Γ, ou seja, satis�zer

f(γz) = f(z), (2.1)

para qualquer γ ∈ Γ.

Por exemplo, para Γ = PSL2(Z), as únicas funções polinomiais que são auto-
mór�cas são as constantes. De fato, supondo f(z) = anz

n + · · ·+a0, como Γ contém
(
1 1
0 1

)
, f(z + 1) = f(z). Comparando os coe�cientes de zn−1 temos nan = 0; donde

n = 0 e f é constante.

Podemos pensar em funções automór�cas de classe C∞ como funções na superfí-
cie Γ\H ; e assim, denotamos o espaço de tais funções por C∞(Γ\H ). Ou, podemos
pensá-las como funções de�nidas em uma região fundamental F que satisfaça certas
condições de compatibilidade nos pontos da fronteira, incluindo

f(z) = f(z′) e ∂f

∂n
(z) = −∂f

∂n
(z′),

para quaisquer pares de pontos z e z′ da fronteira que foram identi�cados entre si,
onde ∂f

∂n
denota a derivada de f com respeito à normal exterior n. Ademais, se γ ∈ Γ

8
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for dada por
(∗ ∗

c d

)
temos

∂f

∂x
(z) =

1

2

∂f

∂x
(γz)

(
(cz + d)−2 + (cz + d)−2

)− i

2

∂f

∂y
(γz)

(
(cz + d)−2 − (cz + d)−2

)
.

∂f

∂y
(z) =

1

2

∂f

∂x
(γz)

(
(cz + d)−2 + (cz + d)−2

)
+
i

2

∂f

∂y
(γz)

(
(cz + d)−2 − (cz + d)−2

)
.

Para duas funções f e g automór�cas com respeito a Γ, de�namos

〈f, g〉 =

∫

Γ\H

f(z)g(z) dµz. (2.2)

Notamos que f(z)g(z) e dµz são invariantes sob Γ, referindo-nos à Proposição 1.2.1.
Portanto, a integral está bem de�nida se for convergente. Isto posto, de�namos o
conjunto das funções quadrado-integráveis com respeito a Γ escrevendo

L2(Γ\H ) = {f | 〈f, f〉 <∞}. (2.3)

Observamos que 〈·, ·〉 é dito o produto interno de Petersson.

2.2 O Laplaciano e sua ação em L2(Γ\H )

O operador Laplaciano ∆ agindo em funções de classe C2 em H pode ser de�nido
por

∆ = y2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
= −(z − z)2 ∂

∂z

∂

∂z̄
,

um operador diferencial de segunda ordem, onde

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
e ∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Proposição 2.2.1 O operador ∆ comuta com a ação de qualquer g ∈ SL2(R) em
H , isto é, se ∆(f) = F , temos ∆(f ◦ g) = F ◦ g, ∀f ∈ C2(H )

f
∆→ F

↓ ↓
f ◦ g ∆→ F ◦ g
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Demonstração: Pela regra da cadeia,

(∆f ◦ g)(z) = −(z − z)2 ∂

∂z̄

∂

∂z
(f ◦ g)(z)

= −(z − z)2 ∂

∂z̄

(
∂f

∂z
(gz)

∂g

∂z
(z) +

∂f

∂z̄
(gz)

∂ḡ

∂z
(z)

)

= −(z − z)2 ∂

∂z̄

(
∂f

∂z
(gz)

ad− bc

(cz + d)2
+ 0

)

= − (z − z)2

(cz + d)2

∂

∂z̄

∂f

∂z
(gz) .

Aplicando o Laplaciano na transformação g(z), temos

(∆f)(gz) = −(gz − gz)2 ∂

∂z̄′
∂

∂z′
f(gz)

= −
(
az + b

cz + d
− az̄ + b

cz̄ + d

)2

(cz̄ + d)2 ∂

∂z̄

∂

∂z
f(gz)

= −
(

(ad− bc)(z − z̄)

|cz + d|2
)2

(cz̄ + d)2 ∂

∂z̄

∂

∂z
f(gz)

= − (z − z)2

(cz + d)2

∂

∂z̄

∂f

∂z
(gz) .

QED

Consideremos ι : C → C dada por x + iy 7→ −x + iy. Analiticamente, ι é uma
involução anti-holomorfa; geometricamente, é a re�exão em torno do eixo imaginário.
Sendo também uma involução C-linear, seus autovalores são ±1.

Proposição 2.2.2 O operador ∆ comuta com a ação de ι em H , isto é, ∆(f ◦ ι) =

(∆f) ◦ ι. Em particular, se f for uma autofunção de −∆ então f ◦ ι também é uma
autofunção com o mesmo autovalor.

Demonstração: Analogamente à demonstração anterior temos

(∆f ◦ ι)(z) = −(z − z)2 ∂

∂z̄

∂

∂z
(f ◦ ι)(z)

= −(z − z)2 ∂

∂z̄

(
∂f

∂z
(−z̄) ∂ι

∂z
(z) +

∂f

∂z̄
(−z̄) ∂ῑ

∂z
(z)

)

= −(z − z)2 ∂

∂z̄

(
0 +

∂f

∂z̄
(−z̄)(−1)

)
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= (z − z)2 ∂

∂z̄

∂f

∂z
(−z̄)

= −(−z̄ − (−z̄))2 ∂

∂(−z)
∂

∂(−z)f(−z̄)

= (∆f)(−z̄) .

QED

Notamos que o operador linear ∆ não é limitado. Seja BC∞(Γ\H ) o espaço
das funções automór�cas em H com respeito a Γ de classe C∞ que são limita-
das. Consideramos então, o espaço D(−∆) das funções f ∈ BC∞(Γ\H ) tais que
−∆f ∈ BC∞(Γ\H ). Observamos que, por argumentos clássicos D(−∆) é denso
em L2(Γ\H ) (ver [Lan93]).

Proposição 2.2.3 O operador −∆ é simétrico e não-negativo. Em particular, os
autovalores de −∆ são reais e não-negativos.

Demonstração: É su�ciente mostrarmos que para quaisquer f , g ∈ D(−∆) temos

〈−∆f, g〉 =

∫

Γ\H

y2(fxgx + fygy)dµz. (2.4)

Pois assim, 〈−∆f, g〉 = 〈f,−∆g〉 e 〈−∆f, f〉 ≥ 0, ou seja, −∆ é um operador
simétrico e não-negativo. De fato, é su�ciente supor também que f e g são de
suporte compacto, pois essa classe de funções é densa em D(−∆). Faremos apenas
o caso Γ = PSL2(Z). Consideremos a região FY , um truncamento a uma altura Y
da região fundamental usual F de PSL2(Z), como mostra a �gura a seguir:
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Figura 2.1: Domínio fundamental truncado FY .

Do Teorema de Green, temos
∫

FY

(fxx g + fyy g) dx dy =

∫

∂FY

−fy g dx+ fx g dy −
∫

FY

(fx gx + fy gy) dx dy

e das condições sobre pontos identi�cados nos lados de F , temos um cancelamento
na integral de linha, nos dando

−
∫

FY

(fxx g + fyy g) dx dy =

∫

FY

(fx gx + fy gy) dx dy −
∫

LY

−fy g dx+ fx g dy ,

onde LY denota o segmento de reta
[−1

2
+ iY, 1

2
+ iY

]
. Fazendo Y →∞ segue então

(2.4). O que conclui a demonstração. QED

Observamos que como conseqüência desta proposição, −∆ pode ser estendido
a um operador auto-adjunto de�nido em L2(Γ\H ) pelo método de extensão de
Friedrichs (ver [Wei80] - pg. 123); o qual também será denotado por −∆.
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2.3 Formas de Maass

De�nição 2.3.1 Uma função f :H → C, de classe C∞, automór�ca com respeito
a Γ é dita uma forma automór�ca, se existir λ ∈ C tal que ∆f + λf = 0.

Em geral, é conveniente escrever o autovalor de −∆ como λ = s(1 − s) (logo,
dois valores de s existem para um dado λ, exceto para λ = 1

4
; ou ainda, s 7→ s(1−s)

é recobrimento duplo de C exceto para s = 1
2
), e escrevemos s = 1

2
+ ir, r ∈ C.

Observamos que, para λ > 0 devemos ter s ∈ (0, 1) (se λ ≤ 1
4
) ou s = 1

2
+ ir com

r ∈ R.

De�nição 2.3.2 A série de Eisenstein E(z, s) com respeito a Γ para s ∈ C,
Re(s) > 1 e z ∈H é de�nida por

E(z, s) =
∑

γ∈Γ∞\Γ
(Im γz)s, (2.5)

onde Γ∞ = {γ ∈ Γ | γ∞ = ∞} é o estabilizador de ∞.

Observamos que, como

Im(τz) = Im(z) ∀τ ∈ Γ∞, z ∈H ,

a soma independe da escolha de um conjunto de representantes para Γ∞\Γ, o que
mostra que E(z, s) está bem-de�nida. Além disso, esta mesma equação diz que é
necessário passarmos ao quociente Γ∞\Γ, para a convergência da série.

Por outro lado, notamos que

(∆ + s(1− s))E(z, s) = 0. (2.6)

Isto pois: ∆ comuta com ação de SL2(R) em H ; a função potência (Im z)s clara-
mente satisfaz (2.6); e a série de Eisenstein é constituída de (Im γz)s.
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De�nição 2.3.3 Seja f uma forma automór�ca com respeito a Γ. Dizemos que
f é uma forma de Maass, se f for de crescimento moderado em todos os pontos
cuspidais a (isto é, f(σa z) ¿ yC para C > 1 quando y →∞, onde σa é a matriz de
escalamento de a, de�nida em (1.5)). Se além disso, o termo constante da expansão
de Fourier da função 1-periódica f(σa z) for identicamente nulo, dizemos que f é
uma forma de Maass cuspidal em a.

Proposição 2.3.4 Seja f(z) uma forma de Maass para o grupo Γ com autovalor
λ = s(1− s) 6= 1

4
de −∆. Então f tem a seguinte expansão de Fourier

f(σaz) = a(0)ys + b(0)y1−s + y
1
2

∞∑
n=−∞

n 6=0

a(n)Ks− 1
2
(2π|n|y)e(nx), (2.7)

onde a(n), b(0) ∈ C e Kν é a função de Bessel

Kν(z) =
π

2

I−ν(z)− Iν(z)

sen(νπ)
, Iν(z) =

∞∑

k=0

(z/2)ν+2k

Γ(k + 1)Γ(k + ν + 1)
, (2.8)

(solução de z2u′′ + zu′− (z2 + ν2)u = 0). Além disso, f é cuspidal se, e somente se,
a(0) = b(0) = 0.

Demonstração: Façamos apenas o caso a = ∞. Então f(z + 1) = f(z) e f pode ser
expandida em série de Fourier

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(y)e2πinx,

onde
cn(y) =

∫ 1

0

f(x+ iy)e(nx) dx.

Derivando sob o sinal de integração, pois f é de classe C1 em y, temos que cn(y)

satisfaz a equação diferencial

u′′ +
(
s(1− s)

y2
− 4π2n2

)
u = 0, (2.9)
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que é do tipo de Bessel. Se n = 0, a equação se reduz a u′′ + s(1 − s)y−2u = 0

admitindo as soluções linearmente independentes ys e y1−s se s 6= 1
2
, e y 1

2 e y 1
2 log(y)

se s = 1
2
. Logo, como λ 6= 1

4
, o termo constante na expansão de Fourier é uma

combinação linear de ys e y1−s, ou seja,

c0(y) = a(0)ys + b(0)y1−s.

Se n 6= 0, duas soluções linearmente independentes de (2.9) são

u1(y) = y
1
2Ks− 1

2
(2π|n|y) e u2(y) = y

1
2 Is− 1

2
(2π|n|y).

Portanto,
cn(y) = a(n)y

1
2Ks− 1

2
(2π|n|y) + b(n)y

1
2 Is− 1

2
(2π|n|y).

O comportamento assintótico de Kν e Iν são bem diferentes:

Kν(Y ) ∼
√

π

2Y
e−Y e Iν(Y ) ∼ eY

√
2πY

, (2.10)

ou seja, Kν tem decaimento rápido quando y → ∞, enquanto que Iν cresce expo-
nencialmente, ver [Leb72]. Por outro lado, o crescimento moderado de uma forma
de Maass f(z) ¿ yC nos diz que cn(y) ¿ yC e daí, que os termos Iν não podem
aparecer para n 6= 0. QED

Observamos que da de�nição de forma de Maass segue que

f(z) ¿ yC + y−C ,

para todo y; donde

a(n)y
1
2Ks− 1

2
(2π|n|y) ¿

∫ 1

0

|f(z)e(nx)|dx¿ yC + y−C ,

e escolhendo y = M |n|−1, onde M > 0 é uma constante absoluta tal que
Ks− 1

2
(2πM) 6= 0, temos

a(n) ¿ |n|C+ 1
2 .
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Assim, se f for uma forma de Maass cuspidal para o grupo modular, da sua série
de Fourier e do comportamento assintótico de Ks− 1

2
(Y ), quando Y →∞, temos

f(z) ¿
∑

n6=0

|n|C+ 1
2y

1
2

√
π

2(2π|n|y)e
−2πny ¿

∞∑
n=1

nCe−2πny ¿ e−2πy (2.11)

quando y →∞. Segue então, que f deve ser limitada em H . Assim, f ∈ L2(Γ\H )

pois Γ\H possui volume �nito. Além disso, pelo Teste M de Weierstrass, a série de
Fouier de f converge uniformemente na região fundamental usual de Γ.

Doravante, denotaremos especi�camente por ϕ (ao invés de f) uma forma de
Maass cuspidal para PSL2(Z), e escreveremos

ϕ(z) = y
1
2

∑

n 6=0

%(n)Ks− 1
2
(2π|n|y)e(nx). (2.12)

Como mencionado anteriormente podemos escrever s − 1
2

= ir com r ∈ C. Na
verdade, para o grupo modular, sempre temos r ∈ R. Sendo F a região fundamental
usual de PSL2(Z) e S a transformação de Möbius dada por

(
0 −1
1 0

)
temos

2λ

∫∫

F

|ϕ|2 dµz (2.4)
=

∫∫

F∪S(F )

|ϕx|2 + |ϕy|2 dxdy ≥
∫ ∞
√

3
2

∫ 1
2

− 1
2

|ϕx|2 dxdy. (2.13)

Daí, escrevendo ϕ(z) =
∑
cn(y)e(nx)

∫ ∞
√

3
2

∫ 1
2

− 1
2

|ϕx|2 dxdy =

∫ ∞
√

3
2

∑

n 6=0

4π2n2|cn(y)|2 dy

≥ 4π2

(√
3

2

)2 ∫ ∞
√

3
2

∑

n 6=0

n2|cn(y)|2dy
y2

= 3π2
∑

n6=0

n2

∫ ∞
√

3
2

|cn(y)|2dy
y2

≥ 3π2
∑

n6=0

∫ ∞
√

3
2

|cn(y)|2dy
y2

= 3π2

∫ ∞
√

3
2

(∫ 1
2

− 1
2

|ϕ(x+ iy)|2dx
)
dy

y2

≥ 3π2

∫∫

F

|ϕ|2dµz
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Portanto, λ ≥ 3
2
π2. Assim, um autovalor para uma autofunção ϕ não-constante é

sempre maior do que 1
4
. O que mostra que r é real.

Proposição 2.3.5 Sejam %(n) os coe�cientes na expansão de Fourier de uma forma
ϕ(z). Temos que

∑
n≤X |%(n)|2 ¿ X, e como conseqüência, %(n) ¿ n

1
2 .

Demonstração: Suponhamos y = Im(z) �xado e X > 1. Da convergência uniforme
da série de Fourier de ϕ(z),

∫ 1

0

|ϕ(z)|2dx =

∫ 1

0

y
∑

m6=0

∑

n6=0

%(m)%(n)Kir(2π|m|y)Kir(2π|n|y)e(mx)e(nx)dx

= y
∑

m6=0

∑

n 6=0

%(m)%(n)Kir(2π|m|y)Kir(2π|n|y)
∫ 1

0

e((m− n)x)dx

= y
∑

n 6=0

|%(n)|2|Kir(2π|n|y)|2

≥ y
∑
n≤X

|%(n)|2|Kir(2πny)|2

Agora, como Kir(x) é monótona decrescente e positiva para x > r (ver [Leb72]),
temos para y > r

2π
que

y
∑
n≤X

|%(n)|2|Kir(2πny)|2 > y|Kir(2πXy)|2
∑
n≤X

|%(n)|2.

Sendo ϕ limitada em H , temos
∫ 1

0

|ϕ(z)|2dx¿ 1.

Tomando y = C r
X
, onde C é uma constante tal que Kir(2πCr) 6= 0, o resultado

segue.

QED

Agora, qualquer forma de Maass ϕ(z) pode se decompor em suas partes par ou
ímpar com respeito a aplicação z 7→ −z̄:

ϕ(z) =
ϕ(z) + ϕ(−z̄)

2
+
ϕ(z)− ϕ(−z̄)

2
.
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Sendo ϕ(z) automór�ca, as parcelas também o são, pois

ϕ

(
−

(
a b
c d

)
z

)
= ϕ

((−a b
c −d

)
(−z)

)
= ϕ(−z̄).

Além disso, pela Proposição 2.2.2, ϕ ◦ ι também é uma autofunção de −∆ com o
mesmo autovalor. Com isso, daqui por diante, vamos supor que ϕ(x + iy) seja par
ou ímpar em x, isto é, ϕ(−z̄) = δϕ(z), δ = 1,−1 respectivamente. Diagonalizando
assim as formas de Maass cuspidais.

Se ϕ for par, %(n) = %(−n) para todo n, e sua série de Fourier se escreve como

ϕ(z) = 2y
1
2

∞∑
n=1

%(n)Kir(2πny)cosh(2πinx),

e se ϕ for ímpar, %(n) = −%(−n) para todo n e

ϕ(z) = 2y
1
2

∞∑
n=1

%(n)Kir(2πny)senh(2πinx).

Encerrando esta seção, temos que E(z, s) não é uma forma cuspidal para
Γ = PSL2(Z). Escolhendo representantes de Γ módulo Γ∞, temos para Re(s) > 1

que
E(z, s) =

1

2

∑

(c,d)∈A

ys

|cz + d|2s
=

ys

ζ(2s)

∑

(m,n)∈B

1

|mz + n|2s
, (2.14)

onde A = {(c, d) ∈ Z× Z | mdc(c, d) = 1}, B = {(m,n) ∈ Z× Z | m2 + n2 > 0} e
ζ(s) é a função zeta de Riemann. Daí

ar(y, s) =

∫ 1

0

E(z, s)e(−rx)dx =
1

2

ys

ζ(2s)

∫ 1

0

∑
(m,n)∈B

m≥0

1

|mz + n|2s
e(−rx)dx,

já que (m,n) e (−m,−n) contribuem o mesmo para a soma. Da convergência
uniforme da série de Eisenstein, comutamos a soma com a integral

ar(y, s) = ys

∫ 1

0

e(−rx)dx+
ys

ζ(2s)

∞∑
m=1

∞∑
n=−∞

∫ 1

0

e(−rx)
|mz + n|2s

dx,

onde o primeiro termo vem da contribuição de m = 0 (n = 1, 2, . . .). Daí,

ar(y, s) = ys

∫ 1

0

e(−rx)dx+
ys

ζ(2s)

∞∑
m=1

∞∑
n=−∞

∫ 1

0

e(−rx)
((mx+ n)2 +m2y2)sdx.
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Fazendo n = mk + l, k ∈ Z e 0 ≤ l < m,

ar(y, s) = ys

∫ 1

0

e(−rx)dx+
ys

ζ(2s)

∞∑
m=1

m−1∑

l=0

∞∑

k=−∞

∫ 1

0

e(−rx)
((m(x+ k) + l)2 +m2y2)sdx.

Por mudanças de variável, obtemos

ar(y, s) = ys

∫ 1

0

e(−rx)dx+
ys

ζ(2s)

∞∑
m=1

m−2s

m−1∑

l=0

e2πir l
m

∫ ∞

−∞

e(−rξ)
(ξ2 + y2)s

dξ.

Da soma geométrica
m−1∑

l=0

e2πir l
m =

{
m, se m | r
0 , caso contrário ,

temos

ar(y, s) = ys

∫ 1

0

e(−rx)dx+
ys

ζ(2s)

∑
m|r
m>0

m1−2s

∫ ∞

−∞
(ξ2 + y2)−se(−rξ)dξ.

Agora,
(y
π

)s

Γ(s)

∫ ∞

−∞
(x2 + y2)−se(−rx)dx =

{
πs+ 1

2 Γ(s− 1
2
)y1−s , se r = 0

2|r|s− 1
2y

1
2Ks− 1

2
(2π|r|y) , se r 6= 0

.

(ver Cálculo A.1.4 no Apêndice A). Portanto, se r = 0 temos

a0(y, s) = ys +
√
π

Γ(s− 1
2
)

Γ(s)

ζ(2s− 1)

ζ(2s)
y1−s.

Se r 6= 0 temos

ar(y, s) = 2
πsy

1
2 |r|s− 1

2

Γ(s)ζ(2s)
σ1−2s(|r|)Ks− 1

2
(2π|r|y).

O que mostra o seguinte resultado.

Proposição 2.3.6 A expansão em Série de Fourier de E(z, s) é dada por

E(z, s) = ys + φ(s)y1−s +
4
√
y

ξ(2s)

∞∑
n=1

τs− 1
2
(n)Ks− 1

2
(2πny) cos(2πnx), (2.15)

onde τα(n) =
∑

ad=n a
αd−α = n−ασ2α(n) é a soma dos divisores generalizada, e

ξ(s) = π−
s
2 Γ

(
s
2

)
ζ(s) é a função zeta completada. A função de espalhamento φ(s)

pode ser expressa em termos de ξ(s):

φ(s) =
ξ(2s− 1)

ξ(2s)
. (2.16)
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2.4 A continuação analítica da série de Eisenstein

Recordamos que: a função Γ(s) não possui zeros em C e que possui pólos de ordem
1 em s = 0,−1,−2, . . . com resíduo Ress=−n Γ(s) = (−1)n

n!
; e a função ζ(s) não possui

zeros no semiplano Re(s) ≥ 1, e que possui um único pólo de ordem 1 em s = 1 com
resíduo Ress=1 ζ(s) = 1. Assim, ξ(2s)−1 e φ(s) são meromorfas em C.

Proposição 2.4.1 A série de Eisenstein pode ser continuada analiticamente a uma
função meromorfa sobre o s-plano complexo, e satisfaz a equação funcional

E(z, s) = φ(s)E(z, 1− s). (2.17)

No semiplano Re(s) ≥ 1
2
a série de Eisenstein E(z, s) é holomorfa exceto por um

pólo de ordem 1 em s = 1 com

Res
s=1

E(z, s) =
3

π
=

1

vol(Γ\H )
.

Demonstração: Basta mostrarmos que para z na região fundamental usual de PSL2(Z)

a série
∞∑

n=1

τs− 1
2
(n)Ks− 1

2
(2πny) cos(2πnx)

é uma função inteira de s, pois assim, a continuação analítica de E(z, s) é de�nida
pelas propriedades de ξ(2s)−1 e φ(s). Para isto, é su�ciente que tal série seja uma
série de funções inteiras de s uniformemente convergente em subconjuntos compactos
do s-plano. Primeiramente, Ks− 1

2
(z) é inteira (ver [Leb72]), e evidentemente τs− 1

2
(n)

também o é. Logo, cada termo da série é uma função inteira. Além disso, como
y >

√
3

2
> 2

π
, pelo Cálculo A.1.2, em um subconjunto compacto K do s�plano temos

|τs− 1
2
(n)Ks− 1

2
(2πny) cos(2πnx)| ≤ |n 1

2
−s| |σ2s−1(n)| e−πny Kσ− 1

2
(2)

≤ n
1
2
−σ σ0(n) |n2s−1| e−πny Kσ− 1

2
(2)

≤ n
1
2
−σ n n2σ−1Kσ− 1

2
(2) e−πny

¿n,K e−πny
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onde a constante implícita depende de n e do compacto K. O que mostra a primeira
asserção da proposição.

Agora, se r = 0, graças à equação funcional de ζ(s), ξ(s) = ξ(1− s), temos

ξ(2s)a0(y, s) = ξ(2s)ys + ξ(2s− 1)y1−s

= ξ(2s− 1)
ξ(2s)

ξ(2s− 1)
ys + ξ(2s− 1)y1−s

= ξ(2s− 1)
ξ(1− 2s)

ξ(2− 2s)
ys + ξ(2s− 1)y1−s

= ξ(2s− 1) a0(y, 1− s)

Se r 6= 0, observamos que de (2.8) temos

Kν(y) = K−ν(y),

e que a trocarmos os papéis de a e d,

τs− 1
2
(n) =

∑

ad=n

(a
d

)s− 1
2

=
∑

ad=n

(
d

a

) 1
2
−s

= τ 1
2
−s(n).

Daí, usando novamente a equação funcional de ζ(s),

ξ(2s)ar(y, s) = 2y
1
2 τs− 1

2
(|r|)Ks− 1

2
(2π|r|y) ξ(2− 2s)

ξ(2− 2s)
= ξ(2s− 1)ar(y, 1− s)

Assim, para todo r ∈ Z temos a equação funcional

ξ(2s)ar(y, s) = ξ(2s− 1)ar(y, 1− s),

ou equivalentemente, a equação desejada (2.17).

Quanto a a�rmação sobre as singularidades, como no semiplano Re(s) ≥ 1
2
a

única singularidade provém de a0(y, s), de fato φ(s), temos

Res
s=1

E(z, s) =
√
π

Γ(1
2
)

Γ(1)

1

ζ(2s)
Res
s=1

ζ(2s− 1) =
√
π

√
π

1

6

π2

Ress=1 ζ(s)

2
=

3

π
.

QED

Observamos que, para Re(s) > 1, se y = Im(z) for su�cientemente grande o
termo constante predomina, pois nos outros coe�cientes da expansão de Fourier a
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função de Bessel Ks− 1
2
tem decaimento rápido quando y → ∞. Logo, assintotica-

mente, o comportamento de E(z, s) é o mesmo do termo constante,

E(z, s) = ys + φ(s)y1−s +O(e−2πy).

Assim, da equação funcional (2.17) e por convexidade,

E(z, s) ¿ yC . (2.18)

para todo s onde E(z, s) pode ser continuada analiticamente.



Capítulo 3

Operadores de Hecke

Na década de 30 (ver [Hec37]), Hecke introduziu uma família de operadores
{T1, T2, . . .} agindo em formas modulares. Ele projetou estes operadores para que
se

f(z) =
∑
m≥0

a(m)e2πimz

fosse uma autoforma de todos tais operadores com a(1) = 1, então o coe�ciente
a(m) seria igual ao autovalor λ(m) de f com respeito a Tm; portanto, sendo os
operadores comutativos entre si, λ(n) seria uma função multiplicativa e a L-função
correspondente admitiria um produto de Euler.

Observamos que os operadores de Hecke podem ser de�nidos de várias maneiras
(ver [Shi71] e [Ser73], por exemplo); nossa escolha aqui é feita pela praticidade em
nossas aplicações.

3.1 Propriedades Algébricas

Seja Γ = SL2(Z). Para um inteiro n ≥ 1 consideremos o conjunto

Γn =

{(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ Z , ad− bc = n

}
.

Em particular, Γ1 é o grupo modular. Além disso, Γ age em Γn em ambos os lados,
ou seja, Γ Γn = Γn = Γn Γ, e assim podemos decompor em órbitas Γn =

⋃
ρ∈Γ\Γn

Γρ.

23
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De�nição 3.1.1 O operador de Hecke Tn para Γ é de�nido por sua ação

(Tnf)(z) =
1√
n

∑

ρ∈Γ\Γn

f(ρz) . (3.1)

em funções f automór�cas com respeito a Γ.

Notamos que o somando só depende da órbita Γρ e não do representante esco-
lhido, o que justi�ca a notação. Pois, se ρ e ρ′ forem representantes da mesma órbita,
existe γ ∈ Γ tal que ρ′ = γρ, e f(ρ′z) = f(γρz) = f(ρz) por f ser automór�ca.

Proposição 3.1.2 O conjunto

∆n =

{(
a b
0 d

)
: ad = n, 0 ≤ b < d

}

forma um conjunto completo de representantes de órbitas de Γ\Γn. Em particular,
temos a partição

Γn =
⋃

ρ∈∆n

Γρ .

Demonstração: Seja ρ =
(

a ∗
c ∗

) ∈ Γn. Tomando γ = c
(a,c)

e δ = − a
(a,c)

temos
(γ, δ) = 1 e γa + δc = 0. Ou seja, existe τ =

(∗ ∗
γ δ

) ∈ Γ tal que τρ ∈ Γn seja
triangular superior. Trocando o sinal de τ se necessário, temos τρ =

(
x y
0 w

)
com

xw = n e w > 0. Agora, multiplicando à esquerda por σ =
(

1 ε
0 1

)
, encontramos

στρ =
(∗ y′

0 ∗
)
com y′ = y − ε

(a,c)
. Assim, escolhendo ε ∈ Z convenientemente,

0 ≤ y′ < d. Finalmente, se ρ percorre ∆n, as órbitas são disjuntas, pois
(
a′ b′

0 d′

)
=

(
α β
γ δ

)(
a b
0 d

)

implica γ = 0, donde αδ = 1. Trocando
(

α β
γ δ

)
por −(

α β
γ δ

)
se necessário, temos

α = δ = 1. Considerando as desigualdades para b e b′, devemos ter β = 0. QED

Como resultado da proposição anterior, observamos ainda que o número de ter-
mos na soma é

[Γn : Γ] =
∑

d|n
d = σ(n),
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e podemos escrever

(Tnf)(z) =
1√
n

∑

ad=n

∑

0≤b<d

f

(
az + b

d

)
. (3.2)

Proposição 3.1.3 A função Tnf é automór�ca com respeito a Γ.

Demonstração: Para τ ∈ Γ �xado, temos sobre uma partição das órbitas

Γn = τΓnτ
−1 = τ


 ⋃

ρ∈Γ\Γn

Γρ


 τ−1 =

⋃

ρ∈Γ\Γn

τΓτ−1τρτ−1 =
⋃

ρ∈Γ\Γn

Γτρτ−1.

Assim,

(Tnf)(τz) =
1√
n

∑

ρ∈Γ\Γn

f(τρτ−1(τz)) =
1√
n

∑

ρ∈Γ\Γn

f(τρz) = (Tnf)(z).

QED

Proposição 3.1.4 Se f for quadrado-integrável então Tnf também o será, ou seja,

Tn : L2(Γ\H ) → L2(Γ\H ) .

Demonstração: Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
∫

Γ\H

|(Tnf)(z)|2dµz =

∫

Γ\H

n−1
∣∣ sumτ∈Γ\Γnf(τz)

∣∣2 dµz

≤ n−1

∫

Γ\H

σ(n)
∑

τ∈Γ\Γn

|f(τz)|2 dµz

=
σ(n)

n

∑

τ∈Γ\Γn

∫

Γ\H

|f(τz)|2dµz

=
σ(n)

n

∑

τ∈Γ\Γn

∫

τ(Γ\H )

|f(z)|2dµτ−1z.

Agora, como τ ∈ Γ\Γn, um vértice de τ(Γ\H ) é ∞ e os outros dois não tocam o
eixo real. Assim, sendo a soma sobre τ �nita, podemos cobrir todos os triângulos
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τ(Γ\H ) por um número �nito de imagens por Γ da região fundamental usual F de
Γ. Portanto, ∫

Γ\H

|(Tnf)(z)|2dµz ≤M
σ(n)

n

∫

Γ\H

|f(z)|2dµz,

o que mostra a proposição. QED

Proposição 3.1.5 Para quaisquer m,n ≥ 1 temos

TmTn =
∑

d|(m,n)

Tmn
d2
. (3.3)

Em particular, temos que Tm e Tn comutam.

Demonstração: Por de�nição,

Tm(Tnf)(z) = Tm


 1√

n

∑

τ∈Γ\Γn

f(τz)


 =

1√
mn

∑

ρ∈Γ\Γm

∑

τ∈Γ\Γn

f(ρτz).

Escolhendo os representantes ∆n

Tm(Tnf)(z) =
1√
mn

∑

a1d1=m
a2d2=n

∑

b1(mod d1)
b2(mod d2)

f

((
a1 b1
0 d1

)(
a2 b2
0 d2

)
z

)

= Tm(Tnf)(z) =
1√
mn

∑

a1d1=m
a2d2=n

∑

b1(mod d1)
b2(mod d2)

f

((
a1a2 a1b2 + d1d2

0 d1d2

)
z

)
.

Tomando a1 = (a1, d2)a
′
1 e d2 = (a1, d2)d

′
2 temos

Tm(Tnf)(z) =
1√
mn

∑

δ|(m,n)

∑

a′1d1=m
δ

a2d′2=n
δ

∑

b1(mod d1)
b2(mod δd′2)

f

((
a′1a2 a′1b2 + d1d

′
2

0 d1d
′
2

)
z

)
.

Dados a′1, d1, a2, d
′
2 como anteriormente a entrada superior à direita a′1b2 + b1d

′
2 per-

corre um conjunto de classes de resíduos completo módulo d1d2 com multiplicidade
δ, isto é, δ vezes. Assim,

Tm(Tnf)(z) =
1√
mn

∑

δ|(m,n)

δ
∑

a′1d1=m
δ

a2d′2=n
δ

∑

b(mod d1d2)

f

((
a′1a2 b

0 d1d
′
2

)
z

)
.
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Agora, fazendo a = a1a2, d = d1d2 temos ad = mnδ−2. Reciprocamente, dada uma
fatoração ad = mnδ−2 podemos encontrar únicos a1, a2, d1, d2 tais que a = a1a2,
d = d1d2, a1d1 = mδ−1, a2d2 = nδ−1 e (a1, d2) = 1, a saber

a1 =
m

(m, δd)
, a2 =

a

a1

, d2 =
δd

(m, δd)
, d1 =

d

d2

.

O que mostra que

Tm(Tnf)(z) =
1√
mn

∑

δ|(m,n)

∑

ad=mn
δ2

∑

b(mod d)

f

((
a b
0 d

)
z

)
=

1√
mn

∑

δ|(m,n)

(Tmn
δ2
f)(z).

QED

Além disso, observamos que Tn e o Laplaciano ∆ também comutam, pois ∆

comuta com a ação de SL2(R).

Segue ainda da proposição anterior que a álgebra comutativa dos operadores de
Hecke Tn é gerada por Tp onde p percorre os números primos, pois

Tpk+1 = TpTpk − Tpk−1 , k ≥ 1. (3.4)

Proposição 3.1.6 Os operadores Tn são auto-adjuntos em L2(Γ\H ), isto é,

〈Tnf, g〉 = 〈f, Tng〉 (3.5)

para todo f, g ∈ L2(Γ\H ).

Demonstração: É su�ciente mostrarmos a proposição no caso n = p primo. Agora,
escolhendo os representantes ∆n,

√
p (Tpf)(z) =

p−1∑
j=0

f

((
1 j
0 p

)
z

)
+ f

((
p 0
0 1

)
z

)
.

Como Γ = SL2(Z) contém a involução
(
0 −1
1 0

)
temos

√
p (Tpf)(z) =

p−1∑
j=0

f

((
1 j
0 p

)
z

)
+ f

((
0 −1
1 0

)(
p 0
0 1

)
z

)
.
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e
√
p (Tpf)(z) =

p−1∑
j=0

f

((
0 −1
1 0

)(
1 j
0 p

)
z

)
+ f

((
p 0
0 1

)
z

)
.

Tomando α =
(
1 0
0 p

)
, αj =

(
1 j
0 p

)
para 0 ≤ j < p e αp =

(
0 −1
1 0

)
temos

√
p (Tpf)(z) =

p∑
j=0

f (ααjz)

E, tomando β =
(

p 0
0 1

)
, βj =

(
0 −1
1 j

)
para 0 ≤ j < p e βp =

(
1 0
0 1

)
temos

√
p (Tpf)(z) =

p∑
j=0

f (ββjz)

Observando que αj e βj são elementos do grupo modular, e que

βj =

(
0 −1
1 0

)
αj

para 0 ≤ j ≤ p, obtemos

√
p 〈Tpf, g〉 =

p∑
j=0

∫

Γ\H

f(ααjz)g(z)dµz.

Denotando por A o conjunto
p⋃

j=0

ααjF , onde F é uma região fundamental de Γ,

temos
√
p 〈Tpf, g〉 =

∫

A

f(z)g(α−1z)dµz =

∫

A

f(z)g(pz)dµz.

Analogamente, pelas relações sobre βj, temos

√
p 〈Tpf, g〉 =

p∑
j=0

∫

F

f(z)g(ββjz)dµz

=

∫

B

f(z)g(βz)dµz

=

∫

B

f(z)g(pz)dµz

onde B =

p⋃
j=0

βjF . Notamos que f(z)g(pz) é invariante pela ação do subgrupo de

congruência de Hecke Γ0(p). De fato, f(z) é claramente invariante, e como

p

(
a b
c d

)
= p

az + b

cz + d
=

(
a bp
c
p

d

)
pz,
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g(pz) também o é. Logo, basta mostrarmos que A e B são regiões fundamentais de
Γ0(p). Agora, da decomposição como reunião disjunta

Γ =

p⋃
j=0

Γ0(p)βj,

segue que B é uma região fundamental. Quanto a A, temos

A =

p⋃
j=0

ααjF = α

(
0 −1
1 0

) p⋃
j=0

βjF = α

(
0 −1
1 0

)
B =

(
0 −1
p 0

)
B.

Como (
0 −1
p 0

)
Γ0(p) = Γ0(p)

(
0 −1
p 0

)
,

segue que quaisquer dois pontos distintos de A não são Γ0(p)�equivalentes; e que

Γ0(p)A = Γ0(p)

(
0 −1
p 0

)
B =

(
0 −1
p 0

)
Γ0(p)B =

(
0 −1
p 0

)
H =H ,

logo A é uma região fundamental de Γ0(p). QED

3.2 Autovalores dos operadores de Hecke

Notamos que se uma função automór�ca f(z) for uma autofunção de todos os ope-
radores de Hecke, então a Proposição 3.1.5 implica em

λ(m)λ(n) =
∑

d|(m,n)

λ
(mn
d2

)
. (3.6)

Em particular, λ é uma função multiplicativa, i.e. λ(mn) = λ(m)λ(n) se (m,n) = 1.

Por exemplo, E(z, s) é autofunção de todos os operadores de Hecke com autovalor
τs(n), i.e., para n ≥ 1, temos

(TnE(·, s))(z) = τs(n)E(z, s),

onde τα(n) =
∑

ad=n a
αd−α. Pois,

Tny
s =

1√
n

∑

ad=n

∑

b(mod d)

(ay
d

)s

=
∑

ad=n

d√
ad

(ay
d

)s

= τs− 1
2
(n)ys.
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Agora, Tn age nos coe�cientes de Fourier de uma forma de Maass f(z) da seguinte
maneira:

Proposição 3.2.1 Seja ϕ(z) uma forma de Maass cuspidal para PSL2(Z) que seja
autofunção de todos os operadores de Hecke. Então

λ(n)%(m) =
∑

d|(m,n)

%
(mn
d2

)
(3.7)

e além disso,
%(n) = λ(|n|)%

(
n

|n|
)
. (3.8)

Demonstração: Suponhamos, mais geralmente, que f(z) seja uma forma de Maass
para o grupo modular com série de Fourier

a(0)ys + b(0)y1−s + y
1
2

∑

m6=0

a(m)Ks− 1
2
(2π|m|y)e(mx),

mostraremos que a série de Fourier de (Tnf)(z) é dada por

αn(0)ys + βn(0)y1−s + y
1
2

∑

m6=0

αn(m)Ks− 1
2
(2π|m|y) e (mx) (3.9)

cujos coe�cientes são αn(0) = τs− 1
2
(n)a(0), βn(0) = τ 1

2
−s(n)β(0) e

αn(m) =
∑

d|(m,n)

a
(mn
d2

)
, (3.10)

donde o resultado da proposição segue claramente. Como Re
(

az+b
d

)
= ax+b

d
e

Im
(

az+b
d

)
= ny

d2 , temos

(Tnf)(z) = n−
1
2

∑

ad=n

d−1∑

b=0

a(0)(nyd−s)s + b(0)(nyd−2)1−s +

+ n−
1
2

∑

ad=n

d−1∑

b=0

(nyd−2)
∑

m6=0

a(m)Ks− 1
2
(2π|m|nyd−2)e

(
m
ax+ b

d

)
.

Agora, a primeira soma é igual a

ysa(0)ns− 1
2

∑

0<d|n
d1−2s + y1−sb(0)n

1
2
−s

∑

0<d|n
d2s−1
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que é o desejado. Quanto a segunda parcela, temos

n−
1
2

∑

ad=n

∑

0≤b<d

∑

m6=0

a(m)
(a
d
y
) 1

2
Ks− 1

2

(
2π|m|a

d
y
)
e

(
m
ax+ b

d

)

= y
1
2

∑

m6=0

∑

ad=n

a(m)Ks− 1
2

(
2π|m|a

d
y
)
e
(
m
ax

d

) 1

d

∑

0≤b<d

e

(
m
b

d

)
.

Como a soma sobre b é uma soma geométrica a qual é igual a d se d|m, e 0 caso
contrário, temos

y
1
2

∑

m6=0

∑

ad=n

a(m)Ks− 1
2

(
2π|m|a

d
y
)
e
(
m
ax

d

) 1

d

∑

0≤b<d

e

(
m
b

d

)

= y
1
2

∑

m6=0

∑
ad=n
d|m

a(m)Ks− 1
2

(
2π|m|a

d
y
)
e
(
m
ax

d

)

= y
1
2

∑

l 6=0

∑

ad=n

a(ld)Ks− 1
2
(2π|l|ay) e (alx)

= y
1
2

∑

m6=0


∑

ad=n
al=m

a(ld)


Ks− 1

2
(2π|m|y) e (mx) .

QED



Capítulo 4

A L-função de Hecke-Maass

Consideremos os operadores de Hecke Tn, o operador −∆ e a simetria T−1ϕ(z) =

ϕ(−z̄), temos que {T−1} ∪ {Tn} ∪ {−∆} é uma família comutativa de operadores
auto-adjuntos. Assim, podemos diagonalizar o espaço vetorial das formas de Maass
cuspidais, no sentido de escolher uma base {ϕj}∞j=0 ortonormal (L2-normalizada),
de modo a satisfazer 




−∆ϕj = λjϕj

Tnϕj = λj(n)ϕj, n ≥ 1

T−1ϕj = δϕj, δ = ±1

(4.1)

e chamamos uma tal ϕj de forma de Hecke�Maass.

A L-série associada a uma forma de Hecke-Maass ϕ é:

L(s, ϕ) =
∞∑

n=1

%(n)n−s, (4.2)

onde %(n) são os coe�cientes de Fourier de ϕ, como em (2.12). Alternativamente,
poderíamos ter considerado

H(s) =
∞∑

n=1

λ(n)n−s,

de modo que L(s, ϕ) = %(1)H(s), pois %(n) = λ(n)%(1).

32
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Proposição 4.0.2 Para Re(s) ≥ σ0 > 1, a série em (4.2) converge uniformemente
e absolutamente.

Demonstração: Com efeito, para qualquer N ,
∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

%(n)n−s −
∑
n≤N

%(n)n−s

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑
n>N

%(n)n−s

∣∣∣∣∣ ≤
∑
n>N

|%(n)|n−σ0 .

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que para M > N

M∑
n=N+1

|%(n)|n−σ0 =
M∑

n=N+1

(
|%(n)|n−σ0

2

)
n−

σ0
2 ≤

(
M∑

n=N+1

|%(n)|2n−σ0

) 1
2
(∑

n≤N

n−σ0

) 1
2

.

Vendo as duas somas do lado direito como integrais de Riemann-Stieltjes:
M∑

n=N+1

n−σ0 =

∫ M

N

t−σ0d

(∑
n≤t

1

)
,

M∑
n=N+1

|%(n)|2n−σ0 =

∫ M

N

t−σ0d

(∑
n≤t

|%(n)|2
)
,

podemos integrar por partes, a obter
∫ M

N

t−σ0d

(∑
n≤t

1

)
= M−σ0bMc −N−σ0bNc+ σ0

∫ M

N

btct−σ0−1dt

≤ M1−σ0 −N1−σ0 + σ0

∫ M

N

t−σ0dt

=
N1−σ0 −M1−σ0

σ0 − 1

onde bxc denota o maior inteiro menor do que ou igual a x. Da Proposição 2.3.5
segue analogamente que

M∑
n=N+1

|%(n)|2n−σ0 = t−σ0

(∑
n≤t

|%(n)|2
) ∣∣∣∣

t=M

t=N

+ σ0

∫ M

N

(∑
n≤t

|%(n)|2
)
t−σ0−1dt

¿ M1−σ0 −N1−σ0 + σ0

∫ M

N

t−σ0dt

=
N1−σ0 −M1−σ0

σ0 − 1
.

Donde, como σ0 > 1, fazendo M →∞
∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

%(n)n−s −
∑
n≤N

%(n)n−s

∣∣∣∣∣ ¿
N1−σ0

σ0 − 1
,
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o que mostra a convergência uniforme e absoluta da L-série. QED

Observamos que cada termo em (4.2) é uma função holomorfa em s, donde, sendo
a série uniformemente convergente, a função L(s, ϕ) é holomorfa para Re(s) > 1.

4.1 O produto de Euler

Proposição 4.1.1 Para Re(s) > 1 a L-função de Hecke�Maass admite a fatoração

L(s, ϕ) = %(1)
∏

p
primo

(
1− λ(p)p−s + p−2s

)−1
, (4.3)

chamada de o produto de Euler da L-função.

Demonstração: Consideremos o produto

P (x) =
∏
p≤x
primo

(
1 +

λ(p)

ps
+
λ(p2)

p2s
+ · · ·

)
,

sobre todos os primos menores do que ou iguais a x. Um produto in�nito da forma
∏

(1+zn) converge absolutamente sempre que a série
∑
zn converge absolutamente.

Dito isto, observamos que

∑
p≤x

∣∣∣∣
λ(p)

ps
+
λ(p2)

p2s
+ · · ·

∣∣∣∣ ≤
∑
p≤x

∣∣∣∣
λ(p)

ps

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
λ(p2)

p2s

∣∣∣∣ · · · ≤
∞∑

n=2

∣∣∣∣
λ(n)

ns

∣∣∣∣ ,

donde as somas parciais da série
∑

p≤x

∣∣∣λ(p)
ps + λ(p2)

p2s + · · ·
∣∣∣ são limitadas se Re(s) > 1

e portanto tal série converge. Logo, temos a convergência de modo absoluto do
produto

∏
p (1 + λ(p)p−s + λ(p2)p−2s + · · ·) .

Como P (x) é um produto �nito de séries absolutamente convergente, podemos
multiplicar as séries e rearranjar os termos do modo que desejarmos sem alterar o
valor da soma. Um termo típico é da forma

λ(pa1
1 ) · · ·λ(pak

k )

pa1s
1 · · · paks

k

=
λ(pa1

1 · · · pak
k )

(pa1
1 · · · pak

k )s
,
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pois λ(n) é multiplicativa, isto é, λ(mn) = λ(m)λ(n) se mdc(m,n) = 1. Pelo
Teorema Fundamental da Aritmética, se A for o conjunto dos números naturais
n tais que todos os fatores primos de n são menores do que ou iguais a x, então
P (x) =

∑
n∈A λ(n)n−s. Daí, se B for o conjunto dos n ∈ N tais que n tem pelo

menos um fator primo maior do que x,
∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

λ(n)

ns
− P (x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑
n∈B

λ(n)

ns

∣∣∣∣∣ ≤
∑
n∈B

∣∣∣∣
λ(n)

ns

∣∣∣∣ ≤
∑
n>x

∣∣∣∣
λ(n)

ns

∣∣∣∣ .

Quando x tende a ∞, para Re(s) > 1 esta última soma tende a zero, pois a série
∑ |λ(n)|n−σ é convergente em tal região; donde P (x) tende à L-série

∑
λ(n)n−s,

quando x→∞. Logo,

L(s, ϕ) = %(1)
∏

p
primo

(
1 +

∞∑

k=1

λ(pk)p−ks

)

para Re(s) > 1. Finalmente, lembramos que

λ(pk+1) = λ(pk)λ(p)− λ(pk−1) (4.4)

para cada primo p, e disto temos formalmente que(
1 +

∞∑

k=1

λ(pk)Zk

)
(
1− λ(p)Z + Z2

)

= 1− λ(p)Z + Z2 +
∞∑

k=1

λ(pk)Zk − λ(p)Z
∞∑

k=1

λ(pk)Zk + Z2

∞∑

k=1

λ(pk)Zk

= 1+(λ(p)−λ(p))Z+(1+λ(p2)−λ(p)λ(p))Z2+
∞∑

k=1

(λ(pk+2)−λ(p)λ(pk+1)+λ(pk))Zk+2

= 1.

Tomando Z = p−s, o resultado segue. QED

Para referência posterior, é interessante notarmos que ao se fatorar

1− λ(p)p−s + p−2s =
(
1− α(p)p−s

) (
1− β(p)p−s

)
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então α(p) + β(p) = λ(p) e α(p)β(p) = 1. E por (4.4),

λ(pk) =
α(p)k+1 − β(p)k+1

α(p)− β(p)
=

k∑
j=0

α(p)k−jβ(p)j. (4.5)

Neste contexto o produto de Euler tem a forma

L(s, ϕ) = %(1)
∏

p
primo

(
1− α(p)p−s

)−1 (
1− β(p)p−s

)−1
.

É uma conjectura famosa que α(p) e β(p) devem ser conjugados complexos; ou seja,
que |α(p)| = |β(p)| = 1, ou ainda |λ(p)| ≤ 2. Tal conjectura é análoga à conjectura
de Ramanujan�Petersson para formas modulares, ver [Ser73].

4.2 A continuação analítica e equação funcional

Proposição 4.2.1 A L-função L(s, ϕ) pode ser continuada analiticamente a uma
função inteira e satisfaz uma das equações funcionais

Θ

(
1− δ

2
+ s

)
L(s, ϕ) = (−1)

1−δ
2 Θ

(
1− δ

2
+ 1− s

)
L(1− s, ϕ), (4.6)

onde
Θ(s) = π−sΓ

(
s+ ir

2

)
Γ

(
s− ir

2

)
, (4.7)

e δ = ±1 quando ϕ for par ou ímpar com relação a x respectivamente.

Demonstração: Suponhamos, primeiramente, ϕ(z) par com relação a x. Como Γ

contém a involução
(
0 −1
1 0

)
, ϕ(iy) = ϕ(iy−1). E daí,

∫ ∞

0

ϕ(iy)ys− 1
2
dy

y
=

∫ 1

0

ϕ(iy)ys− 1
2
dy

y
+

∫ ∞

1

ϕ(iy)ys− 1
2
dy

y

=

∫ ∞

1

ϕ(iη)η−(s− 1
2
) dη

η
+

∫ ∞

1

ϕ(iy)ys− 1
2
dy

y

=

∫ ∞

1

ϕ(iy)(ys+ 1
2 + y

1
2
−s)

dy

y
.

Notamos que, como ϕ(x + iy) ¿ e−2πy quando y → ∞, (2.11), segue que essas
integrais impróprias convergem absolutamente e uniformemente em todo s-plano.
Por conseguinte, temos uma função inteira de s.
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Por outro lado, temos
∫ ∞

0

ϕ(iy)ys− 1
2
dy

y
= 2

∫ ∞

0

y
1
2

∞∑
n=1

%(n)Kir(2πny)y
s− 1

2
dy

y
.

Como a série de Fourier de ϕ converge uniformemente, ys−1 é contínua em 0 < y <∞
e

∫ ∞

0

|ys−1|
∞∑

n=1

|%(n)Kir(2πny)| dy é convergente, podemos comutar a série com a

integral. Assim,

2

∫ ∞

0

y
1
2

∞∑
n=1

%(n)Kir(2πny)y
s− 1

2
dy

y
= 2

∞∑
n=1

%(n)

∫ ∞

0

Kir(2πny)y
sdy

y
.

Fazendo a mudança de variáveis ξ = 2πny,

2
∞∑

n=1

%(n)

∫ ∞

0

Kir(2πny)y
s dy

y
= 2

∞∑
n=1

%(n)(2πn)−s

∫ ∞

0

Kir(ξ)ξ
s dξ

ξ
.

Da integral ∫ ∞

0

Kν(y)y
s−1dy = 2s−2Γ

(
s+ ν

2

)
Γ

(
s− ν

2

)
,

absolutamente convergente para Re(s) > |Re(ν)| (ver Cálculo A.1.3), segue que para
Re(s) > 1

2
∞∑

n=1

%(n)(2πn)−s

∫ ∞

0

Kir(ξ)ξ
s dξ

ξ
=

1

2
L(s, ϕ)Θ(s).

Portanto, temos a representação integral

Θ(s)L(s, ϕ) = 2

∫ ∞

1

(
ys− 1

2 + y
1
2
−s

)
ϕ(iy)

dy

y
. (4.8)

Tal relação foi mostrada sob a suposição de Re(s) > 1; todavia, o lado direito de
(4.8) é uma função holomorfa para todo s, ou seja, esta fórmula nos dá a continuação
analítica de L(s, ϕ). Finalmente, é fácil ver que o lado direito de (4.8) é invariante
pela transformação s→ 1− s; logo temos também a equação funcional de L(s, ϕ).

Agora, se ϕ for ímpar, tomamos ψ(z) = 1
2πi

∂ϕ
∂x

(z). Assim,

ψ(iy) = 2y
1
2

∞∑
n=1

n%(n)Kir(2πny)
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e como Γ contém
(
0 −1
1 0

)
,

ψ(iy) =
1

2πi

∂ϕ

∂x

(−1

iy

)
.

(−1

y2

)
= − 1

y2
ψ

(
i

y

)
.

Analogamente,
∫ ∞

0

ψ(iy)ys+ 1
2
dy

y
=

∫ 1

0

ψ(iy)ys+ 1
2
dy

y
+

∫ ∞

1

ψ(iy)ys+ 1
2
dy

y

=

∫ ∞

1

−η2ψ(iη)η−(s+ 1
2
) dη

η
+

∫ ∞

1

ψ(iy)ys+ 1
2
dy

y

=

∫ ∞

1

ψ(iy)(ys+ 1
2 − y

3
2
−s)

dy

y

e, para Re(s) > 1

∫ ∞

0

ψ(iy)ys+ 1
2
dy

y
= 2

∫ ∞

0

∞∑
n=1

n%(n)Kir(2πny) y
s+1 dy

y

= 2
∞∑

n=1

n%(n)(2πn)−(s+1)

∫ ∞

0

Kir(ξ)ξ
s+1 dξ

ξ

=
1

2

( ∞∑
n=1

%(n)n−s

)
π−(s+1)Γ

(
s+ 1 + ir

2

)
Γ

(
s+ 1− ir

2

)
.

Logo,
Θ(s+ 1)L(s, ϕ) = 2

∫ ∞

1

ψ(iy)(ys− 1
2 − y

1
2
−s) dy, (4.9)

o que nos dá tanto a continuação analítica quanto a equação funcional de L(s, ϕ).

QED

Fazendo-nos utilizar de propriedades básicas da função Γ(z), especi�camente:

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sen(πz)
,

22z−1Γ(z)Γ

(
z +

1

2

)
=
√
π Γ(2z);

e de identidades trigonométricas elementares, podemos simpli�car um pouco tal
equação funcional. De fato, ela pode ser dada por

L(s, ϕ) = Ψ(s)L(1− s, ϕ),
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ou equivalentemente,
L(1− s, ϕ) = Ψ(1− s)L(s, ϕ), (4.10)

onde

Ψ(1− s) = 21−2sπ−2sΓ(s+ ir)Γ(s− ir)(cos(πs) + δ cosh(πr)). (4.11)

Em muitas aplicações, é importante sabermos a ordem de crescimento de
|L(σ + it, ϕ)| quando |t| → ∞. Se σ > 1, então |L(σ + it, ϕ)| é obviamente li-
mitada por uma constante. Se σ < 0, observamos que para σ �xo, Ψ(1 − σ − it)

cresce no máximo como um polinômio em t: pois, pela fórmula de Stirling:

Γ(σ + it) = tσ+it− 1
2 e−

1
2
πt−it+ 1

2
iπ(σ− 1

2
)(2π)

1
2

{
1 +O(t−1)

}
(4.12)

válida para t→ +∞ (ver [Tit51]), segue que para t > r

Ψ(1− σ − it) = 2

(
t

2π

)2σ−1 (
t

2πe

)2it

eiπ(σ− 1
2
)
(
1 +O(t−1)

)
. (4.13)

Por outro lado, temos da fórmula de Stirling (4.12) a familiar conseqüência

Γ(σ + it) ¿ (|t|+ 1)σ− 1
2 e−

π
2
|t|,

válida para t → +∞ e também para t → −∞ (por conjugação complexa) em
qualquer faixa a ≤ σ ≤ b com 0 < a < b, e portanto

Γ(s+ ir)Γ(s− ir) ¿ ((|t+ r|+ 1)(|t− r|+ 1))σ− 1
2 e−

π
2
(|t+r|+|t−r|)

¿ (|t|+ 1)2σ−1e−π|t| .

Além disso, |cos(πs)| ≤ 1
2
(eπ|t| + e−π|t|) ¿ eπ|t|, donde

Ψ(1− σ − it) ¿ (2π)−2σ(|t|+ 1)2σ−1. (4.14)

Pelo Princípio de Phragmén-Lindelöf (ver [Tit32]), podemos agora estimar para
0 < σ < 1, e portanto temos

L(σ + it, ϕ) ¿




1 , se σ > 1
|t|1−σ , se 0 < σ < 1
|t|1−2σ , se σ < 0

(4.15)

uniformemente.
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4.3 Aplicação

Nesta seção estudamos a soma
∑
n≤X

%(n).

Introduzimos uma função suavizante g(x) de classe C∞ em [0,∞), que seja identica-
mente 1 em [X/2, X], que se anule fora do intervalo [X/2−Y,X+Y ], onde Y < X/2

será escolhido otimizadamente a posteriori, e que possua derivada de todas as ordens
satisfazendo

g(ν)(x) ¿ Y −ν , ν = 0, 1, 2, . . .

Observamos que as derivadas g(ν)(x) para ν ≥ 1 se anulam fora de dois intervalos
de comprimento Y .

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
X/2−Y X/2 X X+Y

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...........................
.............
...........
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.....................
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.
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.
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.

.

Figura 4.1: Grá�co da função g(x).

Pela Fórmula de Inversão de Mellin, temos para a > 1,

S :=
∞∑

n=1

%(n)g(n) =
∞∑

n=1

%(n)

(
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
Mg(s)n

−s ds

)

=
1

2πi

∞∑
n=1

∫

(a)

Mg(s)%(n)n−s ds,

=
1

2πi

∫

(a)

Mg(s)L(s, ϕ) ds,

onde denotamos por
Mg(s) =

∫ ∞

0

g(x)xs−1dx

a transformada de Mellin de g(x), e onde a troca de ordem da integral com o
somatório é justi�cada pois a série

∑
%(n)n−s converge uniformemente quando
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Re(s) ≥ a > 1. Observamos que para s 6= 0,−1, . . . , (1− A),

Mg(s) ¿ (−1)A

|s| · · · |s+ A− 1|
∫ ∞

0

|g(A)(x)| |xs+A−1| dx, (4.16)

integrando por partes A ≥ 1 vezes.

Sendo Mg(s) e L(s, ϕ) funções inteiras, temos pelo Teorema de Cauchy que

S =
1

2πi

∫

CT

Mg(s)L(s, ϕ) ds,

onde CT é o contorno poligonal de�nido pela reunião dos segmentos de reta C1, . . . ,C5,

C1 : (a− i∞, a− iT ], C2 : [a− iT, 1− b− iT ], C3 : [1− b− iT, 1− b+ iT ],

C4 : [1− b+ iT, a+ iT ] C5 : [a+ iT, a+ i∞].

com b, T > 1.
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Figura 4.2: Contorno de integração CT .

Em C5, aplicando (4.16) e (4.15) temos
∫

C5

Mg(s)L(s, ϕ) ds = i

∫ ∞

T

Mg(a+ it)L(a+ it, ϕ) dt

¿
∫ ∞

T

(∫ ∞

0

|g(A)(x)|xA−1+a dx

) |L(a+ it, ϕ)|
|a+ it| . . . |A− 1 + a+ it| dt

¿
(
X

Y

)A−1

Xa

∫ ∞

T

t−A dt =

(
X

TY

)A−1

Xa.
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Em C4, por (4.15) e (4.16), (observemos o uso de Phragmén�Lindelöf) temos
∫

C4

Mg(s)L(s, ϕ) ds =

∫ a

1−b

Mg(σ + iT )L(σ + iT, ϕ) dσ

¿
∫ a

1−b

(∫ ∞

0

|g′(x)|xA−1+σ dx

) |L(σ + iT, ϕ)|
|σ + iT | . . . |A− 1 + σ + iT | dσ

¿
(
X

Y

)A−1

T−AT
(2b−1)a
a+b−1

∫ a

1−b

XσT
(2b−1)(−σ)

a+b−1 dσ

¿ XBTC

(
X

TY

)A−1

,

onde B, C, são constantes (que dependem de a e b e independem de Y , X ou T ).
Analogamente, temos

∫

C1

Mg(s)L(s, ϕ) ds¿
(
X

TY

)A−1

Xa,

∫

C2

Mg(s)L(s, ϕ) ds¿ XB′TC′
(
X

TY

)A−1

.

Escolhendo T = X1+εY −1 e A su�cientemente grande, as integrais C1, C2, C4 e C5

são bem pequenas, digamos O(X−100); logo

S =
1

2πi

∫ 1−b+iT

1−b−iT

Mg(s)L(s, ϕ) ds+O(X−100).

Daí, ao fazermos a mudança s 7→ 1 − s, e aplicarmos a equação funcional (4.10),
temos

S =
1

2πi

∫ b+iT

b−iT

Mg(1− s)L(1− s, ϕ) ds+O(X−100).

=
1

2πi

∫ b+iT

b−iT

Mg(1− s)Ψ(1− s)L(s, ϕ) ds+O(X−100).

Como b > 1, estamos na região de convergência de
∑
%(n)n−s, e então

S = S1 +S2 +O(X−100), (4.17)
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onde
S1 =

1

2πi

∑
n≤N

%(n)

∫ b+iT

b−iT

Mg(1− s)Ψ(1− s)n−s ds

e,
S2 =

1

2πi

∑
n>N

%(n)

∫ b+iT

b−iT

Mg(1− s)Ψ(1− s)n−s ds

para N a ser escolhido a seguir.

Consideremos agora S2. Temos
∫ b+iT

b−iT

Mg(1− s)Ψ(1− s)n−s ds

= i

∫ T

−T

(∫ ∞

0

|g′(x)|x1−b dx

) |Ψ(1− b− it)|
|1− b− it| n−b dt

¿ X (Xn)−b

∫ T

−T

(|t|+ 1)2b−2 dt

¿
(
X

T

)(
T 2

XN

)b

(4.18)

desde que b > 2.

Recordamos que na Proposição 2.3.5, obtivemos a estimativa %(n) ¿ n
1
2 . Vamos

daqui em diante, supor que
%(n) ¿ nδ+ε, (4.19)

para algum δ ≥ 0. De fato, existem estimativas demonstradas para δ < 1
2
por

exemplo: δ = 1
4
por Proskurin em [Pro79], δ = 1

5
por Shahidi em [Sha88] e Luo-

Rudnick-Sarnak em [LRS99], δ = 1
9
por Kim-Shahidi em [KS02], e o recorde atual

δ = 7
64

por Kim-Sarnak [Kim03].

Com isso, tomando N = X1+3εY −2 e b su�cientemente grande, temos de (4.18)
que S2 ¿ X−100, e conseqüentemente,

S =
1

2πi

∑
n≤N

%(n)

∫ b+iT

b−iT

Mg(1− s)Ψ(1− s)n−s ds + O(X−100). (4.20)



44

Consideremos, agora, o contorno poligonal DV de�nido pela reunião dos segmen-
tos de reta D1, . . . ,D7,

D1 : [b− iT, 1/2− iT ], D2 : [1/2− iT, 1/2− iV ], D3 : [1/2− iV, 1 + ε− iV ]

D4 : [1 + ε− iV, 1 + ε+ iV ], D5 : [1 + ε+ iV, 1/2 + iV ], D6 : [1/2 + iV, 1/2 + iT ],

D7 : [1/2 + iT, b+ iT ].

onde 1 < V < T .
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Figura 4.3: Contorno de integração DV .

Podemos, pelo Teorema de Cauchy, mudar a linha de integração para DV , a
obter

S =
1

2πi

∑
n≤N

%(n)

∫

DV

Mg(1− s)Ψ(1− s)n−s ds + O(X−100).

Quanto a contribuição de D7, utilizando (4.16) e (4.14), a obter
∫

D7

Mg(1− s)Ψ(1− s)n−s ds

= (−1)A

∫ ∞

0

g(A)(x)xA

∫ b

1
2

Ψ(1− σ − it)

(1− σ − it) . . . (A− σ − it)
(xn)−σ−it dσ

¿ Y

(
X

TY

)A (
Xn

T 2

)− 1
2
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pois b é su�cientemente grande. De modo análogo, obtemos
∫

D1

Mg(1− s)Ψ(1− s)n−s ds¿ Y

(
X

TY

)A (
Xn

T 2

)− 1
2

,

∫

D3

Mg(1− s)Ψ(1− s)n−s ds¿ Y

(
X

TY

)A (
Xn

T 2

)−V

,

∫

D5

Mg(1− s)Ψ(1− s)n−s ds¿ Y

(
X

TY

)A (
Xn

T 2

)−V

.

Sobre D4 integramos apenas uma vez por partes e obtemos
∫

D4

Mg(1− s)Ψ(1− s)n−s ds¿
(
V

nX

)1+ε

V ε .

Finalmente, as contribuições de D2 e D6 são de fato as principais. Com efeito, ao
integrarmos apenas uma vez por partes e utilizarmos a expansão de Ψ(1 − s) por
Stirling, (4.13), obtemos integrais oscilatórias.
∫ b+iT

b−iT

Mg(1− s)Ψ(1− s)n−s ds

= −
∫ ∞

0

g′(x)x
1
2

(∫ T

V

2e−2it+2it log(t/2π
√

xn) dt
1
2
− it

+ O(V −1)

)
dx.

Para estimarmos este tipo de integral procedemos como em [Tit51, Lemma 4.6] por
técnicas familiares, e fazendo integração por partes. Desse modo obtemos

∫ T

V

e−2it+2it log(t/2π
√

xn) dt
1
2
− it

¿ (xn)
1
4 (xn)−

1
2 +

1

V
.

e o mesmo se aplica para a integral sobre D2. Portanto, tomando V = T
1
2 temos de

(4.19) que

S = O

(∑
n≤N

|%(n)|
n

1
2

∫ ∞

0

|g′(x)|x 1
2 (xn)−

1
4 dx

)
+ O(X−100)

= O

(
X

1
4

∑
n≤N

|%(n)|
n

3
4

)
+ O(X−100) = O

(
X

1
4

∑
n≤N

nδ− 3
4
+ε

)
+ O(X−100)
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= O
(
X

1
4N

1
4
+δ+ε

)
+ O(X−100) ¿

(
X

Y

) 1
2
+δ

(
X3( 1

4
+δ)

Y 2

)ε

. (4.21)

Por outro lado, da de�nição de g(x),
∞∑

n=1

%(n)g(n) =
∑

X/2−Y <n≤X/2

%(n)g(n) +
∑

X/2<n≤X

%(n) +
∑

X<n≤X+Y

%(n)g(n) (4.22)

E podemos trivialmente obter a contribuição das caudas X/2 − Y < n ≤ X/2 e
X < n ≤ X + Y

∑

X/2−Y <n≤X/2

%(n)g(n) ≤
∑

X/2−Y <n≤X/2

|%(n)| ¿ Y Xδ+ε

e,
∑

X<n≤X+Y

%(n)g(n) ≤
∑

X<n≤X+Y

|%(n)| ¿ Y Xδ+ε.

Ao otimizarmos a escolha de Y fazendo Y = X1/(3+2δ), temos de (4.21) e (4.22)

∑

X/2<n≤X

%(n) ¿ X
(δ+1)(2δ+1)

3+2δ
+ε. (4.23)

Agora, somando as contribuições de X/2, X/4, X/8, ... temos o seguinte resultado.

Proposição 4.3.1 Dado ε > 0 suponhamos que %(n) ¿ nδ+ε. Então

∑
n≤X

%(n) ¿ X
(δ+1)(2δ+1)

3+2δ
+ε. (4.24)

Utilizando as estimativas δ = 1
4
, 1

5
, 1

9
ou 7

64
obtemos respectivamente os expoentes

15
28
' 0.5357, 42

85
' 0.4941, 110

261
' 0.4215 ou 2769

6592
' 0.4201. Observamos ainda que, a

conjectura de Ramanujan para formas de Maass (%(n) ¿ nε) implica

∑
n≤X

%(n) ¿ X
1
3
+ε.



Capítulo 5

O método de Rankin-Selberg

O método de Rankin-Selberg foi originalmente introduzido por R. A. Rankin (em
[Ran39]) e A. Selberg (em [Sel40]) independentemente, com a motivação de encontrar
estimativas para o tamanho em média dos coe�cientes de Fourier a(n) de uma forma
modular.

Tal método usa uma representação integral da L-função
∑ |a(n)|2n−s que en-

volve a série de Eisenstein, de modo que a L-função herda a continuação analítica e
equação funcional de E(z, s). O cálculo da representação integral utiliza a seguinte
idéia. Suponhamos que f seja uma função integrável, Γ∞�invariante em H . Temos
o seguinte tipo de mudança de variável:

∫

Γ∞\H

f(z) dµz =
∑

γ∈Γ∞\Γ

∫

γ(Γ\H )

f(γ−1γz) dµγ−1z =

∫

Γ\H

∑

γ∈Γ∞\Γ
f(γz) dµz.

Podemos encarar esta equação do seguinte modo: a união de desdobramentos de
uma região fundamental F de Γ em H resultando numa região fundamental D de
Γ∞ em H .

47
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Figura 5.1: Desdobramentos de F para PSL2(Z).

Por contradição, é simples mostrar que desse modo realmente produzimos uma
região fundamental para Γ∞.

5.1 A L-função de Rankin-Selberg e seu produto de
Euler

Sejam ϕ1(z) e ϕ2(z) duas formas cuspidais quaisquer de Hecke-Maass para o grupo
modular, conforme (4.1). A convolução de Rankin-Selberg associada a duas tais
formas de Hecke-Maass é a L-série

L(s, ϕ1 ⊗ ϕ2) =
∞∑

n=1

%1(n)%2(n)n−s. (5.1)

Proposição 5.1.1 Para Re(s) ≥ σ0 > 1, a série em (5.1) converge uniformemente
e absolutamente.

Demonstração: Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
M∑

n=N+1

|%1(n)%2(n)n−s| ≤
M∑

n=N+1

|%1(n)||%2(n)|n−σ0
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=
M∑

n=N+1

(
|%1(n)|n−σ0

2

)(
|%2(n)|n−σ0

2

)

≤
(

M∑
n=N+1

|%1(n)|2n−σ0

) 1
2
(

M∑
n=N+1

|%2(n)|2n−σ0

) 1
2

.

Para cada soma parcial, a Proposição 2.3.5 nos garante que
M∑

n=N+1

|%j(n)|2n−σ0 =

∫ M

N

t−σ0d

(∑
n≤t

|%j(n)|2
)

≤ t−σ0

(∑
n≤t

|%j(n)|2
) ∣∣∣∣

t=M

t=N

+ σ0

∫ M

N

(∑
n≤t

|%j(n)|2
)
t−σ0−1dt

¿ M1−σ0 −N1−σ0 + σ0

∫ M

N

t−σ0dt

=
N1−σ0 −M1−σ0

σ0 − 1
.

Logo, ∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

%1(n)%2(n)n−s −
∑
n≤N

%1(n)%2(n)n−s

∣∣∣∣∣ ¿
N1−σ0

σ0 − 1
,

o que mostra a convergência uniforme e absoluta da L-série. QED

Observamos que cada termo em (5.1) é uma função holomorfa em s, donde,
sendo a série uniformemente convergente, a função L(s, ϕ1 ⊗ ϕ2) é holomorfa para
Re(s) > 1.

Proposição 5.1.2 Para Re(s) > 1 a L-função L(s, ϕ1 ⊗ ϕ2) admite o produto de
Euler

L(s, ϕ1 ⊗ ϕ2) = %1(1)%2(1)
∏

p
primo

(
1− p−2s

)
P

(
p−s

)−1 (5.2)

onde P (Z) é o polinômio

(1− α1(p)α2(p)Z) (1− α1(p)β2(p)Z) (1− β1(p)α2(p)Z) (1− β1(p)β2(p)Z)

para α1(p), β1(p), α2(p) e β2(p) dados por
{

1− λ1(p)p
−s + p−2s = (1− α1(p)p

−s) (1− β1(p)p
−s)

1− λ2(p)p
−s + p−2s = (1− α2(p)p

−s) (1− β2(p)p
−s)

.
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Demonstração: Segue da demonstração do produto de Euler para a L-função de
Hecke-Maass, Proposição 4.1.1, que para qualquer função multiplicativa f(n), temos

∞∑
n=1

f(n)n−s =
∏

p
primo

( ∞∑

l=1

f(pl)p−ls

)
, (5.3)

na região onde a série
∑
f(n)n−s converge absolutamente. Daí, temos de (4.5) que

para Re(s) > 1

L(s, ϕ1 ⊗ ϕ2) = %1(1)%2(1)
∏

p
primo

∞∑

l=0

(
p−s

)l α1(p)
l+1 − β1(p)

l+1

α1(p)− β1(p)

α2(p)
l+1 − β2(p)

l+1

α2(p)− β2(p)
,

pois como λj(n) é real não temos o conjugado complexo. Para cada p �xo, a soma
interna sobre l possui 4 séries geométricas. Por simplicidade notacional, tomamos
Z = p−s e omitimos todos os p's, a obter
∞∑

l=0

Z l α
l+1
1 − βl+1

1

α1 − β1

αl+1
2 − βl+1

2

α2 − β2

=

=
1

α1 − β1

1

α2 − β2

(
α1α2

1− α1α2Z
− α1β2

1− α1β2Z
− β1α2

1− β1α2Z
+

β1β2

1− β1β2Z

)

=
1

α1 − β1

(
α1

(1− α1α2Z)(1− α1β2Z)
− β1

(1− β1α2Z)(1− β1β2Z)

)

=
1− α1β1α2β2Z

2

(1− α1α2Z)(1− α1β2Z)(1− β1α2Z)(1− β1β2Z)
,

donde segue o resultado. QED

5.2 A continuação analítica e equação funcional

Por simplicidade, nesta seção vamos considerar o caso que ϕ1(z) e ϕ2(z) sejam pares,
ou seja, ϕj(z) = ϕj(−z).

Para Re(s) > 1 consideremos a integral
∫

Γ\H

ϕ1(z)ϕ2(z)E(z, s)dµz.
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Agora, esta integral converge absolutamente para qualquer s ∈ C a menos dos pólos
de E(z, s), pois E(z, s) tem crescimento moderado, (2.18), e as formas cuspidais
decrescem rapidamente, (2.11). Além disso, da convergência uniforme em partes
compactas das séries de Fourier de ϕ(z) e E(z, s), podemos inverter a ordem da
integral com a soma, e daí

∫

Γ\H

ϕ1(z)ϕ2(z)E(z, s)dµz =

∫

Γ\H

ϕ1(z)ϕ2(z)
∑

γ∈Γ∞\Γ
Im(γz)sdµz

=
∑

γ∈Γ∞\Γ

∫

γ(Γ\H )

ϕ1(γ
−1z)ϕ2(γ−1z)Im(z)sdµγ−1z

=
∑

γ∈Γ∞\Γ

∫

γ(Γ\H )

ϕ1(z)ϕ2(z)Im(z)sdµz

=

∫

Γ∞\H

ϕ1(z)ϕ2(z)Im(z)sdµz

=

∫ ∞

0

∫ 1

0

ysϕ1(z)ϕ2(z)
dxdy

y2

pela condição de automor�a de ϕj, invariância de dµ e identi�cando Γ∞\H com a
região 0 ≤ x < 1 de H . Da expansão em série de Fourier de ϕj(z) (que converge
uniformemente),
∫ 1

0

ϕ1(z)ϕ2(z)dx = y

∫ 1

0

∑

m,n6=0

%1(m)%2(n)Kir1(2π|m|y)Kir2(2π|n|y)e2πi(m−n)xdx

= y
∑

m,n6=0

%1(m)%2(n)Kir1(2π|m|y)Kir2(2π|n|y)
∫ 1

0

e2πi(m−n)xdx

= y
∑

n 6=0

%1(n)%2(n)Kir1(2π|n|y)Kir2(2π|n|y)

= y

∞∑
n=1

(%1(n)%2(n) + %1(−n)%2(−n))Kir1(2πny)Kir2(2πny)

= 2y
∞∑

n=1

%1(n)%2(n)Kir1(2πny)Kir2(2πny),

pois %j(−n) = %j(n) (ϕj é par), e Kir(y) real para qualquer r real (ver [Leb72]).
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Pelo Teorema de Fubini, temos
∫ ∞

0

∫ 1

0

ysϕ1(z)ϕ2(z)
dxdy

y2
= 2

∫ ∞

0

ys−1

( ∞∑
n=1

%1(n)%2(n)Kir1(2πny)Kir2(2πny)

)
dy .

Do comportamento assintótico de Kν(Y ), (2.10), segue pelo critério majorante de
Weierstrass que a série

∑
%1(n)%2(n)Kir1(2πny)Kir2(2πny) é uniformemente conver-

gente em qualquer intervalo da forma 0 ≤ y ≤ b, e podemos então inverter a ordem
do somatório com a integral, a qual, ao fazermos a mudança de variável ξ = 2πny

resulta em
2

∞∑
n=1

%1(n)%2(n)

∫ ∞

0

Kir1(2πny)Kir2(2πny)y
s−1dy =

= 2(2π)−s

∞∑
n=1

%1(n)%2(n)n−s

∫ ∞

0

Kir1(ξ)Kir2(ξ)ξ
s−1dξ.

Da integral
∫ ∞

0

Kµ(y)Kν(y)y
s−1dy = 2s−3Γ (s)−1

∏
Γ

(
s± µ± ν

2

)
,

que converge para Re(s) > |Re(µ)|+ |Re(ν)| (ver Cálculo A.1.5), escrevendo

Θ(s) = π−sΓ (s)−1
∏

Γ

(
s± ir1 ± ir2

2

)
(5.4)

temos portanto que para Re(s) > 1
∫

Γ\H

ϕ1(z)ϕ2(z)E(z, s)dµz =
1

4
L(s, ϕ1 ⊗ ϕ2)Θ(s). (5.5)

Observando que esta integral de�ne uma função meromorfa em s, resulta da equação
funcional da série de Eisenstein, (2.17), o seguinte resultado.

Proposição 5.2.1 A L-função L(s, ϕ1⊗ϕ2) possui continuação meromorfa para o
s-plano e equação funcional

Θ(s)L(s, ϕ1 ⊗ ϕ2) = φ(s)Θ(1− s)L(1− s, ϕ1 ⊗ ϕ2), (5.6)

onde φ(s) é a função de espalhamento de E(z, s). Além disso,

Res
s=1

L(s, ϕ1 ⊗ ϕ2) = 2
cosh(πr1) + cosh(πr2)

π

〈ϕ1, ϕ2〉
vol(Γ\H )

, (5.7)

onde 〈·, ·〉 é o produto interno de Petersson de�nido em (2.2).
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Devido à presença de ζ(2s) no denominador de φ(s), a equação (5.6) não tem
simetria completa. Para contornarmos isso, ao invés de considerarmos a L-função
L(s, ϕ1 ⊗ ϕ2), consideraremos a função

F (s) = F (s, ϕ1 × ϕ2) := ζ(2s)L(s, ϕ1 ⊗ ϕ2). (5.8)

Observamos que

F (s, ϕ1 × ϕ2) =
∞∑

n=1

a(n)n−s, com a(n) =
∑

kl2=n

%1(k)%2(k), (5.9)

para Re(s) > 1; e que por Cauchy-Schwarz temos

∑
n≤x

a(n) ≤
∑

l≤x
1
2


∑

k≤ x
l2

|%1(k)|2



1
2

∑

k≤ x
l2

|%2(k)|2



1
2

¿
∑

l≤x
1
2

x

l2
¿ x. (5.10)

Notamos que a equação funcional de F (s, ϕ1×ϕ2) segue diretamente das respectivas
de L(s, ϕ1 ⊗ ϕ2) e ζ(s),

Θ(s)F (s, ϕ1 × ϕ2) = Θ(1− s)F (1− s, ϕ1 × ϕ2) . (5.11)

Ademais, podemos reescrever a equação (5.11) como

F (1− s, ϕ1 × ϕ2) = ϑ(1− s)F (s, ϕ1 × ϕ2) (5.12)

onde

ϑ(1− s) = 161−sπ−2
∏

Γ(s± ir1 ± ir2)
∏

cos
(π

2
(s± ir1 ± ir2))

)
. (5.13)

Da fórmula de Stirling, (4.12), segue que para t > r1 + r2

ϑ(1− σ − it) = 16π2

(
t

2π

)4σ−2 (
t

2e

)4it

e2iπ(σ− 1
2
)
(
1 +O(t−1)

)
. (5.14)

Por outro lado, temos como conseqüência da fórmula de Stirling, que para σ < 0 e
|t| > r1 + r2 + 1 temos

∏
Γ(s± ir1 ± ir2) ¿

∏
(|t± r1 ± r2|+ 1)σ− 1

2 e−
π
2
|t±r1±r2|
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¿ (|t|+ 1)4σ−2e−2π|t|;

além disso, para t > 0,
∏

cos
(π

2
(s± ir1 ± ir2)

)
=

(
1

2

)4 ∏
(e

π
2
te−

π
2
i(σ±ir1±ir2) + O(e−

π
2
t))

=
1

16
(e2πte−2πiσ +O(eπt))

donde
ϑ(1− σ − it) ¿σ (|t|+ 1)4σ−2. (5.15)

Portanto, assim como no Capítulo 4, segue do Princípio de Phragmén-Lindelöf
que

F (σ + it, ϕ1 × ϕ2) ¿




1 , se σ > 1
|t|2−2σ , se 0 < σ < 1
|t|2−4σ , se σ < 0

(5.16)

uniformemente, para σ �xo. Observamos que o resíduo de F (σ + it, ϕ1 × ϕ2) em
s = 1 segue trivialmente de (5.7),

Res
s=1

F (σ + it, ϕ1 × ϕ2) = (cosh(πr1) + cosh(πr2)) 〈ϕ1, ϕ2〉 . (5.17)

5.3 Aplicação

Nesta seção estudamos a soma
∑
n≤X

%1(n)%2(n).

O modo de lidarmos com tal soma será o mesmo do capítulo anterior; os contornos
de integração CT e DV utilizados a seguir serão os mesmos, inclusive.

Introduzimos uma função suavizante g(x) de classe C∞ em [0,∞), que seja iden-
ticamente 1 em [X1, X2], que se anule fora do intervalo [X1 − Y,X2 + Y ], onde
X/4 < X1 < X2 < 4X e Y < X/2 será escolhido otimizadamente a posteriori, e que
possua derivada de todas as ordens satisfazendo

g(ν)(x) ¿ Y −ν , ν = 0, 1, 2, . . .
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Pela Fórmula de Inversão de Mellin, temos para a > 1,

S :=
∞∑

n=1

a(n)g(n) =
1

2πi

∞∑
n=1

∫

(a)

Mg(s)a(n)n−s ds,

=
1

2πi

∫

(a)

Mg(s)F (s, ϕ1 × ϕ2) ds,

ondeMg(s) é a transformada de Mellin de g(x), e onde a troca de ordem da integral
com o somatório é justi�cada pois a série

∑
a(n)n−s converge uniformemente em

Re(s) ≥ a > 1.

SendoMg(s) uma função inteira e F (s, ϕ1×ϕ2) meromorfa, temos pelo Teorema
dos Resíduos que

S =Mg(1)R +
1

2πi

∫

CT

Mg(s)F (s, ϕ1 × ϕ2) ds ,

onde R é o resíduo de F (s, ϕ1 × ϕ2) em s = 1 conforme (5.17), e CT é o mesmo
contorno poligonal de�nido no capítulo anterior: a reunião dos segmentos de reta
C1, . . . ,C5, ver �gura 4.2.

Fazendo integração por partes, como na seção 4.3, e utilizando (5.16) temos que
as integrais sobre C1, C2, C4 e C5 são bem pequenas, donde

S =Mg(1)R +
1

2πi

∫ 1−b+iT

1−b−iT

Mg(s)F (s, ϕ1 × ϕ2) ds+O(X−100).

Daí, ao fazermos a mudança s 7→ 1 − s, e aplicarmos a equação funcional (5.12),
temos

S =Mg(1)R +
1

2πi

∫ b+iT

b−iT

Mg(1− s)ϑ(1− s)F (s, ϕ1 × ϕ2) ds+O(X−100).

Como b > 1, estamos na região de convergência de
∑
a(n)n−s, e então

S =Mg(1)R +S1 +S2 +O(X−100), (5.18)

onde
S1 =

1

2πi

∑
n≤N

a(n)

∫ b+iT

b−iT

Mg(1− s)ϑ(1− s)n−s ds
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e,
S2 =

1

2πi

∑
n>N

a(n)

∫ b+iT

b−iT

Mg(1− s)ϑ(1− s)n−s ds .

Notamos que a contribuição de S2 pode ser bem pequena por uma escolha
conveniente de N , assim como na seção 4.3. Por (5.15) e (5.10), se tomarmos
N = X3+εY −4 e b su�cientemente grande, temos S2 ¿ X−100; conseqüentemente

S =Mg(1)R +
1

2πi

∑
n≤N

a(n)

∫ b+iT

b−iT

Mg(1− s)ϑ(1− s)n−s ds + O(X−100). (5.19)

Consideremos, agora, o contorno poligonal DV de�nido pela reunião dos segmen-
tos de reta D1, . . . ,D7, ver �gura 4.3. Podemos, pelo Teorema de Cauchy, mudar a
linha de integração em cada um dos termos de S1 para DV a obter

S =Mg(1)R +
1

2πi

∑
n≤N

a(n)

∫

DV

Mg(1− s)ϑ(1− s)n−s ds + O(X−100).

Como no capítulo anterior, a contribuição principal desta integral provém de D2 e
D4. Usando (5.14) e novamente o método em [Tit51] para estimarmos tais integrais
oscilatórias, obtemos
∫ T

V

ϑ

(
1

2
− it

)
(xn)−it

1
2
− it

dt = 16π2

∫ T

V

e−4it+4it log(t/2 4√xn) dt
1
2
− it

+O(V −1) ¿ (xn)−
1
8

ao tomarmos V = T
1
2 . Portanto, temos

S1 ¿
∑
n≤N

|a(n)|
n

1
2

∫ ∞

0

|g′(x)| x 1
2 (xn)−

1
8 dx ¿ X

3
8

∑
n≤N

|a(n)|
n

5
8

e por integração por partes, de (5.10) temos

∑
n≤N

|a(n)|
n

5
8

=

∫ N

1
2

t−
5
8 d

(∑
n≤t

|a(n)|
)
¿ N

3
8 .

Assim,

S =Mg(1)R +O

((
X

Y

) 3
2

Xε

)
. (5.20)
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Daqui para frente consideraremos apenas o caso que ϕ1 = ϕ2 = ϕ. Então
a(n) =

∑
kl2=n |%(k)|2 é não�negativa, e

∞∑
n=1

a(n)g1(n) ≤
∑

X/2<n≤X

a(n) ≤
∞∑

n=1

a(n)g2(n),

para g1(x) com X1 = X/2 + Y e X2 = X − Y , e g2(x) com X1 = X/2 e X2 = X.
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Figura 5.2: Grá�cos das funções g1(x) e g2(x).

Notando que para tais escolhas de g(x), temos

Mg(1) =
X

2
+O(Y ), (5.21)

e ao otimizarmos a escolha de Y balanceando as equações (5.20) e (5.21), tomando
Y = X

3
5 temos

∑

X/2<n≤X

a(n) = R
X

2
+O(X

3
5
+ε).

Logo, somando as contribuições de X/2, X/4, X/8, ... temos a estimativa
∑
n≤X

a(n) = RX +O(X
3
5
+ε). (5.22)

Pela Fórmula de Inversão de Möbius, podemos inverter a equação (5.9), a obter

|%(n)|2 =
∑

kl2=n

a(k)µ(l),

e assim, por (5.22) temos
∑
n≤X

|%(n)|2 =
∑

l≤√X

µ(l)
∑

k≤X/l2

a(k)

=
∑

l≤√X

µ(l)

(
R

(
X

l2

)
+O

((
X

l2

) 3
5
+ε

))
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= RX
∑

l≤√X

µ(l)

l2
+O

(
X

3
5
+ε

)

= RX

(
1

ζ(2)
+O

(
1√
X

))
+O

(
X

3
5
+ε

)

onde µ denota a função de Möbius. Logo, culminamos no seguinte resultado.

Proposição 5.3.1 Temos

∑
n≤X

|%(n)|2 = cX +O
(
X

3
5
+ε

)
, (5.23)

onde c é a constante

Res
s=1

L(s, ϕ⊗ ϕ) =
12 cosh(πr)

π

∫

Γ\H

|ϕ|2 dµz.

Notamos que não precisamos em momento algum usarmos estimativas para os
coe�cientes individuais da forma %(n) ¿ nδ+ε.



Apêndice A

Cálculos

A.1 Integrais envolvendo Kν

Assumiremos a representação integral

Kν(y) =

∫ ∞

0

e−y cosh(u) cosh(νu)du,

ver [Leb72].

Cálculo A.1.1 Seja ν ∈ C. Temos

Kν(y) =
1

2

∫ ∞

0

e−
y(t+t−1)

2 tν−1dt

Fazendo a mudança de variáveis t = eu,

Kν(y) =
1

2

∫ ∞

1

e−x t+t−1

2 tν
dt

t
+

1

2

∫ ∞

1

e−x t+t−1

2 t−ν dt

t
,

e agora η = t−1,

Kν(y) =
1

2

∫ ∞

1

e−x t+t−1

2 tν
dt

t
+

1

2

∫ 1

0

e−x η−1+η
2 ην dη

η
,

donde o resultado segue.

Cálculo A.1.2 Para y > 4, temos

|Kν(y)| ≤ e−
y
2KRe(s)(2).

59
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Notamos que se a, b > 2 então ab > a+ b, logo e−ab < e−ae−b. Tomemos a = y
2
e

b = t+ t−1. Integrando com respeito a t, a representação integral do cálculo anterior
nos dá o desejado.

Cálculo A.1.3 Seja ν ∈ C. Para Re(s) > |Re(ν)|,
∫ ∞

0

Kν(y)y
s−1dy = 2s−2Γ

(
s+ ν

2

)
Γ

(
s− ν

2

)

é absolutamente convergente.

De fato, sendo Kν(y) = 1
2

∫∞
0
e−

(t+t−1)y
2 tν−1dt,

∫ ∞

0

Kν(y)y
s−1dy =

1

2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−
(t+t−1)y

2 tν−1ys−1dydt

Fazendo a mudança de varia�veis

u =
1

2
ty, ν =

1

2
t−1y,

du

u

dν

ν
= 2

dt

t

dy

y
,

temos
Kν(y) = 2s−2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−u−νu
s+ν
2 ν

s−ν
2
du

u

dν

ν

esta integral é absolutamente convergente em Re(s) > |Re(ν)|, e se divide em duas
integrais de Gama, de onde segue o resultado.

Cálculo A.1.4 Seja r ∈ R. Para Re(s) > 1
2
,

(y
π

)s

Γ(s)

∫ ∞

−∞
(x2 + y2)−se(rx)dx =

{
πs+ 1

2 Γ(s− 1
2
)y1−s , se r = 0;

2|r|s− 1
2y

1
2Ks− 1

2
(2π|r|y) , se r 6= 0.

a integral à esquerda convergindo absolutamente.
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Cálculo A.1.5 Sejam µ, ν ∈ C. Se Re(s) > |Re(µ)|+ |Re(ν)|, temos
∫ ∞

0

Kµ(y)Kν(y)y
s−1dy = 2s−3Γ (s)−1

∏
Γ

(
s± µ± ν

2

)
.

Equivalentemente, temos

Γ(s)

∫ ∞

0

Kµ(y)Kν(y)y
s−1dy = 2s−3

∏
Γ

(
s± µ± ν

2

)
.

Usando a representação integral do Cálculo A.1.1, podemos obter esta identidade
procedendo como no Cálculo A.1.3.
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