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Resumo

Neste trabalho estabelecemos propriedades analiticas e aritméticas de duas L-
fungoes automorficas para o grupo modular, as de Hecke-Maass e Rankin-Selberg. A
partir das quais, obtemos limitantes superiores para somas de coeficientes de formas
automorficas cuspidais.

Palavras chaves: L-fun¢oes, Hecke-Maass, Rankin-Selberg.



Abstract

In this work we estabilish analytical and arithmetical proprieties of two auto-
morphic L-functions for the modular group, those of Hecke-Maass and Rankin-
Selberg. From these, we obtain upper bounds for sums of the coefficients of auto-
morphic cusp forms.

Key words: L-functions, Hecke-Maass, Rankin-Selberg.



Notacao

Neste trabalho, faremos uso da seguinte notacao:

z = x + 1y serd sempre um nimero complexo, com x, y reais.

s = o+t também denotara um nimero complexo, com partes reais e imaginérias
o e t respectivamente.

e(z) denota a fungao exponencial e*™%.

I' sera um grupo fuchsiano ou a fungao de Euler; sempre sera clara, no contexto,
a distingao entre um grupo e a funcao.

K,(z) e I,(z) denotam as fungoes de Bessel.

O e < sao os simbolos de Bachmann—Landau e Vinogradov, respectivamente,
com seus significados usuais. Isto ¢, f = O(g) ou f < ¢ (quando x — xg) se
e somente se existe C' > 0 tal que |f(x)] < Clg(z)| para qualquer x em alguma
vizinhanca de x.

<. iy significa que vale < para ¢, K e y fixados.

[ = aaji:: a integral de contorno sobre a reta vertical Re(s) = a.
(a)

la, b] o segmento de reta orientado do ponto a € C ao ponto b € C.
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Introducao

Para qualquer ntimero complexo s = o + it com ¢ > 1, a (-funcao de Riemann é

definida por
C(s) =) n™.
n=1

Historicamente foi um dos primeiros exemplos em uma classe de fun¢oes hoje em
dia chamadas (-fun¢oes ou L-fung¢bes. Dentre as propriedades de ((s), ressaltamos
as trés mais importantes: ela admite uma expansao em produto de Euler,

s =J[-p)"

p
primo

para o > 1; pode ser continuada analiticamente ao plano complexo com um polo de

ordem 1 em s = 1; e esta continuacao obedece uma equacao funcional, a saber,
El S _1-s 1 — S
7T2F<§)<(S):7T 2F( 5 >C(1—s).

Estas propriedades juntas, implicam muitas aplicagoes a Teoria dos Numeros, sendo

o exemplo mais evidente o Teorema do Nimero Primo

S
pox log X
P primo

Ademais, tais propriedades levaram Riemann a conjecturar sua famosa hipdtese, a
qual pode ser vista como uma forma forte desta tltima afirmacao.
Estas idéias se estendem a outras situacoes. Definindo
o0
L(s) = Za(n)n’s
n=1
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para alguma seqiiéncia a(n) de nameros complexos, podemos perguntar se proprie-
dades anélogas as anteriormente mencionadas para ((s) se verificam para L(s), e
quais consequéncias seguem para os coeficientes a(n). A existéncia de um produto de
Euler acaba sendo equivalente a a(n) ser uma fun¢ao multiplicativa; assim, torna-
se uma propriedade puramente aritmética. J& a continuacao analitica, contudo,
costuma ser mais complicada e requer mais trabalho.

Nesta dissertacao discutimos dois exemplos de L-funcdes e investigamos estas
questoes. Iniciamos estabelecendo os fundamentos de grupos fuchsianos agindo no
plano hiperbodlico, para entao apresentamos as formas automorficas introduzidas por
H. Maass em [Maa49]. Funcoes estas, que sdo invariantes com relagdo a um tal grupo

e admitem expansao em série de Fourier da forma

y2 Y o(n)K,_1(2x|nly)e(nz).

n#£0
Nossas L-fungoes surgirdo ao considerarmos as seqiiéncias a(n) = po(n) (Hecke-
Maass) e a(n) = |o(n)|* (Rankin-Selberg). Em seguida, interpomos os operadores

de Hecke, os quais nos dao a natureza multiplicativa de a(n). Logo apds, mostramos
que de fato nossas L-fung¢oes admitem um produto de Euler, podem ser continuadas
analiticamente e possuem equacao funcional. A partir dessas e outras propriedades
analiticas, encerramos os dois ultimos capitulos culminando com cotas superiores

para soma dos coeficientes a(n).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Transformacoes de Mobius e Grupos de Matri-
zes

Seja C a esfera de Riemann CU {o0} isto é a compactificagao de C adicionando um
ponto no infinito. Na topologia de (@, um conjunto U é aberto se: for subconjunto
aberto de C, ouse co € U e C—U for compacto em C. Seja GLJ (R), o grupo das
matrizes 2 X 2 com entradas reais e determinante positivo. Consideremos a acao

deste grupo em C dada pelas transformacoes de Mobius
(g, 2) az+b a b
Z)F— g2 = —, = )
9, g ez 1+ d g c d

onde interpretamos g(—d/c) como sendo oo, e g(oo0) como sendo a/c. Observamos

que
(Aa)z+ (Ab)  az+Db

M)z +(Ad)  cz+d
para quaisquer (‘CI 2) € GL;(R) e A € R, portanto qualquer transformagao de

Mobius pode ser realizada por um elemento de SLs(R). Além do mais, uma trans-
formacao de Mobius

b
gz:az+ , a,b,c,d € R, ad —bc =1
cz+d

determina a matriz (¢ s) a menos de sinal, e o grupo SLy(R) contém os elementos

1= ((1) (1)) e —1= (_01 Bl) 0s quais atuam trivialmente. Assim, para que esta acao
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seja fiel, ou em outras palavras, para que uma tal transformacao de Mobius seja

unicamente determinada por um elemento, devemos passar ao grupo quociente

PSLy(R) = SLy(R)/{=1}.

1.2 Plano Hiperbdlico

Seja . o semiplano superior

H={z=x+iyeCly>0}.

Escrevendo
=2+ = az+b
cz+d
temos que
2 2 d+b bd d—b
o aela® g s olad tbe) tbd L (ad by "

(cx +d)? + (cy)? (e +d)* + (cy)*’

e dai 7 é estavel pela agao de SLy(R). Além do mais, esta a¢ao é transitiva, isto

é, para quaisquer z1, 2o € S existe g € SLy(R) tal que gz; = z5. De fato,

1 _1
(y02 :Eyy;) Sl Ty

logo, todo elemento de J7 esta na oOrbita de i. Além disso, o estabilizador de i é

SO(Q):{(_ab 2) :a2+b2:1}.

Proposicao 1.2.1 A métrica e medida definidas por

drdy  1dz* —dZ®
- Y2 4 Y2

2 _ dz? + dy? _ 4dzdz

ds " )2

, duz (1.2)

respectivamente, sao invariantes pela ac¢ao de SLo(R).

Demonstracao: Temos

(ad — be) dz D' — (ad — be)* dzdz

d7 =
‘ (cz+d)? lcz + d|*

I



onde dz = dx + idy, logo

g M Adedz y \ " 4dzdz 12
y'? lcz +d|* \|cz + d|? y?
Agora, observando que
o' y') (bc — ad)?
ANz,y)  ((cx +d)? + (ey)?)*
de (1.1) segue o resultado para a medida. QFED

Com esta métrica .7Z pode ser visto como um modelo do plano hiperboélico. A
geodésica ligando dois pontos z1 = 1y;, 22 = iy2 € 0 segmento de reta que os liga,
pois se (G(t) = x(t) + iy(t) for uma curva ligando 27 a 23, seu comprimento sera

L(B) = /y y v m/(t?j(g veE 4 > :2 O (”) . (1.3)

y(t) m

Em geral, a geodésica que liga 2z}, 2} pode ser levada a situagao anterior; mais preci-
samente, existe g € PSLy(R) (uma isometria de J#) tal que g(z]) e g(z5) pertencem
a uma reta vertical, donde a geodésica ¢ um arco de circunferéncia ortogonal ou

segmentos de retas ortogonais a R.
Definindo a distancia p entre dois pontos 21, z5 € % como sendo o infimo dos

comprimentos das curvas que ligam 2] a 2}, temos de (1.3) que se p = p(z1, 22),

1 [y U1 1 |Zl—Z2|2
hp) == (L4 0) gy 22l
cosh(p) 2(yl+y2) T3 () (=)

Por outro lado,

Lo —gP 1 g — e()P
! ! (Im<g<z1>>lm<g<zg>>

2 Im(2)) Im(2}) * 2
Das identidades elementares cosh(p) = 1+2senh?(p/2), cosh(p) = 2cosh?(p/2)—1e

) = cosh(p).

tanh(p/2) = £ segue a formula explicita para a distancia (métrica)




1.3 Grupos Fuchsianos e dominios fundamentais

Dizemos que um subgrupo I' € PSLs(R) age descontinuamente em .7 se para
qualquer subconjunto compacto K de .# o conjunto {g € T'|gK N K # (} for
finito. Vamos chamar tais grupos de Fuchsiano. Observamos que os elementos de
um grupo Fuchsiano nao sao matrizes, e que correspondem a transformacoes de
Mébius. Devido a Poincaré, segundo [EGM98|, sabemos que esta definigao coincide
com o conceito de grupo discreto quando considerado como um subgrupo de SLy(R),

isto é, tal que a topologia induzida de SLs(R) coincide com a topologia discreta.

Um ponto a € R = RU {o0} é dito um ponto cuspidal com respeito a I, se
existe alguma transformagao 7 € I' com tnico ponto fixo em R tal que 7(a) = a.
Neste caso, o subgrupo de isotropia (o estabilizador de a) I'y serd um grupo ciclico
infinito, digamos com gerador ~,. Para qualquer ponto cuspidal a, existe uma matriz

de escalonamento o, € SLy(R) tal que

0,00 =@
_ 11 1.5

ou seja, 0, ¢ usada para reduzir todas as nogoes sobre pontos cuspidais para o caso

a = Q.

Definigao 1.3.1 Seja I' Fuchsiano. Um subconjunto F de ¢ € dito um dominio
fundamental de I' se F' for aberto, se pontos distintos em F' nao sao I'—equivalentes,
e se qualquer ponto em J é equivalente com algum ponto do fecho F; onde, dois

pontos z,w € J sao ditos ['—equivalentes se existe v € 1" tal que w = ~z.

Na pratica a inclusao ou nao de pontos da fronteira de F' nao afeta muito os
calculos. Por isto em alguns textos, esta definicao é ligeiramente diferente: nao
¢ necessarario F' ser aberto; e por outro lado, na ultima condigao ¢ exigido que

qualquer orbita de I" contenha um ponto de F'. Ver [Bea83] nesse contexto.



Por exemplo, como dominios fundamentais para SLs(Z) podemos ter algo como

N =

o] < L pSr<z
F:{x2+y22>1 ou F:¢ 224y">1 [, sex<0
4y >1 [ sex >0

Neste exemplo, a formula de Gauss-Bonnet ou uma simples integracao mostra que

o volume (hiperbolico) de F' ¢ finito e igual a

™

1 1
2 [ dxdy /2 1
vol(F') = =2 ——dr = .
( ) / /\/1:;:2 y? o V1—a? 3

1
2

Além disso notamos que, como in € F' para qualquer n > 1, a regiao F' nao é

compacta.

N|=
N|=

Figura 1.1: Um dominio fundamental F' para SLs(Z) em 7

Por outro lado, é usualmente conveniente impor certas condigoes sobre F', tais
como ser simplesmente conexo, ou ser limitado por curvas de uma forma prescrita.

Nesta direcao temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.3.2 Seja F' um dominio fundamental para um subgrupo I' de PSLy(7Z),

que contenha (ezatamente) um ponto de cada orbita I'z. Suponha que F = ;- F,,



onde 0s conjuntos Fy, sao dois-a-dois disjuntos. Se v, € I' para n > 1, entao a
reuniao \J,—; Yo Fy também é um dominio fundamental para T, que contém (exata-

mente) um ponto de cada orbita I'z.

Consideraremos agora I'' C I' um subgrupo de indice finito de um grupo Fu-
chsiano. Para qualquer conjunto {v;} (finito) de representantes de I"\I' (i.e. I' =
U; "), o conjunto (J;;F possui as propriedades de um dominio fundamental

para I, embora nao necessariamente conexo.

Um exemplo, no grupo das matrizes, é o grupo de congruéncia principal de nivel

q, definido por

o ={ (¢ §)esm@ (¢ 5)=(p V) moaa}

onde a congruéncia é entendida entrada-a-entrada. Este é um subgrupo normal do
grupo modular I'(1) = SLy(Z). Qualquer subgrupo do grupo modular que contenha
I'(q) é dito um subgrupo de congruéncia de nivel ¢. Um exemplo, muito encontrado

em aritmética, é o chamado grupo de congruéncia de Hecke

wo-{(z Dessin - (2 2)=(; :)owa)

notamos que ele nao é um subgrupo normal de I'o(1) = SLy(Z). Sendo

{(Z :‘}) € SIo(Z) - v[qeu(mod%)}

um conjunto de representantes de I'g(¢) modulo T'g(1), tal subgrupo é de indice finito

em Fg(l),
To(1) : To(g)] =q [ J(1 +p7").

pla
Sobre tais afirmagoes sugerimos consultar [Iwa97|.
Assim, podemos construir um dominio fundamental para I'y(¢) usando o dominio

fundamental usual de SLs(Z). Tal regiao tem uma quantidade finita de pontos

cuspidais (as imagens de oo pelos 7;) e volume finito

Vol(To(q)\#) = 5[SLa(R) : To(q)].



Figura 1.2: Um dominio fundamental F' para I'y(5).

Cada grupo Fuchsiano I' possui uma superficie de Riemann associada a ele, a
qual é obtida da seguinte maneira. O conjunto das érbitas I'z é denotado por I'\ .7 e,
quando munido da topologia quociente induzida pela congruéncia modulo I', torna-
se um espaco de Hausdorff conexo, o qual é de fato uma superficie de Riemann. Seus
pontos estao em correspondéncia bijetiva com os pontos de uma regiao fundamental
F para I'. E conveniente considerar I'\.# como sendo construida a partir de F' ao

se identificar pares de lados congruentes. Por exemplo, para o grupo modular temos

|G

1+‘t 1+'t t
—=+it — — + 1,
F 2 2

v

ei(zTﬂ_e) — ei(6+%)7 0

IN
B
IN

J

0

[SIE
[NIE

Figura 1.3: Identificagao dos lados de F' para SLo(Z).



Capitulo 2

Formas Automorficas

2.1 Funcoes automorficas

Definicao 2.1.1 Dizemos que uma funcao f : A — C é automorfica com respeito

a ', se f for invariante com respeito ao grupo I, ou seja, satisfizer

fyz) = f(2), (2.1)

para qualquer v € T

Por exemplo, para I' = PSLy(Z), as unicas fungdes polinomiais que sao auto-
morficas sdo as constantes. De fato, supondo f(z) = a,2"+- - -+ ag, como I' contém
(é 1), f(z+1) = f(z). Comparando os coeficientes de z"~! temos na, = 0; donde
n=0e f & constante.

Podemos pensar em func¢oes automorficas de classe C'* como fungoes na superfi-
cie I'\JZ; e assim, denotamos o espago de tais fung¢oes por C*°(I'\ 7). Ou, podemos

pensa-las como funcoes definidas em uma regiao fundamental F' que satisfaca certas

condicoes de compatibilidade nos pontos da fronteira, incluindo

A=) e S =-e,

para quaisquer pares de pontos z e 2z’ da fronteira que foram identificados entre si,

onde g—fl denota a derivada de f com respeito a normal exterior n. Ademais, se v € I’

8



for dada por (¥ ) temos

gi( )= ;?)ch (v2) ((cz +d)? 4 (cz+ d)*2) — §a—f(fyz) ((cz +d)? — (cz+ d)’2) )
of 10f

a—f(fyz) ((cz+d)> = (cz+d)7?).

a—y() 28( v2) ((cz+d) >+ (cz+d)7?) + 3

Para duas funcoes f e g automorficas com respeito a I', definamos

/ f(2)9(z) dpz. (2.2)

I\

Notamos que f(z)g(z) e duz sao invariantes sob I', referindo-nos a Proposigao 1.2.1.
Portanto, a integral estd bem definida se for convergente. Isto posto, definamos o

conjunto das fungoes quadrado-integraveis com respeito a I' escrevendo

LAT\A) ={f | {f,[) < oo} (2.3)

Observamos que (-,-) ¢ dito o produto interno de Petersson.

2.2 O Laplaciano e sua acao em L*(I'\J?)

O operador Laplaciano A agindo em funcoes de classe C? em 7 pode ser definido

2 o 9 0
_ .2 = ) = (v 32
A_y(&ﬁ+af) =2 5. a7

um operador diferencial de segunda ordem, onde
o _1(9 .90 o _1(9 .9
0z 2\0x Oy ¢ 0z 2\ox oy/)’

Proposicao 2.2.1 O operador A comuta com a agao de qualquer g € SLy(R) em
H, isto €, se A(f) =F, temos A(fog)=Fog, Vf € C*H)

por

f 5 F
! l
fog S Fog
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Demonstracao: Pela regra da cadeia,

afoq)) = -2 (fog))
- -2 (Lo P+ Loake)
, 0 (Of ad — be
i 0z (82( Z)(cz+d)2 +0)
(=—2)° 0 af
ez +d)? 55(92) '

Aplicando o Laplaciano na transformagao g(z), temos

(Af)(gz) = (gz—gz) ~ az/ (92)

B az+b az—i—b 2
- cz+d cz+d

)
_ (@d—&:z—z)

(cz +d)? azf(gz)

(cZ 4 d)? 8 f(gz)

lcz 4+ dJ?
(=2 0 0f
(2 +d)? 0z 0z 9, 9%

QFED

Consideremos ¢ : C — C dada por = + iy — —x + 1y. Analiticamente, ¢ é uma
involugao anti-holomorfa; geometricamente, é a reflexao em torno do eixo imaginario.

Sendo também uma involucao C-linear, seus autovalores sao +1.

Proposigao 2.2.2 O operador A comuta com a a¢ao de v em H, isto €, A(for) =
(Af)or. Em particular, se f for uma autofuncao de —A entao f ot também é uma

autofungcao com o mesmo autovalor.

Demonstracao: Analogamente & demonstracao anterior temos

Q
Q

(Afoi)(z) = —(x—7%) (f

0

Q |
Ny
~
o)
-
S~—
~—~
IS
S—

(A5 + a5 e)

2(--)

z

1

|

~

| |

R
no [N}
SRS

]
_l’_
&

N7 N
&

)
Y
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QED

Notamos que o operador linear A nao é limitado. Seja BC*>(I'\J#) o espago
das funcoes automorficas em 777 com respeito a I' de classe C'™ que sao limita-
das. Consideramos entao, o espago D(—A) das fungoes f € BC®(I'\J7) tais que
—Af € BC>(I'\). Observamos que, por argumentos classicos D(—A) é denso
em L*(T\.) (ver [Lan93|).

Proposicao 2.2.3 O operador —A € simétrico e nao-negativo. Em particular, os

autovalores de —A sao reais e nao-negativos.

Demonstracao: E suficiente mostrarmos que para quaisquer f, g € D(—A) temos

(-Af.g) = / y*(foGo + £,3,)dpz. (24)

N\
Pois assim, (—Af, g) = (f,—Ag) e (=Af, f) > 0, ou seja, —A é um operador
simétrico e nao-negativo. De fato, é suficiente supor também que f e g sao de
suporte compacto, pois essa classe de fungoes é densa em D(—A). Faremos apenas
o caso ' = PSLy(Z). Consideremos a regiao Fy, um truncamento a uma altura Y

da regiao fundamental usual F' de PSLo(Z), como mostra a figura a seguir:
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Fy

0

1
2

N|=

Figura 2.1: Dominio fundamental truncado Fy.

Do Teorema de Green, temos

/(fm§+fyy§)divdy=/—fy§d$+fx§dy—/(fx§x+fy§y)d$dy

Fy OFy Fy
e das condigoes sobre pontos identificados nos lados de F', temos um cancelamento

na integral de linha, nos dando

_/(facmg‘i‘fyyg)dxdy:/(f$§x+fy§y>dxdy _/_fygdx‘i‘fzgdya

Fy Fy Ly
onde Ly denota o segmento de reta [—% + 1Y, % + z'Y]. Fazendo Y — oo segue entao

(2.4). O que conclui a demonstragcao. QFED

Observamos que como conseqiiéncia desta proposicao, —A pode ser estendido
a um operador auto-adjunto definido em L?(I'\.#) pelo método de extensdo de

Friedrichs (ver [Wei80] - pg. 123); o qual também sera denotado por —A.
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2.3 Formas de Maass

Definigao 2.3.1 Uma funcao f: 7 — C, de classe C*°, automdrfica com respeito

a I é dita uma forma automorfica, se existir A € C tal que Af + \f = 0.

Em geral, é conveniente escrever o autovalor de —A como A = s(1 — s) (logo,
dois valores de s existem para um dado A, exceto para A = %15 ou ainda, s +— s(1—s)
¢ recobrimento duplo de C exceto para s = %), e escrevemos § = % +r, r € C.
Observamos que, para A > 0 devemos ter s € (0,1) (se A < i) ou s = % ~+ ir com

r € R.

Definigao 2.3.2 A série de Eisenstein E(z,s) com respeito a I' para s € C,
Re(s) > 1 e z € 5 € definida por

E(z,s) = Z (Imz)?, (2.5)

YEL\T

onde Too = {7y €T | Yoo =0} € 0 estabilizador de oc.
Observamos que, como
Im(72) = Im(z) Vr €ly, 2 € H,

a soma independe da escolha de um conjunto de representantes para I'.o\I', o que
mostra que F(z,s) estd bem-definida. Além disso, esta mesma equagao diz que é

necessario passarmos ao quociente I',o\I', para a convergéncia da série.

Por outro lado, notamos que
(A+s(l—s))E(z,s) =0. (2.6)

Isto pois: A comuta com ac¢ao de SLs(R) em 75 a fungao poténcia (Im z)® clara-

mente satisfaz (2.6); e a série de Eisenstein é constituida de (Im vyz)*.
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Definigao 2.3.3 Seja [ uma forma automorfica com respeito a I'. Dizemos que
f € uma forma de Maass, se f for de crescimento moderado em todos os pontos
cuspidais a (isto €, f(0q2) <y para C > 1 quando y — oo, onde o, ¢ a matriz de
escalamento de a, definida em (1.5)). Se além disso, o termo constante da expansao
de Fourier da fun¢ao 1-periddica f(o4z) for identicamente nulo, dizemos que f ¢é

uma forma de Maass cuspidal em a.

Proposicao 2.3.4 Seja f(z) uma forma de Maass para o grupo I' com autovalor
A=s(l—s)#1 de —A. Entio [ tem a sequinte ezpansio de Fourier

o0

Floaz) = a(0)y" + b(O)y' " +y2 > a(n)K, 1(2nlnly)e(nz),  (2.7)

n#0
onde a(n),b(0) € C e K, € a fungao de Bessel

E]—V(Z) _ ]V(Z)

_ (z/
2 sen(vw) I(2) = kzo Fk+1DI(k+v+1)

2)V+2k

Ko () = (2.8)

(solugdo de z*u" + 2u' — (2% +v?)u = 0). Além disso, f € cuspidal se, e somente se,

a(0) = b(0) = 0.

Demonstragao: Fagamos apenas o caso a = oco. Entao f(z+ 1) = f(z) e f pode ser

expandida em série de Fourier

onde
cn(y) = /0 flx +iy)e(nx) dx.

Derivando sob o sinal de integracdo, pois f é de classe C' em y, temos que c,(y)

satisfaz a equacao diferencial

u” + <M - 47r2n2> u =0, (2.9)
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que & do tipo de Bessel. Se n = 0, a equacgdo se reduz a u” + s(1 — s)y2u = 0

admitindo as solucoes linearmente independentes y° e y' = se s # %, e y% e y%log(y)

se s = % Logo, como A\ #

1

7> 0 termo constante na expansao de Fourier ¢ uma

combinacao linear de y° e y'=%, ou seja,

co(y) = a(0)y® +b(0)y' ™.

Se n # 0, duas solugdes linearmente independentes de (2.9) sao

1

u(y) =y2K,_1(2x[nly) e ua(y) =y2I,_1(2nnly).

Portanto,

enly) = a(n)y K, 1(27[nly) + b(n)y> I, (27|nly).

O comportamento assintotico de K, e I, sao bem diferentes:

K,,(Y)N\/gey e I,,(Y)N\/;T_Y, (2.10)

ou seja, K, tem decaimento rapido quando y — oo, enquanto que [, cresce expo-

nencialmente, ver [Leb72|. Por outro lado, o crescimento moderado de uma forma
de Maass f(z) < y“ nos diz que ¢,(y) < y© e dai, que os termos I, nao podem

aparecer para n # 0. QFED

Observamos que da definicao de forma de Maass segue que
f2) <y +y°,
para todo y; donde
X 1
a(n)yEKS_%(2ﬂ|n|y) < / |f(2)e(nz)|de < y© +y7°,
0

e escolhendo y = M]n|™', onde M > 0 é uma constante absoluta tal que
K,_1(2rM) # 0, temos

a(n) < |n|°*.
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Assim, se f for uma forma de Maass cuspidal para o grupo modular, da sua série

de Fourier e do comportamento assintotico de sté(Y), quando Y — oo, temos

) <> Inft 2y

727Tny C _—2mny —2my
< E n-e <e (2.11)
o V 2(2m |n|y) —

quando y — oo. Segue entao, que f deve ser limitada em 7. Assim, f € L?(T'\.7)

m\»—t

pois I'\ .77 possui volume finito. Além disso, pelo Teste M de Weierstrass, a série de

Fouier de f converge uniformemente na regiao fundamental usual de I'.

Doravante, denotaremos especificamente por ¢ (ao invés de f) uma forma de

Maass cuspidal para PSLy(Z), e escreveremos

1
olz) =+ 3 o(m) Ky (2rlnly)e(nz). (212
n#0
Como mencionado anteriormente podemos escrever s — % =4r com r € C. Na

verdade, para o grupo modular, sempre temos r € R. Sendo F' a regiao fundamental

usual de PSLy(Z) e S a transformagio de Mobius dada por (] 7)) temos

2A//|90|2duz // Isom|2+|90y|2dwdy>/ / | dady. (2.13)

FUS(F

Dai, escrevendo ¢(z) = ch(y)e(nx)

/f/ly% dedy = / 2471'2%2’0” (y)|* dy

T n#0

f
n#0
= 37 Z / len(y
n#0 T
> 37‘(‘22/ len(y |2
n#0
. dy
J— 2 —
= 372 /f </; J:+zy)|dx) "
>

37‘(‘2/ lPduz
F
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Portanto, A > %WQ. Assim, um autovalor para uma autofuncao ¢ nao-constante é

. 1 .
sempre maior do que 7. O que mostra que r ¢ real.

Proposigao 2.3.5 Sejam o(n) os coeficientes na expansao de Fourier de uma forma

p(2). Temos que Y, lo(n)]* < X, e como consegiiéncia, o(n) < ne.

Demonstragao: Suponhamos y = Im(z) fixado e X > 1. Da convergéncia uniforme
da série de Fourier de ¢(z),

/0 o(2)Pdz = / u 33" olm)elm) Koy (25 |mly) Koy (lnlg)e (ma)e(nw)da

0 m#0 n#£0

= Y elm) e K (2rlmly) Ko @ally) / e((m — n)z)dz

m#0 n#£0

= ?JZ|Q )1 Kr (27 |ny)
n#0

>y Y lo(n) 1K (2mny)

n<X

Agora, como K;.(z) é monotona decrescente e positiva para x > r (ver |Leb72]),

temos para y > ;- que

y 3 lo(m)PI K 2eny)? > yl Ko 22X S Jo(n)?

n<X n<X

1
/ (=) 2z < 1.
0

Tomando y = C'§, onde C' é uma constante tal que K;(2nCr) # 0, o resultado

Sendo ¢ limitada em JZ, temos

segue.
QFED

Agora, qualquer forma de Maass ¢(z) pode se decompor em suas partes par ou

impar com respeito a aplicacao z — —2Z:

o(z) = p(2) +290(—5) L 2) —2@(—5).
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Sendo ¢(z) automorfica, as parcelas também o sao, pois

’ (—W) (7 2)E9) —et-n

Além disso, pela Proposicao 2.2.2, ¢ o ¢ também é uma autofuncao de —A com o
mesmo autovalor. Com isso, daqui por diante, vamos supor que ¢(x + iy) seja par
ou fmpar em z, isto é, p(—z) = dp(z), 06 = 1, —1 respectivamente. Diagonalizando

assim as formas de Maass cuspidais.

Se @ for par, o(n) = o(—n) para todo n, e sua série de Fourier se escreve como

= %Z K;.(2mny)cosh(2minz),
e se ¢ for impar, o(n) = —p(—n) para todo n e

=22 Z o(n) K (2mny)senh(2minx).

Encerrando esta segdao, temos que FE(z,s) nao é uma forma cuspidal para
' = PSLy(Z). Escolhendo representantes de I' médulo ', temos para Re(s) > 1

que
S

1 Y y°® 1
E _ - - - 2.14
(z5)=5 2. ez +d2  ((2s) 2 mz +nf> (2.14)

(c,d)eA (m,n)eB

onde A = {(¢,d) € ZxZ | mdc(c,d) =1}, B ={(m,n) EZXZ | m?*+n*>>0}e

((s) é a fungao zeta de Riemann. Dai

ar(y,s)Z/OlE(z s)e(— m“)dl“_%yT/ 2

(m,n)eB
m>0

|mz pER e(—rz)dr,

ja que (m,n) e (—m,—n) contribuem o mesmo para a soma. Da convergéncia

uniforme da série de Eisenstein, comutamos a soma com a integral

ar(%s):ys/ole( Z Z / ’m2_|_n|2$ dz,

m=1n=—
onde o primeiro termo vem da contribui¢ao de m =0 (n =1,2,...). Dali,

N re)

1
r\Y» =y’ d dx.
a(y, s) y/oe( rIT) x+ Z Zoo/ m:v+n +m2y) x

mln 0
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Fazendon=mk+ 1, k€ Ze 0 <l <m,

il ! e(—rz)
T2 Y | e rree

mllOk —00 V0

1
ar(y,s):ys/ e(—rx) dac—l—
0

Por mudancas de variavel, obtemos

1 00 m—1 00 _
a,(y,s) = ys/ e(—rx)dx —|— Z m=2 Z 2 / #dﬁ
0 m=1 =0 5 +y )
Da soma geométrica

)

m—1
omir L m, sem | r
e“Mm = ..
0, caso contrario

1=0
temos

Z / (62 +y7)Se(—rE)d.

m>0

ar(y, s) 22/8/01 (-

y)s >
=) I
(9)res) [
(ver Célculo A.1.4 no Apéndice A). Portanto, se 7 = 0 temos

. [(s— )C(QS 1) 1
ao(y,s) =y° +V/m T @) Y

Agora,

mtal(s — Dy ser =0

2 2\—=s _( dr =
(z° +y°) "e(—rz)dz 2|r|s‘%y%Ks_%(27T|T|y)a ser#0

[e.9]

Se r # 0 temos

woys|r) s
I'(s)¢(2s)

O que mostra o seguinte resultado.

a.(y,8) =2 ————— 01_2S(|r|)KS_%(27r|7“|y).

Proposicao 2.3.6 A ezpansao em Série de Fourier de E(z,s) é dada por
E(z,8) = y* + ¢(s)y'~* + —= ZT 7; K, 27rny) cos(2mnzx), (2.15)

onde To(N) = Y 4en A°d™* = nT%90(n) € a soma dos divisores generalizada, e
£(s) = w2 (%) ((s) € a fungao zeta completada. A fung¢ao de espalhamento ¢(s)
pode ser expressa em termos de £(s):

5(25—1)‘

o) (2.16)

¢(s) =
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2.4 A continuacao analitica da série de Eisenstein

Recordamos que: a fungao I'(s) nao possui zeros em C e que possui polos de ordem
(=n".

——; e a funcdo ((s) ndo possui

lems=0,—1,-2,... com residuo Ress—_,, I'(s) =
zeros no semiplano Re(s) > 1, e que possui um tnico polo de ordem 1 em s = 1 com

residuo Res,—; ((s) = 1. Assim, £(2s)7! e ¢(s) sdo meromorfas em C.

Proposicao 2.4.1 A série de Eisenstein pode ser continuada analiticamente a uma

funcao meromorfa sobre o s-plano complexo, e satisfaz a equacao funcional
E(z,s) = ¢(s)E(z,1 — s). (2.17)

No semiplano Re(s) > 3 a série de Eisenstein E(z,s) é holomorfa exceto por um

polo de ordem 1 em s =1 com

3 1
Res F(z,8) = > = —— .
i () 7 vol(T'\.77)

Demonstragao: Basta mostrarmos que para z na regiao fundamental usual de P.S Lo (Z)
a série

o

Z Tyl (n)KS_% (2mny) cos(2mnx)

n=1
¢ uma fun¢ao inteira de s, pois assim, a continuagao analitica de E(z, s) é definida
pelas propriedades de £(2s)™! e ¢(s). Para isto, é suficiente que tal série seja uma
série de fungoes inteiras de s uniformemente convergente em subconjuntos compactos
do s-plano. Primeiramente, K,_1(2) ¢ inteira (ver [Leb72]), e evidentemente 7,_1(n)
também o é. Logo, cada termo da série é uma funcao inteira. Além disso, como

y > \/73 > %, pelo Calculo A.1.2, em um subconjunto compacto K do s—plano temos

7o (0K, (2mny) cos(2mnz)| < 0t fosea(n)] €T K, (2)
< o) [ e YK, 1 (2)
S n%—a n n%_lKg_;(Q) e~ Y

2

<<n,K e—wny
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onde a constante implicita depende de n e do compacto K. O que mostra a primeira

assercao da proposicao.

Agora, se r = 0, gragas a equacao funcional de ((s), {(s) = £(1 — s), temos

£(2s)ao(y,s) = &(2s)y°+E&(2s — 1)y' ™

_ 5(25) s 1-s
— s g 82— Ly

o 5(1 B 28) s 1-s
= 5(25—1)5(2_2) +&(2s— 1)y
= &(2s—1)ap(y,1 —s)

Se r # 0, observamos que de (2.8) temos

K,(y) = K_,(y),

e que a trocarmos os papéis de a e d,
1 1-s
a\s—z d\ 2
=X () =2 (4) —nw
ad=n ad=n

Dai, usando novamente a equacao funcional de ((s),
£(2—25)
€2 25)

Assim, para todo r € Z temos a equacao funcional

£(28)ar(y, s) = 277, (I K,_ (27|r[y) =25 — Da(y, 1 - 5)

£25)a,(y,s) = €25 — La,(y, 1 - 5),

ou equivalentemente, a equagao desejada (2.17).

Quanto a afirmacao sobre as singularidades, como no semiplano Re(s) > % a
tinica singularidade provém de ay(y, s), de fato ¢(s), temos
L) 1 VT 6 Resso1 C(s) 3
Res E = —22 ____R 25 — 1) = LA i L AR
Rep B(208) = VT 5y Ty Rp S5 =D =Vr - = T
OFED

Observamos que, para Re(s) > 1, se y = Im(z) for suficientemente grande o

termo constante predomina, pois nos outros coeficientes da expansao de Fourier a
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funcao de Bessel KS_% tem decaimento rapido quando y — oo. Logo, assintotica-

mente, o comportamento de F(z,s) é o mesmo do termo constante,
E(z,8) = y° + ¢(s)y'~* + O(e™?™).
Assim, da equagao funcional (2.17) e por convexidade,
E(z,5) < y°. (2.18)

para todo s onde E(z, s) pode ser continuada analiticamente.



Capitulo 3

Operadores de Hecke

Na década de 30 (ver [Hec37]), Hecke introduziu uma familia de operadores
{T1, T3, ...} agindo em formas modulares. Ele projetou estes operadores para que

se

f2) = a(m)emm:

m>0

fosse uma autoforma de todos tais operadores com a(1) = 1, entdao o coeficiente
a(m) seria igual ao autovalor A\(m) de f com respeito a T,,; portanto, sendo os
operadores comutativos entre si, A\(n) seria uma fun¢do multiplicativa e a L-fungao

correspondente admitiria um produto de Euler.

Observamos que os operadores de Hecke podem ser definidos de varias maneiras
(ver [Shi71] e [Ser73|, por exemplo); nossa escolha aqui é feita pela praticidade em

nossas aplicacoes.

3.1 Propriedades Algébricas

Seja I' = SLy(Z). Para um inteiro n > 1 consideremos o conjunto

Fn:{<a b) ©a,bc,del ad—bc:n}.
c d

Em particular, I'y é o grupo modular. Além disso, I' age em I',, em ambos os lados,

ouseja, ', =1, =1, I', e assim podemos decompor em o6rbitas I',, = UpEF\Fn ['p.

23
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Definicao 3.1.1 O operador de Hecke T, para I' é definido por sua acao
1
(T.))(z) =—= > flp2). (3.1)
NLD
peM\I'y,

em funcoes f automorficas com respeito a T

Notamos que o somando s6 depende da orbita I'p e nao do representante esco-
lhido, o que justifica a notacao. Pois, se p e p’ forem representantes da mesma, 6rbita,

existe v € I" tal que p’ =vp, e f(p'z) = f(ypz) = f(pz) por f ser automorfica.

Proposicao 3.1.2 O conjunto

An:{<8 Z) cad=n, O§b<d}

forma um conjunto completo de representantes de drbitas de I'\I',,. Em particular,

temos a particao

I,= | Ip.

PEA,

a *x

. *) € I',. Tomando v = -5 e 6 = —-%; temos

(a,c) (a,c)

(7,0) = 1 e ya+ dc = 0. Ou seja, existe 7 = ('y 5) € I' tal que 7p € T',, seja

Demonstragao: Seja p = (

triangular superior. Trocando o sinal de 7 se necessario, temos 7p = (8“" i’)) com

xw =mn e w > 0. Agora, multiplicando & esquerda por o = (1 6), encontramos

01
’ . .
oTp = (z i) com y =y — (afc). Assim, escolhendo € € 7Z convenientemente,

0 <y’ < d. Finalmente, se p percorre A, as orbitas sao disjuntas, pois

(§0-6 6 )

implica v = 0, donde «d = 1. Trocando (‘f’y ?) por —(3 5) se necessério, temos

a = = 1. Considerando as desigualdades para b e b/, devemos ter 5 =0. QED

Como resultado da proposigao anterior, observamos ainda que o ntimero de ter-

mos na soma é

[, :T]=> d=o(n),

din



25

e podemos escrever

(T f)(2) J_Z 3 f(“”b) (3.2)

ad=n 0<b<d

Proposicao 3.1.3 A funcao T, f € automdrfica com respeito a T,

Demonstracao: Para 7 € I' fixado, temos sobre uma particao das orbitas

[,=mT,7 =1 U Ip| 7' = U I trprt = U Lrprt.

pENM\I'y, pEN\I'y p€M\I'y
Assim,
(T f)(2) Z f(rpr (r2) Z flrpz) = (Tf)(2).
pEF\I‘n pEF\I‘n

QED

Proposicao 3.1.4 Se f for quadrado-integrdvel entao T, f também o serd, ou seja,
T, : L*(T\s#) — L*(T\J7).
Demonstracao: Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

/ (Tnf)(2)Pdpz = / n_1’ SumTeF\an<TZ>‘2dﬂ,Z

N\ N\

wt o) X 15 s

F\:}f TEF\Fn

IN

o(n)

S S RTCOIRTE

o(n) 27 -1
- 2 dprLz.
D S IO
eV (o)
Agora, como 7 € I'\T',,, um vértice de 7(I"'\./#) é oo e os outros dois nao tocam o

eixo real. Assim, sendo a soma sobre 7 finita, podemos cobrir todos os triangulos
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7(I'\.2) por um ntamero finito de imagens por I' da regiao fundamental usual F' de

I'. Portanto,
o(n
[ @n@Pae <™ [epae
N\ N\
0 que mostra a proposicao. OFED

Proposicao 3.1.5 Para quaisquer m,n > 1 temos

T, T, = T . (3.3)

d|(m,n)

Em particular, temos que T,, e T, comutam.

Demonstracao: Por definicao,

T (Tof)(2) = T f Y fra)] = Z > flpr2).

Tel\I'n pEF\Fm Tel\I'n

Escolhendo os representantes A,
T (T _ a; by az by
WENE) = 2= S 2 (S ) (50
a1d1 m by (mod dy)
a1a9 Cllbg + d1d2
a2 2 (8 )

azd2=n bz(mod dg)
a1d1 m b1 mod d1

= Tu(Tof)(z
azdz=n bz(mod d2)

Tomando a; = (ay,dy)a) e dy = (ay, d2)d} temos

,16L2 a’le + dldé 5
did, '
b1(mod dy)

bo (mod éd! )

Tn(Tof)(z

_m
o

=n
o

Dados a}, dy, as, d, como anteriormente a entrada superior a direita @by + b1d,, per-
corre um conjunto de classes de residuos completo moédulo didy com multiplicidade
0, isto é, 0 vezes. Assim,
alas b
LN = 5 X S (N am)e)

6|(m n) aldl— b(mod di1d2)

m
;)
axdhy= %
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Agora, fazendo a = a,ay, d = didy temos ad = mnd~2. Reciprocamente, dada uma
fatoracdo ad = mnd~2 podemos encontrar 1nicos aj, as,d;,ds tais que a = ajas,

d= dldg, a1d1 = m5_1, (leQ = n(5—1 e (al,dg) = 1, a saber

O que mostra que

LN == 3 5 X (5 0):) - X @ene)

5| m,n) ad="23t mn b(mod d)
QOFED

Além disso, observamos que 7T, e o Laplaciano A também comutam, pois A

comuta com a agao de SLy(R).

Segue ainda da proposicao anterior que a algebra comutativa dos operadores de

Hecke T,, é gerada por T}, onde p percorre os niimeros primos, pois

Tpk+1 = Tprk — Tpk717 k>1. (3.4)

Proposicao 3.1.6 Os operadores T, sao auto-adjuntos em L*(T\JY), isto €,

(Tnf,9) = ([, Tng) (3.5)

para todo f,g € L*(T\J7).

Demonstracao: E suficiente mostrarmos a proposi¢ao no caso n = p primo. Agora,

escolhendo os representantes A,,,

\/13(Tpf)(2)=§f((é D) (5 0)e):

J

Como I' = SLy(Z) contém a involugao (] ) temos

(5 ) (0 DG )
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plf(( o) (o 3)e) o (5 1)9)

0 —
1 0

M

Tomando o« = (1 0)

0 p ) temos

-0
((1) ;)para0<j<peozp (

VB G = Y f aay)

E, tomando 3 = (p 0) B = (0 _]1) paral0<j<pef,= ((1) (1)) temos

=> [ (86;2)
j=0

Observando que «; e 3; sao elementos do grupo modular, e que
0 —1
ﬁj = (1 0 ) Qj

VP (Ipf.9) = /f aa;z)g(z)duz.

7=0 riw

para 0 < 7 < p, obtemos

bS]

p
Denotando por A o conjunto U ao;F', onde F' é uma regiao fundamental de I',

temos
Vo (Lpf,9) = /f gla™ zduz-/f g(pz)duz.

Analogamente, pelas relagoes sobre [3;, temos
VP (Tfg) = Z /f 9(68;2)dpz
- / F(2)5(B2)dp

= /f 9(pz)dpz

onde B = U B;F. Notamos que f(z)g(pz) ¢ invariante pela agao do subgrupo de
7=0
congruéncia de Hecke I'g(p). De fato, f(z) é claramente invariante, e como

a b\ az+b [(a bp s
P\e a) " Peaya™ 5 od b=
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g(pz) também o é. Logo, basta mostrarmos que A e B sao regioes fundamentais de

LCo(p). Agora, da decomposi¢ao como reuniao disjunta
P
I ={JTo(p)s;,
=0

segue que B é uma regiao fundamental. Quanto a A, temos

p p
0 -1 0 -1 0 -1
A—anajF—Oz(l O)U()@-F-a(l O)B_<p O)B.
j= j=

(2 _01> Lo(p) = Lo(p) (2 _01) ,

segue que quaisquer dois pontos distintos de A nao sao 'y(p)—equivalentes; e que

rpa=ru) () o) B= (0 s = () )=

Como

logo A é uma regiao fundamental de I'g(p). QFED

3.2 Autovalores dos operadores de Hecke

Notamos que se uma fungao automorfica f(z) for uma autofuncao de todos os ope-

radores de Hecke, entao a Proposicao 3.1.5 implica em

A(m)A(n) = Z))\ (%) . (3.6)

d|(m,n
Em particular, A é uma fun¢ao multiplicativa, i.e. A(mn) = A(m)A(n) se (m,n) = 1.

Por exemplo, E(z, s) é autofuncao de todos os operadores de Hecke com autovalor

7s(n), i.e., para n > 1, temos
(TLE(+,8))(2) = 7s(n) E(2, 5),

onde 7,(n) = > ,_, a®d™®. Pois,

== 2 5 () = S 7 (1) e

ad=n b(mod d) ad=n
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Agora, T), age nos coeficientes de Fourier de uma forma de Maass f(z) da seguinte

maneira:

Proposicao 3.2.1 Seja ¢(z) uma forma de Maass cuspidal para PSLy(Z) que seja
autofuncao de todos os operadores de Hecke. Entao
mn
Mmelm) = >~ o) (3.7
d|(m,n)

e além disso,

o) = Allnbe (1) 39)

Demonstragao: Suponhamos, mais geralmente, que f(z) seja uma forma de Maass

para o grupo modular com série de Fourier

a(0)y” +b(0)y' ™ +y2 Y a(m)K,_1(2r|my)e(ma),
m#0
mostraremos que a série de Fourier de (T}, f)(z) é dada por
an(0)y" + B0y +y2 D an(m)K,_1 (2m|mly) e (ma) (3.9)

m7#0

cujos coeficientes sao «,(0) = Tsfé(n)a(()), Bn(0) = T%fs(n)ﬂ(()) e

ap(m) = Z a (%) : (3.10)

d|(m,n)

donde o resultado da proposicao segue claramente. Como Re (“Z+b) = %H’ e
Im (“Zd“’) =3, temos
B0 =17 Y S al0) )+ b0) 1 +

ad=n b=0

-1 ar +b
1
+n"2 dz ;(nyd_2) %a(m)Ks_;(27r|m|nyd_2)e (m p ) .

Agora, a primeira soma é igual a

Zdl 23+y1 sb ZdQSI

0<d|n 0<d|n
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que ¢é o desejado. Quanto a segunda parcela, temos

'3 St (§5) s (i) e ()

ad=n 0<b<d mz#0

= y2 Z Z a(m)Ks_% (27r|m|%y) e (m%) cll Z e (m%) :

m#0 ad=n 0<b<d

Como a soma sobre b é uma soma geométrica a qual é igual a d se d|m, e 0 caso

contrario, temos

A St (i) (n5) 5 ()

m#0 ad=n 0<b<d
a axr

= w3 2 el (2nimigy) e ()
m;ﬁo ad n

= y2z Z (ld)K 27r|l|ay) (alzx)
1#0 ad=n

=y ) | D alid) | K,y (2rlmly) e (ma).
m#Q ad=n

al=m

QED



Capitulo 4

A L-funcao de Hecke-Maass

Consideremos os operadores de Hecke T,,, o operador —A e a simetria T_1p(z) =
©(—2), temos que {T_1} U{T,} U{—A} é uma familia comutativa de operadores
auto-adjuntos. Assim, podemos diagonalizar o espaco vetorial das formas de Maass
cuspidais, no sentido de escolher uma base {¢;}52 ortonormal (L*-normalizada),

de modo a satisfazer )

—Ap; = Ajp;
Thpj = Ai(n)e;, n>1 (4.1)
T—l(;oj = (5(,0]‘, 0==1

\

e chamamos uma tal ¢; de forma de Hecke-Maass.

A L-série associada a uma forma de Hecke-Maass ¢ é:

L(s,¢) = > o(n)n™", (4.2)

n=1
onde o(n) sao os coeficientes de Fourier de ¢, como em (2.12). Alternativamente,

poderiamos ter considerado

H(s) =Y An)n™*,

de modo que L(s, ) = o(1)H(s), pois o(n) = A(n)o(1).

32
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Proposicao 4.0.2 Para Re(s) > o¢ > 1, a série em (4.2) converge uniformemente

e absolutamente.

Demonstracao: Com efeito, para qualquer N,

> o =Y om)n | = 1> o(n)n”

n<N n>N

= <) o(n)|n

n>N

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que para M > N

S lomln = 3 (lotm)n=% ) n=% < ( S Jen)fn ) (Zn )

n=N+1 n=N+1 n=N-+1 n<N
Vendo as duas somas do lado direito como integrais de Riemann-Stieltjes:

M M M

2 = / td (Z 1) > letw)Pn = [ e (Z |g<n>|2> ,
n=N+1 n<t n=N+1 N n<t

podemos integrar por partes, a obter

n<t N
M
< Moo — NiToo 4 00/ to0dt
N
Nl*O’O _ Ml*O'O
- o9 — 1

onde |x| denota o maior inteiro menor do que ou igual a x. Da Proposi¢ao 2.3.5

t=M
+o—0/ (Zyg )taoldt
=N

segue analogamente que

i lo(n)[Pn=" = (ZI@ )

n=N+1 n<t n<t
M
< Moo — NToo 4 00/ to0dt
N
Nl*O’O _ Ml*O’()
N o9 — 1 )

Donde, como oy > 1, fazendo M — oo

Y omn™ = o(n)n’

Nl*O’O
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o que mostra a convergéncia uniforme e absoluta da L-série. QFED

Observamos que cada termo em (4.2) é uma fungao holomorfa em s, donde, sendo

a série uniformemente convergente, a fungao L(s,¢) é holomorfa para Re(s) > 1.

4.1 O produto de Euler

Proposicao 4.1.1 Para Re(s) > 1 a L-fun¢ao de Hecke—Maass admite a fatoragao

L(s,) = o1) ] =2 +p7%) ", (4.3)

p
primo

chamada de o produto de Euler da L-funcao.

Demonstracao: Consideremos o produto

P@) =[] (1+A;f)+¥fj)+---),

p<z
primo

sobre todos os primos menores do que ou iguais a . Um produto infinito da forma
[1(1+z2,) converge absolutamente sempre que a série » | z, converge absolutamente.

Dito isto, observamos que

D

p<z

)

Y

A(n)

@—F@—F‘SZ

ps p2s

Ap
ps

‘ Ap?)
p23

(o]
SZ
n=2

p<z

donde as somas parciais da série )

Ap) | AP ‘ sao limitadas se Re(s) > 1

pSz p.s p25

e portanto tal série converge. Logo, temos a convergéncia de modo absoluto do
produto [T, (1 +A(p)p~ +A@*)p~> +---).

Como P(x) é um produto finito de séries absolutamente convergente, podemos
multiplicar as séries e rearranjar os termos do modo que desejarmos sem alterar o
valor da soma. Um termo tipico é da forma

APT) - Apet) AT pEk)

pi”ls . .pzks o (ptlll . .pzk>5 ’
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pois A(n) é multiplicativa, isto é, A(mn) = A(m)A(n) se mdc(m,n) = 1. Pelo
Teorema Fundamental da Aritmética, se A for o conjunto dos nimeros naturais
n tais que todos os fatores primos de n sao menores do que ou iguais a x, entao
P(x) = Y, caA(n)n™*. Dai, se B for o conjunto dos n € N tais que n tem pelo

menos um fator primo maior do que x,
o0
A
3200 ) -
ns
n=1

Quando x tende a oo, para Re(s) > 1 esta tultima soma tende a zero, pois a série

> |A(n)|n~7 é convergente em tal regiao; donde P(z) tende a L-série Y  A(n)n~*,

quando x — oo. Logo,

L(s,o) = o)) || (1 +> A(p’f)p’“)

p
primo

para Re(s) > 1. Finalmente, lembramos que
AP = A05)AP) = A" (4.4)

para cada primo p, e disto temos formalmente que

(1 - i )\(pk)Zk> (1-Xp)Z + 2?)

=1-Ap)Z+2Z°+> A2 = Ap)Z> A" ZF+ 22 A" ZF

= 1+(A(p)=A(P) Z+1+AP*) - AP)AD) Z%+ Y (AP =Ap) AP +Ap")) 24
k=1

=1.

Tomando Z = p~*, o resultado segue. QFED

Para referéncia posterior, é interessante notarmos que ao se fatorar

L= Ap)p~* +p > = (1—alp)p™) (1 - Bp)p™)
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entao a(p) + B(p) = A(p) e a(p)B(p) = 1. E por (4.4),

a(p) = Bp)kt &
a(p) — B(p)

Neste contexto o produto de Euler tem a forma

L(s,9) = o) [ @ —a@p™) " (1= 8mp~—) " .

p
primo

Ap*) =

E uma conjectura famosa que a(p) e 3(p) devem ser conjugados complexos; ou seja,
que |a(p)| = |6(p)| = 1, ou ainda |A(p)| < 2. Tal conjectura é andloga a conjectura

de Ramanujan—Petersson para formas modulares, ver [Ser73].

4.2 A continuacao analitica e equacao funcional

Proposicao 4.2.1 A L-func¢ao L(s, ) pode ser continuada analiticamente a uma

funcao inteira e satisfaz uma das equacgoes funcionais

0 (1—;5+s> L(s,p) = (-1)7 © (17_5+1—s> L(1— s, ), (4.6)

Os) = 7T (S *;“”) r (S _2”) , (4.7)

e 0 = £1 quando ¢ for par ou impar com relagao a x respectivamente.

onde

Demonstragao: Suponhamos, primeiramente, ¢(z) par com relagio a z. Como I’

contém a involugio (9 *01), o(iy) = p(iy™'). E dali,

 aidy L i dy © aidy
/ eliy)y™: — = / o(iy)y* 2 ?Jr/ p(iy)y* 2
0 0 1

L _(s_1y dn < a1 dy
= / i)y~ 7+/ pliy)y™ 2
1 1

il 1 dy
= / (i) (Y™ = +y2 )?-
1

Notamos que, como p(x + iy) < e *™ quando y — oo, (2.11), segue que essas

integrais improprias convergem absolutamente e uniformemente em todo s-plano.

Por conseguinte, temos uma funcao inteira de s.
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Por outro lado, temos

< idy 1 s—1dy
/ o(iy)y* 2 —= ) / 2 Z K. (2mny)y 2?.
0 n=1

Como a série de Fourier de ¢ converge uniformemente, *~! é continua em 0 < y < oo

oo
e / s E lo(n)K;.(2mny)| dy é convergente, podemos comutar a série com a
0

integral. Assnn

/ Y2 Z K. (2mny)y -3 = 22 /OO K (2mny)y*—=
0

Fazendo a mudanca de variaveis £ = 2mny,

/KW 2mny)y —22 )(2mn)~ /KW —.

/ K, (y)y* dy = 2°7°T (8 i V) r (S — V) :
; 2 2

absolutamente convergente para Re(s) > |Re(v)| (ver Calculo A.1.3), segue que para

Re(s) > 1

Da integral

1
2 )(2 K ()€ = = =L(s,p)O(s).
Z oy [ ~L(5,£)(s)
Portanto, temos a representacao integral

0Ll =2 [ (57 +h) lin) (45)

1
Tal relagao foi mostrada sob a suposicao de Re(s) > 1; todavia, o lado direito de
(4.8) é uma funcao holomorfa para todo s, ou seja, esta férmula nos da a continuagao
analitica de L(s, ). Finalmente, é facil ver que o lado direito de (4.8) é invariante
pela transformagao s — 1 — s; logo temos também a equagao funcional de L(s, ).

Agora, se ¢ for impar, tomamos ¥ (z) = %g—i(z). Assim,

Y(iy) = 22 Zny K (2mny)
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e como I' contém (2 701),

. 1 Oy -1\ 1 i
v =5 () () =0 (0)
Analogamente,

[T ettt = s [ uen 2
Dt

[

= — —(s+3) d77 %@
/1 (i) / (i y
d
= / D(iy) (s —yp ) 2
' y
e, para Re(s) > 1
Y o1 Yy
/ Y(iy)y y 2/0 an K (2mny) y ;
= QZnQ(n)(%m)—(sH) /OO Kir(g)gs—&—l %
n=1 0 5
1 (& L .
) <nz:1 Q(n)n_5> Gl (5 + 2—1— zr) r (5+ 2 ,”_) |
Logo,
Ofs + DL(s.0) =2 [ (o = i) dy "

o que nos da tanto a continuagao analitica quanto a equacao funcional de L(s, ¢).
QFED
Fazendo-nos utilizar de propriedades basicas da fungao I'(z), especificamente:

T()(1—2)= —

sen(mz)’

1
22710 ()T (z - 5) =/ (22);
e de identidades trigonométricas elementares, podemos simplificar um pouco tal

equacgao funcional. De fato, ela pode ser dada por

L(Sa 90) = Q(S)L(l - 3790):
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ou equivalentemente,

L(1—s,¢)=V(1 —3s)L(s, ), (4.10)
onde

U(1l—s) =2"277%D (s + ir)'(s — ir)(cos(mws) + & cosh(nr)). (4.11)

Em muitas aplicagoes, é importante sabermos a ordem de crescimento de
|L(o + it,¢)| quando |[t| — oco. Se ¢ > 1, entdo |L(o + it,¢)| & obviamente li-
mitada por uma constante. Se o < 0, observamos que para o fixo, V(1 — o — it)

cresce no maximo como um polindomio em ¢: pois, pela formula de Stirling:
D(o + it) = (7t 3¢~ 3™+ 3703 (9m)3 {14 O(t 1)} (4.12)
valida para t — +oo (ver [Tit51]), segue que para t > r

U(l—0—it) =2 (i)zal <L>2it e™=2) (1+0(t™Y) (4.13)

2T 2me

Por outro lado, temos da formula de Stirling (4.12) a familiar conseqiiéncia
T(o+it) < (Jt| +1)7 ze 51,

valida para t — 400 e também para t — —oo (por conjugagio complexa) em

qualquer faixa a < o < bcom 0 < a < b, e portanto

I(s+ir)l(s—ir) < ((Jt+7r|+1)(|t —r|+ 1))07% e~z (HHrHlE=T)
< (Jt| + 1) el

Além disso, |cos(ms)| < 1(e™ + =) < eI, donde
V(1 —o—it) < (2m) 2 (Jt| + 1)* . (4.14)

Pelo Principio de Phragmén-Lindelof (ver [Tit32]), podemos agora estimar para

0 <o <1, e portanto temos

1 , se o >1
Lio+it,p) < |t]'7 ,sel0<o<1 (4.15)
it|'72 | se o <0

uniformemente.
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4.3 Aplicacao

Nesta secao estudamos a soma

> o(n).

n<X

Introduzimos uma fun¢ao suavizante g(z) de classe C*> em [0, 00), que seja identica-
mente 1 em [X/2, X], que se anule fora do intervalo [X/2—Y, X +Y], onde Y < X/2
serd escolhido otimizadamente a posteriori, e que possua derivada de todas as ordens
satisfazendo

gz <Y, v=0,1,2,...

Observamos que as derivadas ¢)(z) para v > 1 se anulam fora de dois intervalos

de comprimento Y.

X/2-Y X/2 X X+Y

Figura 4.1: Grafico da funcao g(x).

Pela Formula de Inversao de Mellin, temos para a > 1,

7= 3 olnaln) = i@m) (% / " s ds)

—1300

- =y / My(s)o(n)n™ ds,

"

1

— o L) s
(a)

2mi

onde denotamos por
My(s) = / g(x)z* tdx
0

a transformada de Mellin de g(z), e onde a troca de ordem da integral com o

—S

somatorio é justificada pois a série Y o(n)n~® converge uniformemente quando
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Re(s) > a > 1. Observamos que para s # 0, —1,...,(1 — A),

(=D
[s[-|s+A—1]

My(s) < / 19 ()| |*+47Y| de, (4.16)
0
integrando por partes A > 1 vezes.

Sendo .#,(s) e L(s, ) fun¢oes inteiras, temos pelo Teorema de Cauchy que

1
S = 9 / My(s)L(s,p) ds,
Cr
onde %7 é o contorno poligonal definido pela reuniao dos segmentos de reta 61, . . . , 65,

61 : (a —ioc0,a —iT), Gy la—1iT, 1 —b— 1T, 65 [1—b—4T,1—b+iT],

Gy [l —b+iT,a+iT] Cs - la+iT,a + i00].

comb, T > 1.

Y [

[ &5
[
T I
b1 I
[
% |

X

1-b 0 : 1 Ta
6> |
I
[

| ©1
[

Figura 4.2: Contorno de integragao 4.

Em %5, aplicando (4.16) e (4.15) temos

///g(s)L(s, ) ds=1 / My(a+it)L(a +it, ) dt
T
s

([T _ L(a +it, )|
(A) A-l+4a | 4
< x)|x dx : — dt
/T (/0 97 @) )|a+zt\...|A—1+a+zt1

X A-1 00 X A-1
. Xa —-A = — Xa.
< (5) e - ()
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Em %, por (4.15) e (4.16), (observemos o uso de Phragmén—Lindel6f) temos

///l ) ds = My(o +1T)L(o + T, p) do

1-b

¢ > _ L(o + 4T, p)|
< / A 1+0d ) : | ) : d
/1b</0 9 (@)l ’ lo+iT|...|[A—=14 0+ iT| 7

X\ 4! (2b-D)a (2b-1)(=0)
< (_) T_ATa+b—1/ XUT e do
Y 1—b

X A-1
XBT¢
« 1 (gy)

onde B, C, sao constantes (que dependem de @ e b e independem de Y, X ou T).

Analogamente, temos

X A-1
) d X
Jsas (%)
X A-1
//// (s,¢) ds < XB'T (Ty> .

Escolhendo T = X1+5Y_ e A suficientemente grande, as integrais 41, %2, 41 € G5

—100).

sao bem pequenas, digamos O(X ; logo

1 1—b+ZT

S = — My(3)L(s,p) ds + O(X ).

21 J1 it

Dai, ao fazermos a mudanga s — 1 — s, e aplicarmos a equagao funcional (4.10),

temos
1 [T
S = — My(1—8)L(1 — s,0) ds + O(X ).
210 Jy—ir
1 b+ZT
= — My(1 = 8)U(1 — 8)L(s, ) ds + O(X 7).
2m Syt

Como b > 1, estamos na regiao de convergéncia de > o(n)n™*%, e entao

S =S+ S+ O(X ), (4.17)
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onde
1 b+iT
AN =— Z o(n) My(1 —8)U(1 —s)n"° ds

n<N b—iT

1 b+iT
Sy = — Q(n)/ My(1 —5)U(1—s)n"° ds
2mi o N b—iT

para N a ser escolhido a seguir.

Consideremos agora .75. Temos

b+iT

Mg(1 —5)U(1 —s)n"* ds

T T(1—b—it)|
— : / 17bd | —b
Z/—T(/o lg'(z)| z x TR n~" dt

T
< X(Xn)_b/ (Jt] + 1)*2 dt

=T

<(2)(Z) e

desde que b > 2.

b—iT

Recordamos que na Proposicao 2.3.5, obtivemos a estimativa o(n) < nz. Vamos
daqui em diante, supor que

o(n) < n’*e, (4.19)

para algum 0 > 0. De fato, existem estimativas demonstradas para § < % por
exemplo: § = 1 por Proskurin em [Pro79|, § = $ por Shahidi em [Sha88| e Luo-
Rudnick-Sarnak em [LRS99|, 6 = $ por Kim-Shahidi em [KS02], e o recorde atual
6 = & por Kim-Sarnak [Kim03|.

Com isso, tomando N = XY 2 ¢ b suficientemente grande, temos de (4.18)
que %5 < X719 e conseqiientemente,
1 b+iT

— o(n) My(1—8)U(1—s)n"* ds + O(X'). (4.20)
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Consideremos, agora, o contorno poligonal 2y definido pela reuniao dos segmen-

tos de reta 7y, ..., 9,
D [b—iT,1/2—iT],  Do:[1)2—iT,1/2—iV], DPy:[1/2—iV,1+e—iV]
Dyl +e—iVilde+iV], Ts:[l+e+iV,1/2+iV], Ps:[1/2+iV,1/2 4T,

D7 [1/2 44T, b+ iT).
onde 1l <V <T.

T
Zsh g, 71
\%4
D4
7 x
1/2 14e b
-V
@2 @3 @1
=T

Figura 4.3: Contorno de integracao %y .

Podemos, pelo Teorema de Cauchy, mudar a linha de integracao para %y, a

obter
S = 1 Q(n)/%g(l —8)\11<1 —S)n_s ds + O(X—loo).
Dv

211
n<N

Quanto a contribuigao de 77, utilizando (4.16) e (4.14), a obter

/,///g(l —$)V(1 —s)n"* ds
7
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pois b é suficientemente grande. De modo analogo, obtemos

/%9(1_3)\11(1—5) ds<<Y<;§/)A(%>_é,
D
///19(1_3)xp(1—s> ds<<Y(;§/) (%)_V,
D5

/L///g(l —s)U(1=s)n"ds <Y (15;) <%)V
s

Sobre &, integramos apenas uma vez por partes e obtemos

V 1+€
/{//lg(l—s)\ll(l—s) fds < (nX) Ve
72

Finalmente, as contribuicoes de %5 e % sao de fato as principais. Com efeito, ao
integrarmos apenas uma vez por partes e utilizarmos a expansao de V(1 — s) por
Stirling, (4.13), obtemos integrais oscilatorias.

b+iT

My(1 —$)U(1 —s)n"° ds

_ _/Ooog'(m (

Para estimarmos este tipo de integral procedemos como em [Tit51, Lemma 4.6| por

b—iT

NI

g 24t+-2it 1 2 dt 1
/ Qe 2it+2it og(t/ w\/ﬁ)l_. + O(V_ )) do.
v 5 — it

técnicas familiares, e fazendo integracao por partes. Desse modo obtemos

g —2it+42it log(t/2m+/xn) dt 1 -1 1
e T < (xn)i(xn)"2 + v

e 0 mesmo se aplica para a integral sobre %,. Portanto, tomando V = T3 temos de

(4.19) que

S = ( T ‘/ H e )-idx> + O(X 1)
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— 0 (X%Ni—l—&—i-a) + O(X—loo) < <£> o (M) . (4.21)
Por outro lado, da definigao de g(x),
Y omgn) = D emgn)+ D o)+ > oln)gln) (4.22)

n=1 X/2-Y<n<X/2 X/2<n<X X<n<X+Y

E podemos trivialmente obter a contribuigao das caudas X/2 —Y < n < X/2 e
X<n<X+Y

Yo emgm) < Y e(n)] < VXt

X/2-Y <n<X/2 X/2-Y <n<X/2

ST o)< Y o)) < YXFE

X<n<X+Y X<n<X+Y

Ao otimizarmos a escolha de Y fazendo Y = XY 3+29) temos de (4.21) e (4.22)

Y oln) « X T (4.23)

X/2<n<X

Agora, somando as contribui¢oes de X /2, X/4, X/8, ... temos o seguinte resultado.

Proposicdo 4.3.1 Dado ¢ > 0 suponhamos que o(n) < n’*s. Entdo

(5+1)(25+1)
> o(n) < X s e (4.24)
n<X
Utilizando as estimativas 6 = i, %, é ou é obtemos respectivamente os expoentes

15 42 ., 110 2769 .
25 = 0.5357, ¢ >~ 0.4941, 5 ~ 0.4215 ou &5 ~ 0.4201. Observamos ainda que, a

conjectura de Ramanujan para formas de Maass (o(n) < n°) implica

Z o(n) < X5+,

n<X



Capitulo 5

O método de Rankin-Selberg

O método de Rankin-Selberg foi originalmente introduzido por R. A. Rankin (em
|[Ran39|) e A. Selberg (em [Sel40]) independentemente, com a motivagao de encontrar
estimativas para o tamanho em média dos coeficientes de Fourier a(n) de uma forma

modular.

Tal método usa uma representagao integral da L-fungao > |a(n)[*n™* que en-
volve a série de Eisenstein, de modo que a L-funcao herda a continuacao analitica e
equacao funcional de E(z,s). O calculo da representagao integral utiliza a seguinte
idéia. Suponhamos que f seja uma funcao integravel, I',.—invariante em 7. Temos

o seguinte tipo de mudanca de variavel:
/ fl2)dpz= > / fOyvz)duy ™z = / > f(rz)dpz.
Lo\ e ) A
Podemos encarar esta equagao do seguinte modo: a uniao de desdobramentos de

uma regiao fundamental F' de I' em 7 resultando numa regiao fundamental D de

I's, em J7.

47
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0

1
2

N

Figura 5.1: Desdobramentos de F' para PSLy(7Z).

Por contradicao, é simples mostrar que desse modo realmente produzimos uma

regiao fundamental para I'..

5.1 A L-funcao de Rankin-Selberg e seu produto de
Euler

Sejam ¢1(z) e po(2) duas formas cuspidais quaisquer de Hecke-Maass para o grupo
modular, conforme (4.1). A convolugdo de Rankin-Selberg associada a duas tais

formas de Hecke-Maass é a L-série

L(s, 1 @p3) = Z 01(n)oa(n) n°. (5.1)

Proposigao 5.1.1 Para Re(s) > oy > 1, a série em (5.1) converge uniformemente

e absolutamente.

Demonstracao: Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
M M

> lamemn™ < 3 lemllestm)n
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M
_ %0 _%0
= > (la@In=#) (leslmln=%)
n=N-+1
1 1
M 2 M 2
< ( D |Q1(n)l2n_”°) ( > IQz(n)IQH_“) :
n=N+1 n=N+1
Para cada soma parcial, a Proposi¢ao 2.3.5 nos garante que
M M
> lo(n)fPn = / t=0d (Z VQJ'(”)\2>
n=N-+1 N n<t
t=M M
= t”(i]@mw> +%/‘(Z]&mw>t%1w
n<t t=N N n<t
M
< M7 — NP0 4 00/ to0dt
N
Nl*O‘Q _ Ml*(f(]
N o9 — 1 )
Logo,
e _ s Nl*O‘O
> aume(mn= = 3 arlmea(mn ™| < T,
n=1 n<N
0 que mostra a convergéncia uniforme e absoluta da L-série. QFED

Observamos que cada termo em (5.1) é uma fungdo holomorfa em s, donde,
sendo a série uniformemente convergente, a fungao L(s,p; ® $3) é holomorfa para

Re(s) > 1.

Proposicao 5.1.2 Para Re(s) > 1 a L-fungao L(s, o1 ® $2) admite o produto de
Euler

L(s,1 ® P3) = 01(1)02(1) H (1 _p723) p (pfs)_l

p
primo

(5.2)

onde P (Z) € o polinomio

(1 = ai(p)aa(p)Z) (1 — au(p)Ba(p)Z) (1 = Bi(p)aa(p)Z) (1 — Bi(p)B2(p)Z)

para cq1(p), B1(p), az(p) e B2(p) dados por
{ L=X@p~ +p > =1 —aip)p™®) (1= Bi(p)p~)
1= Xa(@)p™ +p7% = (1= (™) (1 = Bop)p™*)
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Demonstragao: Segue da demonstracao do produto de Euler para a L-fungao de
Hecke-Maass, Proposigao 4.1.1, que para qualquer fungao multiplicativa f(n), temos

Yt =1] <Z f (pl)pls> : (5.3)

p
primo

na regiao onde a série Y f(n)n~* converge absolutamente. Dai, temos de (4.5) que

para Re(s) > 1

T TT N s (@) = B aa(p) = Ba(p) !
L<S’SO1 ® 902) o 91(1)02(1) 1:1 ; (p ) m(p) - 51(]7) cm(p) - 52(]7) 7

primo
pois como A;j(n) é real ndo temos o conjugado complexo. Para cada p fixo, a soma
interna sobre [ possui 4 séries geométricas. Por simplicidade notacional, tomamos

Z = p~° e omitimos todos os p’s, a obter

izl all+1 . iﬂ 0/2+1 _@éﬂ B
—o o — B ay — o
_ 1 1 < vmay  a [ N B152 )
Q1 — 51 Qg — 52 1 — o2 1- 041522 1-— 510422 11— 51522

- 1 ( ! _ b )
ar — By (1 - 0410622)(1 - alﬁzz) (1 - 510622)(1 - /61522)

1 — a1 f10002 27
(1 — &1&22)(1 - a162Z)(1 - 61&22)(1 — ﬁlﬁ?Z)’

donde segue o resultado. QFED

5.2 A continuacao analitica e equacgao funcional

Por simplicidade, nesta se¢ao vamos considerar o caso que 1(2) e ¢2(z) sejam pares,
ou seja, v;(z) = p;(—2).
Para Re(s) > 1 consideremos a integral

[ e iaEnG e

T\
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Agora, esta integral converge absolutamente para qualquer s € C a menos dos polos
de E(z,s), pois E(z,s) tem crescimento moderado, (2.18), e as formas cuspidais
decrescem rapidamente, (2.11). Além disso, da convergéncia uniforme em partes
compactas das séries de Fourier de ¢(z) e E(z,s), podemos inverter a ordem da

integral com a soma, e dai

/ 01(2) o2 (D) Ez, 8)dpz = / o1 (2)oaCz Vdua

r\J# N AED o\

= D / p1(v ' 2)pa (v 1) Im(2) dpy 2

Vel ()

= /901 2)pa(2)Im(2) dpz

YETT 1 )
= [ erabme)
Lo\

ol ——dxdy
- | [ veeany
0 0 Yy

pela condigao de automorfia de ¢, invariancia de du e identificando I's,\ .77 com a
regiao 0 < z < 1 de J#. Da expansao em série de Fourier de ¢;(2) (que converge

uniformemente),

1
/ p1(2)pa(2)dr = / Z 01(m) 02(1) K, (27 |my) K, (2 [n[y)e> %
0

n;éO
= yz 01(n)oa(n) + 01(=n)0a(—n)) Ko, 2ny) Ky, (270y)
- QyZ‘Ql 02(n) Ko, (2m0y) K,y (270027),

pois p;(—n) = pj(n) (p; é par), e K;.(y) real para qualquer r real (ver [LebT72]).
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Pelo Teorema de Fubini, temos

/000/01 y*e1(2)pa(z)

Do comportamento assintotico de K, (Y'), (2.10), segue pelo critério majorante de

dzd (&
y2y = 2/ T (Z ,Ql(n),QQ(n)Kirl(27my)K,;r2(27my)> dy .
0 n=1

Weierstrass que a série Y 01(n)o2(n) Ky, (2mny) Kir, (27ny) € uniformemente conver-
gente em qualquer intervalo da forma 0 < y < b, e podemos entao inverter a ordem
do somatoério com a integral, a qual, ao fazermos a mudanca de variavel £ = 27wny

resulta em

23" o1(n)a(n) / Koy (2m) Koy (2 dy =
n=1 0

—2(20)* 3 ol [ Ko (K ()€ e

Da integral

/OOO K, (y)K,(y)y*'dy = 27T (s) ' T[T (#) |

que converge para Re(s) > |Re(u)| + |[Re(v)] (ver Calculo A.1.5), escrevendo

o(s) =T (s) ' [ T (#) (5.4)

temos portanto que para Re(s) > 1

/ 01(2)pa(2)E(z, 8)duz = EL(S, ©1 ® P2)0(s). (5.5)
%

Observando que esta integral define uma funcao meromorfa em s, resulta da equacao

funcional da série de Eisenstein, (2.17), o seguinte resultado.

Proposigao 5.2.1 A L-fungao L(s, p1 @ P3) possui continuag¢ao meromorfa para o

s-plano e equacgao funcional
O(s)L(s, 1 @P2) = ¢(s)O(1 = 5)L(1 — 5,901 @ P3), (5.6)

onde ¢(s) € a fungao de espalhamento de E(z,s). Além disso,

cosh(mry) + cosh(mrsy) (@1, 2)
T vol(T'\J7)’

onde (-,-) € o produto interno de Petersson definido em (2.2).

R_els L(s,1 ®p3) =2 (5.7)
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Devido a presenca de ((2s) no denominador de ¢(s), a equagao (5.6) nao tem
simetria completa. Para contornarmos isso, ao invés de considerarmos a L-funcao

L(s,¢1 ® ¥3), consideraremos a fungao
F(s) = F(s, 01 X @2) := ((25)L(s, 1 ® 92). (5.8)

Observamos que

F(s, i1 X 93) = Za(n)n‘s, com a(n)= Z 01(k)o2(k), (5.9)

n=1 kl2=n

para Re(s) > 1; e que por Cauchy-Schwarz temos

Sam <Y Yla®l | | Yle®l| <X 5 <o (510

1 x x 1
= 1<a? \F<32 k<2 I<x?

Notamos que a equagao funcional de F'(s, p1 X pz) segue diretamente das respectivas

de L(s, o1 ® $2) e ((s),
O(s)F(s,01 X P2) =0O(1 — s)F(1 — 5,01 X P3). (5.11)
Ademais, podemos reescrever a equagao (5.11) como
F(1—s5,01 X%3) =09(1 — 8)F(s,01 X $2) (5.12)
onde
91— 5) = 167 2 [[ T(s + iy £ ir) [ cos (g(s + iy £ m))) . (5.13)

Da formula de Stirling, (4.12), segue que para t > rq + 79

t t

4o—2 44t
I(1 — o —it) = 1677 (%) <2—€) =D (14 0(7Y). (5.14)

Por outro lado, temos como conseqiiéncia da férmula de Stirling, que para o < 0 e

|t| > 71 + 79 + 1 temos

HF(Siirl :i:iTQ) << H(‘tirl :i:/]"2’ —|— 1)0_%6_%|t:‘:7‘1:|:’r2|
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< (|t|+1)4a—26—27r\t|;

além disso, para t > 0,

IN 17 nr s .
Hcos (g(siirliir2)> = (§> H(egte—g’t(o‘:tzrlj:zrg)_}_O(e_at))

— _(627rt€—27ri0+0(6ﬂ't))

donde
Il —o—it) <, (Jt| + 1)+ 2 (5.15)

Portanto, assim como no Capitulo 4, segue do Principio de Phragmén-Lindel6f

que
1 , se 0 >1

Flo+it,o x03) < [t ,sel0<o<1 (5.16)
[t|>=% | se o <0

uniformemente, para o fixo. Observamos que o residuo de F(o + it, ;1 X P3) em

s = 1 segue trivialmente de (5.7),

R:els F(o +it, 1 X @3) = (cosh(mry) + cosh(mrs)) (p1, p2) - (5.17)

5.3 Aplicacao

Nesta secao estudamos a soma

Z o1(n)oz(n).

n<X
O modo de lidarmos com tal soma serd o mesmo do capitulo anterior; os contornos

de integracao ér e 2y utilizados a seguir serao os mesmos, inclusive.

Introduzimos uma fungao suavizante g(x) de classe C* em [0, 00), que seja iden-
ticamente 1 em [Xj, X3|, que se anule fora do intervalo [X; — Y, Xy + Y], onde
X/4 < X; < Xy<4X eY < X/2 sera escolhido otimizadamente a posteriori, e que

possua derivada de todas as ordens satisfazendo

g <Y ™, v=0,1,2,...



55

Pela Formula de Inversao de Mellin, temos para a > 1,

S = Za(n)g(n) = 27”2//// n~* ds,

n=1 n=1 (a)

- i
27?2

onde .Z,(s) é a transformada de Mellin de g(z), e onde a troca de ordem da integral

—S8

com o somatorio é justificada pois a série Y a(n)n™® converge uniformemente em

Re(s) > a > 1.

Sendo .#,(s) uma fun¢ao inteira e F'(s, p1 X 93) meromorfa, temos pelo Teorema

dos Residuos que

S =M, R—i——///l F(s,¢1 X 3) ds,

onde R é o residuo de F(s,p; X P2) em s = 1 conforme (5.17), e €7 é 0 mesmo
contorno poligonal definido no capitulo anterior: a reuniao dos segmentos de reta

¢, ..., s, ver figura 4.2.

Fazendo integragao por partes, como na secao 4.3, e utilizando (5.16) temos que

as integrais sobre %41, 65, 6, e 65 sao bem pequenas, donde
| [lobHT
S = My(1)R+ — My(8)F (5,01 X 3) ds + O(X ).

2w Jyyir
Dai, ao fazermos a mudanga s — 1 — s, e aplicarmos a equagao funcional (5.12),

temos

b+iT
S = M()R + QL My(1 = 5)9(1 — 8)F(s, 01 X 77) ds + O(X 1),

T Jp—iT

Como b > 1, estamos na regiao de convergéncia de > a(n)n™%, e entao

S = My(V)R+ S+ S+ O(X 1Y), (5.18)
onde
1 b+iT )
S = 5 a(n) Mg(1—5)0(1 —s)n"° ds
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1 b+iT
Sy = — a(n) Mg(1—5)0(1 —s)n"° ds.
2mi o N b—iT

Notamos que a contribuicao de .¥5 pode ser bem pequena por uma escolha
conveniente de N, assim como na se¢ao 4.3. Por (5.15) e (5.10), se tomarmos
N = X3*t¢Y 4 e b suficientemente grande, temos .75 < X ~1%; conseqiientemente

1 b4iT
S = My()R+ 5= a(n) My(1 —8)9(1 = s)n~* ds + O(X~19). (5.19)
Consideremos, agora, o contorno poligonal 7y definido pela reuniao dos segmen-

tos de reta 74, ..., %, ver figura 4.3. Podemos, pelo Teorema de Cauchy, mudar a

linha de integragao em cada um dos termos de .77 para %y a obter

S = M(1)R+ — Z a(n) / My(1—8)I(1—s)n"*ds + O(X ).

Como no capitulo anterior, a contribui¢ao principal desta integral provém de %, e
Z4. Usando (5.14) e novamente o método em |[Tit51]| para estimarmos tais integrais
oscilatorias, obtemos

T 1 —it T ) ) dt
/ ) <— —z't) (im) —di = 167r2/ o titHitlog(t/2/am) ——+O0(V ™) <« (zn)7s

v 2 v é_lt

Jun

2

1
ao tomarmos V = T'z. Portanto, temos

y1<<z| / %xn)sdx<<X8Z’ §)|

T
n<nN T? n<N T

e por integragao por partes, de (5.10) temos

5 laml :/ td (Zia )<<Nz.

n<N ns n<t

Assim,

S = My(1)R+ O <(§>X> (5.20)
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Daqui para frente consideraremos apenas o caso que @1 = @y = . Entao
a(n) = ,2_, lo(k)|* ¢ ndo-negativa, e
damgin) < D aln) <Y a(n)g(n),
n=1 X/2<n<X n=1

para gi(z) com X; = X/2+Y e Xo =X —Y, e go(x) com X; = X/2e Xy = X.

X/2-Yy X2 X/24Y X-Y X X+Y

Figura 5.2: Graficos das funcoes ¢1(z) e g2(x).

Notando que para tais escolhas de g(x), temos

(1) = % +O(Y), (5.21)

e ao otimizarmos a escolha de Y balanceando as equagoes (5.20) e (5.21), tomando
Y = X5 temos
X .
> aln)= R+ O(X7%),

X/2<n<X

Logo, somando as contribuigoes de X /2, X/4, X/8, ... temos a estimativa

Y a(n) = RX + O(X57). (5.22)

n<X

Pela Formula de Inversao de Mdbius, podemos inverter a equagao (5.9), a obter

e assim, por (5.22) temos

dolem)P = > u) Y alk)

n<X I<VX k<X/12

= S u (R (g) +0 ((%>+>>

I<vX
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- Rx Y LU (X+>
I<vX

- (o ) o)

onde p denota a funcao de Mobius. Logo, culminamos no seguinte resultado.

Proposicao 5.3.1 Temos
S Jo(n)]? = eX +0 (X%+€) , (5.23)
n<X

onde ¢ € a constante

12 cosh
Rep Lisp ©9) = 2o [ oy

N\

Notamos que nao precisamos em momento algum usarmos estimativas para os

coeficientes individuais da forma o(n) < n*e.



Apéndice A

Calculos

A.1 Integrais envolvendo K,

Assumiremos a representagao integral
K,(y) :/ e~ (W) cosh (vu)du,
0

ver |Leb72].

Calculo A.1.1 Seja v € C. Temos

Fazendo a mudanca de variaveis t = e,

1 [ =1 dt 1 [ it L
K, = — Tt — 4 — T
=3/ « T+3 )

e agora n =t 1,

donde o resultado segue.

Calculo A.1.2 Para y > 4, temos
1K, (y)] < e 2 Kpe(s)(2).

29

dt

7 —,

LAdn
n—,
n
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—ab « ¢=%~b Tomemos a =

N

Notamos que se a,b > 2 entao ab > a+ b, logo e e

b =t+t!. Integrando com respeito a t, a representacao integral do calculo anterior

nos da o desejado.

Calculo A.1.3 Seja v € C. Para Re(s) > |Re(v)|,

/ K, (y)y*dy = 22T <s + 1/) r (s — y)
; 2 2

¢ absolutamente convergente.

_ G+t hy

De fato, sendo K, (y) = % [[Te™ =z t"!dt,

o] 1 [ee) o] 1
/ K,,(y)ys_ldy _ 5/ / 6_(t+t2 )y tV_lys_ldydt
0 0 0

Fazendo a mudanca de variaveis

1 du dv dt dy
= —¢ = ¢! —— =2——
u 2 y7 I/ 2 y7 u V t y Y
temos
o0 0 S+V S—V d d
K,(y) = 28_2/ / ey

esta integral ¢ absolutamente convergente em Re(s) > |Re(v)|, e se divide em duas
integrais de Gama, de onde segue o resultado.

Calculo A.1.4 Sejar € R. Para Re(s) > 1,
mtaD(s — L)yt ser =0;

(%)S L(s) /Oo(xQ - y2)_se(m)d:p - { 2|T|S_%Q%KS— (2m|r|ly), ser #0.

1
2

[\

a integral a esquerda convergindo absolutamente.
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Calculo A.1.5 Sejam p,v € C. Se Re(s) > |Re(u)| + |[Re(v)|, temos

/OOO Ku(y) Ky (y)y*'dy = 22T () ][ T (#) :

Equivalentemente, temos

t) [ Ky =2 TLr (5.

Usando a representacao integral do Calculo A.1.1, podemos obter esta identidade

procedendo como no Calculo A.1.3.
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