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Resumo

Dado um endomorfismo virtual de um grupo G conseguimos uma representação

fechada por estados (ou auto-similar) de G na árvore m-ária uni-raiz, para um con-

veniente número natural m. Propriedades específicas são extraídas no caso em que

G é nilpotente finitamente gerado livre-de-torção. Com hipóteses adicionais sobre

G, obtemos limitações para o comprimento derivado e para a classe de nilpotência

de G em função de m.

Em nosso trabalho buscamos também resolver o problema do isomorfismo para

grupos nilpotentes de classe 2 finitamente gerados e livres-de-torção, chamados de

T2-grupos. Uma questão que surge naturalmente é se os quocientes finitos de um

certo grupo o determinam a menos de isomorfismos. A resposta é negativa e os

primeiros contra-exemplos, abordados no Cap. 1, surgem com grupos nilpotentes

de classe 2. Finalmente, através de certos invariantes numéricos, apresentamos uma

completa classificação para certas subclasses de T2-grupos.

Palavras chaves: Grupo nilpotente finitamente gerado livre-de-torção, pro-

blema do isomorfismo, endomorfismo virtual, fechado por estados, automorfismo de

árvore, autômato.
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Abstract

Given a virtual endomorphism of a group G we have a state-closed (or self-similar)

representation of G on a 1-rooted regular m-ary tree, for a convenient natural number

m. Specific properties are extracted in case G is finitely generated torsion-free

nilpotent group. Under additional hypothesis on G, we obtain bounds for the derived

length and nilpotent class of G in function of m.

In our work, we also investigate the solution for the isomorphism problem for

finitely generated torsion-free nilpotent groups of class 2, called the T2-groups. A

question that naturally arises is if the set of finite quotients of certain group deter-

mines it up to isomorphism. The answer is negative and the first counterexamples,

developed in Chap. 1, arise with the nilpotent groups of class 2. Finally, through cer-

tain numerical invariants, we present a complete classification for certain subclasses

of T2-groups.

Key words: Finitely generated torsion-free nilpotent group, isomorphism prob-

lem, virtual endomorphism, state-closed, tree automorphism, automata.
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Introdução

Este trabalho trata de dois tópicos em grupos nilpotentes finitamente gerados livres-

de-torção: o primeiro concentra-se no problema do isomorfismo para grupos de

classe 2 segundo os resultados obtidos por Grunewald e Scharlau em [GS79]. O

segundo trata da dinâmica de endomorfismos virtuais, baseando-se nos trabalhos

desenvolvidos por Nekrashevych-Sidki em [NS04] e Berlatto-Sidki em [BS07].

O problema do isomorfismo – decidir se dois dados grupos são isomorfos ou não

– é o mais árduo dos três problemas clássicos em Teoria de Grupos formulados

por Max Dehn no começo do século 20. A solubilidade deste problema para gru-

pos finitamente apresentados certamente implicaria na solubilidade do problema da

palavra – decidir se um produto dado nos geradores de um grupo representa o ele-

mento trivial. Contudo, na classe dos grupos finitamente apresentados o problema

do isomorfismo é não solúvel já que existem grupos finitamente apresentados para

os quais o problema da palavra não é solúvel; esta última afirmação é o resultado

fundamental de Novikov e Boone em [Nov55] e [Boo59], respectivamente. A questão

fundamental, então, é saber para quais classes de grupos finitamente apresentados o

problema é solúvel. Dentre as poucas classes para as quais o problema foi resolvido

estão a dos grupos livres finitamente gerados, devido ao trabalho de Nielsen, e a dos

grupos abelianos finitamente gerados. Aqui, vamo-nos restringir à classe dos grupos

nilpotentes de classe 2 finitamente gerados livres-de-torção, os quais chamamos de

T2–grupos.

Todo grupo nilpotente finitamente gerado possui uma série policíclica e ao consi-

derarmos o número de fatores cíclicos infinitos em uma tal série este é um invariante

do grupo, conhecido como comprimento de Hirsch. Neste contexto é natural per-

guntar se dois grupos em T2 com mesmo comprimento de Hirsch e com quocientes

finitos isomorfos são isomorfos. Mostraremos que a resposta é afirmativa quando o

comprimento de Hirsch é menor ou igual a 5. Mais que isso, através de um con-
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junto finito de invariantes numéricos chegamos a uma completa classificação dos

T2-grupos com comprimento de Hirsch no máximo 5, bem como de algumas outras

subclasses de T2-grupos: os com centro cíclico e os do tipo Fn

N
, onde Fn é o grupo

nilpotente livre de posto n e classe 2 e N é um subgrupo cíclico do centro de Fn.

Contudo, é interessante atentarmos para a questão mais geral que é saber se os

quocientes finitos de um certo grupo finitamente gerado o determinam a menos de

isomorfismo. A resposta é negativa para grupos não abelianos, mais que isso, para

todo n ∈ N vamos exibir explicitamente n grupos em T2, dois a dois não isomorfos

e com quocientes finitos isomorfos.

Um endomorfismo virtual de um grupo G é um homomorfismo f : H −→ G

onde H é um subgrupo de índice finito m. Dado um transversal de H em G,

produzimos uma representação fechada por estados de G no grupo de automorfismos

da árvore regular m-ária uni-raiz. A maioria dos fenômenos por nós observados estão

intimamente ligados com os subgrupos de H que são invariantes por f . De fato, o

subgrupo maximal de H que é normal em G e invariante por f — chamado de

f -core(H) — é precisamente o núcleo desta representação. No caso em que G é um

T–grupo, i.e., nilpotente finitamente gerado e livre-de-torção, se o f–core(H) for

trivial então conseguimos uma limitação para o comprimento derivado s(G) de G

em termos de l(m), o número de primos divisores de m contando multiplicidades.

Se, mais que isso, o único subgrupo de H invariante por f for o trivial, l(m) limita

também a classe de nilpotência de G.

Os subgrupos invariantes por um endomorfismo virtual também estão relacio-

nados com o fato do grupo G ser comprimível. Um grupo G é dito comprimível

se todo subgrupo H de índice finito em G possui um subgrupo K isomorfo a G.

Quando G é um Tc-grupo, c ≤ 2, mostraremos que existe um endomorfismo virtual

sobrejetivo f : K −→ G onde K ≤ H, e o único subgrupo de K invariante por f é o

trivial. Como para grupos nilpotentes livres-de-torção a não existência de subgrupos

f–invariantes não triviais implica na injetividade de f , teremos como conseqüencia o

resultado, mostrado por Smith em [Smi85], que Tc-grupos são comprimíveis quando

c ≤ 2.

É interessante notar que a noção de endomorfismo virtual não é recente. Ela já

se encontra no artigo de Shub [Shu69] sobre endomorfismos de variedades compactas

diferenciáveis. O mesmo se pode dizer sobre grupos fechados por estados: o 2-grupo

de Grigorchuk, bem como o p-grupo de Gupta-Sidki – ambos construidos na década
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de 80 – satisfazem tal condição, embora a idéia tenha sido formalizada somente em

2000, conforme [Sid00].
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