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Resumo

Esta dissertacdo se dedica ao estudo e a revisao bibliografica da distribuicdo de Poisson
generalizada. Essa distribuicdo é uma alternativa aos modelos discretos que apresentam so-
bredispersao. A flexibilizacdo do valor da varidncia em relacdo ao da média é devido ao

acréscimo de um parametro a distribuicao de Poisson.

A distribuicao de Poisson generalizada foi inicialmente introduzida como elemento da classe
de distribui¢oes Lagrangeanas. Neste trabalho é proposta uma parametrizagdo em funcao
da W de Lambert que permite relaciond-la a classe de distribuigoes de série de poténcia
e, desse modo, valer-se das propriedades e das caracteristicas dessa classe de distribuicoes.
Além disso, serao apresentadas aplicacoes de diferentes areas do conhecimento, métodos de
estimacao pontual e intervalar, testes de hipoteses e as fungoes do software R dedicadas a

essa distribuicao.

Palavras-chaves: classe de distribui¢oes Lagrangeanas; classe de distribui¢oes de séries de

poténcia; distribuicao de Poisson generalizada; expansao de Lagrange; funcao W de Lambert.



Abstract

In this dissertation we present a review of the generalized Poisson distribution. This distribu-
tion is an alternative to allow over dispersion in discrete models. The flexibility of the value
of the variance in relation to the average is due to the presence of an additional parameter

with respect to the Poisson distribution.

The generalized Poisson distribution was first introduced as an element of the class of La-
grangian distributions. In this work it is proposed a new parametrization in terms of the
Lambert W function that allows us to relate it to the class of power series distributions and,
therefore, to use well known properties and characteristics of this class. In addition, we will
present applications from different areas of knowledge, inference methods for both point and
interval estimation and hypotheses testing. Were also review some R packages which deal
with this distribution.

Key words: Lagrangean class of distributions, power series class of distributions, generalized

Poisson distribution, Lagrange expansion, Lambert W function.
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1 Introducao

A distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatéria pode exibir formas variadas.
Encontram-se na literatura estatistica muitos modelos tedricos de distribui¢coes que buscam
descrever o comportamento de um evento em relagao a essas distribui¢oes de frequéncias, de
modo que para cada evento havera uma probabilidade de ocorréncia associada. Parte impor-
tante na realizacao de estudos ou trabalho de pesquisa ¢é o de associar dados ou medi¢oes com
certos atributos ou caracteristicas a algum modelo tedrico. Essa associacao tem a vantagem

de permitir uma série de inferéncias estatisticas.

Para dados discretos, um dos principais modelos probabilisticos é a distribuicao de
Poisson. Uma das caracteristica dessa distribuigao é a equidispersao (média igual a varidncia).
No entanto, diante da percepcao de que a natureza ¢ heterogénea e de que a equidispersao
nem sempre € observada, foi preciso, portanto, valer-se de outras possibilidades. Para dados
com sobredispersao, por exemplo, a distribuicao de Poisson subestima a variancia e, como
alternativa, tem-se utilizado a distribuicdo binomial negativa. Entretanto, Consul e Jain
(1970, 1973a), Consul e Jain (1973b) sugeriram o uso da Distribuigao de Poisson Generalizada
(DPG) como op¢ao aos modelos discretos que nao apresentam equidispersao. O acréscimo de
um pardmetro (denominado nesta dissertagdo de A) a distribuigdo de Poisson possibilitou a
flexibilizacdo do valor da variancia em relacdo ao da média. Destaca-se que, quando A = 0, a

DPG se reduz a distribuicao de Poisson.

Esta dissertagao se dedica ao estudo e a revisao bibliografica da DPG desde sua con-
cepgao — apresentada por meio da Classe de Distribuigdes Lagrangeanas (CDL) por Consul e
Shenton (1972) —, das suas propriedades e caracteristicas — demonstradas mediante a classe
de distribuicoes de séries de poténcia—, das suas principais aplicagoes e das inferéncias esta-
tisticas. Além disso, de modo original, sera verificada a relacdo da DPG com a funcao W de
Lambert e como essa decorréncia simplifica alguns resultados. Apesar da DPG apresentada
por Consul e Jain ter as caracteristicas de subdispersao e sobredispersao, nesta dissertacao
sera tratada apenas a caracteristica de sobredispersao, pois, conforme sera apresentado, a

DPG com subdispersao apresenta uma série de restrigoes e dificuldades.

O contetdo deste trabalho esta organizado em 6 capitulos e 4 apéndices. No Capitulo
1, seré apresentada a DPG, as principais parametrizacoes e as representacoes graficas para
diferentes parametros da DPG. No Capitulo 2, serdo apresentadas algumas aplicagoes que
motivaram o estudo e o aprofundamento da DPG. No Capitulo 3, sera introduzido o conceito

da expansao de Lagrange e como esse resultado da origem a classe de distribuigoes Lagran-
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geanas e a W de Lambert. Além disso, sera estabelecida uma parametrizacao da DPG em
funcao da W de Lambert; essa nova parametrizacao pertence a classe de distribuigoes de série
de poténcia. Essa classificacao permite utilizar para a DPG as propriedades e caracteristicas
dessa classe. No Capitulo 4, verifica-se os principais métodos de estimagao para os parametros
da DPG, um estudo simulado que compara esses métodos de estimacao, os testes estatisticos
para os parametros, o teste qui-quadrado de bondade de ajuste e, por fim, os métodos de
calculos dos intervalos de confianca para os parametros da DPG. No capitulo 5, observa-se
os pacotes estatisticos do software R-project que apresentam funcoes dedicadas a DPG e a
W de Lambert. No Capitulo 6, é apresentada a conclusao desta dissertacao. Por fim, nos
Apéndices A, B, C e D, encontram-se as demonstracoes de alguns resultados apresentados

neste trabalho.



2 Distribuicao de Poisson Generalizada

Um fenomeno aleatério que realiza uma contagem de qualquer tipo, presumivelmente,
desde que se cumpram alguns pressupostos, pode ser expresso por meio de uma distribuicao
de Poisson. Um desses pressupostos é que a média seja igual a varidncia (equidispersao)
e que haja independéncia dos eventos em intervalos de tempo sucessivos, ou seja, em um

determinado periodo, a ocorréncia ou nao de um evento nao influencia a ocorréncia posterior.

A equidispersao nem sempre é observada em dados de contagem. Diante disso, mui-
tos pesquisadores propuseram distribui¢coes baseadas na de Poisson, dando origem a varias
derivagoes dessa com sobredispersao (o valor da varidncia é maior do que o da média) ou

subdispersao (o valor da varidncia é menor do que o da média).

Em geral, quando a variancia ¢ diferente da média, o mais usual é utilizar a Dis-
tribuigdo Binomial Negativa (DBN) ou, a Distribuicdo de Poisson Generalizada (DPG). A
principal vantagem da DBN e da DPG é que elas possuem um pardametro adicional, tornando-
as mais flexiveis. No caso de DBN, o parametro introduz sobredispersao e, no caso da DPG,

o parametro introduz subdispersao ou sobredispersao.

A DPG dispoe de dois parametros, a e A, e esse ultimo indica o tipo de variabili-
dade dos dados, isto é, quando o valor de A for positivo, nulo ou negativo a varidncia dessa

distribuicao sera maior, igual ou menor do que a média, respectivamente.

A DPG é particularmente adequada para modelos em que as probabilidades dependem
do nimero de ocorréncias anteriores ou quando a ocorréncia dos eventos nao sao homogéneas.
Conforme Consul (1989), para o caso particular da teoria das filas, a DPG representa a
distribuicao de periodos ocupados de um tnico servigo quando as chegadas dos clientes tém
distribuicao de Poisson e quando o nuimero de clientes que espera na fila antes do inicio do

servigco também tem distribuicao de Poisson.

Este capitulo trarda a definicao da DPG seguida por breve descricao de dois outros
tipos de parametrizagoes comuns na DPG e, por fim, exemplos de representagoes graficas da

DPG para diferentes valores dos parametros o e A.

Definicao 1 Uma varidavel aleatoria X que assume valores inteiros nao negativos seque uma
DPG com parametros a >0 e 0 < X\ < 1 se sua fungdo de probabilidade por
A)z 1 —(atz))
Gl r=0,1,2, ..
Py(a, ) = a! 1)

0 caso contrdrio .
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A média e a varidncia da DPG fornecem importante relagdo do parametro A com a

dispersao dos dados e sao dadas por

E(X) = e (2.2)

Var(X) = _O‘A)?) =4 _1)\)2E(X) = $E(X) (2.3)

O termo ¢ = ﬁ é o fator de dispersao. Quando A = 0, ocorre a equidispersao e a

DPG sera igual a distribuicao de Poisson e se A > 0 ocorre a sobredispersao.

H& autores como Consul e Jain (1970, 1973a,b) que apresentam a DPG com o parame-
tro A variando entre -1 e 1. No entanto, quando A é negativo, a DPG nao pode ser utilizada ple-
namente, pois hé casos em que a soma das probabilidades difere de um (332, P.(X = x) # 1),
veja Nelson (1975). Para esses casos, é sugerido que se utilize a DPG truncada. Detalhes e
referéncias da DPG para dados com subdispersao (A < 0), tal como a DPG truncada, seréo

apresentados no Apéndice A desta dissertagao.

2.1 Parametrizacoes

Alguns autores propuseram diferentes parametriza¢oes para a DPG. A forma como a
distribuicao é apresentada esta relacionada a interpretacao dada pelo pesquisador aos para-

metros, bem como a facilidade dos célculos.

Além da forma mais corrente, apresentada na equacao (2.1), ha outras duas principais

parametrizacoes:

1. Parametrizacao para que ¢ seja igual a média.

Substituindo a = 55 e A = 15&: em (2.1), obtém-se
14 Bx)*1 [(pePe+Be) ™\ 1
P.(B,)\) = ( p ) ( o e PR 2 =01, ... (2.4)

Para ¢ >0e 3 > 0.

2. Parametrizacao para que A seja diretamente proporcional a a. O parametro a sera a

taxa média de ocorréncia dos eventos.

Substituindo A = pa em (2.1), obtém-se

(1+ @z)*ta”
x!

Py(a, ) = e 1 =0,1,... (2.5)
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1
paral <o < —ea>0.
(0]

2.2 Representacoes graficas

As Figuras 1 e 2 apresentam as distribui¢oes de probabilidade da DPG. Observa-
se que, a medida que o aumenta, as distribui¢oes dos conjuntos de dados tornam-se mais
parecidas com um sino e, a medida que A aumenta, as distribui¢oes tendem a ficar achatadas

e a probabilidade maxima do conjunto de dados sera atingida em valores de x mais altos.
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0.4
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0.2 -
0.1 1
0.0 =

0.4
0.3
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0.0

0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

B =054 =2 * a=10

Figura 1 — Fungoes de probabilidade da DPG com diferentes valores para os pardmetros.
Os gréficos se diferenciam pelos valores dos pardmetros a e A, a saber: a = {0.5,2,10} e
A = {0,0.3,0.8}. No eixo das ordenadas, estdo os valores da fungdo de probabilidade da
DPG, P,(a, ), e no eixo das abscissas, os valores de z variando de zero a vinte. Cada cor
representa uma distribuicao de probabilidade com diferentes valores de «, conforme visto nas
legendas.
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0.3 1
a=0.5
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Figura 2 — Fungoes de probabilidade da DPG com diferentes valores para os parametros.
Os gréficos se diferenciam pelos valores dos pardmetros a e A, a saber: « = {0.5,2,10} e
A = {0,0.3,0.8}. No eixo das ordenadas, estdo os valores da fun¢ao de probabilidade da
DPG, P,(a, ), e no eixo das abscissas, os valores de = variando de zero a vinte. Cada cor
representa uma distribuicao de probabilidade com diferentes valores de A, conforme visto nas
legendas.
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A Figura 3 mostra trés distribui¢bes de probabilidade com a mesma média (p = 4)
e diferentes desvios-padrao, a saber o = {10,4,2.22}. Na legenda da figura, DP representa

desvio-padrao.

B 0=0.8, »=0.86 e DP=10.00
a=2.0, »=0.5e DP= 4.00
< | 4 0=36,A=01eDP= 222
L]
©“r
Lo
™
L
E —
=2
= I I I I I
0 2 4 6 8

Figura 3 — Fungoes de probabilidade da DPG com a mesma média (1 = 4) e com diferentes
valores para os parametros.

Cada cor representa uma distribuicao de probabilidade com diferentes valores de v A, con-

forme visto nas legendas. No eixo das ordenadas, estao os valores da fungao de probabilidade

da DPG, P,(a, ), e no eixo das abscissas, os valores de x variando de zero a 8.



3 Motivacao ao estudo da DPG

Consul e Jain (1970, 1973a) em um trabalho pioneiro, apresentaram pela primeira
vez a DPG. Desde entao, alguns autores, especialmente Famoye, Shoukri, Shenton e também
Consul e Jain, se dedicaram ao estudo das propriedades e aplicagoes da DPG. Atualmente, é
possivel encontrar varias publicac¢oes utilizando a DPG em diferentes areas de aplicacao. No
entanto, na lingua portuguesa, ha poucas referéncias, sobretudo a respeito das caracteristicas
e particularidades dessa distribui¢ao. Diante disso, esta dissertagdo tem como propésito fazer
uma revisao bibliografica de conteidos relevantes que evidenciem as singularidades da DPG
e permitam sua compreensao. Ademais, de modo original, neste trabalho serd demonstrada
a DPG parametrizada em funcao da W de Lambert e, como consequéncia, sua classifica-
¢ao como distribuicao de série de poténcia. Esses resultados simplificam e facilitam alguns
calculos. A seguir serdao apresentadas algumas aplicagoes que motivaram o estudo dessa dis-

tribuicao.

3.1 Aplicacoes

Um elemento diferenciador da DPG quando comparada a uma distribuicdo de Pois-
son é a insercao de um parametro, denominado nesta dissertacao de A. A natureza especial
desse parametro esta na possibilidade de se modelar dados discretos que apresentam dema-
siada dispersao relativa a média. Quando comparada com a distribuicao binomial negativa,
que também apresenta sobredispersao, a DPG geralmente exibe caudas mais pesadas. Além
disso, ela é especialmente apropriada para modelos em que as probabilidades dependem do
nimero de ocorréncias anteriores ou quando a ocorréncia dos eventos nao sao homogéneas.
Em Consul (1989), a DPG ¢é apresentada como derivada de alguns modelos de urna em que
as distribuicdes de probabilidade dependem do numero total de bolas nas urnas. Seguem,

abaixo, alguns exemplos de varias areas de estudo que foram relevantes para a divulgacao da
DPG.

3.1.1 Areas de estudo

Difusdo da informagdo — Em um processo de difusao de informagao, a hipdtese
geral é que, a partir de uma fonte, uma ideia ou rumor é difundido para outros membros da
populacao. Denomina-se geragdo ao conjunto de membros que conheceram o rumor em um

periodo de tempo. O rumor passara de uma geragao para outra até ser extinto. O niimero
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de individuos que recebe informacao em cada geragao pode ser modelado por uma DPG.

Interpretacao analoga é dada para modelos de epidemia.

Ecologia — Na biologia, ha exemplos de conjunto de dados que sugerem distribuicao
diferente da de Poisson. Por exemplo, a concentracao ou a dispersao de ovos de pragas postos
em folhas de plantas indicam comportamento que visa a obter vantagens na natureza. Esse
comportamento pode acarretar variabilidade diferente do que se espera para uma distribui-
¢ao de Poisson. Diante disso, Janardan et al. (1979) demonstraram que alguns padroes de

comportamento podem ser explicados e descritos por uma DPG.

Consul (1989) apresentou a distribuigao de 402 tatuzinhos de jardim deixados sob um
conjunto de 122 placas. Conforme visto na Tabela 1, observa-se que em 28 placas nao ha
nenhum inseto, ha apenas 1 inseto em outras 28 placas e ha 17 insetos em outras 2 placas.
A Tabela 2 traz dados referentes a 102 aranhas colocadas sob 240 placas. Verifica-se que nao
ha aracnideos em 159 placas, ha, no entanto, 64 placas com 1 aranha em cada e em outras
4 placas ha 3 aranhas em cada. Inicialmente, havia suspeita de que os animais tivessem
comportamentos opostos, os tatuzinhos de jardim tendessem ao agrupamento enquanto as

aranhas a dispersao.

Tabela 1 — Distribuicao de 402 tatuzinhos de jardim em 122 placas.

Quantidade por placa Obs. Quantidade por placa Obs.
0 28 9 3
1 28 10 3
2 14 11 2
3 11 12 0
4 8 13 1
5 11 14 2
6 2 15 1
7 3 16 0
8 3 17 2
Total N=122 T = 3.2951 s? = 15.0527
Fonte: Consul (1989)
Tabela 2 — Distribuicao de 102 aranhas em 240 placas.
Quantidade por placa Obs. Quantidade por placa Obs.
0 159 2 13
1 64 3 4
Total N=240 7T =0.425 s? = 0.4546

Fonte: Consul (1989)

Genética — Para demonstrar a versatilidade da DPG, Consul (1989) apresentou al-

guns exemplos da DPG aplicada a dados de genética. Um desses exemplos é a avaliacao das
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lesoes ocorridas nas células de coelhos submetidos a diferentes dosimetria da droga strepto-
nigrin. Na Tabela 3, sdo apresentados os dados observados apods as avaliaces citogenéticas
das células. Verifica-se, por exemplo, que em 500 células que receberam a dose de 30ug/kg,
404 nao apresentaram alteragoes nos cromossomos, 80 células apresentaram alteracao em 1
cromossomo, 13 células em 2 cromossomos e 3 células em 3 cromossomos. A média e a va-
ridncia do ntmero de cromossomos danificados aumentam a medida que se eleva a dose da

substancia. Para qualquer dose, a variancia é maior do que a média.

Tabela 3 — Classe de lesoes em células de coelhos segundo a dosimetria da droga streptonigrin.

Dose Classe Estatisticas
(ng/kg) 0 1 2 3 4 5 6
30 404 80 13 3 N=500 Z = 0.230 s*> = 0.27
60 413 124 42 15 5) 0 2 N=601 7 = 0.474 s> = 0.74
75 200 57 30 7 4 0 N=300 7 = 0.553 s> = 0.95
90 155 83 33 14 11 3 1 N=300 Z = 0.853 s> = 1.37

Fonte: Consul (1989)

Processo de fila — Segundo Consul e Shenton (1973), o nimero de clientes servidos
em qualquer periodo ocupado de uma fila serd uma varidvel aleatoria X com distribuicao
de probabilidade Lagrangiana. Em um processo de fila no qual se aplica a DPG, X é uma
variavel aleatéria que denota o nimero de clientes que esperam em uma fila antes do inicio

do servico.

Janardan e Schaeffer (1977) utilizaram a DPG para o estudo do niimero de aberrages
cromossomicas nas células do linfécito humano. A aberracao cromossomica é uma mudancga
no numero ou na estrutura dos cromossomos, ¢ produzida por agentes que podem elevar a
frequéncia das mutagoes e é causada principalmente por radiagoes ou substancias canceri-
genas. Diariamente, os serem vivos sao submetidos a agentes mutagénicos. Contudo, devido
a existéncia de enzimas de reparacao, ha relativa estabilidade do material genético, pois as

enzimas, em sua maioria, detectam e se reparam.

A determinacao da dose de radiacao absorvida é importante etapa na avaliacdo dos
riscos associados a exposicao de individuos a radiagdo. Para isso, tem-se utilizado a con-
tagem de aberracoes cromossomicas como bioindicador. Em células que foram submetidas
a radiacdo, os cromossomos em boas condi¢oes formam fila no processo de produgao, e os
cromossomos danificados, uma fila no processo de reparacao. Os autores consideraram que
os cromossomos ficam dispostos em uma fila, D, onde passarao pelo processo de indugao de
aberracao. Os cromossomos que passam pela fila podem ou nao ser aberracao cromossomica.
No primeiro caso, o cromossomo danificado passa para outra fila, R, onde podera ou nao
ser reparado; no segundo caso, o cromossomo passa diretamente para a fila D. Em ambos os

casos eles retornam para a fila D. Em cada célula, as aberragoes ocorrem de modo indepen-
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dente e a uma determinada taxa uniforme. O periodo de tempo é dito ser constante devido a
impossibilidade de um mesmo cromossomo sofrer mais de uma distor¢ao em um periodo de

tempo h.

Os cromossomos sao danificados uma ou mais vezes no processo de producao de aber-

ragoes; zero ou mais passam pelo processo de restituicao.

Seja X uma variavel aleatoria que representa o nimero liquido de aberragdes que
aguardam a restituicdo. A distribuicdo de probabilidade da varidvel aleatéria X, P(x), é
dada por uma DPG.

Janardan e Schaeffer (1977) demonstraram o bom ajuste da DPG em comparacio as
distribui¢coes comumente utilizadas, a saber: Distribuicao Binomial Negativa e Distribuicao

de Poisson.

Modelos de risco — Os modelos de dados do total dos sinistros é um dos mais
importantes para a teoria de risco. Usualmente, quando a quantidade de indenizagoes apre-
senta média igual a variancia, utiliza-se a distribuicdo de Poisson e, quando a variancia é
maior que a média, utiliza-se a distribui¢do binominal negativa. Consul (1993) comparou a
DPG sugerida por Consul e Jain (1973b) com outras distribuigoes e concluiu que é plausivel

a utilizacao dessa distribuicao.

3.1.2 Modelo de regressao Poisson generalizada

Consul e Famoye (1992) e Consul (1989) demonstraram como as covariaveis podem ser
introduzidas em um modelo de regressao cuja variavel resposta segue uma DPG. A relacao
entre a média da variavel resposta Y e o preditor linear do modelo — representado pelas
covariaveis X e os parametros desconhecidos [ — é apresentada por meio da funcao de

ligacao

g% _ ¥ 3.1
Ogl_)\_;xirﬁr ()

na qual x; ¢é a i-ésima observacao da r-ésima covariavel, p é o nimero de covariaveis no

modelo e 3, é o r-ésimo parametro da regressao.

Em Islam et al. (2013) o ntimero de criangas menores de cinco anos com desnutri¢ao
em Bangladesh foi ajustado segundo um modelo regressao de Poisson generalizado. Foram
utilizadas medidas usualmente relacionadas a desnutri¢ao (altura por idade, peso por altura
e peso por idade de criangas menores de cinco anos) a dados socioeconémicos (educagao e
ocupacao dos pais, tipo de fonte de dgua, local de residéncia, religiao, acesso aos meios de

comunicagao, indice de riqueza, etc).
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De acordo com os resultados encontrados em outros estudos daquele pais, o modelo de
regressao Poisson generalizada foi consistente, demonstrando ser alternativa eficiente como

preditor do ntimero de criancas subnutridas abaixo de cinco anos em familias de Bangladesh.
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4 Classes de distribuicoes de probabilidade

Pesquisadores observaram diferentes tipos de dados de contagens e tentaram encontrar
padroes especificos em suas observacoes. Esses esforcos levaram a descoberta de novas e
mais complexas distribui¢oes de probabilidade, gerando, portanto, um grande nimero de
distribui¢oes de probabilidade discretas. Diante disso, buscaram meios de classifica-las em
classes e familias de acordo com suas formas e caracteristicas. Alguns autores se dedicaram
a essa classificacdo. As publicagbes mais relevantes para o contexto desta dissertacao foram
apresentadas por Consul e Shenton (1972) e Noack (1950). Consul e Shenton descreveram uma
classe baseada na expansao de Lagrange, chamada de Classe de Distribuicoes Lagrangeana
(CDL). A partir dessa classe, os autores deduziram varias distribui¢oes novas, com destaque
para a DPG, que foi a mais divulgada, tendo merecido a publicacao de um livro (CONSUL,
1989) cujo texto ¢ integralmente dedicado ao seu estudo. J& Noak descreveu a Classe de
Distribuigoes de Série de Poténcia (CDSP).

Devido aos calculos matematicos avangados, que nao estao no proposito desta dis-
sertacao, serd apresentada uma breve descricdo da expansao de Lagrange e em seguida sua
relacdo com a CDL. Um importante resultado mostrado neste capitulo, que sera tratado

como derivado da expansao de Lagrange, é a funcao W de Lambert, visto em Corless et al.
(1996).

A W de Lambert é uma funcao definida como o inverso da fungao z = we®. Essa
funcao ocorre em muitas areas e aplicagoes, como na matematica pura, em que a funcao W
¢ 1util na resolucao de equacoes diferenciais. Neste trabalho, DPG sera escrita em funcao da
W de Lambert, o que permite relaciona-la com CDSP e obter de forma menos trabalhosa

alguns resultados importantes para DPG.

4.1 Classe de distribuicoes Lagrangeanas

4.1.1 Expansao de Lagrange

A expansao de Lagrange ou férmula de Lagrange tem origem no problema de encontrar
a fungdo inversa de uma série de poténcia, ou seja, a partir de uma série (w) obtém-se uma
série de w em funcao de 0, w(f). Essa expansao também pode ser aplicada para encontrar
a fungao geradora de algumas sequéncias combinatorias, extrair os coeficientes de uma série

de poténcia formal, calcular somas combinatorias e inverter identidades combinatorias.
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Teorema 4.1 Expansdo de Lagrange - Supondo que uma série de poténcia formal !
0 = 0(w) seja definida pela relagio w = Og(w). Na qual g(.) é uma fungdo analitica ? que
também pode ser escrita na forma de uma série de poténcia e g(.) # 0. Seja f(w) uma fungdo
analitica, entao

i)

oo pk k—1
=3 [petat)| (1)
i)
0o 91c ak—l
) = £0)+ 3 | oty ()| (12)

ii)

f(w) o= 0 [ 0"

s = 0+ 3 | et () 3

w=0

Prova 1 Considere a equacao
0=w/g(w).

A fungao w estd definida implicitamente como fungdo de 6, w(0), e pode ser escrita na forma
de uma série de Maclaurin. Logo,

w(f) = g(w) (4.4)
ok [9%w(6
w0 =25 |5,
ow(0) 62 [5%w(0 03 [Pw(0)
w(@):w(O)-I—@[a@ 19:o+2! l 502 )L:O—l-g! [ Gﬁg L:O+.. (4.5)

Substituindo cada termo de (4.5) por (4.4) e fazendo 0 = 0, obtém-se

[
g
—~
o
~

I

Og(w)lo=0 = 0

0 [ggegw)] y
~0atw) + 9£Ug<w>2§’]9:0 — Olg(u)umo (1.6

Série de poténcia formal é uma generalizagdo de um polinémio cujo ntimero de termos pode ser infinito

2 Funcédo que pode ser escrita na forma de série de poténcia
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. 0 [Pw(0)
2| 0 |,

67 [3%0g(w)
2t 09 |,

e L

ow 06 ow 00 ow? ow

Diferenciando a equagao (4.4) em relagio a 0, tem-se

ow (9 8w
Ow g(w)
o0 T 1 p0g(w)
09 -
ow
), =9l
Portanto,
2 82w(9) 62 w) %[ 0 9
— = — | — 4.
2![ BYE LO 2 Pg( ) 0w T 907 L (47)

e Analogamente,

7w ..

EIRECIE
@ [0gw)] 6 [Pew)’ s
3 o8 |, 3| ow* | _, '
o Apds sucessivas transformagoes, € possivel obter um termo geral:
0F [0Fw(0)
k| o6k 9—0
Qk ak akz—l .
_ 0" 10" _T o 4.
k! [aekeg(w)]” Kl [awk—lg(m LO (4.9)
Portanto,
w(0) = X | (@) (4.10)
=ik [ OwRt oo '

As demostragoes das equacgoes (4.2) e (4.3) seguem os mesmos procedimentos descritos
acima e podem ser vistos em Battin (1999).

Exemplo 3.1: Considere a funcdo W de Lambert que é definida pela relacao

O(w) = we”.
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Deseja-se obter w(#). Suponha que w > _71 e que # pertence ao conjunto dos nimeros reais.

Conforme a expansao de Lagrange, a partir da relagdo § = w/g(w), obtém-se w escrita em

w

fungao de 6 por meio da equacao (4.1). Desse modo, para o exemplo dado, g(w) = e~ e,
portanto, w(f) serd
9] ek ak—l
w(f) = ; %l L‘?w’f—l(g(w))k] i
i ek [ 8k71 k‘|
= —_ 76_1”
i K [owh ! w=0
_y 202 90°  646* (—n)"ton
= —j—F?—T—F...—FT—F...
oo ([ \n—1pgn
= Z (71)7@ (4.11)
oy n!

1
A série (4.11) converge para || < —.
e

Além disso, pode-se obter uma fungao f(w) escrita em termos de € por meio da

equagao (4.2), conforme apresentado abaixo,

0 = we"
—r
g =¢
b
<zg> =e ™ beR
(4.12)
Fazendo-se f(w) = e~ e utilizando-se a equacdo (4.1), obtém-se
() 0 ek’ ak—l v
O = flu) = 10)+ 3 G | (et
00 Qk akfl
=1+> — [_ e“’k(—bebw)l
= k! Owhl 0
oo ek ak—l
1 v —w(k+b)
b(2+0)0%  b(3+0b)%0> b4+ b)36* b b)y"(—0)"
:1—b6+(+) BLCAL) +(+) +...+(n+) ( >+...
2! 3! 4! n!
< b b n—1 A
3 (n+B)"(=6)" (4.13)

- |
n—0 mn.
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- 1
A série converge para [0] < —.
e

Ja a relagao apresentada na equagao (4.3) serd

)
Tl ()]
1 —bw<<€—e—w>/e—w>
B 112
Portanto,
0+ 2 ot fw)

00 ek 8k
=1 2| 2 ow(k+b)
+ k; ! [awke .
(24 0)26%  (34+0)%0®  (4+0)*6* (n + b)"(—0)"
T T T nl

1—(b+1)0+ + ...

(4.14)

;. 1
A série converge para [0] < —.
e

4.1.2 Distribuicbes de Lagrangeanas

A CDL tem como origem a transformagao de Lagrange e é divida em trés subclasses:

e Distribuicao Lagrangeana basica;
e Distribuicao Lagrangeana delta; e

e Distribuicao Lagrangeana generalizada.

A seguir serao apresentadas a definicdo de uma fgp e a forma como ela se relaciona com
a expansao de Lagrange para produzir as trés subclasses de distribuigdo Lagrangeana. Con-
forme serda visto a frente, no contexto da DPG, a subclasse mais importante é a distribuicao

Lagrangeana generalizada.
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4.1.2.1 Funcao geradora de probabilidade

Seja X uma variavel aleatoria discreta definida em um conjunto de valores inteiros
nao negativos e com funcao de probabilidade P,, em que ;2 , P, = 1, a sua fgp sera dada

por

h(t)=Et*) =>_t"P, (4.15)
=0
na qual h(0) = Py e h(1) = 1. A série converge se [t| < 1.

4.1.2.2 Distribuicao Lagrangeana basica

A partir da expansao de Lagrange dada na equagao (4.1), a transformacao de w =
0g(w) gera uma fgp w = h(6) .

w=n®) =30 | 2 atwr| (1.16)

2!
$:1$.

r—1

auﬂ—l
Logo, a distribuicao de probabilidade Lagrangeana basica sera

na qual (9(w))*|w=o0 > 0 para todos os valores de .

1 axfl N
P(X =x)= o [awm_l (g(w)) ]wo, x € N. (4.17)
A funcao g(w) deve ser sucessivamente diferenciavel, g(1) = 1 e g(0) # 0. Nao é necessério

que g(w) seja uma fgp.

4.1.2.3 Distribuicao Lagrangeana delta

A partir da expansao de Lagrange dada na equagdo (4.1), a transformacao de w =

Og(w) gera uma fgp em que w" = [h(6)]".

w = (O = 3

r=n

azx—n

i [ 0] (118)

(x —n)lx! w0

%

0 .
na qual 5 (g(w))" | y=o > 0 para i =0,1,2,....
wl

Logo, a distribuicao de probabilidade Lagrangeana delta sera

P(X =x)=

n [ oF "

v = 2, ... 4.1
o BRI S XS R SAT)

(x —n)x! —

A fungdo g(w) é sucessivamente diferencidveis, g(1) = 1 e g(0) # 0. Nao é necesséario que

g(w) seja uma fgp.
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4.1.2.4 Distribuicao Lagrangeana generalizada

A partir da expansao de Lagrange dada na equagdo (4.2), a transformacao de w =

0g(w) gera a fgp f(w) em que

o0 P ax—l
fw) = £ 0O = 3 T | (g s )|
na qual au:—ll (g(w))* f'(w)|w=o > 0 para x € N.

Logo, a distribuicao de probabilidade Lagrangeana generalizada sera

P(X = 0) = f(0), z=0
P(X =2)= 2 (g @)oo =1,2.3,..

em que f(w) e g(w) sejam fungoes sucessivamente diferencidveis em w, g(1)

g9(0) #0.

(4.20)

fly=1e

A partir da escolha das fungbes f(w) e g(w) é possivel obter grande quantidade de

distribuicoes de probabilidade discretas, inclusive a DPG, conforme demonstrado a seguir.

Sejam f(w) = @@V ¢ g(w) = NwD

equagao (4.21), fazendo as devidas substituigdes, obtém-se a DPG.

P(X=0)=f(0)=e“ para =0

1 az—l -
PX =)= EW(!J(U})) J'(w)lw=o
o=t
_ =Y wA(w-1)
gl 8wm*16 e
—a—TA r—
- ae d ! 6(a+x>\)w|
x! dwr! w=0
—a—xA
_ 2 @ aNT, para = 1,23,
z!

a(w—1) ‘w:O

42 W de Lambert

,em que @ > 0e 0 < A <1, por meio da

(4.22)

A funcao W de Lambert é definida como o inverso da funcao f(w) = we", ou seja, é

a solucao da equacao
W(H)e"® =g,

(4.23)



22 Capitulo 4. Classes de distribuicées de probabilidade

na qual W(0) =w e 6 € R.

Conforme observado na Figura 4, as fungoes f(w) e W (6) nao sao injetivas. Por esse
motivo, convencionou-se adotar o intervalo principal em que W(6) € (—1,1) por Wy(6) e o

intervalo secundario em que W (#) € (—oo, —1) por W_1(9).

wy  — T
e o J-te |
o - - —
g T / g o \\
: \
_ )
R -1/e b 1
= i !
| I | | | | I
3 2 1 0 1 05 00 0.5 1.0
w 6

Figura 4 — Funcao W de Lambert.
A linha pontilhada é a representagao de W_;(), e a linha continua de Wy(0).

Alguns valores da funcao W () sao faceis de serem obtidos, tais como: Wy(—1/e) =
—1, Wp(0) = 0, Wo(—In(2)/2) = —In(2) e Wy(e) = 1. Para os demais valores, utilizam-
se métodos como de Newton Raphson, que buscam aproximagoes para obter as raizes de
g(w) = we® — 0. Os resultados das equagoes (4.11), (4.13) e (4.14), demonstrados no exemplo

3.1, sdo formas alternativas para obter Wy(6).

Muitos problemas que envolvem exponencial podem ser resolvidos com a funcao W
de Lambert. A estratégia geral é mover os termos conhecidos para o lado direito da equacao
(4.23) e obter um valor para 6. O lado esquerdo deve ter a forma da fungao we®, logo,
utilizando o procedimento adequado, é possivel obter W (8).

Importantes resultados e aplicagoes podem ser vistos em Corless et al. (1993). Neste trabalho,
a funcao W de Lambert é utilizada para simplificar e resolver alguns calculos referentes a

DPG que, por vezes, podem ser dispendiosos.
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4.3 Classe de Distribuicoes de Série de Poténcias

A classe de distribuicoes de séries de poténcia é uma forma generalizada de representar
distribui¢oes de probabilidades discretas. Além disso, permite obter a funcao geradora de
momentos, relagoes de recorréncia para os momentos e estimacao dos parametros por meio de
alguns resultados e propriedades. Inclui grande quantidade de distribui¢oes, como binomial,

binomial negativa e Poisson.

Definicao 2 Uma varidvel aleatoria com valores inteiros positivos seque uma distribuicao da
CDSP com parametro 6 se

goy 0 TETCN e 9(0) = x;a(ﬂﬂ)@”ﬁ, (4.24)

sendo g(0) uma funcdo positiva, finita, diferencidvel em 0, podendo ser escrita como uma
série de poténcia, a(x) >0 e 8 €]0,p], em que p € o raio de convergéncia para a série g(6).

Noack (1950) estabeleceu uma distribuigdo de série de poténcia em que a varidvel
aleatéria X assume valores inteiros ndo negativos (z € N). Ja Patil (1962), estabeleceu a
série de poténcia generalizada, em que a variavel aleatéoria X assume valores inteiros nao
negativos em um conjunto 7', sendo 7" subconjunto arbitrario nao vazio de N. A restrigao
de z a um subconjunto dos numeros naturais é especialmente 1til em situagdes em que
o parametro A da DPG ¢é negativo e seja preciso utilizar a DPG truncada. Segundo Patil
(1962), as propriedades da classe de série de poténcia podem ser deduzidas para a classe de

série de poténcia generalizada.

4.3.1 Relacdes de recorréncia para os momentos
Média e Variancia
Seja g(0) = Y cra(z)0” e seja X uma varidvel aleatdria discreta que pertence a

CDSP, entao sua média e sua variancia serao

p=FEX)=>Y zP,

_tglt) (4.25)

o’ =EB(X)? - [BE(X)=EX(X-1)+EX - [E(X))?
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na qual
EX(X-1)=> z(x-1)P,
N a(x)6”
B mGZT =1 9(9)
62 o2
= 9@ 2 e
_'0)
9(0)
Logo,
0 = EX(X — 1)+ EX — [E(X)]?
_82g'0) _6g6) [6g0)]
T e [g@]' -
Momentos

Seja X uma variavel aleatoria discreta e r um inteiro positivo, o r-ésimo momento de

X, denotado por m,, sera dado por

m, = E(X") =Y 12"P,(x)

O r-ésimo momento de uma CDSP é obtido de forma recursiva, conforme demonstra-

¢ao abaixo.

a(x)0”
W:E“”:gf;@
amr B z)xf ! a(x)0%g (0)

ST TR gep

xT

Multiplicando a equacgao anterior por 6

om, r+1 (m)gx ! . I(Q)
Vg = OL N G G
M V050
B e e
eamr 09 b9 (6)

a0 ~ "t ) "
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fg' (6
Sendo mg =1e m; = M, obtém-se
9(0)
om,
My = QW + mim,. (427)

Momentos centrais
Seja X uma variavel aleatoéria discreta e r um inteiro positivo, o r-ésimo momento

central de X, denotado por M, serd dado por
(4.28)

Z(X —my)" Py(x).

T

M, =EX —-m) =
O r-ésimo momento central de uma CDSP ¢é obtido de forma recursiva, conforme

demonstrado abaixo.
(x —my)"a(z)0"

M= BOC=m) = 2 0)

T

Diferenciando M, em relacao 6,

Multiplicando a equacao anterior por 6,

oM,  Omy pa(x)f”
989 = "5 Hg:(x—ml) 4(0)
. ca(x)zo® g (0)0 (x —my) a(z)6”
IR R RT()

om
= _TTQIQMT—I + Mr+1.

Portanto,

8Mr 8m1
MT+1 =0 o0 +r 90 Mrfb

(9m1
sendo My =1, M; =0 e My, = 0——, a relacdo de recorréncia para momento central sera

00

oM,
M,«_;_l = GW + TMQMT_I.

(4.29)
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Momentos fatoriais

Seja X uma variavel aleatéria discreta e r um inteiro positivo, o r-ésimo momento

fatorial de X, denotado por Mr], serd dado por
EX"y=My=BEX(X-1)..(X-r+1)=> 2@ —1)..(z —r+1)P(X = 1),

T

O r-ésimo momento fatorial de uma CDSP ¢é obtido de forma recursiva. Segue abaixo

a demonstracao desse resultado.
1
E(XMy = — 3 zlq,6°.
9(0) zz:
Diferenciando a equacao acima em relacao a 6, obtém-se

oMy 1 ] g
- - r H* . [r] 9%
0 g & =T g

Fazendo zlx = 2+ 4 pglr],

8MM B 1 [r1] ] z—1 g/(0> [7] x
50 _g(e)%:(x +rz™a,0° "0 9(9)2%:$ a,0%.

Simplificando a equagao, obtém-se

oMy 1 I
N = o My l_ o )1 My).

00 0 0  g(0)
Dessa forma, a relagdo de recorréncia entre os momentos fatoriais é dada por
OM;,
My = 0= o) M My — My, (4.30)
parar =1,2,3, ... .

4.3.2 Funcao caracteristica

Seja X uma variavel aleatéria, sua funcao caracteristica por meio da distribuicao de

série de poténcia sera dada por

Ux(t) = Zm: " P, = m Zm: " a, 0"
1 tn\x
= @ ; a.(e"0)
g(e"0)

- . (4.31)
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4.4 DPG como um elemento da classe de distribuicoes de série de
poténcia

Quando a DPG é escrita em funcao da W de Lambert, é possivel classifica-la na CDSP

e utilizar os resultados decorrentes dessa classe de distribuicoes.

Considere a parametrizacio vista na equagao (2.1). Substituindo b = a/\, 8 = Ae
e Wo(—0) = —\, a menos de uma constante de normalizacdo (e~®), obtém-se os termos da

—bWo(—0)

expansao em série de poténcia de e apresentada na equagao (4.13).

De fato, temos de (2.1)

a(a + x/\)xflef(oﬁz)\)

P.(a,\) = o
A\?*
— efag(g + x)xfl ()\6 )
A x!
(4.32)
e, com as substitui¢oes descritas acima, tem-se

BWo(—0) w1 (0)°

P.(b,0) = """ b(b + x) o (4.33)

1
A série da equagdo (4.13) converge para || < . Sendo — = e, a série (4.32)
e

1 .
converge para |A\e | < — e consequentemente serd convergente para |A\| < 1. Este resultado
e

condiz com a restricdo de A de uma DPG.

Diante desses resultados, a DPG reparametrizada em funcao da W de Lambert sera

z—1pz
oo PO T Ty
Pu(b,6) = ol (4.34)

0 caso contrério ,

1
parab>0e 0 < < —.
e
. . b(b+ x)* !
A equacdo acima pertence & CDSP, sendo g(0) = e "Wo(=%) ¢ q(2) = (‘>
x!
Nas proximas segoes estao demonstradas caracteristicas e propriedades da DPG escrita
em funcao da W de Lambert e em termos de o e A (parametrizacao apresentada em (2.1)).

Para isso deve-se considerar os resultados abaixo.

e Diferenciacao da funcdo W de Lambert em relagao a 6.
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Tem-se
—0 = Wy(—0)eo =0,

Derivando em relagao a 6, obtém-se

=2

55" = Wy(—0)e" 0 4 Wy (—0)Wy(—0)eVo =)

= Wy(—0)e"o =D [1 + Wy(—0)].

Wo(=0)

Substituindo "= por

e isolando W;(—6), obtém-se

/ _ Wo(=6)
Wo=0) =~ o)

Diferenciagao da fungao ¢g(f) em relagao a 6.
Tem-se
g(0) = 7?0,
Logo,
g (0) = be W= (—p).

Pela igualdade da equagao (4.35), obtém-se

/ _ —bWo (-0 WO(_0>
9(0) = = lbe(l n WO(—Q)))] |

Analogamente,

§'(0) = b2 (—)e-Wo-0) PVO(=0) + Wo(=6) +b +2

[1+ Wo(—0)]362

Diferenciagdo de o = —bWy(—6) em relagao a 6.
Tem-se

a = —bWy(-0).
Logo,

23 = bW, (—8).

Pela igualdade da equagao (4.35), obtém-se

1oJe" — Wo(—e)

a0 01+ We(0)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)
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e Diferenciagdo de A = —Wy(—6) em relacao a 6. Tem-se
A= —Wy(-0).
Logo,
‘32 = Wy(—0).
Pela igualdade da equagao (4.35), obtém-se
A _ __Wo(=9) (4.39)

00 O(1L+Wy(0)

4.5 Propriedades e caracteristicas da DPG

4.5.1 Soma das probabilidades da DPG

De acordo com Consul (1989), é dificil demonstrar que a soma de todas as probabili-

dade seja igual a 1. Diante disso, Lerner et al. (1997) fizeram essa demonstragao utilizando

fungdes analiticas, j& Tuenter (2000) utilizou a equagao de Euler apresentada na equagao 5.12

de Gould (1978).

Outra forma de verificar a relagdo Y20, P.(a, A) = 1 é por meio da fun¢ao W de

Lambert.

Seja X uma DPG conforme equagao (2.1). Escrevendo a DPG em fungao da W de

Lambert, conforme apresentado na equagao (4.34), obtém-se

00 o] B b(b + x)mflez
— bWo( 9)
;::OPI(@, b) xz::oe —

B S Ut i

=0

I

z!

b(b + )76

' ¢ uma forma correlata da equagao (4.13)
x!

na qual > 27,

Logo,

i Px(é, b) — ebWo(fﬁ)ebeO(ie) _q

=0

Portanto, a DPG, como se espera de uma distribuicao de probabilidade, tem a soma

de todas as suas probabilidades igual a 1.
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45.2 Relacoes de recorréncia para os momentos
Média e Variancia
Seja X uma variavel aleatéria discreta que segue uma DPG, sua média e a sua varian-

cia serdo denotadas, respectivamente, por u e 2. Para facilitar os calculos, serdo utilizadas

as propriedades da CDSP, e a DPG sera escrita em funcao de uma W de Lambert .

Utilizando as equagoes (4.36) e (4.37) nas equagoes (4.25) e (4.26), obtém-se a média

e a variancia da DPG com a parametrizacao da W de Lambert

_ 0(—6) —Wo(—0 Wo(—0) _ Wo(—0)
o ) (0
o 2y o OWo(=0) + Wo(=0)+b+2  Wo(-0) Wo(—0) 1°
e e e Ut ]
_ . Wl=0)
= bW CoF (4.41)
Substituindo nas equagdes acima b = a/A e Wy(—0) = —\, obtém-se a média e a

variancia da DPG com a parametrizagao descrita em (2.1),

(4.42)
o= T (4.43)

A forma mais usual para os cdlculos da média e da variancia é feita de modo recursivo
e requer mais desenvolvimento do que o modo exposto acima. Essa forma estd apresentada

no Apéndice B desta dissertacao.

Momentos

A partir da equagdo (4.27) é possivel obter a relacao de recorréncia dos momentos

escrita em fungdo da W de Lambert da seguinte forma

Mmry1 = 0

Para encontrar a relagdo de recorréncia dos momentos escrita em fungdo o e A, deve-

se utilizar derivadas parciais e considerar as equagoes (4.38) e (4.39), conforme mostrado
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abaixo.
_ 8mT@+ 8mT87a n
T =N 00 T oa 00 T
s = (—Ae™) om, A n om, a I,
T X (“de M1 =A) " da (“AeMNA=N)]| 1-X"
Logo, a relagao de recorréncia sera
om, om,
1-— =A\— . 4.44
(1 =XN)mpy1 = A o\ +a 50 + am, (4.44)
Os dois primeiros momentos da DPG serao
o
= EX = 4.45
my (1 _ /\)7 ( )
¢ 2
me=—o 4 ¢ (4.46)

(1= (A=A

Momentos centrais

A relagao de recorréncia dos momentos para a CDSP é dada na equagao (4.27).

Utilizando os resultados obtidos em (4.40) e (4.41), o r-ésimo momento da DPG escrito em

funcao da W de Lambert serd
oM,

Wo(—6)
M, =10 —1rb
A TR AR

r—1-

O r-ésimo momento central para uma DPG em termos de o e \ sera

OM, 0N OM,0a] . Wi(-0)

My =60 | =122 —rb—— L M, .
=05 90 T o a0 1+ Wo(—0)]

Substituindo b = § e Wy(—60) = A em (4.48), obtém-se
A OM, o OM, ro

M, = M,
A T U S R o TR\t
Logo,
« [0 2
M:
: (1_»3*[(1_»]
a(l+2))
M_
ERNCREDNE
3a? a(l + 8\ + 6)?)
M:
SNV R VL
o2 =My — M2= "2

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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Momentos fatoriais

A relagao de recorréncia dos momentos para a CDSP é dada na equagao (4.30).
Utilizando os resultados obtidos em (4.40), o r-ésimo momento fatorial da DPG escrito em

fungdo da W de Lambert serd

oMy _, Wo(=0)

M p—
11 =95 1+ Wo(—0)

M[r] - TMM. (4.51)

O r-ésimo momento fatorial para uma DPG em funcao de o e A sera

aM oM, —
oA + [ ]8704 — biwo( 9) My — r M. (4.52)

My =0
[r+1] X 90 Do 00| 1+ Wo(—0)

Substituindo as equagoes (4.38) (4.39) em (4.52) obtém-se

A 8M[T]+ o 3M[T]+ o

Mevn =730 "1-2 9a T1-2

Mr — TM[T]‘ (453)

4.5.3 Funcao geradora de probabilidade

Seja X uma variavel aleatéria com distribuicao de probabilidade de Poisson generali-

zada e t > 0, a fgp de X sera dada por

E(tY) = Z t°pP

00 Y —
— Z e Oé(Oé + IE) e—a—)\x‘
o x!

Utilizando a expansao de Lagrange vista na equagao (4.2),

00 4z amfl N
£ = FO)+ 2 o a1 () o (454
r=1 """
em que, no caso da DPG, g(z) = )V f(2) = e Vet = oy Portanto, f'(z) = ezl

f0)=e>e

ax—l am—l

Dar—1 [9(2)"1f'(2)]2=0 = Wex/\(z_l)aea(z_l) |.=0

axfl
_ Oée—x)\—a ez(z)\—l-a) |

azx—l

z=0

= a(a + )" e
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que permite substituir na equagao (4.54) e obter

x

2t
601(Z—1) =¥+ Z *'Oé(Oé + )\x):c—le—x)\—a'
= !
Fazendo z = tg(z), ou seja, z = te**~Y obtém-se

a+)\x>x 1 —ac/\ «

¢ Z tx x!

Portanto, a fgp para a DPG sera

G, (t) = e’ 701,

A fgp escrita em funcao da W de Lambert sera

. (t@)"”

G, (t) = ™ Zb (b+ )"
= exp{bWo(— )~ b[Wo(—tH)]}~ (4.55)

4.5.4 Funcao geradora de momentos

Seja X uma variavel aleatéria com distribuigdo de probabilidade Poisson generalizada

et > 0, sua fungao geradora de momentos (fgm) sera dada por

E(e™) = Z e P(X

Uma forma simplificada de obter a fgm é por meio da funcao W de Lambert.

Utilizando as equagoes (4.34) e a (4.13), obtém-se

M, (t) = o (=9 i b(b+x)" (6;9')1 : (4.56)
Portanto,
M, (t) = exp {bWo(—0) — bWo(—€'0) } . (4.57)

4.5.5 Funcao caracteristica

Fungao caracteristica para CDSP é dada na equagao (4.31). Esse resultado para a

DPG em termos da W de Lambert sera
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¢X (t) _ e—b[W(—itG)-i—W(—G)] )

456 Coeficiente de assimetria

O coeficiente de assimetria de momentos de uma variavel aleatoria X é dado por

M;
N =%,
M2

na qual M; é o i-ésimo momento central.

O coeficiente de assimetria 7; mede a simetria de um conjunto de dados. Quando a
medida é negativa, indica que o conjunto de dados apresenta uma cauda a esquerda maior do
que a cauda a direita. Do mesmo modo, quando a medida ¢é positiva, indica que o conjunto
de dados apresenta cauda a direita maior do que a cauda da esquerda. O valor zero indica

simetria, ou seja, as caudas tém o mesmo tamanho.

Seja X uma variavel aleatoria com distribuigdo Poisson generalizada, seu coeficiente

de assimetria sera
a(l+2X)

S VD VR 7Y

e R

A assimetria serd negativa se A < —1/2 e tenderd a zero quando « assumir valores

grandes. Essas decorréncias podem ser visualizadas nas Figuras (1) e (2).

457 Coeficiente de curtose

O coeficiente de curtose de momentos de uma variavel aleatéria X é dado por
Yo = M22 .

na qual M; é o i-ésimo momento central.

O coeficiente de curtose é uma medida que busca identificar o peso das caudas em
comparacao a cauda de uma distribuicdo normal. Uma distribuicdo normal tem coeficiente
de curtose igual a 3 e é chamada de mesoctrtica. Um conjunto de dados cuja distribuicao tem
coeficiente de curtose acima de 3 tem caudas pesadas quando comparada com a distribuicao
normal e é chamada de leptocirtica. Do mesmo modo, uma distribuicao cuja curtose é abaixo

de 3 tem caudas menos pesadas e é chamada de platicirtica.

Seja X uma variavel aleatoria com distribuicdo Poisson generalizada, seu coeficiente

de curtose seré
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3a? a(l+ 8\ +6)A?%)

6+ _ 7
CEDY 1—N

B (148X +6A?)
R =3 Lo
=

Para qualquer valor de v e para 0 < A < 1, a DPG assumira a forma leptocurtica e

assumira a forma mesocurtica ou platicturtica para valores de A\ negativos.

4.5.8 Convolucao

Teorema 4.2 (Convolugdo). Sejam X e Y wvaridveis aleatorias independentes que sequem
uma DPG, sendo,

X ~ GPD(ay, \)

Y ~ GPD(as, \)
A soma de X +Y também serd uma DPG com parametros oy + ao e . Isto €,
X —I— Y ~ GPD(Oq —I— 0[2,)\).

(CONSUL; FAMOYE, 1989).

4.5.9 Unimodalidade

Teorema 4.3 (Unimodalidade). A DPG serd unimodal para todos os valores de ov e X. A
moda estard em x = 0 se ae™ < 1 e simultaneamente nos pontos x = 0 e x = 1 quando
ae ™ = 1. Para ae™ > 1 a moda estard em x = M,, em que

(a—eM(e* =20 < M, <a,
na qual a € o menor valor de M, que satisfaz a condicao:
N M2 + My[2Xa — (o + 2)\)er] + a? > 0.

(CONSUL; FAMOYE, 1986).
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5 Inferéncia estatistica para a DPG

O conjunto de técnicas e procedimentos que permite dar ao pesquisador um grau de
confiabilidade nas afirmagoes que faz para a populagdo a partir dos resultados das amostras
¢ nomeado de Inferéncia Estatistica. De modo geral, varias metodologias de inferéncia ja
foram propostas, sendo a decorrente da teoria de verossimilhanca uma das mais relevantes.
Neste capitulo, serdao abordadas algumas propriedades fundamentais dos estimadores, como
a suficiéncia, eficiéncia, consisténcia e o viés; e serao apresentados alguns métodos de esti-

macao pontual, intervalar e teste de hipoteses, todos com énfase na teoria de verossimilhanca.

Para as analises abaixo, considere uma amostra X;, X,,.., Xn iid de tamanho n de
uma populacao que segue uma DPG com pardmetros a e . Sejam 0,1,2, ..,k os valores
observados dessa amostra com as frequéncias ng, ny, no, .., Nk, respectivamente. Desse modo,

o maior valor observado na amostra serd k e n = Z];:o Ng.

5.1 Familia exponencial

Uma familia de distribui¢oes de probabilidade é dita da familia exponencial, se puder

ser expressa da forma

P.(8) = h(x)c(0)exp [Z wi(O)ti(a:)] (5.1)

i=1

com h(x) > 0, t1(x), ..., tg(z) sdo fungoes reais das observagdes de x (ndo dependem de ),
c(0) >0 e wy(0),...,w,(0) sao fungoes reais do pardmetro que possivelmente tém seu valor
definido pelo vetor 8 (ndo podem depender de z) (CASELLA; BERGER, 2010).

Para a DPG, obtém-se

k

1 e "exp [Z(g;i — Dln(a + Azi) — A é zl.  (5.2)

i=1

P1'17~-7$n(&7 )‘) = [k

O termo Y%, (z;—1)In(a+ \z;) da equacdo acima nio permite que a DPG seja escrita

da forma (5.1). Portanto, a DPG nao pertence a familia exponencial.
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5.2 Suficiéncia

Determinar a existéncia de uma estatistica suficiente para um parametro de interesse
permite aplicar uma série de teoremas e defini¢coes estatisticas que darao subsidios a varios

resultados importantes.

A estatistica T(X) é dita suficiente se ela captura toda a informagao sobre o para-
metro de interesse contida na amostra. Formalmente, 7'(X) é uma estatistica suficiente se a

distribui¢ao condicional de X dado T'(X) nao depende do parametro.

Teorema 5.1 (Fatoracio de Fisher-Neyman) Para quaisquer valores dos parametros em seus
espagos paramétricos e para Py, \) uma fungao de probabilidade conjunta de uma amostra
X, uma estatistica T'(X) € suficiente para um parametro de interesse se, e somente se, existem
fungoes g(T(x)|a, X) e h(x) de forma que vale a igualdade:

Po(, A) = g(T(2)|0)h(z).

A funcao de probabilidade conjunta de X1, ..., X,, observacoes independentes e iden-
ticamente distribuidas de distribui¢des de Poisson generalizada sera

1 N n
lewxn (047 )‘) = [”l] OéeinaefAZiﬁ L [H (a + )\ml)xll‘| ]
i1 () pale
Supondo que a estatistica suficiente seja T'(X) = Y7, X; e utilizando a propriedade

de convolugao dada no Capitulo 4, obtém-se
X+ ...+ X, ~ DPG(na, \).

Logo,
TLCV(TZO./ + )‘t)til —na—At
e .

o(T(x)]a,\) = "

na qual T'(x) = Y0 x; =t

Se T'(X) for uma estatistica suficiente, entao

Py oz (0, \)

M) = T ()

em que h(x) é fun¢do apenas de x.

nIl (o + Azy)mi—t ¢t
h(x) = u .
(x) (na+ )1 IR 2!

Supondo que um dos pardmetros seja conhecido, ndo é possivel escrever h(x) em

funcdo apenas de z. Desse modo, a estatistica 7'(X) ndo ¢ suficiente para qualquer um
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dos pardmetros. Nao hd, também, uma outra estatistica 7(X) que seja suficiente para um
dos parametros. Além disso, na DPG, em um espaco paramétrico de dimensdao 2 nao ha

estatisticas suficientes da mesma dimensao. Isto é consequéncia do fato da DPG néo pertencer
a familia exponencial (LEHMANN; CASELLA, 1998, pag. 40)
5.3 Métodos de estimacao pontual dos parametros da DPG

5.3.1 M¢étodo dos momentos

Os j-ésimos momentos amostrais e tedricos, representados por M; e pu;, respectiva-

mente, serao

M;=> — (5.3)
My = i ZL‘ij(O./, /\) (54)

Pela Lei dos Grandes Numeros, os momentos amostrais convergem quase certamente
para os momentos tedricos a medida que o tamanho da amostra aumenta.

Sendo os dois primeiros momentos amostrais dados por

1.
Ml:ﬁ;:m:f

M, =

O método dos momentos (MMo) consiste em igualar os dois primeiros momentos
amostrais aos dois primeiros tedricos. Resolvendo o sistema formado por essas equacoes,

obtém-se as estimativas dos parametros pelo método dos momentos

=3/2
a= 5.5
a=" (55)
© —1/2
A=1-1 (5.6)

S

Shoukri (1980) obteve os vieses e as variancias das estimativas (5.5) e (5.6) fazendo
uma expansao de Taylor de &, 42, Ae A2, aplicando o método de Cramer (1946) e calculando
suas expectancias. Com uma aproximacgao de primeira ordem, Shoukri obteve

3A(2 4+ 3))
5 OME T O
o )
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b(A) ~ b [5a(1 =) + A(10 + 9A%)]

dno

~ o 2 — 2\ + 3)\?
U(LT‘(O&)%? Oé—f—? )

N 1-A
var(\) ~ T (a — a4+ 2\ + 3042>

A 1
cou(d, N) =~ - (1= ) +3)

Os vieses, as variancias e a covariancia dos estimadores de momentos sao inversamente
proporcionais ao tamanho da amostra (n), portanto, esses valores tendem a ser menores a
medida que n aumenta. A covariancia entre as estimadores dos parametros serd sempre
negativa, indicando que quanto maior o valor de & menor sera o valor de :\, ou seja, quando
& é superestimado )\ tende a ser subestimado. Do mesmo modo, quando \é superestimado

& tende a ser subestimado .

As estimativas pelo método dos momentos nao possuem as propriedades 6timas do
método de maxima verossimilhanca. No entanto, sdo consistentes e as estimativas da DPG
sao obtidas de maneira analitica e, conforme serd visto na préxima secao, podem ser utilizadas

como valor inicial em algoritmos que calculam os EMVs.

Exemplo 1: Na aplicagao de biologia e ecologia apresentada no capitulo 2, observam-
se as distribui¢oes de aranhas e tatuzinhos de jardim sobre placas. Considere T4 = 0.425 e
s% = 0.4546 respectivamente a média e a variancia da distribui¢do das aranhas e Tr = 3.2951
e s2 = 15.0527 respectivamente a média e a varidncia da distribuicio dos tatuzinhos de

jardim. Logo, as estimativas dos parametros da DPG obtidas pelo método dos momentos

Serao
f3/2 R f1/2
Giq = =4~ =0.4109, Aa=1-—"2=0.0331,
SA SA
f3/2 R f1/2
Gr="T-=15417 e A =1-"L =0.5321
ST ST

Verifica-se que a4 < &r, indicando que os tatuzinhos de jardim tendem a se agrupar
mais do que as aranhas. J& os valores de )\, indicam que os tatuzinhos formam grupos de
tamanhos variados.

5.3.2 Método da Maxima Verossimilhanca

A funcao de verossimilhanga, denominada L(«, A; x), serd dada por
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k
L(a, A\|x) = po(a, \)™ X ... X pr(a, \)™ = pr(a,/\)”m

=0

k x—1 Ny
Lo, \x) = [ e+ A amna| (5.7)

|
2—0 X!

O método de méaxima verosimilhanga (MMV) assume que as estimativas & e A dos

parametros «a e A, respectivamente, sao os valores que maximizam a fun¢ao de verosimilhanca,

max{L(a, \|x)} = L(&, A|x).

Para simplificar os calculos, adota-se a fungao monétona crescente In(.) na fungao de
verossimilhanga, uma vez que max{L(«a, A\|x)} = max{InL(«, A|x)}. Assim, o produtério é

substituido pelo somatério, o que facilitara os calculos subsequentes.
o, \|x) = ln(L(a Alx))

= nln(« Z n,ln(z!)

+ Z ne(x — DIn(a + Ax) — na — A i Ny (5.8)

Os EMVs serao obtidos a partir da solucao do sistema de equagoes formado pelos

componentes da funcao escore igualados a zero

Ula) = 3€(Oga)\|x) _0
= 23

Nessas equagoes, o parametro de interesse ¢ isolado e escrito em funcao das informa-

¢oes obtidas da amostra.
k
n (x—1)
- " —n =0 5.9
a +xzzon atrr (5.9)
an (z =Dz anx—() (5.10)
=0 a+ Az =0

Para simplificar as fungdes dos cdlculos estimadores, as equagdes (5.9) e (5.10) sao

multiplicadas por « e A, respectivamente, e somadas.
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n+xz:nx(2_ i)a _an—i_énw(xa;l;ix v
— - an — g+ Y n, L= DO L)
z=0 a+ Az
:n—om—)\nf—i—zk:nz(x_l)
e (5.11)
Logo,
g a=1z(1-N). (5.12)

A estimativa de A é encontrada substituindo (5.12) na equacao (5.10),

N kn (r—1)x o
h(\) = ;} gcj—(l - 5\) T =0. (5.13)

Como pode ser verificado, a funcao (5.13) nao é definida quando k = 0 e nao é igual
a zero quando k = 1. Além disso, para esses mesmos valores de k, as derivadas segundas de
{(a, A|x) ndo serao negativas — o sinal da derivada segunda é um teste que verifica se a raiz
da funcao escore é ponto de maximo, minimo ou de sela, ou seja, verifica se as estimativas

dos parametros sao de fato o ponto de méximo da fun¢ao de verossimilhanca. A partir desses

resultados,
o n k (x —1) n—ny < (x —1)
802 a2 _mz::onx(a%—)\x)Q a2 _xz:;nx(a%—)\x)?’
0726__2’“:” (x —1)2? ——zk:n (x —1)a?
oN = (et M) o T(at Aa)?
e
o4 (z =1z k (x —1)x
DNDa ‘}QO a+ (a+2z)? _;2””"(@+ )2

conclui-se que os EMVs para a DPG existirao somente se k > 2.

Para a DPG, nao é possivel obter os EMVs de forma direta, pois o estimador de um
parametro estd em funcao das informagoes obtidas por meio da amostra e também do outro
parametro. Em tais caso, utilizam-se métodos iterativos, como o de Newton-Raphson. Neste

método, o valor de A sera determinado pela relagdo de recorréncia

h()\(r))

(r+1) =z _ A7)
A A — o)

r={0,1,..}, (5.14)
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em que h'(A(") é a derivada da funcao R(A™)) em (5.13).

Conforme mencionado anteriormente, os valores iniciais para as estimativas dos para-
metros (ag e A\g) podem ser obtidos por meio do método dos momentos, visto na se¢do ante-
rior. O processo iterativo terminaréd quando, no m-ésimo passo, o valor de |AT+Y) — \(| < ¢

(em que € é um valor pequeno e préximo de zero). O valor de & serd obtido pela equagao

5.3.2.1 Propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanca

A funcao de verossimilhanga possibilita o calculo da funcdo escore, da informagcao
observada e da informacao esperada de Fisher. Esses resultados sao fundamentais para a
construcao de intervalos de confianca e testes de hipoteses e, por esse motivo, serdo expostos

a seguir.

e Funcao escore

A fungao escore é o vetor gradiente da funcao de log-verossimilhanca.

ol(ar, A|x ol(a, A|x 4
o = [0, 2o
no & (z—-1) (x — 1)z ’
_|n _ 1
[a+;n$a+)\x " xzonza+)\x mzonx (5.15)

e Informacao observada
A informacao observada é definida como menos a derivada segunda da fungao de log-

verossimilhanga avaliada no ponto de méaximo.

Pl ANx) 0 N [x)

oo OO
L(a, \) =
_82E(Q,A|x) _82€(a,)\|x)
ONdo ON? (@ N)=(&,})
[ (z — ) k z(z—1
+ 3k on, R . -
20 (& + Az 2o ="+ A)?
_ . (5.16)
k (z —1) oo a1
i = Onx(a 5\95)2 2 Onx(d—FAx) |
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e Informacao de Fisher
A informagao de Fisher é definida como menos a esperanca da derivada segunda da

funcao log-verossimilhanga

[ Pl(a, \x) ] [ 0%(a, \x) ]
E __ da? | E __ Jad\
I{a, \) = E[I,(a, \)] =
[ 020, \x) | 02, \x) |
_E | Oda | o A2 ]
nla(l — ) + 2] na
ala+2X) a+ 2\
_ . (5.17)
na na(a + 2)
a+ 2\ (I =X (a+2))

Para detalhes do calculo da informacao de Fisher para a DPG veja Famoye e Consul
(1990).

Cabe destacar que um importante resultado obtido por meio da informacgao de Fisher
¢ var(U(.)) = [I(.)]"!. Essa decorréncia é especialmente util quando se aproxima a
DPG para uma distribuicao normal, permitindo, portanto, o célculo de intervalos de

confianga para os parametros quando o tamanho da amostra é grande.

5.3.2.2 Avaliacdo dos EMVs para a DPG

Os EMVs possuem importantes propriedades, como invaridncia, consisténcia, efici-
éncia assintotica, o fato de serem assimptoticamente nao viesados e de terem distribuicoes
assintoticamente normais. Abaixo estao apresentados os resultados para os EMVs dos para-
metros da DPG.

o Viés
Os EMVs para a DPG sao viesados e os calculos para obté-los sao complexos. Consul

e Shoukri (1984) demonstraram que os valores dos vieses sdo aproximados por

a(ba? + 28al — 6aA? + 24\?)
2n(1 — ) (a +2X)%(a + 3X)

b(a) ~ —

5a3(1 — A) — 202X (2A% 4+ 9\ — 13) + 4aX?(11 — 6) + 24\

bO‘) ~ 2na(l — A)(a +20)2(a + 3X)

O viés do estimador de « estd em funcdo de A, assim como o viés do estimador de

A estd em funcao de a. Ambos os vieses sdo inversamente proporcionais a n, ou seja,
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quanto maior o valor de n menor serao os vieses dos estimadores. Os EMVs da DPG

sao, portanto, assintoticamente nao viesados.

e Erro quadratico médio (EQM)

Mede a diferenca quadratica média entre o estimador e o parametro.

a2+ a)  [a(5a? + 28aX — 6aA? + 2422)]°
2n 2n(1 — A)(a +2X)%(a + 3))

EQM, (& — a)? = var(a) + b(&)* ~

EQMy (A — A)? = var(\) + b(A)?
_(a+2x—a))(1—-))
- 2na
5ad(1 — A) — 202A(2A% + 9\ — 13) + 4ar2(11 — 6)) + 242217
2na(l — ) (a +2X)2(a+ 3)) ‘

Os erros quadraticos médio sao inversamente proporcional a n, ou seja, quanto maior o
valor de n menor serdo os EQMs dos parametros. A diferenca quadratica média entre

o estimador e o parametro tenderd a zero quando n — oo.

As variancias dos estimadores podem ser obtidas por meio da inversa da informacao de

Fisher. Os calculos detalhados podem ser vistos em Consul e Shoukri (1984).

e Consisténcia
Um estimador é consistente para estimar um parametro se, a medida que se amplia o
tamanho da amostra, aumenta-se a precisao da estimativa. Assim, um estimador é dito

fracamente consistente se

lim P(|& —a] >¢)=0 Ve>0

n—oo

lim P((A— A >e)=0 Ve>0

n—oo

Uma forma de se verificar a consisténcia é por meio da desigualdade de Tchebychev,

na qual
A var(d) a2+ a)
P(la — < =
(16 =af>¢) €2 2ne?
Como
a2+ )
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segue que
lim P(|& —a| >¢)=0.

n—oo

Analogamente para A\,

PUA A > o) < var(A\) _ (a+2)—ad)(1— )

€2 2nae?

Como
lim (42X —aX)(1 = N) o,
n—00 2nae?

segue que

lim P(JA =\ > ¢) =0.

n—oo

Portanto, os EMVs, para a DPG sao assintoticamente consistentes.

e Assintoticamente Normal
Seja [&, ;\]t o vetor das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros de uma
DPG. Devido a propriedade de normalidade assintotica dos EMVs, pode-se aproximar

a distribuicao de [&, X]t por uma distribuicao normal bivariada quando n — oo, ou seja,

(&, 3) %% Ny ((a, M), T (0, 0)7)

em que I (o, \)™" é a inversa de informaciio de Fisher.

5.3.2.3 EMV quando um dos parametros é conhecido

Eventualmente, um pesquisador pode ter a informacdo de um dos parametros. Nas

subsegoes seguintes, sao obtidos os EMVs quando um dos parametros é conhecido.
Quando )\ conhecido

Quando o valor de A é conhecido, como feito na equagao (5.12), obtém-se o valor de

& em funcgao de A desconhecido,
a=1m(1-\). (5.18)

Quando «a é conhecido
Conforme feito acima, no caso de a conhecido, a estimativa de A\ sera encontrada

isolando o valor de A na equagao (5.11),

A=1-—

8 e

para 0<a <7 (5.19)
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O MMV é considerado o método de estimacao mais eficiente porque produz os esti-
madores de menor variancia. Entretanto, para alguns casos, a maior eficiéncia do MMV ¢é
apenas assintotica, o que faz com que sua aplicagdo a amostras de pequeno tamanho produza
estimadores de qualidade comparavel ou inferior a outros métodos. Os EMVs sao consistentes,
suficientes e assintoticamente sem viés. Para amostras finitas, entretanto, os EMVs podem
ser viesados, embora o viés possa ser corrigido. O MMV exige maior esforco computacio-
nal, por envolver solugoes numéricas de sistemas de equagoes frequentemente nao lineares e

implicitas.

Exemplo 1 (continuacdo) As estimativas da DPG para o método da méxima veros-
similhanca obtidas por meio da fungdo generalized_poisson_ likelihood(.) do pacote GPSEQ
do R sao:

G4 =04114, X4 =0.0320,

Gp = 1.4446 e Ay = 0.5616.

5.3.3 Método de estimacao baseado na média amostral e na frequéncia de zeros
da amostra

Esse método de estimacao é apropriado quando a frequéncia da classe zero ¢ maior do

que frequéncia das demais classes ou quando a distribui¢cao dos dados tem a forma L-shaped.

As estimativas dos parametros serao:

1
6 = 1) (5.20)
n
e A
“ &
fi=1-2 5.21
. .21

na qual ng é a quantidade de vezes que o valor zero é observado na amostra e T ¢ a

média da amostra.

Em Consul (1989) é demonstrado que as variancias dos estimadores sao

var(&) ~ -
n
C 12 .
var(\) ~ " [(1—=A)(e* = 1)+ a(2X —1)]
cov(@, \) ~ 1= /\(ea —1—-a)
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O MMo e o método baseado na média amostral e na frequéncia de zero (FREQO ) sdo
os dois tnicos cujos estimadores da DPG podem ser obtidos de forma analitica. No entanto,
esse desconsidera boa parte da informacao da amostra para o cdlculo de & e, para amostras

de tamanho n, a variancia desse estimador aumenta quando o aumenta.

Exemplo 1 (continuacdo) As estimativas da DPG obtidas pelo método baseado na

média amostral e na frequéncia de zero serao

Para
Noa = 199, T4 = 0.425,

Nor = 28 e T = 3.2951.

Tém-se

G4 = 04117, X4 = 0.0312,

Gp = 14718 e Xp = 0.5533.

5.3.4 Método da discrepancia empirica ponderada

No MMV, a fungao escore é ponderada pela frequéncia das classes (n,) da seguinte

forma

an ~log (pa (e A)) Zi: lm — 1] —0 (5.22)
’ k 0 e z(a+ ) B

:;]nggalog (pe(a, A)) = mzzonx [OM - x] = 0. (5.23)

Fazendo f, = —, o MMV pode ser ponderado pela frequéncia relativa das classes x, ou seja,
n’

Z fa loﬁLA)) - 1] =0 (5.24)

a+ Az

me l jiii) x] = 0. (5.25)

Ja no método de estimacao das discrepancias ponderadas a fungao escore é ponderada
pela diferenga entre a frequéncia relativa ( f,) e a probabilidade (P,) em um ponto x conforme

as equacoes

Y (fo—P) lM — 1] = (5.26)

= ala+ Az
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> (fo— P [m — x] =0. (5.27)

Para obter as estimativas pelo método discrepancia ponderada empirica (MDEP),

Felix e Lee (1992) consideraram a combinacao desses dois métodos da seguinte forma

Z:%fx(fx — P, [m — 1] =0 (5.28)

As equagoes (5.28) e (5.29) podem ser resolvidas de forma iterativa por meio do
método de Newton-Raphson. Os valores iniciais de @ e A podem ser obtidos por meio do
MMo ou FREQQ. Para Consul e Famoye (2006), o viés dos estimadores obtidos pelo MDEP

¢ menor ou igual ao viés obtido por MMV e MMo.

Lee e Famoye (1996) aplicaram varios métodos de estimagao dos parametros da DPG
para o caso especifico do nimero de aberragdes cromossomicas em células submetidas a
diferentes doses de radiacdo. Eles compararam os métodos de momentos, MMV, método
discrepancia ponderada, método minimo do qui-quadrado e MDEP. Nesse caso, os autores
observaram que o MDEP tem o menor EQM e o menor erro médio absoluto para a maioria

das doses de radiacao.

Exemplo 1 (Continuagio) As estimativas da DPG pelo método da discrepancia empi-
rica ponderada foram obtidas por meio da fungao DEPDPG() desenvolvida no R. O algoritmo

dessa funcao encontra-se no Apéndice D deste trabalho.

A~

Ga=04118, X, =0.02808,

Gp = 14500 e X\p = 0.5622.

5.3.5 Estudo de Monte Carlo

Simulamos 4800 replicagoes da DPG para cada tridde formada pelo tamanho da amos-
tra n = {20, 50, 70,120} e pelos pardmetros a = {0.8,1,2,5,7,15,20,50} e A = {0.1,0.2,0.4,
0.6,0.8,0.95}. Ao todo, foram 921.600 amostras geradas da DPG pela fun¢ao rLGP do pa-
cote RMKdiscrete do R. Essas amostras foram submetidas aos 4 métodos de estimacao de

pardmetros citados neste capitulo. As estimativas dos parametros pelo MMV foram obtidas
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por meio da funcao cal chisq statistic do pacote GPSEQ do R e as fung¢oes para as estima-
tivas pelo MMo, FREQO e MDEP foram desenvolvidas no software R durante esta pesquisa

e encontram-se no Apéndice D deste trabalho.

Para avaliar os métodos de estimacao, foram feitas comparagoes utilizando o método
da divergéncia de Kullback-Leibler (DKL). Esse método verifica a diferenga entre a fungao de
probabilidade com os parametros reais e a funcao de probabilidade com parametros estimados

por meio da relagao

DE Ly = " (Po(, A) [In(Pa(a, X)) = In(Po(dn, Age))]
=0
na qual j representa a replicagdo (j = {1,..,4800}) e k o método de estimagao

(k = {1,2,3,4}). Quanto menor o valor de DKL, menor ¢é a discrepancia entre a fungao
de probabilidade com os parametros reais e a funcao de probabilidade com pardmetros es-
timados. Isto posto, considerou-se como o melhor estimador aquele com a menor média de
DK Ljj, nas replicacoes, em que

1 4800

MDEK Ly, (é, \) = 800 3" DKLy,
j=1

Além disso, foi verificado o método de estimagao com menor variabilidade nos DK L,

1 4800

VAR(DKLy) = oo > [DK Ly = MDKLy(a, N

j=1

O conjunto de tabelas apresentadas a seguir trazem os resultados obtidos com os dados
simulados. Observa-se nas tabelas que, de acordo com os parametros o e A e o tamanho
amostral, os métodos de estimagao que alcancaram os menores médias dos DK Lj;. Cada
método de estimacao é representado por uma cor. Observa-se, por exemplo, que para amostras
de tamanho 20, a = 50 e A = 0.6, o método dos momentos obteve a menor média das
divergéncias de Kullback-Leibler. Nota-se que a medida que o tamanho da amostra aumenta,
o MMV tende a ser o de menor média para modelos com « baixos e A altos e também modelos

com « altos e A baixos. O MDEP foi o de menor média especialmente quando A = 0.4.

No Apéndice C deste trabalho é apresentada a avaliacao dos métodos de estimacao
pelo viés e pelo EQM para cada um dos parametros. Verifica-se que, em algumas situacoes,
o método mais indicado para o parametro a nao ¢ o mais indicado para o parametro A. Por
exemplo, para a = 0.8 o método FREQO ¢ o menos viesado para o parametro «, ja para o
parametro A o MDEP ¢é o menos viesado. Os EQMs dos parametros apresentaram resultados
semelhantes. O MMo tem o menor EQM para boa parte das situagoes quando o tamanho
da amostra é pequeno, a medida que o tamanho da amostra aumenta o método de maxima

verossimilhancga torna-se o mais frequente, ou seja, o que tem o menor EQM.
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Tabela 4 — Método de estimagao com a menor divergéncia de Kullback-Leibler. Simulacao
com 20 unidades amostrais.

A
0,6

0,1 0,2 0,4 0,8 0,95

Tabela 5 — Método de estimagao com a menor divergéncia de Kullback-Leibler. Simulagao
com 50 unidades amostrais.

A

0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 0,95

Tabela 6 — Método de estimacao com a menor divergéncia de Kullback-Leibler. Simulacao
com 70 unidades amostrais.

A

0,1 0,2 0,4 0,6 08 0095
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Tabela 7 — Método de estimagao com a menor divergéncia de Kullback-Leibler. Simulagao
com 120 unidades amostrais.

A

0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 0,95

5.4 Testes de hipdteses

5.4.1 Teste da razao de verossimilhancas

Seja uma amostra com func¢ao de verossimilhanga definida em (5.7). Para testar as

hipoteses

Hoi)\:)\o (530)
Hal)\#)\o

a estatistica do teste da razao de verossimilhanca sera

L) = =202 20)) (5.31)

na qual @(\g) = T(1 — \) é a raiz da equacao (5.10) para A = X,.

Portanto,
Lr()\) — l()‘OvAd()‘O))
I\, &)
— l&(go) exp{n[d — @A) + (A — Xo)7]} 1:[ [ 20_1_—;;\(0)()]

(5.32)

Casella e Berger (2010, pag. 438) dizem que —2In(L,) se aproxima assintoticamente
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de uma distribuicao Qui-Quadrado com d graus de liberdade,

DY) = ~2{[LN)]} ~ . (5.33)

em que d é a dimensao do espago paramétrico menos a dimensao da hipétese nula, que aqui
é2-1=1.

Entao, para um teste de hipotese em que se deseja testar um parametro, a funcao

D()\) se aproxima de uma distribui¢ao qui-quadrado com 1 grau de liberdade,

D, (N) = =2{In[L (Ao, &(ho))] = In[L(&, M)} "~ x5 . (5.34)

Logo,

~

D,(\) = —2n{In[a(Xo)] — In(4) — (a(Xo) — &) — T[Ao — AJ}

” (A AoT;
—23 (2 — 1)ln [O‘(O)W] . (5.35)
i=1 o+ )\5177,
A hipétese nula serd rejeitada ao nivel de significancia v se D,(A) > x2 ;.
Os calculos para testar as hipdteses do pardmetro a sao semelhantes.
Sejam as hipdteses
Hy:a=«
° ° (5.36)
H,:a# a.
A estatistica do teste é dada por
Dy (a) = =2n{In(ap) — In() — (ag — &) — 7[A(ag) — A]}
—2% (z; — Dln loﬁ(o‘m] (5.37)
i=1 a+ Az;

< o
na qual A(ag) =1 — —2 ¢ o valor de A que maximiza a equagio (5.10) quando o = ayp.
T

A hipétese nula serd rejeitada ao nivel de significancia v se D,.(a) > x2 ;.

Exemplo 1 (continuacao). Conforme visto, o valor da estimativa de Ay assume valores
préoximos de zero, levantando a suspeita de que a distribuicao mais adequada para esse
conjunto de dados seja a distribuicdo de Poisson. Logo, sob as hipoteses

HO : )\A =0
H a - A A 7£ 0

(5.38)
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a estatistica do teste da razdo de verossimilhanca sera

Dr(Aa) = =2[In(L(Aa))]

ol [L()\AOaAOZA()\AOD
L(A\a,cdia)

— 0.48036. (5.39)

] = —2{In[L(0,0.425)] — In[L(0.0320,0.4114)]}

Obtendo x§ g5, = 3.84,
D,(\) < X3.05,1

Portanto, para um nivel de significancia de 0.05, aceita-se Hy. O teste indica que a

distribuicao de Poisson ¢é mais adequada para descrever a distribuicao de aranhas em placas.

5.4.2 Testes de qualidade de ajuste

Para dados discretos, o teste mais usual para verificar a adequacao ou discrepancia
dos dados a uma distribuicao é o teste qui-quadrado de aderéncia. Além de testar o ajuste
dos dados a DPG, é possivel averiguar se os dados se ajustam a distribuicdo Poisson e a

binomial negativa.
Seja uma amostra aleatéria Xi, X»,...X,, iid de tamanho n.

As hipéteses do teste serao

Hy: A varidvel aleatoria X segue uma distribuicado P,

(5.40)
H;i: A varidvel aleatoria X nao segue uma distribuicao P,.

A estatistica utilizada para testar a qualidade do ajuste é dada por
P (ng — an)z
] nP, '

Seja P, a probabilidade associada a classe x, tal que x={0,...,k}, e seja k. o total
de classes de z, k. serd igual a k se nao existir a classe x = 0. A estatistica do teste @) se
aproxima a uma distribuicao qui-quadrado com k. —t — 1 graus de liberdade, em que t é o

nimero de parametros estimados no modelo.
2
Q ~ X'y,kcftfl

Com um nivel de significancia de v e com k. —t — 1 graus de liberdade, obtém-se o

valor da distribuicao qui-quadrado padrao que define a regiao de rejeicao.
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Se @ > Xikc_t_l, rejeita-se a hipotese nula.
Se Q < X2 .1, aceita-se a hipdtese nula.

Valores de @) altos indicam distancia maior entre os valores esperado e observado e,

portanto, um ajuste mais pobre dos dados a distribuicao.

Exemplo 1 (continuacao). A Tabela 8 apresenta os testes de qualidade de ajuste que
verificam se a distribuicao das aranhas em placas se adéqua ao modelo de Poisson generalizado
e ao modelo Poisson. As hipdteses serao:

Hy: Aa = Aa9, as aranhas se organizam sobre placas segundo
determinada distribuigdo (DPG ou Poisson) (5.41)

H, : Aq # Aa0, as aranhas nao se organizam sobre placas segundo

determinada distribui¢do (DPG ou Poisson)

Tabela 8 — Testes de qualidade de ajuste segundo o modelo Poisson e Poisson generalizado
para o conjunto de dados de 102 aranhas em 240 placas.

Quantidade Observado Esperado
por placa DPG Dist. de Poisson
0 159 159.053 156.905
1 64 63.374 66.685
2 13 14.590 14.170
3 4 2.551 2.007
>4 0 0.433 0.233
Total 240 240 240
EMV ap =041, Ago = 0.03 ag =0425 A0 =0
Q 0.5257 1.615
g.l. 1 2
Xg‘OE),gl 3.84 5.99
Decisao Aceita Hy Aceita Hy

Com nivel de significancia de 0.05, os testes indicam que o modelo de organizacao
das aranhas se ajusta a distribuicdo de Poisson e a DPG. Como o modelo de Poisson é o
mais simples e o valor de A na DPG ¢é préximo de zero, indica-se assumir que o modelo de

organizacao das aranhas segue a distribui¢ao de Poisson.

5.5 Estimacao Intervalar

Em Famoye e Consul (1990), sdo discutidos o intervalo de confianga (IC) para a DPG.
Os autores consideraram o tamanho da amostra e o conhecimento de um dos parametros para

observar o IC sob diferentes cenéarios.
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Considere uma amostra com média X = % S, X;, desvio-padrao S? = ﬁ S (X—
X) e funcio de verossimilhanga L(a, \;x) = [/, Py, (c, ). Os resultados serdo obtidos para

o nivel de confianga (1 — +)100%.

|IC quando um dos parametros é conhecido e a amostra é grande

Em Consul e Shenton (1973), verifica-se que, quando « assume valores acima de 10,

a DPG se aproxima de uma distribuigdo normal.

Supondo que nao ha conhecimento da média e do desvio-padrao da populacao e que

A é conhecido e assume o valor \g, o IC para « serda dado por

n(X —
1l—~v=PF, (—27/2 < M <27/2>

—  SZy/2 (6] ~ , S%y/2
=P, (X -L < <X+
( N T ﬁ)

<a< (1= [X+ S%ZD , (5.42)

na qual z,/2 € o ponto em que a probabilidade acumulada de distribuicao normal padrao é

igual a /2, isto é, [*__ \/leﬂ) eXp(—%Q)dw = 1. Logo, 0 IC de o com nivel de significancia de

v sera

e, lu ~ o) <x - 8%) L(1— Xo) <x+ S’\%?ﬂ . (5.43)

Supondo agora que a varidncia da populagdo (vista na equagao (3)) é conhecida e que o valor

de A também ¢é conhecido e é igual a A\g. Desse modo, o IC para « sera dado por
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- z,
+Z”/2AJ AX (1= Ao) + —2L2). (5.44)

IC quando os dois parametros sao desconhecidos e o tamanho da amostra é grande

Para se obter o IC de um dos parametros, deve-se eliminar da inferéncia o parametro
que nao ¢é de interesse. Para a parametrizacao descrita em (2.1), Famoye e Consul (1990)
sugeriram o método de eliminagao de maximizacao da verossimilhanca.
Seja a fungao de verossimilhanga dada por

n Nxi—1
L, ) = amem A Xl [ [M] |
€T;:

=1

Sejam os estimadores de maxima verossimilhanca & e A, entdo a razao de verossimi-

lhanca sera

Lo(a,\) = igz ;

- [Z]nexp{n[d —a+ (A= Nz} ﬁ [

=1

>~

>

(““””] o (5.45)

Para o IC de «a, A seréd substituido por 5\(04), em que esse é, para um dado valor de «,
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o valor que maximiza a equacao (5.10),

_ L, M)
Lrle) = L(&, )

- Vo‘ i X(O‘)‘f”i)ri_l . (5.46)

B [Zr exp{n[d —a + (A — Ma))z]} ] & + Az

i=1

Dessa forma, aplicando a fungao In(.) em (5.46) e utilizando a aproximagao mostrada

na fungao (5.33), obtém-se

D,(a) = =2{n[L(ev, A(@))] = In[L(& )]} ~ 3, (5.47)

Logo,

D,(a) = —2n {m (Z) —(a—a) —F[\a) - X]}
23 (i — 1)in loﬂ—)\(a)x] . (5.48)

i=1 a+ Az

Com nivel de significAncia de 7, o limite superior (ag) e o inferior (ay) do IC de « sdo
obtidos pela intersecao da fun¢do D,(a) com a linha em que D,(a) = X2 ;, conforme visto

na Figura 5.

O IC para o parametro \ é encontrado de forma analoga,

(5.50)

Observa-se na Figura 5 que os intervalos de confianga, representados pela linha ver-

melha pontilhada, sao definidos pela intersecao da fungao D,(.) e a reta D,(.) = x7, = 3.84.
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Figura 5 — Intervalos de confiancas pelo método de eliminacdo de maximizacao da verossimi-
lhanga.

No eixo das ordenadas, estao os valores da fungao D,(.) e no eixo das abscissas os valores

dos parametros. As linhas pontilhadas na cor vermelha sdo os valores da fungdo D,(.) que

interceptam a reta D,(.) = X2, = 3.84 (Nivel de significincia de 0.05) e definem, portanto,

os intervalos de confianca dos parametros.

Exemplo 2: Na aplicacao apresentada na Tabela 3 do Capitulo 2, verifica-se a quan-
tidade de cromossomos lesionados em células de coelhos que receberam diferentes doses da

droga streptonigrin.

Comparando os quatros conjuntos de dados com diferentes dosagens, observa-se que,
quanto maior a dosagem, maiores sao a média e a variancia, ou seja, quanto maior a dosa-
gem maior o nimero de cromossomos lesionados em uma célula. Os EMVs do pardametro «
sao maiores para os conjuntos de dados com as maiores dosagens. Nas dosagens acima de
60pg/kg, os EMVs de A sao préximos e os intervalos de confianga apresentam intersecao.
Esses resultados sugerem que, em dosimetria acima de 60ug/kg, acréscimos na dosagem da
droga interfere diretamente no aumento do parametro «, no entanto, ha pouca diferenca nos

valores de \.
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Tabela 9 — Intervalo de confianca para os parametros da DPG para o niimero de cromossomos
lesionados em células de coelhos pelo uso de streptonigrin com diferentes dosagens.

Dose (ug/kg)
Classes 30 60 75 90
0 404 413 200 155
1 80 124 57 83
2 13 42 30 33
3 3 15 7 14
4 0 5 4 11
5 0 0 0 3
6 0 2 2 1
Total 500 601 300 300
T 0.23 0.47 0.55 0.85
52 0.27 0.74 0.95 1.37
EMV de o 0.2136 0.377 0.4136 0.6627
I1Co.05.0 (0.194,0.229) (0.345,0.407) (0.362,0.462) (0.592,0.731)
EMV de A 0.0715 0.205 0.2525 0.2234
ICoh 051 (0.005,0.154) (0.142,0.272) (0.165,0.345) (0.144,0.306)
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6 Ferramentas computacionais no software R
para a DPG

A linguagem R é uma ferramenta 1til em ambientes de analises numéricas. Trata-se
de um ambiente na qual as técnicas estatisticas sao implementadas. Tem uma linguagem de
programacao simples e eficaz que inclui condicionais, loops, fungdes recursivas definidas pelo
usuario e recursos de entrada e saida. A vantagem do software R é a possibilidade da criagao
de funcoes, a expansao de funcionalidades por meio de pacotes, a utilizagdo de operadores
para calculos em matrizes, a facilidade para a manipulagdo de dados e a grande quantidade
de colaboradores, o que permite muitas contribui¢coes na construcao e na revisao de suas
funcionalidades. O sistema R estd disponivel como Software Livre sob os termos da Free
Software Foundation’s General Public License em forma de cédigo fonte. Ele compila e roda

nas plataformas UNIX, Windows e Macintosh.

A linguagem R é hoje umas das mais populares no campo da estatistica e, por esse

motivo, este capitulo sera dedicado aos pacotes e as funcionalidades que o R oferece a DPG.

6.1 GPseq

O GPseq foi construido por Srivastava e Chen (2011) e disponibilizado pela primeira
vez em 2011. O desenvolvimento desse pacote ocorreu como forma alternativa ao modelo
de Poisson para a deteccao de genes diferencialmente expressos em diferentes condig¢oes de
splicing de éxons (O RNA é constituido por uma longa cadeia formada pela unido de éxons
intercalados por introns. O processo de splicing retira os introns dessa cadeia e liga os éxons,
formando o RNA mensageiro funcional ou maduro). Exons sio elementos codificantes, ou
seja, que carregam o codigo que da origem a proteina. A exclusdo ou o acréscimo de um
unico nucleotideo em um éxon pode levar a alteracao da fase de leitura e a produgao de uma

proteina completamente diferente da original.

O pacote conta com 14 funcoes, a maioria delas relacionadas ao contexto descrito
acima. Contudo, destacam-se duas fungoes para a DPG que podem ser utilizadas por di-

ferentes tipos de dados. A parametrizacao da DPG desse pacote é a mesma descrita em
(2.1).

e calc_chisq_statistic(x, A , ) — Dado um conjunto de observagoes, X, e 0s parametros «

e Ada DPG, a funcao estima o parametro do modelo de Poisson pelo método de maxima
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verossimilhanca e calcula o teste qui-quadrado de bondade de ajuste comparando os

ajustes a DPG e a distribuicao de Poisson.

e generalized poisson_ likelihood(y) — A partir de um conjunto de observagoes, y, a fun-
¢ao calcula as estimativas dos parametros a e A da DPG pelo método de maxima

verossimilhanca auxiliado pelo método iterativo de Newton Raphson.

6.2 HMMpa

O pacote HMMpa foi construido por Witowski e Foraita (2014) e disponibilizado pela

primeira vez em 2013.

Esse pacote foi desenvolvido para classificar o grau de atividade fisica realizada por
uma pessoa. O grau de atividade é separado por classes que sdo divididas por pontos de
cortes. A escolha desses pontos de corte depende de diferentes componentes, como a idade
do sujeito e o tipo de acelerdmetro utilizado (aparelho com sensor de movimento que mede
a quantidade de atividade fisica realizada pelo seu usudrio). Os cortes podem ser calculados

pelo método de ponto de corte e pelo método baseado em cadeias de Markov ocultas.

O pacote conta com varias funcgoes relacionadas ao contexto descrito. No entanto,
existem 3 fungoes que podem ser aplicadas a qualquer conjunto de dados que siga a DPG. A

parametrizacao da DPG desse pacote é a mesma descrita em (2.1).

e dgenpois(x,a,\) - Calcula a fungdo de probabilidade f(z) em z a partir dos argumentos

ae A\

e pgenpois(x,a,\) - Calcula a fungao de probabilidade acumulada F'(z) em z a partir dos

argumentos a e \.

e rgenpois(n,a,\) - Gera uma amostra aleatéria de tamanho n com distribuigao de pro-
babilidade Poisson generalizada a partir dos argumentos « e A. Utiliza o método aceita-
gao/rejeigao para a maior parte dos conjuntos de dados gerados. Uma explicagao deste
método é vista em Frey e Neto (2005, pag. 87). As excegoes sao os dados cujos para-
metros estao nos intervalos (o > 10; A < 0) e (v > 30; 0 < A < 0.2) que sao obtidos
por:

z; = max(0, floor(u + (0% *x rnorm(1,0,1) +0,5))) i=1,..,n

em que rnorm(1,0,1) é uma funcdo do R que gera, segundo os argumentos fornecidos,
um numero aleatério de uma distribuigdo normal padrao, e floor(.) é uma func¢ao que,
a partir do valor fornecido como argumento, retorna o menor valor inteiro menor ou

igual ao argumento.
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Um limitante da funcao pgenpois desse pacote é que ela nao permite o emprego de

vetores no argumento de entrada x.

6.3 RMKdiscrete

O pacote RMKdiscrete foi construido por Kirkpatrick (2014) e disponibilizado pela

primeira vez em 2014.

Esse pacote foi desenvolvido para a implementagao de modelos univariados e bivaria-
dos das distribuigdes de probabilidade de Poisson generalizada (nomeada por Kirkpatrick de
distribuicao Lagrangiana de Poisson) e binomial negativa. O pacote conta com 16 fungoes, 8

delas referentes a DPG univariada e outras 3 a DPG bivariada.

Considera a parametrizacdo descrita em (2.1). No entanto, permite que A assuma
valores negativos, ou seja, max(—1,—a/m) < A < 1. Quando A é negativo, ha um limite
superior, m, da varidvel aleatéria X, em que m = —a/\ é arredondado para o préximo
menor inteiro. Caso a = 0, define-se a distribuicdo como tendo massa unitaria, no caso
X =0.

e dLGP(x, a, A, nc=NULL, log=FALSE) - Calcula a func¢ao de probabilidade f(z) em x

a partir dos argumentos « e .

e pLGP(x, a, A, nc=NULL, lower.tail=TRUE, log.p=FALSE, add.carefully=FALSE) -
Calcula a fungao de probabilidade acumulada F(z) em z a partir dos argumentos « e

A

e qLGP(p, a, A, nc=NULL, lower.tail=TRUE, log.p=FALSE, add.carefully=FALSE) -

Calcula o quantil que corresponde a probabilidade p.

e rLGP(n, , \) - Gera uma amostra aleatéria de tamanho n com distribui¢ao de proba-

bilidade Poisson generalizada com parametros a e A.

e sLGP(a, A\, nc=NULL, do.numerically=FALSE, add.carefully=FALSE) - Calcula a mé-
dia, mediana, moda, variancia, desvio-padrao, terceiro momento central, quarto mo-

mento central, coeficiente de assimetria de Pearson e de curtose.

e LGP.findmax(a, \) - Calcula o limite superior da varidvel aleatéria X quando A assume

valores negativos.

e LGP.get.nc(a, Anctol=1e-14,add.carefully=FALSE) - Calcula o inverso da constante

de normalizacao e fornece a soma de todas as probabilidades. Quando A é positivo, a
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funcao retorna o valor 1. Essa funcao é especialmente 1til quando A é negativo e a soma

de todas as probabilidades nao ¢é igual a 1.

o LGPMVP(u, 02, a, ) - Com a informacio de 2 dos 4 argumentos, fornece os valores
dos outros 2 argumentos. A funcao utiliza o método dos momentos para encontrar um
dos parametros e com esse resultado encontra o outro argumento utilizando o método

de méxima verossimilhanca.

A DPG bivariada é construida a partir de trés varidveis aleatorias independentes, X,
X1 e XQ.

Xo ~ DPG(ag, \o)
Xy ~ DPG(a1, \)
Xy ~ DPG(az, \2)
As variaveis de interesse Y] e Y5 sao escritas em funcao de X;, 1 = 1,2, 3:
Yi=Xo+ X,

Yo = Xo+ Xo

Assim, a dependéncia entre Y; e Y estd no termo comum X,. A funcdo de probabilidade
conjunta de Y] e Y5 é derivada da funcao de probabilidade conjunta das trés variaveis inde-

pendentes. Dessa forma, as funcoes relacionadas a DPG bivariada sao:

e dbiLGP(y, «a, A\, nc=NULL, log=FALSE, add.carefully=FALSE) - Calcula a fungao

de probabilidade da DPG bivariada em y a partir dos argumentos a e A.

e biLGP.logMV(a, A nc=NULL,const.add=1,tol=1e-14,add.carefully=FALSE) - Calcula
numericamente as médias, as variancias e as covariancias de uma distribuicao DPG

bivariada.

e rbiLGP(n, «, \) - Gera amostras aleatdrias de tamanho n com distribuigao de proba-

bilidade Poisson generalizada bivariada.

Na qual y=[Y1 Yo|,a=[ag a1 ao]ed=[A A1 Al
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6.4 VGAM

O pacote VGAM foi construido por Yee (2016) e teve sua tltima versao publicada em
maio de 2016.

Suas principais funcionalidades sdo para os ajustes de modelos lineares generalizados
e aditivos (VGLMs e VGAMs), bem como modelo rank reduzido VGLMs (RR-VGLMs) e
quadrético RR-VGLMs (QRR-VGLMs). Atualmente, VGAM estd disponivel em CRAN no

site do R e funciona sob R 3.1.0 ou superior.

Funcoes relacionadas a DPG:

e dgenpois(x, A, a, log = FALSE) - Calcula a fungao de probabilidade em z a partir dos

argumentos « e \.

e genpoisson(llambda = "rhobit", ltheta = "loge", ilambda = NULL, itheta = NULL,
use.approx = TRUE, imethod = 1, ishrinkage = 0.95, zero = "lambda") - E utilizado
como argumento das func¢oes vglm e vgam quando se quer ajustar um modelo linear
generalizado ou aditivo segundo a familia de DPG. As fun¢oes vglm e vgam também

pertencem ao pacote do R VGAM.

A fungao que calcula f(z) nos pacotes HMMpa e VGAM tem o mesmo nome, no
entanto, a ordem de entrada dos argumentos dos parametros é diferente. O pacote RMKdis-
crete é o unico que ajusta os valores de f(z) e F'(x) com a constante de normalizacao quando

A € negativo e a soma de todas as probabilidades é diferente de 1.

6.5 lamW

O pacote lamW foi construido por Adler (2016) e disponibilizado pela primeira vez
no CRAN do software R em marg¢o de 2016. O pacote conta com apenas duas fung¢oes, uma
para o calculo da funcao W de Lambert no intervalo principal [%, o0) e outra para o intervalo
1

0).

e’

secundario |

e lambertW0(x) - retorna o valor da fungdo W de Lambert em x do intervalo principal.

e lambertWm1(x) - retorna o valor da fungao W de Lambert em z do intervalo secundario.

6.6 LambertW

O pacote LambertW foi construido por Goerg (2016) e disponibilizado pela primeira

vez no CRAN do software R em margo de 2016. O pacote é a continuidade dos estudos re-
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alizados por Goerg (2011) a respeito da varidvel aleatéria W de Lambert. Entre as muitas
fungdes do pacote, ressaltam-se as que simula amostras aleatorias (rLambertW), calcula f(z)
e F(z) (dLambertW e pLambertW), estima os pardmetros pelo método de maxima verossi-
milhanga (IGMM e MLE_ LambertW) e calcula o quantil correspondente a probabilidade p
(qLambertW). Infelizmente essas fungoes sao exclusivas para distribuigoes de probabilidade
continuas. Desse modo, no ambito da DP@G, destaca-se a fungao que calcula o valor da funcao
W de Lambert:

e W(x, branch = 0) - retorna o valor da fun¢gdo W de Lambert em x. O argumento

branch=0 indica a funcao no intervalo principal e branch=-1 no intervalo secundario.



67

7 Conclusao

A DPG foi proposta por Consul e Jain em 1970 e 1973, desde entao, publicacoes
de diversas areas tém demonstrado sua versatilidade e sua eficiéncia como alternativa a
distribuicao de Poisson para dados com sobredispersao. Neste trabalho estudamos a expansao
de Lagrange como precursora para o desenvolvimento da CDL, que inclui a DPG como uma
das distribui¢oes mais relevantes dessa classe, e como importante resultado para o célculo
da funcio W de Lambert. Propomos uma parametrizagdo da DPG em funcao da W de
Lambert. Essa parametrizacao permitiu alocar a DPG na CDSP e utilizar as propriedades e
caracteristicas dessa classe de distribuicao. Devido a complexidade do céalculo do somatoério
para a DPG, classificd-la na CDSP permitiu obter varios resultados de modo facilitado.
Além disso, realizamos um estudo de monte Carlo comparando os métodos de estimacao dos
momentos, da maxima verossimilhanca, da frequéncia de zeros e da discrepancia empirica
ponderada. Os resultados dessa simulagao indicam que, de acordo com o tamanho amostral,
existem regioes formadas pelos espagos paramétricos de o e A em que ha predominancia de
um método de estimacao sobre os demais. Esse resultado sugere estudos mais aprofundados
que possam ser conclusivos em determinar o método de estimagao mais apropriado para cada

regiao.
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APENDICE A - DPG Truncada

A.1 Espaco paramétrico de A

Os primeiros artigos de Consul e Jain relativo a DPG foram publicados em 1970 e 1973.
Nos anos subsequentes, esses autores fizeram novas publicagoes especialmente para alterar
a amplitude do intervalo do parametro A. Em seu primeiro artigo, Consul e Jain definiram
que A poderia assumir valores negativos desde que o +mA > 0. Quando A é negativo, m é o

maior valor que x pode assumir para que expressao o + mA > 0 seja valida.

A restricao do dominio da variavel aleatéria X quando A assume valores negativos nao
foi suficiente para evitar que a soma de todas as probabilidades seja diferente de 1, conforme

mostrado nos exemplos abaixo:

e Para o = 0.55 e A = —0.5, os valores possiveis para a variavel aleatoria X serdo
x ={0,1}, entdo
1
Z P,(a, \) = 0.5769498 + 0.5231762 = 1.100126
=0
e Para o = 1.6 e A = —0.75, os valores possiveis para a variavel aleatoria X serao
x ={0,1,2}, entdo

2

Z P,(a, A) = 0.2018965 + 0.6838639 + 0.07238699 = 0.9581474

=0

Diante disso, Consul e Shoukri (1984) mudaram o intervalo de A para 0 < A < 1,
retirando, portanto, a caracteristica de subdispersao e deixando 6rfaos varios conjuntos de

dados que haviam se ajustado bem a DPG.

Para corrigir o problema da soma das probabilidades ser diferente de 1, foi proposta
uma correcao feita habitualmente em modelos truncados.

P.(a, \)

gz(Oé7 /\) = m

P, N F(a, \) 7L
. Px(a,)\) (Oé, ) (Oé )

Em outro artigo, Consul e Shoukri (1985) fizeram um estudo simulado para verificar
os efeitos do fator de corregao Fy,(a, A\)~! nas probabilidades, na média e na variancia de uma
DPG com A negativo. Os autores concluiram que se o nimero de acontecimentos distintos

com probabilidades nao nulas fosse pelo menos cinco ou se o valor estimado de a é menor que
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0.7 ou maior que 4.5, é desnecessario empregar o termo F(a, \)~! na DPG . Desse modo, foi
sugerido que o fator de correcao nao fosse utilizado quando m > 4. Nos demais casos, deve-se
aplicar o modelo corrigido, apesar da dificuldade de se determinar estimativas razoaveis para

ae A

Por esse motivo, muitos artigos apresentam a DPG da equacao (2.1) com o dominio

de A sendo max(—1, —a/m) < A < 1 acrescido da restrigdo de que m > 4 quando A negativo.

A.2 DPG truncada

A DPG nao pode ser utilizada plenamente quando o segundo parametro, A, é negativo,
pois, em alguns casos, a soma das probabilidades em todo o intervalo da variavel aleatéria X
nao sera igual a 1. Para evitar esses problemas, foi proposta, como alternativa, a Distribuicao
de Poisson Generalizada Truncada (DPGT).

P.(a, )
P(X =2)=g,(a,\) = ———
(X =) =gl ) = ==
emque xr =0,1,2,....me
by z—1
Pm<Oé, )\) _ Oé(Oé +T ) —a—xA
x!
K,, = Z P.(a, N).
=0
Portanto,
ala+aA)t
—e
x!
— para r=0,1,2,...m
Po(a,A) = § gom @lataN)™ (A.1)

e=0 x!

0 caso contrario
naqual z=0,1,2,...m a+mA>0ea >0

As estimativas dos parametros para a DPGT envolvem técnicas numéricas e iterativas

mais complexas do que as utilizadas na DPG.
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APENDICE B - Calculo da média e variancia

B.1 Meédia e Variancia

A média e a varidncia da DPG podem ser obtidas de varias formas. No Capitulos 4,
foram obtidas pelo por meio dos momentos da CDSP escrito em funcao da W de Lambert.
De modo a demonstrar o esfor¢o que é necessario para o calculo da maneira mais usual, neste

apéndice a média e a variancia serao calculadas da forma recursiva.

> > xala+ Ax)*t
E(X)=mi(a,\) =) zP(z) =) ( o ) e N
=0 =1 :
i ala+ )™t
x=1 x_l)

B i a+ A\ —|— Az)* A _ i ala+ A+ ) (a+ X+ )\I)”C_le,a,,\,m

u
7—0 X.
. > Oé+/\ Oé"—)\‘i‘)\l’)x_l 7047)\7)\50 > Oé—i-)\ a+)\+/\$>$_1 —a—A—A\x
_O‘Z 1 ‘ a+A§ ! ’
(B.1)
—at Y m(at AN
= &+)\m1a ,
(a+A)A
= —_—— 2
a+a+)\[0z~l—)\+ RGN my(a + 2X,\)
2
:oz+a)\+g+2)\m1(a+2)\,)\)
a)? (o + 2X)\?
= 2 2 —_— 3N A
a—l—a)\+a+2)\ [(OH— A) + (420N + oo my(a + 3X, A)
=a+al+aX +aX + o\ (a+ 3\ )
= « « [0 a+3/\m1a 5

Apoés sucessivas transformagoes, obtém-se

=a(l+A+X+ X +..)
:az/\k
k=0

Para |\| < 1, obtém-se 352 ) \F = ——

Portanto,
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A variancia é obtida por procedimentos similares ao da média.

2a(a + )\x)x—l —a—Ax
e

E(X?) = may(a, \) = ZxQP(m) = i v

(x+1) (a—l—)\+)\$) oA
x!

-

=0

i ra(o + )\ + Az)* e i ala+ N+ )\m)xe—a—x—m

|
=0 =0 Z:

< ro 04+A+Aa:)(04+A+Aa:)”C ! I .

=2 2] € 1— A

=0

Oé -+ )\ Oé + )\ + )\:L')m_l —a—A—A\z
e

o
+Z x!

N a\ i (Oz+)\)(cz+)\+)\x)$_1e_a_/\_/\x
(Oé_'_)\)x:() 3:'
a a+ A a\
—1_)\—|—a1_)\+a+)\m2(a+)\,/\)
a a+A  ad ala+2)) a)?
= 2
TR S T W S B S s L )
a a+X ad  aa+2)\) a)?

T UL T U T W Y 1\

aX(a+3)\)  aX  aN(a+4)) a!
AN
1—x  1-aT T 1-oa peney UL CRuE Y

Ap0s sucessivas transformagoes, obtém-se

= [ (0 A) A A 20) 4N %030 X+ Nk 40)

= L+ DN 4 Y kA
—A k=1 k=1

o? al Qo

BRCEED VR (I VR CRp Ve
RIS VR CEVE

A variancia da funcao de distribuicao Poisson generalizada serd dada por:

0’ = B(X?) - [E(X))* =

(1—=A)?
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APENDICE C - Resultado das simulacdes de
Monte Carlo

C.1 Estudo de Monte Carlo - Viés e EQM dos parametros



APENDICE C. Resultado das simulagoes de Monte Carlo

Método de estimagdo com o menor viés para o parametro a. Método de estimagdo com o menor viés para o parametro A.
Simulagdo com 20 unidades amostrais. Simulagdo com 20 unidades amostrais.
a A a A
0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 0,95 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 0,95
0,8 FREQO FREQD FREQO FREQD  FREQO  FREQO 0,8 MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  MDEP
1 MMo FREQDO FREQD FREQO FREQO  FREQO 1 MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  MDEP
FREQO FREQD FREQO FREQD  FREQO  FREQO 2 MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  FREQO
5 MMo MMo MMo MMV~ MMV MMV 5 MMo MMo MMo MDEP MMV FREQO
7 MMo MMo MMo MMo MMV MDEP 7 MMo MMo MMo MMo MMV MMV
10 MMo MMo MMo MMo MMV MDEP 10 MMo MMo MMo MMo MMV MMV
15 MMo MMo MMo MMo MMV MDEP 15 MMo MMo MMo MMo MMV MMV
20 MMo MMo MMo MMo MMo MDEP 20 MMo MMo MMo MMo MMo MMV
50 MMo MMo MMo MMo MMo MMV 50 MMo MMo MMo MMo MMo MMV
Método de estimagdo com o menor viés para o parametro a. Método de estimagdo com o menor viés para o parametro A.
Simulagdo com 50 unidades amostrais. Simulagdo com 50 unidades amostrais.
A A
¢ 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 0,95 @ 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 0,95
0,8 FREQO FREQD FREQO FREQD  FREQO  FREQO 0,8 FREQDO FREQO MDEP  MDEP  MDEP  MDEP
1 MMo FREQDO FREQO FREQO FREQO  FREQO 1 MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  MDEP
MMo MMo MMV MMV MMV MMV 2 MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  MDEP
5 MMo MMo MMo MMV MMV MMV 5 MDEP  MDEP ~ MDEP  MDEP MMV MMV
7 MMo MMo MMo MMV~ MMV MMV 7 MMo MDEP  MMo MDEP MMV MMV
10 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 10 MMo MMo MMo MMo MMV MMV
15 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 15 MMo MMo MMo MMo MMV MMV
20 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 20 MMo MMo MMo MMo MMV MMV
50 MMo MMo MMo MMo MMo MDEP 50 MMo MMo MMo MMo MMo MDEP
Método de estimagdo com o menor viés para o parametro a. Método de estimagdo com o menor viés para o parametro A.
Simulagdo com 70 unidades amostrais. Simulagdo com 70 unidades amostrais.
A A
a 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 0,95 « 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 0,95
0,8 FREQO FREQD FREQO FREQD FREQO  FREQO 0,8 FREQO FREQO FREQO FREQO MDEP  MDEP
1 MMo FREQDO FREQO FREQO FREQO  FREQO 1 MDEP ~ MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  MDEP
MMo MMo MMV MMV MMV MMV 2 MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  MDEP MMV
5 MMo MMo MMo MMV MMV MMV 5 MDEP  MDEP  MDEP  MDEP MMV MMV
7 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 7 MDEP  MDEP  MDEP  MDEP MMV MMV
10 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 10 MMo MMo MMo MDEP MMV MMV
15 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 15 MMo MMo MMo MMo MMV MMV
20 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 20 MMo MMo MMo MMo MMV MMV
50 MMo MMo MMo MMo MMo MDEP 50 MMo MMo MMo MMo MMo MDEP
Método de estimagdo com o menor viés para o parametro a. Método de estimagdo com o menor viés para o parametro A.
Simulagdo com 120 unidades amostrais. Simulagdo com 120 unidades amostrais.
a A a A
0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 0,95 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 0,95
0,8 FREQO FREQD FREQO FREQD  FREQO  FREQO 0,8 FREQDO FREQO FREQO FREQO MDEP  MDEP
1 FREQO FREQD FREQO FREQD  FREQO  FREQO 1 MDEP  FREQO FREQO FREQO MDEP  MDEP
2 MMo MMo MMV MMV MMV MMV 2 MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  MDEP
5 MMo MMo MMo MMV MMV MMV 5 MDEP  MDEP  MDEP  MDEP  MDEP MMV
7 MMo MMo MMo MMV MMV MMV 7 MDEP  MDEP  MDEP  MDEP MMV MMV
10 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 10 MDEP  MMo MDEP  MDEP MMV MMV
15 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 15 MMo MDEP  MMo MMo MMV MMV
20 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 20 MDEP  MMo MMo MMo MMV MMV
50 MMo MMo MMo MMo MMo MDEP 50 MMo MMo MMo MMo MMo MDEP
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Método de estimagdo com o menor EQM para o pardametro a.
Simulagdo com 20 unidades amostrais.

Método de estimagdo com o menor EQM para o parametroA.
Simulagdo com 20 unidades amostrais.

) )
@ 01 02 04 06 08 095 @ 01 02 04 06 08 095

0,8 MMo MMo MMV MMV MMV MMV 0,8 MMo MMo MMo MMV  MDEP  FREQO

MMo MMo MMo MMV MMV MMV 1 MMo MMo MMo MMV MDEP MMV

MMo MMo MMo MMV MMV MMV 2 MMo MMo MMo MMV MMV MMV
5 MMo MMo MMo MMV MMV MMV 5 MMo MMo MMo MMV MMV MMV
7 MMo MMo MMo MMV MMV MMV 7 MMo MMo MMo MMV MMV MMV
10 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 10 MMo MMo MMo MMo MMV MMV
15 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 15 MMo MMo MMo MMo MMV MMV
20 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 20 MMo MMo MMo MMo MMV MMV
50 MMo MMo MMo MMo MMo MMV 50 MMo MMo MMo MMo MMo MMV

Método de estimagdo com o menor EQM para o pardametro a.
Simulagdo com 50 unidades amostrais.

Método de estimagdo com o menor EQM para o parametroA.
Simulagdo com 50 unidades amostrais.

A A
¢ 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 0,95 ¢ 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 0,95

0,8 MMo MMo MMV MMV MMV MMV 0,8 MMo MMo MMV MMV MMV FREQO

MMo MMo MMV MMV MMV MMV 1 MMo MMo MMV MMV MMV MMV

MMo MMo MMV MMV MMV MMV 2 MMo MMo MMV MMV MMV MMV
5 MMo MMo MMV MMV MMV MMV 5 MMo MMo MMV MMV MMV MMV
7 MMo MMo MMo MMV MMV MMV 7 MMo MMo MMo MMV MMV MMV
10 MMo MMo MMo MMV MMV MMV 10 MMo MMo MMo MMV MMV MMV
15 MMo MMo MMo MMV MMV MMV 15 MMo MMo MMo MMV MMV MMV
20 MMo MMo MMo MMV MMV MMV 20 MMo MMo MMo MMV MMV MMV
50 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 50 MMo MMo MMo MMo MMV MMV

Método de estimagdo com o menor EQM para o pardametro a.
Simulagdo com 70 unidades amostrais.

Método de estimagdo com o menor EQM para o parametroA.
Simulagdo com 70 unidades amostrais.

A A
@ 01 02 04 06 08 09 @ 01 02 04 06 08 0095

0,8 MMo  MMo MMV MMV MMV MMV 0,8 MMo MMo MMV MMV  FREQD  FREQO

MMo  MMo MMV MMV MMV MMV 1 MMo MMo MMV MMV MMV MMV

MMo  MMo MMV MMV MMV MMV 2 MMo MMo MMV MMV MMV MMV
5 MMo  MMo MMV MMV MMV MMV 5 MMo MMo MMV MMV MMV MMV
7 MMo  MMo MMV MMV MMV MMV 7 MMo MMo MMV MMV MMV MMV
10 MMo MMo MMV MMV MMV MMV 10 MMo MMo MMV MMV MMV MMV
15 MMo  MMo MMo MMV MMV MMV 15 MMo MMo  MMo MMV MMV MMV
20 MMo  MMo MMo MMV MMV MMV 20 MMo MMo  MMo MMV MMV MMV
50 MMo MMo MMo MMo MMV MMV 50 MMo MMo MMo MMo MMV MMV

Método de estimagdo com o menor EQM para o pardametro a.
Simulagdo com 120 unidades amostrais.

Método de estimagdo com o menor EQM para o parametroA.
Simulagdo com 120 unidades amostrais.

A A
¢ 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 0,95 ¢ 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 0,95

0,8 MMo MMV MMV MMV MMV MMV 0,8 MMo MMV MMV MMV MMV MMV
1 MMo MMV MMV MMV MMV MMV 1 MMo MMV MMV MMV MMV FREQO

MMo MMV MMV MMV MMV MMV 2 MMo MMV MMV MMV MMV MMV
5 MMo MMo MMV MMV MMV MMV 5 MMo MMo MMV MMV MMV MMV
7 MMo MMo MMV MMV MMV MMV 7 MMo MMo MMV MMV MMV MMV
10 MMo MMo MMV MMV MMV MMV 10 MMo MMo MMV MMV MMV MMV
15 MMo MMo MMV MMV MMV MMV 15 MMo MMo MMV MMV MMV MMV
20 MMo MMo MMV MMV MMV MMV 20 MMo MMo MMV MMV MMV MMV
50 MMo MMo MMo MMV MMV MMV 50 MMo MMo MMo MMV MMV MMV
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APENDICE D - Algoritmo

Funcgoes desenvolvidas no software R para a estimacao dos parametros da DPG pelo
método baseado na frequéncia de zeros e na média, dos momentos, da discrepancia empirica

ponderada e da maxima verossimilhanca.

D.1 Funcao para o método dos momentos

MomDPG=function(y){
Media<-mean (y)
Variancia<-var(y)

if (Variancia==0){

return(list (mark = 0, theta = NaN, lambda = NaN))
}

else {

alpha<-Mediax*(sqrt(Media/Variancia))
lambda<-1-(Media/Variancia)~(0.5)
return(list(mark = 1, theta = alpha, lambda = lambda))
i 3s

D.2 Funcao para o método baseado na frequéncia de zeros e na média

FREQODPG=function(y){

a=table(y)
N.o=0
N.o=a[names (a)==0]

if (sum(names(a)==0)==0){

return(list(mark = 0, theta = NaN, lambda = NaN))
+

else {

theta=-log(N.o/length(y))

lambda=1-theta/mean(y)

return(list(mark = 1, theta = theta, lambda = lambda))
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D.3 Funcao para o método de maxima verossimilhanca

EMVDPG=function(x){

J <- matrix(0,2,2)

B<- matrix(0,2,1)

Y<- matrix(0,2,1)

e<-1

t<-0

Y[1,1]<-mean(x)*(sqrt(mean(x)/var(x)))

Y[2,1]1<-1-(mean(x) /var(x))~(0.5)

if (var (x)==0){

return(list(mark = 0, theta = NaN, lambda = NaN,t=0))

}

elseq

Ym<-Y

n<-length(x)

xm<-c (0:max (x))

obs<-rep(0,max(x)+1)

for (i in 1:n) {

obs[x[i] + 1] = obs[x[i] + 1] + 1

+

while(e>0.0000001 & t<1000){

t<-t+1

Px= try(exp((log(Y[1,1])+(xm-1)*1log(Y[1,1]1+Y[2,1]*xm)-Y[1,1]-Y[2,1]*xm)-
lfactorial(xm)),silent = TRUE)

if (sum(is.nan(Px))==0){
J[1,1]1<-(nx(Y[1,1]1*(1-Y[2,11)+2+Y[2,1]) /(Y[1,11*(Y[1,1]1+2xY[2,1])))
J[1,2]<=(nxY[1,11)/(Y[1,1]+Y[2,1]%2)
J[2,2]<-(nxY[1,1]1x(Y[1,1]1+2))/(C(1-Y[2,1])*(Y[1,1]1+2%Y[2,1]))
J[2,1]1<-J[1,2]
B[1,1]1<-(n/Y[1,1]+sum((xm-1)*obs/(Y[1,1]+Y[2,1]*xm))-n)
B[2,1]<-(sum((xm—-1) *xm*obs/(Y[1,1]+Y[2,1]*xm))-n*mean(x))
Yn<-Y+solve (J)%*%B
e<-((Y[1,1]1-Yn[1,1])"2)+((Y[2,1]-Yn[2,1])"2)

Y<-Yn

+

else{

return(list(mark = 0, theta = NaN, lambda
+

+

+

return(list (mark=1, theta= Y[1,1], lambda

NaN))

Y[2,1], t = t,erro = e))}
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D.4 Funcao para o método de discrepancia empirica ponderada

DEPDPG=function(x){

J <- matrix(0,2,2)

B<- matrix(0,2,1)

Y<- matrix(0,2,1)

e<-1

t<-0

Y[1,1]<-mean(x)*(sqrt(mean(x)/var(x)))
Y[2,1]<-1-(mean(x)/var(x))~(0.5)

if (var(x)==0){

mark = 0

+

else{

Ym<-Y

n<-length(x)

xm<-c (0:max(x))

obs<-rep(0,max(x)+1)

for (i in 1:n) {

obs[x[i] + 1] = obs[x[i] + 1] + 1

+

fx=obs/n

t=0

while(e>0.00000001 && t<10000){

t<-t+1

if(Y[1,11>0 && sum((Y[1,1]1+Y[2,1]*xm)<0)==0){
Px= try(exp((log(Y[1,1])+(xm-1)*1log(Y[1,1]1+Y[2,1]*xm)-Y[1,1]-
Y[2,1]*xm)-1factorial(xm)) ,silent = TRUE)

if (sum(is.nan(Px))==0)1{

mark=1

d=(Y[1,1]1+Y[2,1]*xm)
J[1,1]<-sum(((£fx*((-1/Y[1,1]72)-(xm-1)/d"2))-
(Pxx((1/Y[1,1]+(xm-1) /(D)) *(1/Y[1,1]+((xm-1) /d)-1)+(-1/(Y[1,1]"2)-
(xm-1)/d4"2)))))
J[1,2]<-sum(((fx* (—xm* (xm-1)/d"2))-
(Px*x(((1/Y[1,1]+(xm-1) /d) * ((xm* (xm-1) /d) -xm) ) - (xm-1) *xm/ (d~2))) ))
J[2,2]<-sum(((fx* (- ((xm-1)*(xm~2))/(d"2))) -
(Px* ((((xm* (xm-1) /d)-xm) ~2) - ((xm-1)*(xm~2) /(d"2))))))
J[2,1]1<-J[1,2]

B[1,1]<-sum(fx* (fx-Px)*(1/Y[1,1]+((xm-1)/d)-1))
B[2,1]<-sum(fx* (fx-Px)* (((xm-1) *xm/d)-xm) )
Yn<-Y-solve (J)%*%B
e<-((Y[1,1]-Yn[1,1])"2)+((Y[2,1]1-Yn[2,1])"2)
Y<-Yn

}
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elseq

mark = 0

break

+

+

else{

mark = 0

break

+

i3

if (mark==0){
theta = NaN
lambda = NaN

+

if (mark==1){
theta = Y[1,1]
lambda = Y[2,1]
+

return(list (mark=mark, theta=theta, lambda = lambda, t = t,erro = e))}



83

Referencias

ADLER, A. lamW: Lambert-W Function. [S.1.], 2016. R package version 1.1.1. Disponivel
em: <https://CRAN.R-project.org/package=lamW>. Citado na pagina 65.

BATTIN, R. An Introduction to the Mathematics and Methods of Astrodynamics. American
Institute of Aeronautics & Astronautics, 1999. ISBN 9781600860263. Disponivel em:
<https://books.google.com.br/books?id=0jH7aVhiGdcC>. Citado na pagina 17.

CASELLA, G.; BERGER, R. L. Inferéncia estatistica-tradugao da 2* edi¢cao norteamericana.
[S.1.]: Sao Paulo: Cengage Learning, 2010. Citado 2 vezes nas paginas 37 e 52.

CONSUL, P. Generalized Poisson Distributions: Applications and Properties. 1rd. ed. New
York: Marcel Dekker, 1989. Citado 8 vezes nas paginas 3, 9, 10, 11, 12, 15, 29 e 47.

CONSUL, P. A model for distributions of injuries in auto-accidents. Insurance: Mathematics
and Economics, North-Holland, v. 13, n. 2, p. 147, 1993. Citado na pagina 12.

CONSUL, P.; FAMOYE, F. On the unimodality of generalized poisson distribution. ASTIN
Bulletin, v. 40, n. 3, p. 117-122, 1986. Citado na pagina 35.

CONSUL, P.; FAMOYE, F. Minimum variance unbiased estimation for the lagrange
power series distributions. Statistics, v. 20, n. 3, p. 407415, 1989. Disponivel em:
<http://dx.doi.org/10.1080,/02331888908802188>. Citado na pagina 35.

CONSUL, P.; FAMOYE, F. Generalized poisson regression model. Communications
in Statistics - Theory and Methods, v. 21, n. 1, p. 89-109, 1992. Disponivel em:
<http://dx.doi.org/10.1080/03610929208830766>. Citado na pagina 12.

CONSUL, P.; SHENTON, L. Some interesting properties of lagrangian distributions.
Communications in Statistics, v. 2, n. 3, p. 263-272, 1973. Disponivel em: <http:
//dx.doi.org/10.1080/03610927308827073>. Citado 2 vezes nas paginas 11 e 56.

CONSUL, P.; SHOUKRI, M. Maximum likelihood estimation for the generalized poisson
distribution. Communications in statistics. Theory and methods, Taylor & Francis, v. 13,
n. 12, p. 1533-1547, 1984. Citado 2 vezes nas paginas 44 e 45.

CONSUL, P. C.; FAMOYE, F. Lagrangian probability distributions. [S.1.]: Springer, 2006.
Citado na pagina 49.

CONSUL, P. C.; JAIN, G. C. A Generalization of the Poisson Distribution. Technometrics,
[Taylor & Francis, Ltd., American Statistical Association, American Society for Quality],
v. 15, n. 4, p. 791-799, 1970, 1973a. Citado 2 vezes nas paginas 1 e 9.

CONSUL, P. C.; JAIN, G. C. On some interesting properties of the generalized poisson
distribution. Biometrische Zeitschrift, WILEY-VCH Verlag, v. 15, n. 7, p. 495-500, 1973b.
ISSN 1521-4037. Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.1002/bimj.19730150707>. Citado 2
vezes nas paginas 1 e 12.


https://CRAN.R-project.org/package=lamW
https://books.google.com.br/books?id=OjH7aVhiGdcC
http://dx.doi.org/10.1080/02331888908802188
http://dx.doi.org/10.1080/03610929208830766
http://dx.doi.org/10.1080/03610927308827073
http://dx.doi.org/10.1080/03610927308827073
http://dx.doi.org/10.1002/bimj.19730150707

84 Referéncias

CONSUL, P. C.; SHENTON, L. R. Use of Lagrange Expansion for Generating Discrete
Generalized Probability Distributions. SIAM Journal on Applied Mathematics, Society for
Industrial and Applied Mathematics, v. 23, n. 2, p. 239-248, 1972. Citado 2 vezes nas
paginas 1 e 15.

CORLESS, R. M.; GONNET, G. H.; HARE, D. E. G.; JEFFREY, D. J. Lambert’s w
function in maple. Maple Technical Newsletter, v. 9, 1993. Citado na pagina 22.

CORLESS, R. M.; GONNET, G. H.; HARE, D. E. G.; JEFFREY, D. J.; KNUTH, D. E.
On the lambert w function. Advances in Computational Mathematics, v. 5, n. 1, p. 329-359,
1996. ISSN 1572-9044. Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.1007/BF02124750>. Citado
na pagina 15.

CRAMER, H. Mathematical methods of statistics. Princeton University Press, Princeton,
1946. Citado na péagina 39.

FAMOYE, F.; CONSUL, P. Interval estimation and hypothesis testing for the generalized
poisson distribution. American Journal of Mathematical and Management Sciences, Taylor
& Francis, v. 10, n. 1-2, p. 127-158, 1990. Citado 3 vezes nas paginas 44, 55 e 57.

FELIX, F.; LEE, C. M.-S. Estimation of generalized poisson distribution. Communications
in Statistics-Simulation and Computation, Taylor & Francis, v. 21, n. 1, p. 173-188, 1992.
Citado na péagina 49.

FREY, A.; NETO, F. C. Elementos de FEstatistica Computacional usando plataformas de
software Livre. [S.1.], 2005. 250. Coloquio Brasileiro de Matematica, IMPA. Disponivel em:
<http://www.impa.br/opencms/pt/biblioteca/pm/PM\ _21.pdf>. Citado na pagina 62.

GOERG, G. M. Lambert w random variables a new family of generalized skewed
distributions with applications to risk estimation. The Annals of Applied Statistics, JSTOR,
p. 21972230, 2011. Citado na pagina 66.

GOERG, G. M. LambertW: An R package for Lambert W = F Random Variables. [S.1.],
2016. R package version 0.6.4. Disponivel em: <http://CRAN.R-project.org/package=
LambertW>. Citado na pagina 65.

GOULD, H. W. Euler’s formula for nth differences of powers. The American Mathematical
Monthly, Mathematical Association of America, v. 85, n. 6, p. 450-467, 1978. ISSN
00029890, 19300972. Disponivel em: <http://www.jstor.org/stable/2320064>. Citado na
pagina 29.

ISLAM, M. M.; ALAM, M.; TARIQUZAMAN, M.; KABIR, M. A.; PERVIN, R,;
BEGUM, M.; KHAN, M. M. H. Predictors of the number of under-five malnourished
children in bangladesh: application of the generalized poisson regression model.
BMC' Public Health, v. 13, n. 1, p. 11, 2013. ISSN 1471-2458. Disponivel em:
<http://dx.doi.org/10.1186/1471-2458-13-11>. Citado na péagina 12.

JANARDAN, K. G.; KERSTER, H. W.; SCHAEFFER, D. J. Biological applications of
the lagrangian poisson distribution. BioScience, [American Institute of Biological Sciences,


http://dx.doi.org/10.1007/BF02124750
http://www.impa.br/opencms/pt/biblioteca/pm/PM\_21.pdf
http://CRAN.R-project.org/package=LambertW
http://CRAN.R-project.org/package=LambertW
http://www.jstor.org/stable/2320064
http://dx.doi.org/10.1186/1471-2458-13-11

Referéncias 85

Oxford University Press], v. 29, n. 10, p. 599-602, 1979. ISSN 00063568, 15253244.
Disponivel em: <http://www.jstor.org/stable/1307766>. Citado na pagina 10.

JANARDAN, K. G.; SCHAEFFER, D. J. Models for the analysis of chromosomal aberrations
in human leukocytes. Biometrical Journal, WILEY-VCH Verlag, v. 19, n. 8, p. 599612,
1977. ISSN 1521-4036. Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.1002/bimj.4710190804>.
Citado 2 vezes nas paginas 11 e 12.

KIRKPATRICK, R. M. RMKdiscrete: Sundry Discrete Probability Distributions. [S.1.],
2014. R package version 0.1. Disponivel em: <https://CRAN.R-project.org/package=
RMKdiscrete>. Citado na pagina 63.

LEE, C. M.-S.; FAMOYE, F. A comparison of generalized poisson distribution for modeling
chromosome aberrations. Biometrical journal, Wiley Online Library, v. 38, n. 3, p. 299-313,
1996. Citado na pagina 49.

LEHMANN, E.; CASELLA, G. Theory of Point Estimation. [S.1.]: Springer Verlag, 1998.
ISBN 0387985026. Citado na péagina 39.

LERNER, B.; LONE, A.; RAO, M. On the generalized poisson distribution. Probability and
Mathematical Statistics, p. 17:377-385, 1997. Citado na péagina 29.

NELSON, D. L. Some remarks on generalizations of the negative binomial and poisson
distributions. Technometrics, [Taylor & Francis, Ltd., American Statistical Association,
American Society for Quality], v. 17, n. 1, p. 135-136, 1975. Citado na péagina 4.

NOACK, A. A class of random variables with discrete distributions. Ann. Math. Statist.,
The Institute of Mathematical Statistics, v. 21, n. 1, p. 127-132, 03 1950. Disponivel em:
<http://dx.doi.org/10.1214 /aoms/1177729894>. Citado 2 vezes nas paginas 15 e 23.

PATIL, G. P. Certain properties of the generalized power series distribution ii. Annals of
the Institute of Statistical Mathematics, v. 14, n. 1, p. 179-182, 1962. ISSN 1572-9052.
Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.1007/BF02868639>. Citado na pagina 23.

SHOUKRI, M. Estimation problems for some generalized discrete distributions. Tese
(Doutorado) — Ph. D. thesis, 1980. Citado na pagina 39.

SRIVASTAVA, S.; CHEN, L. GPseq: gpseq: Using the generalized Poisson distribution to
model sequence read counts from high throughput sequencing experiments. [S.1.], 2011. R
package version 0.5. Disponivel em: <https://CRAN.R-project.org/package=GPseq>.
Citado na pagina 61.

TUENTER, H. J. H. On the generalized poisson distribution. Statistica Neerlandica,
Blackwell Publishers Ltd, v. 54, n. 3, p. 374-376, 2000. ISSN 1467-9574. Disponivel em:
<http://dx.doi.org/10.1111/1467-9574.00147>. Citado na pagina 29.

WITOWSKI, V.; FORAITA, R. HMMpa: Analysing accelerometer data using hidden Markov
models. [S.1.], 2014. R package version 1.0. Disponivel em: <https://CRAN.R-project.org/
package=HMMpa>. Citado na pagina 62.


http://www.jstor.org/stable/1307766
http://dx.doi.org/10.1002/bimj.4710190804
https://CRAN.R-project.org/package=RMKdiscrete
https://CRAN.R-project.org/package=RMKdiscrete
http://dx.doi.org/10.1214/aoms/1177729894
http://dx.doi.org/10.1007/BF02868639
https://CRAN.R-project.org/package=GPseq
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9574.00147
https://CRAN.R-project.org/package=HMMpa
https://CRAN.R-project.org/package=HMMpa

86 Referéncias

YEE, T. W. VGAM: Vector Generalized Linear and Additive Models. [S.1.], 2016. R package
version 1.0-2. Disponivel em: <http://CRAN.R-project.org/package=VGAM>. Citado na
pagina 65.


http://CRAN.R-project.org/package=VGAM

	Folha de rosto
	Resumo
	Sumário
	Agradecimentos
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Lista de Abreviações
	Lista de Abreviações
	Introdução
	Distribuição de Poisson Generalizada
	Parametrizações
	Representações gráficas

	Motivação ao estudo da DPG
	Aplicações
	Áreas de estudo
	Modelo de regressão Poisson generalizada


	Classes de distribuições de probabilidade
	Classe de distribuições Lagrangeanas
	Expansão de Lagrange
	Distribuições de Lagrangeanas
	Função geradora de probabilidade
	Distribuição Lagrangeana básica
	Distribuição Lagrangeana delta
	Distribuição Lagrangeana generalizada


	W de Lambert
	Classe de Distribuições de Série de Potências
	Relações de recorrência para os momentos
	Função característica

	DPG como um elemento da classe de distribuições de série de potência
	Propriedades e características da DPG
	Soma das probabilidades da DPG
	Relações de recorrência para os momentos
	Função geradora de probabilidade
	Função geradora de momentos 
	Função característica
	Coeficiente de assimetria
	Coeficiente de curtose
	Convolução
	Unimodalidade


	Inferência estatística para a DPG
	Família exponencial
	Suficiência
	Métodos de estimação pontual dos parâmetros da DPG
	Método dos momentos
	Método da Máxima Verossimilhança
	Propriedades dos estimadores de máxima verossimilhança
	Avaliação dos EMVs para a DPG
	EMV quando um dos parâmetros é conhecido

	Método de estimação baseado na média amostral e na frequência de zeros da amostra
	Método da discrepância empírica ponderada
	Estudo de Monte Carlo

	Testes de hipóteses
	Teste da razão de verossimilhanças
	Testes de qualidade de ajuste

	Estimação Intervalar

	Ferramentas computacionais no software R para a DPG
	GPseq
	HMMpa
	RMKdiscrete
	VGAM
	lamW
	LambertW

	Conclusão
	Apêndices
	DPG Truncada
	Espaço paramétrico de 
	DPG truncada

	Cálculo da média e variância
	Média e Variância

	Resultado das simulações de Monte Carlo
	Estudo de Monte Carlo - Viés e EQM dos parâmetros

	Algoritmo
	Função para o método dos momentos
	Função para o método baseado na frequência de zeros e na média
	Função para o método de máxima verossimilhança
	Função para o método de discrepância empírica ponderada


	Referências

