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RESUMO

Este trabalho é concernente a teoria bésica de percolacdo e representagdes graficas
para o modelo de Ising/Potts sobre latices com presenga de campos externos invariantes
e ndo invariantes por translacdo. Descrevemos, explicitamente, em termos do modelo de
aglomerados aleatérios, a funcdo distribuigdo e, em consequéncia, o valor esperado de
um Utnico spin para os modelos de Ising e de Potts de g-estados com campos externos
gerais. Consideramos, também, os estados de Gibbs para a representacdo do modelo
de Potts com campo magnético invariante e ndo invariante por translagdo, e provamos
uma versdo da desigualdade FKG para o chamado modelo de aglomerados aleatérios
geral (modelo GRC), com condigdo de fronteira livre e conectada no caso invariante e
ndo invariante translacional.

Adicionando a hipétese de amenabilidade sobre o latice, obtemos a unicidade do
aglomerado infinito e a quase-localidade (quase certa) das medidas de Gibbs para o
modelo GRC com tais campos magnéticos. Como uma aplicacdo da teoria desenvolvida,
mostramos a unicidade das medidas de Gibbs para o modelo de Ising ferromagnético,
com campo magnético decaindo segundo uma lei de poténcia com poténcia suficiente-
mente pequena, como conjecturado em [23]. Finalmente, apresentamos uma pequena
introducdo e alguns resultados sobre distancia Mallows, dando algumas relagdes com

as medidas de Gibbs apresentadas previamente.

Palavras-chave: Modelo de Ising, Modelo de Aglomerados Aleatérios, Modelo de

Edwards-Sokal, especifica¢des, distancia Mallows e Mecanica Estatistica.
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ABSTRACT

This work is concerned with the basic theory of percolation and graphical representation
for the Ising and Potts models over general lattices with invariant and non-translation
invariant external field. We explicitly describe in terms of the random-cluster represen-
tation the distribution function and, consequently, the expected value of a single spin
for the Ising and g-state Potts models with general external fields. We also consider the
Gibbs states for the Edwards-Sokal representation of the Potts model with invariant and
non-translation invariant magnetic field and prove a version of the FKG inequality for
the so called general random-cluster model (GRC model) with free and wired boundary
conditions in the invariant and non-translation invariant case.

Adding the amenability hypothesis on the lattice, we obtain the uniqueness of the
infinite connected component and the almost sure quasilocality of the Gibbs measures
for the GRC model with such general magnetic fields. As a application of the theory
developed, we show the uniqueness of the Gibbs measures for the ferromagnetic Ising
model with a positive power-law decay magnetic field with small enough power, as
conjectured in [23]. Finally we present a brief introduction and some results on Mallows

distance giving some relationship with Gibbs measures presented previously.

Keywords: Ising Model, random-cluster model, Edwards-Sokal model, specifications,

Mallows distance and Statistical Mechanics.
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INTRODUCAO

Representacgdes gréficas sdo ferramentas extremamente usadas no estudo de transigdo
de fase em Mecanica Estatistica de Equilibrio. Fortuin e Kasteleyn [51] marcaram o
inicio de quatro décadas de intensas atividades que produziram uma teoria completa
para sistemas invariantes por translacdo. Estas representacdes sdo usadas com éxito para
obter resultados ndo perturbativos para modelos de Ising/Potts sobre a rede hiperctibica
d-dimensional, usando métodos de percolacdo, por exemplo, a descontinuidade da
magnetiza¢do no ponto critico p = p, (ponto de transi¢do de fase) para os modelos
de Ising/Potts unidimensionais com intera¢des do tipo 1/ 1% [4], o conhecimento do
comportamento assintético dos autovalores da matriz covariancia do modelo de Potts
[28], o Teorema de Aizenman-Higuchi sobre a descomposicdo de Choquet dos modelos
de Ising/Potts [2, 37, 38, 58, 72] e a prova de que o ponto autodual pg(q) = /7/(1+ ,/9)
é critico para percolacdo no modelo de aglomerados aleatérios com parametro g > 1
(veja referéncia [12], e para uma revisdo dos detalhes da prova deste resultado veja,
também, referéncia [120]). Para uma introducdo detalhada ao estudo do modelo de

aglomerados aleatdrios, veja as referéncias [42, 59, 65, 75].

A relacdo entre representagdes graficas e transi¢do de fase em modelos de Ising/Potts
é tipicamente considerada com respeito ao modelo de aglomerados aleatérios (modelo
RC) via acoplamento de Edwards-Sokal. Muitos trabalhos empregando tais repre-
sentacdes usam modelos de spins com campos magnéticos nulos ou invariantes por
translacdo, no entanto, neste trabalho, analisaremos representacdes gréficas de modelos
de Ising/Potts com presenca de campos arbitrarios e ndo invariantes por translacdo, o
que é significativamente mais complicado tratar, por diversas razdes: quando condi¢des
de fronteira gerais sdo consideradas, a propriedade FKG é dificil de provar (como
previamente foi advertido em [20]), esta propriedade nem sempre é valida para certas
condi¢des de fronteira. Na auséncia de campo magnético, transi¢do de fase no sistema

pode ser diretamente detectada por representacdes de aglomerados aleatérios, porém,



Contetudo

sua relacdo se torna delicada quando, em alguns casos, a transi¢do de fase (no sentido
de percolacdo) no modelo de aglomerados aleatérios ndo corresponde a transicdo de
fase no modelo spin correspondente. Tais dificuldades também aparecem na anélise
dos estados de Dobrushin [60], na construcdao de um estado de Gibbs, do modelo de
aglomerados aleatdrios que ndo é invariante por transla¢cdes na densidade critica p = p.
com g suficientemente grande [32], e o efeito das condi¢des de fronteiras fracas no
modelo de Potts de g-estados [29].

A auséncia de simetria (presenga de campo magnético externo) traz perguntas sobre
a(s) cor(es) do(s) aglomerado(s) infinito(s), o que ndo é necessario ser abordado no caso
do campo magnético nulo, por exemplo. Além disso, a ndo invariancia translacional
causa muitos problemas técnicos quando se usa resultados basicos da teoria cldssica
de modelos de spins e Teoria Ergédica. Para evitar confusdo neste trabalho, os termos
transicdo de fase e temperatura inversa critica serdo unicamente empregados para
expressar mudanga no ntimero de medidas de Gibbs quando a temperatura varia.

Este trabalho é motivado por trabalhos recentes sobre modelos de Ising ferromagnéti-
cos com presenca de campos externos nao uniformes [10, 23, 24, 78, 96, 97]. Estamos
interessados no desenvolvimento da teoria de representac¢des gréficas para modelos ndo
invariantes por translagdo. No entanto, o problema de classificagdo de campos magnéti-
cos positivos, tal como o modelo de Ising ferromagnético sobre a rede bidimensional,
passa através de uma transigdo de fase de primeira ordem, em termos do decaimento
exponencial e do decaimento segundo uma lei de potencia. O Hamiltoniano formal do

modelo spin é dado por
H(o) = =] _oio;— ) _hio;, (1)
i,j i

onde a primeira soma percorre sobre todos os pares de primeiros vizinhos. Neste
modelo, se 0 campo magnético externo h = (h; : i € Z%) satisfaz liminfh; > 0, foi
provado em [24] que para qualquer temperatura positiva o conjunto das medidas
de Gibbs é unitdrio. Para campos externos positivos limitados inferiormente, uma
conclusdo similar foi obtida por Lee e Yang em [87]. Na referéncia [23], os autores
consideraram um campo magnético positivo que decai segundo uma lei de poténcia
a > 0, isto é, o campo magnético externo é dado por h; = h*/||i]|*, onde h* é uma
constante positiva (veja Figura 1), para provar que: o estudo da existéncia ou ndo
existéncia de transi¢do de fase, do modelo de Ising, se reduz a analise dos diversos casos

quando os parametros « e h* variam, por exemplo, os autores usaram a desigualdade
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Isoperimétrica sobre Z? e o argumento de Peierls para mostrar que o referido modelo
apresenta transicdo de fase de primeira ordem, para (toda dimensdo) d > 2 e para

qualquer expoente a > 1.

Figura 1: Esbogo gréfico do campo externo hy = h*/||x||* com a = 1.

Por outro lado, se a# < 1, os autores (na referéncia [23]) provaram, através de expansodes
de contornos, que a unicidade das medidas de Gibbs se mantém em baixas temperaturas
e, por meio de outros métodos (Teorema da unicidade de Dobrushin), provaram,
também, a unicidade em altas temperaturas, o que lhes motivou a afirmar a seguinte
conjectura: o conjunto das medidas de Gibbs em qualquer temperatura positiva é
(um conjunto) unitario. Os autores em [23] justificaram, via extensdo do seus resultados
a qualquer temperatura positiva, que esse fato ndo era 6bvio através do uso de técnicas
conhecidas. Como uma aplicagdo da teoria desenvolvida nesta tese, nds provaremos
que, de fato, a conjectura se mantém. Logo, o intervalo de unicidade e ndo unicidade
para o modelo de Ising ferromagnético (sobre a rede hiperctibica d-dimensional, d > 2)

com campo externo h; = h*/||i]|*, onde & > 0 e h* > 0, ficard como a seguinte figura.

>
e’«L rbﬁ\()
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el
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Isso seré feito por estender alguns resultados (representagdes gréaficas do modelo de
Potts com campos externos) do trabalho [20] a um novo cendrio com presenga de

campos externos ndo invariantes por translacao.

Esta tese estd organizada em 77 capitulos. O Capitulo 1 estd destinado a apresentar
alguns conceitos e resultados elementares da teoria de grafos que serdo usados a
medida que forem necessarios na exposigao deste trabalho. No Capitulo 2 comecamos
estudando um dos modelo mais simples da Mecanica Estatistica: o modelo de percolacdo
independente ou modelo de Bernoulli. Introduziremos a probabilidade de percolacdo
e mostramos como este conceito nos levara a defini¢do de transi¢do de fase e de
ponto critico p.(q). Em seguida, estudaremos que, quando p < p. (fase subcritica),
os aglomerados abertos contendo um determinado vértice de Z? tém a propriedade
de ser controlados pelo decaimento exponencial de certas probabilidades. J4 na fase
supercritica, isto € quando p > p., por meio de técnicas usuais, estudaremos a existéncia
de um tnico aglomerado infinito (quase certamente, notagdo: q.c.). Enfatizamos
que a fase supercritica tem sido palco recente de grandes resultados sobre a relacdo
entre 0 modelo de Ising/Potts e 0 modelo de aglomerados aleatérios. Aqui, merece
grande destaque a prova da chamada Construcdo de Wulff para o modelo de Ising
na fase supercritica. Uma versdo da constru¢do de Wulff é vélida para o modelo de
aglomerados aleatérios, mas sujeita a uma forte restricdo no parametro p. Acredita-se
que essa construgdo possa ser feita até o ponto critico p., mas essa conjectura ainda
permanece em aberto, mesmo quando g = 1 e 2. Outro “grande problema” nesta area é
a prova da unicidade quase certa do aglomerado infinito quando p > p.. Essa prova

serd dada aqui, no Capitulo 3, para todo g > 1.

A primeira parte do Capitulo 3 é composta da teoria sobre grafos finitos gerais, com
condicdes de fronteira livre, onde os resultados principais sdo extensdes do acoplamento
de Edwards-Sokal para campos externos gerais, os quais nos permitirdo fazer o célculo
explicito (em termos do modelo RC) da fungdo distribuicdo de um tnico spin no
modelo de Ising com presenca de campo externo geral e de seus valores esperados
respectivos. Na segunda parte desse capitulo, apresentaremos alguns resultados ja
conhecidos do modelo de aglomerados aleatdrios para o caso em que se tem auséncia
de campo externo. Nessa direcdo, apresentaremos propriedades como desigualdades de
correla¢des, unicidade de medidas, unicidade do aglomerado infinito e perda de quase-
localidade que naturalmente serdo generalizadas nos Capitulos 5 e 6. A autodualidade

da rede bidimensional Z? é complementada pela relacdo de dualidade para as medidas
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do modelo de aglomerados aleatérios em grafos planares, e essa ferramenta permite
uma compreensdo muito grande do comportamento desse modelo em duas dimensdes.
Uma das conjecturas mais importantes sobre esse modelo em dimensao dois era que

o ponto critico coincidia com o ponto autodual, isto é, p.(q) = v q = 1. Esse fato

1+,/q9
era conhecido para q = 1 (percolagdo) e, na verdade, esse foi um (\i{)s resultados mais
celebrados da década da percolacdo (precisamente, a década de 80). Para g = 2 o calculo
exato foi feito, primeiramente, pelo Fisico-Quimico Lars Onsager, que, por isso, recebeu
o prémio nobel de Quimica em 1968. Alguns anos mais tarde, em um célebre artigo
(veja referéncia [112]), Smirnov definiu um observavel para o modelo de aglomerados
aleatérios no ponto autodual com g = 2 e 0 usou para obter a invaridncia conforme no
limite de escalas do modelo de Ising. Isso possibilitou que Smirnov reobtivesse diversos
resultados de Onsager, mas introduzindo uma nova maneira de fazer o calculo explicito
da temperatura critica do modelo de Ising. Por esse importante resultado, Smirnov, em
2010, acabou recebendo a Medalha Fields, que é um dos prémios de maior prestigio na

comunidade matemaéatica.

No Capitulo 4, faremos um estudo béasico da teoria de especificacdes e medidas de
Gibbs, segundo o livro de [57]. A teoria apresentada nesse capitulo nos fornece um
algoritmo para a construgao de especificacdes, com a finalidade de estudar a estrutura
das conhecidas medidas de Gibbs e das especificagdes Gibbsianas. No desenvolvimento
da teoria, nos preocupamos em esclarecer as defini¢des e resultados via exemplos.
Salientamos que a teoria apresentada nos capitulos anteriores somadas ao deste capitulo
servem como base tedrica elementar para uma compreensdo completa dos capitulos
posteriores. Para leitores sem experiéncia na literatura, recomendamos o estudo em
sequéncia da ordem dos capitulos apresentados neste texto. Porém, leitores com
experiéncia podem comegar sua leitura a partir deste capitulo ou segundo as conexdes
de dependéncia apresentadas no final desta secdo. Em todo o texto iremos expor
defini¢des, exemplos e observagdes, com a finalidade de tornar o texto quase autocontido,

facilitando, assim, o entendimento do leitor.

O Capitulo 5 é constituido pelo estudo do trabalho [20]. Nesse capitulo, apresen-
taremos os modelos de Potts, Edwards-Sokal e de aglomerados aleatérios (modelo
GRC) com presenga de campos externos invariantes por translagdo com suas principais
relagdes e propriedades. Salientamos que nossos resultados sdo baseados na referéncia
[20], e é por isso que optamos por apresentar todas as contas em detalhe, uma vez que,

no Capitulo 6, precisaremos de resultados do Capitulo 5, que, em alguns casos, foram
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essencialmente provados para campos gerais, e nosso trabalho foi simplesmente indicar
as adequadas modificagdes técnicas. Ja o Capitulo 6 é concernente aos modelos de Potts,
de Edwards-Sokal e de aglomerados aleatérios gerais (modelo GRC) com presenga de
campos externos ndo invariantes por translacido e com condi¢des de fronteiras gerais.
Como haviamos mencionado, este capitulo é inspirado pela referéncia [20], onde esten-
demos seus resultados a campos magnéticos ndo invariantes por translagdo, o que é uma
variagdo ndo trivial. Resultados fundamentais, como a desigualdade FKG, requerem
adaptacdes ndo triviais e, por essa razao, apresentamos os detalhes da prova para condi-
¢des de fronteira livre e conectada no chamado modelo GRC com campos externos ndo
invariantes por translacdo. Quando o campo externo é nulo, a medida de aglomerados
aleatérios perde a propriedade fundamental de quase-localidade das medidas de Gibbs,
no entanto, é possivel ter dita propriedade quase certamente por assumir a unicidade
do aglomerado infinito (quase certamente). Para um campo magnético ndo nulo sobre a
rede (hiperctibica d-dimensional), esse fato foi provado primeiramente em [101]. Ndo
obstante, a geometria do grafo, nesse tipo de questdo, é muito importante porque, para
alguns grafos ndo amendveis ( isto é, aqueles grafos que possuem a propriedade que, ao
selecionar vértices para formar subgrafos conexos, sempre produz a mesma quantidade
ou mais arestas na fronteira que quantidade de vértices ), tais como as arvores regulares,
a propriedade de quase-localidade (quase certa) falha (veja referéncias [48, 68]). Para
medidas de aglomerados aleatérios com campos magnéticos invariantes por translagéo,
definidos sobre grafos amendveis, quase-localidade quase certa foi provada em [20] para
esses tipos de medidas tendo (quase certamente), no maximo, um aglomerado infinito.
Esses resultados foram redescobertos aqui para modelos GRC com campos magnéticos
ndo invariantes por translagdo. As provas da unicidade do aglomerado infinito e da
quase-localidade da medida de Gibbs sdo dadas e novas ideias sdo introduzidas para

contornar a perda de invaridncia translacional.

A conjectura que formula a unicidade das medida de Gibbs para o modelo de Ising
com campo externo decaindo segundo uma lei de poténcia (@ < 1) é provada na Segdo
6.6. Como corolario de uns dos principais resultados (especificamente, Teorema 6.19) do
Capitulo 6, temos obtido uma caracteriza¢do do inverso da temperatura critica S.(J, h)
do modelo de Ising ferromagnético definido pelo Hamiltoniano (1), onde h; = h*/||i||*,
e a > 1 sobre a rede hiperctbica d-dimensional. Poucos fatos sdo conhecidos sobre o
inverso da temperatura critica. Por exemplo, quando o campo magnético externo é

positivo no modelo de Ising bidimensional definido por (1) com acoplamento constante
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J=1eY,cr2hi < oo, segue da solucdo exata de Osanger e de um resultado geral [57]
sobre perturbagdes somaveis das medidas de Gibbs que S.(J, h) = %log(l ++/2). De [24]
segue que Bc(J, h) = +o0 sempre que liminfh; > 0 em qualquer dimensdo. A dltima
secdo do Capfitulo 6 contém a prova de que B.(J, h) é trivial, isto é, B.(J, h) = +c0 quando
h; = h*/|]i]|* e « < 1. Os casos mais interessantes sdo aqueles onde temos transigdo de
fase e 0 campo magnético é dado por h; = h*/||i]|*, com 1 < & < 2 (ndo somaével sobre o
latice todo). Para tais casos é somente conhecido o fato de que o inverso da temperatura
critica tem a seguinte limitagdo inferior: log(1 + V2) < Bc(1,h), o qual é derivado das
desigualdades de correlagdes. N&do é conhecido que a desigualdade de Simon-Lieb
[88, 111], o Teorema de Aizenman-Barsky-Ferndndez [3] e outras caracteriza¢es do
ponto critico (por exemplo, veja referéncia [44]) possam ser estendidos para o caso
hi =h*/]]i]|*, com 1 < & < 2.

Capitulo 1

/\

Capitulo 2 Capitulo 3

(Segao 3.3)

A

Capitulo 4

Y
Capitulo 7 Capitulo 6

/

Capitulo 5

Figura 2: Enfatizamos que, os resultados que constituem parte do aporte principal de
esta tese sdo aqueles capitulos que estdo em caixas sombreadas. No entanto,

no Capitulo 3, ressaltamos simplesmente a Segao 3.3.

Finalmente, no Capitulo 7, apresentaremos alguns resultados que foram obtidos
como consequéncia de estudar o conceito de distancia Mallows [34]. Comegaremos
definindo distancia Mallows, no sentido da distancia de Wasserstein [121] e provaremos
uma equivaléncia com a defini¢do usual de distdncia Mallows (veja referéncias [11, 92]).
Este capitulo esta dividido em duas se¢des. A primeira estd destinada ao estudo

de convergéncia em distancia Mallows para distribuigdes de somas que envolvem
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varidveis aleatdrias associadas e estaciondrias. Como aplicacdo de nossos resultados,
estabeleceremos alguns exemplos onde relacionaremos a transi¢do de fase do modelo de
Ising unidimensional (sem presenca de campo externo) com a convergéncia em distancia
Mallows. Por outro lado, na segunda secdo tiraremos a hip6tese de estacionaridade das
varidveis aleatdrias envolvidas e usaremos a desigualdade de Newman (veja referéncia
[99]) para ter certo grau de independéncia no processo.

O texto pode ser lido linearmente ou seguindo as relagdes de dependéncias entre os

capitulos como se mostra na Figura 2 (acima).



CONCEITOS ELEMENTARES DE TEORIA
DE GRAFOS

As definicdes e resultados que apresentaremos neste capitulo podem ser encontrados
em qualquer livro elementar de teoria de grafos, por exemplo veja referéncia [26].

Um grafo IL = (V, E) é um par ordenado, onde V é um conjunto arbitrdrio e [E é uma
colegdo de subconjuntos de V de cardinalidade dois, isto é, E C {{i,j} CV:i#j}. O
conjunto V é chamado de conjunto de vértices de IL e [E é chamado de conjuntos de
arestas de IL. Um grafo IL = (V, E) é dito finito se |V |< o0 !, caso contrério, dizemos que
IL é infinito. Se V é enumeravel, dizemos que o grafo IL é enumeravel. Um caminho 7y
em um grafo IL é uma sequéncia alternada de vértices e arestas (vg, €1, v1,€2, - -, €n, Un),
tal que v; # vj paratodo 0 < i,j<n—1,0v, €V \ {v1,02,- -, 0,1} € ej = {vj_l,vj},
para todo 1 < j < n. Em outras palavras, o conjunto de vértices de um caminho é
formado por elementos distintos com exce¢do possivelmente de vy = v,,. Neste tltimo
caso, dizemos que y é um caminho fechado, ciclo ou circuito. Desta forma, se um
caminho y ndo é fechado, entdo ele é necessariamente autoevitante, no sentido de que
um vértice arbitrario de IL é visitado pelo caminho -y, no méximo, uma vez.

Dado um caminho v = (v, e1,v1,€2, - - -, en, Uy), dizemos que vy e v, sdo 0s vértices
inicial e final de 7, respectivamente, e que 7y conecta vy a v,. Vamos convencionar
que qualquer vértice estd conectado a si mesmo. O comprimento de um caminho
v = (vo,€1,01,€2,- -+, €n,Uy) serd denotado |y| e definido como sendo o nimero de
arestas que <y possui, e que, neste caso, é exatamente n.

Dizemos que um grafo IL = (V, [E) é conexo se para qualquer par de vértices distintos
x,y € V existe um caminho 7y em L conectando x a y. Dizemos que um grafo IL
é desconexo se IL ndo é um grafo conexo. Dado um grafo L = (V,E) definimos a

componente conexa de um vértice x € V como sendo o conjunto de todos os vértices

1 Aqui |A| denota a cardinalidade do conjunto A



CONCEITOS ELEMENTARES DE TEORIA DE GRAFOS

y € V tais que x e y estdo conectados. A componente conexa de um vértice x € V é
comumente chamada, em Mecanica Estatistica, de aglomerado do vértice x. Dados IL =
(V, E) um grafo arbitrario e os vértices x,y € V, definimos a distancia entre estes dois
vértices, notagdo d(x,y), da seguinte forma: se x = y, entdo d(x, y) = 0; se y ndo pertence
ao aglomerado de x, entdo d(x, y) = oo; e finalmente se y # x e, além disso, y pertence

ao aglomerado de x, entdo d(x,y) = inf{|7y|: v é um caminho conectando x a y}.

Dizemos que G = (V, E) é um subgrafo de L = (V,E) se G tem estrutura de grafo
e, além disso, V. C V e E C E. Quando G for um subgrafo de IL, vamos escrever
simplesmente G C L. Todas as no¢des introduzidas acima para grafos sdo generalizadas,

de maneira natural, para subgrafos.

De agora em diante, vamos reservar a notagdo IL = (V, [E) para denotar um grafo
infinito enumerdvel e conexo. Frequentemente, vamos nos referir a IL. como sendo uma
rede ou um ldtice. Para designar um subgrafo finito da rede IL, vamos usar a notagdo
G = (V,E). O conjunto V serd chamado de volume finito, caixa finita ou simplesmente

volume ou caixa.

Existem varias no¢des de fronteira de um subgrafo G = (V, E) C L. Neste trabalho,
definiremos as fronteiras interna e externa que, por sua vez, podem ser dadas com
respeito a vértices ou arestas. Para este trabalho, serd mais conveniente adotar as defini-
¢Oes de fronteiras externa e interna de vértices, jd que as fronteiras tanto externa como

interna de arestas serdo definidas em seu respectivo contexto quando for necessario.

Figura 3: Esbogo gréfico da fronteira externa de um volume V nas redes hiperctbicas
L2 = (Z?,E?) (lado esquerdo) e L3 = (73, E%) (lado direito).

10
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Definicao 1.1 (Fronteira externa de um subgrafo). Seja G = (V,E) C IL. Definimos a

fronteira externa de V como sendo o sequinte conjunto de vértices da rede

V={xeV\V:dxV)=1},

onde d denota a distdncia no grafo IL definida acima (veja Figuras 3 e 4).

Figura 4: Esboco gréafico da fronteira externa de uma caixa V na arvore bindria T} (lado

esquerdo) e na drvore homogénea T, de grau 3 (lado direito).
Defini¢ao 1.2 (Fronteira interna de um subgrafo). Seja G = (V, E) C IL. Definimos por
fronteira interna de V como sendo o sequinte conjunto de vértices da rede
WV={xeV:dx,V\V)=1},
onde d denota a distincia no grafo IL definida anteriormente.

Observagdo 1.1. Nas definicoes de fronteira externa e interna de um grafo, adotamos a mesma
notagdo para estes conceitos. Quando seja necessdrio, explicitaremos o tipo de fronteira com que
se estd trabalhando.

Na continuacdo, daremos algumas defini¢des e um lema que serdo tteis quando, nos
Capitulos 2 e 3, provarmos a unicidade (quase certa) do aglomerado infinito para os

modelos de percolacdo independente e de aglomerados aleatérios.

Definicao 1.3. Seja IL = (V, [E) um grafo conexo. Um vértice x € V é denominado ponto triplo
para IL se:
a) existem apenas trés arestas de [E incidentes a x e;

b) o grafo L\ {x} = (V\ {x},E\ {e1,e2,e3}), onde e1,e;, e3 sdo arestas incidentes a x,
tem exatamente trés aglomerados. Chamaremos de ramos os conjuntos de vértices desses

trés aglomerados e usaremos a notagido E1(x), Ex(x), E3(x) para designd-los.

11
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Lema 1.2 (Veja referéncia [50]). Seja IL = (V, E) um grafo conexo.

i) Se x1,---,xy sdo pontos triplos distintos de IL. Entdo para algum i, dois de trés ramos em
x;, digamos Ep(x;) e E3(x;), ndo contém nenhum dos outros pontos triplos {x1,- -+, xn} \
{xi}.

ii) Seja G = (V \ E3(x;), [E \ E[E3(x;)]) o subgrafo de 1L, onde E[Es(x;)] é o conjunto de
todos as arestas incidentes aos vértices do conjunto E3(x;). Entdo, {x1,---,xs} \ {xi}

sdo pontos triplos para IL.

iii) Sejam x1,- - -, x, pontos triplos distintos para IL. Entre os 3n ramos E;(x1), Ei(x2), - - -,

Ei(xy), i =1,2,3 encontramos, pelo menos, n + 2 ramos disjuntos.

Definicao 1.4. Um ponto triplo é um “ponto triplo especial” se seus ramos sdo infinitos.

GRAFOS PLANARES

A teoria de dualidade planar fornece uma técnica interessante para o estudo da
percolagdo independente (ou de Bernoulli) e do modelo de aglomerados aleatérios, que
serdo estudados nos préximos capitulos. Intuitivamente, um grafo é chamado planar
se este pode ser mergulhado em RR?, de tal forma que quaisquer duas de suas arestas
se interceptam somente em um vértice comum. Mais precisamente, fixe um conjunto
infinito de pontos p1, p, - - - em R tal que qualquer plano 7 C IR® possui, no maximo,
trés destes pontos. Denotamos por (p;, pj) 0 segmento de reta unindo p; a p;. Para cada
subgrafo G = (V, E) C IL, vamos construir um espaco topolégico R(G) em IR? usando
a sequéncia fixada pj, py, - - - da seguinte maneira: se G = (V,E) e V = {vy,---, v},
definimos ;

RG= U Gir) v Ulpt R
{vi,v;}€E j=1

O espago topolégico R(G) é chamado de uma realizacdo de G. Observamos que, se
construimos uma outra realizacdo de G, digamos R(G), a partir de uma outra sequéncia
p1, P2, - - - também com a propriedade de que nenhum plano de R> contém mais de
trés pontos desta colegdo, entéo as realizagdes R(G) e R(G) sdo homeomorfas. Este fato
mostra que a seguinte definicdo independe da escolha da sequéncia py, po, - - -

Observamos que a definicdo de R(G) dada acima se estende, naturalmente, para o

caso em que G = IL é um grafo infinito enumeravel, isto é, V tem a cardinalidade de IN.

Defini¢ao 1.5 (Grafo Planar). Um grafo G = (V, E) enumerdvel é dito planar se R(G) é

homeomorfo a algum subconjunto do plano R?.

12
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Observamos que, para todo grafo planar G sempre existe um homeomorfismo ¢
que leva R(G) em um subconjunto ¢(R(G)) C RR?, de forma que cada aresta de G é
representada no plano por um segmento de reta (para maiores detalhes veja [26], p. 20).

Se G é um grafo planar, entdo a menos de homeomorfismos, podemos pensar em
R(G) como um subconjunto de R?. Cada componente conexa de IR? \ R(G) é chamada
de uma face de G. Com as nogdes introduzidas acima, podemos provar a famosa 1%

Férmula de Euler para grafos planares.

Teorema 1.3 (12 Férmula de Euler). Seja G = (V, E) um grafo conexo, finito e planar. Se f

denota o niimero de faces de G, entio
[VI=|El+f =2.

Demonstragio. A prova sera feita por indugdo no ntiimero de faces de G. Se f =1,
entdo G ndo contém ciclos e, portanto, é um grafo arvore. Ja para todo grafo arvore
|E|=|V|—1, temos que a férmula é verdadeira. Vamos supor, agora, que f > 1 e que
o resultado é verdadeiro para valores menores que f. Seja {a,b} uma aresta contida
em algum ciclo de G. J4 que um ciclo separa o plano em duas faces, a aresta {a, b} esta

contida na fronteira destas duas faces que vamos denotar por S e T.

Figura 5: Os grafos G e G'.

Considere o grafo G’ obtido a partir de G pela remogao da aresta {a,b}, como foi
feito na Figura 5. Observe que G e G’ ttm as mesmas faces, exceto as faces S e T que,
ap6s a remogdo da aresta {a,b}, se fundiram em uma nova face que chamaremos de U.

Se f’ denota o numero de faces de G/, segue, da hipétese de indugdo, que
VI—(E|-1)+f =2.

Usando que f' = f — 1, na dltima igualdade, temos |V |—|E|+f = 2. O

13
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O seguinte resultado é consequéncia direta da 1% Férmula de Euler, conhecida como
2% Formula de Euler, cuja aplicacdo serd fundamental quando estudarmos o conceito de

dualidade de um grafo.

Coroldrio 1.4 (2% Férmula de Euler). Seja G = (V, E) um grafo (ndo necessariamente conexo),
finito e planar. Se f denota o niimero de faces de G, e K o miimero de componentes conexas de G,

entao
|\V|—|E|+f =K+1.

Demonstragio. Sejam |V;| o namero de vértices, |E;| o namero de arestas e f; o nimero
de faces da i-ésima componente conexa de G, com i =1, - -, K. Pelo teorema anterior,

temos
Vil-|Eil+fi=2, i=1,- K )

Observamos que |V|= YX,|Vi|, |E|= ©X,|Ei| e que o ntimero YK, f; conta K-vezes a
tnica face infinita de G, logo, YX,(f; — 1) + 1 contara o ntimero de faces no grafo G
(incluindo a tnica face infinita de G). Isto é, f = 21K=1( fi—1)+1.

Somando em i na equagdo (2), finalmente, obtemos
[VI=|E[+(f +K—1) = 2K,
0 que conclui a prova. [

Defini¢ao 1.6 (Ponte). Seja G = (V, E) um grafo finito. Uma aresta e € E é chamada de ponte,

se o grafo (V, E \ {e}) tem uma componente conexa a mais do que G.

Seja G um grafo finito conexo planar com |V| vértices, |E| arestas e f faces. Denote

por f; o numero de faces tendo exatamente i arestas em suas fronteiras. Claramente,
Y. fi=f,
i
e quando G ndo possui pontes, ja que toda aresta estd na fronteira de duas faces, temos

também que

Y ifi=2|E|.

i
Definicdo 1.7 (Cintura). A cintura g de um grafo G é o niimero de arestas dos ciclos de menor

comprimento em G. Se G € aciclico, entdo dizemos que a cintura de G é infinita, isto é g = oo.

14
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Teorema 1.5. Se G = (V, E) um grafo planar com |V |> 3, entdo |E|< 3|V|—6. Além do mais,

se a cintura de G satisfaz 3 < g < oo, entdo podemos afirmar que
1 < max{ £ qvi-2),1vi-1}.

Demonstragio. Observe que a primeira afirmacdo se reduz ao caso ¢ = 3. Logo, é
suficiente mostrar que a segunda afirmagao é valida. Se |V|< ¢ — 1, entdo claramente G
é aciclico. Logo, |E|< |V|—1. Vamos supor que g < |V| e que a afirmagédo seja valida
para todo grafo planar G’ = (V/, E’) tal que |V’|< |V|. Podemos assumir sem perda de
generalidade que G é conexo. Se existe uma ponte e € E’, entdo G’ \ {e} é unido de
dois subgrafos G; = (V1, E1) e Gy = (V,, Ep), cujos conjuntos de vértices sdo disjuntos.

Por inducao, temos
|El = [Ex[+]E2|+1
< max {£(|V1|—2), |V1|—1} +max {£(|Vz|—2), |V2|—1} 1
< max {£(|V|—2), |V|—1} .
Por outro lado, se G ndo possui pontes, entdo sabemos que

= g} fi < Lifi<Yifi = 2JEl.

izg i
Pela Formula de Euler, temos |E[+2 = |V|+f < ]V\+§\E\, de onde segue que |E|<

#22(V|-2). O

Coroldrio 1.6. O toro bidimensional T(m) = (Z/mZ) x (Z/mZ), de comprimento m, nio é

um grafo planar.
Demonstragdo. O toro T(m) tem m? vértices e 2m? arestas. Uma vez que sua cintura é

g =4, se T(m) fosse um grafo planar, entdo pelo teorema acima terfamos

2 o 4

[ — 2_
4 2(m —2)=2m" —4,

2m

o que é um absurdo. O
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DUALIDADE

Um lagco em um grafo é um tipo especial de aresta, cujas extremidades sdo formadas
pelo mesmo vértice. Na literatura, esse novo objeto matematico é normalmente chamado
de multigrafo, mas, por questdo de simplicidade vamos nos referir a tais objetos, neste
texto, simplesmente por grafos. De agora em diante, vamos assumir que os grafos
envolvidos podem possuir lagos.

Seja G = (V, E) um grafo planar (finito ou infinito) em IL. Obtemos seu grafo dual
G* = (V*,E*) como segue: colocamos um novo vértice, que chamaremos de vértice dual,
dentro de cada face de G, incluindo as faces infinitas de G, caso existam. Para cada
e € E, colocamos uma aresta dual e* = {x*, y*}, unindo os dois vértices duais nas duas
faces de G separadas por e. Se essas duas faces sdo as mesmas, temos que x* = y* e,
portanto, e* é um lago. Assim, dado um grafo planar G, sempre é possivel obter seu

grafo dual G*. O grafo G (resp. G*) é chamado de grafo primal (dual) (veja Figura 6).

Figura 6: O grafo G (em linhas continuas) e seu grafo dual G* (em linhas tracejadas). O
grafo G tem uma face infinita e o grafo dual G* tem um lago. Exibe-se a aresta

e = {x,y} no grafo primal G e sua aresta dual ¢* = {x*,y*} no grafo dual G*.

Assim, V* estd em correspondéncia biunivoca com o conjunto de faces de G, e E* estd
em correspondéncia biunivoca com E.
O seguinte lema de contagem serd de vital importancia quando, nos Capitulos 5 e 6,

tentarmos obter representac¢des graficas dos modelos de Ising e de Potts.
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Lema 1.7 (Lema de contagem). Seja G = (V, E) C IL um subgrafo finito, (Ae)eck € (Be)ecE

duas familias de niimeros reais. Entdo
H(Ae +B,) = Z H A, H Be |,
ecE E'CE \ecE'  ecE\FE

onde E' é um subconjunto arbitrdrio de arestas de G. Quando E' ou E \ E' forem vazios,

convencionamos que o produtdrio sobre estes conjuntos é igual a um.

Demonstragio. Para provar este lema, procederemos, por indugdo, sobre o nimero de
arestas do grafo G, tendo em conta que, por convengdo, o produtdrio sobre o conjunto

vazio é igual a um. De fato, se |E|=1 com E = {b}, entdo
Ap+ By = Z H AeHBe + Z HAE H B, | . (3)
{b}CE \ ec{b} %) @CE \ @ ec{b}
Se |E|=2 com E = {by, by}, entdo
(Abl + Bbl)(Abz + Bbz) = Ab1 Bb2 + Aszb1 + AblAbz + Bble2

= 2 (Il A IT Be|+ 3. (Il A ]] Be

{b1}CE \ee{b1}  ee{ba} {b2}CE \e€{ba}  ec{ty}

+ ) [T A]]B|+ ), I;IAe [T B

{bl,bz}CE EE{bl,bz} ) OCE eG{bl,bz}
Assumindo que a identidade deste lema é valida quando |E|=n > 1, provaremos que
H(Ae+Be): Z HAe H B |,
ecE E'CE \e€E'  ecE\F'

onde |E|= n+1. De fato, sem perda de generalidade, definimos E = E* U {b}, onde

|E*|= n. Veja que usando a hipétese indutiva, temos

H(Ae + Be) = (Ap + Bp) H (Ae + Be)

ecE ecE*

=(Ap+By) Y, | T4 ] B (4)

E'CE* \ecF’ e€E*\E/
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Por outro lado,

(LA TL Bef= 2 | 11 AJ1B )+ 3 {114 11 B

E'CE \ecE'  ecE\FE {b}CE \ ec{b} @ @CE ec{b}

< ) (114 TT B

E'CE* \ecE'  ecE*\E
(3)
= (Ap+By) Y. (T4 JI B.|- (5)
E'CE* \ecFE’ e€E*\E/
De (4) e (5), conclui-se a prova. ]

Exemplo 1.1 (Prova alternativa do Bindmio de Newton). Fazendo A, = x, b, =y e |E|=n,

pelo Lema 1.7, temos

n
ey =2\ TIx I1 )= L xv""
E'CE \e€E' ecE\E/ r=0 \%’gr

onde, na segunda igualdade, fizemos um rearranjo dos elementos da soma. Por indugdo em r,

pode-se verificar que Y g/ 1 = (). Dat, a igualdade acima fica
|E'|=r

Juntando o termo inicial e o final na igualdade acima, obtemos a prova do Bindmio de Newton.
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PERCOLACAO INDEPENDENTE

Neste capitulo, abordamos um dos modelos importantes da Mecénica Estatistica: o
modelo de percolagdo independente (ou de Bernoulli). Esse modelo aparece pouco
depois de 1957, com a finalidade de modelar matematicamente meios porosos. O
referido modelo tem sido intensamente estudado e sobre ele ja foi produzida uma
quantidade numerosa de trabalhos notaveis. Em 1960, Piet Kasteleyn notou que o
modelo de percolagdo independente satisfazia as propriedades das chamadas leis
série/paralelo (veja Teorema 3.91 de [65], p. 62 para uma referéncia). Essa simples
observacdo levou Piet Kasteleyn e Cees Fortuin a formularem o conhecido modelo de
aglomerados aleatdrios, o qual serd estudado pormenorizadamente no préximo capitulo.
Esse novo modelo é basicamente determinado por dois parametros, p e g, onde p € [0, 1]
e g > 0. Se, no modelo de aglomerados aleatérios fizermos q = 1, obteremos o modelo
de percolagdo independente. Se fizermos g = 2, podemos relacionar esse modelo com o
modelo de Ising e, em caso mais geral, podemos relacionar com o modelo de Potts de
g€ {1,2,---} estados via medida de acoplamentos de Edwards-Sokal. Os detalhes das
relagdes mencionadas acima serdo estudados nos préximos capitulos.

O modelo de percolagdo independente é provavelmente o mais simples da Mecanica
Estatistica (veja referéncias [33, 42, 50, 64]). Esse tipo de percolagdo foi introduzido por
Broadbent e Hammersley em 1957 como um modelo para estudar o comportamento
dos fluidos em um meio poroso. Percolagdo é a acdo ou processo de passar um liquido
através de um meio, para filtrar ou para extrair substancias desse meio. A percolagdo é
um fendmeno da vida cotidiana, por exemplo: podemos dizer que a 4gua em forma de
vapor “percola” através do café moido na cafeteira. Porém, se a concentragdo de café
no filtro fosse extremamente alta, a 4gua poderia ndo percolar, pois ndo encontraria

espagos livres entre os poros para fazé-lo. Outros exemplos de percolagao sao:

v' A extragdo de petréleo do subsolo, fazendo-o percolar através do meio rochoso

/poroso.
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v A percolacdo de infec¢es ou epidemias através de uma populagdo: se a proba-
bilidade de contdgio é alta, a infec¢do se propagara ou percolard em uma dada

populacéo.

2.1 DEFINIQAO FORMAL DO MODELO

Uma configuragéo w sobre o grafo I = (V, E) é um elemento do espaco {0, 1}1E, isto
é, uma configuragdo é uma fungdo w : E — {0, 1} tal que e — w,, para cada e € E,
notacdo: (We)eckE-

Diremos que uma aresta e = e(w) é aberta (ou que ela tem estado aberto) na configu-
racdo w se w, = 1. Analogamente, diremos que uma aresta ¢ = e(w) é fechada (ou que
ela tem estado fechado) na configuragdo w se w, = 0. A configuragdo w pode ser vista
como um subgrafo de IL, composto dos mesmos vértices de IL e de um subconjunto de
arestas de [E, ja que sempre existe uma correspondéncia biunivoca entre um elemento de
{0,1}E e o conjunto {e € [E : w, = 1} de arestas abertas de IL. Assim, uma configuracao
pode ser vista como um vetor indexado pelas arestas de E, cujas componentes sdo
compostas pelos estados das arestas de L.

Chamaremos de evento cilindrico o conjunto de configuragdes de {0, 1}, nas quais
tixaremos os estados de um namero finito de arestas e deixaremos variar os estados das

arestas restantes da rede, ou seja,
C(Fw)={ny € {0,1}IE :Ne =w,, Ve€ F},

onde F é um subconjunto finito de E e w € {0,1}F é dado a priori.

Seja .7 a c—4élgebra sobre {0,1}F gerada pelos eventos cilindricos. Se p € [0,1]
e A = pdy+(1—p)oy é a distribui¢do de Bernoulli (medida a priori), denotaremos a
medida de probabilidade Py, 1 sobre (€, #) induzida por

Ppi(CEw) = [TMwe) = plieshe=til @ — p)ltecha=oil,
ecF

Na medida P, 1. os estados das arestas sdo independentes com distribuigao IP}, y (we =
1) =P,1(C({e},1)) = p =1~ P, 1(w, = 0). Chamaremos P, 1 uma medida de percola-
¢do sobre L ou medida de Bernoulli.

Dai, a probabilidade de uma configuracao w € {0,1}F é

P,({w}) = p°@ (1 - p)*, ©6)

20



2.1 DEFINI(;AO FORMAL DO MODELO

onde o(w) (resp. c(w)) representa o nimero de arestas abertas (resp. fechadas) na
configuracao w. E comum denotar P, (w) em vez de P, 1 ({w}).

Observe que, de maneira andloga, pode-se definir a medida de Bernoulli sobre um
subgrafo (ndo necessariamente finito) G = (V, E) de L, notagdo P, c. O pardmetro
p € [0,1] é constante nesse contexto. Ja nos capitulos subsequentes, estudaremos
modelos da Mecanica Estatistica, onde o pardmetro p ndo necessariamente tem que ser
constante.

Dados u, v € V, se existir uma aresta unindo esses vértices, diremos que u e v sdo
vértices adjacentes. Definimos o grau de um vértice v como o ntimero de vértices
adjacentes a este, isto é, o grau de v é a cardinalidade do conjunto {u € V : {u,v} € E}.
Diremos que um grafo é localmente finito se todos seus vértices tiverem grau finito.

Por outro lado, definimos a rede hiperctibica d-dimensional pelo grafo (Z¢, E?), que,
por abuso de linguagem, nés o denotaremos por LY. Aqui, Z? representa o conjunto
de vértices da rede e E? = {{x,y} C 2% x Z: ||x — y||= 1} é o conjunto de arestas de
primeiros vizinhos, onde |.|| é a norma ¢! em Z*.

Considerando o grafo IL = (V, [E) localmente finito, uma das propriedades importantes
da medida de Bernoulli se relaciona com o conceito de medida ergédica (uma prova
desse fato é dada na Proposigéo 2.5 quando IL = IL%, para grafos bem gerais, veja a
Observagdo 2.13. ). Outro fato interessante ¢ que a medida de Bernoulli P, i, € invariante
por automorfismos e, em particular, é invariante por translagdes (veja Proposi¢do 2.10).

A cada aresta de E serd atribuida aleatoriamente o estado aberto ou fechado da
seguinte maneira: considere {w, : ¢ € E} uma familia de varidveis aleatdrias indepen-
dentes e identicamente distribuidas (v.a.’s i.i.d.) seguindo a distribui¢do de Bernoulli
com parametro p € [0,1]. A medida de Bernoulli de pardmetro p € [0, 1] é a tnica
medida de probabilidade IP,, ;. sobre {0,1}F tal que P,y (w, =1) = p =1—Pp 1 (w. = 0),
para cada e € E. A esperanca com respeito a essa medida de probabilidade sera
denotada por E,.

Em determinadas partes de este trabalho usaremos o seguinte conceito
Definicdo 2.1. Um ldtice num espaco vetorial real X, de dimensdo d, é um subgrupo da forma:
Zx1+ - +2xg,

onde {x1,---,x;} é uma base de X. Uma vez que Z* = Zey + - - - + Zey, onde {ey,- - - ¢4} éa

base canonica de R?, temos que 7% 6 um ldtice.
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Um subconjunto Y do espaco vetorial real RY é chamado discreto se a intersecio entre Y e

qualquer subconjunto limitado de RY é finito. Logo, Z* em R® é um ldtice discreto em R,

Estamos interessados em propriedades de conectividade na configuracdo w quando
L = L?. Daqui em diante, neste capitulo, nés nos restringiremos a trabalhar com
modelos de nosso interesse, isto é, modelos de percolagdo sobre LY comd > 1. Ja
que temos subentendido que a medida de Bernoulli é definida sobre IL¢, adotaremos a
notagdo P, para referimo-nos a medida de Bernoulli P, ; 4, que com frequéncia sera
escrita, também, como le’Zd.

Quando a dimensao do létice for especificada, por exemplo d = 2, nés enfatizaremos

quando for necessério.

2.2 DESIGUALDADE FKG

No que segue, apresentaremos uma propriedade fundamental valida para a medida
de Bernoulli IP,. Na verdade, essa propriedade é valida sobre qualquer grafo. Ela foi
provada, inicialmente, por Harris, no ano 1960 [71], e é usualmente conhecida como
desigualdade FKG ou propriedade FKG, devido a uma extensdo dada por Fortuin,
Kasteleyn e Ginibre, no ano 1971 [52]. Informalmente, a desigualdade FKG diz que,
em qualquer sistema aleatdrio, eventos crescentes (que serdo definidos em seguida) sdo
positivamente correlacionados, no entanto, um evento crescente e um evento decrescente
sdo negativamente correlacionados.

A mencionada desigualdade tomaré vital importancia no Capitulo 7, quando mostrar-
mos a convergéncia de sequéncias correlacionadas positivamente em distdncia Mallows a
uma varidvel aleatéria Gaussiana. Salientamos que esse tipo de convergéncia é mais
forte que a convergéncia em distribui¢do. Portanto, como caso particular, obteremos um
teorema do limite central (TLC) para esses tipos de sequéncias.

Para compararmos fung¢des especiais definidas sobre {0, 1}]Ed, necessitaremos definir
alguma relagdo de ordem em {0, 1}1Ed, caso seja possivel. Introduzimos a ordem parcial

d . . ~ d
natural < em {0,1}*" da seguinte maneira: para cada w,w € {0,1}¥,
W=G & w, <@, VeeE
Uma varidvel aleatéria X é dita crescente se for crescente na ordem parcial acima, isto €,

X(w) < X(w), sempre que w = w.
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Um evento A € .# é dito crescente se 1, (a funcdo indicadora de A) for crescente.
Em outras palavras, um evento A é crescente sempre que, para cada configuragao
de arestas abertas em que A ocorre, ao abrirmos mais arestas nessa configuracdo, A
continua ocorrendo. Exemplos comuns desses tipos de eventos sdo: o evento {x <> y}
em que dois vértices estdo conectados por um caminho de arestas na rede I.%, o evento
{|C|= o0} em que o aglomerado da origem é infinito, o evento {Ns > 1} em que o
numero de aglomerados infinitos é maior ou igual que um, etc.

Analogamente, diremos que um evento A € .# é decrescente se —1 4 é crescente.
Como exemplos de eventos decrescentes, podemos citar o complementar dos eventos
crescentes mencionados acima.

Curiosamente, pode-se ver que existem eventos que ndo sdo nem crescentes nem
decrescentes, por exemplo, o evento {No = k}, k > 1 inteiro, em que o namero
de aglomerados infinitos é exatamente k, o evento {Ns > 1}, em que o numero de
aglomerados infinitos é estritamente maior que 1 e o evento {Nw > k}, k > 2, em que o
numero de aglomerados infinitos é maior ou igual que k.

Em seguida, formulamos a propriedade fundamental mencionada no inicio desta

secao.
Teorema 2.1 (Desigualdade FKG, veja [50, 52, 64]). Se X e Y sdo duas varidveis aleatérias
crescentes com segundo momento finito ( isto é, IEP(XZ) < ooe ]Ep(Yz) < o) em {0,1}]Ed,
entiao
IEp(XY) = ]Ep(X)IEp(Y)- (7)
Como caso particular, tomando X =14 e Y = 1p, onde A e B sdo eventos crescentes, obteros
P,(ANB) = IPy(A)Py(B).

Demonstragio. Sejam Z = (Z;);c; variaveis aleatérias independentes tomando valores
em {0,1} e f, g fungdes crescentes tais que X = foZ e Y = go Z, logo, provar (7) é

equivalente a provar

E,(f(2)8(2)) = Ep(f(2))Ep(8(2)). (8)

Provaremos a desigualdade (8) por indugédo sobre a cardinalidade de ], notacao |]|.
De fato, assuma que |J|= 1. Sejam 77 e ¥, dois elementos de {0,1}. Como f e g sdo
crescentes, as quantidades f(y1) — f(72) e g(71) — g(72) sempre tém o mesmo sinal, ndo

importando a ordem em que os valores 1 e 72 se escolnam em {0, 1}. Isto ¢,

[f(r1) — f(r2)][g(71) — g(72)] = 0.

23



PERCOLA(;AO INDEPENDENTE

Usando a desigualdade acima, conseguimos

0< )Y, [f(r) = fOllgn) — §(v)IPp(Z1 = 11)Pp(Z1 = 72)

r1,72€{0,1}
= Y fgPp(Zi=m)— Y. fOr)g(2)Pp(Zy =11, Z1 = 72)
11€{0,1} Y1,72€{0,1}
— Y fEPpZi =1, Zi=1)+ Y, f(r2)8(v2)Pp(Z1 = 72)
Y1,72€{0,1} 712€4{0,1}

= 2[Ep(f(Z1)8(Z1)) — Ep(f(Z1))Ep(8(Z1))].
Provando-se a desigualdade (8) quando |J|=1

Agora, assumindo que a desigualdade (8) é verdadeira para |J/|[=k—1eque feg
sejam fungdes crescentes de k varidveis. Como X e Y tém segundo momento finito, entdo
pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, o valor esperado E,(f(Z1, - -+, Z)§(Z1, - - -, Zk))

é finito. Logo, por propriedade de esperancas condicionais, temos
]Ep(f(zll oty Zk)g(le Tty Zk))

- IEP[IEP(f(le' ’ '/Zk)g(zll' ' '/Zk) | Zl/' ’ '/Zk—l) ] (9)

Para dar continuidade & demonstracdo do teorema, provaremos dois lemas auxiliares,

os quais tém um papel sutil dentro dessa prova.

Lema 2.2. Sobre as hipdteses do Teorema 2.1, 0 caso |J|= 1 implica que, para cada Z4, - - -, Zy_1,
IEP(f(Zli Tty Zk)g(zll Tty Zk) | Zl/ Tty Zk—l)
> (10)
]Ep(f(zll te /Zk) | Zl/ te /Zkfl) ]Ep(g(zlr e /Zk) | Zl/ te IZkfl)'
Demonstragdo. Como

i1,k . .
U(le o /Zkfl) = {Uil,“-,ik—lcll’..,/kk,ll S WY | € {O/ 1}} ’

i l . 2 1 . .
onde C" "' ={w:wi =i, -, wr_q = ix_1} é o cilindro de base iy, - - -, i1, pela

1ndependenc1a das variaveis aleatérias Z1, - - -, Z) temos

IE’P(f(le' : -,Zk)g(Z1,' ’ '/Zk) ‘ Zl/' : '/Zk—l)

Z lEp <f(11/ o '/ik—llzk) g(ill lk 1/Zk) | Cll Zk 1) H]]‘{Zp ig}

il,-~~,ik,1€{0,1}
k—1
= Z ]Ep (f(lll ttty Z'k—ll Zk) g(ill ttty ik—l/ Zk)) H H{Z[:i/}' (11)
1'1,'",1.](,16{0,1} /=1
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Como as fungdes f(iy, -, ix_1,Zx) € (i1, - - -, ix—1, Zx) sdo crescentes e dependem da

Unica varidvel aleatoria Zy, pelo caso |J|=k = 1, tem-se

IEp(f(llr T /ik—ll Zk) g(ill Tty ik—ll Zk)) P IEP(f(lll o /ik—ll Zk)) IEP(g(lll Tty ik—ll Zk))

Assim, juntando a desigualdade acima com (11), tem-se

IE’P(f(le e /Zk)g(le e /Zk) ‘ Zl/ e /Zk—l)

k—1
Z Z IE‘P(f(il/ Tty ik—l/ Zk)) IEP(g(ill Tty Z'k—ll Zk)) H ﬂ{Zé:l'[}'
111,“-,1'](,16{0,1} =1

Reescrevendo a tltima expressdo acima, fica

k—1

= Z Ep(f(ill' : '/ifr' : '/ikflzzk))]Ep(g(ilr‘ . '/igl' : '/ikfllzk))ﬂ{ZZ:ig}
(=1 i,e{0,1}
k—1

= []Ep(f(ilf w0 ik, Z)) Ny z,m0y + Ep(f G, -+ 1, - '/ikflrzk))]l{ZFl}}
/=1

X [IEP(g(le Tty O/ Tty Z‘k—ll Zk)) ﬂ{ZéZO} + IEP(g(il/ Tty 1/ Tty Z'k—ll Zk)) ﬂ{Zng}:|
k—1
= H Z ]Ep(f(ilr Tty if/ Ry Zk)) ]l{Zézié}
=1i,e{0,1}
k—1
X H Z IEP(g(ill Tty if/ Tty ik—l/ Zk)) 11{Zg=ig} . (12)

¢=1i,e{0,1}

Mas (12) é
k-1
= Yo B(fn ik Z)) [ [Nz
il,'~',ik_1€{0,1} /=1
k—1
X Y. Ep(g(i1, - ik—1, ZO) | [ L1z,
(=1

i, ik-1€{0,1}

e, procedendo analogamente a (11), o fator acima é escrito da seguinte forma

=E,(f(Z1, -, ZK) | Z1,- -, Zk1) Bp(Q(Z1, -+, Zk) | Z1, - -+, Zk—1)-

Portanto, a desigualdade (10) fica provada. O
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Lema 2.3. Sobre as hipéteses do Teorema 2.1, a aplicagdo
d
W Bp(f(Zy, - 20 | Zu, - Ze)w), - w{0,1}F,
é crescente (no sentido FKG).

Demonstragio. Se hp(Zy) = Ep(f(ir, -+, ie—1, Zo,igs1, -, Zk) |Z), com £ =1,--- k=1,

pelo subproduto da prova do Lema 2.2, temos

E,(f(Z1,--+,Zk) | Z1,- -+, Zk-1)

k=1 k—1
= Z ]Ep(f(ill Tty if/ Tty ik*ll Zk)) ]I{Zézig} = H hf(Zf) (13)
(=11i,e{0,1} /=1

Primeiro provaremos que a aplicagdo w +— h¢(Zs)(w) € crescente (no sentido FKG).
De fato, pelo subproduto da prova do Lema 2.2, para cada w,n € {0, 1}Ed tais que

w =1, veja que

hf(Zf)(w) = Z IEP(f(il/ tt iﬁ/ Tty Z'k—ll Zk)) ﬂ{Zg:ig}(w)
ipe{0,1}

g Z ]Ep(f(llr Tty iél Tty ik—l/ Zk)) ﬂ{Z€=i€}(;7) = hf(Zf)(rl)/ (14)
i[G{O,l}
paracada =1, --,k —1, onde, na desigualdade, usamos que f é uma fungdo crescente.
Em seguida, analisaremos os trés seguintes casos: a) f =0, b) f >0e c) f geral.
No caso a) o resultado é trivial, pois uma fungdo constante sempre é crescente. No

caso b) temos que hy(Z;) > 0, V£ =1,---,k—1. Logo, como o produto de fungdes
(13)

positivas crescentes é crescente e E,(f(Z1,---,Zy) | Z1,- -, Zk_1) H hf(Zp) a
prova segue.

Ja no caso c), primeiramente, afirmamos que a aplicagdo w — h¢_(Z)(w) € positiva
e crescente, sempre que f # ¢, onde ¢ = h(Z)(0) = Ep(f(i1, -, ip-1,0,ip41, -+, Zg)) €
uma constante e 0 é a configuracdo nula definida como 0, = 0, Ve & E“. Pois, de ser
f = ¢, voltariamos a uma situa¢do similar ao caso a) o qual é trivial. De fato, assumindo

que f # ¢, uma vez que

he—o(Z)y= Y, Ep((f — )it e k1, ZO) Nyz,miy = he(Zo) — ¢,
igG{O,l}

e que 0 X w =<7, por (14) temos ¢ = h(Z))(0) < h(Zo)(w) < he(Zy)(1), para cada
w,n € {0, 1}]E tais que w =< 77, implicando que w — hy_(Zy)(w) € positiva e crescente.

26



2.2 DESIGUALDADE FKG

Usando a afirmagéo acima, para cada w, € {0, 1}]Ed tais que w = 177, temos

hy—e(Zo)(p) = hs—o(Zo)() LBy o(Z0)()
= 1 L YN = T 5 N, N = ’
o) © L T L8 <hf—c(ze)(w)> 20 = 1 =y 2 @

onde

= (13)
th—c(zé) = IEP(f(le Tt /Zk) —C ‘ Zl/ et /Zk—l)
/=1

= ]Ep(f(zlrrzk) ’ Zl/"'/Zk—l)_c‘

Jaque hy (Zy) >0,Vl=1,---k—1, temos lez_ll he_o(Zg) > 0, logo, combinando este

fato, a identidade acima e a desigualdade a direita de (15), a prova segue. O

Dando continuidade a demonstracdo do teorema, pelo Lema 2.2, a seguinte desigual-
dade

Ep(f(Z1,--, Z0)8(Z1, -+, Z) | Za,+ -+, Z—1)
= ]Ep(f(zli te /Zk) | Zl/ Ty Zk—l) IEP(g(le tt Zk) | Zl/ co /Zk—l)
é vélida. Tomando a média nessa desigualdade e usando (9), temos
]Ep(f(zll tt Zk)g(le Tty Zk))
Z IEP[IEP(f(le T /Zk) | Zl/ e /Zk—l)IEP(g(le T /Zk) | Zl/ T /Zk—l)]' (16)
Pelo Lema 2.3, as fun¢oes
Ey(f(Z1, -, Z) | Z1,- -+, Zk—1) e Ep@Q(Zi,---,Zk) | Z1,- -+, Zk—1),

sdo crescentes e dependem apenas das varidveis aleatérias Zj, - - -, Z;_1. Pela hip6tese

de inducéo, o Item (16) é

Z IE'P[IEP(f(le T /Zk) ‘ Zl/ Tty Zk—l)] IE’P[IE'P(g(le T /Zk) ‘ Zl/ o /Zk—l)]

= ]Ep(f(Zl, SR Zk))IEp(g(er ity Zk))/

onde na dltima igualdade usamos, novamente, propriedade de esperangas condicionais.

Provando-se a desigualdade (8), para o caso que |J|= k.
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Por ultimo, mostraremos que a desigualdade FKG permanece vélida para o caso em
que |J|= co. Para isso, suponha que X = f(Z1,Z,,---) e Y = g(Z1,Z5, - - -) sejam varidveis

aleatdrias crescentes com segundo momento finito. Sejam
Xn EIEP(f(Z1/ZZI) | Zl/"'/Zn) e Yn E]Ep(g(21/Z2/) | Zl/"'/Zn)-

Por um raciocinio andlogo ao feito no Lema 2.3, as varidveis aleatdrias X, e Y, sdo
crescentes e dependem apenas das varidveis aleatérias Zq,---,Z,. Portanto, pela
discussdo feita acima,

Ep(XnYn) = Ep(Xn) Ep(Ya). (17)

Observe que E,(X;) = E,(X) e Ep(Y,) = Ep(Y). Como consequéncia do Teorema de
Convergéncia de Martingales de Lévy-forward (veja Teorema .18 do Apéndice), temos

que, quando n — oo
E,(Xy— X)) =0 e Euy((Yn—Y)*) —0.
Dai, quando n — o
Ey(X2) = Ep(X?) <0 e E,(Y2) — Ey(Y?) < o
Além disso, pelas desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz, temos
Ep|XnYn — XY| < Ep(|(Xn — X)Yu [+ X(Yn = Y)))

< VB (X = XPE, () /Ep((Y — V2)E,(X?)

—+ 0, quando n — co.

Isto &, Ep(X;Y,) — Ep(XY), quando n — oo. Finalmente, tomando o limite quando

n — co em (17) e usando as convergéncias anteriores, obtemos o resultado. O

A seguinte desigualdade que enunciaremos vai de encontro a desigualdade FKG
e envolve uma intersecdo restrita de eventos crescentes. Essa desigualdade serd de
vital importancia na Secdo 2.5, para provar o teorema do decaimento exponencial da
percolagdo subcritica (veja Teorema 2.17). Antes disso, introduzimos algumas notagdes.
ParaFCElew € {0, 1}]Ed, escrevemos (wr). = w, para e € F e (wr). = 0, em outro

caso.

Definicdo 2.2. Sejam A e B dois eventos crescentes. Definimos o evento A o B ocorréncia

disjunta de A e B por

AoB:{we{O,l}Ed:EIFglEdtalquewpeA, wFCeB}.
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2.2 DESIGUALDADE FKG

Note que A o B é um evento crescente. De fato, se w € A o B, entdo existe F C E? tal
que wr € A e wre € B. Seja w < w, em particular, temos wr < wr. Como A é crescente,
temos wr € A. Similarmente, obtemos que wrc € B. Portanto, w € A o B, provando-se
a afirmacéo.

Intuitivamente, w € A o B se existe um subconjunto de arestas finito F tal que
unicamente necessitamos examinar as arestas de F para saber se w € A, e somente

examinar as arestas fora de F para saber se w € B.

Teorema 2.4 (Desigualdade BK). Sejam A e B dois eventos crescentes. Entdo,
IPy(A o B) < IP,(A)Py(B).

O nome de desigualdade BK é dado em homenagem a seus descobridores Van
den Berg e Kesten [119]. Para uma discussdo completa incluindo a demonstracdo
do resultado, veja [64] p. 29. Para uma ideia da prova, usando os eventos do tipo

A ={x <>y} e B={u < v}, mas restritos a uma sub-rede finita de IL¢, veja [50].

Para encerrar esta se¢do, daremos algumas defini¢des basicas (que podem ser en-
contradas nas referéncias [27, 64]), as quais serdo indispensdveis para a sequéncia da
apresentacdo das proximas se¢des. Dada uma configuracdo w € {0, 1}]Ed, um cami-
nho v = (vg, 1,71, €2, -+, en, Uy) € dito aberto em w se todas as suas arestas estiverem
abertas, isto é, w,; =1, i = 1,---,n. Diremos que dois vértices da rede 74, x,y estdo
conectados na configuracdo w € {0, 1}]Ed, e escrevemos X <+ 1, se existir um caminho
aberto y = (v, e1,v1, €2, - -, ey, Uy) Na configuragdo w tal que vp = x e v, = y.

Denotemos por G = (V, E) um subgrafo de LY. O grafo G é dito conexo (ou conec-
tado), se quaisquer dois de seus vértices podem ser ligados por um caminho aberto
inteiramente contido em G. Se definirmos que cada vértice x € Z? estd conectado
consigo mesmo, podemos ver que a conectividade sera uma relacdo de equivaléncia
e que as classes de equivaléncia em que se dividem os vértices serdo chamados de
aglomerados (ou sua expressdo em inglés clusters, eles podem ser vértices isolados) da
rede LY. Assim, um aglomerado aberto é uma componente conexa de um subgrafo de

arestas abertas de IL4.

Denotamos por Cy o aglomerado do vértice x e por C o aglomerado da origem. Logo,
a notagdo x <> oo denotara o fato de que o aglomerado aberto que contém x possui

infinitos vértices.
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Figura 7: Aglomerado aleatério da origem em parte da rede bidimensional.

Uma quantidade de grande interesse, neste capitulo, é o volume (ou cardinalidade) do

aglomerado aberto do vértice x, isto é, |Cy|; mais precisamente, em sua distribuigéo.

Observe que |Cy| é uma varidvel aleatéria que pode assumir os valores 1,2, - - -, 00. No
modelo de percolacdo independente podemos mostrar que em grafos com invariancia
translacional, como Z¢, as variaveis aleatérias |Cy| tém a mesma distribuicao para todo
x € Z%, e portanto, nés nos concentraremos no aglomerado da origem C (veja Figura 7).

Uma quantidade de interesse é

0a(p) = Pp({w : |Cl(w) = oo})

que, por simplicidade de notacio, escreveremos apenas 0,(p) = IP,(|C|= ). Segundo a
notagdo introduzida acima temos 8;(p) = IP»(0 <> c0). Na préxima se¢do, provaremos
que a percolagdo de Bernoulli sobre 7% exibe uma transicdo de fase, isto é, existe
um valor critico ndo trivial (isto é, o valor critico pertence ao intervalo (0,1)) para o
parametro p, abaixo do qual é nula a probabilidade de existir aglomerados infinitos e

acima do qual é positiva essa probabilidade.

2.3 TRANSICAO DE FASE

Quando esquentamos um bloco de gelo, este tende a derreter-se. O referido processo
esconde um fendmeno que nos é familiar, porém, é mais complexo do que imaginamos,

ja que as propriedades macroscépicas (aquelas que se podem medir de alguma forma
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ou de outra, como por exemplo: cor, textura, temperatura, peso, volume, etc...) da dgua
mudam de forma ndo continua quando variamos a temperatura.

Esse exemplo da vida cotidiana é um exemplo de transigdo de fase. Em um sistema
composto por muitas particulas que interagem a nivel local com outras particulas, uma
transicdo de fase ocorre se uma propriedade macroscépica do sistema muda de repente
quando um parametro macroscopico, como a temperatura, pressdo, densidade, etc,
varia continuamente. Nesta se¢do, daremos um significado matemaético preciso para o

que se entende atualmente por transicdo de fase no modelo de percola¢do independente.

Ja nos capitulos posteriores, quando apresentemos o modelo de Potts/Ising, daremos
outras defini¢des rigorosas de transi¢cdo de fase. Um dos exemplos que sofrem transicdo
de fase é justamente o modelo de percolacdo independente (veja Teorema 2.6 abaixo).

Desejamos saber como é o comportamento da fungdo p — 6;(p) = Pp(0 <> o0),
Vp € [0,1], a qual foi definida na se¢do anterior. Poderia existir p < p’ tal que para
a percolacdo de parametro p existe um aglomerado infinito quase certamente, mas
ndo existe um tal aglomerado infinito para a percolagao do parametro p'. E claro que
esse fendmeno é contraditério com nossa intuicdo, ja que o modelo de percolagdo deve
possuir mais arestas abertas quando p aumenta e, portanto, seria mais provavel ver
um aglomerado infinito (aberto) no modelo em que o parametro p tem maior valor. A
fim de formalizar esta ideia intuitiva de monotonicidade neste modelo, introduzimos a

definicdo de acoplamento de duas medidas.

Definicao 2.3. Um acoplamento de duas medidas de probabilidade ¢1 e ¢, definidas sobre
um espaco mensurdvel (Q), .#) é uma medida de probabilidade ¢ sobre (Q), .F) x (Q), .F), cuja

primeira (resp. sequnda) marginal é ¢, (resp. ¢s).
O método de acoplamento permite comparar diferentes medidas de probabilidade
definidas sobre um mesmo espaco mensuravel. Certamente, existe uma variedade de

acoplamentos de qualquer par de medidas ¢; e ¢. A arte do acoplamento reside em

encontrar um acoplamento ttil para o problema de interesse.

Proposi¢do 2.5 (Acoplamento crescente). Fixados p,p’ € [0,1] com p < p', existe um
acoplamento P das medidas de probabilidade Py, e P definida sobre {0, 1}]Ed x {0, 1}]Ed tal que

P{(w,) : w<W'})=1.
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Demonstracio. Considere uma familia (U, : e € E%) de variaveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas (i.i.d.) com distribui¢dao uniforme em [0, 1]. Definamos as

configuracdes w, w' e {O, 1}]Ed como segue

1, U, < 1, u, <o
We = ¢ TeSP o = ¢ FeSP v el
0, se U.>p 0, se U, >p,

Observamos que cada aresta em w estd aberta com probabilidade p e fechada com
probabilidade 1 — p, independentemente das demais arestas. Analogamente, em «’
as arestas estdo abertas com probabilidade p’ e fechadas com probabilidade 1 — p/,
independentemente umas das outras. Como w < w’ sempre que p < p’, definimos P
como a lei da distribui¢do conjunta dos vetores aleatérios (we, wé)eE]Ed. Por construgéo,

temos imediatamente que as marginais de P sdo P, e P, O

Como as marginais de P sdo IP, e IP;;, usando o Teorema de Fubini-Tonelli (veja

Apéndice, Teorema .24) obtemos as seguintes igualdades:
P,(0 <> ) =P(0 <> 0o em w) e IPy(0 <> ) =P(0 <> 00 em '),
onde
{0+ c0cem w} = {(w, ') € {0,1}]Ed X {0,1}IEd : 0 <> o0 ocorre em w}.

Posto que w < w', se a origem estiver em um aglomerado infinito em w, entdo a
origem também estara em um aglomerado infinito em «w’. Usando as propriedades do

acoplamento P, temos a seguinte desigualdade:
IP,(0 <+ 00) = P(0 <+ 00 em w) < P(0 <+ 00 em w') = IPy(0 > o).

A desigualdade acima, na verdade, prova que a fungdo 8;(p) = P»(0 <> o0) é ndo
decrescente com respeito a p. Usando essa monotonicidade, no Teorema 2.6 (ou
resumidamente, no Coroldrio 2.29 abaixo), mostraremos que o ponto critico definido
como

pe(d) = inf{p € [0,1] : P, (0 <+ c0) > 0}

é ndo trivial, isto é, p.(d) € (0, 1), sempre que d > 2.
Cabe destacar que, no modelo de percolagdo com parametro p = 0, todas as arestas
da rede estdo fechadas. Por outro lado, se p = 1, 0 aglomerado da origem é Z“ quase

certamente com respeito a IP,, pois todas as arestas estdo abertas quase certamente, e
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esse conjunto de arestas é enumerével. Note que essa observagdo ndo prova a existéncia
de um ponto critico para o modelo de percolacio na rede L%, pois poderiamos ter
IPy(0 <+ o0) = 0, para todo p < 1.

Um dos problemas que ainda permanece em aberto e que é de grande interesse em
percolacdo, é calcular exatamente o valor do ponto critico p.(d) do modelo de percolagdo
independente em d dimensdes com d > 3. Na Segdo 2.7 faremos esse cdlculo para o

modelo de percolacdo sobre a rede bidimensional.

Teorema 2.6 (Existéncia de transigdo de fase, veja [50, 64, 120]). Para o modelo de percolagio

independente sobre a rede L2, com d > 2, existe um ponto critico p.(d) € (0,1), tal que

0a(p) =0, sep < p(d)
84(p) >0, sep > pc(d).

Demonstragdo. Dividimos a prova deste teorema em duas partes:

Nao percolacao para valores de p proximos de 0. Para a prova dessa primeira parte,
tixamos n > 0 e definimos (2, como sendo o conjunto de todos os caminhos (abertos)
em LY que saem da origem e tem, pelo menos, n arestas. Vale notar que, nenhuma
aleatoriedade esta envolvida na defini¢do de (), esse conjunto depende apenas do
grafo onde estamos considerando a percolagdo, que nesse caso é o IL¢. Observe que,
se uma configuracdo possui um caminho aberto infinito contendo a origem, entdo esse

caminho pertence a (), logo,

P,(0 <+ 00) < Pp(Ty € Q; tal que we, =1,Vk <n}) < Y Pplwe, =1, Vk < n)
YEQ

= |Qulp"

< (2dp)",

onde na ultima desigualdade usamos o fato de que, para construir um caminho aberto
de n arestas, existem 2d maneiras de escolher a primeira aresta. Em seguida, ha
no maximo 2d — 1 maneiras diferentes para a escolha da segunda aresta, depois, no
méaximo 2d — 1 maneiras para a escolha da terceira, e assim por diante. Portanto,
temos a seguinte estimativa |Q),|< 2d(2d — 1)"~! < (2d)". Note que a quantidade da
direita na desigualdade IP,(0 <+ o) < (2dp)" tende a 0 quando p < 1/2d. Usando a
monotonicidade de 0;(p), deduzimos que p.(d) > 1/2d. Observamos que a estimativa

obtida acima ndo é suficiente, ainda, para garantir a existéncia de transicdo de fase para
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o modelo de percolagdo independente sobre IL¢. O que temos, por enquanto, é apenas a
seguinte afirmacdo: se existir o ponto critico p.(d) entdo ele deve ser pelo menos 1/2d.

Percolagdo para valores de p préoximos de 1. A prova dessa segunda parte é baseada
no conceito de dualidade introduzido no Capitulo 1. O método de prova usado é
frequentemente conhecido como argumento de Peierls. O argumento de Peierls é um
dos métodos mais usados para provar existéncia de transi¢do de fase de modelos em
Mecanica Estatistica, ao lado da positividade por reflexdo (veja [57] para esse tltimo
método).

Devemos encontrar um valor p < 1 tal que 6;(p) > 0. Se 8;(p) > 0 para d = 2,
logo, 8;(p) > 0 para todo d > 2, porque 0;(p) é ndo decrescente em d. Isto é, pode-se
definir uma imerséo ¢ : 72 — 7% definida por (x1,x2) — (x1,x2,0,---,0), a qual aplica
arestas de Z? a correspondentes arestas de Z“. Se existe um aglomerado infinito em
¢(Z? c Z% (o qual, por definigio da medida produto, acontece com probabilidade
84(p) para d = 2), entdo existe um aglomerado infinito em 7% contendo a origem. Dai,
podemos restringir nossos argumentos a d = 2, o qual nos permitird usar argumentos
de dualidade planar para provar o desejado.

A principal chave para provar essa parte é introduzir o chamado grafo dual |
(Z%",E?), que ndo é mais que uma deslocagdo da rede L2 = (Z?,E?) pelo vetor

(1/2,1/2) (para uma representacio de IL? e seu dual 2", veja Figura 8).

olo]J]o]J]o]|]o]|] o --Q---¢_-_<'P_-_Q_-_Q_-__ _(‘:> _<'> _4'3 _<'> _<'>;_<'>_
BORSRSRORES jejejeje|e
olojojolo]o T “om-0mo==G--0--—0-
RORSRSRARES jejeojele|e]
olojojo]o]o TSI T e
BORSRSRARME jejejeje|e]
o|lo]o|o le) le) -1~ 191010~ —O——-b——-b- -bem b=
11— joejejele|e]
olojoJolo]o O[O~ T 1O-[-0-1 ¢~ 2ol
RORSRSRERE jejejeje e
cleleletlele RIRGRGRGRERS I IR Gan Gn Gn an o

Figura 8: Parte da rede IL? e seu dual %",

Uma configuracdo w € {0,1}E* d4 lugar a uma configuracdo w* € {0, 1}]E2*, definida
por w’ = 1—w,, Ve* € E?". No modelo de percolacio, dizemos que uma aresta
dual estd aberta se a correspondente aresta sobre Z? esta fechada e vice-versa. Logo,
a configuracdo w* é distribuida segundo o modelo de percolacdo independente de

parametro p* =1 — p.
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Um fato geométrico (veja referéncias [50, 57]) diz que, se em uma determinada
configuragdo w, a origem ndo esta conectada ao infinito, entdo w* contém um circuito

aberto na rede dual cercando a origem (veja Figura 9).

o———o—-—o———<|)

Figura 9: Um aglomerado finito da origem (em linhas sélidas) sendo cercado por um
circuito aberto na rede dual (em linhas tracejadas).
Seja (), 0 conjunto de circuitos duais de comprimento m cercando a origem que

passam pelo ponto (1 +1/2,0). Para p > 3/4 temos as seguintes desigualdades:

P, (0 # 00) = Pp(3y aberto € UpnQun) < Y, Y [Qun|(1 — p)"

n=1 m>=2n+4

<L L G-

n=1 m>2n+4

(4 —4p)®
= log(4(1 —p)’

onde, na primeira e na segunda desigualdades, usamos o fato de que todo circuito dual

que cerca a origem e passa por (n+1/2,0) tem pelo menos 21 + 4 arestas. Na terceira
desigualdade, usamos uma comparacado entre somas de Riemann e integrais junto com
a hipétese p > 3/4. A cota superior obtida acima, apesar de ndo ter nenhum significado
fisico, mostra que se p ~ 1 (mais precisamente, se p > 3/4), entdo IP,(0 «» o) < 1.
Dessa desigualdade segue imediatamente que IP,(0 <+ o) > 0 e, portanto, p.(d) <
3/4 < 1. Em outras palavras, para valores de p proximos de 1, a saber, maiores que
3/4, existem aglomerados infinitos. Portanto, para valores de p préximos de 1, existe

percolacao.
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Finalmente, usando a monotonicidade de 6;(p), podemos verificar que existe um
valor critico p.(d) ndo trivial, tal que se p < p.(d), entdo ndo temos aglomerado infinito
quase certamente e, se p > p.(d), entdo existe pelo menos um aglomerado infinito com

probabilidade positiva. O

Para uma prova recente e elegante do Teorema 2.6, onde nédo se faz uso do conceito

de dualidade, veja referéncia [44].

Observacao 2.7. O Teorema 2.6 nos diz que o modelo de percolagio independente de pardmetro
p ndo possui aglomerados infinitos quase certamente, se p < p(d). Por outro lado, encontramos,
com probabilidade positiva, pelo menos um aglomerado infinito se p > p.(d). Esta mudanga de
comportamento do modelo com respeito a existéncia ou ndo de um aglomerado infinito é chamada
de transicdo de fase. Quando p < p.(d), dizemos que o modelo estd na fase subcritica. Jd para
p = pc(d), dizemos que ele estd na fase critica e, finalmente, para p > p.(d) dizemos que ele

estd na fase supercritica.

Em dimensdes d > 3, o fendmeno de percolagdo nas fases subcritica e supercritica é
bem conhecido, porém, a fase critica permanece bastante misteriosa. Vale ressaltar, neste
ponto, que o problema em aberto mais famoso nesta drea é saber se existe aglomerado
infinito em p = p.(d), para d > 3. Ndo se conhece, ainda, uma férmula geral para p.(d),
com exce¢do de d = 1,2. Para d = 1, o modelo é trivial pois, exceto para p = 1, ndo existe
aglomerado infinito quase certamente por Borel-Cantelli e, portanto, p.(1) = 1 (veja
Proposic¢do 2.28). Ja para d = 2, o célculo explicito do ponto critico é feito no célebre
Teorema de Kesten. Este é um resultado muito profundo e de enorme importancia na
histéria da percolagdo. Kesten provou seu famoso teorema na década de 80, mostrando
que pc(2) = 1/2. Além de obter o valor explicito de p.(2), em seu famoso artigo, Harry e
Kesten também demonstraram que ndo ha percola¢do no ponto critico em dimenséao 2.

Como se pode ver no Capitulo 4 de [50], 64(p) é uma fungdo continua, exceto pos-
sivelmente em p = pc(d). Se 0;(p.(d)) = 0, entdo ,;(p) serd continua e seu grafico serd
semelhante com o da Figura 10 a esquerda (a seguir). Caso contrario, o grafico serd
mais parecido com o da Figura 10 a direita.

Para d genérico, qual comportamento de 6;(p) vale é uma questdo em aberto, mas
acredita-se que 6;(p) seja continua. Isso estd, de fato, provado em 2 dimensodes e em
dimensdes grandes. Veremos o caso bidimensional na Secdo 2.7. Para ver um método
de ataque, chamado de renormalizagio, ao problema de provar a continuidade de 6;(p)

em p.(d) para dimensdes maiores do que duas, veja o Capitulo 5 de [50].
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Figura 10: Possiveis comportamentos de 0;(p).

Observacao 2.8. Na demonstragio do Teorema 2.6 obtemos as seguintes estimativas para o
ponto critico em d > 2 dimensoes

1 3

ﬁ < Pc(d) < Z

Kesten provou na referéncia [81] que pc(d) ~ 1/2d.

2.4 ERGODICIDADE DA MEDIDA DE BERNOULLI

Seja L = (V,E) um grafo enumeravel e localmente finito. Escrevemos .# para a
o-algebra gerada pelos eventos cilindricos de {0, 1}E. As seguintes definicdes podem
ser encontradas na referéncia [65].

Um automorfismo de IL é uma bijecio 7 : V — V tal que, para todo u,v € V;
{u,v} € E se, e somente se, {T(u),7(v)} € E. Escrevemos Aut(IL) para o grupo
de tais automorfismos. O dominio de um automorfismo T pode ser estendido ao
conjunto de arestas E por definir 7({u, v}) = {t(u4), T(v)}. Um automorfismo 7 gera
um operador sobre {0,1}F, denotado também por 7 : {0,1}F — {0,1}F e é dado
por Twe = w,-1, para e € E. Uma varidvel aleatéria X : {0,1}F — R é chamada
T-invariante se X(w) = X(tw) para todo w € {0, 1}E. Uma medida de probabilidade u
sobre ({0,1}F,.#) é chamada t-invariante se y(A) = u(tA), para todo A € .Z.

Seja T um subgrupo de Aut(IL). Uma variavel aleatéria X : {0,1}F — R é chamada I'-
invariante se esta é T-invariante para todo T € I' e, similarmente, a definicdo se mantém

para uma medida de probabilidade u sobre ({0,1}F,.%#). A medida u é chamada
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automorfismo invariante se esta é Aut(IL)-invariante. Uma medida de probabilidade
u sobre ({0, 1}]E, #) é chamada I'-ergédica, se toda varidvel aleatéria I-invariante é
constante y-q.c. E claro que, se I’ C T, logo, u é T-ergédica sempre que esta seja
I"-ergodica. No caso, quando I' é um grupo gerado por um tnico automorfismo T,
usamos o termo T-ergddico (ou simplesmente ergdédico) em lugar de I'-ergédico.
Agora, retornamos ao uso do grafo LY e a classe de automorfismos chamados de
translacoes. Seja j € Z?, defina a fungio 0;: 7% — 7% por 0,(i) = i+j. O automorfismo
6; € conhecido como translagdo. Denotaremos o grupo de translacdes por 77, convenci-
onando que 6 é a aplicagdo identidade. Uma varidvel aleatéria X : {0, 1}Ed — {0, 1}]Ed

(respectivamente uma medida de probabilidade u sobre ({0, 1 ]Ed,ﬁ’ ) é chamada
P P H

invariante por translacio se esta é Z%-invariante.

Observacio 2.9. Se G = (V, E) é um subgrafo de .4, a translacdo de G por j € Z% é o subgrafo
0,G de 1.4, 0 qual estd formado pelo conjunto de vértices {6,(v) : v € V'} e 0 conjunto de arestas
de G transladados, isto é, {0j{u, v} = {6;(u),0;(v)} : {u,v} € E}.

Seja w uma configuragio em {0, 1}]Ed ej € Z4. A translagdo de w por j é uma configuragio

0w definida por (6;w). = (Ug;l , = We_j, para todo e € E“. Suponha que A seja um evento

no espaco de probabilidade ({0,1}E", F,Pp). A translagio de A por j é o evento 6;A = {w :
0w € A}. Logo, se A for um evento invariante por translagdes, temos que 0;A = A, para todo
j € Z8. A medida Py, serd invariante por translagdes se P, (A) = P((0;A), para todo evento A
etodoj € 7. Destacamos que a medida le(Gj-) é, também, denotada como Pyo 9]~(~).

Dada uma configuragdo w, alguns exemplos de eventos invariantes por translacdo
sdo: o evento em que todas as arestas sdo abertas em w, o evento em que existe um
aglomerado infinito (aberto) em w e o evento em que existem exatamente k aglomerados
infinitos em w, onde k = 0,1, - -, 0. J4 0 evento em que existe um aglomerado infinito
contendo a origem, na configuragdo w, ndo é invariante por translacdo, pois a traslagdo
de uma configuragdo, na qual a origem faz parte de um aglomerado infinito (aberto),

pode trasladar-se de maneira que o aglomerado ndo contenha a origem.

Proposicdo 2.10. A medida de Bernoulli IP, é invariante por translagdes, isto é, P, o 0, =1y,

para cada j € Z°.

Demonstragio. Para cada w € {0,1}F e F C E finito, consideremos o cilindro C(F, w).

Primeiro, verificaremos que

0,C(F,w) = C(6;F, 0jw), Vje 2z (18)
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De fato, isto segue das seguintes equivaléncias:
n € 0,C(Fw) 9].—1;7 € C(F,w) & 1gFr =wr & foF = (ejw)ale & 1 € C(O;F, Ojw).

Segundo, usando a identidade (18), mostraremos que a medida P, é invariante por
translagdes sobre a dlgebra de todos os eventos cilindricos, denotada por .27. De fato,
por defini¢do da medida IP,, temos

Py(C(F,w)) = [Mwe) = T A(wej—le) = [T MEw)e)

ecF 669]'1: 669]'1:

(18)

= P,(C(6;F, 6w)) "= Pp(8,C(F,w)) =P 0 6,(C(F,w)), Vje Z-

Finalmente, pelo Lema .36 (do Apéndice) concluimos que a medida P, é invariante

por translagdes. O

O seguinte Teorema pode ser encontrado em qualquer livro cldssico de introducao a

medida, por essa razdo, omitiremos a prova dele neste trabalho.

Teorema 2.11. Suponha que y é uma medida de probabilidade, ¢ uma dlgebra sobre algum
espaco amostral QY e % = 0(¥). Logo, para todo A € % e e > 0, existe U € ¢ tal que
HAAU) < e.

A tnica propriedade de eventos invariantes por translagdes que usaremos nesta secao

sdo aqueles eventos que tém probabilidade 0 ou 1.
Proposicdo 2.12. Se A € .F ¢é um evento invariante por translagdes, entio Py, é ergddica.

Demonstragido. Dada a sequéncia de caixas (An)yen C 7%, definamos por Fp, a o-
algebra que depende somente das arestas em A, isto é, F, = o(w, : e € Ay).

Fixe € > 0. Como a unido de uma sequéncia crescente de o-algebras é uma algebra,
temos que U,cN-#p, € uma dlgebra. Desde que qualquer evento pode ser expressado
como a unido enumerdvel de interse¢des de eventos que dependem somente de arestas
de caixas finitas, temos A € 0(U,en-Z4, ). Pelo Teorema 2.11, existe n € IN e um evento
U € F,, tal que P,(AAU) < €. Desde que |Py(A) — Pp(U)|< PL(AAU), temos que
[P,(A) —Pp(U)|< €. Dai

IP,(A)? — P,(U)%|= [Pp(A) + Pp(U)||Pp(A) — PH(UD)| < 2e. (19)
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Defina j = (n+1,0,---,0) € ZileV = o;U. Claramente, U e V sdo independentes e
tém probabilidades iguais. Logo, P,(U N V) = P,(U)P,(V) = ]Pp(ll)z. Substituindo isso

em (19), temos
IP,(A)? — Pp(UNV)|< 2e. (20)
Por outro lado, pela invaridncia de A, temos
ANV ={w:we AN wgUtU{w:wedlu N wg A}
={w:weAN 0;1w§éU}U{w:9;1w€U AN wégA}
={07 0 e AN gUYU{ e U A b & A}
:{9]-_111:17€A A n%U}U{Gj_IU:UEU ANngA}
= Gj_l(AAU). (21)

Dai, pela invariancia translacional de IP, (veja Proposicdo 2.10), temos P,(AAV) =
P,(AAU). Note, também, que como AAUNV) = (AAU)U (AAV),

P,(AAUNV)) < P(AAU) +Po(AAV) = 2P,(AAU) < 2e.
Portanto,
[P, (A) —P,(UNV)|< 2e. (22)
Combinando (20), (22) e a desigualdade triangular, temos
IP,(A) — Pp(A)?|< 4e.
Desde que € > 0 foi arbitrério, segue que IP,(A) = ]P%,(A). Portanto, IP,(A) € {0,1}. O

Observacao 2.13. A Proposigdo 2.12 pode ser provada em contextos mais gerais. Por exemplo,

para uma prova dessa proposicdo sobre grafos de Cayley veja [891, Proposigio 7.3, p. 208.

2.5 PERCOLACAO SUBCRITICA

Quando falamos de percolagdo subcritica estamo-nos referindo a percolagdo na fase

p < pc(d). Nesse caso, o Teorema 2.6 da secdo anterior nos diz que, quase certamente,
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ndo vamos ter a presenca de aglomerados infinitos (abertos), e é natural perguntar-se o
que podemos dizer sobre o tamanho do aglomerado infinito C que contém a origem.
O que veremos nesta se¢do é que a probabilidade do aglomerado C estender-se a uma

caixa de raio 7, decai exponencialmente em .

Defini¢ao 2.4. Dado p € (0,1), definimos a suscetibilidade, notacio x(p) = E,(|C|), como

o valor esperado do tamanho do aglomerado infinito contendo a origem.

Igualmente a fungdo 6,(d), a fungéo x(p) também experimenta um fenémeno critico
(veja Figura 11). Claramente, x(p) é ndo decrescente em p, desde que 8,(d) é ndo
decrescente em p. Por defini¢do, x(0) =1 e x(1) = +co. Além disso, temos os seguintes

resultados com respeito ao comportamento de x(p):

Figura 11: Comportamento da suscetibilidade x(p).

Proposicdo 2.14. Se p > p(d), entdo x(p) = +oo.

Demonstragio. Pelo Teorema 2.6, para p < p. temos que 0,(d) > 0. Logo, segue da
igualdade x(p) = Ep(L{|c|=co} [C]) + L1 nP,(|C|= 1). O

Observagdo 2.15. Em [64] prova-se que lim,,_,,, 4+ X(p) = +00.

Um resultado importante, o qual estabelece a finitude da suscetibilidade na regido

subcritica, é do seguinte teorema.
Teorema 2.16. Se p < p(d), entdo x(p) < oo.

Demonstragio. A prova deste teorema ndo é imediata e serd omitida neste trabalho (para

maiores detalhes, veja [64]). H
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No restante desta se¢do, assumiremos a definicdo de fronteira interna de um grafo se-
gundo a Defini¢do 1.2. Denotaremos A, para nos referirmos ao hipercubo d-dimensional
[—n,n]? N Ze.

Assumindo o Teorema 2.16, em seguida passamos a provar o decaimento exponencial

da percolacdo subcritica.

A

m (2)

/

L

OA,

8A7L+m

Figura 12: O vértice x é conectado por caminhos abertos disjuntos a origem e a superfi-

cie da caixa Ay (x).

Teorema 2.17 (Decaimento exponencial). Se p < pc(d), existe uma constante c, > 0 tal que
para todo n > 1, tem-se
P, (0 < 0A,) <e 7.

Demonstragido. Pelo Teorema 2.16 temos x(p) < +co0. Dado m, n € IN, definimos as caixas
Am(x), Ay € Ayym como estdo dispostas na Figura 12.

Da Figura 12, observe que
{0 > 0Au+m} C Uyean, {0 < x} o {x <> dA,(x)}.

Logo, pela desigualdade BK (veja Teorema 2.4) e pela invariancia translacional de Py,

temos

Pp(0 > 0Apem) < Y, Pp(0 <> X)Pp(x > Ap(x))
XEIA,

= [ Y. Pu0 > x)

XEIA,

Pp(x <> Am)

= Cp(n) - Pp(x <> Am).
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Como Y 320 Cp(n) = Yolo Xrvecon, Pp(0 < x) = Yo i c7a Py(0 <+ x) = E,(|C|) < oo, temos
que Cy(n) — 0, quando n — oo, e dai podemos escolher N tal que Cp(n) < 1.

Seja n € IN, pelo algoritmo da divisdo existem g,7 € IN (com 0 < r < N) tal que
n=qN +r. Desde que {0 <> dA;} C {0 <> dA,N}, temos

Pp(0 < 9A,) < Pp(0 4+ 0A,N)
< Cp(N) - Py(0 +» 0A_1n) < -+ < [Cp(N))T = eI (],

Como Cy(N) < 1, In[Cy(N)] < 0 e desde que n < (g+1)N, temos g > {5 —1 =
n(% — % > n(% — ﬁ) para todo n > N + 1. Definindo
1 1
kp = — (N - N+1> In [Cy(n)],

temos k, > 0 e qIn[Cy(n)] < —nky, para todo n > N + 1. Desde que um ntimero

finito de n’s satisfagca n > N, escolhemos b tal que I[’p(O < IN,) < e nb para todo
n < N. Finalmente, tomando ¢, = max{kp, b} concluimos que existe ¢, > 0 tal que
P, (0 <+ 0A,) < e P, paratodon > 1. O

2.6 PERCOLACAO SUPERCRITICA

No estudo de modelos de percolacdo, é natural perguntar-se quantos aglomerados
infinitos existem na fase supercritica p > pc(d). Veremos no Lema 2.19 que, para
cada p € (0,1), este nimero é constante quase certamente. Mais precisamente, em
1987, Aizenman, Kesten e Newman [7] mostraram que ai existe um tinico aglomerado
infinito quando p > p.(d) e uma das conjecturas centrais neste campo diz que: ndo
existe aglomerado infinito quando p = p.(d), d > 2. Isso foi provado para d = 2 em 1960
por Harris [71] e, em 1980, por Kesten [79]. Ja parad > 19 * (e para d > 7, quando se
adicionam lagos entre todos os pares de vértices dentro de alguma distancia L), em 1990
e 1994, foi provado, por Hara e Slade, que P, (5(0 <> c0) = 0 (para maiores detalhes
veja [69, 70]). A técnica de expansdo em lagos (usada por Hara e Slade) é esperada a ser
vélida até d > 6. Porém, para d € {3,4,5}, essa técnica ndo é valida.

Nesta secdo, provaremos que a medida de Bernoulli, quase certamente, tem, no

méaximo, um aglomerado infinito (veja Teorema 2.18 abaixo). Uma das ferramentas

Mais recentemente, Fitzner e Van der Hofstad [49] melhoraram o método de Hara e Slade, provando que

a percolagao critica sobre Z¢ nao possui aglomerados infinitos, para todo d > 11.
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fundamentais para provar este teorema é a independéncia do modelo. No préximo
capitulo, quando trabalharemos com o modelo de aglomerados aleatérios, provaremos
que a medida desse modelo, quase certamente, também possui, no maximo, um
aglomerado infinito. Para isso, trocaremos a independéncia do modelo pela conhecida
propriedade da energia finita (veja Proposicdo 3.38), j4 que o modelo de aglomerados
aleatérios é um modelo que carece de independéncia.

O Teorema 2.18 (abaixo) foi provado por Aizenman, Kesten e Newman [7]. Um
argumento de prova mais simples deste teorema pode ser encontrado no paper de
Burton e Keane [30]. Este teorema fornece a unicidade quase certa do aglomerado
infinito para o modelo de percolagdo independente. Uma pequena adaptagdo deste
teorema mostra que o modelo de aglomerados aleatérios possui, também, esta mesma
propriedade. Quando falamos simplesmente “modelo de aglomerados aleatérios”, nés
estamos nos referindo a ditos modelos sem presenca de campo externo. Quando este
modelo possui presenca de campo, a unicidade do aglomerado infinito depende muito
da invariancia do campo externo e da estrutura de grafo com que se esteja trabalhando.
No caso em que o campo externo for invariante, o modelo de aglomerados aleat6rios ou
a representacdo de modelos de aglomerados aleatérios sobre a rede d-dimensional 1.4
terd, quase certamente, um tinico aglomerado infinito (veja referéncia [20]). J4 quando
o campo externo ndo for invariante, precisaremos de alguma propriedade geométrica
adicional sobre o grafo em que se trabalha, a saber, a propriedade do grafo ser amena-
vel. Todos esses detalhes sobre o modelo de aglomerados aleatérios serdo estudados
aprofundadamente no Capitulo 6 (veja referéncia [36]). A propriedade da unicidade q.c.
do aglomerado infinito diz que, para valores de p maiores que o ponto critico, existe

um Unico aglomerado infinito, isto é, IP,(Existe um tnico aglomerado infinito) = 1.

Teorema 2.18 (Unicidade do aglomerado infinito, veja [7]). Na fase supercritica, isto é,

quando p > p., existe um tinico aglomerado infinito.

Demonstragio. Vamos denotar por N a varidvel aleatéria que conta o ntimero de aglo-
merados infinitos. Claramente, N, é invariante por transla¢des, pois as transla¢des das
configuragdes de {0, 1}]Ed ndo alteram seu nimero de aglomerados. Pela ergodicidade
de P, (veja Lema 2.12), temos que Pp(Neo = n € Z* U {o0}) é igual a zero ou um.
A prova da unicidade quase certa do aglomerado infinito pode ser deduzida como
consequéncia de dois lemas que mostraremos em seguida. O seguinte lema foi provado
por Newman e Schulman em 1981 (veja referéncia [99]) em contextos mais gerais, a

saber, para grafos conexos transitivos.
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Lema 2.19. Para cada p € (0,1),
P,(Noo € {0,1,00}) = 1.

Demonstragio. Desejamos provar que Ne € {0,1,00} quase certamente. Vamos fazer a

prova por contradigdo. Fixe ng # 0,1, o e suponha que
PPp(Neo = 119) = 1. (23)
Defina o evento
Ay = {ng aglomerados infinitos em Z“ \ A; interceptam Ay},

onde Ay = [—k,k]? N Z? é a caixa centrada na origem de lado 2k.
Observe que a sequéncia de conjuntos (Ag)x=o € monétona crescente e que Uy~ gAg =

{No = ng}. Logo, pela continuidade da medida, tem-se
kh_g)lo P, (Ax) = Pp(Ug=0Ax) = Pp(Neo = 1) = 1.
Portanto, podemos escolher um k > 0 tal que

Py(A) > 5. (24)

Observe que
Akﬂ{EEEAkIUJE:l} C {Noo=1},

pois, no evento acima, os 1 aglomerados estdo unidos pela caixa /g, ja que todas suas
arestas estdo abertas.

Dai, pela inclusdo dos eventos acima, por independéncia e pelo Item (24), temos
P,(Neo = 1) = Pp(Ag N {e € En, : we = 1}) = p™ P, (A)) > 0,
pois p € (0, 1), chegando assim a uma contradi¢do com (23). O
Lema 2.20. Para cada p € (0,1),
Py (Neo = o0) = 0.

Demonstragio. Observe que € suficiente provar que IP,(Ns > 3) = 0. Para isso, suponha

que IPy(Ne = 3) > 0. Definindo Q,_1 como a caixa centrada na origem de lado 2n — 1 e

F, = { Pelo menos 3 aglomerados infinitos (abertos) distintos interceptam Q,,_1 } p
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observe que { Ny > 3} = U,>1Fy, Fy, C Fy41, para todo n > 1. Logo, pela continuidade
da medida, temos limy,—,c IPy(Fy) = IPy(Neo > 3). Portanto, existe um ny € IN tal que se
n = ng, entao

IP,(F;) > 0. (25)

Dados trés pontos distintos y1,y2, € y3 em 0Q,,_1, defina o evento

Os pontos y1, 12, y3 pertencem a aglomerados infinitos (abertos)
Pno(yl/ Y2, y3) =

distintos usando apenas arestas exteriores a Q,,—1

Como Fyy C Uy, 45 Fne(Y1, Y2, y3), entdo por (25), para algum vy, y2, y3, temos

PP(Fno(yl/y2/y3)) > 0. (26)

Dados y1,y2, y3 existe x = x(y1, y2,y3) € Qy,—1 tal que existam trés caminhos de arestas
disjuntas no interior da caixa Q,,—1 ligando x a y1, y» e y3 (veja Figura 13). Denotando

estes trés caminhos por: «, B, e 0, respectivamente, definimos o seguinte evento

os caminhos «, B e 0 estdo abertos e as demais arestas do interior }

F/ 7 7 =
oY1, Y2, Y3) { da caixa Qy,—1 estdo fechadas
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Figura 13: Construcdo dos caminhos abertos disjuntos «, f e 6 no interior da caixa

Qno—1 ligando x a y1,y2 e y3 em duas dimensdes.

Defina Pr = {x é ponto triplo especial no interior da caixa Qy,—1}. Note que

{x € Pr} D Fuy(y1,y2,¥3) N Fy (1, Y2, ¥3)- (27)



2.6 PERCOLAGCAO SUPERCRITICA

Como P, (Fyy(y1,Y2,y3)) > 0, por independéncia de eventos, temos

0 < Pp(Fp, (1, ¥2,Y3)) Pp(Fuy(y1, ¥2,3)) = Pp(Ey (V1 Y2, y3) N Fag (Y1, Y2, Y3))

Usando a equagéo (27), segue que IPy(x € Pr) > 0. Pela invariancia translacional do
evento Pr, temos que a probabilidade de qualquer ponto ser um ponto triplo é constante,
isto &, existe uma constante positiva p tal que p = P,(x € Pr) > 0, Vx € Z°.
Seja X, a variavel aleatoria que representa o ntimero de pontos triplos dentro da caixa
Q,_1, entdao
Pp(Xy)= Y Pp(x € Pr)=(2n—1)p.

x€Qu—1
Ja que X;, é uma variavel aleatéria integravel, entdo IP,(X;, > E,(X;)) > 0 pois, caso

contrario, usando a desigualdade de Chebyschev, temos
1= Py(Xy < Ep(Xy) = lim Py(E,(X,) = X, > 1/K) <0,
0 que é uma contradi¢do. Assim
Py(X, = (2n — 1)*0) > 0. (28)
Por outro lado, afirmamos que, para todo n € IN,
Xn <4(2n —1). (29)

Para verificar esta afirmagdo, considere as componentes conexas dos pontos triplos
especiais usando apenas arestas no interior da caixa Q,_1. Suponha que cada compo-
nente contenha ny, ny, - - - pontos triplos especiais, logo, n1 +ny + - - - € o niimero total
de pontos triplos especiais no interior da caixa Q,_1. Do Lema 1.2, temos que existem
pelo menos n; + 2 ramos distintos dentro das 3n; possibilidades. Portanto, podemos
achar ) ;~1(n; + 2) ramos distintos de todos os pontos triplos e, como cada ramo de
cada ponto triplo toca pelo menos um ou mais vértices em algum lado de 0Q,,_1, temos

necessariamente que
Xn=) n <) nj+2<[0Qu1|=4@2n —1),
i>1 i>1
provando a desigualdade em (29).
Usando (28) e (29), obtemos a cota: (2n — 1)p < (2n —1)"'X,, < 4, a qual é vélida
para todo n € IN. Nessa dltima desigualdade, tomando o limite quando n tende ao

infinito, obtemos a contradicao. O
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CONTINUAGCAO DA PROVA DO TEOREMA 2.18.
Finalmente, para provar este Teorema, basta combinar os Lemas 2.19 e 2.20 para obter

que Py(Ne € {0,1}) =1, concluindo-se a prova. O

A prova do Teorema 2.18 é vélida sobre grafos bem mais gerais com certa propriedade
geométrica. Para enunciar dito teorema, faremos a seguinte definicdo de amenabilidade
de um grafo: diremos que um grafo infinito IL = (V, [E) é amendvel se inf{|0gV|/|V|} =0,
onde o infimo é tomado sobre todos 0s subconjuntos finitos conexos V de V e dgV é o
conjunto de arestas com um vértice em V e o outro em V/V; isto é, grandes volumes V
contém mais sitios que volumes de sua fronteira dgV. O conceito de amenabilidade é
originado em teoria de grupos, onde, em alguns casos, é definido de forma diferente.
O seguinte resultado é devido a Aizenman, Kesten e Newman [7], mas é comum

apresentar-se a prova deste resultado segundo o argumento de Burton e Keane [30].

Teorema 2.21. Seja IL um grafo conexo infinito, amendvel, tipo finito > e localmente finito. Se
p € (0,1), entdo
Py(lo) =1 ou Py(h) =1,

onde Iy é o evento em que existem exatamente k aglomerados (abertos) infinitos.

Demonstragio. Para maiores detalhes veja [27], Teorema 4, p. 121. O

2.7 O VALOR CRITICO EM DUAS DIMENSOES

E conhecido (e sera provado na Segdo 2.8) que para todo d > 2, 0 < p.(d) < 1. Por
volta de 1955 foi conjecturado que p.(2) = 1/2, porém isso nédo foi provado logo em
seguida. Em 1980 Kesten conseguiu prova-lo em seu celebre trabalho [79].

No modelo de percolagdo independente de parametro p, é facil ver que p = 1/2 é
o Unico ponto para o qual p é igual a p*. Chamamos este ponto de ponto autodual e
o denotaremos por py; (no Capitulo 3 definiremos formalmente o conceito de ponto

autodual). Ja que 2" é simplesmente uma cépia de IL? transladada pelo vetor (1/2,1/2)

Definimos uma relacdo de equivaléncia sobre o conjunto de vértices V de IL na seguinte direcdo: dizemos
que dois vértices x e y sdo equivalentes, notacdo x ~ y, se, e somente se, eles tém os mesmos vizinhos.
Seja V/~= {N1, N, - - -} o correspondente conjunto cociente. Um grafo infinito IL é de TIPO FINITO £, se

|V /~ |= k. Um grafo infinito IL é de tipo infinito, se |V /~ |= co.
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e que [Py~ é definida em termos de IP,, ha uma certa simetria entre estes dois modelos
de percolacdo. Como veremos a frente, os principais resultados deste trabalho estdo
concentrados na andlise do processo de percolagdo do modelo de aglomerados aleatérios
na rede IL? definidos no ponto p,; € (0, 1), onde tais processos, bem como a percolagio
de elos independentes de Bernoulli, apresentam maxima semelhancga possivel.

O resultado de Kesten é muito importante, ele estabelece o principal teorema desta se-
¢do. O Teorema de Kesten (Teorema 2.26 abaixo), segue diretamente como consequéncia

dos dois lemas seguintes:

Lema 2.22 (Argumento de Zhang, veja [50, 64]). Para o modelo de percolagio independente
em Z?* com parimetro p = 1/2, temos

I[)1/2(0 < 00) =0.

Demonstragdo. Mostraremos este lema por contradicdo, assuma que P; 5(0 <> ) > 0.
Em toda a demonstra¢do, vamos considerar p = 1/2. Para cada n > 1, defina a caixa

T(n) = [0, n]> N Z2, e os seguintes eventos:

Av(n) algum vértice sobre o lado u da caixa T(n) estd em um aglomerado
n)=
(aberto) infinito de Z? que nao usa outros vértices de T()

R, = {o tnico aglomerado (aberto) infinito em Z2 N T(n)° intercepta T(n)},

onde D¢ denota o complemento do conjunto D, u =¢,d, ¢, b denota os lados esquerdo,

direito, de cima e de baixo, respectivamente.

Observacao 2.23. Na prova deste lema, a notagio A°(n) ndo deve ser confundida com a notagio

de complemento de um conjunto.

Veja que os eventos A°(n), A%(n), A°(n) e Ab(n) sdo eventos crescentes. Além disso,

temos

A%(n) U A%n) U AS(n) U Ab(n) = {T(n) < o}. (30)

Como a medida de probabilidade IP, é invariante por rota¢des de angulo 71/2 da rede

L2, para cada n > 1, temos

P,(A"(n)) = const., ondeu=e,d,c,b. (31)
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Definindo a varidvel aleatéria No, como o nimero de aglomerados abertos infinitos,

segue do Teorema 2.18 que IP,(Nw = 1) = 1. Logo,
1=Py(Neo =1) = Pp(Up>0Rn) = r}l—I}n}o P,(Rn)
< lim Py(T(n) ¢ oo)
= lim IP,(A(m) U Am) U A°(n) U Ab(n)),
n—,oo

onde, na terceira igualdade, fizemos uso da continuidade da medida, j& que a sequéncia
de conjuntos (R;),cn € ndo decrescente. Na desigualdade, usamos simplesmente a
inclusdo de conjuntos e, na tltima igualdade, fizemos uso de (30).
Assim,
lim TPy (A°(m) U A%n)U A(n) U Ab(n)) = 1. (32)

Pela desigualdade FKG, por (31) e pelo truque da raiz quadrada (veja Apéndice, Propo-

si¢do .20), obtemos

—

4

P,(A*() > 1— [ 1— P, (A%(n) U A%(m) U A°(n) U AY(n) ] , ondeu=e,d,c,b.

Usando (32) e o Teorema do Confronto, podemos tomar o limite quando n — oo, na

desigualdade acima e concluir que
. " B B
nh_r>ro10 Py(A*(n)) =1, ondeu=e,d,c,D. (33)
Agora, tomamos N € IN, tal que se n > N, temos

P,(A"(n)) > 4

3 ondeu=e¢,d,c,b. (34)

Deslocando IL.? por (1/2,1/2), definimos a caixa dual T(n)* = T(n — 1)+ (1/2,1/2).

Definimos, agora, o evento

BY(n) = { algum vértice sobre o lado u de T(n)* estd em um aglomerado (aberto) } ’

infinito da rede dual 2" sem usar outros vértices de T(n)*

ondeu=e,d,c,b.
Considere o evento A = A¢(n) N A%(n) N B¢(n) N BY(n) visto como um subconjunto de

{0,1}¥*. Lembrando que p = 1/2, temos por (34) que

IP,(B*(n)) = IP1_,(A"(n)) > g, ondeu =e¢,d,c,b. (35)
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Por questdo de simplicidade, somente nesta tltima parte da prova, adotamos a

notagdo Q) = {0, 1}]E2. Logo, a probabilidade de que o evento A ndo ocorra é

1
Py(Q\ A) < Py(Q2\ A°(m) + Pp(Q\ A%(m)) +P1_p(Q\ B(m)) + P1_,(Q\ B'() < 5,
onde fizemos o uso das desigualdades (34) e (35). Resumindo, temos
1
IP%(A) Z > (36)

Como, quase certamente, hd apenas um aglomerado (aberto) infinito em 1.2 e I.2", entao
o aglomerado infinito que intercepta o lado de cima de T(N)* deve estar conectado a
algum ponto do aglomerado infinito que intercepta o lado de baixo de T(N)*. Além
do mais, esses pontos se ligam por algum caminho aberto dentro de T(N), pois esses
aglomerados sdo impedidos de se unir fora de T(N)* por conta da existéncia de

aglomerados infinitos na rede que interceptam os lados direito e esquerdo T(N) (veja

Figura 14).
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o | | o : ° o |l o ol el o |l o
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Figura 14: Argumento dos 4 bragos. Cruzamento cima-baixo em T(N)* bloqueando

cruzamento esquerda-direita em T(N).

Mas isso implica a existéncia de, pelo menos, dois aglomerados infinitos em 1.2, o que

contradiz o Teorema 2.18. Portanto, IP; 12(A) =0, 0 que contradiz (36). [
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Observacdo 2.24. O resultado do Lema 2.22 tem como consequéncia imediata que, em duas
dimensoes, pc(2) >1/2.

Lema 2.25 (Veja [50, 64]). Para o modelo de percolagio independente sobre Z* com pardmetro

p, temos

1

< —
pe(2) < >

Demonstragdo. Seja p = 1/2. Por contradigdo, suponha que p.(2) > 1/2. Pelo Teorema
2.17, existe ¢1, > 0 tal que Py 5(0 <> 9A,) < e "2, para todo n € N, onde A, =
[—n,n]> N Z? e dA, é a fronteira interna (veja Definicio 1.2).

Seja T(n) a caixa onde removemos as arestas dos lados leste e oeste da caixa [0, 7 +
1] x [0, n] N Z2. Seja o evento

A, = {existe um caminho aberto de esquerda a direita em T(n)}.

Considere a caixa dual T(n)* gerada pela caixa [0, 1] x [0,n+1]N Z?+(1/2,-1/2) com

as arestas do lado norte e sul removidas. Defina, também, o evento
A, = {existe um caminho fechado de cima para baixo em T(n)*}.

Pela invariancia de IPy /, € claro que IPq 5(A,) = Py /Z(A;) e exatamente que, ou ocorre
Ay ou ocorre Aj. Logo, Py 5(An) + 1Py 5(A}) = 1. Dai,

Py (An) =1/2, ¥n>1. (37)

Por outro lado, como A,, C ug;}{(o, k) <> k+ Ay}, para cada n > 1 temos

n+1

IPl/Z(An) < lel/z((o,k) <~ k+An) = (n+1)][31/2(0 o An) < (n+1)e—n 01/2,
k=1

o que contradiz (37) para n suficientemente grande. O

Para uma prova alternativa do Lema 2.25 veja [50], p. 51.

Teorema 2.26 (Teorema de Kesten, veja [79]). O ponto critico para o modelo de percolagio

independente sobre 72 ¢ igual a seu ponto autodual, isto é,

1
pe(2) = 5 ealém domais 05(pc(2)) = 0.
Demonstragido. Combinando-se os Lemas 2.22 e 2.25, o resultado segue. 0

Proposicdo 2.27. Seja 63,(R) o evento de cruzar da esquerda a direita em um retdngulo R na
rede bidimensional. Logo,
P, ;o(%i(R) = 1/2.

Demonstragio. A prova desta proposi¢cdo é um subproduto da prova do Lema 2.25. [
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2.8 PROBABILIDADE CRITICA

A seguinte proposigdo e o proximo coroldrio mostram que, no modelo de percolagado
independente, 0 caso d = 1 ndo tem interesse algum e que em d > 2, tem-se que
pc(d) € (0,1). Isso estabelece a existéncia de um comportamento que faz uma mudanga

abrupta no sistema de percolagdo.
Proposicao 2.28. Para d =1, temos p.(1) = 1.
Demonstragio. Seja p < 1. Como {0 <> co} = Ny,>1{0 <> n} UN,>1{0 <> —n} e 0 evento
{0 <> n} é decrescente, pela continuidade da medida, temos
. . _ . n

01(p) < nlgr(}o]Pp(O 1) +nl1_r>ro101Pp(O > n)= Zr}g];lop .
Desde que p < 1, temos que 6;(p) = 0. Portanto, p.(1) = 1. O
Corolario 2.29. Parad > 2, temos 0 < p.(d) < 1.

Demonstragio. A prova é consequéncia imediata do Teorema 2.6. [

2.9 ALGUNS PROBLEMAS EM PERCOLA(}AO

Desigualdade BK. Considere o espaco de probabilidade ({O,l}Ed,ﬁ, Py), F ao-
algebra de todos os subconjuntos de {0, 1}]Ed e P, a medida de Bernoulli definida
na Secdo 2.1. A desigualdade BK (veja Sec¢do 2.2) nos dd4 uma relacdo contraria a
desigualdade FKG com o evento A N B substituido pelo evento A o B, chamado de
ocorréncia disjunta. A desigualdade BK [119] estabelece que para cada evento crescente
A e B, tem-se
Py(A o B) < P,(A)Py(B).

Van den Berg e Kesten conjecturaram uma versao da desigualdade BK valida para
todo par de eventos A, B independente de serem crescentes ou ndo. Essa conjectura
foi provada em 1997 por Reimer [103]. Para enunciar a desigualdade de Reimer, dados

eventos gerais A e B, definimos o evento
AOB={w € {0,1}]Ed : 3F C E tal que wr € A, wge € B},

d
onde para F C Elewe {0, 1}]E , escreveremos (wr), = w, para e € F e (wr). =0, caso

contrario.

53



PERCOLA(;AO INDEPENDENTE

Teorema 2.30 (Reimer, veja [103]). Para todo evento A e B,
P,(AOB) < P,(A)Py(B).

O Teorema de Reimer tem, como casos especiais, a desigualdade FKG e a desigualdade
BK, desde que AOB = Ao B e AOB® = AN B, para todo evento crescente A e B. O caso

p = 1/2 se reduz ao seguinte problema de contagem: para cada evento A e B, tem-se
2/El| AnB|< |A[|B]. (38)

Em uma discussdo [118] de resultados parciais, foi provado que (38) implica o Teorema

de Reimer.

Suavidade da probabilidade de percolagdo. E conhecido que 6;(p) = 0 para p < p.(d)
(veja Teorema 2.6) e que 0,(p) é infinitamente diferencidvel quando p > p.(d). O maior
problema existente na atualidade é provar que 8;(p.(d)) = 0, o que é equivalente a

provar que

04(p) é continuo em p.(d).

Esse problema tem sido resolvido quando d = 2 (veja Teorema 2.26), portanto, para
a seguinte discussdo, assumiremos que d > 3. E conhecido que a probabilidade
critica pc(d) de Z% é a mesma que a probabilidade critica p.(d, H) do semiespago
H = Z* x Z%1 (veja [67]). Além disso, é conhecido, também, que H ndo possui
aglomerados infinitos [9], quando p = p.(d, H). Dai, é necessario descartar a seguinte
possibilidade peculiar: quando p = p.(d) quase certamente existe um aglomerado
infinito (aberto) que se decompde quase certamente em finitos aglomerados sempre que

7 se divida em dois semiespacos disjuntos.

Expoentes criticos. Pensa-se que a fungdo 8;(p) se comporta de maneira similar a
|p — pe(d)]P no limite quando p | p.(d). Denotamos isso por 8;(p) ~ |p — pc(d)|P quando
p — pc = 0, onde B = B(d) é um expoente critico que ndo depende da estrutura do latice

em particular. Nenhuma prova é conhecida sobre a existéncia do nimero

_ log 0,4(p) }
= lim { —=2 =~ __ %,
p plpe(d) {loglp — pe(d)]

Possivelmente,

a(p)|p — pe(dIF< 0a(p) < b(p)|p — pe(@)|P, para p > pc(d),
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para algumas fungdes a e b que sdo de variagdo limitada quando p | p.(d). O valor de
B = B(d) depende de d. E conhecido que

B(2) = %, B(d) =1, parad>=6.

Quando d = 2, acredita-se que todos os expoentes criticos sdo racionais. Quando
d > 6 acredita-se que qualquer expoente critico dado, toma o mesmo valor que quando
o latice é substituido por uma arvore regular finita (veja referéncias [69, 80, 9o]).

A primeira prova de que p.(2) = 1/2 utiliza autodualidade da rede 7> (veja Secdo
2.7). Denotando o ntimero de aglomerados abertos por vértice, por x(p) = E,(|C|™}),

Sykes e Essan [115] estabeleceram a seguinte relacdo

k(p)=x(1—p)+1-2p. (39)

Assumindo que x tem uma tnica singularidade no ponto p.(2), segue de (39) que x tem,
também, uma singularidade em 1 — p.(2). Como a singularidade de « é tinica, temos
pe(2) =1— p(2) e dai pc(2) = 1/2. Provas alternativas do fato p.(2) = 1/2 sdo disponiveis
em [64, 79]. No entanto, ndo se exclui que « seja infinitamente diferencidvel em [0, 1].
E conjecturado que x é duas vezes diferencidvel, mas nao trés vezes diferenciavel no

ponto p.(d).

55



O MODELO DE ISING/POTTS E O
MODELO DE AGLOMERADOS
ALEATORIOS

Os modelos de sistemas de particulas que estudaremos neste capitulos sdo: o modelo
de Ising (1925), o modelo de Potts (1952) e o modelo de aglomerados aleatérios (1972).
O modelo de Ising (veja referéncia [77]) é o modelo mais simples e o mais estudado
de sistemas de spins para estudar transi¢do de fase. Esse modelo é fundamental para
o estudo de ferromagnetos e tem gerado enorme interesse em matematica e fisica ao
longo das tdltimas décadas. Inicialmente, esse modelo foi estudado por Wilhelm Lenz,
que propOs a seu aluno de doutorado, Ernst Ising, como tema de tese. Ernst Ising
introduziu este modelo em 1925, em sua tese doutoral [77], resolvendo-o completamente
para Z e descobrindo que nenhuma transi¢do de fase ocorre. Ele concluiu erroneamente
que este deve ser o caso se todas as dimensodes foram d > 1. Apesar disso, 0 modelo
foi rebatizado com seu nome, mas os falantes de inglés normalmente adulteram a

prontincia de seu nome.

O modelo de Potts (veja referéncia [102]) é atribuido a Renfrey Potts, que descreveu o
modelo perto do fim de sua tese doutoral em 1951. Esse modelo foi relacionado com
o modelo de Potts planar ou modelo de relégio. O modelo de Potts foi sugerido a ele
por seu orientador, Cyril Domb. O modelo de Potts planar de quatro estados é por
vezes conhecido como o modelo Ashkin-Teller, desde que Julius Ashkin e Edward Teller
consideraram um modelo equivalente em 1943. O modelo de Potts estende o ntimero
de estados do modelo de Ising de 2 a g estados e estd relacionado com, e generalizado
por, varios outros modelos, incluindo o modelo XY, o modelo de Heisenberg e o modelo
N-vector. O modelo de Potts, de longo alcance, é conhecido, também, como o modelo
de Kac.

Apesar da sua simplicidade como modelo de um sistema fisico, o modelo de Potts é

atil para o estudo de transicao de fase. Por exemplo, sobre o latice bidimensional 1.2
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com | > 0e g > 5, foi predito que este modelo exibe uma transi¢do de fase de primeira
ordem (isto é equivalente a existéncia de mais de um estado de Gibbs) na fase critica.
Nesta mesma fase, quando g < 4, uma transicdo de fase continua (isto é equivalente a
existéncia de um tnico estado de Gibbs) foi observado em [43], como no modelo de
Ising, onde g = 2. Outros usos deste modelo sdo encontrados através de sua relagdo com
problemas de modelos de percolagdo, Tutte e polindmios crométicos que usualmente
sdo encontrados em combinatéria. O modelo de Potts tem uma estreita relacdo com
o modelo de aglomerados aleatérios de Fortuin-Kasteleyn (veja referéncia [51]), um
outro modelo da Mecanica Estatistica. Entender essa relacdo tem ajudado a desenvolver
métodos eficientes como o método de Monte Carlo para a exploragdo numérica do
modelo para valores de g suficientemente pequenos.

O modelo de aglomerados aleatérios nos dd um quadro abrangente para os modelos
de Ising e Potts. O aspecto em comum que tem estes trés sistemas é que a singularidade
ocorre em pontos de transi¢do de fase. Cabe ressaltar, também, que estes trés modelos
tiveram origem na Fisica Matemética. A familia de medidas de aglomerados aleatérios
(isto é, medidas de probabilidade as quais governam esse modelo) ndo é uma extensao
das medidas de Potts. A relacdo existente é mais sofisticada, tal que correla¢des para
modelos de Potts correspondem a conexdes no modelo de aglomerados aleatérios. As
referidas conexdes existentes sdo conhecidas como representagdes grificas do modelo de
Potts. Portanto, a estrutura de correlagdo de um modelo de Potts pode ser estudada por
meio da geometria estocdstica correspondente a um modelo de aglomerados aleatérios.
A intuigdo por trds deste estudo geométrico vem frequentemente da percolagao, pela
qual o modelo de aglomerados aleatérios é de fato uma extensdo. Os objetivos deste

capitulo séo:

v' formular os modelos de Ising/Potts e de aglomerados aleatérios,

v’ apresentar o método de acoplamento: medidas de Edwards-Sokal para os modelos

de Ising/Potts e de aglomerados aleatdrios,

v’ estudar algumas propriedades bésicas do modelo de aglomerados aleatérios:

ordenamento estocdstico (desigualdade FKG), associacdo positiva e, finalmente,

v’ apresentar alguns problemas em aberto concernentes ao modelo de aglomerados

aleatdrios.

Observacao 3.1. Dado um subgrafo finito G = (V, E) C 1L, nas Segoes 3.1 e 3.2 escrevemos 0V

para nos referirmos a fronteira externa de um grafo sequndo a Definicdo 1.1. No entanto, na
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Secdo 3.4 usaremos essa mesma notagdo para nos referirmos a Definigdo 1.2 de fronteira interna.

Esse uso de notagio serd especificado com muito cuidado em seu respetivo contexto.

3.1 O MODELO DE ISING EM GRAFOS ENUMERAVEIS

O modelo de Ising para um ferromagneto (em uma dimensdo) foi analisado por
Ernst Ising em 1925, em sua tese de doutorado [77]. O ferromagnetismo, que aparece
em muitos metais ordindrios como o ferro e o niquel, se entende como a presenca de
magnetizacdo espontanea inclusive quando ndo ha campo magnético externo. Isso se
deve a uma fracdo importante dos momentos magnéticos (ou spins) dos 4tomos que
se alinham na mesma direcdo devido a interagdo entre os mesmos, dando lugar a que a
amostra se magnetiza. Este alinhamento se produz unicamente a temperaturas baixas
ou por debaixo de uma temperatura caracteristica chamada de temperatura de Curie.
Por acima dessa temperatura os spins estdo orientados ao acaso, de forma que ndo ha
um campo magnético externo. Na temperatura de Curie, como na transigao, aparece
uma fenomenologia diferente: por exemplo, o calor especifico é divergente e a energia e
magnetizacdo tem derivada descontinua com respeito aos parametros termodinamicos.

O modelo de Ising retrata, de forma precisa, o seguinte experimento: uma pega de
ferro é colocada em um meio com presenca de um campo magnético externo, com
uma intensidade que cresce de zero até seu maximo e depois se reduz abruptamente a
zero. O ferro retém alguma magnetiza(;éo residual se, e somente se, a temperatura é
suficientemente baixa. A temperatura critica para este fendmeno é a temperatura de
Curie. O modelo de Ising é um modelo simples para o estudo da transi¢do ferromag-
nética, que é resoltivel analiticamente. Se parte de uma rede regular, que imita a uma
rede cristalina de ferro ou niquel, em cujos sitios se coloca um momento magnético
ou spin. Matematicamente, suponha que particulas sdo colocadas nos vértices de um
grafo enumerdvel arbitrdrio IL = (V, [E). Cada particula tem a caracteristica de possuir
somente dois estados: para acima ou para baixo, + ou —. Os valores dos spins sdo
escolhidos aleatoriamente de acordo com uma certa medida de probabilidade regida
essencialmente por interacdes entre particulas vizinhas. Em seguida, descrevemos em
detalhe a medida de probabilidade associada ao modelo de Ising.

Como j4 haviamos falado anteriormente, seja L = (V,[E) uma rede enumerével

arbitraria. Cada vértice i € V é ocupado por uma particula com um spin aleatério.
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Uma vez que os spins sdo assumidos a ter dois tipos de estados basicos, definimos o
espago amostral, chamado de espaco de configura¢des, como sendo o seguinte produto

cartesiano
Y={o=(0;:i€V):0,€{-1,+1}, Vie V} ={-1,+1}V.

Cada elemento o € X serd chamado de configuragdo de spins. Fixada uma configuragado
o € X o valor ¢; serd chamado de spin no sitio7 € V.

Podemos considerar diversas métricas em X, mas vamos optar por uma métrica
d:¥ x ¥ — R que gere a topologia produto em ¥ = {—1,+1}V. Para construir uma de
tais métricas, primeiro fixamos (arbitrariamente) um vértice x € V. Seja B(x, r) a bola
techada de centro x € V e raio r > 0. A distancia entre duas configuragdes o, w € X é
definida por

d(o, w) = 2—inf{r>0:a,-=w,-,VieB(x,r) e JjedB(x,r) tal que oj#w]-}.

Se o conjunto involucrado na defini¢do (da distancia) acima for vazio, convencionamos
que seu infimo é +co para que a distancia de ¢ a w seja nula, para o caso ¢ = w.

A topologia induzida por d em X é justamente a topologia produto de {—1,+1}V.
Denotamos por #(X) a o-dlgebra de Borel em %, isto é, a o-algebra gerada pelos abertos
de X.

Defini¢ao 3.1 (Condicdo de fronteira). Fixada uma configuragio y € X e um subgrafo finito

G =(V,E) C L, definimos o conjunto finito (que depende unicamente de e V')
s ={ce:o=p; parai € V\V},
conformado de configuragdes que coincidem no complementar de V com respeito a V.

A configuracdo p, na defini¢do acima, é usualmente chamada de condigio de fronteira
sobre V, este nome é razodvel pois y determina e fixa todos os valores que podem
assumir os spins do conjunto ZP{, na fronteira de V.

Para definirmos o modelo de Ising na rede IL primeiro fixamos duas familias de
parametros: a primeira familia é chamada constante de acoplamento e é constituida
por intera¢des indexadas em cada par de sitios (extremidades de uma aresta) da rede,
notagdo: J = (J;j:4,j € V) € RY. A segunda familia ¢ chamada de campo externo e é
formado por nimeros reais indexados nos sitios da rede, notagdo: h = (h; : i € V) € RVY.
Suponha que a seguinte condi¢do de regularidade é valida

2 |]ij|< o, VieV. (40)
jeEV
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Fixada a constante de acoplamento | satisfazendo a condi¢do de regularidade (40) e
o campo externo h, o Hamiltoniano do modelo de Ising, a volume finito V C V com

condigdo de fronteira y € ¥, é definido pela fungdo Jf;l” "/Ismg : 2 — R como

Jsin _
Sy P©@) == ) Jyoioj— Y hioi— ) Jijoip, 0 €X (41)
ijev iev i€V, jedV
{i,j}cE {ij}€E

Para cada configuragdo o, %’;fl ",Ismg(a) é interpretado como a energia do sistema
associadoo a ¢.

Cabem destacar duas observagdes neste ponto. A primeira é que ndo foi indicada
na notacdo do Hamiltoniano a dependéncia em J. A razdo disso é que estaremos
mais interessados em entender como se comporta este modelo quando variamos o
campo externo h. Outra observacdo é que a condi¢do de regularidade (40) garante que
%’;l” {,Ismg(a) esteja bem definido para todo o € X.

Dizemos que o modelo de Ising com constantes de acoplamento J = (J;; : i,j € V) tem

alcance r € N se

r=sup {|[li —jl: J; # 0} .
1,jeV

Quando r = 1, dizemos que o modelo é de primeiros vizinhos. Se 1 < r < +oo,
dizemos que o modelo é de curto alcance e quando r = +0o, dizemos que o modelo é
de longo alcance. Uma classe muito importante de acoplamentos é a dos chamados

ferromagnéticos, que sdo todos os acoplamentos J tais que J;; > 0, para todo i,j € V.

Observacao 3.2. Neste trabalho estamos interessados em acoplamentos ferromagnéticos, isto é,
Jij 2 0 Vi, j € V. Porém, vdrios resultados obtidos aqui sio vilidos para acoplamentos mais

gerais.

Medidas de Gibbs do modelo de Ising em IL. O préximo passo é definir o conjunto das
medidas de Gibbs do modelo de Ising ao inverso da temperatura > 0. Esse conjunto
serd denotado por %;Sing(] ,h). A construgdo desse conjunto é bastante elaborada e sera
feita ao longo desta secdo.

Fixe as constantes de acoplamento J, o campo externoh = (h;:i € V) € RY e B > 0.
Para cada condicdo de fronteira p € £ e V C V finito, definimos uma medida de
probabilidade A%, ., : B(X) — R de modo que para cada ¢ € ¥ temos

ﬁ/hlv
[ apltlIsing
L_ o Py "0 g e s
Ay _ Qpﬂr g
ﬁ,h,V({O-}) - phyv (42)
0, caso contrario,
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onde Qfﬁ“ 4 ?,ng é um fator de normalizacdo chamado de fun¢do de parti¢cao e dado por

gy Ismg Z e—,B %” Ismg

UEZ”

Para a segunda etapa da constru¢do do conjunto das medidas de Gibbs vamos
considerar as medidas de probabilidade construidas acima como elementos do conjunto
M(Z, F), que é formado por todas as medidas de probabilidade definidas sobre o
espago mensuravel (X, .%#), onde .% é a o-dlgebra dos borelianos em %. De maneira
usual vamos considerar o conjunto M;(X,.#) como espaco topolégico munido da
topologia fraca. Com essa topologia sabemos que o espago topolégico My(XZ, F) é
metrizavel, compacto e, também, é bem conhecido que uma sequéncia (v,),eNn C
M1(Z,.7) converge fracamente para v € M (X, .¥) se, e somente se, para toda fungdo
continua limitada f : ¥ — R temos

lim [ v(do) f(o) = /Z u(do) F(0).

n—oo Jy

A rigor, na defini¢do de convergéncia fraca simplesmente deveriamos pedir que a
fungdo f seja continua, pois, pelo Teorema de Tychonoff, o espago X é compacto.

Seja (1n)neN uma sequéncia arbitrdria em X e (V};),eN uma sequéncia arbitraria ndo
decrescente de volumes finitos em V tal que V,, T V (convergéncia no sentido de
sequéncias de conjuntos, isto é, U>",V;, = V). Pela compacidade de M;(X,.#) segue
que a sequéncia ()‘g,nh,v,,)”EN possui pelo menos um ponto de acumulagao. Entdo, o

seguinte conjunto é nao vazio

C((,un)ne]Nr (Vn)nelN) = {V e M, 7):

v é um ponto de acumulagao }

Al
da sequéncia (/\ﬁfhlvn)ne]N

Agora definimos Gg(J,h) como sendo a unido de todas as colegdes C((pn), (Vi) va-
riando (Mn),eN sobre todas as possiveis sequéncias em X e variando sobre todas as
colecdes (Vy)neN crescentes de volume finito que convergem para V.

Ja que My (%, 7) € um conjunto convexo, podemos definir Env(Gg(J, h)), a envoltéria
convexa de Gg(J, h), que é simplesmente a interseéo de todos os subconjuntos convexos
de My (X, #) contendo Gg(J, h). Finalmente, estamos prontos para dar a definigdo do

conjunto das medidas de Gibbs do modelo de Ising.
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Definicao 3.2. O conjunto das medidas de Gibbs do modelo de Ising ao inverso da temperatura
B > 0 na rede IL serd denotado %gsmg e definido como sendo o fecho, na topologia fraca, do
conjunto BEnv(Gg(J, h)), isto ¢,

%gsmg = Env(G4(J, ).

Algumas das medidas da forma (42) se destacam no estudo do modelo de Ising.
Entre elas estdo aquelas obtidas a partir de (42) tomando a condicdo de fronteira u
tal que p; = +1 para todo i € IL ou y; = —1 para todo i € IL. Estas condi¢des de
fronteira sdo chamadas de condi¢des de fronteira mais e menos, respectivamente. Por
exemplo, no caso da condigdo de fronteira ser escolhida como a mais, escrevemos /\Jﬁr,h,v

e, analogamente, para a condi¢do de fronteira menos.

- = - = - — ++ + + + +
+++++++++++
++ + +H+ -+ |+ +
— ++—+——++++—V—|——|—+
- + i+ - =+ = = + =i+ +
— + H++ =+ F H+++++ F
++ A
+++++ ++ +
Figura 15: Ao lado esquerdo representamos a condicdo de fronteira menos y = — e no

lado direito a condigdo de fronteira mais y = + sobre o volume V.

Omitindo no Hamiltoniano (41) o dltimo somatério, obtemos o chamado modelo de
Ising com condigdo de fronteira livre. Esse modelo pode ser pensado como aqueles que
acabamos de introduzir mas tomando-se uma “condi¢do de fronteira” u = 0, isto é,
u; = 0 para todo i € V. As aspas sdao devidas ao fato de que a rigor y = 0 ndo é uma
condicdo de fronteira, pois ndo é um elemento do espaco X. Vamos adotar esta notacdo
porque ela nos fornece uma maneira bastante conveniente para falar do modelo de Ising
com condicdo de fronteira livre.

Dado um subgrafo finito G = (V,E) C L, a medida de Gibbs do modelo de Ising
com condicdo de fronteira livre sobre o volume V serd denotada simplesmente por
Ag v Para cada subgrafo finito G fixado, a medida de Gibbs deste modelo esta definida

sobre {—1,+1}" pela expressdo

1 . Ising
/\,B/h/V({U}) = Ising e ﬁl%ﬁ/v @ (43)
ZLon,v
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onde ﬁfﬁ Wy é a funcdo de particdo e %ﬂ g((7) é o Hamiltoniano definido por
s
K, 0) == Y Jijoioi— ) hio.
{i,j}eE icv

Definicao 3.3 (Valor esperado-modelo de Ising). Se f : ¥ — R é uma varidvel aleatdria,

definimos o valor esperado de f com respeito i medida A%, , ., de maneira usual

BhV

Myny D= [ V@) @) = X @) A, @)

ocEL

Nos casos em que as condigoes de fronteira sejam u = £ ou y = 0 (livre), usaremos as notagdes

A!ﬂ;h v € Ag v para denotar os respectivos valores esperados.

3.2 O MODELO DE POTTS EM GRAFOS ENUMERAVEIS

Ao longo desta secdo vamos considerar que a rede IL = (V, [E) e o parametro q € Z,

estdo fixados. O espago amostral para este modelo sera

Y, ={0=0:ieV):0,€{1,2,---,q}, VieV}={1,2,--- 4},

cujos elementos sdo chamados de configuragdes de spins. Seja um subgrafo finito de

=(V,E) CLL e u € ¥;. Analogamente a segdo anterior definimos o conjunto (finito)
Z;{VE{&qu:@:yiparaiEW\V}.

A medida de Gibbs do modelo de Potts de g estados com condigdo de fronteira u
sobre o volume V é definida como sendo a medida de probabilidade 7'CZ hav sobre
(&4, $(X;)) dada por

,Potts
—BA T (0) .
U Qfﬂ,ll’otts e hav , Se0 € ZZ v
SR 0) = P ’
ﬁ/h/qlv( ) /S,h,q,V
0, caso contrario,

JPotts . ~ s
onde 5’,’; oy €umaconstante conhecida como fungdo de parti¢do e expressa por

P
]/t Potts —B. hyq ‘[/ms
UGZ
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e o Hamiltoniano %” # q Potts

M

(0) é dado por

y,Potts _ s
'%’;l,q, Z ]1] 0,0 %P - Z ]1]50—1',]4]' (44)
i,jeVv p=1lieV i€V, jeoV
{ij}€E {i,j}€E

comh=(h,:iceV;p=1,--,9) e RVx--xRY, J=(J;:i,jeV)eRY,p>00
inverso da temperatura e J;, 5, € a fun¢do delta de Kronecker que vale um se ¢; = Jj e
Zero caso contrario.

Como no modelo de Ising, algumas condi¢des de fronteira tém papel fundamental
no estudo do modelo de Potts. Destacam-se, neste contexto, g4 condi¢des de fronteira,
formadas por configuracdes de spins que sdo constantes ao longo de todos os sitios da

rede. Este conjunto de condic¢des de fronteira é precisamente o conjunto
{pex,:3le{l,---,q} tal que y; =1, Vi € V}.

Como na secdo anterior, definimos o modelo de Potts a volume finito V com condicgdo
de fronteira livre (4 = 0), simplesmente removendo do Hamiltoniano (44) o tultimo
somatorio. Nesse caso, as nota¢es para a medida de Gibbs, fungdo de particdo e
Hamiltoniano séo 755 ., 27 Potts e PO respectivamente. Mantendo a notacio da

4 ’q’V’ ,Bh/q/ h/ /V
secdo anterior, vamos denotar o valor esperado de uma varidvel aleatéria f : ¥ — R

por
g = /Zq ooy @Nf@) = ) f@) mgp (0). (45)

gexy

O conjunto das medidas de Gibbs do modelo de Potts, ao inverso da temperatura
B > 0 na rede L, serd definido em semelhanca ao conjunto das medidas de Gibbs do

modelo de Ising e serd denotado por %g otts,

Observacao 3.3. Salientamos que quando estivermos considerando campos externos gerais no
modelo de Potts, que sdo da forma (hi,p ieV;p=1,---,9) € RY x --- x RY, vamos usar a
notacio h. No caso especial onde q = 2 e o campo externo for da forma h; | = —h; » = h; vamos
denotd-lo simplesmente por h em analogia ao modelo de Ising, jd que tal notagdo facilitard a

compreensdo de argumentos que utilizam a relagdo entre estes dois modelos.

Observacao 3.4. O Hamiltoniano do modelo de Potts com q = 2 estados e condigio de fronteira
livre, onde h;1 = —h;» = h;, Vi € V é dado por

Ay @) == Y i — Y,

{i,j}€E eV

h;

ey, — bo,) (46)
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Identificadas, para cada i € V, as varidveis de spin (Potts) 6; € {1,2} com as varidveis de spin

(Ising) 0; € {+1, =1}, fazendo 1 <> 1 e 2 <+ —1 temos a seguinte relagdo
1 1 1
0,0 = 31+ 0)(1+0)+ (1= )1 =) = (1 + )

que usada em (46) nos fornece a igualdade

. 1 s 1 Jii h:
Mz (0) = 5,550 — 5 Y == ) SA+ae) =) T 4)
{ij}eE {ij}eE iev
Com base nessa observacdo, podemos mostrar o seguinte lema, o qual nos fornece
uma equivaléncia entre o modelo de Potts de dois estados e 0 modelo de Ising, ambos

com condicoes de fronteira livre.

Lema 3.5. Seja G = (V, E) um grafo finito, & € {1,2}V e o € {—1,1}V duas configuragdes

correspondentes, segundo a bijecdo definida na Observagio 3.4. Entdo para todo B > 0 temos
App,v(0) = Tt 2, v(0).

Demonstragio. A prova desse lema segue diretamente das defini¢des destas duas medi-
das de Gibbs, do uso da bijecdo definida na Observacédo 3.4 e da identidade (47). De

fato, para o modelo de Ising com condicdo de fronteira livre, temos

Isin
Agpv(0) = 1. e By o) _ 1_ oP Liijyek Jijoioj+B Licy hioi
B.h, glsmg c@plsmg /
BhV Bh,V

para qualquer configuragdo de spins ¢ € X.. Multiplicando e dividindo o lado direito da

igualdade acima pelo fator ef Lij<V Jii, obtemos

Jii h;
1 2PLiijieE S+ (1+0,0)+2B Licy £0;

Apn,v(0) Tsin
#ts g BY1ijyek Jij
%,h,v el ~lij}teEJij

Se ¢ denota a configuracdo correspondente a ¢ segue da identidade (47) que

1 ¢ 2PV O

Appv(0) = (48)

Ising ;BZ{','}EE]ij ’
Zeny ¢

Como Agp v € uma medida de probabilidade, entdo de (48) temos

Potts _ golsing  BY iacpJii
Lapnoy = Lppy € T

Substituindo esta dltima igualdade no denominador de (48) e usando a defini¢do da
medida de Gibbs do modelo de Potts obtemos, finalmente, que Agp v(0) = 724 4 2 v (7).
O
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Em seguida damos a defini¢do de funcao de dois pontos que serd amplamente usada

na proxima segao.

Defini¢do 3.4 (Funcdo de dois pontos). Fixe g € {2,3,---} e 0 campo externo h como em
(44). Considere T8 fia v @ medida de Gibbs do modelo de Potts com q estados definida sobre um
grafo finito G = (V, E). A funcio de dois pontos Taha,v é definida para cada par x,y € V pela

seguinte expressio

1
T,Bft,q,V(x’ y) = ﬂﬁfl,q,V(UX = a‘y) — a

Note que na defini¢do acima 1/4 é exatamente a probabilidade de dois spins indepen-

dentes, tomando uniformemente g valores sejam iguais.

3.3 O MODELO DE AGLOMERADOS ALEATORIOS EM
GRAFOS FINITOS

Seja G = (V, E) um grafo finito. O modelo de aglomerados aleatdrios sobre o grafo G é
definido por uma familia de medidas de probabilidade sobre o conjunto de subconjuntos
de E. Tomamos o espago de configuragdes {0, 1}E, cujos os elementos sdo vetores com
entradas 0 e 1: w = (w, : e € E) chamados de configura¢des. Diremos que uma aresta e
¢ aberta (ou tem estado aberto) em w se w, = 1 e é fechada (ou tem estado fechado) caso
contrario. Denotamos 7(w) = {e¢ € E : w, = 1} como o conjunto de arestas abertas em w.
Existe uma correspondéncia univoca entre configuragdes w € {0,1}F e os subconjuntos
F C E, dado por F = n(w). Seja k(w, G) o namero de aglomerados (ou componentes
conexas) do grafo (V, n(w)).

Fixada uma configuragdo w € {0, 1}E dizemos que um caminho y = (vp, e1,v1, €2, - -,
en,vy) de G é aberto em w se todas suas arestas pertencem a 7(w), isto é, w,, =
1,Vi=1,---,n. Dois vértices distintos x,y € V, estardo conectados na configuragdo
w, e escrevemos x <+ Y, se existe um caminho aberto v = (vo, e1,v1,€2,- - -, €n, V) Na
configuracdo w tal que vy = x e v, = y. Um subgrafo F de G é dito conexo em w se
quaisquer dois de seus vértices podem ser ligados por um caminho aberto inteiramente
contido em F.

A componente conexa de x € V em w é formada pelo conjunto de vértices

Crlw)y={yeV:x<yemw}U{x}.
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O conjunto Cy(w) é chamado de aglomerado aberto de x na configuragdo w. Note que
k(w, G) inclui na contagem vértices isolados. Associaremos com {0,1}F a c-algebra dos
subconjuntos de {0, 1}£, denotada por .Z.

Uma medida de aglomerados aleatdrios sobre G tem dois parametros p = (p;; €
[0,1]: {i,j} € E) € [0,1]F e g € Z*, denotada por ¢

mensuravel ({0,1}£, %) da seguinte maneira

o fia, G € € definida sobre o espaco

k(w,G) q
1 . .
(Pp,q,h,c(CU) = QfT Bj(w) | | E eﬁzleKa(w) hf,p, w € {O,l}E, (49)
p/fl/q/G a=1 p:l

onde b = (hl-/]!J ieV,p=1,---,9) € RY x --- x RY denota o campo magnético externo,
os conjuntos Ky(w), - - -, Ki(w,G)(w) sdo os aglomerados do grafo aleatério (V, 17(w)), Bj(w)

representa o fator de Bernoulli

Bjw)= [1 pi II Q—pyp (50)

{i,j}:wij=1 {i,j}:wijZO

e Q; Rﬁcq ¢ € a constante de normalizacao

k(w,G) q L
Zigc= L Blw) T Lefhest.
T we{01)E a=1 p=1

Com a notagdo estabelecida acima, escreveremos o valor esperado de uma varidvel
aleatéria f : {0,1}F — R por

0psaclD= [ oo f@) = L F@) gy () (51)

we{0,1}E

Proposicdo 3.6. Em (49),sejaq=2,hj1=—his =h,ic Veh=(h;:icV)e RY. Para
cada w € {0,1}F temos

1 k(w,G)
Pp2hclw) = FRC By(w) [T 2cosh (h(Ky)),
p.h2,G a=1
onde h(Ky) = BYick, (w)hi-
Demonstragiio. Segue diretamente da definicdo (49) de ¢p 24 G- ]

Em seguida, introduziremos a defini¢do de fun¢do conectividade que sera relevante

na apresentacdo de nosso trabalho.
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Definicao 3.5 (Func¢do conectividade de dois pontos). A fungio conectividade de dois pontos

no modelo de aglomerados aleatdrios, com medida de Gibbs ¢ é definida para cada par

phaG’
x,y € V como sendo a probabilidade que x e y estejam conectados por um caminho de arestas

abertas, e sua notagio serd cpp fig c(x < y).

Os valores de g para os quais se tem interesse sdo os valores inteiros, desde que o
modelo de aglomerados aleatérios com g € {2,3, - - -} corresponda, em certa forma, ao
modelo de Potts com g estados. Em contraste, a Se¢do 3.4 estd devotada a teoria de
medidas de aglomerados aleatérios sem presenca de campo externo e com parametro

g > 0 real.

Acoplamento: modelo de Potts e aglomerados aleatérios em grafos finitos

A familia de medidas que governam o modelo de aglomerados aleatérios em grafos
finitos ndo é uma extensdo das medidas de Potts. A relagdo existente é mais sofisticada
e é tal que correla¢des para modelos de Potts correspondem a conexdes no modelo de
aglomerados aleatérios. Isto é, a estrutura de correlacdo do modelo de Potts pode ser
estudado por meio da geometria estocastica correspondente ao modelo de aglomerados
aleatorios.

Fortuin e Kasteleyn descobriram que o modelo de Potts pode ser relacionado com o
modelo de aglomerados aleatérios em grafos finitos. Além disso, a relacdo existente
entre esses sistemas facilita o estudo do fendmeno de transicdo de fase do modelo de
Potts. Usando uma técnica conhecida como acoplamento, construimos em um espago
probabilidade (comum) os dois modelos. Na literatura, o acoplamento padrdo para os
modelos de Potts e de aglomerados aleatdrios é formado pelas conhecidas medidas de
Edwards-Sokal. Esses tipos de medidas serdo de fundamental importancia no que segue.

Enfatizamos que, nesta secao toda, vamos apresentar a primeira e uma das princi-
pais partes de nosso trabalho [36] (no entanto, a segunda parte do trabalho [36] serd
desenvolvida completamente no Capitulo 6). Para isso, consideraremos o modelo de
aglomerados aleatérios sobre o grafo finito G = (V, E), segundo a Definicdo 49.

O modelo de Edwards-Sokal, num grafo finito G = (V,E), é definido por uma
sequéncia de medidas de probabilidade sobre o produto cartesiano {—1,+1}" x {0,1}F.
Para definir essas medidas ou acoplamentos, necessitamos introduzir a seguinte notagdo

de consisténcia para um elemento desse produto cartesiano.
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Definicio 3.6 (Consisténcia de configuragdes). Diremos que as configuragies o € {—1,+1}V

e w € {0,1}F sdo consistentes se
wijj = 1 = 0= 0j, V{l,]} € E.
Para cada elemento (0, w) € {—1,+1}V x {0, 1}, definimos

Ao, w) = ]1{(5,;7)6{—1,+1}V><{0,1}E: se 17;j=1, entdo éi:Cj}(U/ w). (52)

Fixadas as constantes de acoplamento J = (J;; € [0,00] : 7,j € V), g € Z" e p > (,
definimos o parametro p = (p;; € [0,1] : {i,j} € E) € [0, 11% por

Pij =1 —e_q'B]"f.

Para cada (0, w) € {—1,+1}V x {0,1}F, a medida de Edwards-Sokal a volume finito
G = (V, E) é definida por

1 Yicv Ty hi pbs,
Vg0 @) = s B@)A(@,w) - Bkt (53)
ch/q/G
onde Bj € o fator de Bernoulli definido em (50), dy,,0; € a fungéo delta de Kronecker que
vale um se 0; = 0; e zero caso contrario, § > 0 € uma varidvel inverso proporcional a

temperatura no sistema e pr Eg’ é a fungdo de particdo que é dada por

q/G
i 9 hi 05
Zyhac = L By(w)A(e, w) - P icy et irtoi
(c,w)e{-1,+1}Vx{0,1}E
Note que
) Vyhac@w) =1
(o,w)e{-1,+1}V x{0,1}E
A medida v, ; foi introduzida em 1987 por Swendsen e Wang [114] e feito mais

p/h/q/G
explicita por Edwards e Sokal em 1988. Em seguida apresentaremos uma serie de
resultados prévios para poder provar o seguinte teorema que estabelece que a w-
marginal de VphigG €2 medida de aglomerados aleatérios e a o-marginal é a medida de
Gibbs para o modelo de Ising, significando que Vp fio,c € UM acoplamento de Agp v e
®p,n2,G, sempre que g = 2. Um resultado andlogo para o caso q € {2,3, - - -} é presentado

mais a frente, generalizando os argumentos que apresentar-se-do em seguida.
Lema 3.7. Seja B >0, Q € R" e q € Z*. Entio
#1Q06ap=1) — p—Q 4 [1 _ equ] 5

a,bs

para cada a,b € R.
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Demonstragido. Podemos verificar diretamente que
190w = § 14 (1 —8,) e 19 = [1 - e_qQ} Sap+e 19 =e"19+ [1 — e‘qQ} Oabs
o que conclui a prova. O

Para mostrar a arte das medidas de Edwards-Sokal, apresentaremos nesta se¢do o
caso g =2. O caso geral g € {2,3,-- -} serd apresentado na Se¢do 2 do Apéndice, pois

este caso tem provas similares ao caso g = 2 com suas respetivas adaptagoes.

Casog=2:

A seguinte observagdo e a Proposi¢do 3.6 sdo muito importantes no decorrer da

apresentacdo deste caso.

Observacao 3.8. Em (53), fazendo q = 2, hj1 = —hjp, = h;, Vic€e V,h = (h;:i € V)e
identificando, para cada i € V, as varidveis de spin (Potts) 6; € {1,2} com as varidveis de spin

(Ising) o € {+1, =1}, isto é, fazendo 1 <+ 1 e 2 <+ —1 temos a seguinte relagdo:

1 . . .
1/]),I'I,Z,G((TI (JJ) = QPT BI(CU)A(O’I (JJ) . eﬁ Yiev hz‘Tz.
p.h2,G

Lema 3.9 (Veja referéncia [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito. Considere o modelo de
Potts de dois estados com Hamiltoniano dado por (46) ao inverso da temperatura > 0 com
constantes de acomplamento | = (J;; : i,j € V) e campo magnético h = (h; : i € V) tal que
hi = hi1 = —h;s. Sejap;; =1— e 2Plii. Entao

e*Zﬁ(%f’ft&S(&HZ{iJ}eE Jij) _ Z H Pijfstfi,tfj H (1— Pz’j) . ePLiev hiU'i’
we{O,l}E {i,j}:w,-jzl {i,j}l(d,‘jZO
para cada & € {1,2}V ec € {—1,+1}V.

Demonstragido. Usando a definicdo do Hamiltoniano (46) e sua relagdo com o Item (47),

veja que

o 2B O T e Ti) = 2B (Eiiiyer i~V Kiev hib (31 —0c,,-1))

_ 6252{1‘,]'}615 Jij0o;,0;=1) P Licv hiai,
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onde, na segunda igualdade, usamos a identidade dy,,0; = A+ 0;05). Usando p;; =
1 — e 2Pli ¢ 0 Lema 3.7 comg =2, Q = BJjea=o0;,b =0, temos que a primeira

exponencial da segunda igualdade acima se escreve

- H (pijétfl‘,q + (1 - pl])) . e.B Ziev h,‘U’i'
{ij}eE

Aplicando o Lema 1.7 na expressdo acima, ficamos com

=Y | IT pidoe; TI Q—py)|-ePrievhion (54)

E'CE \ {ij}eF {i,j}eE\F

Note que o conjunto de todos os pares da forma (E’,E\ E') , onde E' C E, estd em
bijecio com o conjunto {0,1}E. De fato, a aplicacdo (E/,E\ E/) — {1}E" x {0}E\F'

fornece tal bijecdo. Usando essa identificagdo a expressdo (54) se reescreve

- Z H pijéﬂi,Uj H (1 — pl]) . eﬁ Liev hioi,

(UE{O,l}E {i,j}:w,-j=1 {z,]}w,]=0

o que conclui a demonstragao. O

Lema 3.10 (Veja referéncia [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito. Considere o modelo de
Potts de dois estados com Hamiltoniano dado por (46) ao inverso da temperatura > 0 com
constantes de acomplamento | = (J;; : i,j € V) e campo magnético h = (h; : i € V) tal que

hi = hiy = —hip. Sejap;j =1— e~ 2Plii. Entdo existe uma constante C = C(B,G) > 0 tal que

Potts  _ ES
”@FZﬁ,h,Z,V =C ‘Qﬁp,h,Z,G'

Demonstragio. Observe que a func¢do de particdo do modelo de Potts de dois estados

com Hamiltoniano dado por (46) pode ser representada como

DD DI a1 A PR — ¢ 2B(ASF O e Jy).
7 . v e lgz{i,]’}eE ]1] v
re{1,2} ce{-1,+1}
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Definindo C = e??Xtiii<E)ii > 0 e usando o Lema 3.9, podemos verificar que a expressao

do lado direito da igualdade acima pode ser rescrita como

=C Z H Pijfsoi,aj H (1 —py) . eB Liev hio;
g,w

{i,j}:wij=1 {i,j}:a),‘]‘ZO

=C Z H pI] H (1 — pl]) A((j/ w) . e,BZithi‘Ti
o,w

{ijhwy=1 {i,j}:w;=0

=C Z Bj(w)A(r, w) - eBrievhioi — ¢ QFPI?E,Z,G’
g,w

onde, na ultima igualdade, usamos a Observagéo 3.8. O

l,se Vi,j, wy; =1=0;=0, 1 —
0, outro caso 0 ------

Figura 16: Observe que, dada uma configuracao w € {0,1}¥, a condigdo de consisténcia
determinada por A(c, w) forga todos os spins dos vértices de cada aglomerado

de w a ter o mesmo sinal (ou mesma cor) em ¢.

Lema 3.11 (Veja referéncia [36]). Seja B > 0 o inverso da temperatura, G = (V,E) C L um
subgrafo finito, w € {0, 1}F fixado e A(o, w) como definido em (52). Denote por k(w, G), o

niimero de aglomerados do grafo (V, n(w)). Entdo a sequinte identidade é vdlida.

k(w,G)
Y. Ao,w)-ePrievhivi = TT 2cosh(h(Ky)),
ce{-1,+1}V a=1

onde h(Ky) = BY ik, hi e os conjuntos Ky, - - -, Ky, ) denotam os aglomerados de (V, n(w)).
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Demonstragido. Decompondo a soma em V sobre os aglomerados do grafo (V,5(w))

temos a seguinte igualdade

k(w,G)
Z hi(fi = Z Z I’li(Ti.
% x=1 icKy

Para cada configuragdo de spins ¢ € {—1,1}" tal que o par (r,w) € {—1,1}V x
{0,1}F satisfaz A(c, w) = 1, temos que os spins em cada aglomerado de (V, 7(w)) tém o
mesmo sinal (veja Figura 16 acima).

Pelas propriedades elementares da fun¢do exponencial e pelas observagdes feitas

acima segue que

Z Ao, w) - eP Liev hioi _ Z Ao, w) - eP Yo Ciexy hivi
ce{-1,+1}V ce{-1,+1}V
k(w,G)
= Z Ao, w) - H B ek Mivi (55)
ce{-1,+1}V a=1

Considerando a decomposi¢do V em seus aglomerados, segundo a configuragdo w,

temos V = I_II;(:“i’G)Ka. Essa decomposicdo define uma bijecdo natural entre os espagos

k(w,G)

{-1,+1}V e JJ {-1+1}
a=1

Por questdo de simplicidade, denotamos um elemento genérico do produto car-
. k(w,G — :
tesiano Ha(:{ ){_]_,+]_}Ka por (UKll"'laKk(w,G))’ onde ok, = (0; 11 € K;) para cada

j=1,---,k(w, G). Dessa forma podemos fazer a seguinte identificacdo

o= (0K, - -,UKk(w,G)).

Abusando um pouco da notagdo, podemos escrever

k(w,G)
Ao,w)= ] Mok, w).
a=1

Usando, agora, as relagdes estabelecidas acima temos as seguintes igualdades

k(w,G)
ZA(O-, w) - P Yicv hioi Z H A0y, W) - P Lick, hici
o

(UK:[,“'/UK}(((U,G)) a=1

k(w,G)

= H Z A(0kg, w) - eP Licke hio;

a=1 0k,
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Por causa da condigdo de consisténcia, para cada « fixado cada um dos somatoérios que
aparecem do lado direito acima tém exatamente duas parcelas ndo nulas, uma dada
pela configuracdo onde todos os spins em K, assumem o valor +1, e a outra dada pela
configuracdo onde todos os spins de K, assumem o valor —1. Portanto, a expressao

acima se reduz a

i€Ky

k(w,G)
H 2cosh (ﬁ Z h)

concluindo-se a prova. [

Lema 3.12 (Veja referéncia [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito, p;j =1 — e 2bli b =(n :
ic€V)ep>D0.Logo

226 = Lyhac
Demonstragdo. Basta reordenar as somas que definem a fung¢do de particdo do modelo
de Edwards-Sokal (Observagao 3.8) e, em seguida, usar o Lema 3.11 e a defini¢cdo da
funcdo de particdo do modelo de aglomerados aleatérios para q = 2 (Proposigdo 3.6),

como mostrado abaixo.

-ﬂfph 2.G Z B]((JJ)A(O’I (JJ) . eﬁ ZieV hjo; = ZBI(('U) ZA(O-’ CU) . eﬁZiEV hio;
o,w w o

k(w,G)

=Y Bj(w)- H 2 cosh(h(Ky)) = h2G
Il

A seguinte proposicdo estd relacionada com o conceito de energia livre. Se G = (V,E) é

um subgrafo finito de IL = (V, [E), a energia livre para o modelo de Potts é definida por

1 P
‘1/1%1] |V| log %ﬁo}tzta |44

fPotts —
sempre que este limite exista.
Analogamente, definimos a energia livre para o modelo de aglomerados aleatdrios,

¢ sempre que o limite respectivo exista.

56 FR
notacgao: Y

Proposicdo 3.13. Considere o modelo de Potts com constante de acoplamento constante, isto é,

Jij =], Vi, j. Sobre a rede hipercubica d-dimensional, a seguinte relagdo
fPotts +4‘B] =2 ;1}%

entre energias livres, dos modelo de Potts e de aglomerados aleatérios, é vilida. Claramente,

estamos supondo que os limites, respectivos, que definem as energias livres existem.
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Demonstragio. Consideremos a caixa A, = [ —n,1]NZ% n > 1 e denotemos por Ej,
seu conjunto de arestas. Note que, |Ex, |= 2(3)7 e |A,|= 3%, 0 que implica |En, |/|An|= 2

Por outro lado, dos Lemas 3.10 e 3.12, temos

Potts 2ﬁ]|EA | zRC
%,B/ / 7 11 ! g’h’z’c

Usando as relagdes acima, obtemos

fPotts+4ﬁ] _ _nhm 1 log< 2ﬁ]\EAn|ff1;o}tlt2 V)

—oo | Ayl Y

__;}E’Elomlog h,Z,GZZ( L TEr

RC ) _ o ¢RC
‘Qpp,h,Z,G) =2fy 4
(0] que encerra a prova. OJ

Em particular, comportamentos singulares das energias livres fPOtts f de ambos
os modelos sdo relacionados e, portanto, pode-se estudar o fenomeno de transicao
de fase do modelo de Potts através da transicdo de fase do modelo de aglomerados
aleatorios.

A seguir enunciaremos e provaremos o principal resultado (préximo teorema) desta
secdo. A parte técnica da demostragdo desse resultado foi praticamente feita nos lemas

anteriores e, a partir de agora, nosso trabalho é apenas usa-los de maneira adequada.

Teorema 3.14 (Medidas marginais de v, g, veja [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito,

B>0pji=1- e 2Pli como acima e h = (h; : i € V) um campo magnético arbitrdrio. Entdo

(1) Z Vph2,G(0,w) = Agpv(0) (0-marginal de vy}, )
we{0,1}E

(2) Y. Vph,2,6(0, W) = Ppp2clw) (w-marginal de v, p ).
ce{-1,+1}V

Demonstragio. (1) Usando as defini¢des do fator de Bernoulli Bj, da medida de proba-
bilidade do modelo de Edwards-Sokal e o Lema 3.10 com C = e?PLiijiee]ii obtemos as

seguintes igualdades

1 . . .
Z 1/p,h,z,G(‘T/ w) = FES 2 Bj(w)A(o, w) - B Licv hioi
we{0,1}F ph2,G wel{01}E
C . . .
(QPPOH’,S Z H pijéo‘,-,aj H (1 — pl]) elB ZIEV hzal X
2802,V we{01}E \ {i,j}wj=1 {i,j}:w;j=0
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Aplicando, agora, o Lema 3.9, podemos verificar que o lado direito da igualdade fica

_ € BT @ e )
odfPotts
28,h,2,V

= Tpn2,v(0) = Apny(0),

onde, na ultima igualdade, usamos o Lema 3.5.

Passaremos, agora, para a prova do Item (2). Para calcular a w-marginal de v, basta
usar a defini¢do da medida do modelo de Edwards-Sokal, em seguida, observar que o
fator de Bernoulli é constante com respeito a soma em ¢ e, por tltimo, aplicar os Lemas

3.11 e 3.12, como mostrado abaixo.

1 . . .
2 Vph2,G(0,w) = wES Bj(w) 2 Ao, w) - eP Liev hici

ce{-1,+1}V ph2,G ce{-1,+1}V
= ZRC By(w)- [ 2cosh(t(Ky)) = ¢ppnoc(w).
p.h2,G a=1
Note que na tdltima igualdade usamos a Proposigao 3.6. O

Corolario 3.15 (Medida condicional de vgp g, veja [36]). Dada uma configuragio w €
{0,1}E, para cada o{—1,+1}V temos

1

Ao, w) - B Liev hioi
1592 cosh (B(K,))

Vph2,G(0|w) =

Demonstragio. Relembrando a defini¢do da medida de probabilidade 7455 () dada
em (45), segue do Lema 3.9, onde para qualquer varidvel aleatéria g : {1,2}V — R sdo

vdlidas as seguintes igualdades

Topnav@ = Y, 80)pnov(®)

oe{1,2}V
1 N —Z'ijPOtts([T)
= yDotts Z g(0)-e h2V
28,02,V oe{1,2}V
C — spPotts (4 o B
= Potts Z Q(0)-e 2B( A5 O L jyek Jif)
2,02,V 6€{1,2}V
282,V oe{-1,+1}V we{0,1}E {i,j}:w;=1 {i,j}:ij=0
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onde C = e*Xiiice)i > 0. Usando a definicdo do fator de Bernoulli, as condi¢coes
de consisténcia e rearranjando a ordem dos somatérios, podemos reescrever a tltima

expressdo do lado direito acima como segue

QJLLPPotts 8(‘7) Z B](a))A(a, a)) . e:B Yiev hio;
28h2,V oe{-1+1}V we{—1,+1}F
ffPotts Z Bf(w) Z g()A(o, w) - B Liev hioi
2h2V wel01}E ce{ T1)E
Segue dos Lemas 3.10 e 3.12 que C~ 1;@”21;0’?3 v %Elfz = %Rh - Multiplicando e

dividindo a tltima expressdo pelo produtério que aparece na definicdo da medida do

modelo de aglomerados aleatérios podemos verificar que a expressdo acima é

_ v Bi(w) - TT;4 2 cosh(h(Ka) A, w) - eBTiev i
; ZyhinG Z @ 1592 cosh(h(K,))

A0, w) - eP Liev hici
Y. Y, )
weonEoer oy T4 2cosh(h(Ky)

‘Pp,h,z,G (w).

Portanto,

Ao, w) - ePLievhici
T h,2,v(8) = Z [Zg( ) k(“{ G)ZCOSh(h(le))

Pph2,6(wW). (56)

Por outro lado, usando o Teorema 3.14, temos

Togn2v@) = Y, 80)pnov(0)= Y 8(@)Wpn2,6(0, w)
Fe{1,2}V (c,w)e{-1,+1}Vx{0,1}E

=) [Zg(a Wpn2,6(0 |w)] Ppnocw).  (57)

Finalmente, comparando (56) e (57) obtemos a conclusao. O

O proximo teorema de correlacdo-conectividade (veja Teorema 3.17) relaciona a
medida de Potts e a medida de aglomerados aleatérios sobre grafos finitos. Esse
teorema é de grande importancia em nosso trabalho [36] pois, além de estabelecer uma
relagdo muito bonita, nos da uma alternativa de possivel cdlculo de probabilidade do
evento {0y = 0y} com respeito a medida de Potts via medida de aglomerados aleatérios
de eventos de conectividade entre os spins oy e 0y. Em linhas gerais, esse teorema

generaliza vérios resultados expostos no livro cléssico [65], por exemplo, se generaliza
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o Teorema 1.16, p. 11 desta referéncia quando se tenha auséncia de campo externo (isto

2

é, h= 0). Antes de formular dito teorema, introduzimos o seguinte lema técnico.

Lema 3.16 (Veja referéncia [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito, x,y € V vértices distintos

e w € {0,1}F uma configuracio de arestas fixa. Se x > y em w, entdo

k(w,G)
Z L=, A0, w) - ePLievhiti = 2 cosh(h(Ky) + h(Ky)) - H 2 cosh (h(Ky)),
ce{-1,+1}V ao;;lu

onde Ki(w) = Ki(w, x) e Ky(w) = Ky (w, y) sdo aglomerados disjuntos (de vértices) contendo

0s vértices x e y respectivamente e h(Ky) = B Y ek, hi-

Demonstragio. A técnica usada na prova deste lema é semelhante aquela usada na
prova do Lema 3.11. Seja V = I_II;(:“{’G)K,X a decomposicdo do conjunto V em termos das
componentes conexas do grafo (V, 77(w)). Lembramos que

k(w,G)

{-1,+1} = ] {-11} (58)

a=1

e que um elemento genérico deste produto cartesiano sera denotado por (0k,, - - -, Ok, )
onde ok, = (0;:i€K;p), Vj=1,, k(w,G). De maneira natural identificamos o =
Ok 1 TRy

Suponha que x e y sdo vértices distintos, tais que x ¢ y em w. Sejam K; e K,
aglomerados (disjuntos) contendo os vértices x e y, respectivamente. Considerando a
decomposicdo de V mencionada acima temos imediatamente a seguinte igualdade

Kw,G)
Z]]'{Ux=(7y}A((TI CU) . e,BZi€V hio; = Z]]_{U_X:U_y}A(O-, CL)) . 1—[ eﬁ ZiEKa hiai.
v o

a=1

O préximo passo é decompor o evento {0y = 0y} de forma que possamos reescrever a

expresséo acima como segue

k(w,G) , k(w,G) ,
= Z]l {ov=0,=+1} Ao, w) - H B Yicky hidi 4 211 (0v=0,=—1} Ao, w) - H P Licky hidi
o a=1 [ a=1

Como observado anteriormente, temos A(c, w) = HI;(:“{’G) A(ck,, w). Usando o Teorema

de Fubini-Tonelli (veja Apéndice, Teorema .24), reescrevemos a expressao acima como
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k(w,G) k(w,G)
= MEK)+h(Ky) H Z Aok, , w) - B Licky hiti 4 p—h(Kt)—h(Ky) H Z Aog,, w) - B Licky Midi
a=1 0Ok, a=1 0Ok,
aFtu aFt,u
k(w,G)
=2cosh((K;) +h(Ky) [] Y Aok, w) - ef Rieka 0, (59)
a=1 0Ok,
aF#t,u

Por causa da condi¢do de consisténcia, a somatéria sobre ox, possui apenas duas
parcelas ndo nulas. Nessas parcelas os valores dos spins sdo constantes, igual a um ou

menos um e, portanto, temos que o produtério acima admite uma forma mais simples

dada por
k(w,G) Kw,C)
H Z A(UK ,CL)) . eﬁZiGK“ hiUi = H [eh(Ktx) + e—h(sz)
a=1 0k, prlic
aFtu i
k(w,G)
= H 2COSh(h(K,x)). (60)
a=1
aF#t,u
Finalmente, substituindo (60) em (59) concluimos a prova. 0

Para enunciar o préximo teorema de correlagdo-conectividade necessitaremos relem-
brar as Defini¢oes 3.4 € 3.5 (com g =2 e h;1 = —h;» = —h;), dadas nas Se¢des 3.2 e 3.3,

respectivamente. O Lema 3.16 é de fundamental importancia na prova deste teorema.

Teorema 3.17 (Correlacdo-conectividade, veja [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito, x e y

dois vértices distintos no grafo G. Entio

1 1
Tph2v (L Y) = 5Pphac(X V) + 5Pphac <11{x;,4>y} -tanh(h(K})) - tanh(h(Ku))> ,
onde Ki(w) = Ke(w, x) e Ky(w) = Ky (w, y) sdo aglomerados disjuntos (de vértices) contendo os

vértices x e y, respectivamente na configuragio w, h(Ky) = B Yick, hi € Pp () foi definido

em (51).
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Demonstragido. Usando a defini¢do da fungdo de dois pontos (Defini¢do 3.4) e fazendo

algumas manipulagdes simples podemos observar que

. . 1
Topn2v(XY) = Topnov(0x =0y) — 5

1
= 2 (H{Ux =0y} ) T02B,h,2, v(0)

Fe{1,2}V

1
= Z (ﬂ{ax =0y} ) VBh,2, c(o, W)
(c,w)e{-1,+1}Vx{0,1}E

= ) [ )3 (H{UxZU'y} - %) Vgh2,6(0 w)] Ppn2clw),  (61)

we{01}E |oe{-1,+1}V

onde, na terceira igualdade, invocamos o Teorema 3.14. Uma vez que 6, 2(1 +0,07),

segue do Coroldrio 3.15 que que o lado direito da expressdo acima é

A0, w) - eP Liev hici
H’;(:i’c) 2 cosh (h(Ky))

‘Pp,h,z,G (w)

3 (10 3)

Ao, w) - eP Liev hici
K@,C)
[1,57" 2cosh(h(Ky))

1
= ;ﬂ{ﬂ—)y}(w) [; (ﬂ{oxz(fy} - E) (Pp,h,2,G(w)

A0, w) - eP Liev hici
159 2 cosh(h(K,))

Pph2,G (w)

1
+ ;ﬂ{x%y}(w) [; (ﬂ{axztfy} - 5)

=L +D. (62)

Note que, se x <> y em w e o par (7, w) € consistente, entdo, oy = 0;,. Dessa observagado

e do Lema 3.11 segue que

1
L= §¢p,h,2,c(x < Y)- (63)
Por outro lado, temos pelo Lema 3.11 que

A(o’ a)) e,B ZzEV hlUl

- ——4>phzc(x £ y)+ Zﬂ{xm}(w) Z {ox=0y} H %2 cosh (h(Ko)) Pph2,6(w)

= —%(Pp,hlzlc(x §L> y) + Tz. (64)
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Para simplificar um pouco a expressdo de I, fazemos uso do Lema 3.16, obtendo

A0, w) - ePLiev hici

L=Y1,, 1y oy w
2 ; {xsy} ; {ox=0y} Hi(zai’c)Zcosh (h(K)) Ppn2,6(w)
2 cosh (h(Ky) + h(Ky)) - n"j;;’ic) 2 cosh(h(K,))
— 1 w aF#t,u w
; {x%)y}( ) H];(:“{’G) 2 cosh (h(K,X)) ¢p,h,2,G( )

1 1 cosh(h(K;) + h(K}))
= 2% [ {x#v} cosh(h(Ky)) - cosh(h(Ku))}

1
= 59926 (Lxssy) - {1+ tanh (h(K) - tanh (h(K,))} ) (65)
Substituindo (65) em (64), temos
1
L=5dpnac <11{x%>y} -tanh (h(K})) - tanh (h(Ku))> : (66)
Finalmente, substituindo (66) e (63) em (62), obtemos a conclusao. 0

Observacao 3.18. Note que se tomamos h = 0, entdo, a conclusdo do Teorema 3.17 se reduz a

1
Tp02V(5Y) = 5Ppo2c(x < Y), VXY EV

que é uma identidade bem conhecida para o modelo de Ising/Potts com q = 2 (veja [65], Teorema

1.16, p. 11).

Corolario 3.19 (Veja referéncia [36]). No modelo de Ising, se satisfaz a seguinte igualdade de

correlagoes:

A v (0x0y) = Ppn2,c(X < Y) +Ppn2c <11{x§4>y} -tanh (h(K})) - tanh (h(Ku))) :

Demonstragdo. Basta observar que
/\/S,h,V(‘Tx‘Ty) = )\,B,h,V(Ux = ‘Ty) - /\,B,h,V(Ux 7 (Ty) =2 /\,B,h,v(‘fx = ‘Ty) -1
. A 1
=2 ( 70p,2,v(0x0y) — >

=2Tpn,v(X,Y)

e, em seguida, aplicar o Teorema 3.17. O
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Observacido 3.20. Se consideramos o campo externo nulo (isto é, h = 0), no Coroldrio 3.19

obtemos uma identidade bem conhecida para o modelo de Ising

Ao v(0x0y) = Ppo2c(x < y), Vx,yeV.

Observacao 3.21. Os resultados feitos até aqui para o caso q = 2 serdo generalizados para o
modelo de aglomerados aleatdrios com medidas de Gibbs e onde q € {2,3,---}. Tais
modelos com campo nulo h = 0 jd foram considerados na literatura (veja referéncias [12, 120]).
Nesse caso mais geral (quando h nio necessariamente ¢ nulo), usando uma versio de acoplamento
andlogo ao Teorema 49 , obteremos as medidas de aglomerados aleatérios e de Potts como
marginais desse acoplamento. Isso serd feito em detalhes daqui a pouco, quando consideremos o
casoq € {2,3,---}.

Lema 3.22 (Veja referéncia [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito com x € V e w € {0,1}F

uma configuragdo de arestas fixa. Logo

kw,G)
Y pgeiny Ao, w) - efTiev % = KD TT 2 cosh(h(K,),
(76{—1,+1}V i;&

onde Ki(w) = K¢(w, x) é um aglomerado (de vértices) contendo o vértice x na configuragio w e
h(Ky) = ;321‘61(“ h;.
Demonstragio. Veja que, pelo Item (58), temos que o conjunto de vértices V pode

descompor-se da seguinte forma

k(w,G)

{-1,+1} = [T {-1,+1}%,
a=1

onde (Ky:a =1, -+, k(w, G)) sdo os aglomerados do grafo (V, 7(w)). Logo, de maneira
natural, um elemento 0 € {—1, +1}V pode ser escrito como (ok,, - - -, UKk(w/G)), onde se
considerou OK; = (0;:i€K)), Vi=1,---,klw,G).

Seja Ky um aglomerado contendo o vértice x. Logo, pela descomposi¢do mencionada
anteriormente, temos

K(w,G)
D Lo} A0, w) - PHr N =}y Ao, w) - [T ePHeatin,
o o

a=1
Como sempre é possivel escrever o fator A(c, w) como o produtdrio H];(:“{’G) Aok, w), a
expressdo do lado direito da igualdade acima fica

k(w,G
= o th(Ky) (lw—[)ZA(U . oB Lick, hivi
= K, W) -e o MY

0(:1 UKOL
aFt
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Por acdo de A sobre o somatoério )., , veja que este somatorio tem somente duas
o
parcelas, uma correspondendo aos spins igual a um e a outra aos spins menos um.

Logo, a dltima expressdo acima pode ser escrita

k(w,G) k(w,G)
a=1 a=1
aFt aFt
concluindo-se a prova. O

Teorema 3.23 (Veja referéncia [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito e x um vértice em V.

Entio _—
5 £ 5¢pn2c(tanh(h(Ky),

onde Ki(w) = Ki(w, x) € 0 aglomerado (de vértices) contendo o vértice x, h(Ky) = B Y ek, hie
Pp,n,2,6(+) foi definido em (51).

Demonstragio. Note que, pelo Teorema 3.14, diretamente temos

/\,B,h,V(‘Tx =*£1) =

Agpy(0x = £1) = )y Lig=+1)Vpn,2,6(0, w)
(o,w)e{—1,+1}V x{0,1}E

= ) Yo Lo Ven26@lw) | ¢puoclw),
we{01}E |oe{-1,+1}V

Pelo uso do Corolario 3.15, temos que a expressdo acima se escreve
Z Z 1 A0, w) - eP Liev hici
= {ox=£1} % ,G
we{01}E |oe{-141}V H,X(:i )2 cosh (h(K.))

a mesma que pelo Lema 3.22 pode ser rescrita como

Ppn2,G (w)

MK | H’;(:“{’G) 2 cosh (h(K,))

= ) % il Gpn2c(w)
wefonyr | 99 2cosh (h(K,)) P

1
== Y., [1+tanh (h(K}))] ¢pn2clw),
we{0,1}F

de onde se deduz a prova do teorema. O

Coroldrio 3.24 (Veja referéncia [36]). Com as mesmas hipéteses do Teorema 3.23, temos

Ap v (0x) = Pppo,c( tanh(h(Ky))).

Demonstragio. A prova segue diretamente do Teorema 3.23. [
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3.4 O MODELO DE AGLOMERADOS ALEATORIOS SEM

PRESENGCA DE CAMPO EXTERNO (g > 0)

Nesta secdo faremos um estudo rigoroso do modelo de aglomerados aleatorios,
sem presenca de campo magnético externo, na mesma direcdo do livro de [65]. O
modelo de aglomerados aleatérios foi introduzido em 1970 por Fortuin e Kasteleyn
como uma ferramenta para manusear o modelo de Ising e 0 modelo de Potts sobre a
rede IL. Destacamos que, nesta ultima se¢do, consideraremos sempre que o modelo
de aglomerados aleatérios est4 definido sobre a rede hiperctibica d-dimensional L4 =
(7%, E%) com d > 2. O modelo de aglomerados aleatérios pode ser visto como uma
generalizacdo do modelo de percolagdo de arestas independentes, portanto, temos
um novo caminho para estudar modelos de percolacdo. O modelo de aglomerados
aleatorios sobre L é determinado por uma colegdo de medidas de probabilidade
definidas adequadamente na colecio de subconjuntos de arestas de .. Antes de
passar a definir tais medidas de probabilidade e do espago em si precisamos introduzir

algumas notagoes.

No modelo de aglomerados aleatérios sobre a rede ¥ o espago de configuragoes é
o conjunto Q) = {0, 1}]Ed. Um elemento genérico desse espago pode ser escrito como
w=(we :e € E%). Frequentemente, vamos nos referir a um elemento de () como
configuragdo de arestas ou simplesmente de configuragdo, quando se tenha subentendido
o contexto. Como é usual, diremos que uma aresta e é aberta na configuragdo w se w, =1
e serd dita fechada se w, = 0. Fixado w € Q, denotamos por 7(w) = {e € E: w, = 1}
o conjunto de todas as arestas abertas em w. Pensando em 7 como uma aplicacdo,
podemos ver que ela define uma correspondéncia injetiva que associa cada elemento

w € O a um subconjunto F C %, dado por F = 5(w).

Fixada uma configuracdo w € () e dado vy = (vg, e1,v1,€2, - - -, €n, V) um caminho
(resp. circuito) em L4, dizemos que 7y é um caminho (resp. circuito) aberto em w se
todas suas arestas pertencem a 1(w), isto é, we, =1, Vi =1,---,n. Dizemos que dois
vértices distintos x,y € 7% estdo conectados na configuragdo w, e escrevemos x <+ 1, se
existe um caminho aberto v := (vg, €1, v1, €2, - - -, €n, Vy) Na configuragdo w tal que vy = x
e v, = y. Um subgrafo G C IL% é dito conexo em w se quaisquer dois de seus vértices

podem ser ligados por um caminho aberto inteiramente contido em G.
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A componente conexa de x € Z% em w é formada pelo conjunto de vértices
Cxlw)={yeV:ixyemw}U{x}.

O conjunto Cy(w) é chamado de aglomerado aberto de x na configuracdo w. A cole¢do de
todos os aglomerados abertos de uma configuracdo w define, de maneira natural, uma
relacdo de equivaléncia em Z“, em que x oy se, e somente se, y € Cy(w). Note que um
aglomerado aberto na configuragdo w pode ser formado simplesmente por um vértice
isolado.

Em seguida, definiremos o modelo de aglomerados aleatérios sobre um grafo finito

arbitrario (pode estar contido em LY ou nao).

Defini¢do 3.7. Seja G = (V,E) um grafo finito. Para p € [0,1] e g > 0, a medida de
aglomerados aleatdrios ¢, e sobre {0,1}F é definida por
1 po@)(1 — p)e@) qk(w,é),

¢,q06W) =
P 7,

para todo w € {0, 1}E. Aqui Z, . & € a fungdo de particio ) \E p°@(1 — p)c(“’)qk(“"é) e

€{0,1
§«w:C) ¢ 0 mimero de aglomerados aleatdrios no subgrafo aberto de G dado por w.

Denotaremos o valor esperado de uma varidvel aleatéria f : {0,1}F — R sequndo a medida

de probabilidade ¢, 5 G, por ¢p,q,6(f)-

No caso de G ser um grafo infinito enumerével, como por exemplo I, esta definicio
ndo funciona diretamente, uma vez que o nimero de aglomerados abertos ou fechados
podem ser infinitos. Esse problema pode ser contornado por usar o chamado limite
termodindmico. Para isso, precisamos introduzir, antes, a defini¢do de condi¢do de

fronteira, como segue.

Defini¢ado 3.8 (Condicdo de Fronteira). Fixado ¢ € {0, 1}Ed e G = (V,E) C 1Y um subgrafo
finito, definimos um subconjunto de {0, 1}]Ed que depende de G e de ¢, por

Qé ={we {0,1}Ed cwe =&, para e € E?\ E}.
A configuragdo &, por causa desta defini¢do, é chamada de condigdo de fronteira.

Claramente |{0, 1}]Ed |= +00, mas por outro lado |Q§G |= 2/El < co. Dada uma configura-
gdow € Qé definimos k%(w, G) sendo o ntimero de aglomerados de w que interceptam
G.
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Fixado o subgrafo finito G = (V, E) C LA, p € [0,1], g > 0 e uma configuragdo ¢ € 0t ,
definimos a medida de aglomerados aleatérios (a volume infinito) sobre G com condigdo

de fronteira ¢ por

Po(w)(l _ p)c(w)qu(w,G)’ se w € QCG
Bpa,c(@) = § e ©7
0, caso contrario,

onde o(w) (resp. c(w)) denota o nimero de arestas abertas (resp. fechadas) em G Neste

caso, denotaremos o valor esperado de uma variavel aleatéria f sobre (2 como qbg, q’G( f).

Observacao 3.25. Em toda esta segio adotaremos a notagido 0V para nos referirmos a condigio

de fronteira interna de V, como foi estabelecido na Definigio 1.2.

Neste trabalho, estamos interessados em dois tipos especiais de condi¢des de fronteira:

a livre e a conectada. Na continuagdo, daremos uma defini¢do precisa destes conceitos.
e Condigdo de fronteira livre: é obtida pela configuragdo ¢ tal que ¢, = 0 para todo
e € E%. A correspondente medida de probabilidade é denotada por 4)2 g Esta
condicdo de fronteira é caracterizada pela auséncia de conexdo entre os vértices

da fronteira 0V, como se mostra na Figura 17.

e Condigdo de fronteira conectada: é obtida pela configuracdo ¢ tal que ¢, = 1 para
todo e € E¥. A medida de probabilidade correspondente sera denotada por 4);17/ e
Esta condicdo de fronteira é caracterizada pelo fato de que para todo V C Z“ os

vértices de dV estdo todos dois a dois conectados (veja Figura 17).

il JﬂL*'fmJ;V‘_r
s AgiEaps
i gL
BEE R R AT

Figura 17: Ao lado esquerdo representamos graficamente a condicdo de fronteira livre
¢ = 0 e no lado direito a condigdo de fronteira conectada ¢ = 1 sobre o grafo
= (V, E). Observe que k’(w, G) = 16 e k}(w, G) =
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Observacio 3.26. Seja G = (V, E) C 1LY um subgrafo finito e 1 uma configuracio em {0,1}E,
Fazendo ¢ = 0 em (67), para cada w € Q% temos

pO@)(1 — p) @R @,G) _ jot(1 _ )l ghtn.G),

o que implica que
0
¢p,q,G(w) = 47;7,0],G(77)/
onde a medida ¢y, ; G foi dada na Definigdo 3.7. Isto é, a condigdo de fronteira livre ndo tem efeito

nenhum sobre o comportamento do sistema em G. Portanto, a medida cpg 0.G pode substituir-se

pela medida ¢, , c nio alterando o resultado das caracteristicas do sistema.

Os modelos definidos acima sdo conhecidos como modelos de aglomerados aleatérios
com campo externo nulo. Para um estudo do modelos de aglomerados aleatérios
com presenga de campo externo, veja os Capitulos 5 e 6. Pelo Teorema da Extensado
de Kolmogorov (veja Apéndice, Teorema .25), ndo hd nenhuma complica¢do para
definir o processo de percolagdo independente em toda a rede IL%. Ja no modelo de
aglomerados aleatdrios, existem vdrias complicagdes para se fazer uma construgao
andloga, justamente por causa da estrutura de dependéncia entre as variadveis aleatorias.
Para vencer essas dificuldades, vamos adotar dois procedimentos padrdes: o limite
termodindmico e o formalismo DLR (devido a Dobrushin, Lanford e Ruelle). Ao longo
desta secdo, introduziremos alguns conceitos geométricos e o conceito de convergéncia

fraca de medidas de probabilidade.

DUALIDADE PLANAR

Qualquer modelo de aglomerados aleatérios sobre um grafo planar G pode ser
associado a um modelo dual definido sobre G*. Dada uma configuragdo w € {0,1}F,
o modelo sobre G* é construido declarando que qualquer aresta do grafo dual estard
aberta (resp. fechada) se a aresta correspondente do grafo primal estiver fechada (resp.
aberta) para a configuracdo w. A nova configura¢do é chamada configuracdo dual de w
e é denotada por w*. Dois vértices x,y em G* sdo ditos conectados no dual se existe um
caminho aberto no modelo dual ligando os vértices x e y. O evento, x estd conectado
a y no grafo dual, sera denotado por x ¢+ y. Dizemos que os conjuntos A e B estdo
conectados no dual se existe um caminho aberto, no dual, conectando algum vértice de
A a algum vértice de B. Uma componente conexa maximal (no sentido de que néo é
possivel adicionar vértice algum de forma que dita componente continue sendo conexa)

no dual serd chamada de aglomerado dual (aberto).
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O w3

w3

-~ -

(B) (@) (D)

Figura 18: Em (A) temos os grafos G e G* cujas arestas sdo dadas, respectivamente,
por E = {ej,ep,e3,e4} € E* = {e],e5,e},e;}. Ilustrando a Proposicdo 3.28
temos em (B) que f(wj) = 2 = k(w1) (contando a face infinita), em (C) temos
f(w3) =1=k(w2) e em (D) temos f(w3) =1 = k(w3).

Proposicdo 3.27. Se G é um grafo planar, entdo, G* é um multigrafo planar.

Como dito acima, uma configuragdo w € {0,1}f d4 origem a uma configuragao dual
w* € {0,1}F tal que w}. = 1 — w,. Para cada configuracio w* definimos 7(w*) = {e* €
E* : w} =1}, que é o conjunto das arestas abertas na configuragdo w*. Observe que
7(w*) estd em bijecdo com E \ 17(w). Pela Proposigdo 3.27 temos que, para todo grafo
planar G, G* é um multigrafo planar, logo, podemos definir o nimero de faces de
(V*,n(w?*)) que serd denotado por f(w*) (incluindo a face infinita).

Para cada w € {0,1}F, note que as faces de (V*,5(w*)) estdio em bijecio com as
componentes de (V, 7(w)) (veja Figura 18 acima). Por essa observagdo, temos a seguinte

proposicao
Proposicdo 3.28. Seja G um multigrafo planar e G* seu dual. Para todo w € {0,1}F temos
fl@®) = k(w).

Uma consequéncia imediata de (G*)* ser isomorfo a G é que a proposi¢do acima pode

ser usada para concluir que
k(w®) = f(w). (68)
Pela 22 Férmula de Euler (Corolario 1.4), para toda configuracio w € {0,1}f temos que

o subgrafo aleatério (V, 17(w)) satisfaz

k(w) = [V]=[n(w)[+f(w) - 1. (69)

Usando a defini¢do de grafo dual temos, imediatamente, que

[n(w)|+[n(w)|= [E. (70)

88



3.4 O MODELO DE AGLOMERADOS ALEATORIOS SEM PRESENGCA DE CAMPO EXTERNO (g > 0)

Pela definicdo da medida ¢, 5 c(w) temos as seguintes igualdades

1 1 -
q’)p,q,c(w) = = po(w)(l _ p)c(w)qk(w) — _po(w) (1— P)|E| o(w) qk(“’)
pa.G ,4,G

_ (- p)lEl ( p )o(w) £
Qf}i,q,G 1-p

_ (1_p)|E| ( p )In(w)lqk(w)-
20,6 1-p

Usando (68) na equagdo (69) obtemos k(w) = |V|—|y(w)|+k(w*) — 1. Usando essa

identidade no lado direito da equagdo acima ficamos com

(1—p)E < p )U(wﬂ V] = (@) +k(w*)—1
w) =
(Pp,q,G( ) D@pp,q’c 1 _ p q

_ 1 — p)lElglvi-1 < p >|f7(w)qk(w*).
ffp,q,G (1 - P)Cl

Aplicando (70) para o expoente |77(w)| na igualdade acima obtemos

(1 —p)lEglVim1 ( p )IE ((1_p)q>lf7(w*) Ke™)
Pracl) = (1= p)g p !

1 pya\ 1
=C(p.q, V|, |ED (%) g,

_a—pfignt o p I
onde C(p,q,|V], |E|) = Zyo ((1—P)t7> '

Tomando p* como a tinica solugdo da equagdo

pt_(d-pq

1—p* P’

isto é a )
= ,0) = —""—", 1
A G s (71)

ficamos com

Prac(@ =Coa VLIED (725) g

1 *
=C(p,q,|V|, |E|) 2 ps,q,G* (1——]9*)“5' Pp+,q,6+(W™).
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Usando que ¢, ;6(w) e ¢y 56(w*) sdo medidas de probabilidade e somando sobre

w € {0,1}%, na equacdo acima, obtemos a seguinte igualdade

1
C(p,q,1V], |E]) Zpsq,6 1= p)E =1
De onde segue que
Ppg,6(W) = Ppr 4,6+ (w™). (72)

Observacao 3.29. O parametro p* € [0, 1].

Observacao 3.30. Para cada q > 1 fixo, a fungido p — p*(p, q) definida em (71) é ndo crescente
emp € (0,1).

O PONTO AUTODUAL

Definicao 3.9. O ponto autodual ps; = ps4(q) € a tinica solugdo da equagido p*(Psq, q) = Psd,

isto é

pud) = 7Y 73)

Como mencionado anteriormente, quando o pardmetro de dependéncia g toma o valor

1, o modelo de aglomerados aleatérios torna-se o modelo de percolacdo independente.
Pelo Teorema 2.26 do Capitulo 2, o ponto critico do modelo de percolagdo independente
em duas dimensdes é 1/2, coincidindo com pg4(1). A pergunta é: o ponto critico
do modelo de aglomerados aleatérios em duas dimensdes com parametros (p,q) €
[0, 1] x (1, +00) coincidird também com o ponto autodual ps;(9)? A resposta é sim. Essa
pergunta foi uma das conjeturas relevantes em percolacdo dependente até que, em 2011,
os matemdticos H. Duminil-Copin e V. Beffara o resolveram no trabalho [12]. Nesta tese
daremos um esbogo bem geral da prova desse resultado, mas antes disso, estudaremos
as principais propriedades do modelo de aglomerados aleatérios (para uma revisao
detalhada dessa prova, veja referéncia [120]).

Em seguida, vamos considerar subgrafos finitos da rede bidimensional IL2. Fixado
n € N, vamos olhar para A, = [—n,1]> N Z2 como um subgrafo de L2,

Vamos mostrar, agora, como construir Aj;. Primeiro, consideramos a caixa [—n — 1, n]2 N
Z?+(1/2,1/2), visto como subgrafo de IL? + (1/2,1/2). Em seguida, definimos o grafo
H(n) como sendo a caixa [—n — 1, n]2 NZ2?+(1/2,1/2) sem as arestas entre os pontos

de sua fronteira interna, segundo a Defini¢do 1.2 do Capitulo 1.

90



3.4 O MODELO DE AGLOMERADOS ALEATORIOS SEM PRESENGCA DE CAMPO EXTERNO (g > 0)

Por ultimo, identificamos todos os vértices da fronteira de H(n). Este novo grafo que
denotamos por H(n) é claramente isomorfo ao grafo A},

Essa construcdo sugere que o modelo de aglomerados aleatérios em A, com condigdes
de fronteira livre esteja relacionado com o modelo de aglomerados aleatérios em A;,
com condicdo de fronteira conectada.

Pela Observacao 3.26, para todo w € {0, 1} temos

B 00 (@) = Ppgn, (W),

Aplicando (72) no lado direito da igualdade acima ficamos com

47p,q,An (w) = 47p*,q,A2‘, (W* ).

Por construcdo, H(n) é isomorfo a A(n)*, portanto, podemos identificar, de maneira
natural, Ex; com Ep,,y. Pensando em w* como elemento de {0, 1}FA0 podemos escrever
Pyt g,n: (W) = Ppe g, H(n)(w*). Usando, agora, a Defini¢do 3.26, olhando para H(n) como
subgrafo de L2 + (1/2,1/2) temos

1
(Pp*,q,I:I(n)(w*) = (Pp*,q,H(n)(w*)'

Portanto, provamos a seguinte relagdo de dualidade

(Pg,q,An (w) = ¢;*,q,H(n)(w*)' (74)

3.4.1 Alguns resultados basicos para o modelo de aglomerados aleatérios

Nosso objetivo, agora, é mostrar alguns resultados de dominagdo estocastica que nos
ajudardo a fazer comparagoes entre medidas de aglomerados aleatérios com diferentes

valores de p e g, como também com diferentes condi¢des de fronteira.

ORDENAMENTO ESTOCASTICO DE MEDIDAS

Considere G = (V, E) um grafo finito (ou infinito enumeravel), {0,1}F o espaco de
configuracdes e .# a c-dlgebra gerado pelos eventos cilindricos de {0,1}F. Lembramos
que {0,1}F é um conjunto parcialmente ordenado pela relacio de ordem parcial =,
onde w =< 7 se w, < 7, para todo e € E. Uma varidvel aleatéria X : {0,1}F — R ¢é
chamada crescente se X(w) < X(17) sempre que w =< 7. Um evento A € .# é chamado

crescente (resp. decrescente) se sua func¢do indicadora 14 é crescente (resp. decrescente);
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Isto é, um evento A € .# é crescente se toda vez que w <y ew € A, entdo, 1 € A.
O conjunto {0,1}%, equipado com a topologia dos conjuntos abertos gerados pelos
eventos cilindricos, é um espaco metrizavel e nés dizemos que a variadvel aleatéria
X :{0,1}f — R ¢é continua se esta ¢ uma fungéo continua sobre este espaco métrico.
Ja que {0,1}F é compacto, qualquer funcdo continua definida sobre {0, 1} é limitada.
Pela defini¢do da ordem parcial de {0,1}F temos que 0 < w = 1, onde a notacéo 0 (resp.
1) é usada para denotar a configuragdo w de {0, 1}E tal que w, = 0 (resp. w, = 1) para
todo e € E. Logo, uma fungio crescente X : {0,1}F — R é limitada e, além do mais,
X(0) < X(w) < X(1) para w € {0,1}F.

Definicdo 3.10. Dizemos que uma medida y definida sobre {0,1}F tem a propriedade de

associagdo positiva se satisfaz

w(XY) = u(X)u(y),

para todo par de varidveis aleatdrias crescentes X,Y : {0,1}F — R. A desiqualdade acima é

conhecida, também, como desigualdade FKG.

No Capitulo 7 utilizaremos o conceito de associa¢do positiva para uma sequéncia de
varidveis aleatorias, com a finalidade de obter um tipo de convergéncia mais forte que a

de distribuigdo, nos referimos a convergéncia em distancia Mallows.

Definicdo 3.11. Sejam uy, iz : ({0,1}F, %) — R duas medidas de probabilidade. Escrevemos
U1 <t Yo (ou pp >4 p1) e dizemos que yq é dominada estocasticamente por pp, se p1(X) <

12(X), para toda varidvel aleatéria continua e crescente X sobre {0,1}F.

Dada uma variavel aleatéria X e y uma medida de probabilidade, como ja tinhamos

teito antes, denotamos por y(X) ao valor esperado de X (caso exista), isto é,
X) = / dw) X(w).
HO= [ ) X@)

Definicdo 3.12. Uma medida de probabilidade 1 : ({0,1}F, #) — R é estritamente positiva
se u(w) > 0 para cada w em {0, 1}F.

Comegamos estudando desigualdades de correlacdo e ordenamento estocdstico para
medidas gerais. Para isso, para cada w,n € {0,1}F, denotamos por w Ve w Ay a

configuracdo maximo e minimo por

(wVn)e=max{we, 7.} e (wAn)e=min{we, 7.},
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para cada aresta e € E.
No restante deste capitulo, assumiremos que o conjunto das arestas E é finito. O
seguinte teorema nos da condig¢des suficientes para que a dominagado estocéstica p1 <st

Up seja valida.

Teorema 3.31 (Desigualdade de Holley, veja [74]). Se uq, 2 : ({0,1}F, F) — R sdo duas
medidas de probabilidade estritamente positivas sobre o espago finito ({0,1}F, F) tal que

1w V mpa(w Ay) = p(@a(y),  w, i € {0,1}E. (75)

Entio
H1(X) < pa(X), (76)

para cada varidvel aleatéria X : {0,1}F — R crescente. Isto é u1 <st Ho.

A prova desse teorema pode ser encontrada em [65], Teorema 2.1, p. 20. Enfatizamos
que este teorema pode ser generalizado em dois sentidos, o primeiro é que este resultado
é valido sobre espacos de configuracdes mais gerais, como T*, onde T é um subconjunto
tinito de R. O segundo é que a condigdo de que a medida seja estritamente positiva

pode ser relaxada (veja Secdo 4 de [59]).

Definicao 3.13. Fixadas duas arestas distintas e, f em E. Para cada k € E e para cada

configuragio w € {0,1}F definimos as seguintes configuragdes:

wy, se k wy, se k#e
(Uf(k) = k _i/f wb(k) := k 7:[
0, se k=f 1, se k=e
wg, se k#Fe Nk#f w, se k#Fe Nk#f
wlk):=3 0, se k=e wik):=3 0, se k=f
1, se k=f 1, se k=e

wy, se k#e Nk . wy, se k#e Nk
wgty i | G KFNRAL g [ se ke Nk
0, se k=e Nk=f 1, se k=e N k=f.

O préximo teorema é uma simplificagdo elegante da desigualdade de Holley. Ele nos
diz que ndo é necessdrio fazer comparag¢des do tipo (75) para qualquer configuracdo w,

basta comparar configura¢des da Defini¢do 3.13 para obter a desigualdade do Item (76).
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Teorema 3.32 (Veja referéncia [65]). Um par de medidas de probabilidade estritamente positivas

sobre ({0, 1}E, F) satisfaz (75) se, e somente se, estas satisfazem as segquintes desigualdades:
m(@)pawe) > p(wepa(@®) e p(@lpa(wh) < p@p(wey),
para cada configuragio w em {0,1}F e para qualquer arestae, f € E
Para maiores detalhes sobre a prova deste teorema, veja [65], Teorema 2.3, p. 21.

Teorema 3.33 (Condigdo FKG, veja [65]). Seja u : ({0,1}F,.#) — R uma medida de
probabilidade estritamente positiva. Se para toda configuracio w € {0,1}F e todo par de arestas
e,f € E:

whp($) < pw u(wey), (77)
entio

WA N B) = u(A)u(B), (78)

para todo evento A, B € % crescente.
Demonstragio. Fixado um evento B € .# crescente, defina as seguintes medidas de pro-
babilidade p1(-) = u(-|B), p2(-) = u(-). Ja que w, < w®, temos as seguintes possibilidades,
we € Bou w, € B. Se w, ¢ B, desde que y > 0 tem-se

1 (we)p2(w®) = pu(we | B)u(w®) = 0 < py(w®)pa(we). (79)

Como B é um evento crescente, w, € B implica que w® € B e portanto

1 (we)pa(w®) = u(we | B)u(w®) = p(we)p(w®|B) = p1(w®)pz(we). (80)
De (79) e (80) temos
1 (we)pa(w®) < pr(w®)pa(we). (81)

Por outro lado, sabemos que w{ < w® . Novamente analisamos os dois casos wéf ¢ B

ou wg € B. Se wg ¢ B, desde que u > 0 tem-se

(@) = p! | Byu(@$) = 0 < (@ a(wep).
f

No caso em que w, € B, usamos a hip6tese para obter
Ha(whpa(w$) = p(w! | B)u(ws)

_ @D ey
B T )

(@ [B)u(w$) = (@ pa(wey).
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Das duas desigualdades anteriores segue que

(WD) < @ pa(we). (82)

Assim, de (81) , (82) e pelo Teorema 3.32 temos p1(A) > pz(A). Usando as defini¢des de
11 e yp e o fato de que u > 0, conclui-se que p(A N B) > u(A)u(B). O

Em seguida, apresentaremos um resultado muito importante na Mecéanica Estatis-
tica, conhecido como a desigualdade FKG. Essa desigualdade diz que as medidas de
aglomerados aleatérios tém a propriedade de associagdo positiva. Trata-se de uma
generalizagdo da desigualdade FKG (enunciada no Teorema 7) do modelo de arestas
independentes, j& que no modelo de aglomerados aleatérios temos o parametro de
dependéncia g > 1. A referida desigualdade é crucial neste trabalho, pois muitos resul-
tados importantes se derivam de sua aplicacdo. Note as diferencias entre os casos g < 1
e q > 1: o primeiro caso favorece a formacdo de poucos aglomerados, ja o segundo caso,
no entanto, favorece uma grande formagado de aglomerados. Quando g =1 as arestas
de E sdo abertas e fechadas, independentemente umas de outras. Este caso especial foi
estudado em detalhe abaixo do titulo de percolagdo independente, no Capitulo 2. O caso
g < 1 é matematicamente dificil e menos importante fisicamente. Existe algum interesse
no limite g | 0 (veja Se¢do 1.5 em [65]).

Cabe ressaltar que a desigualdade FKG néo ¢é vélida para valores de g4 < 1 (veja [65],
Secdo 3.9, p. 63), e é por isso que de agora em diante assumiremos que q > 1, pois a
maioria dos resultados que serdo obtidos derivam desta desigualdade. Nao é dificil ver
que ¢, 4,6, em geral, ndo € associada positiva quando g € (0, 1), como seré ilustrado no

seguinte exemplo:

Exemplo 3.1. Seja G o grafo (mas precisamente, um multigrafo) contendo exatamente dois
vértices. Sejam e, f duas arestas paralelas que unem ditos vértices, como se mostra na Figura 19.
Afirmamos que para 0 < p < 1e0 < q <1, a medida de aglomerados aleatérios ¢, , c nio é

associada positiva.

Figura 19: Possiveis estados de duas arestas paralelas e e f.
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De fato, primeiramente, adotaremos as seguintes definicoes
W = (Wp)p=c, f/ w® = (Wp)p=e,f tal que we =1 e wiey = (Wp)p=c, f tal que we = 0.

Um cdlculo simples mostra que,

Pp,q,6(w)
(Pp,q,G(we) + (Pp,q,G(w(e))
[p/(1 = p))") gt GNeD
p/(1— p)]o(we)qko(we,G\{e}) +[p/ - p)]O(W(e))qko(w(g),G\{e})

(Pp,q,G(we = 1|wf) =

p/(1—p)

/a1 = P sewp=1 (83)
p/A=p) _ _p sewe=0
[p/(A=p)l+q — p+q(l—p)’ f=
onde
>p, seq<l1
A p, seq=1
p+q(1l—p) ’

<p, seq>1.
Logo, por propriedade de esperanga condicional e por (83), conseguinmos
(Pp,q,G(we =1)= ¢p,q,G(4’p,q,G(we = 1|wf)) >p= (Pp,q,G(we = 1|wf =1).
Portanto, concluimos que a medida de aglomerados aleatorios ¢ 5 g ndo é associada positiva.

No estudo de percolagdo, a desigualdade FKG é complementada pela desigualdade
BK, portanto, deveria esperar-se que esta desigualdade falhe para as medidas de aglo-
merados aleatérios com parametro g > 1. Aproveitando o Exemplo 3.1, mostraremos

esse fato no seguinte exemplo:

Exemplo 3.2. Seja G o grafo contendo exatamente dois vértices e sejam e, f duas arestas paralelas
que unem ditos vértices. A desigqualdade BK ndo é satisfeita para medidas de aglomerados
aleatérios com pardmetro q > 1.

De fato, sequindo a mesma notagdo do Exemplo 3.1, definamos os sequintes eventos: A =

{we =1} e B={wf =1}. Como A e B dependem de arestas distintas,
ANB=AoB.
No entanto, para q > 1, (83) implica que

‘Pp,q,G(A) = ¢p,q,G(4’p,q,G(A‘wf)) <p= 4’p,q,G(A‘B)~
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Portanto, a desigualdade BK ndo é satisfeita quando q > 1, para medidas de aglomerados

aleatérios.

A auséncia da propriedade BK torna toda a teoria mais complicada que a teoria
de percolacdo independente. Uma pergunta que permanece em aberto, é saber se
a desigualdade BK é valida para eventos crescentes, em medidas de aglomerados
aleatérios com parametro g < 1. Sabemos que a desigualdade BK n&o é vélida para
qualquer evento nas medidas de aglomerados quando g < 1, desde que a referida
desigualdade coincide com a desigualdade FKG quando se trabalha, na interse¢do, com

um evento crescente e outro decrescente.

ASSOCIACAO POSITIVA QUANDO g > 1

A associagdo positiva nos permitird comparar medidas de aglomerados aleatérios
com diferentes valores de p e q. Isso serd usado para deduzir uma desigualdade de
correlacdo importante que generaliza a desigualdade FKG exposta no Teorema 7 para o

modelo de percolacdo independente.

Coroldrio 3.34 (Desigualdade FKG). Seja G = (V,E) C LY um subgrafo finito, p € [0,1],
q € [1, +00) e ¢ uma condigdo de fronteira arbitrdria. Se A, B sdo eventos crescentes na o-dlgebra

das partes de Qg entdo
¢ ¢ ¢

onde Qgc denota o conjunto da Definigdo 3.8.

Demonstragio. Para ndo carregar a notagio, nesta prova escrevemos ké(w) para denotar

ké(w, G). Pelo Teorema 3.33 (condicio FKG) é suficiente provar a condicdo (77), isto é,

@) r0(@) (1 _ )l yrcteon) Ko@)k ) po(wgf o) (g _ p)c(wé‘ yre(@$) qk€<w£ JkE(wf)

Em direcdo de provar esta desigualdade, observamos que
o)+ o(wef) = [o(w) +2] +0(w)
= [o(w) + 1] + [o(w) +1] = o(wl) + o(wf)
e que
(@) + c(wep) = (@) + [e(w) +2]

= [o(w) + 1] + [c(w) + 1] = c(w{) + c(w;).
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Assim, s6 resta provar que

e f e
qké(w F)HKE (w,f) > qké(we )+ké‘(wf)_ (84)

Fixadas as arestas e = {u,v} e f = {x,y}, onde u,v,x,y € V, e observando que a
configuracdo w estd definida sobre o conjunto de arestas E \ {e, f}, daremos um esboco
da prova da desigualdade em (84), considerando simplesmente alguns casos especiais,
jd que a técnica para provar todos os outros casos é a mesma. Em quase todos os casos,
como é simples de verificar em (84), temos a igualdade. Abaixo mostramos como obter

(84) em trés casos onde vale a igualdade e um caso onde a desigualdade ¢ estrita.

v' Quando u, v, x e y pertencem a aglomerados disjuntos em (V, r7(w)).
Ko (@) + K (wep) = [ké(w) . 2] K (w)
= [ké‘(w) - 1] + [ké(w) - 1} = K (wl) + K ().

v Quando u, v pertencem a dois aglomerados disjuntos e x,y estio em um mesmo

aglomerado em (V, r7(w)).
K (@) + K (wep) = [k5 (W) — 1} + K (w)

- K (w) + [ké(w) - 1} = k¥ (w]) + K ().

v Quando u, v, x pertencem um aglomerado e y ndo pertence a este aglomerado em
(V, 7(w)).

K (@) + K (wep) = [kﬁ(w) . 1] +K(w) = Ko@) + K ().

v" Quando u, x estdo em um mesmo aglomerado disjunto ao aglomerado onde estdo

v, y, em (V, 17(w)).

K (@) + K (@ep) = [ (@) = 1] + (@)
> [k‘?(w) — 1} + [ké(w) _ 1] = K (w]) + K ().
Procedendo analogamente para os outros casos, obtemos
Ko@) + Ko (wep) > KE(wl) + KE (@),

concluindo-se a prova. O
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Observamos que as desigualdades que estamos apresentando sdo sempre enunciadas
para eventos crescentes. A proxima desigualdade que apresentaremos serd muito ttil
neste trabalho, ja que nos permitira comparar medidas de aglomerados aleatérios com
diferentes parametros p € [0,1] e g > 1. Além do mais, para estas medidas sobre
subgrafos finitos de LY a comparacdo também ¢é valida para quaisquer condicoes de

fronteira.

Coroldrio 3.35 (Comparacdo em p, veja [65]). Seja G = (V,E) C L4 um subgrafo finito e ¢
uma condigdo de fronteira fixa. Entdo

(1) (Ppl g1, G gst (sz 92, G’ se ql > qZI ql e pl pZ/

P1 P2
(2) 4) P1.91,G Zst (PPZ 92,G’ se q12q2, q121e¢ g1(1=p1) S g2(1—p2)°

Demonstracdo. (1) Para cada w € 0% , defina a variavel aleatéria

k(w,G) o(w)
_ (92 p2/(1— Pz)]
Ylw) = (‘71) [Pl/(l—Pl)

K (w,G)
Desde que k%(w, G) é uma varidvel aleatéria decrescente e Z—i < 1 tem-se que ( %)

é crescente. Por outro lado, como o(w) é crescente e, por hipétese, [M} > 1,

p1/(1=p1)
_py10@)
—Z%ELZTH é crescente. Como Y é o produto de duas varidveis aleatérias

crescentes, ela é crescente.

tem-se que [

Seja X uma varidvel aleatdria arbitrdria. Pela definicdo de esperanca da varidvel

aleatéria XY com respeito a medida de probabilidade 4)21, 5,G temos

B cCN = [ 65, c00) X(@)Y (@)

k‘:(w,G) 1_ o(w)
Zé . (Zl) [%] [Pl/(l — pl)]o(w) qli(w).
141,G weOy

f‘fé

Simplificando, multiplicando e dividindo pela constante de normalizagao 2, ¢ 02, G7 @

expressao anterior se reescreve

¢
1 K (w,G 2, 42,G
= L X(@)[p2/ (= p)" gy 0D e
pz 72,6 we, p1.91,G
#5 G
_ (sz > G( ) p2 q2, )
pl ‘71/G
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Assim,
5
2,G
(Pglf‘?l'G(XY) - (Pizfqz/G(X). Pg e (85)
Plr‘h/G
: . ¢ fr;;z/quc
Por outro lado, fazendo X = 1 nesta igualdade, conseguimos ¢y, %G(Y) = (517
M1/
Usando esta identidade em (85), para toda varidvel aleatéria X temos
XV =5 (05 oY) (86)
(PPL%G (PPMLG (PPMLG ’

Caso particular, consideremos X uma variadvel aleatéria crescente. Como g1 > 1, cpf’;l e

tem a propriedade de ser associada positiva, portanto, usando (86) obtemos

6 (XY)
_ (Ppl A1 /G > (:

Z ¢ oG
(Pf;l,ql,G(Y) P1.91

(X)/

concluindo-se a prova deste item.

Para provar o Item (2), para todo w € Qi defina a varidvel aleatdria

S (w o(w
qz)k (w,G)+o(w) [Pz/qz(l _ pz)r(w)

Yiw) = (q_l p1/q1(1 — p1)

Desde que k(w, G) é decrescente e o(w) é crescente, ké(w, G) + o(w) é crescente. Como

) K (w,G)+o(w)

2 <1 temos que (—2 é decrescente. Por outro lado, veja que, por hipoétese,

q1 q1

p2/q2(1=p2) p2/q2(1=p2)
[Pl/ql(l_r’l)} < 1, logo, [Pl/‘h(l_Pl)

varidveis aleatorias decrescentes, ela é decrescente.

o(w)
] é decrescente. Como Y é o produto de duas

‘7_2> K(wG) [Pz/(l—lﬂz)} o(w)
7 p1/(1—p1)
logo, a identidade (86) é vélida, também, para toda variavel aleatéria X. Como g1 > 1,

Simplificando, observe que Y pode-se rescrever assim: Y(w) = (

7

gbé tem a propriedade de ser associada positiva, logo, considerando X crescente e
p1.41,G

usando (86) obtemos

4
¢ X) = qbPMh,G(XY) < &

(Pé (Y) X ¢p1,q1,G(X)/

concluindo-se a prova. O
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PROPRIEDADES DO DOMINIO DE MARKOV E DA ENERGIA FINITA

Considere um subgrafo finito I' = (T, Ey) C IL¢ (o abuso de notacdo cometido aqui é
que identificamos I' com seu conjunto de vértices V1) e A um subgrafo de I'. A préxima
proposigdo, chamada dominio de Markov, nos mostra como a medida de probabilidade
do modelo de aglomerados aleatérios em A pode ser obtida através da medida de
probabilidade deste modelo definida em I' com condi¢des de fronteira adequadas.

Antes de prosseguirmos, relembramos uma propriedade elementar da esperanca
condicional. Seja ((),.%, u) um espaco de probabilidade. Suponha que X seja uma
varidvel aleatéria neste espaco. Se A € .% entdo, a esperanca condicional de X, dada a

o-algebra gerada por A, tem a seguinte expressdo para todo w € (X

X|A AC D, Q](w) IEH[X ﬂA] ]lA(w)+ [X-ﬂAc] -llAc(w).

1
#(A) H(A)

Para demonstrar a proxima proposi¢do deste texto vamos precisar introduzir uma
nova notagdo para falarmos de algumas condigdes de fronteira que surgem naturalmente
quando consideramos as equagdes DLR.

Sejam A C T subgrafos finitos em L¢. Dada uma condigdo de fronteira & em T e
uma configuracdo w € {0,1}Fr, podemos definir uma nova condicdo de fronteira em
A, que sera denotada por ¢ Uw e definida da seguinte maneira: {x,y} € {Uw se, e
somente se, x,y € dA e, além do mais, x e y pertencem a mesma componente conexa
no grafo, cujo conjunto de vértices é formado por (V1 \ V) UJA e o conjunto de arestas
é dado por todas as arestas abertas da configuracdo w tais que suas extremidades
estejam no conjunto de vértices que acabamos de definir, unido ao conjunto das arestas
¢. Em outras palavras, {x,y} € ({Uw) se eles estdo no mesmo aglomerado aberto
determinado por w e ¢ “fora” de A. As aspas no “fora” se referem ao fato de que
o aglomerado ou as arestas mencionadas acima podem conter vértices ou arestas da
fronteira de A.

Usando a notagdo introduzida acima e tomando a aresta e = {x, y}, podemos escrever

a seguinte identidade

1
(P;Cg,q,r(we = 0) = z Z pO(we)(l . p)c(we)qkéf(welr)

p,q, 0 we{0,1}Fr

we=0
1 £uo
= Tran) ®7)

pa.r
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Analogamente,
¢ _qyo ! cul
‘PPIqI(w‘f == P : grwff\{x,y}' (88)
P,

Proposicdo 3.36 (Propriedade do dominio de Markov). Seja A C I, X uma varidvel
aleatdria que depende apenas dos estados das arestas de Ex. Denotamos por Fp\p = 0(we 2 € €

Er \ Ep) a o-dlgebra gerada pelas varidveis aleatdrias w, com e € Er \ E. Entdo

95, (X Fr A (@) = 95 (X).

Demonstragido. Vamos primeiro fazer esta prova em um caso mais simples. Sejae = {x, y}

uma aresta em I' e tome A =T\ {x,y}. Entdo

I\ fuyh) = Pyt = {2, {we = 0}, {w, = 1}}.
Portanto,
95 0 (Lieo,=0y X) 0% (1o} X)
¢ {we=0} + ¢
Pparlic-op) ¢p 0 {w,=1})

Usando as identidades (87) e (88) ficamos com

95, 1(X| 7 a) = (o).

a 0 1
‘Pi,q,r(XL/F\A) = (Pg:,r\{x,y} (X) ﬂ{we=0} + (Pi,i/,l"\{x,y}(x) l{we=1}~

Aplicando a fungdo acima em um ponto arbitrario w € {0, 1}r ficamos com

95 0t X Z0\ 0 (g )(@) = 9550 (1 1 (.

Usando as propriedades da esperanga condicional e repetindo o procedimento acima

concluimos a prova. O

Observacao 3.37. Se A C T, note que a propriedade do dominio de Markov pode-se escrever da

seguinte forma
9%, (X Zr @) = ¢, (X, w € O,
onde ng denota o conjunto da Definigdo 3.8.

A seguinte propriedade, chamada de propriedade da energia finita, ¢ uma das ferramen-
tas necessdrias (junto a invaridncia por translacdo da medida) quando no modelo de
aglomerados aleatdrios se deseja provar a propriedade geométrica da unicidade quase
certa do aglomerado infinito. O problema da unicidade do aglomerado infinito serd
abordado no Teorema 3.50 abaixo. Salientamos que este problema geométrico pode ser
valido para modelos de aglomerados aleatérios mais gerais (com presenca de campo

externo), veja-se, por exemplo, o Teorema 5.25 do Capitulo 5.
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Proposicio 3.38 (Propriedade da energia finita). Seja A C 1LY um subgrafo finito e e =
{x,y} € Ex uma aresta. Denotamos por A, = (A, 17(w) \ e) e K, 0 evento que x e y estdo

conectados por um caminho aberto que nio usa a aresta “e”. Se p € (0,1) e g > 1 temos

P, se x e y pertencem a mesma componente em /A,

14
p+q(1—p)’

‘Pg,q,A(“’e = UTA\xy)) = -
caso contrdrio.

Demonstragdo. Usando a propriedade do dominio de Markov para A e {x,y} temos

95 o a@e = 1Tp oy D@) = 950 (we =1).

Se x e y pertencem a mesma componente em A,, a condi¢do de fronteira acima é a

condigdo de fronteira conectada. Logo,
p'(1—p)q’
pI(1 = p)OgT + pO(1 — p)lq!

Por outro lado, se x e y ndo pertencem a mesma componente em A, a condi¢do de

U
(Péilf

1) = gl o
pa oy @We =1 = @ peplwe=1) =

:p.

fronteira ¢ U 1 seria a condigdo de fronteira livre, logo,

Uy 4N 40 B
(PF"‘?'{"'?/}(% =1 =90 fxy(@e =1).
Para calcular o lado direito acima, se procede analogamente ao caso anterior. O

Com estas ferramentas a nossa disposicdo, agora podemos provar a desigualdade se-
guinte, que consiste em comparar medidas de probabilidade do modelo de aglomerados

aleatérios com respeito as condi¢des de fronteira.

Coroldrio 3.39 (Comparacdo entre condi¢des de fronteira). Seja p € [0,1] e g > 1. Se
¢ =X ¢ (toda aresta de  é uma aresta de ) entdo

95, A(A) < oY L (A),
para qualquer evento crescente A na o-dlgebra das partes de {0, 1}EA.

Demonstragio. Sejam ¢ e 1 duas condi¢des de fronteira sobre A. Suponha que ¢ < .
Seja Ag o grafo obtido a partir de A adicionando as arestas de . Seja B o evento dado
por todos os elementos w € {0, 1}E% tais que w, = 0 para todo e € ¥ (lembrando que
¢ é um conjunto de arestas). Pelas propriedades da esperanca condicional, para todo

evento A e todo w tal que w, =0 Ve € ¢ temos

4’i,q,AO(A|yAO\A)(W) = qbg,q,AO(A|we =0, paratodoe € ¢) = gbg,q’AO(A|B).
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Usando a propriedade do dominio de Markov no lado esquerdo da igualdade acima

ficamos com
U
95 0 (Al Fag (@) = $550(A) = g5 \(A),
onde, na dltima igualdade, usamos que ¢ U w induz a mesma condigdo de fronteira
que ¢ em A. Seja C o evento dado por todos os elementos w € {0, 115 tais que we =1

para todo e € ¢. Analogamente, tomando w tal que w, =1 para todo e € ¢, temos

qbg,q,AO(A'ﬁAO\A)(w) = 475%/\0 (A|C).

Aplicando a propriedade do dominio de Markov no lado esquerdo da igualdade

acima ficamos agora com

95 o A AT ag @) = 9505(A) = 1 1 (A),

onde, na ultima igualdade, usamos que ¢ U w = 1. Pela definicdo de probabilidade

condicional e pela desigualdade FKG temos

¢ ¢ ¢
5 p(alp) = Lol Z0 D o D Oan® ey
Phq0(B) Ppq0lB) o

Note que B é um evento decrescente, por isso invertemos o sentido da desigualdade

FKG na linha acima. Com as relagdes obtidas acima podemos, entdo, concluir que

95 g a(A) < 05,0 (A). (89)

Pela defini¢do de esperanca condicional temos

9500 (A) = 95 (AIC) 65\ (O) = b A (A) 5 () < ¢h A(A),

onde, na segunda igualdade, usamos a propriedade do dominio de Markov como
mostrado acima. Com esta desigualdade concluimos a prova do teorema, ja que vale o
Item (89). O

Z .0 z . . 0 1 ~
Este coroldrio ¢ importante, pois dele se deduz que as medidas ¢, . , € ¢, , 5 sd0
medidas extremais, no sentido de que ndo se podem escrever como combinag¢do convexa

de duas medidas distintas.

Corolario 3.40 (Extremabilidade). Seja p € [0,1], ¢ > 1 e A C IL? um subgrafo finito. As

medidas ¢° e P sdo extremais. Isto é, vara gualquer condicio de fronteira ¢ temos
PN P9\ p quaiq ¢

Phan(A) < 95, A(A) < @) A(A),

para qualquer evento crescente A na o-dlgebra das partes de {0,1}EA,
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3.4.2 O limite termodinamico, ergodicidade e a existéncia de transicdo de fase

Estamos interessados em estudar o que acontece com as medidas de probabilidade
do modelo de aglomerados aleatérios quando o grafo finito comega a crescer monotoni-
camente para um grafo infinito, o chamado limite termodinamico.

Daqui em diante, em nosso estudo, faremos um abuso de notagdo. Para referirmos
a rede LY escreveremos simplesmente Z¢, o que denotara o grafo (Z4,E%), d > 2.
A definicao de uma medida de aglomerados aleatérios sobre Z“ nio pode ser feita
diretamente a partir da definicio dada para subgrafos de Z?, pois pode acontecer que o
numero de arestas abertas (ou fechadas) seja infinito.

Existem, basicamente, duas formas de definir estes tipos de medidas sobre espagos
infinitos. A primeira (que comecaremos a definir na continuagao) é definida indireta-
mente tomando limites (fracos) das medidas de aglomerados aleatérios sobre grafos
finitos (como, por exemplo, uma sequéncia de caixas crescentes que tendem a Z%) com
condigdes de fronteira apropriadas (veja referéncia [65]). A segunda forma é construir
medidas a volume infinito de maneira direta sobre o latice infinito, esta construcao é
inspirada pelos trabalhos de Dobrushin-Lanford-Ruelle (DLR) para estados de Gibbs
(veja referéncia [57] para mais detalhes). Essa segunda forma de se construir estes tipos
de medidas serd vista pormenorizadamente na Subsecdo 3.4.5.

Um dos conceitos fundamentais para compreender o que é o limite termodinamico é
o conceito de convergéncia fraca de medidas. Existem véarios conceitos de convergéncia
de medidas de probabilidade. Como ja mencionamos, a topologia gerada pelos cilindros
finito dimensionais em {0, 1}]Ed é metrizdvel e, além do mais, este espaco com a referida
topologia é um espago métrico compacto. Tal fato permite usar um importante teorema
de Andlise (veja Proposicdo 5.5 de [16]) que garante a compacidade do espago das
medidas de probabilidade definidas sobre os borelianos de {0, 1}]Ed. Antes de enunciar

este teorema vamos dar a defini¢do de convergéncia fraca.

Definicao 3.14 (Convergéncia fraca). Seja (), .%) um espagco mensurdvel. Uma sequéncia
(Mn)nenN de medidas de probabilidade definidas neste espago converge fracamente para y se para

toda fungio f : Q) — R continua limitada, temos

/Q Hn(dw) f(w) — /Q u(dw) f(w), quandon — oo.

Essa nocdo de convergéncia define, de maneira natural, uma topologia no conjunto

de todas as medidas de probabilidade que denotaremos por M((2). No caso em que (2
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também tenha estrutura de espaco métrico, denotamos por M;(Q}, #((})) o conjunto
de todas as medidas de probabilidade definidas sobre a c-algebra de Borel de (), isto
é, a o-algebra gerada pelos abertos de (), notacdo: #(()). A topologia induzida em
M1(Q), B(Q))) pela convergéncia fraca é metrizavel e, além do mais, com respeito a esta
métrica, o espago M(Q), #((2)) é um espago topoldgico compacto se, e somente se,
() é compacto. Um caso particular de bastante interesse em nosso trabalho é quando
Q =0, 1}Ed. Com a topologia produto, temos pelo Teorema de Tychonoff que este
espago é compacto. Podemos mostrar, também, que esta topologia é metrizavel e assim
segue do teorema citado anteriormente que M;({0, 1}E, 2({0,1}E") é um espaco
meétrico compacto.

Para definirmos o limite termodinamico, lembramos que podemos olhar para as
medidas do modelo de aglomerados aleatérios com condigdes de fronteira, no sentido
da Definicdo 3.8, em cada A, C Z? (finito) como medidas de probabilidade definidas
na c-algebra de Borel de {0, 1}IEd. De fato, neste contexto de condi¢des de fronteira a
medida de probabilidade (,Di/ A, € dada por

L @ - 0@ se e Of n

¢ _
(Pp/q/An (w) - g}]’q’An
0, caso contrario.

Esta construcdo motiva a seguinte definicao.

Defini¢do 3.15 (Limite termodinamico). A medida de probabilidade ¢, , 54 definida sobre
o conjunto de configuracdes {0, 1}]Ed associado ao grafo infinito Z%, é chamada de medida
de aglomerados aleatérios a volume infinito com pardmetros p e q, se existe uma condigdo de
fronteira ¢ € {0, 1}Ed, no sentido da Definicdo 3.8, e uma sequéncia crescente de subgrafos
finitos {(An, Ep,) : 1 > 1}, satisfazendo A, T Z¢ quando n — oo e

¢ = 1 ¢
4)p/q/Zd B 1’}1—13‘010 ¢p’q’An’

onde a convergéncia acima deve ser entendida no sentido da Definigdo 3.14.

Para cada A, C Z% a medida de probabilidade (pi/q, a, de aglomerados aleatorios
com condicdo de fronteira ¢ = 1 para todo ¢ € E? tem um papel importante em
nosso trabalho. Observamos que alguns resultados, como a desigualdade FKG, a
desigualdade de comparagdo com respeito ao pardmetro p, a monotonicidade com

respeito as condi¢des de fronteira e propriedade da energia finita permanecem validas,
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com as naturais adaptagdes no limite termodindmico. Isso serd visto em detalhes mais

adiante, especificamente no Teorema 3.59 e Proposigdo 3.63.

Teorema 3.41. Existem duas medidas de probabilidade cpg 5,74 ¢ 4);17 0,74 chamadas medidas do
modelo de aglomerados aleatérios a volume infinito com condigdes de fronteira livre e conectada
respetivamente. Para todo evento A € F crescente que depende de um niimero finito de arestas

tais medidas satisfazem:
Jim ¢, (A) = 0 20(A) € Hm G0, (A) =) 50(A),
onde A, = [—n,n]* N 2Z4.

Demonstragio. Ja que A depende apenas dos estados de um ntimero finito de arestas,
entdo, existe N € IN tal que A € .%, . Observe que, para cada condicao de fronteira v

temos, para todo n > N que

Or 0 mmn ALZA, 0 A®) = B b (A) < P30 a (A), (90)

onde, na igualdade acima, usamos a propriedade do dominio de Markov, e na de-
sigualdade a condi¢do de comparacdo entre condi¢des de fronteira. Assim, por (90)

temos

Phany(A) =000 @han, (AT A S Ppan Do an (D) = by o a,(A).

Logo, {4);1% A, (A) 1 > N} é decrescente. Como esta sequéncia de ntimeros reais é

limitada, ela é convergente. Para cada A € .#,,, definamos

¢y 0 zi(A) = lim ¢, 4 (A).

O limite acima ¢é independente da escolha da sequéncia A,. De fato, fixadas duas
A . . 1 _ . 1 _ .
sequéncias A1, e Ay ,, seja ('bp,q,Zd;l = limy—co Pp gy, € (Pp,q,Zd;Z = limy 00 Ppg,n,, €
considere a sequéncia
NAqy,, népar
An ==
Ny, néimpar
. 1 _1: ~ A .
e seja (Pp,q,Zd = limy,—eo Pp,g,An- Como Pp,a. A1y € Ppg.iy, SAO subsequéncias de Pp,q,Aqr S
trés sequencias mencionadas convergem, portanto, elas devem ter o mesmo limite.
Por outro lado, a colecdo dos eventos crescentes que dependem de um namero finito

de varidveis é uma classe que determina convergéncia (veja referéncia [18], p. 14-19),
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. . o1 1 1
logo, e1x18te uma medida de probabilidade ¢p,q,Zd tal que ¢, , \ converge fracamente
para (Pp,q,Zd'
0 z A . . .
Analogamente, temos que (,bp, 0 Am(A) é uma sequéncia limitada crescente (n > N) de
ndmeros reais e, portanto, converge. Usando, novamente, argumentos similares ao caso
anterior, temos que (pg oA, converge fracamente a uma medida de probabilidade que

serd denotada por qbg O

,q,Z%"

O seguinte coroldrio é consequéncia do Corolério 3.40 junto ao Teorema 3.41.

Coroldrio 3.42 (Extremabilidade a volume infinito). Todos os limites termodindmicos do
modelo de aglomerados aleatérios (pg , Sobre Z* sdo estocasticamente dominados por ¢° e

. | ' ' P42 P42
dominam (Pp,q,Zd' Mais precisamente

0 ¢ 1
(PP,EI,Z”’ <St (‘bp,q,Zd <St ¢p’q,zdl
para qualquer condigdo de fronteira ¢.

Proposic¢ao 3.43 (Monotonicidade no volume). Como subproduto da prova do Teorema 3.41,
para A C T em Z% temos

P04 a(A) <0 r(A) e ¢, r(A) < P a(A),

para cada evento A crescente na o-dlgebra das partes de {0,1}Fa.

INVARIANCIA, ERGODICIDADE E TRIVIALIDADE DE ¢p q 74d-

As seguintes propriedades estdo relacionadas com os conceitos de invariancia, ergo-
dicidade (para uma defini¢cdo formal destes conceitos, veja Se¢do 2.4 do Capitulo 2) e

trivialidade de medidas. No que resta do capitulo, vamos adotar a seguinte notacdo
L ={ACZ":0<|A|< }. (91)

Dado A € .Z, denotamos por .#, a c-dlgebra de eventos que dependem de um
numero finito (de estados) de arestas. Uma medida y sobre o espago mensuravel (Q2, .%)
é dito trivial sobre .7 se, para todo evento A € .7 = (pc.¢ Fac, H(A) é igual a zero ou
um. A o-algebra .7 é conhecida como c-algebra caudal.

O seguinte teorema nos diz que as medidas extremais a volume infinito do modelo
de aglomerados aleatdrios (extremais, no sentido de espagos convexos, isto é, estas

medidas ndo podem ser escritas como combinagdo convexa de duas medidas distintas)
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sdo invariantes por automorfismos (em particular, sdo invariantes por translacdes) da
rede Z°.

Fixado p € [0,1] e g € [1, o), enunciamos e provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.44 (Invaridncia por automorfismos). A medida de aglomerados aleatérios a volume

infinito qb]l; 0,24" é invariante por automorfismos, para b =0, 1.

Demonstragio. Seja A um evento crescente dependendo de um niimero finito de arestas,
todas incluidas em uma caixa A € .Z. Seja T a traslacdo de Z*, pela Proposicao 3.43

temos

_ _ d
Ozt = @ A(A) = ¢ a(TA) — @0 Lu(c'A), quando A 1 Z7.

1

Pelo mesmo raciocinio, substituindo A = T~'A e T = 77! na expressdo acima obtemos

0 -1 0
P qz(T A) 2P, 74(A).

Portanto, ¢2,q,zd(T_lA) = 4)2#,20,(14). Desde que os eventos cilindricos geram a o-dlgebra
Z, pelo Lema .36 (do Apéndice) temos T¢2,q,zd = ¢2,q,zd'

Por outro lado, pela Proposicdo 3.43 e por um raciocinio similar ao feito acima,
obtemos ‘P;,q,zd(TA) = (P;IJ,L],Zd(A)' Seja C o conjunto de automorfismos que fixam a
origem. Cada automorfismo de Z% é a combinacio de uma translacio T e um ele-
mento ¢ de C. Como todo evento crescente pode-se aproximar por eventos crescentes
dependendo de um ntmero finito de arestas e todo elemento de C preserva caixas
da forma A, = [-n,n]*NZ°, segue do Teorema 3.41 que (Pz,q,Zd é invariante por

automorfismos. [

O seguinte teorema sobre trivialidade das medidas extremais, nos servird para provar

a ergodicidade das medidas (extremais) de aglomerados aleatérios.

2z

Teorema 3.45 (Trivialidade). A medida de aglomerados aleatérios a volume infinito qbz g, 707

/Zd,
trivial sobre 7, para b =0, 1.

Demonstragio. Existem duas formas de verificar este teorema, a primeira é usar a
Proposicdo 4.35, a qual serd apresentada ainda na Subsecdo 4.3.2 do Capitulo 4 e a
segunda forma sera detalhada a seguir. Sejam A C T subgrafos finitos' em Z9, A € .7

e B € J\ 5 ambos crescentes. Logo,

$por(ANB) = @) ((AB)§) +(B) = ¢y r(A)¢y . r(B) = @), A(A) ), r(B),

Relembramos que, aqui, estamos cometendo abuso de notagdo, estamos escrevendo A para denotar o
grafo (A, Ep)
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onde, na primeira desigualdade, se usou a desigualdade FKG (veja Corolario 3.34) e na
segunda desigualdade a monotonicidade no volume (veja Proposicdo 3.43).

Fazendo I' 1 Z% na desigualdade anterior obtemos

4)2,q,zd(A n B) 2 4)2,q,A(A) (Proj,qlzd(B)/ VB e ﬁr\A,

logo, por defini¢do da c-dlgebra caudal, esta desigualdade se mantém para todo B € 7.

Fazendo A 1 Z% na desigualdade acima, obtemos

4)2117/2‘1(14 nB) = (P(r)z,q,zd(A) 4)2,17,2’1(3)’ VB e 7. (92)

Desde que B € .7, B € .7, temos

¢2/‘7,Zd(A N BC) 2 (Pg,q,zd(A) ¢2’q,zd(Bc)/ VB € g (93)

Como A e B sdo independentes (pois dependem de volumes diferentes) segue

O ozi(ANB +¢) L (ANB)=¢) (A ¢y 7u(B)+ ) (A ) u(BO).

Combinando (92) e (93) comprovamos a validez da seguinte identidade

90 7i(ANB) =) ,i(A) 90 (B), VBE T (04)

Como (94) é valido para todo A € .#, crescente e a cole¢do de tais eventos é uma classe
que determina convergéncia (veja referéncia [18], p. 14-19), entdo (94) é vélido para todo
Aec Z.

Fazendo A = B, em (94) temos ‘Pg,q,zd(A) = (P;O;,q,zd(A)z’ portanto, (Pg,q,zd(A) € {0,1},
paratodo A € 7. Isto ¢, 4)2,14,Zd é trivial sobre .7.

Usando-se associatividade positiva, a Proposi¢do 3.43 e um raciocinio analogo ao

feito anteriormente provam que (,b; 0,74 é também trivial sobre 7. O

Uma medida de probabilidade u sobre ((),.%#) é dita mixing ou fortemente mixing
se, para todo A,B € &

lim (AN 7TB) = u(A)u(B) (95)

|x| =00

ou equivalentemente, dado € > 0, existe N = N(e) tal que

\[W(ANTB) — u(A)u(B)|< e, selx|>N.
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Teorema 3.46 (Ergodicidade). A medida de aglomerados aleatérios a volume infinito 4)2 0,7

é ergddica com respeito as translacdes de Z°, distintas da identidade, para b =0, 1.

Demonstragido. Um fato geral diz que toda medida trivial sobre .7 é mixing (veja [57],
Proposicdo 7.9 e a discussdo relacionada em [57], Observacdo 7.13, Proposicao 14.9).
Com isso a nossa disposigdo, seja j # 0 e B um evento invariante por translacdes. Como
(Pl;;,q,zd é mixing, vale a identidade (95). Fazendo x =nj, A= B e T = 6 em (95), quando
n — oo, temos 4);b7,q,zd(B) = (p Z,7,(B)2 portanto, (p Zd(B ) € {0,1}. Logo, (pp gz é
ergodica, para b =0, 1. O

Observacao 3.47. Considerando q = 1 nos Teoremas 3.44 e 3.46, veja que obtemos uma prova
alternativa das Proposigdes 2.10 e 2.5, respectivamente, Segdo 2.4. Além disso, neste caso (q = 1),

segundo o Teorema 3.45, tem-se que a medida de Bernoulli Py, ¢ trivial sobre 7.

TRANSICAO DE FASE

A transicdo de fase para o modelo de aglomerados aleatérios a volume infinito é
similar a transi¢do de fase para o modelo de percolacdo independente, esta semelhanca

é descrita precisamente no teorema abaixo.

Teorema 3.48. Seja d > 1. Para cada q > 1 fixo, existe p. = p(q) € [0, 1], chamado de ponto
critico, tal que

(
Vp < pc, qualquer medida de aglomerados aleatérios sobre Z%,nio tem aglomerados
infinitos quase certamente

Vp > p., qualquer medida de aglomerados aleatdrios sobre Z2, tem pelo menos um

aglomerado infinito quase certamente.

\

Demonstragio. Fixe q > 1 e N € IN. Denote por [—N, N]* =[=N,NJ]"nZ% a caixa de

centro na origem de lado 2N. Pelo Teorema 3.41, para todo N > 0

lim ¢!

fi—oo ! P l—nn

(0 =N, NI) = ¢ (0 < o[-N, NI%).

Pelo Coroldrio .39, a quantidade a esquerda na igualdade acima é ndo decrescente em

p, logo, o limite também é mondétono no parametro p. Dai, para cada p; < p2

Py, 0200 < A=N,NI) < ¢ ,.(0 > I[-N,NI).
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Uma vez que
N%-1{0 ¢ 8[=N, NI} = {0 ¢ oo},

pela continuidade da medida, a desigualdade anterior implica

¢ 0740 ) <40 ¢ ),

para todo p; < p2. Analogamente, a mesma desigualdade é vélida para a condic¢do de

fronteira livre. Portanto, podemos definir
p’ =inf{p € [0,1] : ¢Zqzd(o ¢ 00) >0}, comb=0,1.

Vamos mostrar, agora, que p. = p?. De fato, suponha por contradigio que p. # p?. Se

pl > p?, entdo, pela definicao de pl, existe algum p € (pY, pl) tal que

(P;,qlzd(o e 00) = O

Jaque (Pg,q,zd Sst (P;ljlqlzd e {0 +» oo} é um evento crescente, segue que ¢2,q,Zd (0 <> 00) =0,
mas isto contradiz a definicao de p?. Por um razonamento andlogo, para o caso p} < p?,
chegamos, também, a uma contradigdo. Logo, esse ponto critico comum serd denotado
por pe.

Note que o evento U, ., {x <+ oo} onde existe pelo menos uma componente conexa
infinita é crescente e invariante por translacdes, pois uma translagio de Z leva aglo-
merados aleatérios infinitos em aglomerados aleatérios infinitos na configuragdo w
transladada, por causa da invariancia translacional da rede Z*.

Por outro lado, as medidas de aglomerados aleatérios extremais a volume infinito

{(Pf, .24 b=0,1} sdo ergodicas, logo,

¢Z,q,Zd(Ux€Zd{x <> oo}) € {0,1}.

Por dominacdo estocastica, c-aditividade e invariancia translacional das medidas cpZ 0,78

com b =0,1, para todo p < p. temos
¢ (Upega{x & 0}) < @ (Upep{x & 00}) < Y ¢l (x4 00) =0
pa,zi - xeZ! S PpgziUxezs S G -
xe

Este tltimo fato conclui a demonstracdo da primeira parte do teorema.
Observe que se p > p., entdo, devemos ter ‘Pg,q,zd(uxez”’{x < oo}) = 1 pois, caso

contrario,

0 = ¢ si(Useza{x 5 0}) > ¢ (x5 00) >0,
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onde, novamente na dltima desigualdade, fazemos uso da invariancia translacional do
modelo e da defini¢do de ponto critico. E, assim, chegamos a uma contradigdo.
O _ . ~ z . .
Portanto, ‘Pp,q,zd(uxezd{x < o0}) = 1. Usando a dominacéo estocdstica da medida

extremal conectada, temos a desigualdade

1= ‘Pg,q,zd(uxezd{x<—> oo}) < ¢

p/q/Zd(Uxezd {x A Oo})’

o que conclui a prova. O

Definicdo 3.16. Motivados pela definicido de ponto critico estabelecido na prova do Teorema
3.48, para d > 2 definimos o ponto critico do modelo de aglomerados aleatérios de pardmetro

q = 1 pelo valor
pe(q,d) = inf{p € [0,1] : cpglq,zd(o < 00) >0}, b=0,1.

Para d > 2, o fato de que p.(q,d) € (0,1) ndo é, de maneira nenhuma, 6bvio. Esse
resultado pode ser provado usando os Coroldrios 3.35 e 2.29, 0s quais estabelecem que

pc(1,d) = pc(d) € (0,1), como pode ser visto na prova do seguinte teorema.
Teorema 3.49. Sed > 2,eq > 1, entido, pc(q,d) € (0,1).
Demonstragdo. O caso de maior interesse é quando p € (0, 1). Logo, usando o Corolario
335comqy=q,g2=1,p1=p,p2=p,C=1lep = m,temos
(P;la’,l,G st $p,0.6 st Py 1,60

P __p _ V¥ nica / _ {
desde que =7 = B = @) DA definicdo de p’ obtemos que p = Tp(g—1- Dal a

dominagdo estocdstica anterior pode-se rescrever

1 1 1
(PP//LG <St (PP/L]/G <St (P qp’ .
7 A1,G
+p'(g-1)

Fazendo G 1 Z% obtemos

1 1 1
('bp’,l,Zd gst (Pp/qlzd gst (P qar’ 1 Zd-
1+p'g-1)""

Logo, pela defini¢do de ponto critico segundo a Defini¢do 3.16 tem-se

qpe(1, d)
peld) < pe@ ) S TG 0 @, @)

onde p.(1,d) = p.(d) é o ponto critico do modelo de aglomerados aleatérios, quando

q =1, isto é, p.(d) é o ponto critico do modelo de percolacdo independente, que, pelo
Corolério 2.29, é ndo trivial. Portanto, concluimos que p.(g,d) € (0,1) sempre que
qg=1 ]
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No caso que d = 2, ndo nos preocupamos com este detalhe pois, na Subsecdo 3.4.4

esbogaremos a prova de que o ponto critico coincide com o ponto

Va4
1+./4q

com g > 1 [12], o que implicard que o ponto critico na rede bidimensional é nao trivial

Psd =
(para uma exposicdo mais detalhada desse fato veja [120]).

3.4.3 Unicidade do aglomerado infinito

Pelo Teorema 3.48 temos que na fase supercritica (isto é, quando p > p.) existe,
pelo menos, um aglomerado infinito quase certamente. Uma pergunta natural é: este
aglomerado infinito é inico? A resposta é sim.

O préximo teorema nos fornece a unicidade quase certa do aglomerado infinito para
medidas de aglomerados aleatérios com condi¢des de fronteira extremais. Ele diz
que para valores de p maiores que o ponto critico, quase certamente existe um tnico
aglomerado infinito, isto é, (P;l;,q,Zd (Existe um tinico aglomerado infinito) = 1, onde b =

0, 1. Mais precisamente

Teorema 3.50 (Unicidade do aglomerado infinito). Para todo p € [0,1] o niimero de

aglomerados infinitos é igual a 0 ou 1, ('b;l;,q,Zd_q'C'

Demonstragido. Vamos denotar por N a varidvel aleatéria que conta o ntmero de
aglomerados aleatérios infinitos. Claramente, N é invariante por translac¢des, pois
as translacoes das configuragdes de {0, 1}]Ed ndo alteram seu nimero de aglomerados
aleatérios. Pela ergodicidade das medidas extremais (,bZ 07z b =0,1 (veja Teorema 3.46),
temos que ¢Z,q,Zd(N°° =n € Z* U{co}) é igual a zero ou um.

Dai, a prova da unicidade do aglomerado infinito pode ser deduzida como consequén-

cia dos dois seguintes lemas:

Lema 3.51. Para cada p € [0,1] e g > 1, temos

gbz’qlzd(Noo € {0,1,00}) = 1.

Demonstragio. Desejamos provar que Neo € {0,1,00} quase certamente. Vamos fazer a

prova por contradi¢do. Fixe nyp #0,1 e + oo e suponha por contradi¢do que

¢h o 74(New = 19) = 1. (96)
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Defina o evento
Ay = {ng aglomerados infinitos (abertos) em z° \ Ay interceptam Ay},

onde A = [—k, k]2 N Z? é a caixa centrada na origem de lado 2k.
Observe que a sequéncia de conjuntos (Ag)x~o € crescente e que Ug~oAx = {Neo =110},

o que implica (pelo continuidade da medida) que

T ) 5 (Ax) = by 4 70 (U0Ak) = 0 50(Noo = 10) = 1.

Portanto, podemos escolher um k > 0 tal que

B g 2o(A0) > 5. (97)

Observe que
Akﬂ{\V/EE EAk Ia)ezl} C {Noo=1},

pois, no evento acima, os 19 aglomerados estdo unidos pela caixa Ay, j& que todas suas

arestas estdo abertas. Dai, temos a seguinte desigualdade
b b .
¢poziNow=1) 2 ¢ 5u(Ap N {Ve € Ep, : we =1})

= @b (Ve € En i we = 1A) ¢ a(Ap) >0,

onde, na primeira desigualdade, simplesmente usamos inclusdo de conjuntos, e, na
ultima desigualdade, usamos a propriedade da energia finita (veja Proposicdo 3.38) e a

equagdo (97). Chegando assim a uma contradi¢do com (96). O

Lema 3.52. Para cada p € [0,1] e g > 1 temos

¢y 0,2(Neo = 00) = 0.

Demonstracio. E suficiente provar que (Pz,q,Zd(Nc’o > 3) = 0. Para isso, suponha que
cpi’) ] Zd(NOO > 3) > 0. Defina Q,_; como a caixa centrada na origem de lado 2n —1e o

evento

F, = { Pelo menos 3 aglomerados infinitos (abertos) distintos interceptam Q, 1 }.

Observe que {No > 3} = U,>1F, e que F, C F,41 para todo n > 1, logo, pela
continuidade da medida, temos lim;,_,« (PZ ] Zd(Fn) = 4)2 ] Zd(NOO > 3). Portanto, existe

um 71 € IN tal que se n > ng, entdo

¢) 1.zi(Fn) > 0. (98)
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Dados trés pontos distintos y1,y2, € y3 em 0Q,,_1, defina o evento

Os pontos y1, 12, y3 pertencem a aglomerados infinitos (abertos)
Fno(y1/y2/y3) = .

distintos, usando apenas arestas exteriores a Q,,_1

Como F,;, C Uyl,yz,mpno (v1,Y2,Y3), entdo, por (98) temos que: para algum y1, Y2, y3

@y 0,20 Fno1,v2,3)) > 0. (99)

Dados y1, y2, y3 existe x = x(y1, Y2, y3) € Qu,—1 tal que existem trés caminhos de arestas
disjuntas no interior da caixa Q,,—1 ligando x a y1, y» e y3. Denotando estes trés

caminhos por: «, B, e 0, respectivamente, definimos o seguinte evento

os caminhos «, B e 6 estdo aberto se as demais arestas }

FroW1, Y2, y3) =
m W1 Y2, 3) do interior da caixa Q,,_1 estdo fechadas

Pela propriedade da energia finita temos
9b 3 21 (Froy1,v2,33)) > 0. (100)
Defina Pr = {x é “ponto triplo especialno interior da caixa Q,,—1}. Note que
{x € Pr} D Fyy(y1, y2,¥3) N Fy (Y1, Y2, ¥3)- (101)

Como (PZ,q,Zd(Fno(yl’ Y2,y3)) > 0, aplicando a propriedade da energia finita temos

b / 4)2,6],241 (F;fllo (]/1/ ]/2/ y?)) N Fn() (]/1/ y2’ yS))
0< <Pp/q,zd(1:n0(]/1/ Y2, ]/3)‘1:;10(}/1, Y2, y3)) = 4)b Zd(Fno(yllyZI yg)) .
pA,

Usando a equacgdo (101) segue que
4>Z,qlzd(x € Pr) > 0.

Por invariancia translacional, temos que a probabilidade de qualquer ponto ser um

ponto triplo é constante, isto é, existe uma constante positiva p tal que
b d
O0<p= 4’p,q,zd(x € Pr), VxeZ"

Seja X, a varidvel aleatdria que representa o nimero de pontos triplos dentro da caixa
Q1. Entao

¢;,q,zd(xn) = ) ¢Z,q,zd(x € Pr) = (2n —1)%p.
ernfl
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Ja que X, é uma varidvel aleatdria integravel, entdo, ‘P;ba,q,zd(X” > ¢;bJ,q,Zd(Xn)) > 0.
Assim, temos

@) g, 24(Xn = (21 = 1)) > 0. (102)

Por outro lado, afirmamos que, para todo n € IN
Xy <4(2n —1). (103)

Para verificar esta afirmagdo, considere as componentes conexas dos pontos triplos
especiais usando apenas arestas no interior da caixa Q,_1. Suponha que cada compo-
nente contenha n1, 1, - - - pontos triplos especiais, logo, n1 + 1, + - - - € o nimero total
de pontos triplos especiais no interior da caixa Q,_1. Do Lema 1.2 temos que existem
pelo menos n; + 2 ramos distintos dentro das 3n; possibilidades. Portanto, podemos
achar ) ;~(n; +2) ramos distintos de todos os pontos triplos. E como cada ramo de
cada ponto triplo toca pelo menos um ou mais vértices em algum lado de 0Q,,_1, temos

necessariamente que

Xn=Y n; <) nj+2<[0Q,u 1|=4@2n —1),

iz1 iz1

provando a desigualdade em (103). Usando (102) e (103) obtemos a seguinte cota
(2n—1)p < @n—1)"'X, <4,

valida para todo n € IN. Tomando o limite quando 7 tende ao infinito, obtemos a

contradicdo. ]

CONTINUAGAO DA PROVA DO TEOREMA 3.50.
Finalmente, na prova do teorema, combinando os Lemas 3.51 e 3.52 tem-se (])Z ] 7i(Neo €

0,1}) =1, concluindo-se a prova. O
{0,1}) p

3.4.4 Unicidade de medidas e o valor critico bidimensional

Observamos que o Teorema 3.41 (acima) garante a existéncia dos limites termodinami-

0 1
cos, (Pp,q,Zd e ‘Pp,q,zd'

de aglomerados aleatdrios com respeito ao parametro p. Concisamente, formulamos

0
p.q.2°
discutiremos em que casos obtemos dita unicidade quando 4 = 2.

mas ele ndo menciona em que casos temos a unicidade de medidas

a seguinte pergunta: em que casos ¢ = (/)}17 0,24 quando p € [0, 1]? Nesta subsecdo
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A prova do seguinte lema é ligeiramente fécil, pois usa uma construcdo classica
conhecida como Argumento de Zhang. Esse argumento foi inicialmente usado no caso
do modelo de percolacdo independente, mas estende-se facilmente para o modelo de
aglomerados aleatérios. O Argumento de Zhang nos fornece a desigualdade p,;(g) < pc.
A heuristica para a validade desta desigualdade é a seguinte: se assumimos que
pe < psa(q), a configuracdo em pg;(q) deve conter um aglomerado infinito primal e
um aglomerado infinito dual, j4 que o modelo de aglomerados aleatérios dual esta na
tase supercritica também. Intuitivamente, a coexisténcia destes aglomerados implica a
existéncia de mais de um aglomerado infinito na fase supercritica, o que contradiz o

Teorema da unicidade do aglomerado infinito (veja Teorema 3.50).

Lema 3.53 (Cota inferior: pss(q) < p./ Argumento de Zhang). Se q > 1, entio,
¢0 (04> 00) =0,

Como consequéncia, pe = psq(q).

Demonstragio. Suponha que cpg 0 <> c0) > 0. Entdo este modelo com p = ps;(q)

sdrq/ZZ(
estd na fase supercritica, isto é, p. > ps4(g). Portanto,

Ppggz2Neo =1 = 1, (104)

onde N é a varidvel aleatéria que conta a quantidade de aglomerados infinitos (abertos).

Defina o evento
Ry = { O tnico aglomerado (aberto) infinito em Z? \ [—n, n]? intercepta [—n, n]? } :

Note que a sequéncia de eventos (R;),~0 é crescente, logo, pela continuidade da medida,

temos
1=¢)  2Neo=1) = lim ¢) = 2(Ry) < lim ¢ o([—n,n]* > 00).
Assim, dado € > 0 existe np € IN tal que se n > ng entdo,
(99 g 22 (=1, n] < 00) — 1| < e.
Logo, podemos escolher m suficientemente grande de maneira que

Pppqz2 (= ml & 00) > 1—e. (105)

Fixando mg > ny, seja A, (resp. Ay, Ac, Ap) 0 evento:
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e O segmento {—my} x [—mg, mo] (resp. {mo} x [—mg, mg], [—mo, mg] x {mo},

[—mg, mg] X {—mg} ) estd em um aglomerado infinito em Z?2 \ [—mg, mg]?,

onde ¢ =esquerda, d =direita, c =cima, b =baixo. Pela invaridncia por rota¢do do

medida de aglomerados aleatérios temos
(])p i 72 (AN Ay = q‘) ’ZQ(AC N Ap). (106)
Por outro lado, segue de (105) que
¢pquZ(Ae UAjUAUA) = ¢p az2([=mo, mo]? <+ 00) > 1 —e. (107)
Usando o truque da raiz quadrada (veja Apéndice, Proposi¢do .20) temos
9 (A2 1—[1—¢)  a(AUAGUAU ANE, u=ed,c,b. (108)
Segue das desigualdades (107) e (108) que
¢2sd,q,ZZ(A”) >1-— e%, u=e,d,c,b. (109)

Observe que os eventos A,, onde u = ¢,d, ¢, b sdo eventos crescentes, logo, por (109) e
pela desigualdade FKG

B oz (AN AD = o(A) 5 o(A) > (1—€ed)P 21 —2¢5.  (110)
Usando a identidade (106) e que 4) 0,22 é estocasticamente dominado por (pp 0,22
obtemos

¢;5d,q,ZZ(AC NApy) =>1— Det. (111)

Antes de prosseguirmos, lembramos de dois fatos importantes sobre este modelo

a) o ponto autodual é dado por p*(psi(9)) = vsa(9);

b) a medida dual de (po 0,22 é ([)p 072

Seja A (resp. A}) o evento, a face (2, 2) +[1—n,n—1] x {n —1} (resp. (2, 2) +[1 -
n,n—1] x {1 — n}) estd em um aglomerado infinito na configura¢do dual, no exterior
do quadrado (2, 2) +[1 —n,n —1]%. Usando a dualidade, as observacdes a) e b) e as

estimativas feitas acima, podemos afirmar que para todo n > m +1

(PPSMZZ(A NAGNAZNAy) 2 ¢p qZZ(A N Ag) (Pp *(ps )qzz*(A:mAZ)
> ) (AN A) @) o (AZNAY)

> (1—2ei)? > 1—det,
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onde, na primeira desigualdade, usamos a desigualdade FKG e o fato b), na segunda
desigualdade, o fato a) e, na terceira desigualdade, usamos as equagdes (110) e (111)

simultaneamente. Isto é,

90 (AN AGNAIN A} > 1— det, (112)

Agora, considere o evento
B = {toda aresta dual em (%, %) +[1 —n,n — 1]? esta aberta}

Note que os eventos Be A, N Ay N A N A, dependem de estados de arestas disjuntas.
Usando a estimativa (112) e aplicando as propriedades de dominio de Markov e energia

finita, temos

90 72 (B)>0 e ¢ .(B[A,N AN AINA) >0, (113)

Psd»
Consequentemente,

@) 7 (New>2)> ¢ o(BNANAINAIN Af) >0,

chegando, assim, a uma contradi¢do com (104), que garante a unicidade do aglomerado

infinito na fase supercritica. O

A Figura 20 nos fornece um algoritmo elegante da demonstracdo anterior.

00 00 00 00
oo
\
\
N\
Truque da raiz intersegao de
quadrada eventos

¢2sd7q722(‘) > 1 - € (bgsdquZQ(‘) > 1 o 61/4 ¢2Sd7‘1722(') > 1 - 461/4 ¢gsd’qaz2(.) > 0

Figura 20: Algoritmo da prova de que ps;(9) < pe.
Um problema que continua em aberto atualmente é identificar todos os pares (p, q)
tais que
1 _ 40
Ppaz2 = Ppgz2-
O préximo teorema nos dd certa informagao (parcial) sobre o conjunto dos parametros

p € [0,1], para o qual a igualdade falha.
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Teorema 3.54 (Veja [65], Teorema 4.63). Para q > 1, o conjunto

.40 1
{p € [OI 1] . (Pp,qlzz # (Pp,qlzz}
dos pardmetros p € [0, 1], para o qual a unicidade falha é, no mdximo, enumerdvel.

Ja o préximo teorema nos dd uma informacgao mais completa. Ele nos diz que, para
todo parametro p € [0,1] — {ps4(9)}, a medida de aglomerados aleatérios bidimensional
é Uinica, mas ndo nos informa nada sobre o que acontece no ponto autodual pg;(q). A

seguinte figura explica de maneira explicita este resultado.

o] _ 0 1 _ 40
r p7Q7Z2 p7q7ZQ V p:‘LZQ PaQ»ZQ 'I
L A ]
0 psd(Q) 1 p

Figura 21: Unicidade da medida de aglomerados aleatérios sobre rede bidimensional.

Teorema 3.55. (Unicidade da medida de aglomerados aleatérios, caso d = 2) Fixado q > 1. O
tinico ponto p € [0,1] para o qual possa existir medidas de aglomerados aleatdrios a volume

infinito diferentes é o ponto autodual pg;(q).

Demonstragio. Para ndo carregar a notagao, nesta prova escrevemos c,bf,,q para denotar a
medida de aglomerados aleat6rios a volume infinito (Pz,q,Z” b =0,1. Observe que, pelo
Coroldrio 3.40, é suficiente provar que cp},,q = cpg,q, para todo p € [0, 1]. Novamente, pelo
uso do Coroldrio 3.40 é suficiente provar que 4>;1w <lst 4)2/6,, para todo p € [0, 1].

Note que se (p},/q st (pg/q, para todo p < p, por dualidade, terifamos que a medida
de aglomerados aleatdrios a volume infinito é tinica para p > p;, também. Desde que,
pelo Lema 3.53, temos py;(q) < pe, 0 inico ponto para o qual a unicidade pode falhar é
o ponto autodual.

Logo, para obter a conclusdo do teorema, é suficiente provar que cpilglq st 4’2,:1/ para
todo p < p.. De fato, fixando o evento A crescente, dependendo de um ntimero finito de

arestas, todas incluidas em uma caixa [—N, N]J* = [-N, NJ> N Z2, definimos o evento
A, = {[—N,N]Z o 72\ [—n,n]z}, n>1.

Observe que para todo n > N a sequéncia (A,),eN € ndo crescente. E como {0 <>

oo} = N5, Ay, pela continuidade da medida temos

0= p,g(0 <> 00) = lim ¢, ((Ay) > lim ¢ (AN Ay), (114)
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onde, na primeira igualdade, usamos o fato de que, na fase subcritica, (p < p.) ndo

existe aglomerados infinitos.

__________ <
~ Y N
{7 . \
I !
\ /
\ [
‘l ° [
|
I 0 \
] 2 \
] [_NvN] \
) /
\ /
\ -—— <
—————
N - [—n,n]2

Figura 22: Representagdo grafica do fato da inclusdo A N A5, C U,ey{I = 7}. A regido

em cinza é a regido de dependéncia para poder ser construido o circuito 7.

Por outro lado, condicionando sobre circuito dual (aberto) mais externo I' ao redor de
[—N, NJ? em [—#n, n]?, como se mostra na Figura 22, a ser igual ao circuito deterministico

v em (Z?)*, temos
Ppat-mmp (AT =D = 070 (N (AT) = B g vy (A7)
= Ppa-nap)(A)
<@pg(d), Vm=n>N,

onde, na primeira igualdade, usamos a propriedade do dominio de Markov, na segunda
igualdade, usamos que 1 U1 =1, na terceira igualdade, usamos a relacdo de dualidade
(74) e, na desigualdade, usamos a Proposigdo 3.43. Fazendo m — co na desigualdade

acima, ficamos com
Py g(AIT =7) < ¢y o(A), Vn > N. (115)

Seja Y o conjunto dos circuitos duais (abertos) mais externos I ao redor de [N, N]?

em [—n,n]% Logo, como AN A, C Uyey{l =7},

¢ a(ANER) < Y ¢ (AT = 7) < @) 1(A).
yeY

Finalmente, pela desigualdade acima e pelo Item (114), quando n — co temos

Pra(A) = @b (AN A+ gy (ANAY <@L (AN A +¢) (A) = ¢),(A).
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Isto conclui a prova, desde que todo evento crescente pode ser aproximado por eventos

crescentes, dependendo somente de um nimero finito de arestas. O

Em geral, para d > 2 é conjecturado que a medida de aglomerados aleatérios é tinica
para p # p:(q), e que a unicidade das medidas se mantém, também, quando p = p.(q)
se, e somente se, q é suficientemente pequeno.

Essas afirmacoes chegam a ser triviais quando g = 1. J4 quando g = 2, este modelo tem
especial importancia porque esta relacionado com o modelo de Ising. Em [8] prova-se
que, quando d > 4, a probabilidade de percolagado 61(p, 2) é uma funcgdo continua de p
no valor critico p.(2). Isto é, quando d > 4 e p = p.(2), o conjunto das medidas de Gibbs
do modelo de Ising é unitario. Métodos classicos (como ramdom-current representation)
provaram que em duas dimensdes a unicidade de medidas se mantém na fase critica
(veja referéncia [94]). Em resumo, quando g = 2 e p = p.(2), a unicidade foi provada
para todo d # 3 e ficando em aberto o problema para o caso d = 3. Em 2014, este
problema foi resolvido. Na referéncia [5], os autores provaram que a magnetizacdo
se anula continuamente na temperatura critica para uma classe de sistemas de spins
ferromagnéticos, os quais incluem o modelo de Ising ferromagnético sobre Z4 em d = 3
dimensdes.

Quando g ¢é suficientemente grande, é conhecido que existe uma tinica medida de
aglomerados aleatérios quando p # p.(q) e se tem multiplicidade de medidas quando
p = pc(q). Estes e outros problemas, para o modelo de aglomerados aleatérios de
parametro g € (0, +00), que, atualmente, se encontram em aberto, serdo listados na parte

tinal deste capitulo (especificamente, na Subsecdo 3.4.7).

O VALOR CRITICO EM DUAS DIMENSOES

Em continua¢do damos um esbog¢o bem geral da prova de que o ponto critico p, =
pc(q), para o modelo de aglomerados aleatérios sobre a rede bidimensional, coincide

com o ponto autodual. Especificamente, temos

_ WV
Pe =1 g

onde g > 1. Uma rigorosa derivagado deste resultado inicialmente era conhecida somente

em trés casos. Para g = 1, o modelo é simplesmente o de percolacdo independente,
foi provado em 1980, por Kesten [79], que o ponto critico p.(1) é 1/2. Para g =2, o

valor autodual correspondente a temperatura critica do modelo de Ising foi derivado,

123



O MODELO DE ISING/I’OTTS E O MODELO DE AGLOMERADOS ALEATORIOS

primeiramente, por Osanger, em 1944 [100]. Para uma prova moderna deste caso,
veja [3] (para uma prova curta e elegante, veja [11], Capitulo 8). Para valores de g
suficientemente grandes (a saber, maiores que 25.72), a prova conhecida é baseada
sobre o fato de que o modelo de aglomerados aleatérios exibe uma transicdo de fase de
primeira ordem (veja referéncias [85, 86]). Por outro lado, em 1978 fisicos calcularam
a temperatura critica para o Modelo de Potts de parametro g > 4, na qual usaram
argumentos ndo geométricos baseados em propriedades analiticas do Hamiltoniano
[73]-

Relembramos que o resultado de que p. = psi(q), g = 1 era uma conjetura de
importancia relevante até que no ano 2011, foi resolvida pelos mateméticos H. Duminil-
Copin e V. Beffara [12].

Observe que o Argumento de Zhang (Lema 3.53) nos d4 a cota inferior para o ponto
critico: ps4(q) < pc. Portanto, a desigualdade que restaria provar seria: p. < ps4(q). Para

provar dita desigualdade veja que é suficiente provar

$) 0 z2(0 3 ) >0, Vp>pa.

Isso é feito estimando a probabilidade de existir um caminho que cruza um retangulo
dado e, logo, por combinar caminhos abertos em diferentes retangulos para criar um
caminho que liga a origem ao infinito. Basicamente, a prova desta desigualdade é feita
em trés etapas.

A primeira etapa consiste em estimar probabilidades de cruzamento no ponto au-
todual p = ps4(9). Isto é, mostrar que a probabilidade de cruzar horizontalmente um
retangulo se encontra no intervalo (c,1 — ¢), com ¢ = ¢(p,q) > 0. Para um retangulo
R na rede bidimensional, seja ¢},(R) o evento que denote que existe um cruzamento
do lado esquerdo ao direito em R. Analogamente, denotamos ¢;,(R) para o evento que
denota a existéncia de um cruzamento vertical em R, isto é, do lado de cima para o de
baixo do R. Nesta etapa, pode-se provar que para p > py4, existe uma constante ¢ > 0
tal que

qsll,,qlzz(cgh([o, 2n] x [0,nj])) > 1—n"C, Vn>0.

Existem muitos detalhes técnicos na prova destes passos. A principal dificuldade é que,
na seguinte etapa, se requer trabalhar com um toro. Para m > 1, o toro de tamanho
m pode ser visto como uma caixa [0, m]? (na rede bidimensional) com condicio de
fronteira obtido por impor que o ponto (i, 0) esteja identificado com (i, m) para cada

i € [0,m] e que o ponto (0, ) esteja identificado com (m, j) para todo j € [0,m]. A
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medida de aglomerados aleatérios sobre o toro de tamanho m é denotado por 4)5,%,71. O
teorema correspondente para provar a estimativa acima é a seguinte generalizacdo do

conhecido Teorema de Russo-Seymour-Welsh [107, 109] para percolagao.

Teorema 3.56. Seja o > 1 e q > 1. Logo existe c(x) > 0 tal que para todo m > an > 0 tem-se

O aqm(@([0, an] x [0,n])) > c(a).

A segunda etapa consiste em uma constru¢do que combina diferentes cruzamentos
para construir o aglomerado infinito. Mais precisamente, defina R,, = [0,2"] x [0, 2n+1]
se n é impar e R, = [0,2"!] x [0,2"] se n é par. Seja ¥ (R,) o evento em que R,
é cruzado na maior direcdo, isto é, R, é cruzado vertical se n é impar e é cruzado
horizontal se n é par. Seja B o evento em que as arestas da caixa [0,2]> (na rede

bidimensional) sdo abertas. Por associagdo positiva temos

0220 € ) > 9 22BN GR) > @, 528) [ 19, 72(G(Ra)
n=1

> 48, ) [Ta -2 >0
n>=1

Na Figura 23, veja que a primeira desigualdade acima ¢ justificada, ja que a ocorréncia

do evento MN,>1%;(R,) implica a existéncia de um aglomerado infinito da origem.

23 23 2.3 23

-
4

T e

0 2 22 23 0 2 22 23 0 2 22 23 0 2 22 23

Figura 23: Ocorréncia do evento BN [ﬂﬁzlcf(Rn)} com k = 3.

O teorema principal para este segundo passo é o seguinte resultado que afirma que

a probabilidade de cruzar horizontalmente um retangulo converge para um, quando

P > Psd-

Teorema 3.57. Sejaq > 1e p > psy. Logo existe c(p) > O tal que para todo n > 0 temos

9p o 72(Gn((0,4n] x [0,n])) > 1 —n~W).
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O adltimo passo consiste em usar o Teorema 3.57 para construir um aglomerado
infinito com probabilidade positiva. As condi¢gdes de fronteira periédicas (sobre o toro)
criam novas dificuldades e a construcdo apresentada acima ndo funciona muito bem
(para uma construcdo detalhada desses passos, veja referéncia [120]).

F sabido que a medida de aglomerados aleatérios possui a propriedade de decaimento
exponencial para valores de g suficientemente pequenos. Além de conseguir provar que
neste modelo p; = ps4(9), g = 1, H. Duminil-Copin e V. Beffara conseguiram provar o
decaimento exponencial do modelo de aglomerados aleatérios na fase subcritica, isto é

Vp < pc. Resumiremos este resultado no seguinte teorema (veja referéncias [12, 120]).

Teorema 3.58. Seja q > 1. Para qualquer p < pc(q), existe 0 < C(p, q),c(p,q) < oo tal que

para qualquer x,y € Z?, tem-se

0 z2(x <3 y) < C(p, q) e~ PPV,

onde |-| denota a norma euclideana.

3.4.5 Os conjuntos W, ; e Ry,

Comecaremos definindo o conjunto de limites fracos de medidas de aglomerados
aleatorios a volume finito W, 4 e, depois, daremos algumas propriedades desse conjunto.
Mas, antes disso, daremos nome a algumas propriedades ja usadas anteriormente no
texto.

Para cada w € {0, 1}1Ed, seja Neo(w) o niimero de aglomerados infinitos em w. Como ja
se havia feito antes, seja .# = A({0, 1}EYa o-algebra de Borel em {0, 1}E' e denotemos
por M;({0, 1}]Ed) = M1({0, 1}Ed, #)), ao conjunto de medidas de probabilidade sobre
o0 espago mensuréavel ({0, 1}1Ed, ). No que resta do capitulo, adotaremos as seguintes
defini¢oes:

Diremos que ¢ € M({0, 1}Ed) tem a propriedade 0/1-aglomerado-infinito se
$(Ne € {0,1}) = 1. (116)
Diremos que ¢ € M;({0,1}E") tem a propriedade da energia finita se, Ve € E“
P(we =1|F 70 () € 0,1), ¢ —q.c (117)

Pelo Teorema da Unicidade de Burton Keane [30], se ¢ € M({0, 1}]Ed) é invariante
translacional e tem a propriedade da energia finita, entdo, ¢ tem a propriedade 0/1-

aglomerado-infinito.
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Definic¢do 3.17. Dado p € [0,1] e g € (0, +00) definimos o conjunto

Woyq = {cp e My({0,1})

. p=lim; o0 ‘P;(;;, g,A, Para alguma sequencia
" (Awen C ZLe para algum ¢ € {0, 1}]Ed '

onde a convergéncia fraca acima é sequndo a Defini¢do 3.14.
Teorema 3.59. Se p € [0,1] e g € (0, +0), as sequintes afirmagoes sio vdlidas.

1) O conjunto W 4 € ndo vazio.

2) Se ¢ € Env(W, ) ?, entdo, ¢ tem a propriedade da energia finita.

3) Se q € [1,+00), entio, ¢ € W, 4 € associada positiva.

Demonstragio. 1) Como {0, 1}]Ed é o produto (cartesiano) infinito de espacgos discretos,
pelo Teorema de Tychonoff, temos que {0, 1}1Ed é compacto. Logo, pela Proposicdo
5.5 de [16], 0 espago M;({0, 1}]Ed) é métrico compacto °. Dai, toda sequéncia infinita
em Ml({O,l}]Ed) possui uma subsequéncia (y,),cN que converge fracamente para
um elemento de M1 ({0, 1}]Ed). Usando esse raciocinio mas a inclusdo {4);%, oA VG E
{0, 1}E, V(Ay)pen C £} C W,q, conclui-se que W, ; # D.

2) Se ¢ € Wy, entdo ¢ = lim,, 4 ¢S

PN
sequéncia de caixas A € .. ParaT € Z e e € EY, seja Fre =0(wy: f € Ep\p).

para algum ¢ € {0,1}F" e para alguma

Pelo Teorema de convergéncia de martingales de Lévy-forward (veja Apéndice, Teo-

rema .18), temos

_ _ . _ _ . . ¢ _
Plwe = 1[Fza\,) = rlgznd P(we = 1|Tp,) = rlgznd Ah&‘d ¢y anlwe =1Fr),  ¢—q.c.

Pela Proposigao 3.38, cpg, 0 Alwe = 1|¢9}\e) = c(p) € (0,1), logo, pela identidade acima,
VecEleV ¢ c Wp,q, tem-se

P(we = 1\3"201\6) €(0,1), ¢—q-c (118)

Aqui Env(A) denota o fecho da envoltéria convexa do conjunto A.

A topologia fraca é metrizavel, isto é, M1 ({0, 1}]Ed) é um espago métrico com a métrica
d(p,v) = Z 27" |,u(fn) - V(fn)| ’
n=1

onde {f, : n > 1} é um subconjunto denso da bola fechada {f € C({0, 1}EY . Il flloo }-
Toda sequéncia (yn)eNn em M1 ({0, 1}]Ed) admite uma subsequéncia que é fracamente convergente. Como
M ({0, 1}]Ed, d) é um espago métrico, isto é equivalente a dizer que este espago é métrico e compacto, no

sentido de que existe um ponto de acumulagdo para toda sequéncia no espaco.
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Por outro lado, se ¢ € m, entdo ¢p=lim, e ¢y, onde (Pn)pen C Env(WVy ).
Como ¢, € Env(W, ), existe k € N e ¢}, - -k € Wy,q tal que ¢, = Z}‘Zl tjcp{;, com
zj;l tj=1. Isto &

k . k

= ,}ggoth%, onde th =1

j=1 j=1
Por (118), ¢£(we =1[7\) € (0,1), ¢-q.c., logo ¢(we = 1|F\,) € (0,1), ¢-q.c. Isto &, ¢
tem a propriedade da energia finita.

3) Seja g € [1,+00) e ¢p=lim ;74 ‘Pg,q,/v para algum & € {0,1}F' e para alguma

sequéncia de caixas A € .Z. Pelo Corolério 3.34, cada (pg/ oA € associada positiva, logo,

pelo Teorema 3.41, segue a associatividade positiva de ¢ . O

Seja (Q), T) um espago topoldgico e f : Q — R. O funcional f é semicontinuo inferior
(notagdo: s.c.i.) em wy se a imagem inversa do semiespaco aberto da forma (r, +00), com

f(wp) € (r,+00), contém um conjunto aberto U C () que contém wy. Isto é,
flwp) € (r,+0) = FUET: Wy UC f_l(r, +00). (119)

Diremos que o funcional f é semicontinuo superior (notagdo s.c.s.) em wy se (119) se
satisfaz por substituir o semiespago aberto da forma (—oo, ) por (r, +0).

Como no caso da continuidade, a fun¢do f é s.c.i. (resp. s.c.s.) sobre o espago
topolégico () se esta é s.c.i. (resp. s.c.s.) em cada ponto wy. Definimos a versdo de
s.ci. (resp. s.c.s.) para funcionais, pois é mais apropriada para diversas aplicacoes.
Muitas aplicagdes sdo formuladas em espagos com uma estrutura mais considerdvel
que um espaco topolégico geral. A prova das seguintes duas proposi¢des podem ser
encontradas em qualquer livro de andlise funcional ou de anélise convexa, é por isso

que ndo apresentaremos suas respectivas provas.

Proposigdo 3.60. Seja (Q), T) um espago métrico. Um funcional f : Q — R é s.c.i. (resp. s.c.s.)
em cada ponto wy se

f(wp) < (resp. >)ltiurr%1i£1ff(w).

Em algumas literaturas, a Proposi¢do 3.60 é encontrada como defini¢do de funcional
semicontinuo.

Para cada w, ¢ € (0 e A € .Z, escrevemos wi para a configuragdo definida por

we, see € Ep
(wlg\)e = (120)
&, outro caso.
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Para X : () — R, definimos XE)\ e X}\ por
Xb(w) = X(wh), we, b=0,1. (121)
Proposicdo 3.61. Assumindo que X é crescente, tem-se:
i) XS)\ 1T X, quando A 1 7% o X sci. e i) X[l\ 1 X, quando A 71 7' = X scs.,
onde a convergéncia acima € referida a convergéncia pontual sobre ().

Observagdo 3.62. Da Proposicio 3.61 e pelo uso do Teorema da Convergéncia Monédtona

obtemos a seguinte equivaléncia:
U <st 2 & n1(X) < ua(X), para toda fungio semicontinua crescente X,
onde a dominagio estocdstica p1 <st po foi estabelecido na Definicdo 3.11.

Uma observagdo similar a Observacédo 3.62 é vélida para obter associagdo positiva de
uma medida p. Isto é, é suficiente exigir semicontinuidade e monotonicidade crescente
(em vez de continuidade e monotonicidade crescente) sobre as varidveis aleatérias X, Y
de forma que u(XY) = u(X)u(Y).

Usando a Proposicdo 3.61, facilmente consegue-se ver que a indicadora de eventos
crescentes fechados é s.c.s. Analogamente, a indicadora de eventos crescentes abertos
é s.c.i. Com estes resultados a nossa disposi¢do, na continua¢do provamos a seguinte

proposicao.
Proposic¢do 3.63. Seja p € [0,1] e g € [1, +00).
(1) Para b =0,1, as medidas (PZ 0,7 satisfazem as sequintes desigualdades de comparagdo:
b b
Py zd Sst Py oy 740 € 1202, G121 e pr<p2,

p1 < p2 .
711 —=p1) ~ q2(1 — p2)

b b
¢p1,q1,zd Zst cppzlqzlzd, se =4, 1=21e

(2) Se X é uma varidvel aleatdria crescente s.c.i., entdo 472 74 € uma fungio s.c.i. do vetor
1491,

A
(p,q), e portanto, é uma fungio continua a esquerda de p e continua a direita de q.

(3) Se X é uma varidvel aleatéria crescente s.c.s., entdo (p;l7 70,20 é uma fungdo s.c.s. do vetor
141,

(v, q), e portanto, é uma funcio continua a direita de p e continua a esquerda de q.
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Demonstragio. (1) Segue como consequéncia da combinac¢do do Coroldrio 3.35 com o
Teorema 3.41.

(2) Seja A, = [—n,n] N Z*. Suponha, também, que X é s.c.i. e defina X4(w) = X(wf’\n)
para b =0,1, onde wﬁ’\ foi definido em (120).

Por monotonicidade e pelo uso da Observagdo 3.62, temos

90 70 (X) = 95,00, (X) = 69,0 5, (X0,

onde, na segunda desigualdade, usamos X > XY,. Fazendo n — oo na desigualdade

acima, conseguimos
(PO (X) = lim ¢0 (X) = 4)0 (XO)
.9,Z4 7 e TP = Yp,q2z4\ " mls

pois X9, é uma fungio local (portanto, continua). Desde que X é uma varidvel aleatéria
crescente s.c.i., pela Proposicdo 3.61 temos X3 1 X. Fazendo m — oo e aplicando o

Teorema da Convergéncia Mon6tona na tltima desigualdade, temos

lim ¢) A (X) = 4>g,qlzd(X). (122)

n—o00

Isto é, se estd provado que o limite termodindmico da medida 472 A (veja Teorema 3.41)
é vélido, também, para toda varidvel aleatéria X s.c.i. e crescente (em vez de continua e
crescente).

Por outro lado, como A, C Apy, X3 < X%, e a sequéncia {(])2% AN ANE LY E

crescente, veja que

4’2,q,An(X2) < ‘Pg,q,AM (X)) < ‘f’g,q,/\,,+1 Xp1)- (123)

De (122) e (123) obtemos

P, (Xn) T <P2,q,zd(X), quando 1 — 0. (124)

e por definicdo da medida qbg oA, Para cada n € IN, temos
4)2,,1,,\”()(2) é continua em p e q. (125)
Finalmente, de (124) tem-se

P o, (X0) < 90 7a(X).
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Fixado o vetor (py, qo), por continuidade (125),

Phoonn(Xi) < lim ¢ 54(X),  sempre quep — po, 4 = do.
490

Fazendo n — oo e usando (124) na desigualdade acima, temos

0
(Ppo,qo,Zd(X) plgr%0¢ qzd( ).
g4—40

O que, por sua vez, pela Proposicdo 3.60, a medida (Pg,q,zd é uma funcdo s.c.i. do vetor
(po, 90)- Pela arbitrariedade do vetor (po, 90), concluimos a prova.
(3) Nesta parte, basta substituir no argumento do Item (2), X}\ por X9, a condicdo de

fronteira 1 por 0, com suas respectivas desigualdades invertidas. O

Uma segunda forma de construir medidas a volume infinito é trabalhar diretamente
sobre o latice infinito Z?. A seguinte defini¢ao é baseada nos trabalhos de Dobrushin-
Lanford-Ruelle (DLR) [57] para estados de Gibbs.

Definicao 3.18. Seja p € [0,1] e g € (0, +0), definimos o conjunto

YA FZ0 @) = B AA) P& }

Rpa = { ¢ € My({0,1}F) :
P {‘P ({013 VAEF, Ac L

O seguinte lema mostra a continuidade quase certa da aplicagdo w — qb;", 0 A(A), onde
A é um evento cilindrico. Este resultado é conhecido, também, como a quase-localidade
quase certa da medida de aglomerados aleatérios. O conceito de quase-localidade de
uma medida serd estabelecida na Defini¢do 3.21. Na Subsecdo 3.4.6, mostraremos que a
medida de aglomerados aleatérios ndo é quase-local, mas, como veremos, o préximo
resultado nos da condicdes suficientes para ndo ter perda da quase-localidade (ou
continuidade). Antes de enunciar tal lema, definimos a noc¢do de continuidade de uma
fungdo f : {O,l}IEd — R.

Definicio 3.19. Diremos que a funciio f : {0,1}E" — R é continua em w € {0,1}E" se dado

€ > 0, existe uma caixa finita A € Z tal que

sup |f(7) — f(w)|<e, VADA,

771}’]A=0JA

onde escrevemos ya = wa para dizer que 1, = w,, para todo e € Ex.

Uma fungdo f : {0, 1}E" - R é dita continua, se ela é continua em cada ponto w € {0, 1}E
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Resultados similares ao préximo lema sdo dados nas Seg¢des 5.6 e 6.3 dos Capitulos 5

e 6, respectivamente, para modelos de aglomerados aleat6érios bem gerais.
Lema 3.64. Se ¢ € M1({O,1}]Ed) tem a propriedade 0/1-aglomerado-infinito, para cada
N € Z e todo evento cilindrico A € Fp, a aplicagido
w = g(w) = Py A(A)
¢ continua ¢—q.c.
Demonstragio. Dados A € .Z e A € F), definimos os seguintes eventos

Dy = {w : w — g(w) é descontinua em w}

= Ue>0 Nacy Uaaoa {w : sup [g(n) — g(w)|= €} ,

17:17A=(4.)A

Dg(A) = Naaoa {w . sup |g(n) — g(w)|> 0} .

Na=wn
Uma vez que, {w : sup,., _, [8(7) — g(w)|> 0} C {w :sup,,, _, |8(7) — g(w)|> 0},
para A D A, segue que Uppa-a{w : sup,?:m:%|g(17) — g(w)|> 0} € Dy(A). Por outro
lado, como Dy C Upa-oa{w :sup,., _,, |8(7) — g(w)|> 0}, combinando as inclusdes

mencionadas acima, tem-se
Dy C Dg(A). (126)

Assumindo que A D A, defina o seguinte evento

DA,AE{w:EIu,veaA/fyl:uEHaA, "yz:v<E—>8A, 'ylﬂ'yz:@emw}. (127)
A\A A\A

A Figura 24 mostra um esbogo grafico do evento D .

2

b1 A

4!

Figura 24: Ocorréncia do evento D a.
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Se w ¢ D A para algum A tal que A D A, entdo k(17, A) = k(w, A), para todo 7 € {0, 1}]Ed
tal que 75 = wp, o que implica que g(7) = g(w). Portanto, w ¢ D¢(A). Logo, temos

provado que
Dg(A) € Na:a>ADAA- (128)
Se N € a varidvel aleatéria que conta os nimeros de aglomerados infinitos, veja que

Uney Naasa Paa = {Neo > 1} (129)

Logo, de (126), (128) e (129) temos
‘P(Dg) < CP(Dg(A)) < P(Neo > 1).

Finalmente, como ¢ tem a propriedade 0/1-aglomerado-infinito, temos ¢(Ne > 1) = 0.

Usando esse fato na desigualdade acima, segue que ¢(Dg) = 0, como se desejava. [
Teorema 3.65. Seja p € [0,1] e g € (0, +0).

a) O conjunto Env(W,, 4) contém alguma medida 1 invariante por translagoes.
b) Seja p € (0,1). Todo ¢ € Env(Wp 4) tem a propriedade da energia finita.
c) Se ¢ € Env(W), q) é invariante por traslagdes, entdo, ¢ tem a propriedade 0/1-aglomerado-
infinito.
Demonstragio. a) Se q € [1,+00), pelos Teoremas 3.41 e 3.44, as medidas 492 " € Wo.a

com b =0, 1, sdo extremais e invariantes por transla¢des, respectivamente.

Por outro lado, se g € (0, 1), pelo Teorema 3.59, W5 # @. Seja ¢ € W, 4. Definindo

1 _
Ym =1 Y, pob
|Am| €Ay,

onde Ay, = [-m,ml"NZ% e ¢ o 9;1 é a medida de probabilidade sobre ({0, 1}]Ed,<?)
definida por ¢ o 91._1( f) = 4’(91’_1 f), onde 0;(v) = v +i é a translacdo em 7 do latice.

Como ¢ € W, existe & € {0, 1}E e uma sequéncia de caixas finitas A tal que
¢=1lim ;74 gbg’ g,A- Uma vez que, para toda fungao local f, vale 4)51[1,9;1/\(91,—1 f) = 4;?% AN,
fazendo A 1 Z% (nessa igualdade), temos ¢ o 91,—1(f) = 4)(91'_1 f) = lim Atz 4)5,% A
Portanto, ¢ o 6, le Wy,q, Vi € 7, implicando que, ¥, € Env(W, 4). Ja que {0, 1}]Ed é

compacto, o conjunto M ({0, 1}]Ed), também, é compacto (veja Proposi¢do 5.5 de [16]),
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logo, considere ¢ como o ponto de acumulagdo da sequéncia de medidas {¢y, : m =
1,2,---}.
Seja e um vetor unitdrio em Z“. Pela definicdo de ¥, para qualquer fungao local f,

temos

001 () = $(A)| = lim [ () = Pu(f)]

= lim |A,| '] ) {¢09f1(9;1f)—¢(951f)}‘

m—r00 .
€Ay,

= lim [Aw] | Y 908N - X pob ()

i€, A €Ay
. -1 -1
<lm jal Y [eo8 ()
i€ A0 A,
, A N0 1A
< i —
S nll_rgOHfHOO Al 0,

onde, a dltima convergéncia, se deduz da identidade (21) (da Secdo 2.4). Portanto,
para cada funcéo local f, estd provado que ¥ o 6, }(f) = ¢(f). Em seguida, pelo Lema
36 (do Apéndice), temos ¢ o 6, 1(f) = ¥(f), Vf € C({O,l}IEd), mostrando-se que ¥ é
invariante por transla¢gdes. Finalmente, como ¢ é ponto de acumulagdo da sequéncia
{¢m:m=1,2,---}, concluimos que ¢ € Env(W,,,).

b) A prova deste item segue como consequéncia do Item 2) do Teorema 3.59.

c) Se p = 0oup =1, é consequéncia imediata que ¢ tem a propriedade 0/1-
aglomerado-infinito. Se p € (0, 1), pelo Item b) deste teorema, ¢ tem a propriedade da
energia finita. E como (por hip6tese) ¢ é invariante por translagdes, pelo Teorema da

Unicidade de Burton Keane [30], ¢ tem a propriedade 0/1-aglomerado-infinito. O

Observacao 3.66. O Teorema 3.65 c) possui hipdteses mais fortes do que o Teorema da Unicidade
de Burton Keane [30], pois ele exige simplesmente invaridncia translacional da medida (para
obter a propriedade 0/1-aglomerado-infinito), sempre que essa medida esteja em Env(W), ).
Por outro lado, pelo Teorema 3.44, as medidas (le;,q,Zd’ com b = 0,1, sdo invariantes por
translagdo, logo, pelo Item c) do Teorema 3.65, as medidas 4)2 07z com b = 0,1, tém a propriedade

0/1-aglomerado-infinito.

Observacdo 3.67. Se ¢ € Env(W), 4) é invariante por traslagdes, entio, pelo Item c) do Teorema

3.65, ¢ tem a propriedade 0/1-aglomerado-infinito. Logo, pelo Lema 3.64 temos a continuidade
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quase certa da fungio w — cp]‘;’ g A(A), onde A é um evento cilindrico. Portanto, a invaridncia
por translagdes da medida é uma condigdo mais forte que a propriedade 0/1-aglomerado-infinito

para ter-se continuidade quase certa.

O seguinte teorema nds da condigdes suficientes para ter a inclusao W, ; € Rp 4. Na
verdade, sob as mesmas condi¢des desse teorema pode-se provar um resultado mais
forte, isto €, Env(W, 4) € R4 (para maiores detalhes, sobre uma prova completa desse
resultado, veja Teorema 4.31 de [65]). Um resultado andlogo ao préximo teorema, onde
o modelo de aglomerados aleatérios possui presenga de campo externo, sera estudado

no Corolério 5.32 do Capitulo 5

Teorema 3.68. Se ¢ € W, ; tem a propriedade 0/1-aglomerado-infinito, entdo, ¢ € R 4. Isto
& Wpq S Rpg-

Demonstragiio. Se p = 0 ou p = 1 o resultado é completamente trivial. Ja& quando
p € (0,1), seja (An)nen C Z, ¢ € {0, 1}]Ed e ¢ € Wy, tal que

Seja A € £ e A € #5 um evento cilindrico. Tome 7 suficientemente grande tal que
A C Ay. Pela propriedade do dominio de Markov (mais precisamente, pela Observacao

3.37), temos

4)5/571An (A‘ﬁzd\A)(w) = 4);},1],[\(14)/ ¢i€,q,An_q'C' w. (130)

Como ¢ tem a propriedade 0/1-aglomerado-infinito, pelo Lema 3.64, a fungdo w —
Ppqa(A) € continua ¢-q.c. Considere um evento cilindrico B € Fza 4. Como a
indicadora de um evento cilindrico é uma func¢do continua, temos que a aplicacdo
w — 1p (w)cp;;i 0 A(A) é continua ¢-q.c. Dai, usando (130), propriedades basicas de

esperanca condicional e a defini¢do de convergéncia fraca de medidas, obtemos

[ 9@ gty a () = lim [ 45, (@) 9, a(4)

n—oo

lim /B 95 A, [0) 65\ (Al F o 1))

n—r00

lim /B 95, n, (1) 1a(w)

n—o00

/B P(dw)1a(), VB € Fgo o
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Finalmente, por defini¢do de esperanca condicional, temos
P(A| Tz D w) = ¢35 A(A),  ¢p—q.c. w.
Istoé, ¢ € Rpg. .

Observacao 3.69. Se p € (0,1), pelo Item a) do Teorema 3.65, existe uma medida ¢ invariante
por translagoes em m. Pelo Item b) desse mesmo teorema, a medida ¢ tem a propriedade
da energia finita. Logo, pelo Teorema da Unicidade de Burton Keane [30], ¢ tem a propriedade
0/1-aglomerado-infinito. Dat, pelo Teorema 3.68, ¢ € Rp,q, portanto, Ry 4 # .

Ja quando p € {0, 1}, pelo Item a) do Teorema 3.65 existe uma medida ¢ invariante por trans-
lagoes em m. Veja que, nesse caso, trivialmente ¢ tem a propriedade 0/1-aglomerado-
infinito, pois ou bem a rede estd fechada (p = 0) ou bem aberta (p = 1). Dai, pelos comentdrios

feitos antes do Teorema 3.68, temos que ¢ € Ry 4, logo, nesse caso, também, Ry, ; # ©.
Continuando, apresentamos algumas propriedades do conjunto R 4.
Teorema 3.70. Seja p € [0,1] e g € (0, +00). As sequintes afirmagoes sdo vdilidas:

1) O conjunto Ry, € ndo vazio e contém, no minimo, um elemento de Env(W, 4) que é

invariante por translagdo.

2) Para q € [1, +00), temos que gbfJ 0,70 € Ryp,q, com b=0,1. Além disso,

0 1
('bp,q,Zd st P <t (PP,EI,Z”I’ ¢ < Rp,q- (131)

3) As medidas (P;q,Zd € Ryp,q, comb=0,1, sio extremais em Ry ,.

Demonstragio. 1) A Observagao 3.69 mostra que R 4 € ndo vazio. Para ver que R4 €
convexo, tome ¢, ¢ € Rp,q, te]0,1]e A € F\,comA € Z.
Se {4);’ on N E Z} é a sequéncia de medidas que determina o conjunto R, 4, por

defini¢do de ¢, i e de esperanca condicional, para todo B € F\ 5, temos

[ 9@ ¢, a ) = [ pd)1a@) e [ pw) g, a4) = [ pldw)Law).

Usando essas identidades, para todo B € Fza\ 5, tem-se
[0+ 1= 000 5 AW = t [ 9d0) g5y A(A)+ L= 1) [ () iy a(4)
=t [ ¢(dw) La(@)+ (1= 1) [ $(de0) 1a(@)

- /B (tg + (1 — HP)(dw) La(w).
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Dai, por defini¢cdo de esperanga condicional, segue que

(19 + (1~ DPNA| Tz (@) = 9y A(A), 1+ (1~ Dp—qic. w.

Isto &, tp + (1 — t)p € Ry 4.

2) Assuma que g € [0, +o0). Pelo Teorema 3.44, as medidas qb;l;,q,zd’ comb=0,1, sdo
invariantes por transla¢des, dai, pelo Teorema 3.65 c), essas medidas tem a propriedade
0/1-aglomerado-infinito e, ainda mais, pelo Teorema 3.68, elas pertencem a Ryp,q-

Com o intuito de provar as desigualdades (131), pelo Corolério 3.40, para cada evento

A crescente dependendo de um ntimero finito de arestas, tem-se

95,4,A(A) < 95 A(A) < @p 4 A(A).

Seja B € Fa\p € ¢ € Rp,q. Integrando sobre & € B com respeito a ¢ nas desigualdades

acima, temos

B4 9B) < [ 9D ¢, A(A) < 9 a(A) 9(B)

Por definicdo de ¢, a desigualdade anterior fica
a4 9B) < [ 9D 1a(w@) < Py a(4) 9(B).
Tomando B = {0, 1}]Ed nessa desigualdade, tem-se

99,,AA) < $(A) < ¢4 A(A),

para todo evento A crescente dependendo de um ntimero finito de arestas.

Fazendo A 1 7% nas desigualdades acima, obtemos

¢ z1(A) < $A) < ¢, 5u(A).

Finalmente, como todo evento crescente pode ser aproximado por eventos crescentes
que dependem de um ntamero finito de arestas, a prova segue.

3) Para provar este item podemos usar diretamente a equivaléncia entre extremabi-
lidade e trivialidade de medidas (veja [57], Teorema 7.7) ou podemos argumentar de
uma forma bem elegante por contradi¢do da seguinte forma: suponha que ‘Pg,q,z nao é

extremal, logo, existem duas medidas diferentes ¢, > € Ry 4 tal que

¢;07,q,z =tp1+(1 —t)pp, paraalgumt € (0,1).
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Para qualquer evento A cilindrico crescente, pela equacdo (131) do Item 2) deste teorema,

tem-se

¢y 4,2(A) < min{$1(A), p2(A)}. (132)

Em (132) descartamos uma possivel igualdade, pois caso contrério terfamos uma contra-
dicdo com o fato de que as medidas ¢; e ¢, sdo diferentes. Por outro lado, veja, também,
que

min{¢1(A), p2(A)} < tP1(A) + (1 — pa(A) = ¢}y 1 7(A).

Porém, isso contradiz a desigualdade estrita (132). Portanto, 4)2 07 é extremal. Por um

.. _ 1 2 .
raciocinio semelhante, prova-se que ¢,, , ,, também, é extremal. O
Observacgio 3.71. Pelo Corolirio 3.42, temos
0 1
¢P,Q,Zd <st 47 <st ¢P,Q,Zd’ ¢ € Wp,q-
Juntando esse fato com o Item b) do Teorema 3.70 conseguimos a seguinte equivaléncia

|WP:‘7

_ _ 0 |
=[Rpql=1 & pr,qlzd = ¢p,q,zd-

Relembramos que, no Teorema 3.55 com d = 2, tem-se (P?J,q,ZZ = (P:J,q,ZZ’ para todo
p € [0,1] com a excegdo do ponto autodual p,;(9). Logo, pela Observagao 3.71, temos

A seguinte proposi¢do nos da a propriedade de associatividade positiva e da energia
finita para elementos do conjunto Ry ;.

Seja e = {x,y} uma aresta em E? e K, o evento em que x e y estdo ligados por um
caminho aberto de E?\ {e}.

Proposicdo 3.72. Para p € [0,1] e g € (0, +00), temos *

a) Todo ¢ € Rpq tem a propriedade da energia finita.
b) Seq € [1,+) e ¢ € Ry, € trivial sobre 7, entio, ¢ é associada positiva.

Demonstragdo. a) Se ¢ € R4, por definicdo, para todo A € .#, temos

P(A| Tz W) = ¢35 A(A),  p—q.c. w.

Enfatizamos que, aqui na notagdo, estd sendo cometido um abuso de linguagem, escrevemos A para

referirmos ao grafo (A, Ep).
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Fazendo A = {w, = 1}, A = {e} e usando a propriedade do dominio de Markov

(Observagdo 3.37) na equagdo acima ficamos com
(P(we = 1|yZd\e)(w) = (P;}/q,{e}(we =1) = (Pglq,r(we = 1|yf\e)/ $—q.c.w € QC’

onde Q‘j denota o conjunto da Defini¢do 3.8 e I' O {e}. Pela propriedade da energia

tinita (Proposicao 3.38), 4> (we = 1|§r\e) € (0,1). Logo, na igualdade acima temos

Pl
P(we = 1|JZd\€)(w) € (0,1), ¢-qc. w. Isto ¢, todo ¢ € Rp4 tem a propriedade da
energia finita.

b) Seja q € [1,+0) e X, Y : {0, 1}]Ed duas varidveis aleatérias continuas crescentes.

Logo,

J s PADXOY@ = [ 909X 750D
o T CLCRY
o N C T NG ST NGe
= J o ayus P09 F 20,0 90| 20D

= lim P(dd) p(X[|.7)(©C) ¢(Y[.T7)(D), (133)

Atzd J{0,1}E

onde, na primeira igualdade, usamos propriedade de esperangas condicionais, na
segunda e terceira igualdades, usamos o fato que ¢ € R, 4, na desigualdade, usitamos
a propriedade de associagdo positiva. J4 na quarta igualdade, usamos o Teorema da
Convergéncia Limitada e o Teorema de Convergéncia de Martingales de Lévy-downward
(veja Apéndice, Teorema .19).

AFIRMAGAO: Se ¢ é trivial sobre .7, entdo ¢(X|.7) = ¢(X), ¢-q.c.

De fato, se ¢ é trivial sobre .7, por defini¢do ¢(B) € {0,1}, para todo B € .7. Caso

que ¢(B) = 0, trivialmente temos

[ 90900 =0= [ p(d) X@)

Se ¢(B) =1, entdo, ¢(B) = 0. Logo, ¢(lp:X) = 0. Dai, 0 = ¢(1 — 1pX), isto é, ¢(1pX) =
¢(X). Portanto,

[ 962 ¢(X) = 9COPB) = 900 = 9(15X) = [ $(d) X,
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onde a ultima igualdade é valida pela observacédo feita acima. Portanto, desses dois
casos, por definicdo de esperanca condicional, temos o afirmado. <

Assim, temos
P(X|T)=¢p(X) e ¢(Y|T)=¢(), ¢—qc

Substituindo isso na desigualdade (133), segue que
[{Oll}md ) X(@)Y(©) > /{ 1y PED X /{ e P YE)

Isto é, ¢ tem a propriedade de associatividade positiva. O

3.4.6 Auséncia de quase-localidade no modelo

Para encerrar este capitulo, de agora em diante nos interessaremos em estudar a
propriedade de ndo quase-localidade da medida de aglomerados aleat6rios 4)1; 22 oM
b = 0,1, segundo a referéncia [101]. Essas medidas tém a seguinte propriedade: a
distribui¢do condicional de uma aresta ser aberta, dado que se conhece os estados da
configuragdo fora de dita aresta, ndo é quase-local mas sim quase-local quase certamente,
segundo a Defini¢do 3.21 abaixo (veja Teorema 3.64).

Nesta subsegdo vamos verificar que as esperangas condicionais de eventos cilindricos
sdo fungdes continuas na configuragdo que se condiciona. Um caminho para classificar
medidas é o estudo de qudo grande é o conjunto sobre o qual a quase-localidade falha,
porém, em muitos casos, esse estudo é muito complicado (veja referéncia [47]).

Aqui, consideraremos medidas de aglomerados aleatérios com condic¢des de fronteira
livre e conectada com pardmetros ¢ > 1 e p € (0,1). Em seguida, definiremos o conceito
principal dessa discussao.

Novamente usando abuso de linguagem ao escrever A para o grafo finito (A, Ex) de

72, definimos

Definicdo 3.20 (Quase-localidade de funcdes). Dizemos que uma fungio f sobre {0,1}2" ¢

quase-local em 11 se para todo € > 0, existe uma regido finita A, tal que

sup |f() — f(m)l<e. (134)

G CAe=TAc

Toda fungédo quase-local é continua (veja Defini¢do 3.19), pois se f é quase-local, (134)

se mantém. Logo, para cada A D A, temos supg. » _, |f(§) — f()|< €, VA D A, pois
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{¢: ¢ =nua} C{C: A = ya.} Enfatizamos que a nogdo de quase-localidade e
continuidade sdo equivalentes quando o espago de estados é finito (para uma prova

desse fato, veja Lema 4.18 do préximo capitulo).

Definicao 3.21 (Quase-localidade e quase-localidade quase certa de medidas). Dizemos
que uma medida u sobre ({0, 1}22,53 ) € quase-local se para cada A € £ e todo evento
cilindrico A € Fy, a fungdo w — U(A|F 42\ 5 )(w) € quase-local. Se a quase-localidade acontece
exceto num conjunto de y-medida zero, entdo, a medida y serd chamada de quase-local quase

certa.

Em rigor, quase-localidade quase certa é uma propriedade das distribui¢des condicio-
nais, em vez da medida.

Note que quase-localidade implica quase-localidade quase certa. Uma medida i.i.d
sobre () é obviamente quase-local, dai, a medida de aglomerados aleatérios para uma
arvore regular T, cujos parametros satisfazem ou p € {0,1} ou g = 1, é quase-local. A
estrutura geométrica do grafo é importante para determinar se um modelo é ou nao é
quase-local, por exemplo, para grafos ndo amendveis como arvores regulares de ordem
n > 2, T, (isto é, o tinico grafo infinito conexo o qual é conectado, ndo tém circuitos e
possui n ramos emanando de cada vértice) a quase-localidade quase certa falha [48, 68].

Como as medidas cpz 72 Com b = 0,1, sdo invariantes por translacdes (veja Teorema
3.44), pela Observagdo 3.67 e pelo Lema 3.64, essas medidas sdo quase-locais quase
certamente. De agora em diante, nos preocuparemos em provar a ndo quase-localidade
dessas medidas.

Fixada a aresta e € [E? definimos por J, = 1 {ww,=1} @ indicadora do evento em que
a aresta e é aberta. Dado A C Z? visto como subgrafo, denotaremos A° para denotar

Z?\ A. Além disso, definimos também

1eUel1a 0ne) = @) o AUel1A\ e} O0nc)
YeUel1a1a0) = ¢y o AUelt\ o) 1a0)
YoUeln) = limprz2 ¥0(Jelia Oa) € iUeln) = limpsz2 ve(Jela 1ac),
onde
Na\ferbac = {w € b - wr=1f Yf € Ex\fer }s
para b = 0,1, sdo eventos cilindricos. Aqui, Qi’\ denota o conjunto da Defini¢do 3.8.

Antes de enunciar o resultado principal sobre a ndo quase-localidade da medida cp}’j 0,72

damos alguns lemas e proposi¢des auxiliares.
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Lema 3.73. Seja A um grafo finito de Z?* contendo a aresta e. Para cada funcio ¢ mensurdvel

segundo a o-dlgebra F 42\ (., tem-se
$0 o n(VeUel V) = 95 0 aUe8) € o a(veUel) 8) = b0 aUe 8)-

Demonstracdo. Para b = 0,1, tem-se

Phan2Ue)) = [ #h @) 120elw) g()

- /{0,1}1132 (Pgrq//\(dw) ’Ylg(]elwA bac) g(wp bac).
Usando a definicdo de 7%(J.|wa bac) o lado direito da igualdade acima fica

:iﬂauﬂ¢€%AM“O¢Q%AUA9%%&@XwAbAOg«m\hv)
[y a7 () 50)

) /obA Ppaadw) 9y g Ao 81722 o))

= [ hantd L@

= 4)?;,5],/\(16 g);

onde, na terceira igualdade, usamos o fato de que a funcéo g € F2\ (,,-mensuravel e,

na quarta igualdade, usamos propriedade de esperanca condicional. O

Lema 3.74. Para b = 0,1, a aplicacio 1 + y2(Je|n) é ndo local, ndo negativa, crescente (no
sentido FKG).

Demonstragio. Seja e = {x,y}, A* = (A, Ep \ {e}) o subgrafo de A por deletamento da

aresta e e os eventos.
Kp ={xéconectadoayem A"} e K=UycznKa.

Observe que K, 1 K, quando A 1 Z%. Dado 7 € {0, 1}1E2 definamos as configuragdes
) € 7]° por

(%W—{%'%f#ee wm—{%’%f#e Vf e E?,
0, sef:e 1, sef:e,
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respectivamente. Salientamos que as notagdes 7. e 1) tém diferentes significados nesta
subsecao.
Se o(17) denota o nimero de arestas abertas de 7 em A, um cédlculo simples mostra

que
(Pglq,/\(ﬂe)
(Pg,q,A(ﬂe) + 4’2,,1,/\(77(6))

[p/1—p*") g0
[p/1— pI? g0 1 [p 1 — p] ) g0 A

Yol 1A 0ac) =

/A=p) _
M =p, se 1) € Ka

p/(—-p) _ 4
p/1—pl+q — prad—p)’ S€ 7 ¢ Ka.

Tomando o limite termodindmico, obtemos

Vel = p - L) + (1—1k(1e)) - (135)

P .
p+4q(1—p)
Por outro lado, definindo os eventos

K = {x é conectado a y forade A*} e K=KU (QA@ZzKA> ,
similarmente, obtemos

p, se 77, € KA
Yeelya1ac) = , © .
m, se 77(6) g K%,

Tomando o limite termodinamico nessa igualdade, temos

Yeleln) = p - Lg(ne) + m (1= 1x(7¢))
_ P _ p 1.
Tprai—p (P p+a— p)) Tt (136)

De (135) e (136) claramente se observa que as aplicacdes 77 — 7(Je|n) e 7 +— YL(Jeln)
sdo crescentes e ndo negativas. Além disso, essas aplicagdes nado sao locais no sentido
de que a conectividade ou ndo das extremidades x e y fora de A* depende dos estados
das arestas fora de A*. Isto é, essas aplicagdes dependem de um ntamero infinito de

arestas, portanto, ndo sdo locais. O]
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Lema 3.75. Seja ¢ uma fungido mondtona limitada. Se g(w) = hmATZZ 2(wa bac), entdio
b o b _
(PPr%ZZ(g) - 1{#122 (Pp,q,A(g); b=0,1.

Demonstragido. Provaremos este lema para o caso em que g é uma fungdo monétona
crescente com b = 0, pois o caso b = 1 é andlogo. Denotando ga(w) = g(wa 0ac), seja
I' um subconjunto finito de 72 tal que A C I'. Como wpOxc = wrOrc e g é crescente,
temos que ga < gr.

Seja M C A C N, onde N é um subconjunto finito de Z2. Como que g5 é monétona

crescente, pela observagdo feita em linhas acima e pela desigualdade FKG, tem-se

95 0.0 (81) < B9 A8A) = 9 A(8) < 9 4 n(8A),

onde, na desigualdade do lado direito, usamos a Proposicdo 3.43.
Como ga € local (depende de um ntimero finito de arestas), podemos tomar o limite
N 1 Z2 para obter

‘Pg,q,A(gM) < ¢2,q,A(g) < ¢2/q/22(gA).
Fazendo A 1 Z?2, pela hipétese e pelo Teorema da Convergéncia Monétona (veja

Apéndice, Teorema .22), temos

Ppqz28M) < lim, g 1(8) < 9} 72(8).

Finalmente, fazendo M 1 Z? e usando o Teorema da Convergéncia Moné6tona outra vez,

obtemos

Ppq22®) < Bm, 9hg 7(8) < 93, 72(8)-

Proposi¢ao 3.76. Para b = 0,1, temos

'Yg(]€|') = ¢2,qlzz(]€|§22\{e})l 47:;/67’22_(1'(:'

Demonstragio. Por definicdo de esperanga condicional, para toda fun¢do mensurével g

segundo a o-dlgebra .72\ (.1, temos que provar a seguinte igualdade:

0 22Ue8) =0 0 72(10Uel) ) (137)

De fato, como J, e g sdo fungdes locais (no sentido que dependem de um niimero finito

de arestas), pelo Lema 3.73, tem-se

Vpqz2Ue8) = im0\ e @) = Bim, ¢ A (70l ) ). (138)
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Pelo Lema 3.74, 7%(Je|-) é ndo negativa e crescente, logo, 72(J.|-) ¢ também o é. Por
definicao v4(J.|n) = limp 42 Yo(Je|17a bac). Como g é local, ¥2(J,|-) g também o é.
Definindo h(-) = 'yf(]e]-) g(+), temos que h(w) = limp472 h(wa bac). Logo, pelo Lema

3.75 temos 4’2,:7,22(]1) = limp472 492/% Alh), isto é
PACAIAREIE Jim, ¢ 0 n(72Uel) 8)-
Finalmente, combinando essa igualdade com (138), obtemos (137). O

Definicdo 3.22. Seja u € M1(Q), F), A € Z* e f € F. Uma fungio g sobre () tal que

80) = pf| Zp )0, p—qec.
¢é uma versao (=realizacdo) da correspondente esperanca condicional.

Salientamos que as esperancas condicionais admitem um niamero infinito de versdes,
todas diferindo sobre conjuntos de medida zero.

O que nos propomos agora é estudar as propriedades de quase-localidade das
distribui¢cdes condicionais 'yf (Je|), para b = 0,1. Observe que, pelo Lema 3.76, 72 (Jel*)
é somente uma versdo de (PZ,q,ZZ( Je|F 72\ (1)(). Para provar a nédo quase-localidade
de q’)Z,q/Z?_( Mﬁzz\ {E})(-), deve-se provar que nenhuma funcdo igual a Yo(Te ), (Pg,q,Zz'
g.c. é quase-local (isto §, vb(Je|-) exibe uma nao quase-localidade essencial). Como
qbz,q,ZZ(A) > 0, para qualquer conjunto aberto A, é suficiente investigar a propriedade
de ndo quase-localidade essencial de v5(J|-) em uma vizinhanca de . Fixado A € .2,

uma vizinhanga de # é um conjunto da forma:

2
N ={C€{0,1}F : 2a=1al.
Proposicdo 3.77. Nenhuma versio de ¢Z 0,72 ( ]g\ﬂzz\ {e})(~) é quase-local.

Demonstragio. Sendo A, = [ —n, n]2 NZ? e a aresta e = {x,y}, considere a configuragao
1 que toma os valores de um sobre as (duas) linhas paralelas infinitas que passam pelos
vértices x e y e é zero sobre todas as outras arestas (veja Figura 25). Em seguida, escolha

os seguintes subconjuntos da vizinhanga de N (A, 77):
NYA, ) = {¢ € N(A,, ) : uma aresta aberta de A1 \ A, liga as duas linhas em ¢}
NO(Ay, 1) = {& € N(Ay,7) : todas as arestas de A1 \ A, sdo fechadas em &}.

Da Figura 25, se ¢ € N'Y(A,, 1), entdo as (duas) linhas paralelas vao ser ligadas. No
entanto, se ¢0" € NO(A,, 1), entdo, as linhas (paralelas) nunca véao se ligar em A;, ndo

importando o tipo de configuracdo que se tenha fora de A,41.
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I ]
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Figura 25: Ao lado esquerdo esbocamos a configuragao ¢ € N(A,',7) e no lado

l
o be

direito uma tipica configuragao " € N'(A,%, 7).
Dai, por um célculo similar ao feito no Lema 3.74, temos
b 1,n b 0,n P
YellelG") =Yl ) =p— —Z—< >0
e €| e 3| p p+q(1_p)

uniformemente em #.

Desde que as vizinhancas N°(A,, 77) e N'1(Ay, 17) tém medida (,bz 5,227 POsItivVa, segue

b

p.q,22"4:C pode ser quase-local em 7. [

que nenhuma funcéo que é igual a 72(J|-), ¢

3.4.7 Alguns problemas para este modelo

Muitas perguntas permanecem parcialmente sem resposta para o modelo de aglome-

rados aleat6rios. Aqui listamos algumas delas.

O caso g < 1. E conhecido que quando g < 1 a desigualdade FKG falha (veja Exemplo
3.1). Uma conjectura bem otimista é que uma versdo de associacdo negativa se mantenha
quando g < 1 e esta possa implicar a existéncia de limites a volume infinito. Uma

conjectura fraca se poderia enunciar da seguinte forma: para q < 1 se satisfaz

¢y qzi{we =1} N{ws=1}) < ¢, zi(we =1) P, , 7a(wp=1), parae#f.
Decaimento exponencial (d > 2). E conjecturado que

gbp,q,Zd(O < a[_n/ n]d) < e—cn’ n=1,
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para ¢ = c(p, q) satisfazendo ¢ > 0 quando p < p.(q). Isso tem sido provado para
valores de p suficientemente pequenos, porém, nenhuma prova é conhecida até o ponto
critico p(g), quando d > 2.

Alertamos que, quando d =2 e g > 1, esse problema tem sido resolvido (veja Teorema
3.58). O caso q = 2 é muito especial, desde que corresponde ao modelo de Ising para o
qual a ramdom-current representation permite ter uma teoria muito rica (veja [65], Se¢do
9.3).

O decaimento exponencial é provado para geral d quando g = 2 e, também, para g

suficientemente grande.

Unicidade de medidas de aglomerados aleatérios. E conjecturado que 47;17,61,2‘1 = 4)2,q,zd
para p # pc(q). Além disso, que a unicidade das medidas se mantém quando p = p.(q)
se, e somente se, g é suficientemente pequeno.

Sabemos que para d = 2, essa conjectura foi resolvida (veja Teorema 3.55). Essas
afirmagdes chegam a ser triviais quando g = 1. Ja quando q = 2, este modelo tem especial
importancia, porque estd relacionado com o modelo de Ising. Em [8], Aizenman e
Newman provaram que, quando d > 4 a probabilidade de percolacdo 0'(p,2) é uma
fungdo continua de p no valor critico p.(2). Isto é, quando d > 4 e p = p.(2), o conjunto
das medidas de Gibbs do modelo de Ising é unitdrio. Métodos classicos (como ramdom-
current representation) provaram que em duas dimensdes a unicidade de medidas se
mantém na fase critica (veja referéncia [94]). Em resumo, quando g =2 e p = p.(2),
a unicidade foi provada para todo d # 3, ficando em aberto o problema para o caso
d = 3. Em 2014, esse problema foi resolvido, na referéncia [5] os autores provaram
que a magnetizagdo se anula continuamente na temperatura critica para uma classe de
sistemas de spins ferromagnéticos, os quais incluem o modelo de Ising ferromagnético
sobre Z% (com d = 3).
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Neste capitulo, consideramos o grafo infinito enumeravel . = (V,E) e (£, &) um
espaco mensuravel onde £ é um espaco finito ', por exemplo, {0,1}, {+1,—1} ou
{1,2,---,q}, com q > 1 e & é a o-édlgebra de todos os subconjuntos de £. Quando
ndo for especificado, estaremos considerando S como se fosse o conjunto V ou um
subconjunto dele. O conjunto S serd chamado de conjunto de pardmetros. O par (€, &), ou
simplesmente o conjunto £, serd chamado de espago de estados. Em seguida, definimos o
espago

O={w=(Wy)es: w, € E}y=E°

chamado de espago de configuragdes. A este espago associaremos a -dlgebra produto
sobre Q) e o denotaremos por .# = &°. Em seguida, dotaremos ao espago mensurével
(Q), #) de uma medida (de probabilidade) y para formar o espago de medida (Q), .#, u),

com a finalidade de definir a seguinte varidvel aleatéria
o, (), F,u) = (£,8), VzeS.

Em alguns contextos, essa varidvel aleatéria é chamada de campo aleatério. Note que a
variavel aleatdria o, pode ser vista como a proje¢do sobre a z-ésima coordenada, isto é,
0, estd definida pela relagdo: w — w,, para cada w € Q). Dado o espaco mensuravel
(Q), %), definimos

M, F)={p:(Q,#)—[0,1] : u é uma medida de probabilidade}

o conjunto de todas as medidas de probabilidade sobre ((2,.%#). Para cada A C S finito,

definimos a projecdo sobre as coordenadas em A como a aplicagdo

O’A:Q—>5A,

Para uma teoria mais extensa deste capitulo sobre espagos £ mais gerais, veja [57], Capitulos 1 e 2.

148



4.1 ALGUMAS NOTAQGES GERAIS: NUCLEO DE MEDIDAS

tal que w — wp = (wz).en, para cada w € (). Analogamente, como definimos acima,

para cada A C A definimos a aplicagdo
op: EX — EN

Note que se w € EMe & € EMA entdo wé € EA é definida por oa(ws) = w e
oaa(w@) = &. Por questdo de simplicidade, daqui em diante adotaremos a notagéo de

£ como o conjunto enumerével dos volumes finitos de S, isto é
L ={ACS:0<|AI< o0}. (139)

Para cada A € £ e A € &%, o evento {ocp € A} serd chamado de evento cilindrico.
Denotando % como a colegao de todos os eventos cilindricos, observe que a c-algebra
7 pode ser vista como a menor o-adlgebra que contém o conjunto %'

Dado A € .Z, definimos a colecdo
Gr={{oa €A}:ACA A€ ZLeAcEN.

Assim, se A € £, definimos .#, como a sub-c-dlgebra de .%# gerada pela colecdo %, ou
equivalentemente, .7, é a o-dlgebra de eventos ocorridos em A. Isto é, se {0 : z € A}
denota a familia de todas as proje¢des sobre as coordenadas em A, entdo .#p é a o-
algebra gerada pela colegdo {c; : z € A}. Dado o conjunto de pardmetros S, definiremos
Fs\a OU Fpc, a o-dlgebra gerada pela colecdo {UpFp : A C S\ A}. Em outras palavras,
Fs\a € a v-dlgebra que contém toda informagdo sobre as condigdes de fronteira, isto €, a
configuracdo restrita aos valores de certas varidveis aleatdrias fora do volume finito A.

Finalmente, note também que .% = o (UpF,).

4.1 ALGUMAS NOTACOES GERAIS: NUCLEO DE MEDI-

DAS

Seja (), #) um espago mensuravel e p € M;(Q}, .#), para cada funcgdo f : 3 —+ R
mensuravel e y-integravel definimos o valor esperado de f com respeito a medida y,

como

n) = [ plde) fle).
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Se & é um sub-c-dlgebra de .7 e u € M;(Q}, #), definimos a esperanga condicional de

f dada a o-algebra ¢4 com respeito a medida y, como

wf19) = Eu(f19).

Caso se tenha clareza com respeito a que medida se estd integrando, nas defini¢des

acima omitiremos a notagdo de tal medida. Em particular, para qualquer A € .%,
WAlD) = pa|9).
Se f : () — R é uma fungdo ndo negativa mensurédvel, adotaremos a seguinte definicdo

FuA) = p(f 1) = [ e flw).

Definic¢do 4.1 (Ntcleo de medidas). Sejam (€1, .%1) e (()p, #7) dois espagos mensurdveis.
Uma fungido v : #1 X Yy — [0, +00] é chamado de niicleo de medida de .7, a .71 se as
seguintes condigdes sdo satisfeitas:

V' y(-|w2) é uma medida sobre (21, F1), para qualquer w, € Q) fixado.

v Y(A|-) é uma aplicagio Fp-mensurdvel sobre ((Yp, F7), para qualquer A € F.
Se em adigdo, a aplicagdo <y satisfaz: y(Q|-) = 1, entdo a aplicagdo <y é chamada de niicleo de
probabilidade de %) a 7.
Exemplo 4.1. Se ¢ : OOy — O é uma fungio mensurdvel, entdo a aplicagdo

V(Alwz) =14 0 g(wr)

é um niicleo de probabilidade de % a 7.

De fato, desde que y(A|ws) = 1,-1¢ay(w2), pelas propriedades da fungio indicadora, -y (- |wy)
é uma medida de probabilidade, para todo wy € (. O fato da mensurabilidade da aplicagio
v(Al-) é imediato, uma vez que ¢ é uma aplicagdo mensurdvel. Portanto, v é um niicleo de
probabilidade.
Exemplo 4.2 (Veja referéncia [116]). Seja Oy = {0,1}, .71 = P({0,1}) a o-dlgebra das
partes, (3p = [0,1] e .Fp = H([0, 1]) os borelianos em [0, 1]. A aplicagio

Y(Alp) = ((1 — p)do + pd1) (A)

é um niicleo de probabilidade de F, a .F1. Aqui 6x(A), com x = 0,1, é a medida delta de Dirac
que é um se x € A e é zero, caso contrdrio.

De fato, uma vez que y(-|p) é a distribuicdo de Bernoulli com pardmetro p, esta é uma
medida de probabilidade. Por outro lado, veja que v((]-) =1, v(@]-) =0, y({0}])=1—pe

vY({1}|-) = p que sdo mensurdveis. Portanto, vy é um niicleo de probabilidade.
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Exemplo 4.3. Por um raciocinio semelhante ao exercicio anterior, vemos que

1. SeM ={1,---,9} e Y = {1/q}, g > 1 com suas respectivas o-dlgebras, a aplicagio
'y(A|%) = % Z‘Z:l 6; é um niicleo de probabilidade.

2. Se = {—1,+1} e Qp = {1/2} com suas respectivas o-dlgebras, a aplicagdo y(A|}) =
%5_1 + %5+1 é um niicleo de probabilidade.

Exemplo 4.4 (Veja referéncia [116]). Sejam (01 e () munidos de medidas o-finitas. Seja f :
Oy X O — R mensurdvel tal que para pq-quase todo x € ), tenhamos que sz w2(dy) f(x,y) =
1. A aplicagio

1Al = [ 1y fx,y)

é um niicleo de medida.

De fato, da hipétese sz u2(dy) f(x,y) = 1 e pelas propriedades de integral de Lebesgue, temos
que a aplicagio A — [, ua(dy) f(x,y) é uma medida de probabilidade. A mensurabilidade da
aplicagdo x — [, pr(dy) f(x,y) decorre do Teorema de Fubini-Tonelli (veja Apéndice, Teorema

.24). Portanto, -y é um niicleo de probabilidade.

Exemplo 4.5. Seja Q) = {0, 1}Ed, F = HB(Q)) a o-dlgebra dos borelianos em ). Para cada
A€ ZLe A€ Fp, aaplicagio
Ta(Alw) = ¢, A(A)
é um niicleo de probabilidade de Fxc a F 5. Aqui, cp‘,;’/ 0 A(A) éa medida de aglomerados aleatérios
definido em (67).
De fato, por definicio A — Py o a(A) € uma medida de probabilidade para cada w € Q.
Por outro lado, para cada A € F, a aplicagdo w — P, a(A) € mensurdvel pelo Teorema de

Fubini-Tonelli. Portanto, v é um niicleo de probabilidade.

O seguinte exemplo foi extraido de [53] e servird para ter uma explicagdo tedrica inte-
ressante quando definirmos o conceito de conjunto das medidas de Gibbs, e desejarmos

impor condi¢des de forma que este conjunto seja ndo vazio.
Exemplo 4.6. Sejam 1~ e ™" duas configuragdes em {—1, +1}Zd definidas por

nm=(-1-,-1, -1 ,-1,--) e g =(-1-,-1, +1 ,—1,--),
i—ésimo i—ésimo

respectivamente. Para cada A € L e A € F, seja

Ta(ywace), outro caso.
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A familia 7y = (‘YA)Ae.¢ € um niicleo de probabilidade.

De fato, veja que, por definicio, ya(A|w) depende unicamente dos estados dos spins em
A, logo, para cada A € F, a aplicagio w > YA(A|w) é Fac-mensurdvel. Por outro lado,
por propriedades da fungdo indicadora, note-se que para cada w, ya(A|w) é uma medida de

probabilidade. Portanto, concluimos que v = (Ya)ac. € um niicleo de probabilidade.

E comum definir os nticleos de medida introduzindo 7(-|w) como sendo uma me-
dida que depende de w. Logo, uma das condi¢gdes para que <y seja um ntcleo estd
implicitamente satisfeita, restando provar que a aplicagdo w — y(A|w) é mensuravel
para todo A € .%;. O conjunto .%#; pode ser muito complexo e dificil de verificar esta
condi¢do de mensurabilidade. A Proposi¢do 2.9.2 de [116] nos fornece uma via menos
elaborada para provar a condi¢cdo de mensurabilidade. A referida proposi¢do nos diz
que é suficiente verificar que a aplicagdo w — (A |w) seja mensuravel para os conjuntos
A em uma classe rica o suficiente, a saber sobre uma classe ¢, onde ¢ é um 7r-sistema
que gera .#;.

Se v é um nucleo de %, a F#1 e y : ({1, #2) — [0, +c0] uma medida, definimos a
medida

py: (1, ) — [0, +00]

A = Jo, #dw) v(Alw).

Para toda func¢do mensuravel f : ()1 — R consideramos a fun¢do mensuravel

’)/f: Qz - R
wr = (flw2) = [, vdwi|ws) flwr).

No caso de que a fungdo f, definida acima, seja ndo negativa, definimos

fr(Al): O — [0, +00)
wy = Y(fLa)w2) = Y(f La|ws).

Definicdo 4.2 (Convolugdo de nucleos). Sejam (€)1, .71), (Y2, F2) e ()3, F3) trés espagos
mensurdveis. A convolugdo y1y, de um niicleo 1 de %3 a %, e um niicleo vy, de ¥ a %1 é

definida pela formula
T172(Alws) = 11(712(Al)|ws) = /Q T1(dwz|ws) 2(Alws),
2

para cada A € F1 e w3 € (3.
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Definicao 4.3 (Ntcleo préprio). Se ¢ é um sub-c-dlgebra de %, um niicleo vy de ¢ a .7 é

dito ser proprio se satisfaz a sequinte identidade:
Y(ANB|-)=v(A|-)1p(-), VA€ FeBec¥9.

A seguinte observagdo nos dd4 um caminho bastante técnico para verificar quando um

nucleo ndo é préprio.

Observacao 4.1. Com as mesmas hipéteses da defini¢ido acima, se -y é um niicleo proprio, f

uma fungio . -mensurdvel e g uma fungdo &-mensurdvel limitada, entio

1(fg) = (vf)g.

Demonstragio. Considerando ¢ = 1, onde B € ¢, para cada w € () temos

Y(f 1p)(w)=7(f 1p|w)=7(f|w) Lp(w)=[(7f) 1] (w),

onde, na segunda igualdade, se usou o fato de que 7y é um ntcleo préprio. Usando
o resultado para fungdes indicadoras, a linearidade de y implica que a observagao se
mantém para fungdes simples.

Ora, se ¢ é uma fungdo mensuravel ndo negativa, pode-se construir uma sequéncia
de fungdes simples g, T ¢. Usando o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos
que a observagdo vale para toda fun¢do ¢ mensurédvel ndo negativa. Para uma funcdo
arbitrdria ¢-mensuravel g, basta descompor ¢ em sua parte positiva e negativa e usar o

resultado acima. O

Caso particular desta observagdo: veja que se y € um ntcleo de probabilidade préprio

de ¢ a .#, entdao

v(Bl)=1p(), VBeY.

Lema 4.2. Seja (), F) um espago mensurdvel, ¢ uma sub-o-dlgebra de %, v um niicleo de
probabilidade proprio de G a . e y € My(Q), F). Entio

wWA|9) =v(Al), u—qc, VAEF & uy=p.
Demonstragio. Seja A € # e B € 4. Uma vez que <y é préprio, temos

pUANB)= [ pd) HANBlw) = [ pd) 1(Alw)law) = [ pdew) 7(A]w). (140)
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Primeiro, assumiremos que u(A|¥) = y(Al-), uy—q.c., VA € #. Considerando B = Q)

em (140) temos

Hy(A)= /Q H(dw) y(Alw) = /Q H(dw) p(A19)(w) = /Q H(dew) La(w) = p(A),

onde, na segunda igualdade, usamos a hipétese e, na terceira igualdade, usamos
propriedade de esperanca condicional.
Reciprocamente, suponha que uy = u. Por (140) e pela hipotese, para todo B € ¢

tem-se
[ 1) 1(Alw) = iy (AN B) = (AN B) = [ () 4@,
Pela definigdo de esperanga condicional concluimos que u(A|9) = y(Al-), p-q.c. O

Definic¢do 4.4. Seja (€0, F) um espago mensurdvel, Fg\ um sub-c-dlgebra de F, v =
(Ya)aey uma familia de niicleos de probabilidade de Fs\p a F e p € My(Q), F).

a) Diremos que o niicleo yp, para cada A € £, é uma distribuicdo condicional regular
para y relativo a o-dlgebra Fg\ p, se para cada A € F e A € £, a condigdo

WA|Fa\a) =va(Al), p—qec
se satisfaz.
b) A familia -y é consistente se, yYayYA =Ya, com A C Aem L.
A condicdo b), da defini¢do acima, pode-se escrever assim: paracada A € F ew € (),
/Q’YA(dZ|w) Ya(Alz) = va(Alw), comA C Aem . Z.

Proposicdo 4.3. Seja (OO, F) um espago mensurdvel, Fq\ n um sub-c-dlgebra de F, yx uma

distribui¢do condicional regular para y relativo a o-dlgebra Fg\ 5, A € Z. Entilo
i) Aaplicagio yA(Al-) é Fg\ \-mensurdvel, VA € F e A€ L.
ii) O niicleo y € proprio p—q.c.
iii) A familia de niicleos ('yA)pe.¢ € consistente yu—q.c.

Demonstragio. Veja que a prova de i) segue diretamente da defini¢do de distribuigdo

condicional regular. Para provar ii), note que para cada A € .2, A € F e B € Fg 4
YA(A N Blw)=p(A N B Fg 1)(@) = p(A| Fs\ )(w) 1(0)

=yA(A|lw)1p(w), p-q.c w,
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onde na primeira e terceira igualdades se usou a definicio de v, e, na segunda
igualdade, o fato de que B € F\,.
iii) Considere A,A € ¥ tal que A C Ae A € .#. Usando a defini¢do de y, e

propriedades de esperanga condicional pode-se ver que
YaYA(AlW)=7a(YA(A])|w)=ya(U(A]F g\ A) W) = u(H(A]|F 5\ M) Fs\a) (W)
= WA|Fs\ ) (W)
= 12(Alw),  p-q.c w,

completando-se a demonstragao. O

4.2 TEORIA DE ESPECIFICAQ@ES

Na Proposic¢do 4.3 vimos que y5 é um ntcleo préprio p-q.c. e que ¥ = (YaA)rey
é uma especificacdo consistente pi-q.c. Estamos interessados em estudar ntcleos de
probabilidade com tais propriedades, satisfazendo-se em todo () e ndo somente no

suporte de p. Isso motiva a seguinte definicdo.

Definicao 4.5 (Especificacdo). Uma especifica¢do com conjunto de pardmetros S e espago de
estados (€, &) é uma familia 'y = (‘Ya)aey de niicleos de probabilidade préprios ya de Fg\p a

F, 0s quais satisfazem a condigdo de consisténcia, isto é,

YAYA = YA, quando A C A. (141)

Observacao 4.4. Toda especificagdo satisfaz a sequinte relagio inversa (da condigdo) de consis-

téncia (141): para cada A C A,
YAYA = VA-

Demonstragio. Para cada A € .#, veja que
Tara(Alw) = YA(ra(A])|w) = va(Alw),

onde, na segunda igualdade, usamos que y € préprio e que ¥, 5 € sub-c-algebra de
FS\A- O
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Exemplo 4.7. A familia v = (Yp) e onde ya(A|w) = cp;;’/q, A(A) foi definido no Exemplo 4.5
é uma especificagio.

De fato, pelo Exemplo 4.5 vy é um niicleo de probabilidade. Trivialmente «y5 é proprio. Restaria
por verificar a condigdo de consisténcia. Procedemos a provar a validez desta condigdo, como
segue.

Pela propriedade do dominio de Markov (veja Observagio 3.37) da medida de aglomerados

aleatérios, para cada A C T e A € Fp, temos
¢°  AlFA)W) = 9% A(A), ¢ qew
p.q.r A pa s\ @pgrq-c -
Equivalentemente, para todo B € Fxc, tem-se
95, (s 9 A(A) = 95 (AN B).
Fazendo B = Q) nesta iqualdade, conseguimos
_ 40

Por definigdo, isto é
TrYalAlG) = 1r(AlG), VA € Fp.

Portanto, a familia -y definida acima é uma especificagio.

Exemplo 4.8 (Veja referéncia [53]). Sejam 1~ e 3~/ duas configuracdes em {—1,+1}Zd

definidas por
;7_5(_1/"'1_1/ —1 1_1/'“) e T]_’iE(_ll"'I_li +1 /_1/"')/
~ . >
i—ésimo i—ésimo

respectivamente. Para cada A € £ e A € ¥, seja

1 —i -
—— Y. A1 1), se Wpac = Mxe
a(Alw) = d YieaLa(m™") AC =T
Ta(ywae), outro caso.
A familia 7y = (‘YA)Ac.¢ € uma especificagio de Fpc a F.
De fato, pelo Exemplo 4.6 vy é um niicleo de probabilidade. Além disso, este niicleo é prdprio
desde que VA € F e B € Fxc, tem-se:

e Se wpe = N acs

Ya(AN Blw) = Y a0y ) = 1p(w)

ieEA

Y 1a(y ) = 1p(w) ya(Alw),

|A| iEA

|A|

onde, na sequnda igualdade, usamos a equivaléncia: 7~ € B < w € B.
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o Se wae # M pes
YA(A N Blw) = TA(75 wae) 1p(17, wac) = Lp(w) La(7, wae) = 1p(w) va(A|w),
onde, novamente na sequnda igualdade, usamos a equivaléncia: n~* € B < w € B.

Portanto, somente nos restaria provar a condigdo de consisténcia. Para isso, sejam A, A € £ tal
que AC A. Paracada A € L ew € {—1,+1}Z veja que

(1) Se wace = N5, por definigio do niicleo <y temos
1 i
Yara(Alw) = yalra(Al)|w) = Al Y valAly™). (142)
i€eA

Dividimos a andlise de (142) em dois casos:

(1.1) Se n;c'i = e, entdo i € A. Logo, o lado direito de (142) fica

|A|Z [IA|Z Lalr )] |A|Z |A|Z“A(’7A ”A\A’?Ac>]

ieA jeEA ieA JEA

= |_| Z |A| ZﬂA(UA UAC)

JEA

JEA

(1.2) Se n;c'i # 1] xc, entido i € A\ A. Logo, o lado direito de (142) se rescreve

La( A) = La(p"1pe) = va(Alw).
|A| lg A’7A’7A\A’7A \A] z[:-/:\ \UIN ’7/\ A(A]

(2) Se wace # N pe, por definigdo do niicleo vy temos

ay Ziealatr™), seny, =1

YA(ra(A])|w) = Ya(Alyywae) = _ _ _
Ta(ny wae), se a7 M

Loy a1 o ne
) {A sentatind Ta(A|w).

Ta(npwae)
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Isso mostra que a condigdo de consisténcia yaya = YA (A C A) é satisfeita. Portanto, a

familia vy definida acima de fato é uma especificagio.

4.2.1 Medidas determinadas por uma especificacio

Definicao 4.6. Dada uma especificagio vy = (‘ya)ac.¢, definimos
G(y) = {y € Mi(Q, 7) : w(A|Fg\p) = 7A(Al), p—qec, VAE FeA€ .,2”} (143)

o conjunto de medidas de probabilidade determinadas pela especificacio y. Cada elemento de
4 () é chamada de medida de Gibbs ou estado de Gibbs.

Defini¢ao 4.7 (Consisténcia). Uma medida yp € M1(Q), F) é consistente com a especificagio

Y = (YA)aew se, paracada A € L,

KA =K. (144)
A equagido (144) é chamada equagido DLR, em homenagem a Dobrushin, Lanford e Ruelle.

Veja que, pelo Lema 4.2, ¢(y) é o conjunto das medidas de probabilidade consistentes
com a especificagdo . Isto é, ¥() é a classe de medidas de probabilidade que sdo
preservadas pela familia enumeréavel de nticleos de probabilidade 7.

E de interesse saber a existéncia e unicidade de medidas de probabilidade que
satisfazem a condicdo (144), previsto que, a priori, se conheca a especificacdo y. No
que segue, daremos algumas respostas parciais a essas interrogantes. O problema da
unicidade de medidas sera considerado na Secdo 4.5, onde nos preocupamos por dar
condicdes sobre a especificagdo 7y, de maneira que a unicidade do conjunto de medidas
de Gibbs seja um conjunto unitario, isto é, |4(y)|= 1. Um problema bem mais complexo
relacionado a unicidade de medida de Gibbs do modelo de aglomerados aleatérios com
presenca de campo externo serd estudado na Segdo 6.6.

Diferentemente do que se pensa no meio matematico, a auséncia de unicidade de
medidas de Gibbs ndo é uma faléncia, ao contrério, este acontecimento nos ajuda a

entender melhor a estrutura do conjunto ¥().

Definicao 4.8. Um subconjunto £y do conjunto de indices £ (ordenados por inclusio) é

chamado cofinal, se cada A € £ estd contido em algum A € Z.
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Por exemplo, se S = Z“ para algum d > 1, entdo o conjunto
Zo={l-nn"NnsS:n>1},
de todos os cubos centrados na origem é cofinal.

Teorema 4.5 (Caracterizagdo do conjunto ¥(y)). Suponha que 7y = (YA)ac.y € uma espe-
cificagdo com conjunto de pardmetros S e espaco de estados €. As seguintes afirmagdes sio

equivalentes.

1) ueg(y)
2) u € consistente com a especificagdo vy, isto é, para cada \ € £ temos uyp = u;

3) Existe uma colegio cofinal {T'y : Ty € £,V € 1} satisfazendo pyr, = p, para algum

indice « € 1.

Demonstragio. A equivaléncia 1) < 2) segue diretamente do Lema 4.2.

A afirmagdo 2) = 3) é 6bvia. Procedemos a provar a implicacdo 3) = 2). Desde que
{Ty: Ty € £, Va € I} é uma sequéncia cofinal, para todo A € £ existe um indice & € I
tal que A C I'y =T'. Por hipétese, temos y = pyr. Integrando o niicleo y5 com respeito
a esta medida, obtemos a medida yuya = (1yr)yA. Afirmamos que (yr)ya = Ur- Seja
A € Z. Por definigao

() 7A(A) = /Q (1) (dew) YA (Al w). (145)

Por argumentos padrdes de Teoria da Medida, conhecemos que existe uma sequéncia de
fungdes (¢,)neN simples .Zxc-mensuréveis tais que ¢,(w) T ya(A|w) para cada w € Q.
Usando repetidas vezes o Teorema da Convergéncia Monétona (veja Apéndice, Teorema

.22) na equacdo (145) e a consisténcia da especificagdo -y, obtemos

(WA = [ (10 1aAL@) = lim [ (1r)(dw) 9uw)

nlg]go V'YT((Pn)

lim [ () yr(gu )

n—o00

[ md@) raatable)

- /Q u(dn) yr(Alp) = pyr(A).

Juntando as equagdes obtidas acima e usando a hipéteses obtemos pya = (UyT)7A =

uyr = u, concluindo-se a prova. =
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4.2.2 Construindo especificacoes

Sejam (X, X, u) e (Y, ), v) dois espagos de probabilidade, onde as medidas y, v sdo
o-finitas *. Considere o espaco de probabilidade produto (X x Y, X x Y, u xv) e
f: X xY — R uma fungdo X x Y-mensuravel. Pelo Teorema de Fubini-Tonelli (veja
Apeéndice, Teorema .24), as aplicagdes x — [, v(dy) f(x,y) e y — [y u(dy) f(x,y) sdo
X-mensurével e Y-mensurdvel, respectivamente.

Em seguida, munimos o espago de estados (£, &) de uma medida de probabilidade A,

chamada de medida a priori.

Defini¢ao 4.9. Dada A € My(&,&) uma medida a priori, para cada A € £ definimos a

aplicagdo
Apn: FxQ — [0,400)
(Alw) = (AN X 8y NA) = ANE € EM: Ewgip € A)
= [ea AMdD) 1 a(Gws p),
onde 0ug, , = ITics\a O{w,}, Oy} € a medida delta de Dirac e AN e Mq(ED, &M é a medida

produto sobre A. Daqui em frente escreveremos A* para denotar a familia (Ap)pc -

Proposi¢do 4.6. A familia A* = (Ax)ac.y € uma especificagio de Fg\ 5 a 7. Esta especificagio

é chamada especificagdo independente.

Demonstragio. Pelo Teorema da Extensdao de Kolmogorov (veja Apéndice, Teorema .25),
paracada A € L e A € Z,aaplicagio A — Ap(A|-) é uma medida de probabilidade.
Pelo Teorema de Fubini-Tonelli (veja Apéndice, Teorema .24), para cada f : QO — R

fungdo .#-mensuravel limitada, a aplicacdo

wsin = Anflwsip) = [ ANER) fGws\n) (A€ .2)

é mensurdvel segundo a o-dlgebra s 5. Até agora temos provado que A € um ntcleo
de probabilidade.
Dado A € .7 e B € Fg\,, veja que Ap € um nicleo préprio, ja que

ANANBI@) = [ AN LaCws alaEws n) = 1o(@) [ ANED) La(Ews\p)

= Az (Alw) 1p(w),

Um espaco de medida (X, X, ) é chamado finito, se (X) é um ntmero real finito. E se diz o-finito, se X
¢é a unido enumerdvel de conjuntos mensuraveis de medida finita. A medida y é o-finita, se X é a unido

enumeréavel de conjuntos de medida finita.
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onde, na segunda igualdade, usamos a equivaléncia:

BE,QS\A
ws\p € B 1p(lws\p) =1 < 1p(w) =1p(Cws\p) =1 < w € B.

Finalmente, completamos a prova mostrando a relagdo de consisténcia (141). Para
isso, sejam A, A € £ e f : () — R uma fungdo .#-mensuravel limitada. Por definicao,

temos

AsAaPN@) = [ Aaldz]) An(FI2) (146)

Definindo g(z) = Aa(f|z), nos propomos a provar que, para cada fungdo ¢ mensuravel

segundo a o-algebra .7,

[ Ao(@zlw) @) = [ 1460 gCwsi). (147)

De fato, considere primeiro § = 14, onde A é um evento .#; -mensurdvel. Por

definicdo de A, temos

s A8zl 14@ = Aa(Alw) = [ AN 1aGwsn)

Logo, esta igualdade é valida para fungdes simples. Se ¢ é uma funcdo ¢-mensurdvel
ndo negativa, pode-se construir uma sequéncia de fungdes simples g, 1 g. Usando o
Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos que a igualdade acima vale para toda
fungdo ¢¥-mensuravel ndo negativa. Para uma funcdo g arbitraria ¢-mensurével, basta
descompor ¢ em sua parte positiva e negativa e usar o resultado acima.

Substituindo (147) em (146), temos
AsAaP@) = [ 2460 gEwsi) = [ A2@D) Aa(fIEws,a)
= [ AN [ AN frEws s
= [ANNER) [ AN ForEws aun)
= (Aauaf(w).

Portanto, quando A C A obtemos ApAp = A, concluindo-se a prova. ]

Denotando por A° a medida de probabilidade sobre (Q, .%), cuja existéncia é garantida

pelo Teorema da Extensdo de Kolmogorov, temos
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Observagao 4.7. Para cada y € M(Q, F)e A € L, urp = A° sobre Fy.

Demonstragido. Seja A € £. Para cada evento B € .#,, veja que

pAnB x E5Y) = [ p@w) An(B x €8 w) = [ pde) [ AN Ly ennCesn)

= [ nde) AA(B)
(@)
= AMB) = AS(B x £5\,

onde, na terceira igualdade, usamos a equivaléncia: fwg\p € B X & S\A se, e somente se,
& € B. Portanto, uAp = AS sobre .%,, para cada A € .Z. O

A seguinte proposicdo nos informa que o conjunto das medidas de Gibbs ¥(1*) tem

um tnico elemento, especificamente, é formado pela medida produto A° sobre (Q), .%).

Proposicao 4.8. O conjunto das medidas de probabilidade determinadas pela especificagido

independente A* é um conjunto unitdrio. Isto é, 9(A*) = {A°}.
Demonstragio. Veja que, para cada A € .# a seguinte igualdade

PN = [ M) An(Alw) = [ AS@w) [ AN La(Ews)n)

= [ A9%dw) [ AN 1aGws\n) = A5(4),

é vélida, logo, tem-se {A°} C Z(A%).

Por outro lado, para cada u € ¥(A*) e A € £, pela Observagdo 4.7, temos que
1= pAp = AS sobre Z. Isto é, se u € Y(\*), entdo u = AS sobre cada ., e portanto,
pelo Teorema da Classe Monétona (veja Teorema .27 do Apéndice), 4 = AS sobre
Z . Implicando que ¥(A*) C {AS}. Finalmente, combinando as duas inclusdes acima,

concluimos a prova. O
Defini¢do 4.10 (A-modificagdo e A-especificacdo). Seja A € M;(E, &) uma medida a priori.
Uma A-modificacdo é uma familia p = (op)pc de fungdes mensurdveis pp : (3 — [0, +oo[ tal
que a familia pA. = (0AAA)Ac.w € uma especificacdo. Uma A-especificagio é uma especificagio
v da forma v = pA, para alguma A-modificacdo p. A A-modificacdo p é chamada positiva se
pA > Oparacada A € Z.

Desde que o ntcleo Ap é préprio, paAa é proprio. De fato, dados os eventos A € .7
e B e F5 5 comA €2, tem-se

PAAA(A N Blw) = An(ang palw) = 1p(w) Aa(La palw) = 1p(w) para(Alw),

162



4.2 TEORIA DE ESPECIFICAQGES

onde, na segunda igualdade, usamos que o nticleo A, é préprio.
Proposicdo 4.9. p é A-modificacdo se, e somente se, para cada A € £ o niicleo ppAp é

1) normalizado: Apppa(w) =1, para cada w € Q).

2) consistente: (0AAA)(OAAA) = paAA, com A C A.

Demonstragio. Desde que o nticleo ppAp é proprio, observe que a prova se deduz

diretamente da seguinte igualdade: paAA(Qw) = Ap(oa|w) = Appa(w). O
Proposicdo 4.10. Se y = pA. é uma A-especificagio, entdo
G(n) ={p € MU, F): = pa(pAn), VA € L}

Demonstragio. Definamos 9\ (y) = {u € M1(Q), F) : u = pa(pAp), VA € £} . Primeiro

provemos a seguinte relagdo:

PA(MAA) = HYA- (148)

De fato, para A € .# tem-se
PA(HAANA) = pAA(LapA) = /Q udx) An(La palx) = /Q pu(dx) paAa(Alx)

= Heara)(A) = pya(A).

) 148
Asim, 1 € 9(1) & 1= pra VB 1 = paluAn) & 1 € D). 0

Até agora, foi mostrado que o ntcleo ppAp € proprio e que sobre a condicdo de
normalizacdo ppAa € um ntcleo de probabilidade. Desejamos provar que p seja uma
A-modificacdo, logo, nos restaria encontrar condi¢des sobre p para que satisfaca as

condigdes de consisténcia. A seguinte proposi¢do nos da essa resposta.

Proposicdo 4.11. Seja A € M1(E,8), p = (oa)acy tal que pp = 0e Appp = 1. As sequintes

condigdes sdo equivalentes

a) p é uma A-modificagio;
b) Paracada A C A€ Leparatodow € O, pp =pa-Arpa,  Aa(-|w)—q.c.;
c) Paratodo A C A € Z, paratodo a € Qe Ap\a(-|a)—q.c. w € Q, temos

pa(@)oa(r) = palin)pal@),

para Ap(-|w) X Ap(-|w) —q.c. (&, 1) € Qx Q.
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Demonstragio. Primeiro provaremos a equivaléncia a) < b), mas antes disso provaremos
a seguinte afirmacdo: para cada fun¢do f : (3 — IR ndo negativa e mensuravel segundo

a o-algebra .7, tem-se
YaYA(f) = Aa(foarapa)- (149)
De fato, desde que Ap é proprio e Ap(fpa), Aapa sdo 3"5\ A-mmensuréveis, temos
ANFPAAAPA) = ANpA - AN(FPA) = AA(EAAA(fOA)) = An(oATAS)-
Como Ap = Ap\pAn, da equagdo acima temos
An(foarapa) = Aaloavaf) = vava(f),

provando-se o afirmado.

Para provar a implicagdo a) = b), como p é uma A-modificagdo, temos

AnEAf) = vaf = vavalf) = Aa(foa - Aapa),

onde, na segunda igualdade, usamos a consisténcia do ntcleo e, na terceira igualdade,
a afirmacdo em (149). Portanto, pp = pa - Aapa, Aa(-|w)-q.c.

Para mostrar b) = a), veja que Appp =1e

YaYA(f) = Aa(foarapa) = Aa(foa) = valf),

onde nas duas primeiras igualdades usamos (149) e a hipétese, respectivamente. Logo,
pela Proposicdo 4.9, p é uma A-modificagdo.
Agora provaremos a equivaléncia b) < c). Primeiro provaremos a implicagdo b) = c).

Por hipétese, veja que
0=2Aa (!PA —pA- AAPA|‘0¢> = AaA </\A <|PA —pA- AAPA\") ’lx) :
Entéao,
An(palw) = Aa(oa - Anpalw) = Ax(oa|w) - Aa(palw) = Ax(para(palw)|w),
Apa(la)-q.c. w € Qe paratodo a € Q. Logo,
pa() = pa(MAa(ealw),  An(la)—q.c. 7 € Q.
Assim, usamos a identidade acima na primeira e dltima igualdade abaixo

oa(@)pa() = [oa(d) - Anloalw)] pa(r) = pA(E) [oa (1) - Aa(palw)] = pa(m)pa(D).
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Finalmente, provamos c) = b). Mas isto é direto, pois
pa() = pal) - Aaloal) = Anloa - pa()]) = Aa(oa(:) - pal)
= pA() - Aalpal) = pa() - Aapal),

onde, na primeira igualdade, usamos que o ntcleo ppA s é normalizado e, na segunda

igualdade, usamos a hipétese. O]
O Item c) da Proposigdo 4.11 motiva a defini¢do de pré-modificagao.

Definicdo 4.11 (Pre-modificacdo). Uma familia h = (ha)ac.¢ de fungdes mensurdveis hp :

O — [0, +00) é uma pré-modificagdo se
ha(@ha(i) = ha(@)ha(n)
para cada N\, A € £ com A C A e para todo &, 1 € () com §g\ A = 15\ a-

Proposicdo 4.12. Seja h uma pré-modificagio e A € M1(E, &) tal que Azhp €]0, +o0[, para
cada A € £.Logo p = (ha/Anhp)acy é uma A—modificagio.

Demonstragiio. Desde que Ap € Fg\ y-mensuravel e A é um ntcleo proprio, temos

ha B NN B
Aahn ) Aahp

AAOA = Ap ( 1,

isto é, o ntcleo ppAp é normalizado, para cada A € .. Antes de continuar com a

prova, mostraremos a seguinte afirmacao

Apa(ha|8) - An(haly) = Aa(haln) - An(hAlE),  com A CA. (150)

De fato, como &g\ 5 = 775\, V€ja que

Aatsle) - Anthalp) = [ @) ha(@Esia) - [ AN ha(@rsia)

= [ M) afwns,n) - [ AN a(0Es\0) = AnChaln) - AnCial2),

mostrando o afirmado.

Por uma aplicacdo direta de (150) temos

ha(€) ha(n) ha(n) ha(2)

Pl = 5 hal) " Aaltal) ~ Kl Aalhal@) ~ PROPAE)

Portanto, temos provado que o ntcleo ppAp é normalizado, dai, pela Proposigdo 4.11 ¢),

p é uma A-modificagdo. O
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Definicao 4.12 (Interagdo). Uma interagdo > é uma familian ® = (Py)acy de fungoes

indexadas por elementos do conjunto £, onde

(i) Paracada A € £, Oy é .F 4-mensurdvel.

(ii) Paracada A € L e w € ), a série

HY(w)= Y @sw) (151)
AcL
ANAFZD

existe. Hf\’(w) é chamado de energia total de w em A e Hf\’ ¢ 0 Hamiltoniano em A para .

Usaremos a notagdo
he(w) = e HA@) (152)
e hS serd chamado de fator de Boltzmann.

Observacao 4.13. De agora em diante, para ndo carregar a notagdo, simplesmente escreveremos

Y anaso Pa(w) para referir-nos a y, acy Pa(w) subentendendo-se que a soma é feita sobre
ANAFD

todo A € £ tal que ANA # Q.

Definicado 4.13. Uma interagio ® = (P ) ac.¢ é chamada de interagio de primeiros vizinhos
se para todo w € Q, ®4(w) = 0 a menos que A = {i} ou A é um par {i,j} de vizinhos
proximos. A interagio ® serd chamada de curto alcance se existe R € IN tal que, para todo w,
D 4(w) = 0 para todo A tal que 6(A) = SUP; ic A d(i, j) > R. Aqui, 6(A) denota o didmetro de

A. A interagdo ® serd chamada de longo alcance se ela nio for de curto alcance.

Exemplo 4.9 (Modelo de Ising). Consideremos o modelo de Ising com espaco de estados € =

{—1,+1} e medida a priori A = %(5,1 + %5+1- A interagdo de primeiros vizinhos ® = (Py)ac.»

é definida por
—Jijoioj, se A={i,j}, li—jll=1
Qa(0) =4 —hioi, seA={i}
0, outro caso,

onde ] : S X S — R é chamada de constante de acoplamento e h : S — R de campo magnético
externo. No modelo de Ising padrio J;; = 0, a menos que i, j sejam primeiros vizinhos. Quando |
e h sdo constantes, este modelo é conhecido como modelo de Ising homogéneo e nido homogeéneo
em outro caso. Este modelo é dito ser ferromagnético se | > 0 e anti ferromagnético quando
J <O.

Em alguns textos o conceito de interagdo é substituido pelo conceito de potencial.
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Exemplo 4.10 (Modelo de Potts). Considere o modelo de Potts de q € {1,2,---} estados
com espago de estados € = {1,2,---,q} e com medida a priori A = %Z?ﬂ 0;. A interagdo de
primeiros vizinhos ® = (Py) ac ¢ é definida por

@4(0) = { ~Jydn s A =i}

0, outro caso.

Considerando o modelo de Potts definido na Segdo 3.2, veja que

—Jij00,0;0  se A={i,j}
hi .
Dy0) =4 — ZZ:l “Loa,p, se A={i}
0, outro caso
também é uma interagdo de primeiros vizinhos.

h,
" constante

Este tipo de interagiio serd vista com regular frequéncia no Capitulo 5 (com hy, = -

nos sitios) e no Capitulo 6.

Exemplo 4.11 (Modelo de Heisenberg cldssico). Este modelo é anidlogo ao modelo de Ising,
porém, com conjunto de pardmetros S = S, a esfera bidimensional em R (superficie da bola
unitdria tridimensional). O acoplamento de primeiros vizinhos é ®;; = —Jo; - 0 (produto
escalar de vetores tridimensionais 0; = (cos8;,sin0;)). Se estes spins sdo bidimensionais, o
referido modelo é conhecido como modelo XY ou modelo rotor. O caso geral de vetores unitdrios

n-dimensional é o modelo n-vetor

Exemplo 4.12 (Latice gas). O modelo de Ising pode ser usado para modelar dtomos sobre um
litice (veja Definigdo 2.1). Tome S = {0, 1} onde 0 denota um sitio vazio e 1 denota um sitio
ocupado por um dtomo. A interagio é ®4 = —J(A)[1;ca 0; para constantes de acoplamentos
positivos | que satisfaz J(6;A) = J(A). Por exemplo, tome J({i,j}) = ] > 0 para pares {i, j} de

primeiros vizinhos e J(A) = 0 em outro caso.

A seguinte proposi¢do nos dd uma chave para a construgdo de especificagdes depen-
dentes.
Proposi¢do 4.14. Para cada interagio ®, a familia (h¥)ac.¢ é uma pré-modificagio positiva.

Demonstragio. Seja A C A € Z e ¢, 1 € () tal que 175\ A = Gs\A- Veja que
g =HY(—HI0) = 3 @a)— ) @)= ) Paly),
ANAFD BNA#D ANAMAFD
implicando que g € Fx\ p-mensuravel e dai g € Fg\ p-mensurdvel para todo A € Z.
Portanto, ¢ € 7 = NacyFs\a- COmo 175\ A = Cs\p, tem-se g(17) = g(¢), concluindo-se a

prova. [
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Definicdo 4.14 (Interagdo A-admissivel). Seja A € M(E, &). Dizemos que uma interagio
O é A-admissivel se

Z2w) = AIR@) = [ AN IYCwsin) (VA € 2)
é finito, onde h, foi definido em (152).

Definicao 4.15 (Funcédo de particdo). Seja ® uma interagio A-admissivel, w € Qe A € Z.
Chamamos de fun¢do de parti¢do no volume A, com interagido ® e condigdo de fronteira w, a

fungiio F s\ n-mensurdvel ZQ(w) estabelecida na Definigdo 4.14.
A seguinte proposic¢do é caso particular da Proposigdo 4.12.
[0
Proposi¢do 4.15. Seja p% = ;—%, com A € L. A familia p® = (0X)ac.e é uma A-modificagdo.

Definicado 4.16 (Distribui¢des de Gibbs a volume finito). Seja ® uma interagio A-admissivel.
Para cada A € £, chamamos de distribuicdo de Gibbs a volume finito A, com interagio ® e

condigdo de fronteira w, a medida de probabilidade 'yf(~ |w) sobre (Q), F) definido por

1
Zy(w)

TR(Alw) = pRAN(A|w) = /g ANAD) M Cws\ ALaGws\ 2),

paracada A € F.

Definicdo 4.17 (Especificagdo Gibbsiana). Seja ® uma interagido A-admissivel. Pela Proposi-
¢do 4.15, a familia de niicleos v® = (’yf{) Ae.g € uma especificacdo conhecida como especificagdo
Gibbsiana com interacio A-admissivel P.

Definicao 4.18 (Medidas de Gibbs). Uma medida de probabilidade em M1(Q), F) é dita uma
medida de Gibbs se existe uma interacio \-admisstvel ® tal que u € 9(y®). Frequentemente
diremos que y é uma medida de Gibbs para os potenciais ® que sdo A-admissiveis. Como

haviamos falado anteriormente, os elementos de ¢4 (7®) sdo conhecidos como estados de Gibbs.

Definicao 4.19. Diremos que uma interagido ® exibe transigdo de fase (de primeira ordem) se
1%9(¢®)|> 1. Caso contririo, ® ndo exibe transicio de fase (sequnda ordem).

E frequente escrever 4 (®) para denotar G(®).

Definindo ||®4||= sup,cq|Pa(w)|, estabelecemos a seguinte condi¢do de regulari-
dade sobre ®.
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Definicdo 4.20 (Interacdo regular). Uma interagio ® = (P4)ac.» € chamada de regular se

para cada i € S, existe uma constante c; tal que

Y [ @l i < c0.
A>i

Observacdo 4.16. O conjunto de todas as interagbes para as quais sup; g ¢; < oo, forma um

espaco de Banach (By, ||-||0), com a norma definida por

[®lo= sup ) [@aleo-
i€S Asi

Na auséncia de limitagdo uniforme das constantes c; simplesmente pode-se garantir que o espago

(Bo, || lo) forma um espago de Fréchet 4.

Quando uma interagdo € invariante por translacdo, isto €, ®4,; = ®4 para cada
j € S, as constantes ¢; podem ser tomadas como sendo uma constante c e, portanto, o

subconjunto dos potenciais regulares e invariantes por translagdo é um subespaco de

(Bo, ||[l0)-

Exemplo 4.13 (Modelo de Ising de primeiros vizinhos). Seja & = {—1,+1} e A = 16,1 +
%5,1 a medida a priori. Considere a interagio ® = (Pp)pcy em (EZd, F) dada por

Joioj, seA={ij}eli—jl=1
Dp(0) = ho;,  se A ={i}

0, caso contrdrio,

onde |, h € R sdo constantes fixadas. A interacio @ é reqular.
De fato, para cada A € £ temos P = 0se |A|F#2o0u |A|#1. Se A={i,j} com ||i—j||=1

ou A = {i}, entido O é Fp-mensurdvel. A condigio de reqularidade é verificada como segue:

2d
> [®@alleo= ) sup|Joioy|+sup|ho;|= 2d|]|+[h| < co,
A3i j=10€Q) oeQ)

onde 2d é o miimero de primeiros vizinhos do sitio i. Dai, ® é uma interagdo regular.

Um espaco vetorial topoldgico é dito de Fréchet, se este é metrizavel (sua topologia é compativel com uma
métrica), completo e localmente convexo (sua topologia admite uma base local formada por conjuntos

convexos).
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Exemplo 4.14 (Modelo de Ising de longo alcance). Seja € = {—1,+1} e A = 35,1 + 35_1.
Considere a interacio ® = (Pp)pc.y em ((S'Zd, F) dada por

%U-a-, seA=Hi,jtei#]j
CIDA(O')Z =Tl iVj { ]} _T/]

0, caso contrdrio.

Se o > d, ® é uma interagdo regular.
De fato, para cada A € £ temos ®p = 0se |A|# 2. Se A = {i,j} com i # j, entido P,
é F n-mensurdvel. Uma vez que ® é invariante por translagdes, a condigdo de reqularidade é

verificada como segue

Y [ @allo= ) sup

A>i A300€Q)

;0o
]|

< ¥

1
)

; d
- Y, 1|, Viez"

i€z4:||i||=r

co 1 oo

L iz il=r " L
Observe que Y za.ji| 1 € exatamente o niimero de elementos da fronteira da bola de raio r
centrada no 0. Sem perda de generalidade, usando em Z% a norma da soma, pode-se provar por
indugio que Ve za, = 1 < 24Q2r + 1)1 < 243711471, Usando esta estimativa, o termo do

lado direito da igualdade acima fica

1
rlx—d+1

o
< 24371 Z < 00,
r=1
pois, & > d. Portanto,

Y [ ®Pallw< o0, Vie ZY,
A>Di

implicando que ® é uma interagio reqular.

Exemplo 4.15. Seja ¥ = (0;)icz uma cadeia de Markov estaciondria com espago de estados
finito €, conjunto de pardmetros S = Z. e matriz de transigio P = (P(x,))yyee (estritamente)
positiva , isto é, as entradas P(x,y) da matriz P satisfazem P(x,y) > 0, para todo x,y € £.
Considere, também, A € M1(E, &) a medida a priori (que é a medida de contagem), onde & é
a o-dlgebra das partes de E. Afirmamos que a familia ® = (Pp)pc.o em (E2,.F), definida por

—log P(0y,041), se A={i,i+1}
Dp(0) =
0, caso contrdrio,
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¢ uma interagio regular.
De fato, para cada A € &£ temos P = 0se |Al# 2. Se A = {i,i+ 1}, entido Dy é

F n-mensurdvel. A condigdo de regularidade se comprova como seque,

Y l[®Palle= ), sup|—logP(cj,0j.1)|
ASi {jj+1}3i ©

= sup|— log P(;, 041)|+ sup| — log P(c;_1, ;)|
g (o

= —ZIOgP(O'iO,O'il) < o0,

onde, na iiltima igualdade, usamos a estacionaridade da cadeia de Markov ¥ e o fato de que o

fator —2log P(c;,, 03,) é positivo, pois P(c;,, 07,) € (0,1]. Isso prova a afirmagdo.

Proposi¢do 4.17. Se @ € (By, ||-|0), entdo existe uma constante C > 0 tal que || H || < C|A],
para cada A € L .

Demonstragiao. Como & € (By, ||-||0), temos que sup; ¢ ¥ a5il|Pal|c< sUp;cgci < o0
(veja Observagdo 4.16). Se A € £ é tal que ANA # @, onde A € £ é fixo, entdo existe

i € A tal que A contém i. Logo, para cada ¢ € () temos

HY@I=| Y @a@)| < YL Y [@a@)] < [ @lo]A].
ANAFD ieN Asi
Portanto, basta considerar C = ||®|/p€ (0,+o0) e tomar o supremo em ¢ € () na
desigualdade acima. O

4.3 FUNCOES LOCAIS E QUASE-LOCAIS

Seguindo uma notagdo similar a referéncia [57] e a se¢do anterior, seja ((2,.%) um
espago mensuravel. Denotamos por
B2, #)={f: Q) — R: f é .#-mensuravel limitada}.
De maneira andloga, para cada A € .Z, definimos o espago
B(Q), ZA) = {f : QO — R : f é Zp-mensuravel limitada}.

Cabe destacar que uma fungdo f € B(Q),.#)), com A € Z, pode ser caracterizada

pela seguinte identidade: f(oawg\a) = f(0a7s\A), para quaisquer o, w,n € ). Isto &,
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B(Q), #)) esta conformado por aquelas funcdes que dependem apenas de um ntmero
finito de vértices no volume A.
Outro conceito importante a mencionar, sdo as fung¢des locais. O espaco de todas as

fungdes locais serd denotado por Bj,:((2), mas exatamente
BIOC(Q) = UAGZB(Q/ ﬁA)

Logo, uma fungdo f : (2 — R é local se existe A € £ tal que f(w) = f(17) sempre que
wp =17A. O menor conjunto A de forma que isso aconteca é chamado de suporte de f

e serd denotado por supp(f).

Exemplo 4.16. As fungoes f(0) = qu=1 [licr, O0,m onde F = uizlfm €cZ,q=21leoy

sio funcdes locais e tém suporte F e {0} respectivamente.

Exemplo 4.17. Seja (€, &, A) um espago de probabilidade, ® uma interagdo regular definida em
(E5,7),B>0,Ac LeAc L. Entioa férmula

@ 1 _gf®

R Alw) = —g— [ M@0 e N E 1 Ews ),

Z\\ (w)
B

onde Zf\q)(w) = [ea AMdQ) e Ha Cws\n) define uma especificagdo local para interagio ® ao

inverso da temperatura p.

De fato, pela Definigio 4.17, ’yiq> é uma especificagio Gibbsiana. Uma vez que P é uma

interagdo regular, o Hamiltoniano H}B\q} é local, de onde se conclui que a especificagio 'yﬁ(b é local.

Defini¢ao 4.21 (Fungdo quase-local). Uma fungio f : (3 — R é quase-local se esta pode ser
aproximada uniformemente por fungoes locais, isto é, se para cada € > 0, existe fe € Bjo(Q) tal
que

sup |f(w) = fe(w)| <e.

we)
Denotaremos por Bgjoc(€2) 0 espaco das fungdes quase-locais. Note que, por definigéo,

o conjunto das fungdes locais é denso no conjunto das fun¢des quase-locais Bgjoc((2).
Definigao 4.22 (Convergéncia ao longo de uma sequéncia de conjuntos). A notagio

lim F(A) = L,
ATS

significa convergéncia de uma fungio-conjunto F : S — R ao longo de um conjunto S (ordenado

pela inclusdo) como segue

Ve >0,3Ac € Ltalque Ac CAe A€ ¥ = |F(N)—Ll<e.
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Assim, em nosso contexto, como o espago de estados £ é finito, temos a seguinte

caracterizagdo das fun¢des quase-locais.

Lema 4.18 (Caracterizagdo das fung¢des quase-locais). Uma fungdo f : (2 — R é quase-local

se, e somente se, uma das seguintes condicoes se satisfaz:

(i) Continuidade: a fungio f é continua em (), se esta é continua para cada w € (), isto é,
Vw € ), Ve >0, 3n € N tal que

sug|f(wAn(TS\An) — f(w)|< e.

(ii) Limite uniforme de funcées locais: Existe (f,)ycN, tal que para cadan € N, f, €
B(Q, ’?An) e
lim sup|fu(w) — f(w)|= 0.

n—o00 we
(iii) Continuidade sequencial uniforme: Ve > 0, existe n € IN tal que

sup |f(wa,05\a,) — flw)|<e.
o,we)

(iv) Continuidade uniforme:

lAigs} sup |f(w) — f(o)|=0.

o,weQ)
OA=WA

Demonstragio. Note que, por defini¢do, f € Bgoc((2) < (i) se satisfaz. Agora, provare-
mos a equivaléncia f € Bgoc((2) < (iv). De fato,
(=) f € Bqoc(Q) < (ii) se satisfaz < existe (fr)rcy, tal que paracadaT € &, fr €
B(Q), 1) e
limsup|fr(c) — f(o)|=0. (153)
IS ven)

Como {(c,n) :oa =na} C {(o,7n) : o7 = yr}, sempre que I' C A, temos

sup |f(0) — f()] < sup|f(0) — fr(0)|+ sup |fr(o) — fr(m)|+supl fr(r) — f(p)

oneQ) ceQ) oneQ) neQ)
OA=TIA OA=TIA
< sup|f(0) — fr(o)|+ sup |fr(o) — fr(n)|+sup|fr(n) — f(1)]
ceQ) oneQ) neQ)
or=Mr

= 2sup|f(0) — fr(o)|+ sup [fr(o) — fr(n)|.

ceQ) oneQ)
or=1r
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Como fr € local, ela é uniformemente continua, isto é limrys sup, ,cnl fr(c) — fr(y)|= 0.
or=1r

Fazendo A 1 S, depois I' 1 S e finalmente, usando (153) tem-se

lim su (o) — f(n)|=0.
msg,,?epQ'f £l
OA=TIA

(<) Por hipétese limpys sup,, ;1| f(0) — f(aAag\A)|: 0. Logo,

lim itelg|f (0) — foaog A)I= 0. (154)

Fixado ¢’ € Q) definimos fa(0) = f (U'A(Tg\ A), para cada A € Z. Veja que a sequéncia
(fa)rey étal que VA € Z, fo € B(Q), #4). Logo, por (154) temos

lAi% sup|f(0) — fa(0)|=0.

e}

Isto €, (153) € satisfeito, portanto, f € Bgioc(QD).

Finalmente, dentro deste contexto, veja que por definicdo, (iii) < (iv) e (i) < (iv). O

Para cada A € .Z, denotaremos o espago das fung¢des continuas .#,-mensuraveis no

sentido da defini¢do de continuidade dada no Lema 4.18 (i), por
C(Q, Fp)={f:Q— R: f écontinua}.
Quando A = §, adotaremos a seguinte notagdes:
C() =C(Q,Fs) e GO, F)=C(Q)NBEQ, 7).

Uma consequéncia importante do Lema 4.18 é que uma fungdo .7 -mensurdvel® ndo
constante nunca pode ser quase-local. De fato, seja f uma fun¢do nédo constante e w € ()
fixo, entdo existe uma configuracdo n € () tal que f(w) # f(y). Em seguida, defina
a configuracdo w" = wp,nx;. Note que d(w",w) = Yicac ﬁﬂ{wf#@} < A, logo,
tazendo n — oo, temos d(w", w) — 0. Por outro lado, uma vez que f é .7-mensuréavel e
w}q\% = 1a¢, temos f(w") = f(7). Portanto, f(w") » f(w) e d(w", w) — 0 quando n — oo.
Isto é, f ¢ C(Q)) = Bg1oc(€2), onde esta ultima igualdade decorre do Lema 4.18.

Proposicao 4.19. Se @ = (P ) ac ¢ € uma interagio regular, entdo o Hamiltoniano H?\’ é uma

fungdo quase-local, para cada A € Z.

5 Relembramos de capitulos anteriores que .7 = Nxe ¢ Fs\ 5 denota a o-dlgebra caudal.
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Demonstragio. Por hipbdtese, @ é uma interagdo regular, isto é, ® satisfaz

Y sup|®a(w)|< .

Asiwe)

Dai, a seguinte desigualdade é mantida

Y. sup|®4(w)|< Y] Y sup|®a(w)|< oo. (155)
ANAF#D weQ iEA ASi wEQ

Tome I' € .Z suficientemente grande tal que A C I" e o1 = wr. Logo,

[HA (@) — HR(0)]

Y, Palw)— Y, DPal0)

ANA#D ANAD

= ) (@a(w) — Da(0))

ANA#D, ANTC#4D

<2 Y suplPa)l. (156)
ANAFD, ANTe#Q weD

Por (155), a série }_4na4p SUP,cq|Pa(w)| é convergente, logo, como o termo do lado

direito de (156) é a cauda desta série, temos

lim Y. sup|®4(w)|= 0.
TS AnA+#0, Anres0 we

Tomando o supremo sobre todo o, w tal que o1 = wr e depois fazendo I' T S em (156),

obtemos
lim sup |HY(w) — HY(0)|= 0.
o,we)
or=wr
Pelo Lema 4.18, H} é quase-local, para cada A € .&. O

Observagdo 4.20. Veja que, para provar a Proposigdo 4.19, é suficiente assumir que

lim sup
15 ¢wen

Y. Dy(w)

ANA#D, ANTC4D

=0, VAeZ. (157)

Uma interagdo satisfazendo a condicio (157) é dita uniformemente convergente.

Uma vez que

Y. Dy(w)

ANA#D, ANTC#Q

< ). sup|®a(w)l,
ANAHD weQ

o Item (155) mostra que a hipétese de reqularidade sobre uma interagdo é mais forte que a hipdtese

de ser uniformemente convergente.

175



CAMPOS ALEATORIOS E ESPECIFICAGOES

4.3.1 Especificactes quase-locais

Definicao 4.23. Dizemos que uma especificacio vy = (ya)ae.¢ € quase-local se, e somente se,
Yaf € Bqoc(QY), para cada A € L e f € Bqoc(Q2). Em outras palavras, a especificagio vy é

quase-local se a aplicagdo

W YAf(w) = /Q Yaldylw) F(p)

é quase-local. Esta propriedade também é conhecida como propriedade de Feller.

Existem especificagdes que ndo sdo quase-locais (para uma referéncia ampla sobre

este contexto, veja referéncias [47, 48]), o seguinte exemplo mostra isso.

Exemplo 4.18 (Especificacdo que ndo é quase-local). Pelo Exemplo 4.7, a familia v =
(YA)acy, onde YpA(A|w) = (P;],q, A(A) foi definido no Exemplo 4.5, é uma especificagdo. Esta

especificaciio ndo é quase-local (veja Subsegdo 3.4.6 do capitulo anterior).

Observacao 4.21. No Exemplo 4.19, apresentaremos outro exemplo de especificagio que perde a
propriedade de quase-localidade. No Capitulo 5, Proposigdo 5.13 e no Capitulo 6, Proposigio 6.3,

apresentaremos outros dois exemplos de especificagdes que ndo sdo quase-locais.

A préxima proposi¢do nos diz que, uma especificagdo 7y é quase-local sempre que,

Ya(-|w) transforma fungdes locais em quase-locais, para cada w e A € ..

Proposicao 4.22. Desde que toda fungdo quase-local pode ser aproximada uniformemente por
fungdes locais, para verificar se uma especificagio vy = (Ya)ae.¢ € quase-local, é suficiente provar
que yaf € quase-local, para cada fungdo f locale A € Z.

Demonstragio. Seja § € Bgioc(€), logo existe uma sequéncia (gn)nen C Bioc((2) tal que
1§ — gnllo—> 0, quando n — oo. (158)

Como g, € Bioc(QY), por hipétese a aplicagdo w — ya(gn|w) é continua (uniformemente),

isto é,

lim sup [yA(gn|0) — Ya(gn|w)|= 0. (159)
ATS o,we)
OA=WA
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Logo,
sup [7a(glo) — va(glw)| < sup|ya(glo) — va(gn|o)|
g/,\aiig ce)

+ sup |[Ya(gnlo) — va(gnlw) |+ sup|ya(gn|w) — ya(g|w)|

o,weQ) we)
OA=WA

=2||7Ag — Yagn|loot sup |ya(gnlo) — yYa(gn|w)|
o,wen)
OA=WA

< 2[|g — gulleot sup [Ya(gulo) — va(gn|w)l.
o,we)
OA=WA

Fazendo n — o0 e A 1 S na desigualdade acima e usando (158) e (159) concluimos a

demonstracéo. O

Lema 4.23. Se y é uma especificacido quase-local, entido ¥(vy) é um subconjunto fechado de
M1(Q), 7).

Demonstragdo. Seja u € G(vy) °, logo, existe uma sequéncia (yn),eNn em ¥(7y) tal que
limy,_, puy=p, onde esta convergéncia é no sentido fraco (veja Defini¢do 3.14). O que
nos propomos a provar é que a medida limite y € ¥(7).

Se f € C(€)) = Byioc(€2), por defini¢do de especificagdo quase-local temos v f € C(Q)).
Dai

HYA(f) = nOra(f1) = im pan(ya(f19)) = m pa(f) = u(f),

onde, na segunda e quarta igualdades, usamos a defini¢do de convergéncia fraca. Ja na
terceira igualdade, usamos o fato de que u, € 4(7).

Portanto, ¥(y) € ¥(y). Como a outra inclusdo sempre é valida, concluimos a

prova. O]
A seguinte proposi¢do decorre como subproduto da prova do Lema 4.23.
Proposicdo 4.24. Se 7y é uma especificacio quase-local e

p = 1My oo ya, (-|70), }

g~ = € M Q/ﬁ :
1im(7) {V 1 ) para algumas sequéncias {Un}n>1 e {An}n>1

entdo, Qim(7y) € 4(7).

Aqui A denota o fecho do conjunto A.
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Em geral, é dificil determinar quando %y (7) = ¥(y). Quase sempre, esses tipos
de relagdes sdo considerados, como, problemas em aberto. Quando d = 3, em [37] é
exibido um exemplo de medida de Gibbs ndo extremal a volume infinito (a temperaturas
suficientemente baixas) que pertence ao conjunto 4(7y) \ %im(7y), onde y = YPPedéa
interagdo regular associada ao modelo de Ising com campo nulo (veja Exemplo 4.9).
Salientamos que, um resultado independente sobre essa questdo pode ser encontrado,
também, na referéncia [95]. O seguinte resultado nos manifesta que, no caso que a
especificacdo seja quase-local e o espaco de estados seja compacto, entdo o fecho da

envoltdria convexa dos limites fracos é igual ao conjunto das medidas de Gibbs ¥().

Teorema 4.25. Se (€, d) um espago métrico compacto e y = (‘Ya)ae.e uma especificagio quase-
local sobre (€ Zd, F), entdo Env(Gim (7)) = 9Y(7).

Demonstragio. Pela Proposi¢do 4.24 temos “im(77) € ¥4(y). Como ¥(y) é um conjunto

fechado (veja Proposigdo 4.23) e convexo (como sera visto mas adiante, na Subsecédo

4.3.2), segue que Env(4iy (7)) € Env(¥4(y)) = 9(y). A ideia central da prova deste
teorema é supor que Env(%im (7)) ; % (), em seguida usar o Teorema de Separacdo de
Hiperplanos para chegar a uma contradi¢do (para maiores detalhes, veja [25], Teorema
71, p. 51). O

O préximo teorema nos fornece condigOes suficientes sobre a especificagdo <y para

que o conjunto das medidas de Gibbs ¥(y) seja ndo vazio.
Teorema 4.26. Se y é uma especificagido quase-local, entdo o conjunto () é ndo vazio.

Demonstragio. Fixada uma configuracdo w € (), defina a sequéncia p,(-) = r,(-|w) €
M1(Q), #), com n € N. Fixado A € .Z, usando as condi¢des de consisténcia do ntcleo
YA, para cada f € C(Q)) = Bgoc(()) e cada n suficientemente grande tal que I'y D A,

tem-se

unYA(f) = un(ya(f1)) = o, (ra(f ) |w) = 71, (flw) = pu(f). (160)

Como () é compacto, pela Proposi¢do 5.5 de [16], M1(Q),.#) é um espago métrico
compacto. Logo, existe uma subsequéncia y,, tal que (o limite) u = limy_, pn, existe.

Se f € C(Q)), por defini¢do de especificacdo quase-local temos yp f € C(Q)), para A € &

fixo. Dai
. (160) ..
Hya(f) = p(ralf)) = Bm p (ya(f1)) =7 lim g, (F) = p(f),
mostrando-se que u € ¥4(7y). Logo ¥4(7y) é ndo vazio. [
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Exemplo 4.19 (Outra especificacio que nao é quase-local, veja [53]). Sejam 1~ e 1~ duas
configuragoes em {—1,+1}2" definidas por
7]_5(_1/"'1_11 —1 /_1/"') e W_’iE(_ll"'/_li +1 /_1/"')/
g . >
i—ésimo i—ésimo
respectivamente. Para cada A € L e A € ¥, seja

|17| Yieala(n™), sewpe =15

Ya(A|w) = { (161)

Ta(mywae), outro caso.

Pelo Exemplo 4.8 a familia v = (yaA)pe € uma especificaciio de Fpc a F. Afirmamos que esta
especificagio ndo é quase-local.

De fato, se provarmos que u({—1, +1}Zd) =0, para algum p € 9(vy), entdo teremos que p
ndo é uma medida de probabilidade, o que implicard que ¥ () = @. Logo, pelo Teorema 4.26,
sequiria que <y ndo é quase-local. Portanto, é suficiente provar que u({—1, +1}Zd) =0, para

algum y € 4(7y). Para isso, considere y € ¢ (7y) e a varidvel aleatdria
N*(w) = |{i € Z : w; = +1}|

que conta o niimero de sitios i € Z* cujo spin associado é +1.
Desde que {w : N*(w) =0} = {5~ }, por (161) tem-se

HINT=0)=u({n D =mraln }H = /u(dw) Ya({n™ }w) =0. (162)

Por outro lado, como {w : N*(w) =1} = Uiezd{ﬂ_’i} e

L ——
Hr ) = Al = [ pde) patinHey = § WO
0, Se Wac 7‘/’7KC A
seque que
HINT=1) < Y p({~") =0, quando A1 Z7. (163)

iez4
Finalmente, como {w : N*(w) > 2} C Uyj{w : w; =wj=+1} e
n{wi = wj=+1}) = pyg j({wi = wj = +1}) = /ﬂ(dw) vy {wi = wj = +1}|w) =0,

temos

HINT >2) <) p({w; = wj = +1}) = 0. (164)
i

Logo, de (162)-(164) concluimos que u({—1, +1}Zd) =0, para algum pu € G ().
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Em contraste com o Teorema 4.26, o Exemplo 4.19 nos fornece uma especificagdo y
que ndo é quase-local, cujo conjunto ¥(vy) é vazio.

E natural perguntar-se por condicdes suficientes para que a especificacdo Gibbsiana
7® seja quase-local. Os seguintes (dois) resultados nos ddo algumas respostas a estas

interrogantes.

Proposicdo 4.27. Seja A € M1(E, &) uma medida a priori. Suponha que ® é uma interagio
A-admisstvel tal que o Hamiltoniano HY é quase-local, para cada A € &, entdo a especificagiio

Gibbsiana y® ¢é quase-local.
Demonstragio. Primeiro, observe que

Z3(@) - Z30)| < [, A0 [e RS g RE)

< / ANAE) e HRETs\0)
EA

BIHR Cws\ ) —HRCos )| _ 1 ‘

Logo, considerando I' € .Z tal que A C I, temos

D,y P
sup |Z3(w) — ZA(U)‘ ™ Pormer HACITHRO] _q sup Z3(0). (165)
%waﬂ ceq)
r=wr

Por outro lado, denotando

u(w) = /5 AN (dE) e TRE“s T (g, o)

escrevemos
YAl ~ 7R (A1) = | Zgs) = )

< Z}‘\’l(w)_zf(a)‘ )+ s (@) — )

- 'Z;f;z) Ziif;’ Ly 7 1)~

Desde que u(w) < ZS(w) e [u(w) — u(0)|< |ZS(w) — Z2(0)], temos

| ZR(w) — Zq’(a)]
Z3(0)

rR(Alw) —1R(Alo)| <2
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Em seguida, tomando o supremo sobre todo o, w € () tal que o1 = wr e depois usando

(165) na desigualdade acima, obtemos

esupar=wr‘H?\>(w)_H?\>(0—)‘ —1!.

sup [ 1%(Alw) —1R(Al0)| <2

o,weQ)
or=wr

Finalmente, fazendo I 1 S e usando a hipétese de que o Hamiltoniano HY é quase-local,

concluimos a prova. [

Lema 4.28. Se ® = (Pg)acy € uma interagio A-admissivel regular, entdo a especificacio

Gibbsiana v® ¢é quase-local.
Demonstragio. A prova deste lema é consequéncia direta das Proposicdes 4.19 e 4.27. [

O Lema 4.28 nos diz que toda especificacdo Gibbsiana com interagdo regular é quase-
local. A reciproca deste fato ndo é verdadeiro em geral. No entanto, muitas das

especificagdes quase-locais sdo Gibbsianas.

Definicao 4.24 (Medida quase-local e medida quase-local q.c.). Uma medida p € M;(Q, .F)
é dita quase-local se existe uma especificagio vy quase-local tal que u € 4 ().
Uma medida y € Mq(Q), F) é chamada quase-local q.c. se existe uma especificagio <y

quase-local q.c. (isto é, a aplicagido w — yA(f)(w) é u-q.c. quase-local) tal que u € 4(7).

Uma medida i.i.d. sobre () é obviamente quase-local, dai, a medida de aglomerados
aleatérios para uma éarvore regular T,, cujos parametros satisfazem ou p € {0,1} ou

g =1, é quase-local.

Lema 4.29. Se ® = (P ) sc. € uma interagio A-admissivel uniformemente convergente, entio

a especificagio Gibbsiana v® ¢é quase-local.
Demonstragio. Segue por combinar a Observagdo 4.20 com a Proposicdo 4.27. O

Observacao 4.30. Dos resultado expostos acima mais o Teorema 4.26, dada uma interacdo

A-admissivel reqular @, o conjunto das medidas de Gibbs ¢4 (®) é nio vazio.

Pelo Lema 4.2, p € ¥(7) se, e somente se, satisfaz a equagdo: yuy = y, para cada

A\ € Z. Mais precisamente, se satisfaz a equagéo:

/Q H(dw) Ya(Alw) = w(A), YA€ Fele 2. (166)
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Uma equagdo ligeiramente mais fraca que esta é obtida restringindo o evento A a

sub-c-dlgebra .7, isto é:
/Q 1(dw) Ya(Alw) = H(A), VA E FreA e L. (167)

Em geral, (167) é condi¢do necessdria, mas nao suficiente, para que y € ¢(7y). No entanto,
em situagdes praticas, as condigdes (166) e (167) sdo equivalentes (veja referéncia[57],
Observacgdo 4.21).

A prova do seguinte resultado foi extraido de [35] (especificamente, Teorema 3.4),
o qual terd utilidade fundamental nos Capitulos 5 e 6. Esse resultado nos diz que,
sobre a hipotese de quase- localidade (da especificacdo 1), as condic¢des (166) e (167) sdo

equivalentes.

Teorema 4.31. Suponha que 7y é uma especificagio quase-local com conjunto de pardmetros S e

espaco de estados (£, &). Entao
nedm & pA) = [ pew)nAlw), YAE FreAe 2.
Demonstragio. Primeiro assumiremos que p € ¢(y). Como caso particular, temos que

H(A) = /Q Hdw) Ya(Alw), YA E FreA e 2.

Reciprocamente, suponha que a igualdade acima é verdade. Seja A, = {[~n,n]NZ* :
n > 1}. Primeiro, provaremos que, quando n — oo, temos piys, — i, onde esta
convergéncia é no sentido fraco (veja Defini¢do 3.14). Para provar esta convergéncia
fixamos uma fungdo continua f : 2 — R. Como o espago de estados & é finito, qualquer
fungéo local é continua e, entdo, qualquer funcdo em Bgjoc((2) € continua. Um resultado
mais forte diz que C(Q2) = Bioc(Q) (= Bqloc(Q)). Logo, existe uma sequéncia (fi)ren €m
Bioc(€Y) tal que || fx — fllo— 0. Seja 1 € IN 0 menor inteiro para o qual f € B(Q), #4,, ).
Dado ¢ > 0, existe kg € IN tal que para qualquer k > kg temos || fy — f||< €. Por outro

lado, para qualquer n € IN, pela desigualdade triangular, segue que

[y a, () — OIS pya, (f = fi) + [rva, (fe) — w(H)]-

O primeiro termo sobre o lado direito é limitado por e para qualquer n € IN e k = kg. Se
n > ny,, da hipétese segue que pya,(f) = u(fx). Logo, o segundo termo do lado direito

da desigualdade acima é menor que ¢ sempre que n > ny,. Desde que ¢ € arbitrario,
temos pya,(f) = u(f), vf € C(Q)).
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O seguinte passo é provar que a equacdo DLR é satisfeita, isto é, u(A) = uyp(A) para
cada A € Z e A € F. Primeiro, fixe A € Z e f € Bj,.(Q2). Usando a quase-localidade da
especificacdo v, pela Proposigdo 4.22, a especificagdo yp f é quase-local e, dai, continua.

Segue da convergéncia fraca, mencionada acima, que

[Hya(f) = w(Hl= lim |(eya,)valf) = ra,) (Al

A consisténcia da especificacdo implica que o termo da direita na igualdade acima (para
n suficientemente grande, tal que A C A;) satisfaz a seguinte igualdade: (uya,)(f) =
(72,)7A(f), 0 que implica, que [y (f) — u(f)|= 0.

Tomando f =1¢, onde C C () é um evento cilindrico, temos dos resultados prévios
que pyA(C) = u(C). Em outras palavras, a restricio de ambas as medidas uys e u a
algebra dos conjuntos cilindricos coincide. Pelo Teorema da Extensdo de Caratheodéry
(veja Apéndice, Teorema .26) ambas as medidas tem uma tnica extensdo a c-algebra

gerada pelos conjuntos cilindricos. Isto conclui a prova. [

Observacgao 4.32. Pelo Teorema 4.31, para definir o conjunto (), onde O é uma interacio
regular (ou uniformemente convergente, no sentido da Observagio 4.20) e ¥® uma especificagio
Gibbsiana (portanto, quase-local), ndo temos problemas se o definimos em fungdo das equagoes

DLR, (166) ou (167), uma vez que estas equagdes sio equivalentes.

Se todos os Hamiltonianos Hf\’ sdo fungdes locais (resp. quase-locais), entio 7 é
uma especificacdo quase-local. Em particular, isso ocorre quando ® é uma interagao
A-admissivel (resp. regular ou uniformemente convergente, veja Lemas 4.28 e 4.29) de

curto alcance.

4.3.2 Medidas de Gibbs extremais

Nesta subsecdo damos trés resultados bastante conhecidos quando se fala de medidas
de Gibbs extremais. Ressaltaremos a importancia destes resultados nos Capitulos 5 e 6.

Mas antes introduziremos a defini¢ao de elemento extremal.

Defini¢ao 4.25. Seja € um subconjunto convexo de um espago vetorial sobre R. Um elemento
i € € é chamado extremal, se y # tv+ (1 — t)v/, dado que t € (0,1) ev,v' € €, comv # V.

O conjunto dos pontos extremais serd denotado por “ex€”.

Em seguida, estabeleceremos os trés resultados mencionados anteriormente.
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Lema 4.33. Sejam p,v € 4(y). Se u(A) = v(A), para cada A € 7, entido = v.

Demonstragido. Assuma que u,v € ¥4(v), logo, para cada fungdo local f e para todo
A € Z, vale

u(f) = p(ya(f) e v(f) =v(ralfl))-

Como YA(f|-) &€ Fg po-mensuravel para cada A € £, temos que limays Ya(f|)) € T~
mensuravel. Usando as identidades e o fato, mencionados acima, mais o Teorema da

Convergéncia Monétona (veja Apéndice, Teorema .22), tem-se
w(f) = lmp(ya () = plim ya(f]) = vllimya(f]) = Timv(ya(f]) = v(f),

onde, na terceira igualdade, usamos que yu = v sobre .7.
Finalmente, como u(f) = v(f), Vf € Bjo(€)), o Lema .36, do Apéndice, nos garante

que u = v sobre .#, a v-dlgebra gerada pelos cilindros. O
Lema 4.34. Se p € 9(y)e A € T com u(A) > 0, entio a medida condicional u(-|A) € 4 ().

Demonstragdo. Para cada fungdo local f, veja que

ur14)=F :ﬂ‘;‘) =£ Wﬁﬁﬂ')) =£ (HAV’LALX()f D _yratf11A), WAE 2. (168)

Logo, u(:|A) € 4(). O
A prova da seguinte proposigdo é baseada na aplicacdo dos dois lemas acima.
Proposicao 4.35. Assuma que 4 (y) # ©. As sequintes afirmagdes sdo satisfeitas.
1. 9(7y) é um subconjunto convexo de M1(Q), F);

2. u € Y(y) é extremal se, e somente se, y € trivial sobre 7. Isto é,

exd(y)={pn€9(y): u(B) € {0,1}, VB € T}.

Demonstragido. 1. Assuma que p,v € ¥(7v), logo, para cada fungdo cilindrica f com

suporte em A, temos

wralf) =u(f) e vya(f) = v(f). (169)

184



4.4 O MODELO DE ISING EM DUAS DIMENSOES

Dai, para cada t € [0, 1], tem-se
(tn+ (L= ) 7a(F) = [ (t+ (L= ) (de0) 7a(f )
=t [ 1) ya(fl)+ (1 = 9 [ video) ya(fle)
=t (uya(f) + (1= 1) (vra(f) -

Usando as equagdes DLR (169), a identidade acima fica

= tu(f) + (1 = Hu(f) = (tp + (1 = Hr)(f).

Combinando estas identidades temos provado que, para cada fungdo cilindrica f vale

(tp+ (1= Bv) Ya(f) = tp + (1 = H(f).

Pelo Lema .36 do Apéndice, temos que as medidas (tp+ (1 —t)v) yp e tu+ (1 — t)v
coincidem em todo .#. Portanto, ty + (1 — t)v € ¢(), implicando que ¥(y) é convexo.
2. <) Suponha que yu é trivial sobre .7 e seja u = pp’ + (1 — p)u”, com p € (0,1).
Logo, VA € 7 : u(A) = pu'(A)+ (1 — p)u”(A) € {0,1}. Porém, isso é certo somente
quando y'(A) = u”(A) € {0,1}. Finalmente, pelo Lema 4.33, concluimos que y' = p”.
=) Reciprocamente, por contraposi¢do, suponha que y ndo é trivial sobre .7, entdo
existe A € 7 tal que u(A) = p € (0,1). Pelo Lema 4.34 temos que u(:|A), u(-|A°) € 9(7)
ey =pu(-|A)+ @1 — p)u(-|A), logo, i ndo é extremal, o que é uma contradigdo. O

4.4 O MODELO DE ISING EM DUAS DIMENSOES

Nesta se¢do, consideraremos o modelo de Ising com espago de estados £ = {—1,+1}
e com conjunto de pardmetros S = Z?%. A medida a priori A = %5_1 +15,, e My(E,6) 6
a medida de contagem e a interacdo a considerar é definida por

—0i05, se A={i,j}, [li—jl=1

Du(0) = { (170)

0, outro caso.

E claro que a intera¢do & é invariante por flipamentos T : (w;)ies — (—w;)ics € por
translagoes 0, : (w;)ics — (wW;—j)ies, ] € S. Denotamos a configuragdo w* como aquela

cujas componentes estdo formadas pelas varidveis aleatérias w; = +1, para todo i € S.
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Analogamente, definimos a configuragdo w~. As medidas delta de Dirac em w™ e w™
serdo denotados por . e _, respectivamente.

Observe, também, que P4 atinge seu valor minimo em w* e w™, para cada A € .Z.
As configuragdes w™ e w™ sdo chamadas estados fundamentais de ®. O objetivo desta
secdo é verificar que os estados fundamentais w* e w™ sdo estdveis, no sentido de que
o conjunto ¥4(BP) é atraido por cada uma das medidas 6, e _, quando o inverso da
temperatura cresce, isto é, quando f — .

Nesta se¢do, d denotard uma métrica, qualquer, sobre M;(Q, %) e %(BP) denotara

o conjunto das medidas de Gibbs invariantes por translac¢des, para f®. Isto é,
Go (D) = {y € Mi(Q, ) 0p = ol =p, V)€ s},

onde 6;(v) = v + j € uma translagdo em j do latice.
Denotamos A = SN ([Ml, Nl] X [Mz, Nz]), M; < Niy,Mp < Ny e

B={{i,j} CS:li—jl=1{ij}nA#0}.

Cada aresta em b = {i,j} € B cruza um unico segmento de linha entre dois sitios

vizinhos u e v do retangulo dual

N ={M;—-1/2,M1+1/2,--- , Ny +1/2} x {Mp —1/2,Mp+1/2,---,Ny+1/2}

z

A aresta associada b* é chamada aresta dual de b, isto é,
b*={ue AN :|lu—(>+j)/2|=1/2}.
Denotamos o conjunto das arestas duais por
B*={b":beB}={{u,v} CA":||lu—v|=1}.

Um subconjunto ¢ C B* é chamado de circuito, se {{u(k_l), u(k)} 1 < k <1},
para alguma sequéncia finita (1@, ---,u®) com u® = 4@, |u®,... uD|= | tem-se
{u®=1D,4®} € B*, para 1 < k < I. Aqui, |c|= [ é chamado comprimento do circuito. Um
circuito c se diz que cerca um sitio a € A se, para cada caminho i,..., i(”)) em S com
i =q,iM ¢ Ae {i"D,iM} € B, V1 < m < n, existe algum m com {im=1) i1+ ¢ ¢,
Com a finalidade de enunciar o préximo lema, denotaremos por C, o conjunto de todos

os circuitos em B* que cercam a.

Lema 4.36. Paracadaa € Ael > 1, temos

{ce Cy:c|l=1}< 1371
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Demonstragio. Cada ¢ € C, com |c|= I contém, no minimo, uma das ! arestas duais
{a+(k—1,0),a+(k,0)}*, k=1,---,1 aqual cruza o eixo horizontal de a & direita. Logo,
em cada passo, existe, no maximo, trés possiveis escolhas de anexar a seguinte aresta
dual. n

Para cada w € Q) definimos
B*(w)={b":b={i,j} € Bw; -T/wj}.
Um circuito ¢ com ¢ C B*(w) é chamado de contorno em w.

+ o+t + —
+ 4+ 4+ ++++++++

..... ———

+ 4+ + o+ + Rt

’ ———-
(]

+

=i+ +

T i e B
+

+

oo ———

A
I+

———'

_|_

_|_

+
+4++++++++++
+ 4+ + 4+ + +++

Figura 26: Existéncia de um circuito dual cercando um sitio a com spin —, dado que os

spins fora da caixa A sdo +.

Lema 4.37. Suponha que w € Q) seja tal que w; = +1 para todoi € S\ A e w, = —1 para
algum a € A. Logo, existe um contorno em w que cerca a.

Demonstragido. A prova deste lema segue intuitivamente da Figura 26 (para uma prova

rigorosa deste resultado, veja [57], Lema 6.14). O

O seguinte lema nos da uma estimativa de contornos, esta estimativa é o coragdo do

argumento de Peierls.
Lema 4.38. Se ¢ C B*, entdo

P c B ()w)<e P, vp>0ewen.
Demonstracdo. Para cada w € () temos

—HR@) =Y, &&=B— Y (1-¢&¢)=|B|-2[{{i,j} €B:& #E}|

{ij}eB {ijteB

= [B*[=2[B*(0)|-
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Definindo

A ={{€Q:fsan=wsa,c CB ()}, Ar2={5€Q:is\a=wsa cNB() =0}

e T : 0 — Q) por

—C;, se i esta cercado por ¢
=] P
¢i, outro caso,

veja que T, flipa os spins que estdo no interior de c. Para cada {i,j} € B, temos

Ci(;‘]', se {Z,]}* §§ c

(7e0)i(Te8)j = { —&i¢j, se{i,j}* ec.

Uma vez que B*(7:.§)B*(¢) = c, tem-se

c|= [B*(ed)|—|B*(8)]-

Como 7, : A — A; é uma bijecdo, entdo

HRY(&) — HR(e€) = 2|B* ()| —2|B*(@)|= —2lc]. (171)
Portanto,
’Yiq)(c C B ()w) = Y e—BHR(©) (Z e—ﬁHj‘\’(C)> <Y e~ BHI© ( y e—ﬁHj{’(g))
GEA e FeA, FeA,

-1
= Y PR ( y eﬁHj‘i(é‘)>

C:,rEAz §€A2

= e_zﬁ“:"

onde, na desigualdade, usamos inclusdo de conjuntos, na segunda igualdade, o fato de

que T, : A — A; é uma bijecdo e, na tltima igualdade, o Item (171). O

O seguinte teorema nos fornece existéncia de duas medidas distintas no modelo de
Ising bidimensional, sempre e quando o inverso da temperatura p > 0 seja suficiente-

mente grande. A ideia da prova deste resultado é a seguinte: primeiro, defina-se, em

~ .o ~ D N B A .
fungdo da especificagdo vF®, uma sequéncia vy ,. Esta sequéncia tem certas proprieda-

des de limitagao superior pelo uso das estimativas dos lemas anteriores. Em seguida,

p

deve-se mostrar a existéncia de um ponto de acumulagdo y desta sequéncia. Veremos

p

que, de fato, y; converge a medida delta de Dirac ;. quando B — . Por flipar a
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p

medida p'; obtém-se que os limites deste flipamento convergem a medida delta de Dirac
J_ quando B — . Note-se que as medidas J, e _ sdo diferentes ja que estas foram
construidas como limites de flipamentos. Portanto, para p suficientemente grande, as

p p

duas medidas distintas sdo dadas por .. e o flipamento desta, que o denotamos por u”.

Um argumento rigoroso do que foi falado acima serd exposto na continuagéo.
Teorema 4.39. No modelo de Ising ferromagnético bidimensional com interagdo de primeiros
vizinhos ® definida em (170),

lim d(¥%e(BP), 6+) = lim d(Ye(BP),s-) = 0.
p—roo p—roo

Em particular, para todo B suficientemente grande, existem duas medidas yli e ]/tf € em Yo (BP),
P

com T(3it) = i’ e
1P (00) < 0 < 1P (00).
Demonstragio. Para cada > 0 defina
r(B) = min{1, Zl (Be 2Py,
1>1

Note que () — 0, quando B — co. Por outro lado,

'yf\q)(aa = —1|lw") < Z ’yﬁ¢(c C B*(")|w") < Z e 26lc|

ceCy ceCy
121 ceCpi|c|=l
< Zl 3l e—Zﬁl’

I>1
onde na primeira, segunda e terceira desigualdades usamos o Lema 4.37, o Lema 4.38
e o Lema 4.36, respectivamente. Ja na igualdade usamos a seguinte descomposigdo
Cs = Ups1{c € Cs : |c|= £}. Logo, fyﬁq)((fa = —1lw*) < r(B), paracadaa € S, >0e
cada retangulo A em S.
Para cada N > 1, defina
AN=SN[=N,NP* e v§, =[An Y 2h, (o).
i€AN
Usando-se a compacidade de M(Q), %) (pois, () é compacto) e um argumento andlogo
ao Teorema 4.26, facilmente pode-se provar que yﬁ € 9(BP). Em seguida, afirmamos
que:
AFIRMACAO 1: yf € Yo(BP).

De fato, para cada funcao local f e j € Z“, veja que
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1067 (N—wb(pl = lim |an] ™| T {25, 67 flw") - fréi“iN(fw)}‘

iEAN

= lim [Ay|™! Z ’YQAN(f|w+)— Z ’YQAN w™)

N=veo 169]‘71/\]\] IEAN
1 A -1 ‘ +
S i Anl A1)
ZEANAQ AN
ANAGj_lAN
< - li =0.
~ ||fH°° N1£>rc1>o |AN|

p

Portanto, para cada funcdo local f, estd provado que !, o 9]._1( f)= yé( f). Finalmente,
pelo Lema .36 (do Apéndice), yf o Gj_l(f) = yf(f), Vf € C(Q)), o que conclui a prova da
afirmacao. ¢

Como 'yiq)(aa = —1|w*) < r(B), para cadaa € S, B > 0 e cada retangulo A em S,
B

temos vy, , < r(B), portanto,
Wi = -1 <r(B), Vaes.

Se A € Z e f é uma funcdo .#,-mensurdvel limitada, entdo

HE(F) = 8e(DI< B = Fwh)) <2 flleoih(on # w}h)
<2 flleo Y 1w = —1)

aeN

< 2| flllAIB).
Como lim/g_>oo r(B) = 0, temos lim/g_>oo yf = J, no sentido fraco. Portanto,
lim d(%e(BP),d+) =0
B—c0

Finalmente, pondo ptli = T]/té, afirmamos que:
AFIRMACAO 2: y/i € Yo (BP).
De fato, desde que a interacdo P é invariante por flipamentos T : (w;)ies — (—w;)ies,

temos que o Hamiltoniano é invariante por 7, implicando que a especificacio ®
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também é invariante por 7. Isto é, (T7F®)5 = 'yiq), para todo A € Z. Portanto, para

cada funcio local f temos
DR () = Tl AT 1) = iR (1) o 1) = / ul(dw) K (flrw)
= [ W) % e
=18 ()

= 1uEyP8 @) = i) = b)),

onde, na segunda igualdade, usamos a caracterizacdo de medida T-invariante (veja
Apéndice, Lema .31). No entanto, na udltima igualdade usamos a Defini¢do .4 (do
Apéndice) de medida t-invariante. Isto prova que y/i € 9(pP). Por outro lado, desde
que cada flipamento T preserva ® e comuta com cada translacdo 6, temos yli € Yo(BP).
%

Como T leva fungdes locais em fungdes locais (portanto, continuas), para toda fungdo
local f, temos

lim WP (f) = Jlim, (Tud)(f) = Jlim, (TN f) = 6T = (T8)() = 0-(f),

onde, na segunda e quarta igualdade, usamos a Defini¢do .4 (do Apéndice) de medida
T-invariante. Usando o Lema que nos garante unicidade de medidas sobre todo .% (veja
Apéndice, Lema .36), temos

lim yﬁj =0_.

B—co
Implicando que
lim d(¥%e(pP),s-) = 0.
B—co

Se B é suficientemente grande tal que r(8) < 1/2, tem-se “I/IE((TO = —1) < 1/2, implicando

que 1 — 2;1’5((70 = —1) > 0. Observe, também, que

HE (00) = (Tu)(o0) = e on) = — (o).
Juntando estes fatos, temos
—.(00) = phov) = oo = +1) = pbon = =1) =1 = 20 = —1) > 0,
concluindo-se a demonstragéao. ]

Observacao 4.40. Como . e 6 sdo distintos, temos que yf e y[j sdo medidas de probabilidade

distintas, para B suficientemente grande. Dai, |4 (BP)|> 1, para p suficientemente grande.
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Tabela 1: Alguns resultados para o modelo de Ising em duas dimensdes
. o
it = limpgs R (w*) € o(BP), VB >0

1b(00) > p(oo), Yy € 9(BP)
9BD)|>1 & phor) >0; [93, 104]

;{E(O'()) > 0 e éndo decrescente em B; [62]

=1, sep <P
>1, sep > B¢
Be = tsinh (1) = Llog(1+v2) A ul(0p) = [1 — (sinh(2B)) 4"/, se B> B.

G(pD) = [u°, ul], VB > Be; [1, 2]

FJO0< fe <00 !54(/3@)\{

4.5 UNICIDADE

Nesta secdo, daremos um caminho para assegurar que o conjunto ¥(vy) contém,
no minimo, um elemento, mais que isso, daremos condi¢des suficientes sobre uma
especificacdo vy para garantir que |4(y)|= 1 sobre certo espago de parametros. Se a
unicidade se mantém no sistema, isso é equivalente a interpretar que o sistema néo
sente os efeitos das condi¢des de fronteira, portanto, um desalinhamento nos spins deve
de aparecer (veja Lema 4.49 abaixo).

Como desejamos provar unicidade de medidas, precisamos medir proximidade de
medidas. Uma das formas de medir proximidade de medidas (de probabilidade) é

através da distdncia de variagdo total.

Definicdo 4.26 (Distancia de variacdo total). Seja (), .%) um espaco mensurdvel. Dadas
quaisquer duas medidas finitas p,v : # — [0, +00). Definimos a distdncia de variagio total

entre y e v por

| = vllvr=2 sup [u(A) — v(A)|.

AeF

O seguinte teorema foi extraido de [25] e é valido em contextos mais gerais, a saber

quando o espago de estados £ é um espago métrico compacto.
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Teorema 4.41 (Teorema da unicidade de Dobrushin). Seja (€, d) um espago métrico finito e
& a o-dlgebra de Borel de £. Considere Q) = £5 e v = (YA)ac.y uma especificacio quase-local
em (Q), ). Paracada i,j € S defina

Pi,f'E% f)ffa Hry{f}('|w)_7{]'}('|17)HVT'

wkZUk,Vk#i
Se a condig¢do de Dobrushin

sup Zpi,]- <1
JES €S

é satisfeita, entdo |4 (y)|= 1.

Demonstragido. Uma das utilidades que a quase-localidade da especificagdo 7y tem nesta
prova é que a mencionada hip6tese garante que o conjunto das medidas de Gibbs ¥(7y)
seja ndo vazio (veja Teorema 4.26).

Antes de comegar com a prova, introduzimos algumas notagdes. Para cada funcdo
f : 2 — R definimos a variagio total no ponto i € S por

5i(f)= sup |f(w)—f(n)

w,neQ)

wi=1k, Vk#i
e sua variagdo total como
A(f) = ) ()
ic$S

Daqui em diante consideramos o espago
T={f: Q- R:feC)eA(f) < oo}

Se g € Byo(Q)), entdo existe A € £ tal que g é F5-mensuravel limitada, logo, existe
alguma constante C > 0 tal que A(g) < Y ;e 9i(g) < C|A|< oo. Como toda fungdo local
é uniformemente continua, temos Bj,.((2) C 7. Mas pela Defini¢do 4.21, o conjunto
Bjoc(QY) é denso em C((), logo, temos que T é denso em C({)) com respeito a norma
Il

Seja i1, ip, - - - uma enumeracdo dos pontos de S (fixada na demonstragdo). Para cada
f € C(Q)), definimos a aplicagdo T : C(QQ) — C(Q2) da seguinte forma

T(f): Q — R

. (172)
N llmn—>oo ’Y{il} co ’Y{zn}(f|’7)

AFIRMAGAO 1: A aplicacdo T(f) estd definida para toda fungdo f € C(Q)).
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De fato, primeiro provaremos que para cada sequéncia de Cauchy (fn)nen em Cgioc(€2)
a sequéncia (T(f,)(w))nen também é de Cauchy em Cgoc(€2). Para isso, tome a fungdo
f € Cqioc(QY) e a sequéncia de Cauchy (fu)uen em Cgioc(QY) tal que || f4 — f[lo— 0 quando
n — co. BEsta convergéncia pode ser tomada uma vez que o espaco (Cgoc(Q), [|-[|) €
um espaco de Banach.

Dado € > 0, existe ng € IN tal que para cada m, n > ny tem-se

IT(frn)(w) = T(fm)(w)|= klggoh{z’l} c iy (fa — ful)< (| fn = fullo< €.

Desta forma, para cada w € () podemos definir

T(A(w) = lim T(f)@), Yo € Q. (173)

Note que T(f) em (173) estd bem definido, isto é, ndo depende da escolha da sequéncia
de Cauchy usada. Na dire¢do de provar este fato, suponha que (fy),eN € (§n)neN sd0
duas sequéncias de Cauchy em Cg,c(Q) tal que [|fy — fllo— O e ||gn — fllcc— 0 quando
n — oo. Logo,

IT(fn)(w) — T(gn)(w) = "Y{il} T 'Y{ik}(fn — fm|w)]

< ||fn _gnHoo
< I fn = fllootlIgn — flleo
—0, (174)

quando n — oo. Dai, lim,, s T(fy)(w) = lim; 00 T(g1)(w), portanto, T(f) em (173) estd
bem definido.

Por outro lado, como (Cgioc(QY), ||[|) € um espago de Banach e (T(fu))nen € uma
sequencia de Cauchy neste espaco, entdo T(f) = limy—e T(fn) € Cqioc(€2). Usando que
Caloc(€2) = C(Q)) (veja Lema 4.18), temos que T(f) estd definida para cada f € C(()),
encerrando-se a prova da afirmacdo.

Como 1y é uma especificacdo quase-local, pelo Teorema 4.26 |4(7)|# @. Seja u € 4(7),
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Apéndice, Teorema .23) e

pelo fato que u € ¥(), para cada f € C(Q2), temos

p((f)) = p(lim gy - g,y (F1)) = Hmopy gy - gy () = w(F). (175)

O préximo passo é mostrar que T é uma contracdo com respeito a seminorma A,
sempre que sup;cg Yicspij < & < 1. Isto ¢, mostraremos que A(T(f)) < A(f), Vf € T.

Antes disso, apresentaremos dois lemas que serdo fundamentais na prova deste teorema.
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Lema 4.42. Se f € T, entdo

1) 6i(viiy(f1) =0
ii) Sei#j, entdo &;(v(j(f]) < i(f) +pij 6i(f)-

Demonstragdo. Como por definigdo, v (f |) é .7 (iyc-mensuravel, ela é constante em i.
Portanto, 6;(7y(;y(f]-)) = 0. Se i # j, tem-se

6i(y(y(fl) = sup "Y{]}(f|w) T Sl )
w,ne)

wi=Mk, Vk#i

sup | [ 1yl fy ~ [ v el fepmg)
w,neQ)
wy=Hy, Vk#i

< sup ‘ /()v{j}(dalw) [f(o']'w{j}C)_f(O'jﬂ{j}f)H

w,neh)
W=k, Vk#i

+  sup ‘ / Ty el fojnge) - / 1y efw) f(ojjye)
w,ne)
wi= 7711 Vk#i

Pela definicdo de J;(f) e pela desigualdade triangular, a desigualdade acima é

0i(f)+ sup

w,eQ
wi=1k, Vk#i

/ viiydoln) [f i gjye) = mf f(rﬁ{]}c)]

- /Q 74y defw) [f (‘Tfﬂ{j}f)—rifgfgf (Tfﬁ{j}f)”

<a+y s [t el 0
wneQ
wi=Mk, VkFi

= 6;i(f) + pij 6;(f)-

Lema 4.43. Se f € T esupjcgYicspij < & <1, entdo para cada n € IN temos

Ay 1 1) < 0625zk(f)+ Y. & ()

k>n+1
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Demonstragio. Procedemos por indugado sobre n. Para n = 1 vale que

A (1) = Yo 6itrin(F1) = 6, (v (F1)) + Z Oy (i (F1))-

ies
Como 3 (v(i 3 (f11) = 0 € Tizo 643y (riiny (F19)) < 63 (f) + pi iy 03, (f), pelo Lema 4.42 e
pela hipétese, a igualdade acima é
< ) 05N +piiy 05, (H] < a8, () + ) 0, ().
k>2 k>2

Para n = k, assuma que a desigualdade é véalida. Usando a hipétese de indugao, para
n=k+1 tem-se

n

Ay Y Y F1) <a Y 6 (v FID+ Y 8 (vgi, 3 (FI9))-
k=1 k>n+1

Usando duas vezes seguidas o Lema 4.42, o lado direito da expressdo acima é

n

=a) 5i(vi 1IN+ Y 6i.(ri. (1)

k=1 k>=n+2

<) 6O +Piginn i D1+ Y 165, +0iiny iy (O]
P

k>n+2

Como & < 1e)y>pi,,, = & aexpressdo acima € limitada por

1

Z
IX 251 (f) + Z pikrinJrl 5in+1 (f) + Z 51k(f)

k=1 k>1 k>n+2

<a) 6N+, (H+ Y, 6i(H)
k=1

k>n+2
n+l
=Q Z 511( (f Z f)/
k>n+2
de onde se conclui a prova. O

Continuando com a prova do teorema, com ajuda do lema acima afirmamos que:
AFIRMAGAO 2: T é uma contragdo.

De fato, desde que a < 1, por hipbteses temos

ATf) < Hm ACygyy - v,y () < lim Z5zk(f) + Y. 6,.(f)
k>n+1
=0}, Giy(p)

n=1

= [XA(f)l (176)
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onde, na segunda desigualdade, usamos o Lema 4.42 e, na pentltima igualdade, o fato
de que A(f) = Y y>16;,(f) < o0. Portanto, T é uma contragéo. <
Por outro lado, afirmamos que:
ArIrRMAGAO 3: se A(T(f)) =0, entdo f é constante, para todo f € 7.
De fato, como f € C(Q)) e () é compacto, entdo existe A € .Z e w*,w™ € () com
wWhe = W, tais que
sup f(w) < f(w")+e e fw™)—e< inf f(w), Ve >D0.
we we
Dai, por uma expansao telescopica, temos
sup f(w) — inf f(w) — 2 < f(W") — flw ) < Y 6i(f) < A(P).
weN wel) ieA
Finalmente, fazendo € — 0,
sup f(w) — inf f(w) < A(f), (177)
we we)
obtemos que f é constante. <)
Usaremos os fatos mencionados anteriormente para finalizar a prova do Teorema de

Dobrushin. Se y € ¢(v), por (175) temos
u(f) = u(I(f) = u(I(f)). (178)

Pela desigualdade (176), iterativamente temos A(T"(f)) < a"A(f), « < 1, entdo

lim AT"(f)) = 0. (179)
Para cada w € () afirmamos que:
AFIRMAGAO 4: existe T®(f)(w) = limy— T"(f)(w), além do mais, T(f)(w) = c(f) é
constante, para todo f € 7.
De fato, para cada f € T, T(f)(w) < sup,, . f(w), 0 que implica que

sup T(f)(w) < sup f(w).

we we

Iterativamente, para cada m > n em IN temos

sup T" f(w) < sup T"(f)(w) < sup f(w).
we) we) we)

Analogamente, para cada m > n em IN, prova-se que

inf f(w) < inf T'(f)(w) < inf T" ().
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Portanto, as sequéncias {sup .o T"f(w) : n € N} e {inf,eqT"f(w) : n € N} sdo
mondtonas e limitadas, logo, convergem. Denotemos estes limites por

TY(f) = ,}g{}ojégT flw) e T2(f) = lim inf T f(w).

Como 7y é quase-local, entdo T"(f) é continua. Logo, aplicando (177) e (179) temos

sup T" f(w) — inf T" f(w) < A(T"(f)) — 0, quando n — oo.
weD we)

Assim, T®(f) = T(f) = TL(f).

Por outro lado, provaremos que o limite lim, .. T"(f)(w) é constante. Para isso, veja
que para cada n se satisfaz
!

T (@) -

sup T'(f)(w) + inf T"(f)(w)] ‘

we)

<5 [T(P) — sup T"(f)(w)

we)

-5 [T - inf T

= (s TP - T”(f)(w)) +5 (T - nf @)
wel) we
1 " . n
=5 ZEIST (w) — inf T (f)(w)) :

Desde que lim, o sup .o T"(f)(w) = limy, ;0 inf,eq T"(f)(w) = T(f), fazendo n —
oo na desigualdade acima, temos que lim; . T"(f)(w) = T*(f), o que conclui a prova
da afirmacéo.

Finalmente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada e por (178) temos

p(f) = lim p(T"(f)) = w(T=(f)) = TT(f),

n—o00

para cada f € T e para todo u € 4(). Como 7 é denso em C((2) e () é um espago
métrico compacto, u(f) =constante Vf € C,((}, .#). Dai, pelo Teorema de Riesz-Markov
(veja Apéndice, Teorema .34) concluimos que |¥4(y)|= 1. O

O préximo exemplo foi extraido de [53], Exercicio 6.5.2, p. 249. Pela Proposigado .37

do Apéndice, veja que

i Clw) = v Cla)llve= Y [ (wilw) =y (wila)].
(Ul::l:l
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Exemplo 4.20 (Modelo de Ising de primeiros vizinhos). Seja & = {—1,+1} e A = 16,1 +
%5,1 a medida a priori. Considere a interagio @ = (Pp)pcy em (SZd, F),d > 1 dada por

Joioj, se A={i,j}eli—jl=1
OA(0) = ho;,  se A ={i}

0, caso contrdrio,

onde h > 0 é o campo magnético externo, | > 0 a constante de acoplamento. Mostraremos que,
para h suficientemente grande, |9 (B®P)|= 1, onde p > 0 é o inverso da temperatura.

De fato, primeiro consideremos especificagido Gibbsiana 75@ (veja Definigio 4.16), onde

1 _yB®
P (Alw) = am LA e 1, @ ),
A

para cada A € % . Denotamos a configuragdo w™ como aquela cujas componentes estio formadas
pelas varidveis aleatorias w; = —1 para todo i € S. Pela teoria geral das especificagdes Gibbsianas,
veja que a seguinte estimativa é vdilida

B(h—2d])
po Bo o e
12 v plwi = +1w) 2 7 (@) = +1lw™) = oBi—2d]) 4 pB(—h+2d))

1

= 14 2PCh2d) (180)

Substituindo a identidade ’y’fﬁ p(wj=+1w)=1- ’y’fﬁ (Wi = —1|w) em (180), obtemos

po o po R 1
0< ’Y{]-},h(w] = —1|w) < ’y{j}’h(w] =—1lw") = LT (181)
Por usar (180) e (181) seque que
B _ BD B 1
B 1) — PP (o= 1l 1
7@ = ~Uw) =gy @ = =)l < T maay-
Portanto,
po po _ po ‘ BD ‘
G190 = Vg aCledlve = 3, Iy @ileo) = sl
=
2
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Seja B = {k € Z? : |k —j|l= 1} o conjunto dos primeiros vizinhos de j. Desde que
@ @
||’Y?]-},h('|w) - 7?j},h('|w/)||VT: 0, quando wy = wy, Yk € Bj, temos

1

oot B (1) — P (o
Pii=2 oo [rE5aher = 75 e VI
wi=Mk, Vk#i
_1 B BO 1
=3 s el =]

w,neh)
wi=n, Vke B;\{z}

Usando (182) e esta ultima igualdade, temos

1

sup Z Pij S 1+ e2pti—2ap SUPSUP Z 1.
jezdicz j€z? i# AS{ij}

Como Y ;i Y a~{i,jy 1 representa o niimero de primeiros vizinhos de j em Z% que é = 2d, o termo

do lado direito da desigualdade acima fica

2
T 14 e2Bh—2d])

Isto é, temos provado que

sup ) i < =
ij < ——.
jezdicz 1+ 2pth=2d])
Dat, para todo h > —IOg(Zd;;)+4dﬁ L'a condigdo de Dobrushin do Teorema 4.41 é satisfeita. Portanto,

para todo h > W temos |4 (BP)|= 1.
Em contraste com esse resultado, sabemos que, no modelo de Ising ferromagnético sobre Z°
com campo constante ndo nulo, o Teorema de Lee-Yang [87] e as Desiqualdades GHS estabelecem

a analiticidade da energia livre com respeito ao campo externo h. Isto é, a unicidade se mantém
para todo h # 0.

CRITERIO DE DOBRUSHIN

Em seguida, daremos um critério de unicidade para especificagdes Gibbsianas. A
ideia desta subsegdo é mostrar como podemos usar o Teorema de Dobrushin para
concluir que |¢(B®P)|=1 onde ® é uma interagdo regular e ¥(fP) # @. Na parte final

desta secdo apresentaremos alguns exemplos de aplicacao.
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Lema 4.44. Seja (Q), #) um espaco mensurdvel, pui, uy : % — [0,+00) duas medidas e

u1(Q)) =1 = up(Q)). Se existe uma medida y : .F — [0, +00) tal que p < p1 e u <K yp e se

d d ~
1= diyl, g = di’f, entdio

I = pallve= [ o) g1 = galco).

Demonstragdo. Seja f : (3 — R uma fungdo .#-mensurével limitada e m € R. Logo,
[ @) @)~ | patdeo) f)| = | [ ) [(760) = m)ss(@) = )]

<If =l [ 1) [81(0) - g2(@),

onde a igualdade é atingida se

f—m=sign(g1 — &) || f — m||eo. (183)

Fazendo f = xp, com F € .% e m = 1/2 na desigualdade acima, veja que

11(F) = 1B < I =l [ 1) [81(0) ~ g2(@)| = 5 [ o) Iga @) — gateo).

Tomando o supremo sobre todo evento F € .% temos

suplji(F) — ja(P)I< 5 [ 1) 1) — g2(@)l.
Fes

Observe que se G = {w : g1(w) > go(w)} tem-se

Xc —1/2=(1/2)sign(g1 — g2) = sign(g1 — £2) [Ixc — 1/2eo

e, assim, (183) é satisfeita com m = 1/2. Logo, por defini¢do de supremo temos
1
sup i1 (F) — ma(F)|= 5 [ n(de) gy — gal(@),
Fe7
provando-se o que se desejava. O
Teorema 4.45 (Critério de unicidade para especificagdes Gibbsianas). Seja (€, &, v) um

espaco de probabilidade métrico e finito, O = £ e ® = (P 4) ac. uma interacio reqular definida

em (Q), .F). Considere o Hamiltoniano no volume A dado por

Hp(o)= ), @a(0)
Ac’
ANAFD
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e v = (vQ)ac.e uma especificagio Gibbsiana definida por

2 (Alw) = ANdZ) e HRECsN , (Gws o).

ZR(w) Jen

Para todo B > 0 satisfazendo

1
sup Y (|A]=1)||Pall< 3,
icS A p

temos |4 (BP)|= 1.

Demonstragio. Seja i # jem S e w,n € () tal que wyjye = 1y;e. Defina as seguintes

aplicagdes
fo: O — R fi: & — R e F=fi—f
o = —BHgp o) o = =P
Veja que f, fo e f1 sdo F;-mensurdveis.
Definimos a oscilagdo em f sobre (2 como
var(f) = sup |f(w) = f(ip)|= sup f(¢) — inf f(0), (184)

w,neq) ceQ)

veja que

var(f) = sup ‘ﬁH{j}(Ufﬂ{i}c) — BHyjy (gjwjye) — BHj (T (jye) + BH ) (Gw )

7j,Ge€

<P sup ) (H{j}(‘fﬁ{f}c> — Hyjy(ojwogjye) — Hijp (Tingye) + Hyjy (Gwge)

Ui GEE A3

<28 Y. 5i(®a) (185)
A{ij}

Para todo t € [0, 1] definimos

eft
fisth+A—tfo = fo+tf, &EW e pr =g

Observe que, para t = 0 tem-se

efo e PHj @jwjye)
= -V
[ v(do) efol@) -y e v(do) o~ BH{j (0w jye)

Ho = oV =
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e, analogamente, para f = 1 temos

e PH @11530)
- V.
e v(do) e Py g

H1 =81V =
Observe, também, que
Ho = Clw) e =l (186)

Como u < pp e p < pyp, pelo Lema 4.44, pelo Teorema Fundamental do Célculo e pelo

Teorema de Fubini-Tonelli (veja Apéndice, Teorema .24), tem-se

l#0 = pallvr = /V(dw) 180 — &1/ (w)
1 d
=/WMﬂAdtbgmﬂ]
1 d
< /0 dt / v(dw) ‘Egt(w)‘ .
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada (veja Apéndice, Teorema .23), conseguimos

£ [ v(dw) efi@ = [ v(dw) f(w)ef®). Como Lg; = g [f — [¢ vi(dw) f(w)], onde dv; =

dv g, temos

1
||V0—V1||VT</O dt/v(dw)

i) | @)~ [ wtetn) 10|

:/Oldt [/vt(dw) ‘f(w)—AijM)f(n)H

onde, na ultima desigualdade, usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Como para

cada m € R: [ [vi(dw) |f(w) — [¢veldn) Fn)|A? < [ [ vidw) |f — m|%(w)]"/?, segue

que

< /01 dt [/Vt(w) 'f(w)—/gw(dn)f(n)

1/2

1
o= nlive< [ dt | [t |f = mfe)] < 1F =l
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Escolhendo m = %(supgGQ f(0) +inf,cq f(0)), obtemos a seguinte desigualdade

If = mljeo = sup

ceq) ceQ)

fo)- 5 (sup f(@)+ inf f(a)) |

1 .
ESUP <|f(0') —sup f(0)|+|f(0) — Ulggf)f((f)|>

ce) ceQ)

= 2 sup (sup f©@) = f(©)+ f0) — inf f(a)) = Svar(f).

oceQ) \oceQ)
Logo, 2|0 — p1|lvr< var(f). Dai, por (185) e (186), tem-se
1
I Clm = v Clellive =l = mollve < Svar(f) < B Y 5(@a).
U3 U} 2 A5

Como desde 0 inicio wyje = 17(1e, entdo p;; < 2/3 as{ij) 0j(Pa).

Uma vez que p;; = 0, temos

Yo <ty ¥ 5@0<BY ¥ Ieale=pY Tl@al

icS zeS Ax{i,j} i€S A>{i,j} AsjiceA
i7] i7] i7]

=B Y (AI=D]Pall.

A>j

Tomando o supremo em j € S na desigualdade acima, temos

sup )i < Bsup ) (|A|=1)[[®ale.
j€s ies j€S Asj

Como ¢ é uma interacdo regular, pelo Lema 4.28 sabemos que a especificacdo Gibbsiana

7® é quase-local. Desde que por hipétese f3 supjcs Lasi(|A[=1)[[®alle< 1, da desigual-

dade acima temos que a condigdo de Dobrushin se satisfaz. Portanto, pelo Teorema 4.41

de Dobrushin, obtemos |¥4(8®P)|= 1, concluindo-se a prova.

Exemplo 4.21 (Modelo de Ising de primeiros vizinhos). Seja & = {—1,+1} e A = 16,1 +

75,1 a medida a priori. Considere a interagio @ = (P ) acy em (EZ ,F) dada por

Jowj, se A={i,jteli—jl=1
Dy(0) = ho;, se A={i}

0, caso contrdrio,
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onde |, h € R sdo constantes fixadas.
Pelo Exemplo 4.13, a interagcido ® é reqular. Veja que os tinicos conjuntos que aportam a soma
Bsup;cza Lasi(|A|=1)||Pal|e sdo aqueles da forma A = {i,j}. Logo,
Bsup ) (IA[-D)l|®alleo= psup }_[|Palleo= [JIBsup ) 1.
i€zZ4 Asi iez4 Asi iez4 Asi
Note que, Y 45; 1 € igual ao niimero de primeiros vizinhos de i em 7% isto é, 2d. Portanto, a

expressdo do lado direito da igualdade acima é

= 2d|]|p.

Fazendo esta iiltima quantidade < 1, pelo Critério de Dobrushin, para todo B < (1/2d|]|) temos
4(p®)|= 1.

Cabe enfatizar que o Critério de Dobrushin nos fornece unicidade em regides pequenas do
espago de parametros {f : 0 < B < +oo}. Por exemplo, quandod =1, ] =1eh =0, do
resultado exposto acima temos unicidade para todo B < 1/2, no entanto, sabemos que neste caso
a unicidade se dd em todas as temperatura inversas. Em geral, quando d = 1 a unicidade é vdlida
em todas as temperaturas inversas quando o modelo é de curto alcance (veja Coroldrio 4.48). Jd
quando d =2, ] =1 e h = 0 sabemos que, para todo B < Bc(2) = %log(l +1/2) = 0.4406 - - -
(veja Tabela 2) tem-se unicidade ndo obstante, o Critério de Dobrushin simplesmente nos garante
unicidade para todo p < 1/4 = 0.25.

Exemplo 4.22 (Modelo de Ising de longo alcance). Seja £ = {—1,+1} e A = %(SH + %(5_1.
Considere a interacio ® = (Pp)acy em (€ Zd, F) dada por
WU}'U}', seA={i,jlei#]j

0, caso contrdrio.

Dy(0) =

Pelo Exemplo 4.14, ® é uma interagio regular quando o > d. Os 1inicos conjuntos que
aportam & soma Bsup; .4 Y asi(|A|=1)||Pa||e sdo da forma A = {i,j}. Em seguida, daremos
uma estimativa para a condigdo de Dobsrushin. Como ® é uma interagdo de curto alcance, por

um cdlculo andlogo ao feito no Exemplo 4.14, temos

Uz 00

<SBLa| L 1) <2pa3t 12 g

=17 iezdi|=r

Bsup ) (IAI-D[®allw=p ) sup

ieZd Asi A>00€Q

Sabemos que, para cada « > d, a p-série C(a,d) = ) ;24 r"‘—% converge. Logo, para cada
B < 1/(2d3971C(«, d)), a seguinte limitagio B sup; i Y asi(|A|—1)||®a < 1 é vdlida. Da,
pelo Teorema 4.45, |4(B®)|= 1, sempre que p < 1/(2d3%"1C(x,d)) e a > d.
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Observe que, quando d = 1, este exemplo nos fornece unicidade para todo p < 1/2C(x, 1)
com o € (1,2] (em geral, sabe-se que neste caso, o modelo de Ising possui transicdo de fase, veja
[45, 54]). Para a > 2, obtemos que este modelo possui unicidade para todo p < 1/2C(«,2),
no entanto, como veremos no Exemplo 4.23, a unicidade é vdlida para todas as temperaturas

inversas B > 0 (veja referéncia [105]).

UNICIDADE EM UMA DIMENSAO

Proposicao 4.46 (Veja referéncia [57]). Seja -y uma especificagio e suponha que exista ¢ > 0

com a seguinte propriedade:
para todo evento cilindrico A, existe A € £ tal que yA(A|G) = cya(Aly), V¢, € Q.
Entdo, |9 (y)|= 1.

Demonstragido. Suponha que ¢(y) contenha dois elementos u e v tal que u # v. Entao,
%(y +v) € 9(7) \ ex¥(7), pois caso contrério y = v, 0 que nos leva a uma contradigao.
Com o intuito de mostrar a unicidade, observe que é suficiente provar a seguinte

inclusio:

G (7) C ex?(7). (187)

De fato, seja u € 4(y) e B € 7 com u(B) > 0. Pelo Lema 4.34 tem-se v = u(-|B) € 4(7).

Logo, para cada evento cilindrico A e A adequado em .Z temos
U(A) = v7a(A) = [ V@) 7aA10) = [vidd) [ raal)

>c [vde) [ pm yacalp = ena.

Pelo Teorema da Classe Monétona (veja Apéndice, Teorema .27), v > cu sobre todo .%.

Em particular
0=uQ\B) > cu(Q\ B),

implicando que u(B) = 1. Dai, u é trivial sobre .7, logo, pelo Lema 4.35, u € ex¥(7).

Assim, estd provado (187) e, em consequéncia, a prova do teorema segue. O

Com a finalidade de formular o préximo resultado, para cada A € .Z lembramos a

definicdo (184) de oscilagdo em P sobre () como

var(®y) = sup |P(w) — P(y)|= sup Py(w) — inf Py(w).
w, e we) wen

206



4.5 UNICIDADE

Observe que o inverso da temperatura B pode ser sempre associado ao potencial
D = (Py)ace, por multiplicagdo: BP = (BPA) ac.e-

O seguinte teorema, o qual é uma consequéncia do Teorema 4.46, nos fornece uni-
cidade de medidas em todas as temperatura inversas quando ® é uma interacdo

A-admissivel e o conjunto de parametros é S = Z ou IN.

Teorema 4.47 (Unicidade em uma dimensao, veja [57]). Seja S = Z ou N, (€, &) o espago
de estados, A € M1(E, &) uma medida a priori e ® uma interagido A-admissivel tal que

s = sup Z var(Py) < oo,
i€S Ace¥

minA<i<maxA
entio |4(®)|=1
Demonstragio. Verificaremos que para cada A € .%, 1S = pala satisfaz a hipétese da
Proposigdo 4.46. Para isso, consideremos A = (—n,n]NS, n > 1. Paratodo {,w € Qe

w € EN, tem-se

HR(@&s\n) — HY(@hs\0)| =

[CDA(CUCS\A) - q)A(wWS\A)} ‘

ANAFD
< Z var(Py) (188)
ANA#D, ANAHD
< Z var(dy) + Z var(®,) < 2s,
AeZ AeZ
minA<—n<maxA minA<n<maxA
implicando que —2s + HY (wis\ o) < Hy (w8g\ A) < 25+ Hy (wis\4) 7 - Portanto,

e - hR (@i 2) < MR (WEs\ ) < € - IR (@ns\p)-

Integrando sobre w com respeito a A®, para cada A € .Z, temos

. /5A AMdw) hY(wis\ A)la(w) < /g . M (dw) K (wEs\ A a(w)

e
/g AAA(dw)hi’(wgs\A) < e /g AAA(dw)hi(wﬂsm).

Isto é, para todo A € .#, vale

T ANAARR| ) K AAAARR|E) e ANMARS|E) < €% - Ap(MARK 7).

7 Salientamos que, no caso que S = N, a soma sobre os A’s tal que minA < —n < maxA nédo aparece na
desigualdade abaixo de (188).
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Usando as desigualdades acima, segue que

—4s

Aa@ahR|y) < AA@ARR|E)

Zn) z©(¢>
equivalentemente
- pRAA(ALD) < PRAAA]D):

Tomando ¢ = e~ % > 0 nesta desigualdade, temos

cYR(Al) < YRAIG), VAEe Fpelne.

Portanto, temos provado que a hip6tese da Proposigdo 4.46 se satisfaz. Logo, o conjunto

das medidas de Gibbs 4(®) tem um tnico elemento. O

Coroldrio 4.48 (Unicidade em interagdes de curto alcance). Seja d = 1. Se ® é qualquer

interagdo de curto alcance, no sentido da Definigio 4.13, entdo |4 (P)|= 1.

Demonstragio. Se A = (—n,n] NS, n > 1, pelo Item (188), temos

HY(@Es\n) ~ HY @i )| < Y var(@y).
ANAD, ANAHD

Fazendo s = Y Ana+0, anacp var(®,) em vez do s considerado no Teorema 4.47, veja
que

s <2 Y [Palle< oo,
ANA#D, ANA 4D

pois @ é uma interagdo de curto alcange. Com essa escolha do s, procedendo analoga-

mente ao Teorema 4.47, temos que

cYR(Al) <9R(AID, VAE Frelneq,
com ¢ = e~ % > (. Portanto, pela Proposigdo 4.46, segue que |%(P)|= 1. O]

Exemplo 4.23 (Modelo de Ising de longo alcance, caso d = 1). Seja € = {—1,+1} e
A= %5+1 + %5_1. Considere a interagio ® = (D) ac.o em (EZ, .F) dada por

ﬁmj, se A={i,jlei#]

0, caso contrdrio.

Du(0) =

Afirmamos que, para todo B > 0e o > 2, |9(BP)|= 1.
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De fato, para o > 2, pelo Exemplo 4.14, ® é uma interagdo reqular. Como ® é invariante por
flipamentos, temos

Z var(®,) = Z (maxA — minA) var(P,)
Ae” AeZ minA=0
minA<i<maxA

< Z (maxA — minA) var(Py4)

A>0
0 L2 © 1

<Y | )X MW :4Zr“*1 < o,
=1 |jezljl=r r=l

onde usamos que var(®4) < 2/|i|*, (Cjez|jj=r 1) = 2 e que & > 2. Logo, a hipdtese do Teorema
4.47 € satisfeita, implicando que, para todo B > 0, |9(BP)|= 1. Por usar a analiticidade da
energia livre com respeito aos pardmetros termodindmicos, este resultado foi provado, também,

por D. Ruelle, na referéncia [105].

Para encerrar o conceito de unicidade, apresentaremos um resultado que diz que a
unicidade de medidas no sistema é equivalente a perda de sensibilidade do sistema

com respeito as condi¢oes de fronteira.

Lema 4.49 (Veja referéncia [53]). Se v é uma especificagio, as seguintes condigoes sio equiva-

lentes:

1. A unicidade se mantém: 9 () = {u};

2. Para cada w e para todo A, 1 S e para todas as fungoes locais
Ya, f(w) = u(f), quandon — .

Demonstragido. 1= 2. Seja w uma configuracdo de fronteira fixa. Como () é finito
(portanto, compacto) temos que M;((), %) é compacto. Logo, existe alguma subsequén-
cia ya,(-|w) a qual converge a algum elemento de ¥(y) = {u}. Isto implica que as
sequéncias coincidem com y, portanto, ya, f(w) — u(f) para toda f fungdo local.

2= 1. Sejam y, v € ¥ (). Para cada f funcdo local tem-se

M) == sl = v1a)] = | [ e vatfleo) = [ vt 1)

- ‘/y(dw)v(diy) [va(flw) — ')’A(f|77)]‘

< / w(dewyv(dn) |ya(flw) — valfln) -
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Como f é local (portanto, continua), segue que |yA(f|-)|< ||f|l. Logo, pelo Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Apéndice, Teorema .23), temos que
u(f) = v(f), para toda funcdo f local. Finalmente, usando o Teorema .36, temos

‘1,[:‘]/. D

Exemplos de conjuntos de medidas de Gibbs e transicao de fase

Continuando, daremos alguns exemplos simples de medidas de Gibbs e sua relagao
com a transigdo de fase. Nos referimos a medida produto (onde a interagao é ausente),

cadeias de Markov, modelo de Ising e modelo de Potts.

Exemplo 4.24 (Medida produto). Sejam A € My(E,&) e AN € M(ED, D) a medida
produto sobre A € Z. Definimos a familia A* = (Ap)ac.y por

M(fl) = [ ANdR) fews\) (A € .2)

Foi mostrado na Proposicdo 4.6 que A* = (Ap)ac.e é uma especificacdo (independente). Além

disso, a Proposicdo 4.8 mostra, também, que |4 (A*)|= 1.

Exemplo 4.25 (Cadeias finitas de Markov). Outro exemplo onde o conjunto das medidas de
Gibbs possui exatamente uma vinica medida, é aquele determinado pela familia de distribuicoes
condicionais finito dimensionais de uma cadeia de Markov estaciondria ¥ = (0;);cz com espago
de estados finito & e matriz de transigdo P = (P(x,Yy))y yee (estritamente) positiva , isto ¢, as
entradas P(x,vy) da matriz P satisfazem P(x,y) > O, para todo x,y € £.

Para provar isso, primeiro faremos a sequinte observagio:

Se up € Mq(Q), F) é a distribuicdo da cadeia de Markov estaciondria ¥ usando a propriedade

de Markov e a estacionaridade da cadeia ¥, facilmente comprova-se que

PlP(Ui = X0,0i+1 = X1, "+, Oj4n = Xp) = VP((Ti+m = X0, Civm+1 = X1, Oivman = Xn)
= up(Cizm = x0)P(x0, x1) - - - P(xy—1, %),  (189)

ondeic Z, mneZ exy, -, x5 €E.
Pela Proposicio .29 do Apéndice, sabemos que existe uma iinica distribuicdo estaciondria
S 1tp = (7tp(x))ee € (0,1)¢ para a cadeia de Markov ¥ com matriz de transicdo P e, além

disso, pelo Teorema .30 do Apéndice, lim, .o P™(x,y) = 7p(y) para todo x,y € €. Em outras

Em alguns textos, uma distribui¢do estaciondria também é chamada de invariante, de equilibrio ou

homogénea.
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palavras, temos que a cadeia de Markov ¥ é ergddica. Aqui, P denota a matriz estocdstica de m
passos.

Uma vez que up(Oiym = X0) = Y nee Hp(0i = x0)P" (2, x0), pelo Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue (veja Apéndice, Teorema .23) temos

Jlim pp(0i = x0) = lim zgs up(o; = z)P™(z, xo)

tp(x0) Y | pp(0; = 2)

ze€

= 71p(X0),

onde, na iltima igualdade, usamos que {pup(0; = x¢) : i € Z} é uma distribuigdo de probabili-
dade.
Fazendo m — oo em (189) e usando o limite acima, temos a sequinte igualdade

up(0; = X0, 0js1 = X1, -+, Oign = X)) = 7Tp(X0)P(x0, X1) - - - P(Xp—1, Xn)- (190)

Isto é, a distribuicdo estaciondria 7tp e a matriz de transicdo P determinam as distribuicdes finitas
dimensionais da cadeia de Markov ¥. Portanto, como 7tp é 1inico, pp é a vinica distribuigio da
cadeia estaciondria ¥

Tendo estas informagdes a nossa disposi¢io, agora provaremos que a familia v = (‘YA)Ac.z,

definida por
YA(oA = E|w) = pp(op = Eloap = wan) (A€ .L,w € O, E € ED), (191)

é uma especificagdo Gibbsiana, onde o\ denota a fronteira externa de A\ sequndo a Definicio 1.1.

Nessa diregio, primeiro observemos que qualquer A\ € £ pode ser expressada da forma
A= U;(lzlAk, onde Ay = {ik +1,---, 0 +1’lk},
para algum n > 1, onde iy € Z e ny € N sdo tais que os conjuntos {ix+1,-- -, i+ ng} sio

disjuntos dois a dois. Por fazer indugdo sobre ny e usar (190) obtermos

1p(Oie1 = Cizels s Oipny. = Cipany | i = Wis O (1) = Wit (n+1))

— P(wik/ gik+1)P(Cik+1l gik+2) e P(gik+nk1wik+nk+l)
Pnk+1 (wik/ wik+ﬂk+1)

7

para cada k =1, - - -, n; implicando que

')/ (0_ _ §|(JJ) _ ]ﬁ P(wikl Cik+1)P(Cik+1/ Cik+2) e p(él’k+7lkl wik+i’lk+1)
AWVA — =
k=1 Pnk+1(wik1 wik+1’lk+1)

, (192)
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para cada A € L. Em seguida, definimos a familia ® = (P 4) ac.» como

—log P(0;,0i41), se A={ii+1}
Dy(0) =
0, caso contrdrio.

O Exemplo 4.15 mostra que ® é uma interagdo reqular. Agora estamos prontos para mostrar que

a familia 7y = (YA)ae.¢ € uma especificagio Gibbsiana. De fato, primeiro observe que

e—H)‘\)(@‘waA): H e~ PaGwan)

ANAFD
= JI PG
{jj+1}NAFD
n ik+nk
= [T Pwi., Cis1) TT P@jrCjc1)PCipner Wip(ms1))- (193)
k=1 j=ig+1
Usando (189), pode-se provar que
ik+nk
P N wi, wisman) = Y Plwi, &) [T PEjrEis1) PCianps Wigs(ms1)- (194)
Cip+1 By emy j=itl

Desde que A = Uy_; Ay, temos uma bije¢do natural entre 0s espagos
EN e x EM x ... g,

Por simplicidade, um elemento genérico do produto cartesiano EM x - - - x EM serd denotado
por (Ga, -+, 0n,), onde Cn, = (G i1 € Ag), Vk=1,---,n. Logo, cada elemento { € EN pode

ser escrito como & = (Ca,, -+, Ca,)- Integrando sobre § € EN em (193), tem-se

FeEn
D S (TN
(CAll"'/UAn)
n i +ng
= ) P(wi,, &i+1) [T P Ejs1)PCipner Wi 1))
(Cnq e ony) k=1 J=ir+l
n ik+nk
=11 Y Pwi, i) [] PC i) PCiping Wips(mps1))-
k=1 gik+1r'“/§ik+nk j:ik+l
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Usando (194) a igualdade acima fica

n

ZR(w) = [ [ P wiy, Wi (nys1)- (195)
k=1

Por (193) e (195), a igualdade (192) se escreve

e }{\)(Cwa/\)

Yalon = &lw) = Zq’—(w)
A

Logo, pela Proposicio 4.15 a igualdade acima implica que a familia ~y é uma especificagio
Gibbsiana associada a interacio ®. De agora em diante denotaremos v = 2.

Seja A € My(E,&) a medida a priori (é a medida de contagem) onde & é a o-dlgebra das
partes de £. Como ® é uma interacio A-admissivel e regular, pelo Lema 4.28, a especificagdo
Gibbsiana v® ¢é quase-local, dat, pelo Teorema 4.26, temos que G (P) # @.

Para finalizar, agora provaremos que 4(®) = {up}. De fato, considere i € Z, n > 1,
AN={ii+1,---,i+n}, k>1e

A=Ak)y={i—k+1,---,i+n+k—1}.

Para cada & € EN e w € O, por indugdo em k, usando (190) prova-se

PXwi—i, GV T P&y, E041) PR(Ein) wi+n+k).

OA = 1|0ga = Wap) = 196
Weg;}‘;/\:gﬂp( A =1|o9a = wan) PR (o o) (196)

Por outro lado, por (190) se satisfaz

up(oa =€) = up(0; = Ci, 0is1 = i1+ Tivn = Gitn)
i+n—1
=7p(&) T] P@e &exn)- (197)
=i
Seja u € G(P), usando (196) temos
pon =8 = [ )18 (@n = Elw)
=/ u@dw) Y. pp(oa =1|0sn = wan)
Q neEhA=C
PXwi g, E) T P&y, Era1) PR(Ei ) Winsk)

- /Q plde) Pn+2k(wi—k1 Witn+k) . (198)
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Pelo Teorema de ergodicidade para matrizes estocdsticas positivas (veja Apéndice, Teorema .30)

sabemos que

lim P"(x,y) = wp(y), Vx,y€E. (199)

n—oo

Usando a convergéncia acima e a identidade (197), obtém-se

i PRk T PCe, Cr)PECiny @inat) _ 7@ P@, Coa) o (@ianar)
k=00 P2K(w; g, Wisnsk) TTp(Win+k)

i+n—1

=7p(&) [T P Genn)
(=i

= up(oa = §).

Observe que o integrando em (198) é limitado. Logo, fazendo n — oo em (198) e usando
o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Apéndice, Teorema .23), para cada
A € &, temos

u(oa =¢) = pp(oa =§).

Isto é, y e up coincidem em todos os eventos cilindricos, logo, pelo Lema .36 (do Apéndice),

i = pp e como pp é tinica distribuicio da cadeia de markov ¥, entdo 4(®) = {up}.

Antes de passar ao préximo exemplo, primeiro enunciaremos uma defini¢do e um
resultado a priori. Para isso, Fixamos S = Z como conjunto de parametros, £ # @
um espaco de estados finitos e A € M1(£,£) uma medida a priori (é a medida de

contagem).

Definicao 4.27. Dada uma especificagio -y com conjuntos de pardmetros Z e espago de estados
finitos £, dizemos que <y é uma especificaciio de Markov homogénea positiva se existe uma fungio

g(,-, ) sobre E3 tal que
Y (0 = ylw) = gwi_1,y,wiy1), YieZ,yeewe.
A fungdo g é frequentemente chamada de (fungio) deterministica de vy.

O seguinte teorema mostra que toda especificagio de Markov homogénea positiva
admite uma tinica medida de Gibbs y, a qual ndo é mais que a distribuicdo da cadeia
de Markov com matriz de transi¢do P = (P(x, y))y yee positiva, além disso, o referido
teorema dad uma via para calcular explicitamente a matriz de transi¢do P em fungdo da

especificagdo 7.
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Seja up € M1(Q), #) a tnica distribuicdo da cadeia de Markov estaciondria com
matriz de transi¢do P. Sabemos que yp é unicamente determinada pela condi¢do (190),
para maiores detalhes veja Exemplo 4.25. Para cada A € .Z, consideraremos a defini¢do
de fronteira externa de A segundo a Defini¢do 1.1. A prova do Exemplo 4.25 foi

completamente inspirado no seguinte teorema.

Teorema 4.50. A relagio 4(vy) = {up} estabelece uma correspondéncia 1-1 v <> P entre o
conjunto de todas as especificacdes de Markov homogéneas positivas e o conjunto de todas as
matrizes estocdsticas sobre £ com entradas nio nulas.

Dado a matriz P, a correspondente vy é determinada pela equagio
TAOA = §|w) = pp(oa = §logr = wan) (A€ L, w € Q,E € EM).
Reciprocamente, P pode ser expressada em termos da fungdo deterministica de v como

P(x,y) = Q(x, y)r(y)/qr(x) (x,y € E). (200)
Aqui, Q(x,y) = g(a, x,v)/g(a,a,y) para algum arbitrariamente fixado a € &, q é o maior

autovalor positivo de Q = (Q(x, ¥))xyee e € (0, 1)¢ um correspondente autovetor a direita.
Demonstragio. A prova deste teorema, em parte, é resumida no Exemplo 4.25. Para uma

exposicdo ampla desta prova, veja Teorema 3.5 de [57]. O

Observe que toda especificagdo 7y é uma especificacdo de Markov homogénea positiva
se, e somente se, v é Gibbsiana para alguma interagdo ® = (®4)sc» de primeiros

vizinhos homogénea, isto é, a interagdo ® é da forma
1(07), se A = {i}
q)A(U) = 472(0'1',0'1'_,_1), se A = {i,i+1}
0, outro caso,

para algumas fungdes ¢1 : £ = R e ¢ : £ x £ = R (este fato foi provado na primeira
parte do Exemplo 4.25). Assim, terfamos que a conclusdo da unicidade do Exemplo 4.25

se deriva como caso particular deste teorema.

Exemplo 4.26 (Veja referéncia [57]). Consideremos o modelo de Ising ferromagnético sobre Z

com uma interagio ® = (O 4) ac.¢ sobre {—1,1}# definida por

—Joioi1, se A={i,i+1}
D(0) = —ho, se A = {i}

0, outro caso.

215



CAMPOS ALEATORIOS E ESPECIFICAGOES

Pelo Exemplo 4.13 ® é uma interagio reqular. Desejamos obter informagio sobre a cardinalidade
do conjunto 4 (®). Observe que se provarmos que v® é uma especificaciio de Markov homogénea
positiva, o Teorema 4.50 nos permite concluir que 4(®) = {up}, onde up é a distribuicdo da
cadeia de Markov com matriz de transicdo P, a qual é definida em termos da fungdo deterministica
g (a encontrar-se) através de (200).

Com o intuito de provar que y® é uma especificacio de Markov homogénea positiva, simples

cdlculos mostram que

ely+]wiay+]wiay eV(h+]wi_1+]wis1)

Y, ehoitlwini0itwing = 2 cosh(h + Jwi_1 + Jwisy)’

Yy (0 = ylw) =

eYt]wi_1+]wiiy)
2 cosh(h+]w,',1+]wi+1)
mos que y® é uma especificagio de Markov homogénea positiva. Portanto, pelo Teorema 4.50, 0

Logo, tomando g(w;_1,Y, wit+1) = com w;_1,wiy1,y € {—1,+1}, conclui-

conjunto das medidas de Gibbs do modelo de Ising associado a interagdo ® é unitdrio.

Exemplo 4.27 (Modelo de Ising). Consideremos o modelo de Ising ferromagnético (J;; = ] > 0,
Vi, ) definido na Segdo 3.1 com interagio @ = (P a)ac.¢ e conjunto de pardmetros S = Z¢. Isto

é,

—]1']'0'1‘0']', se A= {Z,]}
Dp(0) = —h;jo;, se A =i} (201)

0, outro caso.

Primeiramente, vamos considerar o sequinte:

Caso d = 1: modelo de Ising de primeiros vizinhos com constante de acoplamento J;j = ], Vi, j
e campo magnético externo constante (ou homogéneo), isto é, h; = h Vi. Esse modelo é analisado
em profundidade na referéncia [57]. Nesse caso, cdlculos explicitos mostram a analiticidade da
energia livre f(B, h) = — limyz log(ZA(B, 1))/ B|A| com respeito a temperatura inversa > 0.
Sequndo Ruelle [104], isto equivale a dizer que o conjunto das medidas de Gibbs é unitdrio
em todas as temperaturas inversas > 0, em outras palavras, existe uma transigio de fase de
segunda ordem, sequndo a Defini¢do 4.19.

Quando o modelo ferromagnético ¢ de longo alcance, com [;; = 1/]i — j|*. O limite termodind-
mico existe quando o > 1 [105]. Quando 1 < a < 2 foi provado por Dyson, por comparagio com
o caso hierdrquico, que existe transicio de fase para B suficientemente grande [45]. Salientamos
que esse caso tem sido estudado, também, em [31, 46, 113]. Quando « = 2, Frohlich e Spencer
provaram que existe transicdo de fase quando o inverso da temperatura B é suficientemente

grande [54]. Jd quando o > 2, incluindo o caso de interagdes de curto alcance, ndo existe
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transigdo de fase para toda temperatura positiva, pois a energia livre é analitica com respeito aos
pardmetros termodindmicos [105].

Caso d = 2: modelo de Ising de primeiros vizinhos com J;j = ], Vi,j e h = 0. Esse
modelo foi introduzido por Lenz a modelos ferromagnéticos. A energia livre tem sido calculada
explicitamente por Osanger. Estudos intensos estabeleceram que existe uma temperatura critica
Bc(2) > 0 tal que na fase subcritica (isto é, p < B(2)) existe uma 1inica medida consistente com
a especificagio vP®, e na fase supercritica (isto é, B > B.), o conjunto 9 (B®D) é o “simplex” (de
Choquet), [y/i , yf] (veja referéncias [1, 2]), cujas medidas extremais sdo mutuamente singulares
e podem ser escritas como Iuﬁ (-) = limpqsg 'yiq)(~]i). Quando B é suficientemente grande, o
argumento de Peierls prova que a magnetizagio yf(ao) =limpq4z2 Y ven (Uxﬁ, A /A € positiva,
isto é, ]JE(O’O) = —],l/i (00) > 0 (veja referéncias [93, 104]). Para uma andlise do modelo de Ising
sobre Z? quando B suficientemente grande, veja-se o Teorema 4.39.

A existéncia da temperatura critica foi bastante estudada por Peierls [61] em 1975, usando arqu-
mentos geométricos (argumentos de contornos). O cdlculo exato do valor B.(2) = log(1 + V2)/2
é devido a Kramers e Wannier em 1941 (veja referéncias [83, 84]). O fato de que para
B > Bc(2) o conjunto G(BP) é o “simplex” (de Choquet) [y/i , yf] significa que qualquer medida
u € G(BP) é unicamente determinada por combinagdes convexas dos estados de Gibbs extremais

ex¥ (Be) = {y[i, yf}, isto é, que exista um tinico t € [0, 1] tal que y = tyf +(1— t)yf.

unicidade

nao unicidade

unicidade

Figura 27: Comportamento do conjunto das medidas das Gibbs do modelo de Ising,
4 (BP) em d > 2, quando a parametro termodindmico p varia. Aqui ® denota

a interacdo de primeiros vizinhos definida em (201).
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A unicidade foi provada, também, em (B.,0), quando d > 2. Em dimensio 2, existe uma
variedade de provas, por exemplo, veja referéncia [94]. Uma prova mais moderna sobre a
unicidade, em dimensdo dois, em (B, 0) foi dada por W. Werner em 2009. Jd em dimensdo d > 4,
esse fato foi tratado por M. Aizenman e R. Ferndndez [6]. Recentemente, o caso restante (d > 3)
foi completado por M. Aizenman, H. Duminil-Copin e V. Sidoravicius [5], através do uso de
outra representagio grdfica do modelo de Ising chamado “random-current representation” (para
um esbogo grdfico dessas situagdes, veja Figura 27).

Caso d = 2: modelo de Ising de primeiros vizinhos com J;; = ], Vi, j e com campo magnético
constante h; = h, Vi. Se h = 0, o cldssico arqumento de Peierls garante a existéncia de transigio
de fase. Se h # 0, para toda temperatura existe uma tinica medida Gibbs, isso seque da teoria de
Lee-Yang [87] e das desigualdades GHS. A auséncia de transicio de fase é analisada comprovando
a diferenciabilidade da energia livre com respeito ao pardmetro h. Diante disso, deduzimos que a
auséncia de um campo externo no modelo favorece o desalinhamento dos spins nas configuragoes.

Tudo o que foi dito anteriormente (quando a interagio P é de primeiros vizinhos) é resumido
na Figura 27 acima.

Seja Gim(BP) o conjunto dos limites fracos das medidas de Gibbs a volume finito (’yﬁq)) Ac )
onde ® é uma interagio da forma (201), com h; = 0, Vi. E natural tentar relacionar os conjuntos
Gim(BP) e G(Bp). Ainda que, seja conhecido que %im(BP) C 4G (Bp) (veja Proposicio 4.24),
é dificil determinar quando G (BP) = Y (B¢). Geralmente, obter esses tipos de relagoes, é
considerado como problemas em aberto. Em contraste, quando d = 3, em [37] é exibido um
exemplo de medida de Gibbs ndo extremal a volume infinito (a temperaturas suficientemente
baixas) que pertence ao conjunto G(B¢) \ Him(Bp). Um resultado independente sobre essa
questdo pode ser encontrado, também, em [95].

Quando J;j =] 20, h; = h*/[]i||* sei #0(x > 1) eh; =h* >0sei=0¢ S = 7%, foi
provado em [23] que, para temperaturas suficientemente altas e baixas (o qual decorre diretamente
pelo Teorema da Unicidade de Dobrushin), existe, exatamente, uma 1inica medida de Gibbs para o
modelo de Ising sobre Z* (d > 2), sempre que « € [0,1). A mesma afirmagdo (sobre a unicidade)
foi conjecturada, para toda temperatura positiva mas com pardmetro o € [0,1). Em 2015, a
referida conjectura foi resolvida na referéncia [36] por usar representagdes grdficas de modelos de
spins e ideias envolvidas de [20]. Esse problema é a parte central desta tesse e serd abordado, em

detalhe, no Capitulo 6.
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Exemplo 4.28 (Modelo de Potts). Consideremos o modelo de Potts de primeiros vizinhos,
com pardmetro g € {1,2,---}, espago de estados € = {1,2,---,q} e conjunto de parametros

S = Z% cuja interacdo foi definido no Exemplo 4.10 como

—Jij00,0, se A={i,j
qmwz{ Jibausy e 4=1i,j}

0, outro caso.

Por simplicidade, considere que J;; =1, Vi, j. E conhecido que, para o modelo de Potts sobre Z°
(d > 2), existe uma temperatura critica inversa B € (0, +00) (dependendo sobre d e q) tal que
para B < B¢, 0 modelo tem uma iinica medida de Gibbs, no entanto, para B > B¢, existem q
medidas de Gibbs mutuamente singulares, para maiores detalhes veja [40], Teorema 3.2, p. 18.

O modelo de Potts difere do modelo de Ising no sentido que, para valores grandes de q, existem
muiltiplas medidas de Gibbs na temperatura critica p = B.(q,d), como foi mostrado por Kotecky
e Shlosman em [82].

Caso d = 2: o valor critico B(2) = %log(l ++/2) para o modelo de Ising bidimensional (veja
referéncia [100]) era aceitado vdlido a estender-se para o modelo de Potts sobre Z? através da

formula
Pelg) = élog(l V-

Logo, ndo existia nenhuma prova rigorosa desse fato, com excegio de valores de q suficientemente
grandes estabelecidos nas referéncias [86] (a saber q > 26) e [82]. Em 2014 esse fato heuristico
foi validado para qualquer niimero inteiro g > 1 (veja referéncias [12, 13]), calculando-se o
ponto critico p.(q) = \/q/(1 + /q) do modelo de aglomerados aleatérios (bidimensional) com
pardmetros (p,q) € (0,1) x [1,+00). Como o modelo de Potts de q estados estd relacionado com
o modelo de aglomerados aleatérios com pardmetro p = 1 — e~2F, obtém-se o valor exato de B.(q).

Foi predito que, para valores de q > 5, o modelo de Potts (bidimensional) possuia transigio de
fase de primeira ordem na fase B = Bc(q). Depois de 40 anos, essa formulagdo continua sendo
vdlida ainda, sem nenhuma verificagio rigorosa. Baxter previu heuristicamente que esse modelo
apresentava transigdo de fase de segunda ordem (segundo a Definicio 4.19) para g € {2,3,4}
sem nenhuma justificagdo solida, até que, no ano 2015, H. Duminil-Copin, V. Sidoravicius e V.
Tassion provaram esse fato na referéncia [43].

Caso d > 3: se espera que o modelo de Potts sobre Z apresente transicio de fase de sequnda
ordem na temperatura critica B = B.(q) se, e somente se, q = 2. Os melhores resultados nessa
diregdo sdo os segquintes: por um lado, o fato de que a transigdo de fase é de sequnda ordem para o
modelo de Ising (q = 2) é conhecida [5]. Por outro lado, a positividade por reflexdo [21] permite

provar que, para qualquer g > 3, o modelo de Potts apresenta transicdo de fase de primeira ordem

219



CAMPOS ALEATORIOS E ESPECIFICAGOES

sobre alguma dimensdo d.(q). Finalmente, pode-se aproveitar a positividade por reflexdo para
provar que, para qualquer d > 2, dita transicdo de fase é de primeira ordem para valores de q

suficientemente grandes (veja referéncia [82]).
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REPRESENTACOES GRAFICAS PARA
SISTEMAS DE SPINS COM PRESENCA
DE CAMPO

Neste capitulo, estudaremos, exclusivamente, o trabalho escrito pelos matematicos
M. Biskup, C. Borgs, J. T. Chayes e R. Kotecky, intitulado: Gibbs states of graphical
representations of the Potts model with external fields (veja referéncia [20]). Ainda, este estudo
terd como principal finalidade a introdugdo ao Capitulo 6, o qual é baseado e inspirado
pelo trabalho mencionado. Justamente por isso, nos dedicaremos, aqui, a explicar as
contas bésicas de [20], no intuito de gerar menos complexidade ao entendimento do
capitulo subsequente.

Resumindo, consideraremos o modelo de Potts ferromagnético (com constante de
acoplamento | > 0) de g estados, onde g > 1 é um ntmero inteiro, no qual cada
spin estd acoplado a um campo magnético externo homogéneo (chamado também de
campo uniforme, pela ndo dependéncia dos spins assinados a cada vértice do grafo
em considera¢do). Introduziremos, também, o modelo de aglomerados aleatérios
generalizado (GRC), o qual inclui o modelo de aglomerados aleatérios de parametro g

ndo inteiro como caso especial. Para o modelo GRC, estabeleceremos:

v’ a propriedade FKG (versao forte);

a propriedade da energia finita;

v

v a unicidade do aglomerado infinito (quase certamente);
v a existéncia do limite fraco (ou limite termodinadmico) e
v

as propriedades dos estados de Gibbs GRC.

Além disso, desenvolveremos a teoria dos estados de Gibbs de Edwards-Sokal (ES),
para a representagdo ES do modelo de Potts com presenca de campo, relacionando a
estrutura de fase da representacdo ES com a representagdes SPIN e GRC. Caracteriza-

remos, também, a(s) possivel(s) cor(es) do aglomerado infinito na representagdo ES e

221



REPRESENTAQ@ES GRAFICAS PARA SISTEMAS DE SPINS COM PRESENCA DE CAMPO

mostraremos as rela¢des existentes entre as aplicagdes dos estados de Gibbs: ES, SPIN e
RC.
Matematicamente, o modelo de Potts ferromagnético (de g estados) em consideracdo

terd Hamiltoniano definido por

H(o)=—] 2 (SUX,Uy — i thégx,p, (202)
{xy} p=1 x

onde cada 0y € {1,---,q} é uma varidvel aleatéria que chamaremos de varidvel spin ou
simplesmente de spin, | > 0 é a constante de acoplamento que mede a forga de interagdo
entre dois spins vizinhos, ¢, ¢, € a fungdo delta de Kronecker, (hp);z)=1 é uma sequéncia
de ntimeros reais que representa o campo magnético externo (cujo conjunto de indices
é o conjunto de cores {1,2,---,4}) e {x,y} denota o par de primeiros vizinhos sobre a
rede hiperctibica d-dimensional I7.

Durante os dltimos trinta anos, vem surgindo uma grande quantidade de trabalhos
sobre representacdes gréficas do modelo de Potts com auséncia de campo externo, isto
é hp =0, Vpe€1,2---,9. A representagdo FK (devido a Fortuin-Kasteleyn) ou de
aglomerados aleat6rios tem sido usado para provar diversos resultados sobre o modelo
de Potts usando métodos de percolacdo (veja referéncias [4, 28]).

Note que, fixada a cor p, a segunda parcela de (202) associa 0 campo externo hp aum
subconjunto de sitios (ou vértices) (que pode ser um conjunto unitario) de Z, isto é, hy
é constante para um nimero finito de sitios de Z*.

No Capitulo 6, estudaremos o modelo de Potts ferromagnético apresentado em [36],
com uma pequena modificagdo no campo externo, isto é, fixada a cor p, a segunda
parcela do Hamiltoniano modificado associard a cada sitio um campo externo que
ndo necessariamente tem que ser constante no sitio. Portanto, a teoria apresentada no
Capitulo 6, de certo modo, generaliza parte da teoria exposta neste capitulo.

Estudaremos, outrossim, representagdes graficas do modelo de Potts com presenga
de campos externos arbitrarios, como se definiu em (202). E claro que a andlise da parte
analitica (calculo computacional) dos modelos em questdo, com presenca de campo
externo, se torna relativamente mais complicada que a anélise destes modelos quando

se tem auséncia de campo externo, por um ntmero significativo de razdes, a saber:

v Quando hy, = 0 é facil verificar que a representacdo de aglomerados aleatorios
tem a propriedade FKG (veja Corolario 3.34) ndo obstante quando h, # 0 esta

propriedade nem sempre é satisfeita para certas condi¢des de fronteira. Em outras
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palavras, a presenga de campo externo muda a percepgdo intuitiva que se deve ter
sobre o comportamento do sistema. Por outro lado, como ja haviamos mencionado,
neste caso os calculos analiticos se tornam mais complexos como naturalmente hé

de se esperar.

Quando h, = 0 a quebra de simetria na representagdo de spins é equivalente a
existéncia de percolagdo na representacdo de aglomerados aleatérios, por exemplo,
veja Teorema .45 com h = 0. No caso em que hy, # 0, a relagdo entre a estrutura de
fase do modelo de spins e percolagdo da representagdo do modelo de aglomerados

aleatorios é menos direta.

No caso em que h, # 0, a auséncia de simetria deixa a pergunta sobre a(s)
cor(es) do(s) aglomerado(s) infinito(s), sendo esta pergunta realmente complexa
de responder e ndo necessariamente devendo ser relacionado com os resultados

dos modelos em questdo quando hy, = 0.

Cabe destacar que, neste capitulo, provar-se-do resultados concernentes aos sistemas

que possuem campo externo definido por (202), os quais generalizam conhecidas

propriedades de estados de Gibbs de modelos de aglomerados aleatérios com campo

nulo. Em particular, para o modelo de aglomerados aleatérios com campo externo

homogeéneo, isto é h, = constante, provaremos a propriedade FKG, a existéncia de

medidas a volume infinito (limite fraco) e a Gibbsianidade destas medidas (para outras

representacdes graficas do modelo de Potts com presenca de campo externo, veja por

exemplo, a referéncia [22]).

5.1 ESTADOS DE GIBBS NAS REPRESENTAQ()ES: ES,

SPIN E GRC

Nesta secdo, definiremos medidas de Gibbs sobre espacos de probabilidade conjunta

de varidveis de spins e arestas, isto é, definiremos as medidas de Gibbs de Edwards-

Sokal (medidas ES), com a finalidade de relacionar o conjunto destas medidas com o

conjunto das medidas de Gibbs, SPIN’s e de aglomerados aleatérios (GRC). Salienta-se,

por oportuno, que, em todo o capitulo, vamos adotar a defini¢do (139) do conjunto .

L ={ACZ":0<|A|l< }.
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Para qualquer A € .Z, introduzimos a notag¢do By(A) visando denotar o conjunto
de todas as arestas e = {x,y} de primeiros vizinhos com ambos os vértices em A e
B(A) para representar o conjunto de todas as arestas com, no minimo, um vértice
em A. Para qualquer subconjunto B C Bo(Z?), definimos V(B) como o conjunto de
vértices (ou sitios) que pertencem, no minimo, a uma aresta em B. Relembrando que
a fronteira externa de um subconjunto B C By(Z?) é formada por todas as arestas de
Bo(Z%) com um extremo em B e o outro fora dele, observe que B(A) = Bo(A) UdBy(A),
V(By(A)) = A, V(OBy(A)) = A, portanto, V(B(A)) = AUIA = A.

5.1.1 Estados de Gibbs na representacio de Edwards-Sokal

Dado A € .Z e fixadas as configuragdes o e 17p(a)c fora de A e B(A) respectivamente,

definimos a medida de Edwards-Sokal (ES) por

W(oA B oA TB(A)) ES
, Se ZA,IB(A)(UAC’ 77]B(A)C) >0

ES
4753\?1]3 @A TB(A) |oac, B(AY) = Z By (Oac B(A)) (203)
0, caso contrario,
onde os pesos W sdo definidos como
T o,
WEn By loac TBay) = 1 (€F) = 1)og,q, T e 2 "0 (204)
{x,y}€B(A) xEA
xy=1

ZRoB ) O, B(AY) = ) Z W(On, 1TB(A)|Oac, TB(A))
OAMB(A)
denota a fungdo de particdo que faz de 47?3113( ) uma medida de probabilidade. Observe-
se que a notacdo da funcdo de parti¢do é adequada, desde que esta dependa unicamente
das configuracdes o e 17 sobre A° e B(A)‘, respectivamente. A dependéncia dos parame-
tros | e (hp)fg=1 serdo explicitamente ressaltados sempre quando for necessario.

Pela prépria defini¢do de 4)53\33( Ay Veja que esta ndo depende de nenhuma forma
da configuracdo 7). Logo, consideraremos esta configuragao na definigdo daquela
medida por completitude e estética.

Adotaremos, aqui, a notagdo X, = {1, - -, q}Zd e Q) =0, 1}B0(Zd) para o espago de
configuracdes de spins e de arestas, respectivamente, e M1(X,; X ()) para denotar o

conjunto das medidas de probabilidade sobre o espago de probabilidade X; x ().
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Desde que a familia de medidas {4>/ESIB( N NEZL } é uma especificagao (veja Capitulo
4 para uma definigdo precisa deste conceito), diremos que uma medida v € My(Z; x )
satisfaz a condi¢do ou equagdo DLR (em homenagem a a Dobrushin, Lanford e Ruelle,

veja Defini¢do 4.7), se para cada funcdo cilindrica f com suporte em A x B(A) se satisfaz
DLR
v(p) "2 [ vider, dn) 95 (Flone, mmar): (205)

Como ¢é usual, definimos por 455 o conjunto de medidas de probabilidade (chamadas
também de medidas de Gibbs ES a volume infinito ou estados de Gibbs ES) que
satisfazem a condi¢do DLR. Dito de outra forma, ¢F5 estd conformado pelas medidas
em M (X, X (), que sdo consistentes com a especificagdo {(P/EEIB( NANEZL }, segundo

a Definicao 4.7. Por compreensdo, 4> ¢ definido como

@S = {v € Mi(Zq x Q) : v(f) = V(PRS0 (F), supp(f) C A x IB(A)} .

Observe que o conjunto ¥ pode ser interpretado, também, como uma classe de
medidas que sdo preservadas por seus respectivos nicleos de probabilidade.

Desde que a especificagdo {4)}5\?13( N NEZL } é quase-local, pelo Teorema 4.26 temos
que o conjunto ¥F5 ¢ ndo vazio. Note que a quase-localidade e a consisténcia desta
especificagdo implicam que a equagdo DLR (que define ¥°) é equivalente a versio
esperanga condicional de v (como foi mostrado no Teorema 4.31). Logo, v € ¢ ES se,
e somente se, para cada fungdo cilindrica f com suporte em A X B(A), v satisfaz a

seguinte equacao:

v(f|oae, 77]B(A)C)=(P;E\?IB(A) (floae, 1BAY), vV —q.c. (206)

Antes de prosseguirmos, salientamos dois pontos importantes, o primeiro é que na
notagdo (206), por abuso costumeiro de linguagem, estamos escrevendo v(f|oac, B(a)c)
para referimo-nos a esperanga condicional v(f|-Fac X Fp(a))(17), onde Fac X Fp)
representa a o-algebra produto gerada pelos cilindros com base em A° x B(A)°. Um
segundo ponto é que a expressdao cpif’]B( N |oAc, MB(A)) denota simplesmente uma
esperanca que depende das configuragdes oac e 7p(a)c, portanto, essa notagdao nao deve
ser confundida com a de uma esperanca condicional. Em alguns textos, a equagdo (206)
é chamada, também, de equagdo DLR.

Em seguida, introduziremos as medidas ES com dois tipos especiais de condi¢des de

fronteira: condicado de fronteira livre e m-conectada.
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MODELO DE EDWARDS-SOKAL COM CONDICAO DE FRONTEIRA 1-CONECTADA.

Relembrando que, por defini¢do (203), a medida de probabilidade (j);E\SIB( NS |OAc, TB(A))
ndo tem dependéncia alguma sobre a configuragdo 7). Assim, para cada A € &

definimos a medida

4);E\?m(') = ¢;E\?IB(A)("0'/”\1€/ B(A) )

onde ¢ é a configuracio constante, 0" = m para todo x € Z%, com m € {1,---,q} fixo.
gurag x p q
¢IE\Sm(-) sera chamada de medida ES com condi¢do de fronteira m-conectada. A funcao

particdo desta medida de probabilidade serd denotada por Z}E\Sm e satisfaz

ES ES
Ziom = Zapny(OAe TB(A))-

MODELO DE EDWARDS-SOKAL COM CONDIGCAO DE FRONTEIRA LIVRE.

Analogamente, definimos a medida ES com condicdo de fronteira livre como a medida
‘P/E\?]BO( A)(- |TAc, 1By(A)e), que se obtém de (203) por considerar B = By. Por defini¢io, esta
medida ndo depende da configuragdo opc. A tnica dependéncia que esta medida possui
é sobre a condigdo de fronteira 7 (A)c que € escolhida como 77p,(A)c = 17]%0( Aye- onde 7Y
é a configuragdo constante definida assim: 1780 = 0 para cada e ¢ B(Z%). Neste caso

introduzimos a notagédo

S _ 4ES
Prtivee() = Phtpoea) oA MBya))- (207)
A funcdo de parti¢do desta medida de probabilidade serd denotada por Z}E\?hvr . € esta

satisfaz

ES ES 0
Z N ivre = ZA,]BO(A)(‘TAC/ ’7130(/\)6)~

5.1.2 Estados de Gibbs na representacio GRC

Dada uma configuracdo # € (), definimos o conjunto das arestas abertas (ou ocupadas)
por Bocc(17) = {e € By(Z%) : Ne = 1} e o grafo correspondente (z4, Bocc(17)) com conjunto
de vértices Z% e conjunto de arestas Byc(77). Para cada conjunto finito de arestas B e
cada configuracdo 7pc, definimos a medida de probabilidade
0, outro caso,

o5 (7B |7Be) =
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onde os pesos WSKC sdo definidos como

q
WSRE (115 1715¢) = (eB) — 1) BoccD B 1 Y ap e Plmax=hp)ICONI - (509)
C():CNNV(B)#2 p=1

Aqui, o produto percorre sobre todos os aglomerados que contém origem
C={yez®:0- yemn}lu{0},

tal que C(y7) intercepta o conjunto de vértices V(B) e os fatores qp, p = 1,---,4, sdo

assumidos a ser niimeros reais positivos tal que

gp =1, (210)
PE Qmax(h)

onde Omax(h) é o conjunto de cores onde o campo atinge seu valor maximo (veja
definicdo (212) abaixo). Ja para os aglomerados (ndo necessariamente finitos) em 7
que ndo interceptem V(B), definiremos WX (yp|7pc) = 0. A medida ¢p§R(:|17pc)
serd chamada de medida GRC, cuja notagdo provém da palavra em inglés general
random-cluster. Neste trabalho usar-se-do termos técnicos como modelo GRC e medida
GRC, tendo sempre em mente que estamos nos referindo ao modelo e a medida de

aglomerados aleatérios generalizado definidos aqui.

Usaremos hmax para denotar
hmax = max hy. (211)
peil,-q}

Definindo o conjunto

Qmax(h) = {P S {1/ T /ﬂ} : hp = hmax} (212)

o0

e convencionando que e~ = 0; na defini¢do (209), se p € Qmax(h) com g, = 1 para todo

pe{l,---,q}, entdo quando |C|= co temos

WERE (15 ) = (e — 1)/ Bexe Bl g H{C-CoNNV B2}

Observe-se que os aglomerados infinitos contribuem ao tamanho do conjunto Omax(h),
isso ndo é casualidade, o Teorema 5.22 abaixo nos diz que quase certamente, a cor de um
aglomerado infinito (referindo-nos ao cor de cada spin do aglomerado) deve estar em
Omax(h). Para usos futuros, escrevemos No = Noo(#7) para denotar a variavel aleatéria
que conta o nimero de aglomerados infinitos de Bocc(77) € usaremos Coo = Coo(77) para

denotar o tinico aglomerado infinito em 77, sempre que No = 1.
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Similarmente & Subsecdo 5.1.1, introduzimos o conjunto das medidas de probabilidade
determinadas pela especificagdo {$p5RC : [B|< co}. Diremos que uma medida ¢ €

M (Q) satisfaz a condi¢do DLR se esta satisfaz a seguinte equacao:

o) "= [ gl 4§ (flwso), (213)

onde f é uma fungdo cilindrica crescente com suporte em B. O conjunto destas medidas

serd denotado por ¥°RC, onde

G = Lp e MiO): p(f) = 9WS(F), supp(H) C B |-

Os elementos do conjunto ¥SR¢ sao conhecidos como medidas de Gibbs a volume
infinito ou estados de Gibbs GRC. Um fato fundamental a enfatizar é que, devido
a perda de quase-localidade da especificagio {pSRC : |B|< oo} (veja Proposicdo 5.13
abaixo) o fato de que ¢ € ¥SRC nao necessariamente é equivalente a que ¢ satisfaca a

seguinte versdo de esperanca condicional

§b(f|’7BC):4’IGBRC (flyse), ¢ —q.c., (214)

para cada funcdo cilindrica f. Para se ter a equivaléncia entre essas defini¢des, deve-
se impor a condi¢do geométrica adicional da existéncia quase certa de um tnico

aglomerado infinito, veja Teorema 5.33.

MeDIDA GRC COM CONDIGCAO DE FRONTEIRA LIVRE.

Seja A € £ en € {0,1}B™ uma configuragio. Se C(1) denota um aglomerado
genérico sobre o grafo (A, Bocc(17) N Bo(A)), definimos

9
®livre(c(77)) = Z dp eﬁhp\C(iy)L (215)
p=1
A medida GRC com condicdo de fronteira livre é obtida por normalizar os seguintes

pesos

Wikere () = () — 1) PocclDTBI T @pire(COp), (216)

Cn)
onde o produto percorre sobre todos os aglomerados C(7) do grafo (A, Bocc(17) N Bo(A)).
Esta medida de probabilidade é denotada por ¢SRS e, para cada 17 € {0,1}Bo("), esta

A livre
satisfaz ‘P?}Sre(ﬂ) o« WSRE (17), onde a constante de proporcionalidade ¢ exatamente a
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(inversa da) func¢do de particdo do medida GRC e é denotada por ZGRC  Formalmente,

Alivre®
GRC

a fungéo particdo Z7 -

é aquela que satisfaz

GRC _ GRC
ZA,livre - NZ WA,livre(ﬁ)'

By (A)

MepIpA GRC COM CONDICAO DE FRONTEIRA H-CONECTADA.

Fixadom € {1,---,9} e A € &, se para cada 1 € {0,1}]B(A), C(y) denota um
aglomerado sobre o grafo (A, Bocc(7) NB(A)) * com A = A U9JA, definimos

Olivre(C(17)), se C()NA =@
OprmCip) =4 ° (217)
ePhm|CD| outro caso.

A medida GRC com condi¢do com fronteira m-conectada é obtida por normalizar os

seguintes pesos

Wi (1) = (e — 1) P tTBTTT @40 (COp)), (218)

Clm)
onde o produto percorre sobre todos os aglomerados C(17) do grafo (A, Bocc(17) N B(A)).
A medida GRC com condicdo de fronteira m-conectada é denotada por (pGRC e para cada
1 € {0,1}B") satisfaz ¢/C\;IRC WGRC(U) A constante de proporcionalidade exatamente
é a (inversa da) funcdo de particdo associada a medida GRC, notacdo ZGRC 4 qual

Am7’
satisfaz

2855 = L OWRI ).
1B(A)
Definicao 5.1 (Medida GRC com condi¢do de fronteira max-conectada). Se m,m &
Omax(h), entdo para cada A € Z: Op 75(C) = Op ,(C). Portanto,

GRC GRC
= PN m -

GRC

Esta medida serd denotada por ¢ "~

e, frequentemente, o chamaremos de medida GRC com

condigdo de fronteira max-conectada.

E instrutivo considerar os efeitos de condi¢des de fronteiras particulares sobre a
medida com pesos (209). Para enunciar as duas proposi¢des seguintes, denotamos por

1®) a configuragio de arestas definida por ng) = b para cada e € By(Z*), com b =0, 1.

1 Relembramos que Boc(17) denota o conjunto de arestas e em # tal que 7, = 1.
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Proposicdo 5.1. Fazendo-se B = B(A) e e = 17 ) em (209), obtemos a medida GRC com

GRC

condigio de fronteira max-conectada ¢35~ .,

sempre que A° seja conexo. Isto é

GRC 1
PN a(11) = DBy (1B | ’7153()/\)6 )-
Pela Proposigdo 5.1, nos vemos tentados a afirmar que, para cada m € {1,---,q},

também, se satisfaz
1
4)]%5\(;(7713(/\) |17]§3()A)c (PGRC (UIB(A ),

0 que ndo necessariamente é certo, em geral. A Proposigdo 5.1 afirma que a identidade

acima é certa sempre que imponhamos a condicdo de que m € Qmnax(h). Observe que as

GRC

medidas 4>§RC Vm € Qmax(h), sdo constantes na cor, isto é, sdo iguais a medida ¢~ .

Proposicao 5.2. Fazendo-se B = By(A) e ypc = ;7](]?2 em (209), obtém-se a medida GRC com

GRC

condigdo de fronteira livre 3= .

Em outras palavras,

GRC (0) _ +GRC
<PJB0(A) (’71B0(A) |’7]BO(A)C) 4’/\ hvre(’7)

Definicdo 5.2 (Medida RC). Nas definicdes das medidas GRC tanto com condigdes de fronteiras
gerais, livre ou m-conectada, se fazemos q, = 1 para todo p € {1,---,q}, estas medidas serio
chamadas simplesmente de medidas RC para substituir a palavra “medida de aglomerados
aleatérios”. Nesse caso, analogamente ao feito depois de (213), definiremos o conjunto 4R com

sua respectiva modificagdo.

O seguinte lema nos diz que, a volume finito, a RC marginal da medida ES é uma
medida RC a volume finito. A prova desse lema segue por observar, basicamente, as

defini¢cdes das medidas ES e RC, a volume finito.

Lema 5.3 (RC marginais). Com base nas definigdes das medidas ES e RC, para cada A € .2,

as sequintes RC marginais (ou arestas-marginais) sio satisfeitas:

i) para cada fungdo f cilindrica com suporte em Bo(A),
(PA Jivre (f ) (PA livre (f )

ii) para cada fungdo f cilindrica com suporte em B(A),

¢ES () = ¢RS,(), m=12,---,q.
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5.1.3 Estados de Gibbs na representacao de spins

Considere o modelo de Potts de g estados onde cada spin é acoplado a um campo
magnético externo homogéneo (hp)zzl. Seja @ = (Pp)pcy a interacdo definida no
Exemplo 4.10 e Hf\’ o Hamiltoniano em A associado a ®, estabelecido na Definigdo 4.12.
Nesta subsecdo, apresentamos uma modificagdo do Hamiltoniano H(-) introduzido em
(202), de modo que dita variante nos permita incorporar condi¢des de fronteira. Este

Hamiltoniano é definido da seguinte forma:

HY(oaon) = H@O =] Y, Gog

{xy}eB@?):
XENyEIA
9
- _] Z 50X’0y B Z Z I’lpéo-x’p _] Z éo’x/a’y' (219)
{xy}eBy(2?) p=lxeA {x,y}B@Z%):
xX,yeA XEA,yEIA

Fixada a configuragdo o sobre A¢, definamos a medida de probabilidade ¢37™N(:|oac)

caracterizada pelo Hamiltoniano HY,

e PIRCATN) se Z3¥N(gpc) >0

4’?\PIN(UA|‘7AC) ={ 2o ! A (220)

0, caso contrario,

SPIN
A

onde Z3"™(oxc) ¢ a fungdo de partigdo que faz de ¢ uma medida de probabilidade.

Isto é,
Z5Ngae) = ¥ o~ BHR(@A0NC).
OA
Uma vez que @ = (Pp)ac# é uma interagdo A-admissivel regular, pelo Lema 4.28, a
familia 7 = {¢p3'™N : A € £} é uma especificagdo Gibbsiana quase-local. Diremos que
uma medida y € M;(Z,) satisfaz a equacdo DLR se u ¢ especificada pela familia 7,

isto é, para cada fungao f cilindrica com suporte em A, se satisfaz

H(F) P [ o) 9N (F o) (221)

<(gSPIN

Definimos por o conjunto de todas as medidas de probabilidade que satisfazem a

equagdo DLR. Por compreensio, "N ¢

GIN = L€ Mi(): p(D=p( SN, supp(f) € A}
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@SPIN g5 chamados, também, de estados ou medidas de Gibbs ou

Os elementos de
estados de Gibbs SPIN. O conjunto 45PN esta formado por todas as medidas que sdo
consistentes (veja Definicdo 4.7) com a especificacdo 7®. Dito de outra forma, ¥5'N ¢ a
classe de medidas de probabilidade que sdo preservadas por seus respectivos nticleos
de probabilidade.

Desde que 7® é uma especificagio quase-local, pelo Teorema 4.26, o conjunto ¥"™N é
ndo vazio. Observe, também, que a quase-localidade e a consisténcia desta especificagdo,
segundo o Teorema 4.31, nos permite estabelecer a seguinte equivaléncia: cada u €

@SPIN se, e somente se, 1 admite a seguinte versdo esperanca condicional,

u(floas) = g™ (floae), p—q.c., (222)

onde f é uma fungéo cilindrica com suporte em A.
O Lema 5.3 nos proporciona as RC marginais para a medida ES com condigdo de
fronteira livre e m-conectada. No entanto, o seguinte Lema nos informa sobre a SPIN

marginal da medida ES com condigdo de fronteira geral como foi definido em (203).

Lema 5.4 (SPIN marginal). Seja v € 955, A € £ e f uma fungiio cilindrica com suporte em
A. Entdo a seguinte SPIN marginal é satisfeita:

Py Floas 1Bay) = P3 - (floac).

Demonstragido. Dado A € £ e o Hamiltoniano definido em (219), note que fator de

Boltzmann e~ PHA©@A0x¢) pode expressar-se

g_,BH}(\)(UA‘TAC) — H eﬁ](SUx,Uy H 65 ZZ:l hpdo.c,p = H eﬁ]‘svxﬂy H eﬁh(‘fx),
{xy}eBA) XeA {x,y}eBA) xeA

onde h(oy) = qu=1 hyés,,p- Usando o Lema 3.7, expandimos cada fator ePloexey como
1+ (eP — 1)d¢,,0,- Logo, introduzindo a configuragao 17p(a) = (7p)peB(a) € usando o Lema

1.7 (como foi feito no Lema 3.9), podemos escrever o fator de Gibbs da seguinte forma

o BHR(OATN) _ Z H (P — 1)éo,.0, H eBh(ox)
mB(n) {x,y}€B(A) XEA

ay=1
_ ES
= Z WA,]B(A)(‘TAz B TAc, TB(AY)-
TB(A)

SPIN (f|oac), para cada fungdo f cilindrica.

]

De onde se deduz ¢}5\?B( A)( floac, mBay) =
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5.2 PROPRIEDADE FKG DAS MEDIDAS GRC

Nesta se¢do e no restante do capitulo, assumiremos que {qp :p=1,---,q} é uma

sequéncia de niimeros reais positivos que satisfazem a desigualdade

WV

a1, (223)

pe Qmax(h)
onde Omax(h) ={pe{1,---,q9}: hy = hmax} € 0 conjunto formado por todas as cores
onde o campo externo atinge um valor maximo. Consideraremos a relacdo de ordem
padrao sobre Q) = {0, 1}Bo@) definida por

w,n€eEN: w3 &= we <1, Vee]Bo(Zd).

Usaremos, também, a nota¢do padrdo w V7 e w A i para denotar as configura¢des

méximo e minimo. Tais configurac¢des sdo definidas como
(wVn)e=max{we, 1.} e (wAn)=min{we, 1.}, Vec ]Bo(Zd),

respectivamente.
Diremos que uma medida y sobre () tem a propriedade litice FKG se esta satisfaz a
condicao latice FKG:

ww V) pwAng) = puw) uy), Vo,n €. (224)

A classe de medidas que compdem a formulacdo do préximo resultado é caracterizada
pela condicdo que introduziremos a seguir como a propriedade FKG forte. Esse
conceito de monotonicidade é mais forte que a propriedade FKG (padrdo). Foi mostrado
por Van den Berg e Burton [117] que a classe de medidas que satisfazem a propriedade
FKG forte é equivalente a classe de medidas que satisfazem a condigdo latice FKG, isso
é resumido no Teorema 5.5 (para maiores detalhes sobre a condigdo latice FKG, veja
referéncia [52]).
Para B C B/ finitos e & € {0,1}®', definimos

Q% ={ye{0,1}% .y, =¢, Ve c B\ B} (225)

como o conjunto de configuragdes que coincidem com ¢ sobre o complementar de B

com respeito a B'. Seja # uma medida de probabilidade sobre {0,1}®" e sejam B, ¢ tal
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que y(Q%rB) > 0. Definimos a medida de probabilidade condicional ,u]CB sobre o espago

de configuragdes finitas {0, 1} por

u(BSE\B)

, 0,1}B, 6
V(Q%) 77136{ } (226)

His(78) = Hrs|Qf) =
onde npgp\p denota a configuragdo (chamada de configuragdo concatenada) definida
por

e, seec B

(1BCB\B)e =
&, seec€ B\ B.

Definicao 5.3 (Propriedade FKG forte). Dizemos que uma medida y tem a propriedade
FKG forte * se: para cada B C B' e todo & € {0,1}®" tal que y(QI%) > 0, a medida y% é

associada positiva, isto é, para cada fungio f, g mensurdvel crescente temos

S - 9) = 15 () ui(9),

equivalentemente, se COVyg (f,g) = 0.
B

Seja 1 uma medida sobre {0,1}®’, B ¢ B’ subconjuntos finitos de By(Z%) e &, €
{0,1}® tal que y(Q%), ;4(0]1]@) > 0. Dizemos que y é monétona se: para cada funcdo

cilindrica crescente f, dependendo somente das arestas de B, tem-se

1S(f) < ph(f),  sempre qued = .

Isto é, u é mondtona se, para cada B C B/,

y% <st y}é, sempre que( =< 4. (227)

A medida y é chamada de 1-monétona se (227) se satisfaz para todo conjunto de arestas
BB unitario.
Com base nestas defini¢des prévias, enunciamos o seguinte teorema que sera de vital

importancia no decorrer da apresentacdo do trabalho.

Teorema 5.5. Seja y uma medida de probabilidade estritamente positiva sobre {0, 1}B (isto ¢,

u(w) > 0, Yw € {0,1Y%). As sequintes afirmacdes sio equivalentes.

(a) p tem a propriedade FKG forte.

Em alguns textos, a propriedade FKG forte é conhecida, também, como associacdo fortemente positiva.
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(b) u satisfaz a condigdo ldtice FKG.
(c) p é mondtona.

(d) p é 1-mondétona.

Demonstragido. Para uma prova por extenso deste teorema, veja [65], Teorema 2.24, p.
28. O

5.2.1 Propriedade FKG forte e algumas consequéncias

A seguinte ferramenta técnica, chamada propriedade FKG, é uma propriedade de
vital importancia das medidas a volume finito definidas aqui. Essa propriedade nos
permitird dar sequéncia a nossa apresentacao, pois através dela é possivel obter a maioria
das monotonicidades deste trabalho, o que nos ajudard economizando esforco analitico.
Essa ferramenta faz o papel andlogo a independéncia para modelos que possuem a
propriedade de ser independente como, por exemplo, o modelo de percolacdo (de
Bernoulli) definido no Capitulo 2. Salientamos que as medidas de Gibbs definidas neste

capitulo carecem de independéncia, e é por isso que requeremos dessa propriedade.

Teorema 5.6 (Propriedade FKG forte). Sejam g € Z*, >0, ] >0, (hp);zJ=1 uma sequéncia

de campos externos e {q, : p = 1,-- -, q} uma sequéncia de niimeros reais satisfazendo (223).

GRC GRC
Alivre € (PA,max

Para qualquer A € £, as medidas ¢ tém a propriedade FKG forte.

Demonstragio. Por simplicidade, assumiremos que o campo magnético satisfaz a se-

guinte relagao:
h<hy<---<hy<---<hy (228)

Fixando o volume A € .Z, pelo Teorema 5.5, para provar a propriedade FKG forte da
medida (Pglic onde # denota a condicdo de fronteira livre ou m-conectada, é condi¢ao
necesséria e suficiente provar a condigio latice FKG para a medida ¢$8¢, a qual, a sua

vez, é equivalente a provar a seguinte desigualdade
WOV WREC @D An®) = WEEChOMWRE @®), (229)

onde 71 e #7?) sao configuracdes arbitrarias.
Por definir CRC
Wiy (EV 1)

R(E 1) = ——
(& n) WEEC(E)

7
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pode-se ver que (229) se mantém se

isto é, a condicdo (229) é satisfeita sempre que verifiquemos que R(¢, 17) é crescente em
¢, para cada # fixado.

Para cada configuragdo 7 fixa, escolhemos um ordem arbitrdrio para o conjunto de
arestas abertas Boc.(77) e 0 representamos como a sequéncia (ey, - - - ,e“BOCC(w). Logo,

para qualquer configuragdo ¢ 3 temos

|B0cc(77)|
R, n) = R(EV 17(31) VeV ;7(€k—1)/ U(Ek))r
k=1

onde a configuracao 7© é definida por

1, seb=e
(1) = Vb € Bo(A) ou b € B(A).
0, seb e,

Portanto, é suficiente provar (230) para configuracoes ¢, 7V e #® tal que ¢ tenha,
no minimo, duas coordenadas nulas ou, no maximo, uma coordenada nula, com
W =¢vy®, y@ =z vy?). Comecaremos assumindo que & tem, no minimo, duas
coordenadas nulas que, por simplicidade, o denotaremos assim
E=(%---,%, \0/ Sk, ek, \0’ ke %),
b—ésimo b’ —ésimo

onde b,b' € B(A) ou b, b’ € Bo(A), b #1' e os asteriscos denotam elementos genéricos
em {0,1} (ndo necessariamente iguais). Se definimos as configuragdes

CbE(*/"'/*/ 1 P X%, 0 /*/"'/*)/
~ ~

b—ésimo b’ —ésimo
e
v _
C :(*1"'/*1 0 g X%k, 1 /*I"'/*)/
~ ~
b—ésimo b’ —ésimo

temos que y = v y® =gt 4@ =gy @) = gb'e M A 4@ = ¢,

Com o intuito de provar (230) é suficiente verificar que

RE, ) = RE ), comb#V. (231)

Aqui, a configuragdo & pertence ao espago {0,1}Bo™ ou ao espago {0,1}B®) sempre que nao se

especifique.
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Portanto, nos concentraremos em provar (231). Para isso primeiro observamos que
(e,B] _ 1)|]B0cc(§b\/€b/)mIB(A)‘ — (eﬁ] _ 1)2(@3] _ 1)|]Bocc(§)mIB(A)"
(P] — 1)Bocc@MBW — (8] _ 1)(eP] — 1)BoccONBW)]

(eP) — 1)Bocc@/EINBA — (oB] _ 1) (eB] — 1)Bocc@NBA)

Entdo, segue que

(eB] — 1) Bocc@VENMBW| (o8] — 1)2(eB] — 1) Boce@NBA)

= =Pl _
(e,B] — ])|]B0cc((:b)m]B(A)| (e,B] — 1)(eﬁ] — 1)|Bocc(§)m]B(A)| ¢ 1

(Pl — 1)) — 1)/Boc@BO (oB] — 1)[Boce(@VEINB(A)
(@] = 1)Boc@NBW T (B — 1) Boce(NB(A)]

Identidades similares as de acima obtém-se para o caso da condi¢do de fronteira livre

— 4 ; EORC GRC GRC
fazendo-se B = By. Pelo cdlculo anterior e pelas defini¢des dos pesos Wy Lo ., Wi~ a

prova de (231) se reduz a provar a desigualdade

Op#(CE V&) _ Ops(CEVEY)
OrsCE) ~  Ons(CE) (232)

onde # denota a condicdo de fronteira livre ou m-conectada.
CASO CONDICAO DE FRONTEIRA LIVRE.

Dividiremos a prova de (232) em vérios casos. Sejam A1, Ay, By e By 0s aglomerados

do grafo (A, |Bocc(&) N Bo(A)|), consideraremos os casos mostrados na Figura 28

) = N e
y 4 \ / i \
/ / \ \ i \ A=A /
( ) = j <
N b \ | %S . Ny A /[
\ Al b‘—r A2 | \‘ ]\% ¥‘—f '\ —— e
\ ', \ J \‘ O,, \ , / \. b .~ N\
-/ w W/ w £ @ /
(I) - an T . .
. _ b ( zgy;b_\\ e~
& N - / T \ 4 AN )
{ iy f ) " am
5 {—f By
\\ Y -\ \\ \'\BQZ B<
- VA \
- ___/,/ o >

Figura 28: Aglomerados A1, A2, By e By no grafo (A, op,a)())-
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O caso (I) representa o fato de que os vértices da aresta b pertencem ao aglomerado A,
A; e os vértices de b’ pertencem ao aglomerado By, B;. Neste caso, o lado esquerdo e o
lado direito de (232) sdo iguais, desde que
Olivre(A1 U A2)Oliyre(B1 U Bo) _ Olivre(B1 U B2)Oliyre(A1)Olivre(A2)
Olivre(A1 U A2)Oliyre(B1)Oivre(B2) Olivre(A1)Olivre(A2)Olivre(B1)Olivre(B2) .
Para o caso caso (II), devemos de provar que

®livre(A UBU C) > ®livre(c UB )®livre (A)
®livre ( CU A)®livre (B) - ®livre (A)®livre (B )®livre (C) ’

o qual é equivalente a provar a seguinte desigualdade
Olivre(C)Olivre(A U BU C) 2 Opiyre(C U A)OBliyre(C U B). (233)

Para facilitar-nos a prova de (233), para cada p € {1,---,q} definimos os seguintes

numeros

— hy|A — hy|B — hy|C
czp:e/3 plAl bp:eﬁ plBl e Cp:eﬁ pICl,

A hipétese (228) implica que as sequéncias (czp)’;=1 e (bp)?J=1 sdo ndo decrescentes em p.

Usando esta notacgao, (233) se rescreve
9 q q q
Z C]pCp Z qp/llp/bp/cp/ 2 quapcp Z qp/bp/cp/. (234)
p=1 p'=1 p=1 p'=1
Ambos os lados da desigualdade acima podem ser escritos usando a forma bilinear

q
p(a,b) = Y rppayby,
pp'=1

onde Tpp = QpCpldpCpr , A = (a1,---,aq) e b = (by,- -+, by). Note que ¢ é uma forma

bilinear simétrica e que (234) pode ser escrita como
¢(1,c) > ¢(a,b), ondec = (a1by,- - ,aqbq). (235)
Portanto, resta provar (235), o que claramente se mantém desde que
tpp(ay —ap)by —bp) 20 < @(1,¢) — ¢a,b) — @b, a)+¢(c,1) > 0.

Procedemos a provar (232) para o caso (I1I). Agora provaremos que

— ®livre(A U B) > ®livre(A U B)
®livre(A U B) (H)livre(A)@livre(B)’

1
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em outras palavras, provaremos que Ojiyre(A)Oliyre(B) = Olyre(A U B), ou equivalente-

mente
q q q
Z%”P Z qpby > Z%”pbp
p=1 p'=1 p=1

Esta ultima desigualdade é verdade desde que

q q q 9 q
X 9pp ) Apby = Y apap Y, by =) qpapby,
p=1 p'=1 p=1 P'€ Omax(h) p=1
onde usamos que Vp € {1,---,q}, b p sobre o conjunto Qmax(h).
Para os casos onde os vértices de b ou de b’ sdo contidos no mesmo aglomerado, a
desigualdade é trivial.
CASO CONDIGAO DE FRONTEIRA MAX-CONECTADA.
Suponha que M € Qmax(h). Para provar a desigualdade (232), outra vez temos que
analisar os trés casos expostos na Figura 28. Para o caso (I), analogamente ao caso da

condicdo de fronteira livre, temos

Op (A1 U A2)Op 7(B1 U By) _ Op 7 (B1 U B2)Op 7:(A1)On 7(A2)
Op (A1 U A)Op i(B1)Op (B2)  Op (A1) i(A2)On (B1)On i(B2)’

independentemente dos aglomerados Ay, Ay, By e B, e das possiveis combinagdes que
interceptam A°.

Para o caso (II) e todas as configura¢cdes mostradas nas figuras abaixo

; { / & / / N
f \ \ i FA 1 / \ \ i 5 rA AW

~N \ [ N jA2=A / A / - \ [ D\ &=
S ) 8N N\ b 7 & . J \ 8 N b e
\.\ \Q\%C:j—bf\/ A=A :I ‘\.\ \6;\\\0\7—(/ /\, \.\ \g\%o\.‘l—br\/ A=A Il l\. \63 N I \/ (
w W, w / w - - ‘ RN /
b\/ CNAS£D A’ CNAc#D Y CmA‘f;é(Z) ;\ CmA‘#@
P —\/ p _.\<1 NAC£D - —-> BNA®#( N gm 11: o g
\ N \Bsz'\ B=B \ \\BQZB \

temos da definicdo (218) de @, 7 que a seguinte igualdade se mantém
Cﬁqﬂﬁbmcnq = a,ﬁCﬁbﬁlCﬁ.

Para as seguintes configura¢des que também aparecem no caso (II) da Figura 28:
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— - ON >
—"\ ~. e ==Y ~
- \>\ 4™ o \ a4 / \>\
‘/ 4 9 \ ! » \ | A2 =A / ‘/ ( .) \‘
./41% Neob /) \_dA \ ’\\@ Nobo/ / ./41\\6) Ny b \
\ 63\\\ i T 4=4 A SN ! \, L A =4 |
v < ¥ J . o/ ¥ ) g g N /
- - - \.\.—_/' . 4 . 4
b&a):AﬁA“‘;ﬁ@ ;X(b):BﬁAC#V] b (¢): ANAC £
N i~ g Bl
£ J / \ 7 J
\, M \BzEB< | Bo=B

a qual é sempre vélida desde que bj; > b,y
(232) fica
9 9
Z GpCp azbgcq > Z GpapCp bisCii,
p=1 p=1
a qual é verdade porque a5 > a,, Vp = 1,---,q. Finalmente, em (c) a desigualdade

(232) se expressa da seguinte forma

q
Z qpCp aﬁbﬁcﬁ = aﬂqcnqbﬁc,;;
p=1

e a validade desta desigualdade é assegurada pela relacao
9
Y apr = ). Gty > ca
p=1 PE Qmax(h)

a qual segue de (223) e pelo fato de que quando p € Qmax(h) tem-se ¢, = ePhmax|Cl = ¢

Agora, consideraremos o caso (III) (da Figura 28), dividindo seu andlise nos seguintes

sub-casos
AA ) ) AA AA ) A
// S “\/ //’ REE N V N
PalaiVy i / oy 7
/'VY/\\<§> (:\ \%%@ ( /Vy’\\@ (:\ '\*{”\\@ \/ /WJ\\@ ( '\«%\\@ \/
/ p / A A
l z\\\(z, \a . EN \\ l z\\\z’ \a . EN \\ ( j\\\«y b N \\
\ > \~\ Pl \ e \~\'/ o - ) 7/ \\\'/‘/.
(@) :ANAS£D (e) :BNAC #0 (f): AnAc#D
BNA¢#£0

Para (d), a desigualdade (232) é vélida enquanto

q
(7 Z qp’bp’ = aﬁbﬁ;.
p'=1
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Este fato é verdadeiro porque
9
Z qp’bp’ = Z qp/bp/ > bj.
p'=1 P’ € Qmax(h)

Para (e), a desigualdade desejada segue de

(Z qpap> > a;bi,

porém, esta desigualdade se mantém, pois a desigualdade seguinte

q

Yo ampap = ), ap=a

p=1 pE Qmax(h)
é vdalida. Para o tltimo sub-caso (f), temos que provar que a;b; = azbsz;, o que é
obviamente verdadeiro.

Na condigdo de fronteira max-conectada, se os vértices extremos de b ou de V' per-

tencem ao mesmo aglomerado, o resultado segue. Para finalizar a prova, necessitamos
considerar o caso em que & tem, no méaximo, uma coordenada nula e 7 = ¢ v #®),

7@ = ¢vy®. Suponha que

CE(ll"'lll 0 11/"'/1/ 1 /1/"'/1)

b—ésimo b’ —ésimo

onde b, b’ € B(A), com b # b’. Definindo as configuragdes

&=@,---,1, 1 ,1,---,1, 1 ,1,---,1)

~ ~

b—ésimo b’ —ésimo
e
v
‘: E(]-/"'lll O /1/"'/1/ 1 /1/"'/1)/
~ ~
b—ésimo b’ —ésimo

pode-se ver que ) = v y® = ¢, @ = v 17(17/) =il e que M A @ = & Neste caso,
para provar (230) para as condi¢gdes de fronteira livre e max-conectada, é suficiente

provar que R(¢?, &y = RE, &) com b # 1, porém isto é trivial desde que

GRC (Cb \/ gb’) GRC (‘:b) GRC(@) WGRC (g gb’)

— b
W/C\;,I;C(gb) WGRC(Cb) WE/I;C(C) W/C\;,R#C(g) =R, ¢7),

RE, &) =

o que conclui a prova. [
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A proposicdo a seguir cumpre um papel fundamental na prova do Lema 5.8, esta
proposigdo diz que se uma medida de probabilidade u sobre o espago {0, 1}]B0(Zd) tem
a propriedade FKG forte, entdo, a medida de probabilidade condicional p(- |5§3) sobre
{0,1}B, B C By(Z?) finito também tem a propriedade FKG forte, onde ﬁ]% é definido

como
O = (7€ {0,1)B@) . . = ¢, Ve e B}, ¢ e {0,112, (236)

o conjunto de configuragdes que coincidem no complementar do conjunto de arestas B
com respeito a By(Z*). Cabe observar a diferenca da defini¢ao do conjunto ﬁ]% com a

definigdo (225) do conjunto Q]éB.

Proposicio 5.7. Seja B C Bo(Z?) finito , u uma medida de probabilidade sobre {0,1}Bo(Z)
que possui a propriedade FKG forte, ¢ € {0, 1}B0(Zd) eu(:) = y(-|5§3). Entdo, a medida de
probabilidade condicional pi possui, também, a propriedade FKG forte.

Demonstragio. Segundo a defini¢do da propriedade FKG forte de uma medida e a
notagdo feita em (226), para cada fungdo crescente cilindrica f, g : {0, 1}B0(Zd) —+Re

B C By(Z%) um subconjunto finito, se

HS(f - 9) = () 15 (9), (237)
devemos provar que
5(f - 9) = I5(F) s (9)- (238)

De fato, dado & € {0,1}BoZ" ¢ f: {0, 1}Bo@") — R uma funcao cilindrica crescente,

definimos a fungdo crescente f]g :{0,1}B@) 4 R por

o) = F0ib),

onde a configuragdo 17]% é definida por

g Ne, seecB
(77]]3)6 =
&, seec Byg(z%)\B.

Observamos que f]g é uma funcio crescente sobre {0,1}5.
Por outro lado, considere B’ C By(Z9) finito tal que B C B’ e definamos a fungéo
crescente f5 : {0,1}® — R por

Fetm) = F(15)m),
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onde (17]%)13/ é a projecdo da configuracao 1716:'(3 sobre o conjunto B/, isto é

e, seec B
(771%)62 ‘
&, seec B \B.

Observe que fFB é, também, uma fungéo crescente sobre {0, 1 }]B. Adotadas estas notacoes,

lembrando a defini¢do do conjunto QI% dado em (225), tem-se

B _ 025
(g = i35 w3508 o _ MU sh)
i(0%) wOQf) MO0k (@)
ﬂ(O%)
7 L
n(fg - Sp) /7
=B SB) _ 87 9), (239)
(@) b

onde, na primeira igualdade, no numerador da terceira igualdade e na tdltima igualdade,
usamos a defini¢do de esperanga condicional dada em (226). Na segunda igualdade
usamos a definicdo da medida de probabilidade pi. J4 no denominador da terceira
igualdade se observa que QI% C ﬁICB, portanto, segue a quarta igualdade. Observe que,
pela definicdo de esperanca condicional, por convengao, estamos assumindo que os
conjuntos Q]CB e _]CB tém medida estritamente positiva.

Um processo andlogo (basta fazer ¢ = 1 e depois f = 1 em (239)) ao feito em (239),

mostra
S =u5) e i@ =uk@).

Finalmente, usando (239), estas duas (tltimas) identidades e a hipétese (237) temos

(- 9) = 15(F- ) 2 1u(H 15@ = 15N TR(©),
0 que prova (238). O

Como veremos a seguir, em geral, para qualquer subconjunto finito B C By(Z%), a

medida a volume finito ¢p$RC(-|7pc) também tem a propriedade FKG forte. A ideia da

prova deste fato, como veremos em seguida, é que a medida ¢$RC(-|ypc) pode ser escrita

como limite (pontual) de medidas de probabilidade, as quais podem ser expressadas

GRC

como medidas condicionais da medida ¢,

FKG forte.

que, pelo Teorema 5.6, tém a propriedade
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Lemas.8. Sejam p>0,] 20,9, >0, p=1,---,q esuponha que os pardmetros q, obedecem
a condigio (223). Para qualquer B C Bo(Z") finito, a medida ¢pSRC(-|npe) tem a propriedade
FKG forte.

Demonstragio. Considerando A € £ en € {0, 1}B0(Zd), seja 7' a configuragdo definida

por
e, see € Bo(A)

0, see e ByA)F.

(U(A))e =

A A
Uma vez que 171530)( A) = TBy(a) © 111530)( ay = 0, temos

q
GRC (D) (D) _ Bocc(1®)NBy(A —B(hmax—Hy)|C(H®
WE, () ’7]BO(A)|771BO(A)C)—(3W—1)| (7'¥)NBo(A)| | l que B( 2CH®)|
C®):Cn®HNa# p=1

q
— e*,maax|A| . (E’B] _ 1)‘]BOCC(I7)QIBO(A)| H 2 qp eﬁhp‘c(ﬂ)‘
C(y) p=1

= ¢ PhmaxI8l L YWERC () = =Plmaxlal  YYSRE () (240)

onde, na segunda igualdade, simplesmente se fatorou o termo e~ PmaxlAl do produtério
correspondente e se usou, também, o fato de que o nimero de aglomerados C(7®) que
interceptam A é igual ao nimero de aglomerados C(77) do grafo (A, Bocc(77) N Bp(A)), no

entanto, na ultima igualdade se usou a identidade Wg’ﬁgre(ﬂ) Eﬁgre(ﬂm)), tendo-se

em conta a defini¢ao da configuracao 7™ e do fator WEE& ()

Seguindo a defini¢do (236) do conjunto QIBO(A), para cada funcdo crescente cilindrica
f:{0, 1}B0@") 5 R, definimos a funcio crescente f2:{o, 1}B@) 5 R por

fa0) = F®),

onde a configuragdo 7™ foi definida no comego desta prova. Observamos que f3 ¢ uma

fungdo crescente sobre o espaco de configuragdes {0, 1}Bo(d),

GRC

Alivrer cOndicionado ao evento

Usando a defini¢do da medida de probabilidade ¢
=0 .
QOp,a), Veja que

GRC (fA) ( GRC )—1

GRC A li Ali GRC A
A livre (f | Q]BO(A) = = Wre Z f A 77) WA livre(”( ))'
CRE (Q ) PSR (OQpy(a)
Alivre ]BO(A) A, hvre ]BO(A) By ()

Por (240), o lado direito da igualdade acima é

(ZGRC ) 1 e,maax|A|

Al A
= ivre — Z fA(ﬂ) WIBRC(U]BO(A) ’771(80) A)C
(PA,livre (Q]BO(A)) By ()
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Multiplicando e dividendo pela constante de normaliza¢do Zg&g)(qBo(A)c), obtemos

GRC -1 7GRC Bmax|A
_ (2R Zi Urmogay) ePtmlt RGN IR
GRC —0 0 By(A)©
(PA,Il{ivre(Q]BO(A))
GRC -1 »GRC hmax|A
(2555 Zi) (rmyaye) Pl HSRC (£
= GRC () Bo(d)\ By ()"
P tivee By (a))

Em resumo, temos provado que
(Z5Tere) " Zi ) Bo(aye) Pl

Alivre
GRC (Y
qu,livre (QIBO(A))

GRC =0 GRC A
¢A,livre(f|Q]Bo(A)) = (PIBO(A)(fm]%O)(A)C)'

(Z5Ture) ™" Zig(o) (Tmy(ae) e mex

Alivre
GRC (0
¢A,livre (Q]Bo (A))

7

Fazendo f = 1 na identidade acima, conseguimos 1 =

implicando que

PSR (F 10 y) = $ERG (F 170 - (241)
Por outro lado, como a medida 4)3%% . tem a propriedade FKG forte, pela Proposicéo 5.7,
a medida de probabilidade condicional gbgﬁgre(- |5%0(A))r também, possui a propriedade
FKG forte. Combinando essa observagio com o fato de que a familia {pFRC(- |17]§3AC)) D Bl<
o} forma uma especificagio consistente, de (241) obtemos que a medida $p§R<(- |771§3Ac))
possui a propriedade FKG forte para B C B(A).
Para concluir a demonstracdo, veja que se o limite

lim ER(-[n5) = PER(-|7me) (242)
AtzZd

é satisfeito, pelo fato de que a medida (p]%RC(-MI(BAC)) possui a propriedade FKG forte,
o limite ¢p$RC(|7pe), também, possuird a propriedade FKG forte, o que concluiria a
demonstragdo. Portanto, no que resta da prova, nos dedicaremos a provar a validez do
limite em (242). De fato, seja f uma fungdo cilindrica que depende somente das arestas
em B, tal que B C By(A) e denote C:)(C(;y)) = ZZ:1 qp e Plimax—hp)|CD|  Pela definicdao da
medida de probabilidade ¢pSR<(: |17]§3Ac)) segue que

B — 1)/ Bocc/)NB|

) (e ~
o5 (flme) = Y f() IT (C(y))
5 ZERCU))  capcmnver-o
X I O(C(n)) I O(CH™)).  (243)
C):CNV(B) #D CH™):C(n™HNV (B)° #2
C(nNoA=0 C(U(A))OBA#@
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Como |C|=1 _i{0esx), Segue que |C| é crescente no sentido FKG. Além disso, como
7™ 1 1 temos lluxez . {OHX}(W(A)) = JIUXGZ {0ex} (1), para A suficientemente grande, o que
implica |C(n™)| 1 |C(1)]|, sempre que A 1 Z7.

Por outro lado, para cada 7 € {0, 1B existe A € £ tal que

{CW®) S (8, Boce(™)) : CH™) NV(B) # @, C(p™)nos # D} |

{C) € (Z%, Boce() : Clp) N VBY # D, [Cp)|= oo} |.

Usando a convergéncia |C(n™)| + |C(y)| e a identidade acima, obtemos a validez do

seguinte limite

lim 4 [ Le):copnvsy o c/(e (1)) HC(W(A));C(W(A))HW(]B)C#® @)(C(”(A))
C(17)NoA=D Cr™HNar#o

[ Tew):copnvsy+o (C(y)) [Tew):copnvsy+o O(C(n))
|C(17)| <00 |C(i7)|=00

I cuy:copnvm)#o O(C(n)).

Fazendo A 1 Z% em (243) e usando o limite acima, veja que Z]%’RC(U]%AC)) — Z]%’RC(W]BC).

Portanto,

(e,B] — 1) ‘]Bocc(q)m]B ‘

Jim, 05" flr) = L)

ZERE (17e)
x IT O(C(n)) I O(C(n))
C(np):C(yp)NV(B)*=0 C@):C(mNV(B)#D

eP] — 1)Boce()NIB]

I OC) = PFR(flnse)-

ZEEC0IB)  copemnvmo

=Zﬂm(
B

Isto prova (242) e, em consequéncia, a prova do lema segue. O

O préximo resultado, de certo modo, é uma generalizagdo do Coroldrio 3.39. Este
resultado nos proporciona a monotonicidade das medidas GRC com respeito a condigdo
de fronteira. Novamente, a utilidade da propriedade FKG ¢é fundamental no esquema

da prova.
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Lemas.9. Sejam > 0,] 20,9, >0,p=1,---,q e suponha que os pardmetros q, obedecam
a condigio (223). Para qualquer subconjunto finito B C Bo(Z?), a aplicagio 1 — $pGR(-|1p¢)

é crescente no sentido FKG. Isto é, para cada fungdo cilindrica crescente f

o5 (fIEBe) < ¢ (flype), sempre que & < .

Demonstragido. Dado ¢ € Qe f : (3 — R uma fungdo cilindrica crescente, definimos a

fungao crescente f]g : () — R por

FEn) = Fuib),

onde a configuracdo 17]":B é definida por

(171%)8 _ e, seecB
Ce, seec B
Observe que ffé é uma fungao crescente sobre o espaco de configuragdes finito {0, 1}®.
Seguindo a mesma ideia de [65], Lema 4.14, p. 71, aumentaremos o grafo (V(B), B) por
adicionar algumas arestas extras na fronteira 0V (IB). Para cada x # y em dV(IB), adicio-
namos novas arestas entre x e y, denotadas por [x, y]. Caso uma aresta {x, y} ja exista,
simplesmente adicionamos outra aresta em paralelo. Escrevemos [F para o conjunto das
novas arestas, B = BUT; {0, 1}E para o espago de configuragdes aumentadas e seja
@?B(-) = (j)%RC(- |¢ge) @ medida GRC sobre o grafo aumentado (V(B), B). Pelo Lema 5.8,
a medida @?B tem a propriedade FKG forte, logo, ela satisfaz os itens do Teorema 5.5.
Para ¢ € (), seja La relacdo de equivaléncia sobre 0V (IB) dada por: x 9 Y se, e

somente se, existe um caminho &-aberto de By(Z?) \ B ligando x a y. Defina
Fé = {[x,y] € F:x EJy}
Seja ¢ < ¢, logo, F¢ C F¥. Para cada configuragédo 7z € {0, 1}E, definimos a configura-
cdo w® € {0,1}B, onde
1, seeeclF®
w® = 0, seecTF\IF¢
e, seec B.
Veja que w® < w¥). Motivados pela definicdo dada em (225), definimos o conjunto

0" = {15 € (0,1} 5. =, Ve € B\ B}
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de configura¢des em {0, 1}E que coincidem com w® no complementar de B (com

respeito a B). Levando em conta estas defini¢des, temos
— @y _ — @y _ — @)
98 (F16B9) = 9851689 = Pp(fBI0R ) < Po(f5108") < PHUFIOE™)

= PR (| ¥me) = PERC(f[yme),

onde a segunda e terceira igualdade podem ser provadas usando argumentos anédlogos
a prova do Lema 5.8. Na primeira desigualdade se usou o Teorema 5.5, especificamente
a monotonicidade da medida 5]%: desde que esta satisfaz a propriedade FKG forte, no

entanto, na segunda desigualdade o fato de que f]g < ff‘f . O

O seguinte corolério é vélido para qualquer medida de probabilidade, uma vez que
esta medida tenha a propriedade FKG forte. Este resultado nos fornece monotonicidades

FKG com respeito a eventos especiais, como veremos em seguida.

Corolario 5.10. Sejam B C B’ dois subconjuntos de arestas e y uma medida de probabilidade
definida sobre o espaco {0, 1}® satisfazendo a propriedade FKG forte. Para cada funcio cilindrica
crescente f, as sequintes desigualdades entre esperangas condicionais (com respeito a yu) sio
satisfeitas:

u(fls =0) = u(flne = 0) e pu(flys =1) < p(flne = 1),
onde {yg = b} denota o evento {5 € {0,1}%" :y,=b, Ve € B}, comb=0,1.
Demonstragdo. Por simplicidade da apresentagdo, unicamente faremos a prova para a
desigualdade que involucra o evento {#p = 1}, ja que a outra desigualdade é pro-

vada usando os mesmos argumentos. Por propriedades elementares de esperancas

condicionais, veja que

wflms =1 ="}, u(f Ly pecrlre =1)
ge{01}®

= Y. #(flrs=1, yprg = &) ulrpns =&l = 1)

ge{o1}®
<u(flig =1 ), pOpng =Elys=1)
cefo1)¥
= :u(f|17]B’ = 1)/

onde, na desigualdade, usamos o fato de que a condi¢do de fronteira 1 domina a
qualquer condic¢do de fronteira ¢ juntamente com a propriedade FKG forte da medida p

(portanto, u é monétona, veja Teorema 5.5). O
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5.2.2 Limite fraco da medida GRC

O objetivo desta subsecdo é mostrar a existéncia de limites fracos, no sentido da
. : GRC GRC : o
Defini¢do 3.14, das medidas GRC ¢ e ¢5 = . Para isso, primeiro usaremos as
monotonicidades e domina¢des FKG mostradas na subsec¢do anterior para provar o
seguinte lema de dominacdo FKG no volume. Precisamente, o Lema 5.11 é uma
consequéncia da propriedade forte FKG e do Corolario 5.10. Este lema pode-se ver

como uma generaliza¢do da Proposicado 3.43 do Capitulo 3.

Lema 5.11 (Dominagdo no volume). Sejam p>0,] >0,q, >0,p=1,---,qe suponha

que os pardmetros q, obedecem a condigio (223). Além disso, seja A C A em £. Entio

GRC GRC GRC GRC
(PA,livre(f ) < (PA,livre(f ) e (PA,max(f ) > (PA,max(f )'
para cada fungdo cilindrica crescente f.

Demonstragio. Primeiro, provaremos a monotonicidade no caso da condigdo de fronteira
livre. Para isso, considere A C Aem %, f : {0, 1}IBO(A) — R uma funcgéo cilindrica
0 . . ! _ 0 z
crescente e o evento QBO( A) definido em (225) com B’ = B(A). Note que QIBO( A € um
evento decrescente (no sentido FKG), logo, por uma inspecdo simples na definicdo da

medida c[)/G\l}igr o~ Veja que

(Pg,lRiSre(f ’Q%O(A)) = (P/C\;}i(x:/re(f )

GRC

Em seguida, usando a identidade acima e a propriedade FKG forte da medida ¢,

obtemos
Pnivre(F) < Dniorel )

Para provar a outra monotonicidade, com respeito a condi¢do de fronteira max-
conectada, a prova é bem mais elaborada. Primeiramente, observe que o evento QllB( Ay
definido em (225) com B’ = B(A), é crescente (no sentido FKG). Segundo, no caso
que A° é conexo, a prova procede como caso particular da prova para o caso quando
A° ndo é conexo. No entanto, no caso em que A \ A ndo é conexo, denotaremos por
Hj,- - -, Hy os buracos que provocam esta ndo conexidade. Para contornar o problema
de ndo conexidade fora de A, usamos o seguinte truque padrao: para cada buraco H;,
introduzimos uma aresta (fantasma) adicional b; com uma extremidade em H; e a outra

em 0A. Considerando
B*(A) = B(A) U {by, - - -, bi},
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definimos a medida GRC max-conectada ﬁﬁx sobre o grafo aumentado (A, B*(A)),
onde A = AUJA. Seja f: {0,1}B'® — R uma funcéo cilindrica crescente. Com

as defini¢cdes consideradas acima, por uma inspecdo simples da defini¢do da medida

GRC

A max’ veja que

(Pg,lr{ncax(f) = af,lr{fax(f|Q?B(A)) € qblc\,lir(l:ax(f) = ai,lr{ncax(f|ﬂﬁ3(/\))

Usando as identidades acima tem-se

—GRC —GRC —GRC
¢§}§ncax(f) = (PA,max(f‘Q?B(A)) < (PA,max(f’Q]}S(A)) < (PA,max(f‘Q]}S(A)) = (Pﬁ,ligax(f)/

onde, na primeira desigualdade, usamos a propriedade FKG forte da medida @gjﬁ;x

(pois, a propriedade FKG forte implica na monotonicidade da medida, veja Teorema

5.5), no entanto, na segunda desigualdade, usamos o Coroldrio 5.10 com a inclusdo
B*(A) \ B(A) C B*(A) \ B(A). O

Tendo a nossa disposigdo a dominagdo FKG no volume, observe-se que o argumento

mostrado abaixo para provar a existéncia de limites fracos (ou limite termodinamico)

GRC (PGRC

das medidas a volume finito ¢~ , PF1-

e a invariancia por translacdo das medidas
limite segue da teoria padrdo do modelo de aglomerados aleatérios com campo nulo
(veja Teorema 3.41). Portanto, o Lema 5.11 e a propriedade FKG forte (além dos
resultados prévios) sdo resultados fundamentais quando, em certo modelo, se deseja

provar existéncia de limites fracos.

Teorema 5.12. Sejam B > 0ehy, € R, p=1,---,q. Se f é uma funcdo quase-local crescente
sobre Q), logo, os limites fracos

Prmax () =

. GRC GRC — 1 GRC
/PTI;d (rbA,max(f ) e CPIivre (f ) - IPTI;’JI (PA,livre(f )

gGRC

existem, pertencem ao conjunto e sdo invariantes por translagdo.

Demonstragido. Como consequéncia do Lema 5.11, a sequéncia {(])ﬁl}f]re : A € L} (resp.

{¢RRGx 1 A € Z}) é crescente (resp. decrescente) quando A cresce (na ordem definida
pela inclusdo de conjuntos), logo, a existéncia dos limites desejados existem para cada
funcdo local crescente. Por um argumento padrdo de aproximagdes, a existéncia destes

limites é vélida, também, para toda fungdo quase-local crescente.
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Para provar a invaridncia por translacdo destas medidas, considere um evento A
crescente dependendo de um ntimero finito de arestas, todas incluidas em uma caixa

A C Z4. Seja Gj a translagdo em j da rede Z%. Pelo Lema 5.11, temos

Phre (A) = PRlee(A) = ¢8G04 — Pine(®7'4), quando A 1 Z7.

livre Alivre 9]?1 Alivre
Pelo mesmo raciocinio, substituindo A = 9]._1A e 9]- = 9]._1 na expressdo acima, obtemos

Plnns (01 4) = PERS(A).

livre

Portanto, pR< o 0]._1(A) = 47%15(9]._114) = pRC(A). Por aproximagdes padrdes obtemos

GRC -1 _ +GRC f o el
que ¢, © 0 i = Plivre- Por outro lado, usando o Lema 5.11 e um raciocinio similar ao
feito acima, obtemos ¢SRS o 9]._1 = ¢SRC, vj e 7. O

A maior parte da teoria padrdo de estados de Gibbs, como em suas interpreta¢des
fisicas, requer de quase-localidade (veja referéncias [57, 106]). A auséncia desta pro-
priedade gera um impedimento técnico maior na andlise dos estados de Gibbs na

representacdo GRC, como veremos ao longo da apresentacéo.

Proposicdo 5.13. A especificagio {pSRC : |B|< oo} ndo é quase-local.

Demonstragido. Dados A, T € £, tal que A C T, seja 7'[/_\1(3) um cilindro com base em A.

Aqui, B é um evento do conjunto das partes de {0,1}Po(™) e 775 é a projecao candnica

q I
sobre {0,1}Bo(™), Veja que, para a funcdo quase-local f(17) = %ﬁ(c@)) : ]lnxl(B)(U)/ a

seguinte igualdade se satisfaz

GRC,(hp)!_, GRC,0)_; 4
Prive ) =Priwre | (Tp (B)).

Fazendo I’ Zd, elo limite termodindmico (Teorema 5.12), temos
p 5

GRC,(hp)T_ GRC(O)T_,, _
4)livre ’ 1(f) = 4)livre ’ 1(7TA1(B))'
GRC,(O)Z:

livre ' ndo é quase-local, logo, pela Definicio 4.23,

Pela Subsegdo 3.4.6, a medida ¢

GRC,(hp)

l
temos que ¢, |

1 2 ~ P
, também, ndo é quase-local. [l

5.2.3 Monotonicidades

Para fins técnicos desta subsegdo, definimos a probabilidade de percolacdo

Peo(B, ], h) = sup ¢(|Col|= o0) (244)

PpEGCRC
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e a probabilidade de percola¢do auxiliar
Po(B,],h) = inf ¢(|Co|= ), (245)
PEGCRC

onde Cy = Cy(77) é o aglomerado que contém a origem 0 € Z“. Aqui, o supremo e o
infimo estdo sendo tomados sobre o conjunto ¥CRC de todas as medidas de Gibbs GRC
invariantes por translacdo. Para as medidas RC consideradas aqui, as defini¢des de
Po(B,], h) e 1300(,[3, J, h) sdo obviamente modificadas por substituir o espago GCRC das
medidas de Gibbs GRC invariantes por translagio pelo espaco ¥%C das medidas de
Gibbs RC invariantes por translacdo. Como serd visto no Coroldrio 5.18, a densidade
Ps(B, ], h) é, justamente, a medida de percolagdo da medida ¢XS,, a qual é ndo decres-
cente e continua pela direita como func¢do de J. Similarmente, veremos que ﬁoo(lB, I, h)
é a probabilidade de percolacdo da medida 4711}& .- Definimos, também, o acoplamento

critico
Je(B, h) =inf{] > 0: Pu(B, ], h) > 0}. (246)

Se substituimos P (B, |, h) por 1300(,3, J, h) na defini¢do acima, o valor de J.(B,h) ndo

muda, isso serd visto como consequéncia do Corolario 5.18.

ESTADOS LIMITES

Em seguida, definimos o conjunto dos limites termodindmicos da especificagdo
GRC . 1B, |< oo}, onde {B, : n € N} é uma sequéncia cofinal em By(Z?) :
B, q

GoRC = {p € Ma(©@): ¢ "= Tim G Jyn) } - (247)

Em geral, ndo é facil relacionar os conjuntos ¥<RC e E?lg'rlfc devido a perda da proprie-
dade de quase-localidade da especificagio {¢pERC : |B|< oo} (veja Proposigdo 5.13). Um
dos casos onde esses conjuntos podem ser relacionados é o caso no qual assumimos a
existéncia de, no maximo, um aglomerado infinito com probabilidade um. No Corolério
5.32, provaremos a seguinte relagao: %EEC C 9CRC, Usando a propriedade FKG forte

para o modelo GRC mais os resultados prévios, provamos o seguinte teorema.

Teorema 5.14. Sejam B >0, ] > 0,q, > 0, p =1,---,q e suponha que os pardmetros q,
obedecem a condicio (223). Logo se ¢ € GORC ou ¢ € %ﬁfc, para cada fungdo quase-local
crescente f tem-se

PERC(f) < P(f) < PSRE(S).
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Demonstragido. Dado A € £, pelo Lema 5.9 (com B = BB(A)), para cada fungdo cilindrica

crescente tem-se

0 1
PEon(f |’7]§3()A)c P (f1BA)y) < PBeny(f |771§3()A)c (248)

onde #() é a configuragio com ng) = b, para todo e € By(Z%) e b =0, 1.
Denotando A = V(B(A)), note que Bo(A) = B(A) e que A C A. Logo,

GRC GRC GRC 0 GRC
Piure(F) < DTN (1) = PR (1) ) = P50 F )

onde, na desigualdade, usamos o Lema 5.11 e, na primeira igualdade, usamos a

Proposigdo 5.2. Pela Proposicdo 5.1 temos, também, que
pSRC 1 GRC
Py (f |17153()A)C Amax()-

Combinando estas duas tltimas desigualdades com (248), obtemos a seguinte desigual-
dade

P e () < GBS (FlBAY) < PR asan(F): (249)

Se ¢ € YORC, pelas equagdes DLR temos

/‘P(dﬁ)‘P]%g\C)(fMIB(A)C) = ¢(f).

Integrando com respeito a ¢ em (249) e usando a identidade acima, conseguimos

PIRC () < () < PSRE ().

Fazendo A 1 Z% e usando o Teorema 5.12 na desigualdade acima, temos

PERC(f) < ¢(f) < PSRE(f), ¢ € GORC,

a desigualdade desejada.

Por outro lado, se ¢ € %I%{C, entdo ¢ fraco limy, 00 4)]BRC( |17gc) para alguma sequéncia
de condigdes de fronteira #” € Q. Usaremos o fato de que {B, : n € N} é uma
sequéncia cofinal, isto é, para qualquer sequéncia de conjuntos finitos B, com B, 1
IBO(Zd) pode-se encontrar uma sequéncia finita A, € £ tal que A, T 7% e B(A,) C B,,.
Dada uma tal sequéncia e uma sequéncia de condi¢des de fronteira 17(”), substituindo

AN=Nen = 17(”) em (249) vale que

PR Gere(F) < P500) (FITSn 1) < PamGan (). (250)
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Como gb]%RC é uma especificagdo (portanto, consistente) e B(A,) C By, entdo

GRC (GRC _ GRC
PB, ¢ =¢B, -

B(Ay) =
Assim, integrando-se (250) com respeito a (P]%FAC (¢ |77(n) ) tem-se
GRC GRC GRC
AnR,hvre(f ) (PIBE (f |17]%1()A,1)C nR,max(f )

Fazendo n — co e usando a convergéncia fraca da sequéncia de medidas <P]BRC( |771%1()A )
n

temos
PInC(f) < ¢(f) < Ponc(f), ¢ € GirC,

o que conclui a prova, uma vez que toda fun¢do quase-local crescente pode ser aproxi-

mada por fungdes locais crescentes. O

A seguinte proposicdo é relativamente técnica, mas de grande dificuldade de ser

provada. Por exemplo, nela afirmamos que a aplicagdo

;7 —> e.maax ZC(U):C(W)QBA#®‘C(77)‘

é decrescente no sentido FKG. Se em lugar de hmax tivermos hmax — hy, para cada
m € {1,---,q}, ndo terfamos problema nenhum em afirmar que dita aplicagdo é
crescente, desde que fimax — i > 0 € que Yc(y).cnranso|C(17)| chegue a ser igual ao
nuimero de sitios conectados a fronteira, que é uma fungdo crescente de 7. O problema
em nosso caso é que ndo sabemos com certeza absoluta se /imax € um campo externo
com sinal definido. Nesta situac¢do, o seguinte resultado nos afirma que, de fato, a
aplicagdo acima é decrescente em 7 e, ainda mais, nos fornece monotonicidade em 7 de

uma versdo andloga a aplica¢do discutida acima, quando a condi¢do de fronteira é livre.

Proposicdo 5.15. Para cada € ), seja Bj(17) = (eP] — 1)BoccNBo(A)] 1y fator de Bernoulli.
As aplicagoes
1= B D WRKGe(D e 1= By WEEGL(n)

GRC

sdo decrescentes no sentido FKG, onde os pesos Wy i . e WA o foram definidos em (216) e

(218), respectivamente.

Demonstragio. Para cada 1 € Bg(A) ou 1 € B(A), definimos gu(17) = B]_1(77) GRC(W)
onde # denota a condicdo de fronteira livre ou max-conectada. Note que, para provar a

monotonicidade da funcdo g, é suficiente provar a seguinte desigualdade

S#(n°) < gu(e)), (251)
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onde as configuragdes 7, 77° sdo definidas como

My, seb#e Ny, sebe
(@) = e (1% = , Vb € By(A) oub € B(A),
0, seb=e 1, seb=e
respectivamente.

Suponha que e é uma aresta com extremidades x e y, isto é, ¢ = {x,y}, e que
estes vértices estejam conectados na configuragao 7, isto €, x <> y em 7.. Entdo a
desigualdade (251) é atingida (e, portanto, temos a igualdade). Por outro lado, se os
vértices x e y ndo estiverem conectados dentro desta configuragdo, notagao x ¢ y em
1(), entdo existem duas componentes conexas A = C(x, 7)) € B = C(y, 77(¢)) contendo os
vértices x e y, respectivamente. Se e é uma aresta aberta em 7., entdo as componentes
A e B estdo conectadas, formando-se uma nova componente conexa denotada por

C = AUB. Logo, |C|= |A|+|B|, e assim, para provar (251), é suficiente verificar que
Op#(C) < Op#(A) Op4(B), (252)

onde # denota a condicdo de fronteira livre ou max-conectada. Para estabelecer a
desigualdade acima, analisaremos por separadamente os casos quando a condicdo de
fronteira é livre ou max-conectada.

CONDIGCAO DE FRONTEIRA LIVRE.

Definindo
am = e,BhWI'Al, bm = e‘ma‘B‘ e Cm = eﬁhm|c|,

veja que, com esta notagdo, a desigualdade (252) pode ser rescrita como

q q q
Y qjajbj < (2%11() (qubz)-
k=1 =1

j=1

Mas, a desigualdade acima é verdadeira, uma vez que

q q 9 1
(quak) (Z%bl> > ) gk Y, aibi =) 4jaib,
k=1 =1 =1

k=1 le Qmax(h) ]

onde usamos que Vj € {1,---,4}, q; > q; sobre Qmax(h).

CONDICAO DE FRONTEIRA MAX-CONECTADA.

Primeiramente, observe que, se m € Q,,(h) e m € Qg ('), entdo m = m. Dadas duas
componentes conexas A e B, se ANA° =® e BNA® =0, entdo a desigualdade (252)
segue diretamente do caso da condicdo de fronteira livre. Os casos restantes serdo

analisados considerando as seguintes possibilidades:
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/ 7~ M J & / ' / ~ A
/ ( e i / / ( € i / / ( € i 7/
i Ta—b X \ | v —h Y \ i v e —hy N
: ~ . ~ : \ ~
A ) \ B ' A ) e \ i A ) s
Y / '\ \. k / AN ) L / AN \.
\.\_’_/‘ .\-/_/ \.\_’_/' ~\_/./ \.\_’_/' ~\'/-/
(a): ANAC #0 (b): BNAc #0 (€): ANA“#0,BNAc#0

Para o caso (a), (252) é equivalente a desigualdade

q
a5 by < ag (Z qmbm> :
m=1

Mas esta ultima desigualdade é valida, uma vez que

m=1 me Qmax (M)

onde, na segunda desigualdade, usamos (351) e que by, = efmaxIBl = p- para todo
m G Qmax(h).
No caso (b), (252) é equivalente a desigualdade

9
m=1

Outra vez, esta desigualdade é vélida, ja que

Z qmm = Z Gmim = Q-
m=1 me Qmax(h)

Finalmente, para o caso (c), (252) é equivalente a seguinte igualdade a;b; = azby. O

O seguinte teorema nos fornece monotonicidade na constante de acoplamento das
medidas de Gibbs GRC. Uma versdo geral deste resultado sera visto no Teorema 6.8)

do préximo capitulo.

Teorema 5.16 (Monotonicidade na constante de acoplamento). Sejam p > 0, | > 0,
qp >0,p=1,---,q e suponha que os pardmetros q, obedecem a condigdo (223). Suponha que
J1 < Jr. Se 4)511;5’]1 denota o estado de Gibbs max-conectado com | = |1 e 471?&5’]2
Gibbs livre com | = J. Entdo, para cada fungio quase-local crescente f, temos

o0 estado de

PSREN(F) < gSRSI (),
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Demonstragido. Observe que, para provar a afirmacdo do teorema, é suficiente provar
que

PSRN < 9BER(f), vA €2, (253)

desde que se (253) seja valido, por aplicagdo direta do limite termodindmico (Teorema
5.12) nesta desigualdade conclui-se a prova.

De fato, desde que J; < J,, tem-se e/l —1 < ¢Pl2 — 1. Para cada configuragio
1 € {0,1}BW, defina a fungéo g : {0,1}B@ — R por

X H eﬁhmax IC(m)| ,

eﬁ]l _ 1} [Boce(17)NB(A)|
C(m):C(1)NOAFD

g(n) = [m

onde o(77) denota o nimero de arestas abertas na configuracdo 5. Claramente, a fun¢do
[(ePh — 1)/ (ePl2 — 1)] PP

mesma afirmacdo permanece para a fungdo

é decrescente no sentido FKG. Pela Proposicado 5.15,

e,maax ‘ C(U) | ,
C(m):C)NoAFD

dai, a fungdo g também é decrescente, uma vez que g é composta pelo produto de duas
fungdes ndo negativas decrescentes.
Seja f: {0,1}BA) — R uma fungio arbitraria cilindrica crescente no sentido FKG. Da

defini¢do de valor esperado de uma varidvel aleatéria temos

(eEI.B]l — 1) |]B0cc(77)m]B(A)‘

GRC,
Piman ()= 1 FO)—— ey, [T ©amax(Cn))
TB(A) A,max C(m)
GRC, )],
(e7P2 — 1) Boce)NB(A)| 1 i - Zdive
=Y, fopg( . Y ePICl s 2o
B(A) ZA,mz;Z(z C():C()NoA=D p=1 ZA,ma{il
GRC,J.
_ GRC,]Q( . ) % A,line2 ( )
= CPA,livre f 8 ZGRCrh ’ 254
A, max

onde Z/C\H;C’] denota a fungdo de parti¢do (ou constante de normaliza¢do) da medida de

probabilidade gb/(ilic’] e # denota a condicdo de fronteira livre ou max-conectada.

Considerando f =1 (fungdo constante 1), em (254) tem-se a seguinte igualdade

GRC,J;

GRC, J» _ “A,max
(PA,livre (g )= ZGRC,]2 :

Alivre
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Usando a equacdo acima, (254) e a propriedade FKG forte (precisamente, Teorema 5.6)

obtém-se GRC)
GRCJy v Pitivee f ~8) FKG GRCJ,
(PA,max (f) = GRC, ], = qu,livre (),
(PA,livre (g )
0 que prova (253). O

Para dar continuidade ao seguinte resultado (veja Teorema 5.17), é necessario in-
troduzir uma relacdo de ordem no espago dos campos magnéticos externos. Antes

disso, apresentaremos um argumento elementar, o qual mostra a escolha adequada da

q
p=1’

temperatura B > 0 e dos valores de gy, onde p=1,---, 4.

ordem parcial para os campos (h;),_,, independentemente do volume, do inverso da
Seja A = {x,y} o conjunto (de vértices) formado por dois sitios de primeiros vizinhos
x e y. Consideremos o evento {7, = 1} que a aresta e = {x,y} estd aberta (ou ocupada),

logo,

ZZ=1 dp e’y

[ (Zr;ﬂ 0 ezﬁhp>1/2] 2

2?7:1 Ip gzﬁhl’

2 - , 1/2 2 :
ZZ:l qp P + [Zzzl Ip eﬁh”] 14 [(ZZ:1 9 &) ]

ZZ=1 qp el

GRC'(hF’)q=1
(ry)iivie e =1) =

GRC,(h,,)Z:1

Como a funcao x — x? /(1 + x?) é estritamente crescente para x > 0, a medida ¢ (xy} livre

1/2
(ZZ=1 Ip ezﬁhp) !
ZZ=1 gp e

verdade, independentemente dos ¢,’s, logo, também
1+uw eZ.B(hl_hk) + Em#k,l qiez.g(hp*hk)

h
Y1 qp €

2 agp=q;—00 B 2
X qp efl] R RS URES yoNE

é crescente em (hp)zﬂ se, e somente se, é crescente em (hP)Zﬂ' Se isso é

lim
aqg=q—ro0

1+« eZ.B(hl_hk)

B [1+a ePi=1o] 2 (255)

deve ser crescente para todo a > 0. No limite acima, fixamos todos os g,’s com p #k, I.

Mostraremos que a condic¢do
hey—h >hy—h;, sempreque hy—h >0 (256)

é necessdria para que, para cada fun¢do quase-local crescente f, se satisfaca

GRC,(hy)! GRC,(},)’

Pive | )< Ppre () (257)
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onde (hp)Z=1 e (h;,)zzl sdo dois campos magnéticos externos. Para isso, primeiro prova-

remos que a condigdo
h—Hh >0, sempre que hx—h; >0 (258)

é necessdria para que (257) se mantenha. De fato, suponha que (258) ndo se satisfaz,
isto é hy > h; e by — hy < 0. Logo, se hy > hy, para B suficientemente grande, o lado

direito de (255) é
1+« ezﬁ(hl_hk)
lim 5 =1
p—ro0 [1 +u eﬁ(hl*hk)]

Se h; — hj < 0, para p suficientemente grande, o lado direito de (255) é

) 1+a &Pl 1
lim =_

pres [1 + o eﬁ(hg_hli)]z

GRC,(h,,)Z:1

Tomando « > 1, veja que a desejada monotonicidade de Preyy (7e = 1) ndo é

livre
satisfeita, portanto, a monotonicidade (257) também ndo é satisfeita. Assim, a condigdo
(258) é necessdria para (257).

Tendo isso a nossa disposigdo, agora provaremos que a condig¢do (256) é necessdria

para (257). De fato, tome a = 1 em (255), o lado direito deste item deixa a funcdo

cosh(B(l — )
2 7
cosh(3B(h — )|

P ~ . z : : q / q
a qual é uma fungéo par e estritamente crescente. Dai, por substituir (/) p=1 (hp) p=1
2B(H) =)

B(Hy—Hp)

1
(h — hy) — =

1+a e

em (255), o lado direito de este item 7 é crescente se, e somente se, |1 — I |>

1+ €

\h; — hy| que, junto com (258), dd a necessidade de (256) para (257).

Com esta motivac¢do prévia para a escolha correta da relagdo de ordem para os campos
externos, de modo que as medidas GRC sejam comparadas crescentemente com res-
/ )‘1

Pp=17 definimos a

peito ao campo, dados dois campos magnéticos externos (hp)ZZ1 e (h

seguinte relacdo de ordem parcial:
(hp)zzl < (h;J)Zzl ~ hk - hl < h;( - ;/ vk/l = 11 Tty q/ (259)

sempre que hy — h; > 0.
Enfatizamos que a relacdo de ordem e a justificativa apresentada acima apareceram

pela primeira vez no trabalho [20].
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Teorema 5.17 (Monotonicidade no campo externo). Sejam p > 0, ] > 0, g, > 0, p =
1,---,q e suponha que os pardmetros q, obedecem a condigdo (223). Se (hp) 4 = (h ) _q sdo

dois campos magnéticos externos, entdo, as seguintes monotonicidades

GRC S(hp)]! GRC,(H})? RC,(H,)]

GRC, ()1 _ GRC,(h},)T_
Pie (D) <Pire ) € Pmax ) < Pmax ()
sdo vdlidas, para cada fungio quase-local crescente f.

Demonstragio. Pelo “Teorema de Holley” (veja Teorema 3.31), as dominagdes estocasticas

GRC,(hp)Z GRC, (1)) GRC,(hp)]., GRC ()],
livre Sst Plivre € Pmax st Pmax
sdo justificadas se provarmos a seguinte desigualdade (chamada de condicéo latice)

GRC, (1)’
A

GRC, (I

)
p= 1( ey V7 2)) 4’ r’p 1(,7(1) A ,7(2))

GRC, (i)’

> pap D) Pay

GRC,(h
Ui,@) (260)

para cada A € .Z e para todo 7V, n® € {0,1}B® ou {0,1}BoY, onde # denota as

condi¢des de fronteira livre e max-conectada. Sabemos que a condicdo latice (260) é

uma consequéncia de

G C(h GRC,(p)]
) Pag p”l(Ce) (261)
GRC ()t > GRC, (hp)’ 201

Pp s R I NV (1 )

para qualquer ¢ X { e e € B(A) ou e € By(A), onde as configuracdes ) e ¢ sdo

definidas como

Con=1" V7 o (@, T cB(A) oub € Byn),

0, seb=e 1, seb=e,

respectivamente. Salientamos que as notagoes ¢, e () tém diferentes significados. Sem

perda de generalidade, podemos assumir que ¢ e { sdo da forma

gE(*/"'/*/ \O/ /*/"'/*) e gE(*//“‘/*// 0 /*//"'/*/)/

e—ésimo e—ésimo

respectivamente, com ¢CXCex, x € {O, 1}. Com estas notacdes em mente, note que

Cep=C e Ge=¢
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portanto,

(35]_1)|]Bocc(§e)ﬂ]B0(A)‘ BJ—1 (eﬁ]_l)UBocc(ée)mBO(A)‘
(elBI—l)‘]Bocc(g(e))mBO(AH =€ a (eﬁ]—l)‘]Bocc(g(g))mIBO(A” '

Da equagdo anterior segue que a desigualdade (261) é uma consequéncia de

( P 1i7e p)P 1 xe
( ) (4] S ) (¢°) (262)
)N () p a 1(‘f(e))

para condi¢des de fronteira # : livre e max-conectada.

Se e = {x,y} e x <> y na configuragdo ¢, entdo (262) é uma igualdade. Por outro
lado, se x ¢ y em ¢, entdo devem existir duas componentes conexas A = C(x,¢) e
B = C(y, ¢) contendo os vértices x e y, respectivamente. Se e é uma aresta aberta em ¢,
entdo as componentes A e B sdo conectadas e serdo denotadas por C = A U B. Assim,
|C|=|A|+|B|, de onde se deduz que

h/ q
oM @) 0Ny _ OO Oy e, ”’“(B)

(hy)!_ (h
O\ Ce) ©

para cada condicdo de fronteira # : livre e max-conectada. Com o intuito de provar

Mg elo ol el e

(262), note que é suficiente provar a seguinte desigualdade

O, Oy (e @)

( > 1. (263)
A,#p_l(c) @ pl(A)@ ()

Para provarmos a desigualdade acima, faremos uma anélise por separado para o caso
da fronteira livre e para o caso da fronteira max-conectada.

CASO CONDIGAO DE FRONTEIRA LIVRE.

Seguindo a notacdo usada na prova da propriedade FKG forte, para cada m €

{1,---,q} definimos os seguintes nimeros

ay = ePmlAl b, = ePlBl o ¢ = oPmlBl,

.« e . . q q
Analogamente, definimos a,,,b), e ¢}, por substituir (h,g)]y:1 por (h;)pzl. Com esta

notacdo, (263) se rescreve
q , q , q q q q .y
Yoaiai | i ) (Yo qabn | < | X | | kb ) | @by | - (264)
j=1 k=1 1=1 j=1 k=1 1=1

261



REPRESENTAQ@ES GRAFICAS PARA SISTEMAS DE SPINS COM PRESENCA DE CAMPO

A prova da desigualdade (264) sera dividida em dois passos.

Passo 1:(remover as primas dos 4;s) afirmamos que

q q q q q q
(ZW?‘) (Z‘ﬂ%) (Zqzﬂlbl) < (Z%’%’) (Z ka;c) (quﬂﬂ?z)- (265)
j=1 k=1 1= =1 k=1 1=

De fato, sem perda de generalidade, veja que podemos assumir que h; — h; > 0. Por

hipétese, temos (hp)j,=1 < (h;,)j,zl, logo, VI,j=1,---,q obtemos hy — h; < hj — h’. Desta

ultima desigualdade
a/
< a—f, implicando que a;al —aja; < 0. (266)
j

a
aj

Por outro lado, desde que hj — hj > 0, temos b; — b; > 0. Combinando as duas tltimas

desigualdades acima obtemos
(aja; — ajap)(b; — bj) <O,
!/

]
desigualdade, usamos (266). Multiplicando pelo fator g;qxq;b; e somando sobre todo

0 que permite concluir que aja;b; < [a a; — a]-a;] b; +ajaib; < ajayb;, onde, na tltima
j,k,1=1,---,q na desigualdade acima, concluimos o afirmado.

Passo 2:(remover primas de by’s) afirmamos que

q q q q q q
(2%’“1’) (qubl/<> <2Wfbl) < (qu“j) (qubk> (ZW?M)- (267)
i1 k=1 = j=1 k=1 1=

A prova é feita de forma analoga ao Passo 1. Assumimos que h; — by > 0 e, em lugar de
(266), provamos que b.b; — bib; < 0, procedendo por similitude ao feito acima, obtemos
a conclusao.

Finalmente, juntando as desigualdades (265) e (267), obtém-se (264).

CASO CONDIGAO DE FRONTEIRA MAX-CONECTADA.

Observe que, se m € Q,(h) e m € Qj(h') entdo m = m. Dadas duas componentes
conexas Ae B,se ANA® =Q®e BNA® =, entdo a desigualdade (263) segue diretamente
do caso da condigdo de fronteira livre exposto anteriormente. Os casos restantes serdo

analisados por considerar os seguintes casos:

oA ) ) oA AN oA
o) i~ V =\ A=\ =
/ 4 J / /I J / Y J
/ ( € / / ( € / / ( € i /
B -~ ¢ & -~ \ & %
X ~. i 4 ~. ! \. ~.
® A4 ) Y3 \ | % ) O \ i A ) < B \
\ i \. A N i - N e . b/
———- N~ — N7 Nl - N~
(@): ANAC #£0 (b): BNA® £0 (¢): ANAC#0,BNAc#D
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No caso (a), (263) é equivalente a desigualdade

q q
a, (Z qkb,’<> Amby < an <Z qkbk) a,b,. (268)
k=1 k=1

Para provar que esta desigualdade é valida, é suficiente observar que o ordenamento
parcial entre os campos magnéticos externos implica que by, b;, < b}, by. Multiplicando a
desigualdade acima pelo fator a;,a,, e somando sobre todo k =1, - - -, g, obtemos (268).

No caso (b), a desigualdade (263) se reduz a

(Zq] ;) by Ambm (Z%%) bty by,

Novamente, usamos o ordenamento parcial entre os campos magnéticos externos para
obter que ama} < a,a; e procedemos analogamente ao caso anterior. Finalmente, no caso
(c), a desigualdade (263) é equivalente a a),,b),a,,by, = ambyal,b,,, o que é trivialmente

certo. ]

Com ajuda do teorema da monotonicidade no campo externo, provaremos a nao
trivialidade das probabilidades de percolacdo (244) e (245), além disso, através deste
teorema, é possivel destacar-se duas fases de percolacdo quando se faz variar a constante

de acoplamento . Mencionamos isto e outros resultados no seguinte corolario.

Corolario 5.18. Sejam B > 0, ] > 0, hp €ERqgp>0p=1---,ge suponha que o0s
pardmetros q, obedecem a condigio (223). Logo

(i) Po(B, ], 1) = ax (| Col= ).

(ii) Poo(B, ], 1) = Pfons (| Col= 00).

(iii) | — Peo(B, ], h) é uma fungio ndo decrescente e continua pela direita.

(iv) | — ﬁw(ﬁ, ], h) é uma funcdo ndo decrescente, a qual é continua e igual a Ps(B, ], h)

sempre que | — Poo(B, ], h) seja continua.

(v) Poo(B, ], h) = 1300([3, J,h) = 0se | < ], enquanto P(B, ], h) > O e 1300(,8, J,h) > 0 se
] > Je

Demonstragio. Para verificar (i) e (ii), veja que, pelo Teorema 5.14, para toda fungdo

quase-local crescente f

PERC(f) < ¢(f) < PSRE(f), Vo € GORC,
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Uma vez que 1y} € uma funcdo quase-local crescente, na desigualdade acima
consideramos f = lyp.,00)- LOgo, no lado esquerdo dessa desigualdade, tomamos o
infimo sobre todas as medidas ¢ € @GRC ¢ concluimos a prova de (ii) usando a definicdo
de P... Analogamente, no lado direito da referida desigualdade, tomamos o supremo

sobre todas as medidas ¢ € 9CRC

().

Para a prova de (iii), afirmamos que

e usamos a definicdo de P, para concluir a prova de

lim pSRE (0 > A€) = pSRE(0 < ). (269)
Alzd "

De fato, para cada A C A, tem-se

PSRC (065 A%) < SR (0 65 A%) < 9SRE (0 e A, (270)

A,max A,max A, max

onde, na primeira desigualdade, usamos a monotonicidade da medida com respeito
a inclusdo {0 <> A°} C {0 <> A}, no entanto, na segunda desigualdade usamos a
propriedade da dominag¢do no volume da medida de probabilidade 4)21%)( (veja Lema
5.11).
Desde que {{0 <+ A°} : A € ¥} é uma sequéncia de eventos decrescentes em A,
podemos fazer A | Z% em (270), para obter
lim ¢Rmax(0 > A9) < lim ¢Re0 (0 3 A) = ¢t (0 ¢+ A€) < PRina (0 ¢ A°).
Alz? ™ Alzd ’
Em seguida, fazendo A | Z“ e usando a continuidade da medida nesta tltima desigual-

dade, ficamos com

: GRC : GRC GRC : GRC
lim 9550 € 49 < lim 9GO & A9 = 45150 & ) < lim ¢TI0 ¢ A9,

o que conclui a prova da afirmacgéo (269), visto que as quantidades dos extremos sado
iguais.

Na prova do Item (iii), por questdo de notagado, consideremos a medida (])S&? d que
denota o estado de Gibbs max-conectado com constante de acoplamento J. Veja que de
(269) e (270) tem-se

PSR (0 5 A%) | panc! (0 <5 0), quando A 127 (271)

A, max

Fixado Jy, note, também, que

lim 967 (0 < A%) = g (0 > ). (272)
0
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De (271), obtém-se

PSRET (0 5 AC) > 95T (0 e 00).

,max

Por continuidade (272) da medida ¢§1§S 2 (0 < A°), tem-se

¢‘A3fj§é{<°(o < A°) > limsup 4)5155 2 (0 ¢+ o0), sempre que | — Jp.
J=Jo
Fazendo A 1 Z% e usando (271) na desigualdade acima, obtemos
P8, 1, 1) € pSRET(0 4 00) > lim sup ¢SRS (0 «+ o0) € lim sup Pu(B, ], ).
J=To J=To

Logo, pela Proposigdo 3.60 temos provado que Pw(B, |, ) € uma funcdo semicontinua
superior (veja defini¢do estabelecida no Item (119), notacdo: s.c.s.) em Jy. Pela arbitra-
riedade de ]y, temos que Pw(f, J, ) é uma funcdo s.c.s., portanto, (que é equivalente
a dizer que) Pw(B, ], h) é uma funcdo continua pela direita em J. A parte de que a
aplicacdo | — Pwo(B, ], h) é crescente em |, decorre imediatamente por definicdo da
medida (pGRC’]

A,max"’
Para provar (iv) e (v), (como haviamos falado anteriormente) note que as aplica¢des
J— on0([3, J,h) e J+— Pws(B,],h), sdondo decrescentes. (273)

Pelo Teorema 5.14, tem-se
~ (if) @)
Poo(B, ], 1) = Blisee(1Col= 00) < ¢RaC(Col= 00) = Poo(B, ], 1), Y] 20 (274)

e pelo Teorema 5.16, V]; < J», a seguinte desigualdade se satisfaz

5 i (0
P, Ja, 1) € SRE(|Cy = o0) > SR (|Cy|= 00) L Puo(B, 1, ). (275)

Como ¢SRE(-) = lim Atz c,bgfjfax(-) e {qb%}ffax(-) : A € £} é uma sequéncia ndo decres-
cente no volume A (pelo Lema 5.11) e, além disso, esta sequéncia é ndo decrescente
e continua em J, a aplicagdo | — ﬁoo(ﬁ, J, h) é uma funcdo continua e monétona nao
decrescente em ]J.

Por outro lado, fazendo ], = ] em (275) e tomando o J; — |, desde que a aplicacdo
] — Pw(B, ], h) é continua obtemos 1300([3, J,h) > Px(B, ], h), o que, combinando com
(274), nos permite concluir a prova do Item (iv).

Finalmente, na prova de (v), se | < ], por definicdo do parametro critico J. = J.(B, h),
temos Pe(B, ], h) = 0. Dai, por (274) obtemos 1300([3, J,h) = 0. No entanto, se | > |,

novamente pela defini¢do do pardmetro critico J. e por (273), tem-se

Peo(B, ], 1) = Poo(B, Je, 1) > 0.
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Por outro lado, fazendo [, = J e J; = J. em (275) e usando a defini¢do de ., temos

Peo(B,],11) = Pos(B, Je, 1) > 0,
o que conclui a prova de (v) e, em consequéncia, a prova do teorema. O

Seja TC(,B, h) =inf{] > 0: 1300(,3, J,h) > 0}. Em seguida, afirmamos que J.(B,h) =
TC(/S, h). De fato, pelos Itens (i) e (ii) do Corolario 5.18 temos 1300(/3, J,h) < Ps(B, ], h),
implicando que J.(B, h) < TC([;%, h). Por outro lado, pelos Itens (i) e (ii) do Corolério 5.18 e
pela definicio de J.(8, ), se J.(B,h) > J.(B, ), temos que Peo(B, Jo, 1) = Poo(B, Je, h) > 0,
o qual contradiz o Item (v) do Coroléario 5.18. Portanto, J.(8, h) = Tc(ﬁ, h).

Encerramos esta se¢do com dois lemas, o primeiro concernente as RC marginais da
medidas ES com condi¢des de fronteira geral, e o segundo é relacionado com uma
dominacédo do tipo FKG, o qual serd usado para provar o Teorema 5.23 da Secédo 5.3.
Para isso, necessitamos introduzir algumas nota¢oes. Primeiramente, para um conjunto
A € £ e qualquer subconjunto D C dA, onde dA = {x € Z% : dist(x,A) = 1} é a
fronteira externa. Definimos a medida D-max conectada no volume A como a medida

S max () = PRRC (| = 0 Ve € B(A) \ Bo(AUD)). (276)

A, max

Note que

(PGRC () = qb%,l}i(\:/re(')/ D=Q

A,D,max
fiax() D=aA,

GRC o (PGRC

onde as medidas ¢ A max

A livre foram definidas em (216) e (218), respectivamente.

Outrossim, definimos uma medida que generaliza a medida m-conectada. Para isso,
para cada A € .Z e qualquer configuragdo o : 9A — {1,2,---,q}, a medida ¢5%C ¢

obtida por normalizar os pesos

W) = () = )P BOITT G o ay (1) TT Oae(C), (277)
i<j C(n)

onde ;A = {x € A : 0 =i}, paracadai € {1,---,q}. Note que {9;A:i=1,---,q}

forma uma partigdo de dA. Aqui,

Oue(C), CNA‘ =0
®A,0(C) — 11vre( ) (278)
ePmlCl CNo,A £,

Com estas notagdes a nossa disposicdo, estamos prontos para provar o seguinte lema.
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Lema 5.19 (RC marginais). Seja f uma fungio cilindrica crescente com suporte B C B(A).

Entdo,
(i) 4715\?]13(/\)(]("7AC1 MB(A)) = gb/li(tzf(f)

(Zl) QDA]/E\?]B(A)(fw-AC/ UIBC) = /IiFD,maX(f)’
onde B = By(A) U (B(A) NB(D), gy p = 0 € 0% = m, para algum m € Qumax(h) e

Vx € D.

Demonstragdo. (i) Considere f uma funcéo cilindrica crescente com suporte em B(A).
Veja que

,B] — 1 |BoccmB(A)‘
BN = T DTl anwa )
N, o

B(A) i<j

X H ®livre(c(77)) 11[ H e;ma|C(77)

C():C(n)NAc=0D m=1C(1):C(1)N0u AF#D
(e,B] — 1)‘]B0ccﬂ]B(A)|

RC
ZA,(T

=) fn)

TB(A)

H]l {0ierd; Ay () - produto, - produto,,  (279)
i<j
onde ZECU é a fungdo de particdo associada a medida (pﬁi

Assumindo que [];; 1, Aewd; A1 (17) =1, entdo todo aglomerado C tal que CN A # D
satisfaz C N d; A = @, Vi # m. Introduzindo a identidade

eBInlC| = Bl CUNNA] | CoDNAT

temos

q q
produto, = 1_[ H Bl CO)l = H H Bl CPNAT|
m=1C(7):C(N)NIm AFD m=1C(1):C(11) I AFD

: 9 hyd
- H H A0, A TB(A)) oP Lxeconon Lp=1 poox,p

m=1 C(n):C(11)NIm AFD

d q
= A(UBA, ThB(A)) H H eﬁ ZxEC(ly)ﬂaA szl hp50x,p
m=1 C(W):C(ﬂ)mam[\?/@

T hpdoy
= Aoon, mea)) [ ] P L=t Mooy
xX€IA
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onde A(c, 77) foi definido em (52). Aqui, na terceira igualdade, temos usado o fato de

que A0n, 1B(A)) = IT7,21 Tlcw)connamaso DOcra,a By € na quarta igualdade, o fato
de que {0;A:i=1,---,q} forma uma particio de dA. Analogamente, obtemos

q
prOdutol = H ®livre(c(77)) = H Z eﬁhﬂC(ﬂ)ﬂA"
Cm):CnNA=D C(m):CnNA=0 p=1

Considere a parti¢do de A: {A;:i=1,---,q},onde A; = {x € A: 0, =1}. Com esta

notagdo, veja que a expressdo da direita da identidade acima se reescreve

q
Y ACua, M) € Zrecma o

1 C():ConNNAm#FD Icopnam

1 q
A((TA, 17]B(A)) H H E'B ZXEC(U)QA Zp:l hpéax,p
m=1 C(i7):C(n)NAm7#D

1 Nybo,
=Y Aloa ey [ ] e L= Mooy,
OA

xXEA

i =

2N

onde, novamente, usamos que A(0x, /(a)) = | |‘an1 [ Lco):connanso DOcna,,., TB@))- Isto
)
€,

q
produto; = ZA(O’A, B(A) H H oP Lp=1 poorp
m=1 C(y):C(nNAn#D

Denote por A(og, 1B(A)) = Ao, 1B(A))A(ToA, 1B(A))- LOgo, substituindo produto; e
produto, em (279), tem-se

Bl _ 1)|]B0CCQIB(A)|

P (N="Y fi (e /RC Alox, TB(A))
Ao

TAAB(A)

% H E'B 2?7:1 hP(SerP H eﬁ ZZ:l hl’éﬁxrp . (280)
xeA XEOA

Por definicdo (52) de A(c, 17), veja que

9 Myl
Hx,ye]B(A)(eﬁ] — 1)5%,% [Tien eﬁzl’:l pOox,p

(eﬁ] _ 1)|]BOCCHIB(A)‘ 77xy=1
Mog, mB(a)) =
C A (A) C
ZRC ZNe

Z/E\ B O TB(A))
ZRC 4’/\ B(A)(UAr B oA, TB(AY),
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onde, na segunda igualdade, usamos a defini¢do (203) da medida ES. Denotando L por

ES
ZX ) A MB(ay) 1 P it porp

L(o,n) = ZRC
Ao X€IA

e substituindo em (280) segue que

Pro(N) = Y 1) Py @ 1B | Oac, TB(AY) - L0, 1)

OATB(A)
_ ES L
= dam) (floae, 1)) - Lo, ).

Fazendo f = 1 nesta igualdade, temos L(c,7) = 1. Logo

PAr(F) = Lopmmn FOD PRoBa) a8y [0, B(AY) = gy (FlOAc, TB(AY)-

Note que esta igualdade tem sentido, pois, por defini¢do da medida (,b;EfB( NS oA, TB(AY),
esta ndo depende da configuragao 7).
(i) Com um esquema similar ao Item (i), com suas respectivas modifica¢des, obtemos

a prova de (ii). [

As medidas gb/G\lfTC e (,b/G\RSmaX definidas em (276) e (2777), respectivamente, satisfazem

as seguintes dominac¢des FKG.

Lema 5.20. Seja A € Z. Logo, para cada o sobre A temos
PR () < PRax(F)-
Se além disso, seja D C 0/, entdo

P e () < ORSS max(F) < ORSax (f),

onde f é uma fungdo cilindrica crescente.

Demonstragido. Usando a defini¢do dos pesos em (277), provaremos que 4)%1({; pode-se
reescrever como
IS - 9)
PR () = e (281)

Piman(8)

onde f é uma fungdo cilindrica crescente com suporte em A e g é definida como

q
MOES JRICPOEINICHN | I U R

i<j m=1C(y):C(n)N0u AFD
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para qualquer configuragdo 7 € {0,1}BW). Usando a definigao (218) de 4>/G\’1§ncax e o fato
de que {9;A:i=1,---,q} forma uma particdo de dA, vemos que
(e,B] _ 1)|]B0ccm]B(A)|
4)/C\;,1§1(1?ax(f ’ g) = Z f(77)8(77) 7GRC
B(A) A, max
9
x T Oww@m]] [T  efmlWlL
Cln):CPNAc=D m=1C(17):C(NNImAFD

Observe que, usando a defini¢do de g, a expressdo a direita da igualdade acima é

e.B] —1 |]B0ccm]B(A)|
= ). fo) ( Zc);Rc Hﬂ{aiAwajA}(ﬂ)

TB(A) A,max i<j
q
< J1  ewe€on[I T
C():C(nNA=D m=1 C(1):C(7)N0n AFD

GRC

(e,B] — 1)|]B0ccm]B(A)| ZA,

= Y f0) —— e[ 1oy [1©ac(C) = —cpe— 935 ()

TB(A) A,max i<j C(n) A,max

onde Z§EC ¢ a funcdo de particdo relacionada a medida ¢X< . Portanto,

Z/C\JRC
GRC T GRC
A,max(f g) = ZGRC (PA,U (f) (282)
A,max
GRC Z3es L
Fazendo f =1 em (282), obtemos ¢ A’max(g) = Z/G\éc . Substituindo este valor em (282),

conseguimos que
Romax(f+ 8) = PRmax() 955 (f),

o que conclui a demonstragdo de (281).

Observe que a fungdo g é decrescente no sentido FKG, de fato, primeiro note que
a indicadora [];; 15, Ae—d;A) € crescente, portanto, [ [;-; 1, AwdiA} é decrescente. Se-
gundo, desde que Y c.crp, a#|C| € igual ao ntimero de sitios conectados a fronteira
dm/\, esta é crescente em 7. Portanto, a fungdo quzl [c.craa+o e~ (max—in)|Cl também
é decrescente em 7, pois hmax > hy. Logo, a monotonicidade de g segue pelo fato de
que o produto de fun¢des ndo negativas decrescentes é decrescente.

Dai, por (281) e pela aplicagdo direta da propriedade FKG forte (Teorema 5.6), para
cada funcdo cilindrica crescente f (como mencionado acima), tem-se

o5 - Ll B yere (),

Ao GRC = YA, max
(PA,max (g )
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0 que prova a primeira dominagdo FKG deste lema.
Para provar a segunda dominagdo FKG, primeiro note que o evento {1 : 7, =0 Ve €

B(A) \ Bo(A U D)} é decrescente no sentido FKG. Logo, para cada fungéo cilindrica

crescente f, usando a defini¢do (2776) de (P/(E,RDC,max’ temos
GRC
GRC A max U Liy,=0 VeeB(A)\By(AUD)}) CRC
= < . 28

Por outro lado, como B(A) \ Bo(A U D) C B(A) \ By(A), e as medidas qbgrl{igre’ PSRCE

A, max
possuem a propriedade FKG forte, pelo Corolério 5.10, obtemos

PSRSre(F) = PSRE (flne = 0 Ve € B(A) \ By(A))

< PSR« (fle = 0 Ve € B(A) \ Bo(A U D))

A, max
= %}{Dc,max(f)/ (284)
onde a primeira igualdade se deriva por uma inspegdo simples da defini¢do das medidas
qbﬁlfi(\:/r o 4)5\;%:” e, na segunda igualdade, usamos a defini¢do (276) de ¢§}§max.
Finalmente, combinando (283) e (284), obtemos a monotonicidade desejada. O

5.3 COR(ES) DO(S) AGLOMERADO(S) INFINITO(S)

Nesta secdo, trataremos de um resultado fundamental concernente a medida RC
padrdo estabelecida na Defini¢do 5.1, portanto, estd implicito que, na se¢do toda, estamos
assumindo g, =1,Vm € {1,---,g}. O segundo teorema desta se¢do (Teorema 5.23) é
o Unico resultado do capitulo, que ndo pode ser generalizado para modelos GRC, j&
que, para sua demostracdo, se requer algum resultado de marginais similar ao Lema
5.19 para este tipo de medidas, que, por questdes técnicas, a saber porque g, # 1, ndo é
possivel obter. No entanto, o préximo teorema (Teorema 5.22), de certa forma, nos dé
um possivel controle das cores (valores dos spins) que aglomerados infinitos podem

assumir. Para formular tais resultados, necessitamos introduzir a seguinte notagéo:

valores possiveis assumidos pelos spins sobre aglomerados
S, 1) = { P peiosop & } (285)

infinitos na configuragao (c, 1)

Veja que, por construgédo (3.6) de A(c, 17) para o modelo ES, se 0y # 0y, entdo 7, = 0.

Logo, o evento {(c,7) : 0x # 0y, Nxy = 1} tem medida zero segundo v, para cada v € GES,
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Isto é, cada aglomerado tem spins com valores constantes quase certamente. O primeiro
resultado desta se¢do nos diz que S estd contido em Omax(h) v-quase certamente, sempre

que v € ¥¥5. Antes de provar esse resultado, provaremos o seguinte lema auxiliar.

Lema 5.21. Seja {ay : k > 1} um sequéncia de niimeros tal que 1 < ay < C k" para alguma
constante C < oo e um inteiro n > 0. Entdo, para cada € > 0 e qualquer k > C (n+1)"e (D),
aj <e€ Z ay

K<k

se satisfaz para algum k € {k,-- -, (n +1)k}.

Demonstragio. Provaremos este lema fazendo uma anélise em n. Se n = 0, entéo k = k.
Neste caso 1 < a; < C e k > Ce™!, o que implica que a; < C < ek. Mas, como
<Ly <K = Zkr<k ay, concluimos que ay < €} <y ay.

Ja para o caso n > 1, provaremos por contradi¢do. Suponha que a; > €Y <y ay
para todo k € {k,---,(n+1)k}. Se n =1, entdo k € {k,---,2k}. Como a; > 1, temos
Ay > €Y<k = <kl =k = k. Assim, para ¢ € {1,---,n}, por indugdo, segue
que, para todo k € {k,---,({ +1k}; ap > e'k’. Em particular estd provado que
A1y > 1K™ Mas, como k > C (11 +1)"e~ "D, tem-se que .,z > C [(n+ 1)k]", o
que contradiz a hipotese de que 4,4y < C [(n + 1k]™. O

E um problema de grande interesse saber se os valores dos spins de aglomerados
infinitos estdo sujeitos a restricdes. O seguinte teorema da uma resposta completa a
essa interrogante. O referido teorema nos diz que cada aglomerado infinito toma um

cor de modo que o campo externo atinga uma dire¢do méxima.
Teorema 5.22. Seja v € 9. Entio, S C Qmax(h) v-quase certamente.

Demonstragdo. Procedemos por contradigio. Assuma que exista v € 45 tal que v(S ¢
Omax(h)) > 0, isto é, que existam m ¢ Omax(h) e v € @ES tais que v(m € S) > 0.

Definindo o evento
Q; = {(UI ;7) : ch(ﬂ)/ |CX(;7)|: o, C(Tl) = X, Ox = m}/ X e Zd/

onde Cy(7) denota o aglomerado em 7 contendo o sitio x, veja que {m € S} C U, Q.
Como os elementos de ¢FS sdo invariantes com respeito a translacdes, temos v(Q)),) =
v(Q)F,). Logo, podemos supor, sem perda de generalidade, que o evento ()Y, tem medida

de probabilidade positiva, isto é, v(Q2),) > 0.
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Seja Ay = [~2k,2k] N Z“ a caixa centrada na origem de lado 2k + 1 e para cada
(o,7) €V, comk >1,seja V() = {x € Ag:x W) 0 em #} o conjunto de sitios em
0\ Ak
Ay que sdo conectados a origem em By(Ay) e seja

ap = a(1) = [Vi(7) N 9Ax_].
Com essas notagdes a nossa disposicdo, definimos o seguinte evento

QY ={(o,n):00=m, 0+ A1, ar(y) < e[Vi(n)|}.

mk —

Em seguida, nos propomos a verificar que a inclusdo ), C Urcke dEQQn,k é valida
para cada k > (3d/e)? e € > 0. Para isso, seja (o,7) € QY. Note que, para cada
K < ki V() NoAy_1 C V() N9Ak_1 C Vi(n), o que implica que Uy V() N
dAp_1 C V(1) e, como a colegdo {Vy(17) N0Ax_q : k > 1} é disjunta, temos Y <y a =
Uk <k Vi (17) N 0Ap _1|< |Vi()|. Por outro lado, veja que o conjunto Vi(17) N9Ag é
ndo vazio, o 0 esta 14, portanto, ay > a; = 1. Usando a cota para a cardinalidade
da fronteira externa [0A;_q1|< 2d(2k + 1)1, e usando que k > 1, obtemos uma cota
mas groseira para esta cardinalidade, a saber, [0A;_1|< 39dk?-1, Em resumo, temos
Yk < Vi) el < ap < [0A_1]< 39dk4=1. Pelo Lema 5.21, com n = d — 1,
C = (3%d)!; para cada € > 0 e cada k > (3d/e)? existe k € {k, - - -, dk} tal que

ar() = [Vi(i7) N oAk _1]< €|Vi(n)],
isto &, (0, 7) € Upic dEQSLk' Portanto,
0 0
Qe € UgrcdOm i
Usando esta inclusdo e a subaditividade da medida, para cada k> @3d/ €)? temos

V() < V(Upqeat ) < 1 (5, 0. (286)
k<k<dk

Dai, para cada € > 0, existe um conjunto deterministico N, C IN, |IN¢|= oo, tal que,

para qualquer k € IN, tem-se
v(Q)) < dk - v(Q, ), (287)

pelo principio dos pombos aplicado a identidade (286).
Por outro lado, por definicéo, 031 ; € um evento cilindrico com suporte em (A, Bo(A)).

Chamando de cp}a\i’a a especificacdo (205) com a especial escolha A = Ay e B = B(Ay),
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com condic¢do de fronteira de spins ¢ (lembremos que por defini¢do a 17 condi¢do de

fronteira é irrelevante). Pela condi¢do DLR (205),

Q) = / v(do, dn) gES (Q0, ). (288)

Fixado € > 0 tal que dJe < hmax € escolhendo m € Qmax(h), pelo uso da desigualdade

Z (]1{'7x,y=0} + (Eﬁ] — 1)50’x,0'y ]1{77xy=1}> =1 +(€’B] — 1)50’x’0'y < 6’3] = Z 8[5] ﬂ{ﬂx,y=0}

1x,y=0,1 12,y=0,1
- MZ:‘EM e 1y -0) <ﬂ{nx,y=0} + (e = 1)d0, 0, 11{%:1}) ,
temos
Pre o) < (PAka(lQO I1 eﬁ]ﬂ{nxfo})
{xy}xEAS, yeV,
= 4’Ak o (10%,k37ﬁ(hmaxihm”vk‘ I eﬁ]ﬂ{ﬂx,y=0}>

{xy}xeAy, yeVy

< }E\i,o’ (]10% ke_ﬁ(hmax_hm_dfe)‘\]H)

< o~ Bhmax—hm—dJe)k (289)
A conversdo de uma configuragdo arbitrdria nas arestas da fronteira do conjunto V
ao estado de aresta vazia permite flipar oy em cada x € Vy de m a m, resultando
no fator exponencial na segunda linha da desigualdade acima. No entanto, a tltima
desigualdade sai do fato de que, sobre Q%,k' o ntmero de arestas flipadas ndo excede
d|Vi NoAx_1[< de|Vi| e que [Vi(n)|> Ly aw > k.
Combinando (287), (288) e (289), obtém-se

%V(Q%)é / v(do, di) R0 (0, ) < e Plmax=lin=dIOk -yl e N

Como |IN¢|= oo, para k € N, suficientemente grande temos uma contradi¢do com
a suposicao 1(Q)) > 0. Logo, ndo existe m nem v € ¥55 tal que m ¢ Qmax(h) e
v(m € S) > 0. Portanto, S C Omax(h) v-quase certamente. O

O Teorema 5.14 nos proporciona a seguinte dominac¢do FKG

PSRC() < () < ¢SRE(,
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onde ¢ é um estado de Gibbs ou um limite fraco de medidas GRC a volume finito. Uma
pergunta natural seria: a mesma monotonicidade é valida para as RC marginais de
um estado de Gibbs ES? Ou, se fossemos menos ambiciosos, perguntarfamos: sobre
que condigdes existe alguma monotonicidade similar para as GRC marginais de um
estado ES? A resposta a estas perguntas é dada de forma parcial no préximo teorema,
no seguinte sentido. Primeiro, é possivel obter uma desigualdade do tipo FKG para as
marginais dos estados de Gibbs RC mas nédo para os estados de Gibbs GRC em geral.
Segundo, esta desigualdade é valida sobre condicdes restritivas, a diferenca do Teorema

5.14. Este resultado é exposto no seguinte teorema.

Teorema 5.23. Sejam p > 0, ] =2 0, hy € R, p=1,---,9. Sejav € GES yma medida

arbitrdria e seja ¢, sua y-marginal. Para cada fungio quase-local crescente f temos

Pu(f) < PRSP

Se em adigio, | Qmax(M)|= 1 ou ¢y(Ne < 1) =1, entdo

() 2 Piivrel),
onde f é uma fungio quase-local crescente.

Demonstragdo. A primeira monotonicidade deste teorema serd provado usando os Lemas
5.19 e 5.20. Para isso, seja v € 45 um medida de Gibbs ES e ¢, (notagio) a sua 7-
marginal. Para cada fungao cilindrica crescente f com suporte sobre B C B(A), pelas

equagdes DLR de v, temos
() = (P " [ vldor,dp) @S e Flone, )

= [ vdo,dn ¢hS) < [ vdo,dn) ¢iSn(h = PKSun(f),

onde a terceira igualdade é devido ao Lema 5.19 e, na desigualdade, usamos a domina-
¢do dada no Lema 5.20. Finalmente, por aplicar o limite termodindmico (Teorema 5.12)
na desigualdade acima, obtemos a conclusdo da primeira monotonocidade.

A prova da segunda desigualdade é bem mais elaborada. O detalhe técnico da prova
traz consigo construgdes que ndo produzirdo novas ideias que se usar-se-do na frente,
e é por isso que omitiremos a prova desta desigualdade (para mais detalhes sobre a
demonstracdo deste resultado, veja [20], Teorema III.2, Item (3.15)) Ressaltamos que este

resultado terd relevancia na prova do teorema principal da Segdo 5.9. O
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5.4 UNICIDADE DO AGLOMERADO INFINITO

Nesta secdo, provaremos que as medidas de Gibbs GRC e que os limites fracos de me-
didas GRC a volume finito tem quase certamente, no méximo, um aglomerado infinito
(veja Teorema 5.25), esta propriedade é chamada, também, propriedade 0/1-aglomerado-
infinito (veja defini¢do em (116)). Na verdade, este resultado é uma consequéncia direta
do Teorema 1 de [55], sempre que a medida a volume infinito seja invariante por trans-
lagdo e satisfaga a chamada condigdo ou propriedade da energia finita. Usando uma versao
forte da condigdo dada em [55], dizemos que uma medida GRC ¢ tem a propriedade

da energia finita se ¢ satisfaz (117), isto é, para toda aresta e € B(Z"), ¢ satisfaz

¢(17e = 1|§1B(zd)\{e}) >0, ¢—qc (290)

Relembramos que Fpzay (.} € a 0-dlgebra produto gerada cilindros sobre a base
B(Z%)\ {e}.

Comecamos a discussdo da unicidade quase certa do aglomerado infinito com um
lema que nos diz que os estados de Gibbs e o0s limites fracos de medidas GRC a volume

finito tém a propriedade da energia finita.

Lema 5.24. Seja ¢ uma medida GRC invariante por translagdes, jd seja um estado de Gibbs

ou um limite fraco da forma lim; e 4)1%5

C(-|%). Entdo, a medida u satisfaz a propriedade da
energia finita, sempre que B] > 0.

Em outras palavras, se ¢ € GORC ou ¢ € GSRC, entdo ¢ satisfaz a condigio (290).

Demonstracdo. Seja B um conjunto finito de arestas de Bo(Z¢). Para cada 7 € {0, 1}B0(Zd),
definimos a configuragdo projecdo sobre B por 17 — (1) = . Fixada uma configura-

¢do 77, por abuso de linguagem, escreveremos {7p = 7/ } para nos referirmos ao evento

cilindrico {7 : m(n) =7}
Afirmamos que para provar a condigdo (290) é suficiente provar que existe uma

constante ¢ > 0 tal que para cada B C B(Z“) \ {e} e toda configuragio 7, tem-se
[ #0901 = 11Tz ()0

> ¢ [ Q) ey (1) 90 = 0l Pz () 0): - (291)

De fato, (291) implica que

¢(e = 1| Fpzay 1)) (1) Z € ¢(11e = O Fg(zay e3) (1), ¢ —q.c.
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0 que, por sua vez, implica
c
¢Ue = 1Ty ) 2 720 ¢~ qc
provando-se (290) e, em seguida, a afirmacado segue.
Como Ly 7.1 € F(ziy (o)-Mensuravel, por propriedade de esperanga condicional,

a desigualdade (291) é equivalente a

P rp=ry} “ Line=1y) 2 € Pz} - Liye=oy)- (292)
Observe que uma condicdo suficiente para provar (292) é

B (Lrymry) Loy 11De) = € P8 (Mg} - Lyemoy l110), (293)

para algum conjunto ID C B(Z9) finito tal que D D D U {e}, pois se ¢ € YCRC, basta
g?'GRC

integrar (293) com respeito a ¢ e usar a condigdo DLR para concluir. Caso que ¢ € ¥,

isto é ¢ = limy, e ¢g§

C(-\iyn), a desigualdade (292) segue de (293) também, previsto
que (293) se mantenha para todo conjunto D = B,, D B U {e} suficientemente grande
e condigbes de fronteira 77p¢ = 77,. De fato, por definicdo de convergéncia fraca (veja
Definicao 3.14) tem-se

¢ Wirmyg) - Lgemny) = M P8, (L) - Loty )

n—oo

— 1; GRC
Mgy Lpe=0y) = M PE (Mg y - Lyyomoy [110),
o que, combinando com (293), da (292).

Portanto, no que resta da prova nos dedicaremos exclusivamente a provar (293). Para

provar (293), analisaremos o infimo da seguinte razao:

B (e = 1, 1D\ e} [11D0)
B (11e = 0, 11y e} [ 11D0)

;YD\ {e}- (294)
Sem perda de generalidade, podemos assumir que a configuragdo 7 é da seguinte forma

TIE(*/"'I*/ 0 /*I"'l*)/
~
e—ésimo

com * € {0,1}. (Observe-se que a escolha de 1 dessa forma nao influi no raciocinio
a seguir se escolhe 7 tal que 77, = 1). Sejam e = {x,y} e Cy = C(x,7),Cy = C(y,7) as
componentes conexas em 1 associadas aos pontos extremais x, y, respectivamente. Logo,

analisamos a razdo (294) considerando os seguintes casos:
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(a) : Cy = Cy (b) : Cy # Cy,

No caso (a), veja que por defini¢do de qb]GDRC (veja as defini¢des (208) e (209)) imediata-

mente temos GRC
¢B° (e = 1,1\ (e} [11D°) _ b

BC(e = 0, 11p) e} [71D¢)

Logo, tomando-se ¢ = ef/ — 1 (> 0 pois B] > 0), neste caso, verifica-se (293).

-1

No caso (b), as componentes conexas Cy e C, do grafo (z°, Boce(p)) sdo distintas, logo,

por definicao de ¢ERC, tem-se

¢ (e = 1, 7D\ e} | 1D0)
¢S = 0, 1D\ fe} [11D0)

(e,B] _ 1)‘]BOCC(17)QIB‘+1 Z;];:]_ qp e_ﬁ(hmax_hp)(‘Cx(ﬂ)‘+|cy(77)|)

(Pl — 1)/Bocc(m)1B] (2;17:1 ap efﬂ(hmaxfhpncx(n)\) <ZZ=1 9 ef/s(hmwh,,)\cy(n)g

ZPG Qmax(h) qP

> (Pl —1)- ,
(ZZ:l qP>2

onde Qpaxp foi definido em (212). Dai é suficiente considerar

Zpe Qmax(h) q}?

c= (P —1)- >
(Za)
para verificar-se (293). Observe-se que ¢ > 0, pois por (210) estamos considerando
YpeQmax(h) Ip = 1 €, por hipétese, B > 0. O

Com o Lema 5.24 a nossa disposi¢do, pelo uso do Teorema da Unicidade de Burton
Keane, fica trivial a prova do seguinte resultado de unicidade quase certa do aglomerado
infinito.

Teorema 5.25 (Unicidade do aglomerado infinito). Sejam g > 0, ] > O, qgp > 0, p =
1,---,q e suponha que os pardmetros q, obedecem a condicio (223). Logo, todas as medidas

invariantes por translagoes ¢ € G°RC ou ¢ € GCRC tém a propriedade 0/1-aglomerado-infinito.
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Demonstragio. Pelo Lema 5.24, toda medida ¢ invariante translacional em ¢ GRC

ou em
GSRC tem a propriedade da energia finita, logo, pelo Teorema da Unicidade de Burton

Keane [30], ¢ tem a propriedade 0/1-aglomerado-infinito. O

5.5 LIMITE FRACO DA MEDIDA ES

Os limites fracos estudados na Subsecdo 5.2.2 existem para toda fun¢do f quase-local
(inclusive existem para fungdes quase-locais quase certamente via aproximacdo por
fungdes quase-locais, como veremos nesta se¢do), dependendo unicamente das arestas
da configuracdo 7. Para provar o préximo teorema, o qual trata sobre a existéncia do
limite fraco para medidas ES a volume finito, necessitamos estender os resultados da
Subsecdo 5.2.2 para fungdes dependentes de duas configuragdes, a saber ¢ e 17. Antes

de prosseguir a formular o resultado principal desta se¢do, introduzimos algumas

definicdes.
( (
_
yl yl
T~ M Ve
A A
A A

Figura 29: Ocorréncia do evento . A.

Para cada A C A em .Z definimos o evento .# A por

MAN = {17 € {0,1}B0(Zd) Vx,y e\, x— A e y+— A" = x ]m y} . (295)

Para qualquer colecdo {F;}!_, de conjuntos F; € .# disjuntos dois a dois, isto é
FiNFj =@ Vi#j, de modo que F = UL, F; C A, definimos o evento .#)", -, por

///XT{E}E{UG%A,F:xE}"comx%AC = x € Fu}, (296)

paracadam € {1,---,q}.
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Figura 30: Ocorréncia do evento ./’ (Fl

Relembramos que qo = |Qmax(h)|= [{p : hp = hmax}|. Paracadam € {1,---,q} e {F;}

definimos, também, a variavel aleatéria QY (F;) por
7 1

qo, Fm & A€
Qriry = { ) (297)
1, outro caso.
Para cada colecdo {]-"i}?:l de conjuntos F; € .Z disjuntos dois a dois, definimos
livre _ q eﬁhP|C|
F{fi}(ﬂ) = Hﬂ{ﬁ%ﬂ}(ﬁ)n H m, (298)

i<j p=1C:CNF#D

onde Oj;yre(C) = ZZ:l ePICl foi definido em (215) com g, =1,Vp =1,---,gq. O produto-
rio em (298) percorre sobre todos os aglomerados do conjunto Bc.(#7), de modo que
CNFu #2.

Analogamente, dado um conjunto A € . tal que F = UL, F; C A, definimos

oBhyIC]
®A,p(c)

9
Ry =T mermyIT 11 Xam(C,p), (299)

i<j p=1C:CNFp7#0

para cada m € {1,---,q}, onde Op ,(C) = Oliyre(C) - Licnpc—py + ePhv|Cl “LicnacHpy foi
definido em (217). A diferenca de ®j;r, Observe que, por defini¢do, ©4 , depende do

volume A. Aqui estamos usando xa,,(C, p) para denotar

1, CNA°=Qoup=m
Xam(C, p) =

0, outro caso.

Em seguida, formulamos o teorema principal desta secdo.
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Teorema 5.26 (Limite fraco da medida ES). Sejam g > O0eh, € R, p=1,---,9. Se f ¢é

uma fungio quase-local crescente sobre £y x () e m € Qmax(h), entdo os limites fracos

PES(f) =

/PTZ d ¢}E\?m (f ) e (Pﬁxslre(f ) = /{1#2‘1 (P}E\?Iivre(f )

existem, pertencem ao conjunto @GES ¢ sdo invariantes por translagdo com, no mdximo, um
aglomerado infinito.

Demonstragdo. Primeiro, assumiremos alguns fatos que serdo formulados e provados

posteriormente como lemas. Com base nesses fatos, concluiremos a prova do teorema.

1) Sejam A € £, f uma funcdo cilindrica com suporte em (A, B(A)) e A D A com
Bo(A) D B(A). Para cada m € {1,---,q} existem ntimeros {a 5, } tal que

(P]/E\?livre(f ) = Z ll{]:]. } qbfrigine(F‘F}ﬁ)
{Fi}

{Fi}
2) Paracada A € ., {F;} com F =UL, Fem € {1,---,q}, as fungdes

livre

1 BESOD L () ey EEES0D - Ly (),

sdo quase-locais, onde os eventos .#p r e A Kf (F foram definidos em (295) e

(296), respectivamente.

3) Sejam F = U?zl]:i, QZ{E} =qo - JI{FM_)N} +]1{]:m<_/_>Ac}, m tal que hy; = hmax €

Fr_ 1_
Gaam=Fx(rmy Lanr = Qu(ry Lag o FIET
Entao,
lim lim ¢SRC (4 7) =1, lim lim @R (/) =1
AZ4 A1ZH PR lvre(-#0,7) A ArD Oa (A, F)

T HRC (o)
¢ lim, lm ¢nm(GAam) =0

Com os itens 1),2) e 3) a nossa disposi¢do, procedemos a provar este teorema. De fato,
a primeira vista nos vemos tentados a tomar o limite termodinamico nas identidades do

Item 1) (com m € Qmax(h)), mas veja que isso nado é possivel, pois as fungdes F;’s, em
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geral, ndo sdo quase-locais. No entanto, ambas as fungdes podem se tornar quase-locais
quando acrescentamos uma propriedade geométrica ao latice, como indica o Item 2). A
ideia central desta prova é aproximar as F;’s por funcdes quase-locais, para as quais o
limite termodinamico, segundo o Teorema 6.2, tem sentido.

livre

Pelo Item 2) a aplicacdo  — F F }(17) +1 4, ~(17) € quase-local, logo, pelo Teorema 5.12

temos
RC livre _ 1 RC livre
(Plivre (F{]-'i} ) ﬂ///A,]:) = /&*I;d (PA,livre <F{]-'1} lj/A,f) .
Seja . o conjunto de todas as configuragdes que possuem, no maximo, um aglome-

rado infinito incidente a A. Desde que .#, p T .#x quando A 1 Z*, pela unicidade

RC
livre’

‘PE\ie('///A/A) T ¢§‘ie(=//A) =1, quando A 1 Z“. Usando esta convergéncia, o Item 3),

o fato de que F?]V;f é limitada, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e

do aglomerado infinito (Teorema 5.25) e pela invaridncia da medida ¢ temos

fazendo A 1 Z% na identidade acima, obtemos
Phne(FED) = i @G (FFS)- (300)

Por outro lado, pelo Item 2) a aplicagdo # — P?}’ff(n) -1 ///gr{ﬁ}(ﬂ) é quase-local e como

() Fh"re(iy) também é

QX (7 € de suporte finito, a aplicagdo 7 — QY ( ]_..}(;7) 1 ym o

A {Fi}
quase-local. Entdo, pelo Teorema 5.12, para m € Qmax(h) temos

RC m livre | _ 1; RC m . " livre
0 ( QR L FS) = A, $Am (Qt iy Ly P

Usando a definigdo de Gl{\fA’}m e o limite 4’5\%((}5\{2,}141) — 0 quando A, A 1 Z4, ao se fazer

A+ Z% na igualdade acima, obtém-se

.~ RC (pm _ _ tim SRS Y 2 i Tim ARC (e .
Jim, 1 (KR 7y L) = lim ¢SGR, = Jim, tim o6, (FY ) L)

Como G/{\JZ}m é combinagdo linear de fungdes quase-locais, ela também é quase-local.
Logo, pelo Item 3) e pelo Teorema 5.12 temos ngC(G}{\J,TA",}m) — 0 quando A 1 Z4. Um
argumento similar ao feito acima mostra ¢RC(.Zx A) 1 1, quando A 1 Z9. Usando estas
convergeéncias, o fato de que Fy (7 é limitada, o Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue e o Item 3) na igualdade acima, conseguimos que
RC/rm _ T RC (rm
Pm (FA,{]-}}) = /{ITIQd ‘PA,m(FA,{]:i})- (301)

Finalmente, como veremos no lema a seguir, para provar a existéncia dos limites

fracos de medidas ES formulados neste teorema, é suficiente provar este fato para toda
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funcdo f que depende unicamente da configuracdo de spins ¢, onde f tem suporte
em A=AUJIA com A C A. Como f é uma fungao cilindrica, esta pode-se rescrever
unicamente como f = Y} 17147, f(F1, onde a;x) sdo nameros reais que se anulam
quando F ¢ A e f;5,(0) € a fungdo que € igual a um, se cada volume F;, tem cor m na
configuracdo o e é igual zero, caso contrario (veja Lema .33 do Apéndice). Relembramos
que em todos 0s nossos argumentos estamos assumindo que m € Omax(h), pois se esta
usando o Item 3), uma vez que os itens 1) e 2) ndo necessitam desta hip6tese. Fazendo

A1 Z% nas decomposi¢des do Item 1) e usando os Itens (300) e (301), temos

hm (PA hvre Z a(r; } hm 4)A hvre( ?_}ri {Z} a{ﬂ}(p%}\(/jre(l: ?}rf (thre(f ) = hvre f
{Fi} Fi

e

lim, ¢55,(f) = lim, Za{f}m(a{f})— Za{mm (F ) = RC(F) = $E5(P),

sempre que m € Qmax(h). Pela existéncia das medidas pr- e pRC (veja Subsegdo 5.2.2),
concluimos que as medidas limite ES, também, existem.

Agora, para provar que as medidas limite ‘thre e ¢F pertencem a 455, procede-se
usando a quase-localidade das especificagdes a volume finito {¢%S Aivie ¢ A € L} e
{(p : A € £} (veja Proposicdo 4.24). A propriedade da invaridncia das medidas de
Glbbs ES é herdada das medidas de Gibbs RC (lbhvre e pRC . Finalmente, a unicidade do
aglomerado infinito é obtida da forma usual, usando a propriedade da energia finita
mas a propriedade de estabilidade das medidas de Gibbs ES (argumento de Burton
Keane). O

No que resta desta se¢do, nos dedicaremos a provar os itens 1),2) e 3) enuncia-
dos no Teorema 5.26, o que formularemos como Lema 5.27, Lema 5.28 e Lema 5.29,

respectivamente.

Lema 5.27. Sejam A € £ e f uma fungio cilindrica suportada em (A, B(A)). Entdo, existem
niimeros {a;r, } tal que

(PA hvre ) = {Z} a{]:i } (PE{\Sine(F‘?}f}e)
‘7_'1,

Giom(f) = Y agzy Pam(FA (5),
7
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paracadam € {1,---,q} etodo A D A com Bo(A) D B(A). Ademais, a;r,, = 0 sempre que
exista um x € F = U?=1 com d(x, A) > 1. Em particular, ambas as somas acima sdo finitas.

Aquz Fhvre e FM

7y e EX foram definidos em (298) e (299), respectivamente.

Demonstragio. Seja A D A em £ e Bo(A) D B(A). Pela consisténcia da especificagdo

{Phtivre * A € £}, onde por definicdo ¢)5, () = g ) 1A 7B, () VEja que

(PA hvre(f) /(PA hvre(dU dﬂ) (PA B A)(f|UAC TB(A)° )

e, similarmente, obtém-se uma expressdo para ¢t A Onde por defini¢do P55 () =

P> B |0, 1B(A)c)- Por defini¢do, na identidade acima, note que a especificacio a vo-

lume finito QDES,;]B( A)( 04¢, 1B(A)c) ndo depende da configuragdo 77p(4), logo, ela depende
unicamente das varidveis spins na fronteira exterior 0A de A. Dai é suficiente provar a
afirmacdo deste lema somente para fun¢des f que dependem unicamente das varidveis
spins, e cujo suporte se encontra em A = A UJA.

Como f é cilindrica com suporte em A (portanto, local), pelo Lema .33 do Apéndice,
f pode ser rescrita de maneira tinica como f = L{F)A{F) f (F,}, onde az, sdo nimeros

reais tal que a;r, = 0 quando F ¢ Ae

q
firy@ =11 T1 beup-

p=1 x€F,
Isto é, f{71(0) é uma fungdo escada que ¢ igual a um se cada volume F), tem cor p
(ou seja que toda varidvel spin em JF, possui valor igual a p ) na configuragdo o e é
igual zero caso contrdrio. Por uma inspec¢do simples (como veremos a continua¢do) na

defini¢do das medidas ([)A livre © (pA o paracadam € {1,---,q} temos

¢A,livre(f{.7:i} |77) ~1{l_‘7-,'r}e>(17) (302)

e
Prom(frrylm)

Integrando com respeito a ¢p&> Alivie €M (302) € com respeito a (p em (303) e usando a

/T{F}(’?)- (303)

descomposigdo de f, concluimos a afirmacdo deste teorema. Portanto, resta verificar

(302) e (303).
Por definigido (207) de ¢S Alivre € COMO 0 suporte de fr, € F, veja que

T Hpbes
Yo f170@ TLgi jy o (€ — Do, [ecr e 2o
1ij=1

¢R§livre(f{]-",«}|77) = —
‘TH{iff}ElBo(]’)(eﬁ] — Do Tlier P Lp=1 ploxp

1ij=1

284



5.5 LIMITE FRACO DA MEDIDA ES

Como a configuracdo 7 esta fixada, observe que na igualdade acima ndo aparece o
somatério em 7. Fixe p € {1,---,q}. Se fi7,(0) = 1, entdo o volume F, assume a
cor p (que é assumida somente por este volume). Logo, as componentes F; e F; ndo
podem estar conectadas, isto € F; «» F;j parai < j. Isso d4 a indicadora 1 7., 7;}- Logo,
se um aglomerado C de Bo(77) é tal que CN F), # @, entdo necessariamente deve de

satisfazer-se que C N F; = @ para todo i # p. Assim, a identidade acima se rescreve

0 Nyl
_ (eB] — 1)/Bocet)MBo(F)| ALicj L F oy () Lo A, ) Tleer P Lp=1 hpdox.p
(eB] — 1) BoccD BN . Y Ao, i) [ye g e p=1 100

q
i Y ronmy (D) Yo Ao, 1) Tleer B Ly dewp
ZU' A(U/ 77) HXE}— E‘B 2;’721 hP(SVx,p

onde A = 11{(0,77)6{_1’+1}fX{O’l}]BO(}'): se ;=1 entdo 0;=0;} foi definido em (3.6). Uma vez que

7

F = U?zl]-"i, por argumentos padrdes mostrados na Subsegdo 3.3, a expressdo acima é

B [licj Y7071 (1) szl HC:CmF,,#@ [Tiec ePlty
[T Teccnz, 7o Trec Ty €

; e'BhMC‘ hvre
=[TVzerny IT T1 —ge = FEO):

q hy|C
i<j pﬂC:Cﬂ]—},#@Z =1 ePlrlC]

Juntando as identidades acima, mostra-se (302).

Por outro lado, procedendo analogamente ao feito anteriormente, mostra-se que

[Ti<j Y707y (D Ty Tlecnz, o @1 Tlecnz, 4o €1
Prom(fiFy ) = p7m
,m i .
1% Tecnz, 0 Zia €1 Tlecnz, 70 Ty €1 TTe.cnz, 0 €€
p?/m CﬂAC CQAC:®

Uma vez que [ [c.cn 7,0 Oam(C) =T1c: cmf,n#@ Z _ P T ecnz, 0 €FM1Cl e @iy (C) =
CNA°=D CNA°=D

Epz €ﬁhp|c|, reescrevemaos a expressao acima como

H]l ) Ii[ H eBhp|C| ePhm|C| - o
- ‘T..l(_"_)]:l 17 ~ _— = A, E ;7 ,
i<j t ) p=1 C:CNF#D ®livre(c) C:CNFn#D ®A,m (C) {Fi}
p7m
0 que prova a validez de (303). 0

O seguinte lema mostra a quase-localidade quase certa da aplicacdo # — Fb‘{ff(q). A

técnica aplicada para provar esse lema é a mesma que se usara para provar os Lemas
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5.30 e 6.11. O passo principal dessa prova é: mostrar a quase-localidade da aplicagdo do
Item (i) e depois empregé-lo para provar a quase-localidade da aplicagdo do Item (ii).
Lema 5.28. Para todo A € £ e qualquer F = U?zlfi
. i z .
(i) F{l}’:ﬁ : H%Xf{fi} é quase-local para todom € {1,---,q};

(ii) F?]fo -1, € quase-local,

onde F?}Tf foi definido em (298) e os eventos M, F e M (F foram definidos em (295) e (296),

respectivamente.

Demonstragdo. Sejam € {1,---,q} fixoe A D Aem .Z. Note que H%K{fi} i< Y77y
é uma funcéo cilindrica em B(A). Considere duas configuracdes 1 e 7° definidas como
n=(x---,% g Sk, %) e O = (%, %, \1/ ke, %),

e—esumo e—esimmo
respectivamente, com * € {0,1} e e € B(A)*. Isto é, 7 e ° sdo duas configuragdes que
diferem somente por um flipamento na e-ésima coordenada. Para provar (i), assuma que
ne My (F} é tal que [[;; 17 ;],}(11) =1 e que exista um aglomerado C conectando
Fm a B(A)C. Pela definicao (296) de .# A”’Z (F} @ configuracdo #° também satisfaz essas
trés condigdes, e pela defini¢do (295) de .#Z, 7, 0 aglomerado C de (4, Bocc(77)) € tnico.
Observe, também, que a quantidade F?}f}? ndo se vé afetada por mudar de 17 a ¢, a
menos que V({e}) N C #@. Supondo que isso acontece, denote por C° ao aglomerado

correspondente sobre #°. Por defini¢do de F?}’_ff, veja que

ePhm|C| ePhm|C|
®livre (Ce) ®livre (C) ’

FEs0r°) — FERSOn)| <

0o < 1 para aqueles aglomerados C

onde usamos a estimativa H‘;_l [lecnr
- CNF,

pom
que ndo foram afetados pelo flimamento em e. Desde que d(e, F) < |C|< |C?|, fazendo

d(e, A) — oo, o lado direito da desigualdade acima é exponencialmente pequeno. Isto é
F?;-ﬁ(i’]e) — P?}’_—f?(ﬂ)‘ — 0, quando d(e, F) — co.

Dai, por um truque telescépico padrdo, como serd mostrado no argumento final da
prova do Lema 5.30 (abaixo), para qualquer duas configurac¢des w e 1, diferentes, em
B(A)¢, obtemos

F @ — Fisen| = o,
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5.5 LIMITE FRACO DA MEDIDA ES

quando min,c 4 d(e, A) — oo, onde A = {e € B(A)° : w, # 1.} Isto é, a aplicagdo
n— F?}’_f}?(n) é continua na topologia produto, logo, pelo Lema 4.18, esta aplicagdo é
quase-local, provando-se a primeira afirmacao (7).

(i1) Primeiramente, provaremos que

q
— rlivre

é uma funcgdo cilindrica em B(A). Observe que UZ1=1./// A (71 © A, . Dai, usando esta

m=1"

inclusdo, veja que: se 77 € uma configuragédo tal que 1 a7 (m=1oul, (n) =0,

entdo a expressdao em colchetes acima é sempre zero, portanto, § = 0. Logo, nestes

< livre | _ rlivre , v " _ :
casos terfamos que F () Vg r=F () PR | My Portanto, a quase-localidade de

PB’{? +1 4,  decorreria desta igualdade, pois pelo Item (i), a fungéo P?}’_.lr? -1 5y é

quase-local para cada m.

No entanto, se 77 é tal que 1 4, -(7) =1e ]IUZ,=1 /‘K{ﬂ}(ﬂ) = 0, afirmamos que ndo existe
aglomerado algum de modo que conecte F a A°. De fato, suponha que exista pelo
menos um aglomerado (este deve ser tinico pois 17 € .#x r) que conecte F a A, logo,
deveria existir um i tal que o aglomerado conecte o volume Fj; a A°, mas isto contradiz
o fato de que 77 € Uizlﬁg{}g}'

Logo, neste caso, F?J"Ef‘}* depende unicamente dos estados das arestas de B(A), impli-
cando que g é uma fungao cilindrica em B(A), portanto, quase-local.

Finalmente, como F}gl}]—",rf Ly, =8+ anzl Fb’_,lr}e -1 G pelo uso do Item (i) e o
fato de que a soma de fungdes quase-locais é quase-local, temos que F?]"Elrf Ly, - €

quase-local. O

Lema 5.29. Sejam {F;}, F = UL Fi e m € Qmax(h).

(i) Entdo
lim lim ¢$%C (7 =1 e lim lim ¢8C (# =1.
AZE A1 ZE (PA,hvre( A,]'—) A1Zd AT Z (PA,m( A,]'—)
{Fy _

(ii) Seem adigao, Gy x), = FY ry Ly » — QR (29 -H%K{FA}F?]V{?, entdo

lim lim ¢S (G ) =0,
AZ4 At 74 P A,A,m)
m

onde QY (71 =40 L7, cncy + ]l{].—mé,mc}foi definido em (297) e os eventos M r e M (F}
foram definidos em (295) e (296), respectivamente.
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Demonstragdo. (i) Definindo o evento .Zr como aquele que é composto por todas as
configura¢des que apresentam, no maximo, um aglomerado infinito incidente com F,
note que .#Zr = Up.a>r M, . Pela continuidade da medida e pela fato de que ¢ERC tem,
no maximo, um aglomerado infinito (Teorema 5.25), onde # denota a condigdo de fron-
teira livre ou a m-conectada com m € QOmax(h), temos limy,z4 lim ;74 ¢/G\§C(///A, 7) =
GRC(at5) = 1.
(ii) Para provar este item, considere {F;} e A C A com A D F. Dado 5 € {0,1}B®),

analisamos os seguintes trés casos:

(
J )

A A A

(@) : F e A° (b): F < A°, F o A€ () : F ¢ A°
No caso (a), pelo fato de nao ter aglomerados conectando F a A°, note que

_ ) L
Lap sy =Lans Quqry=1 € Fiiry=FFy

pois, neste caso, F < A° implica que F + A°. Em consequéncia, G[{\fAi}m = 0. Dai,

trivialmente se tem lim ;4 lim 44 ¢§Cm(G[{\]Z}m) = 0.

Se 0 caso (c) ocorre, destacamos os seguintes trés casos: (1) sen étalquel 4, .(17) =1

el (1) =0, entdo o aglomerado que conecta F a fronteira externa dA é tnico,

A{F)
pois 17 € .4y 7. Desde que n ¢ A" (F existe m # m tal que dito aglomerado conecta

Fi a dA. Denotemos por Cj o a este aglomerado. Entdo, por definicdo de xa u,
Xam(Ciin,m) =0, ja que m # m. Isto implica que FY' (F) T 0. Portanto, G/{\fA’}m = 0.

Assim, neste caso também lim Atz lim Atz ‘Pzri,cm(G/{\,fAi,}m) =0.
(2) Sen étal que 1. My, +(17) =0, por inclusdo de conjuntos temos 1 ///Kf{fi}(”) = 0, impli-
cando que G/{\}i}m = 0. Assim, trivialmente segue que lim ;54 lim \4 4 ‘Pin,Cm(G/{\me) =0.
(3) Sen étalquel ///K{fi}(ﬂ) =1, entdo, por inclusdo de conjuntos temos 1 4, -(17) = 1.
Logo, o aglomerado que conecta F a fronteira dA é tnico pois 17 € .#, r e, além

disso, este aglomerado conecta Fy, a dA, ja que n € 4 (F Denotemos por C,, A tal
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aglomerado. Desde que Fy; <+ dA, tem-se F;, <> A, dai, QK’ (7 = 9o- Por simples

inspe¢do nas definicao de F)! () temos
ph |C| .ma‘cm A|
el e :
\ = |1ir.. : .
AT 113 i i) H C: Cg ) Olivre(C) ®A,m(cm,A)
p7m

Como o aglomerado C,, o conecta F;; a A, temos Cy, o N A # @, implicando que

OAm(Cuna) = ePlim|Cin,al, Logo, a igualdade acima fica

e.Bh,Ulc‘
m
2= | | Yrer I : (304)
A,{]-',} E { } ﬂ C:CN.F, _T/@ ®livre(c)
p7m

Similarmente, por simples inspegdo nas defini¢do de F?}r}?, tem-se

hvre H 1 H H eﬁhl’ ‘C‘ eﬁhm |Cm,A| ( )
- > . . (0]
{]:} i<j i ]:} p=1 C:CNF,#D ®livre(c) ®livre(cm,A) 305
pFm
Assim, de (304) e (305) obtém-se
. Olivre(Cr A)
m _ plivre | “livre\-m,A
AFY T HEY T il (306)
Como m € Omax(h), o fator W é igual a

q ﬁhri|cm,A|
®livre(cm,A) _ EP=1 €
e,maax | Cm,A | e,maax | Cm,A ‘

- qo + Z e_ﬁ(hmax_hpﬂcm,A'_ (307)
P%Qmax(h)

Desde que hmax — hp > 0 e d(Fu, dA) < |Cyyal, fazendo d(Fy, 0A) — oo em (307)

ivre(C . ; .
% — go. Dai, usando (306) para reescrever G;{\J,TAI%m em seguida fazendo

d(Fy, 0A) — oo tem-se

obtemos

G{]: P Flivre ®livre(cm,A)

Adin = ECEY | " gpalCual T T

1}

Uma vez que G{ é limitada, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

(veja Apéndice, Teorema :23) obtemos que lim;za lim ;47 gb (G[{\]:A}m) =
Finalmente, analisaremos o caso (b), onde F < A e ]-" «+ A°. Se n é tal que
Ly (m)=1el %K{Fi}(n) =0 ou se 7 é tal que 1 4, ~(17) = 0, 0 mesmo raciocinio feito

{Fi}

nos casos 1) e 2) para o caso ¢) mostra que limy,q lim, 4 PRE (G4 ) =0
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Se 7 é tal que 1, s

P/\T’A o evento (b), isto é, P/\T’A = {y : F < A, porém, F < A°}. Seja Cpy o 0 tGnico

(7) =1, temos F/T,{f,-} = F?}lr? e que QK{E} = qo. Denote por

aglomerado que conecta F; a A°. Logo,

{F} | _ livre . . livre ®livre(cm,A)

Por um raciocinio similar a (307), veja que a parcela do lado direito é exponencialmente
pequena quando fazemos crescer A e a distancia entre F;,; e dA°. Logo, para provar que

lim 4 za lim 474 (])[Iicm(G/{\]Z}m) = 0, é suficiente provar que

lim lim ¢%€ (PZ ) =0. 08
ATZg,Mngl’A,m( AA) (308)

Primeiro, relembramos a seguinte caracteriza¢do de limite

RC(F ¢+ 00) = lim @RS (F <> A9,
N4

o qual decorre imediatamente das seguintes desigualdades: para A C A, tem-se
%?m(]: & A9 < %/Cm(]: + A°) < /Iifjm(}" < A°), onde a primeira desigualdade é
devido a monotonicidade de {F <+ A} e a segunda devido ao Lema (5.11).
Note que os eventos {F <« A}, {F <> A} sdo disjuntos e {F < A} T {F «» oo}
quando A 1 Z“. Dai, pela caracterizagio de limite mencionada acima e pela continuidade

da medida, tem-se

lim lim @R, ({0,112 PL,)

lim Lim ¢RG,({F «» A} U{F < A°})

AZ4 Nz AtZ4 A ZA
= lim ¢RC (F «» A°) + lim @RS (F <> A°
ATZ”’ (PA,m( ) ATZd (PA,m( )
= fn (F » @)+ @S (F ¢ 00) = 1,
provando-se (308). [

5.6 QUASE-LOCALIDADE Q.C. DO MODELO GRC

Ao longo desta segdo estudaremos a quase-localidade (quase certa) do modelo GRC

com presenca de campo externo uniforme (hp)Z:1 definido em (202). O seguinte lema
gGRC

nos diz que todo estado ¢ € 4R ou ¢ € YORC ¢ quase-local q.c. (precisamente, veja
Observacdo 5.31) segundo a Definicdo 4.24. Para formular com precisdo dito lema,

necessitamos relembrar o evento .#, A, que foi definido em (295), isto é:
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) A A>T
Map=< 1€ {0, 1) vy ven, ) — ‘éﬂ .
Bo(A)

Bo(A)

Ja no préximo capitulo, enunciaremos um lema similar sobre quase-localidade, com
suas respectivas adaptagdes, para medidas GRC com presenca de campo externo ndo

homogéneo (a diferenca deste capitulo).

Lemas5.30. (i) Seja B C By(Z%) um subconjunto finito e seja f uma fungdo cilindrica

dependendo unicamente dos estados das arestas em B. Entdo a fungdo

1= Ly () CPI%;RC( flnpe) € quase-local,

para qualquer par A, A € £ tal que A O A D V(B).

(ii) Seja ¢ € GSRC ou p € YORE com, no mdximo, um aglomerado infinito e A € £, entio

P(AMAN) T 1, quando AT z-.

Demonstracdo. (i) Sejam A D A, e € B(A)° uma aresta e 77 e 1° duas configuracoes
definidas como
175(*/"'/*/ O /*/"'/*) € TleE(*/"'/*/ 1 /*/"'/*)/

~ ~
e—ésimo e—ésimo

respectivamente, com x € {0,1}. Isto é, n7 e #° sdo duas configuragdes que diferem
somente por um flipamento na e-ésima coordenada. Defina o evento

NN = {17 € M, : 3 aglomerado C tal que A <T> ]B(Z)C} )

Observe que se 171 € A, A, entdo 11° € A a, além disso, o aglomerado C de (Zd, lBOCC(q))
que conecta A a IB(Z)C é unico, pois, se existiram dois aglomerados distintos com esta
propriedade, o fato de que 17 € .#x A faz com que se tenha uma contradigéo.

Tendo em conta que e € B(A)¢, analisamos 0s seguintes casos:

i) V({e}) N C = @: neste caso, por definicio (209) do peso WSRC note que
( P S 9)dop B q

WERC(f ) = WERC(fl1se)-
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(ii) V({e})NC # @: neste caso, denote por C° o aglomerado correspondente na
configuracdo #°. Desde que f é uma fungdo cilindrica, portanto, continua, por defini¢cdo
(209) do peso WERE tem-se

WERE(F ) — WERC(F )
<
| llor [WESCrm ) — WER(m 7mo)|

<

9
||f||oo(eﬁ] — 1)]Bocc(’7]B)m]B Z qP )e_,B(hmax_hp”C | — e_ﬁ(hmax_hp)‘c| ‘
p=1

HfHOO(e'BI - 1)]BOCC(;7]B)O]B Z ‘e—ﬁ(hmaxfhp)‘ce‘ — E*,B(hmax*hpﬂcw .
pé Qmax(h)
Ja que d(e,A) < |C|< |C€| € Nmax — hP > (0 sobre {1’ .. ,q} \ Qmax(h), fazendo d(e, A) N
oo, o lado direito da desigualdade acima é exponencialmente pequena. Isto é, o lado

direito da desigualdade acima é somavel sobre as posi¢des de e. Isto é,
WI%RC(foBC) — W§RC(f|;7Bc) — 0, quando d(e, A) — oo. (309)
Agora, considere ¢, e duas arestas em IB(Z)C e a configuracdo 7 da forma

;75(*/"'/*/ O PRV O /*/"'/*)/
~~ ~
e—ésimo e—ésimo
com * € {0,1}. Logo, defina as configuracdes 7¢ e 11° como aquelas que sdo obtidas por
flipar a configuracdo 1 de zero para um na e-ésima e e-ésima coordenada respectiva-
mente, sem nenhuma mudanca nas outras coordenadas. Por (309) e pela desigualdade

triangular, tem-se

WERC(flnse) — WERC(f )

< |WER () — WEC(flrm)

+ |WERC(f ) — WERC(flme)| — 0,

quando d(e, A), d(e, A) — oo.
Seguindo o mesmo raciocinio, por indugdo, prova-se que para qualquer duas configu-

ragoes 1,77 diferentes em B(A)S,

WERC(flnme) — WERC(f[175c)

< X [EG g0 - WERC(flngo| - 0,
ee: efe
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quando min,c4 d(e, A) — oo, onde A = {e € B(A)° : 5. # 7,}. Isto é, a aplicagdo
1= Ly A () PSRE(f|17me) é continua na topologia produto, logo, pelo Lema 4.18, esta
aplicagdo é quase-local.

(i) Para cada A € .Z, seja .#, o evento composto por todas as configuragdes
que apresentam, no maximo, um aglomerado infinito incidente com A. Note que
Mpn T AMp, quando A T Z%, e que Ay | {Ne < 1}, quando A 1 Z?. Como, por
hipotese, p(Noo < 1) = 1, entdo ¢p(#y) = 1, VA € £. Logo, pela continuidade da

medida, segue que limy,za (A ) = P(Ap) =1, VA € 2. O
Observacao 5.31. Para cada f C supp(B) definamos a aplicagio g(n) = ¢S (f|npe) e
Eq = {w € Q1 — g(y) é quase-local em w}.

Mostraremos que, se ¢ € 4°8C ou ¢ € GORC com, no mdximo, um aglomerado infinito,
entdo a aplicagio 1 — g() é ¢-q.c. quase-local. De fato, pelo Lema 5.30 (ii) temos que
4)]%’RC(UA;A3A///AIA) = 1. Por outro lado, note que, pelo Lema 5.30 (i), temos My C Eg,
VA : A D A Dai, 1 =¢(UaasaA2nn) < ¢(Eg). Portanto, ¢p(Eg) = 1.

Em outras palavras, se hd provado que o estado ¢ € GSRC ou ¢ € GORC é quase-local g.c.
(veja Definicio 4.24).

Como consequéncia da quase-localidade q.c. dos estados GRC, temos o seguinte
corolario, o qual nos diz que todo limite fraco de medidas GRC a volume finito é um

estado de Gibbs GRC.

Coroldrio 5.32. Seja p > 0,] > 0,hy, € Regy > 0,m =1,---,q, e suponha que os
pardmetros q,, obedecem a condigdo (223). Entdo, todos os estados limites GRC invariantes por
translacdo sdo estados de Gibbs GRC, isto é, ?flgrlfc C @GRC

Demonstragdo. Seja ¢ < %lgrlfc, entdo ¢ = lim, ¢](B3fc(-|;7n) para alguma sequéncia

de configuragdes {7, : n € IN}. Afirmamos que, para cada n € IN, a medida de
probabilidade

¢u() = 95, )
satisfaz a condi¢cdo DLR (213). De fato, para qualquer funcao cilindrica f, dependendo

somente dos estados das arestas de B e para qualquer B C B,,, tem-se

Pu() = 5 (Flin) = 955 (95°(F1)|1ma) = [ 9GRC(tnln) 95" (Flrme)

= [ ulen) ¢5"(Fl5)
= pu(@SRC(f|) = du OERC(]),  (310)
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onde, na segunda igualdade, usamos a propriedade de consisténcia da especificagdo
{pSRC : |B|< oo} e, na quarta igualdade, a definigdo de ¢,. Assim, ¢, = Pu PERC, isto &,
¢n € 95RE, 0 que prova a afirmago.

GRC
B

Como a especificagdo {¢ : |B|< oo} ndo é quase-local (veja Proposigdo 5.13),

isso ndo necessariamente implica que a medida de probabilidade limite ¢ satisfaca
a condicdo DLR. Para abordar esse problema, seguimos a estrategia que envolve a
quase-localidade quase certa de PR

Seja B um conjunto finito de arestas e seja f uma fungdo cilindrica dependendo
unicamente dos estados das arestas de IB. Desde que as fungdes f e 1z, v (*) PERE(f])

sdo quase-locais para todo A O V(B), por defini¢cdo de ¢, temos

¢ (Lapuw $8°U1) = lim 9u (Lo y) $5°°(1) (311)
e
o) = Tim ¢,(1) P27 lim @u(@§R(f1 ). 612)

Como ¢(N < 1) = 1, pelo Lema 5.30, conseguimos que ¢(.#, y()) T 1 sempre que
A 1 Z%. Como ¢ERE(f|) é limitada, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, temos

lim, ¢ (L 95°°01) = @5 (1)

im ¢ (1 v 951 = PGSR

INVA
Fazendo A 1 Z% em (311) e usando estes dois limites acima, obtemos
P(PE () = lim Pu(¢5"“(f]).

Combinando esta identidade com (312) tem-se

P(f) = 9@ (1),
isto é, ¢ € Y°RC. Desde que a priori ¢ € 4°RC, concluimos que FSRC C @ORC, O

Relembramos que, em geral, uma medida de Gibbs GRC ndo tem porque, necessaria-
mente, ter uma versdo esperanga condicional (214), devido a perda de quase-localidade
das medidas GRC a volume finito (veja Proposi¢do 5.13). Como haviamos falado ante-
riormente, podemos contornar esse problema adicionando a hipétese geométrica de
existéncia (quase certa) de no maximo um aglomerado infinito. Isso é resumido no

seguinte teorema.
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Teorema 5.33 (Versdo esperanca condicional). Seja p > 0,] > 0,h, € Regy > 0,m =
1,--+,q, e suponha que os parimetros q,, obedecem a condigio (223). Seja ¢ € GORC com
¢(Noo < 1) = 1, B um subconjunto finito de Bo(Z?) e seja f uma funcio cilindrica crescente

dependendo somente sob a configuragio np. Entdo,

o(flmee) = p5°“(flnme),  ¢p—q.c. (313)

Demonstragio. Sejam By, B, dois conjuntos finitos de arestas be com B NB, =D e f, g
duas fungdes cilindricas limitadas dependendo unicamente sobre os estados das arestas
de B; e B,, respectivamente. Desde que ¢ € ¥°R¢, usando a equagdo DLR (213) e a
consisténcia da especificagio {pSRC : |B|< oo}, para B D By N B; (veja Definigo 4.5),
facilmente pode-se obter que

#(ef) = [ ¢ ¢§™ (455G 1))

[ o6 #§%C (g 98571 )

tim [ 9 9§%C (g 465 (£1)|ns:) (514)

B1B(Z4)

Seja A D V(B1) e o evento .#j y,) definido em (295). Desde que as fungdes g e
1 ///A,wsl)(') (,i)]%RC( f|-) sdo quase-locais, o produto destas fungdes g -1 »///A,V(Bl)‘PI%RC( fl)é
também quase-local, dai, esta fun¢do pode ser aproximado por fungdes locais. Logo,

(em analogia com (314)) pela equagdo DLR (213), temos

¢ (g ' ]L//ZA,V(]Bl) ¢I§Fc(f|)> = lim /‘P dn) 4’GRC (g ' ]l//fA,V(lBl) le%FC(ﬂ')"ﬁBC) . (315)

BB(Z%)

Uma vez que ¢(Ns < 1) = 1, pelo Lema 5.30 conseguimos que ¢(.# y,)) T 1, sempre
que A 1 Z%. Como f e g sido limitadas, usando o Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue, temos

lim / $) 95% (8 Lty vie P51 1) / o) 5% (3 #5111 s

Atz

lim ¢ (g 11////;\/(131) ¢GRC (fl- ) (g QDBFC(H)) '

V4

Fazendo A 1 Z% em (315) e usando estes dois limites, obtemos

o (245101) = Jim [ ptan) 67 (50671

295



REPRESENTAQGES GRAFICAS PARA SISTEMAS DE SPINS COM PRESENCA DE CAMPO

Combinando a identidade acima com (314), obtemos

o) = (3 955°(1))

para toda fungdo limitada ¢ que depende unicamente sobre as configuragoes #7pc. Da

unicidade quase certa da esperanga condicional com respeito a ¢, segue a prova. [

5.7 UNICIDADE E AUSENCIA DE PERCOLACAO

Relembremos que por defini¢cdo (285), S(c, 1) é o conjunto de valores possiveis
assumidos pelos spins sobre um aglomerado infinito na configuracio (c, 77). Em seguida,
formulamos o seguinte lema, o qual nos dé condicdes suficientes para que a RC marginal
de uma medida de Gibbs ES seja um estado de Gibbs RC.

Lema 5.34. Seja v € 4% uma medida de probabilidade com v(|S|< 1) = 1 e seja ¢ sua RC
marginal. Entdo, ¢ € GRC.

Demonstragio. Dado B C By(Z*) com |B|< oo, seja f uma funcao cilindrica com suporte
em B. Desejamos provar que a RC marginal ¢ de v satisfaz a condi¢do DLR, isto é,
¢(f) = [ u(dn) pRC(f|npe). Note que uma condigéo suficiente para provar isso é provar

que

O(f|11Be) = PR (f|178e), (316)

pois basta integrar com respeito a medida y esta igualdade e usar a propriedade da
torre das esperancas condicionais para obter-se a identidade anterior. Na direcdo de
provar (316), para cada 1 € {0, l}BO(Zd) defina a configuracdo projecdo sobre B por
n — mp(y) = yp. Fixada uma configuracgéo 7, por abuso de linguagem escreveremos
{7 =7z} para nos referirmos ao evento cilindrico {7 : (1) = 77 }. Seja f uma fungdo
cilindrica com suporte em B. Para todo A tal que A D V(B), B* C Bo(Z%) \ B = B¢ e

toda configuracdo 7., tem-se

/{N]B*=77]B*}V(dﬁ) /v(da,deWBc)v(f|aAc,;7]Bc) /{ v d) v(u(f]-)|7se)

TiR* ==

[ @iy (V19
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onde esta ultima igualdade acontece pelo fato de que 1y, .5 .} € Fpe. Por outro
lado, por propriedade de esperanga condicional e desde que 1y, .7 .} € Fac X Fpe,

reescrevemos a igualdade acima como
= [ V@D gy Flose, T) = [ V@DV g F e, )
= [ v@ .
{7p+=T7 }

Juntando as identidades acima, por definicdo de esperanga condicional obtemos v-q.c.

que

W(flns) = [ vido, dyslyse) viflone, 1so) 617)

Dado 7¢, pode-se tomar A suficientemente grande, de modo que ndo existam aglome-
rados finitos C(17pc) conectando V(BB) a A°. Com esta escolha, por um simples calculo,
veja que v(f|oac, 1Be) = ¢RC(f|npe) para cada fungdo cilindrica f com suporte em B,
pois, pela assung¢do do lema, todos os aglomerados infinitos quase certamente tem a

mesma cor. Desde que B ¢ arbitrdrio, substituindo esta identidade em (317), obtemos

v(flee) = / v(do, diyp |1pe) PR (f [7me) = PRC(f|178e) / v(do, dips|ipe) = PRC(f |7me)-

Mas como ¢ é RC marginal de v, ¢(f|#pc) = v(f|#Bc). Substituindo este fato na igualdade
acima, temos ¢(f|p:) = ¢RC(f|yBc), 0 que prova (316) e, portanto, a conclusdo do

lema. O

GRC , (PGRC

Lema 5.35. As medidas ¢7;.- e Pra sdo fortemente mixing e, em particular, ergédicas com

respeito as translagdes em quaisquer das direcdes principais do ldtice.

Demonstragio. Seja T a translagdo em uma das dire¢des principais do latice (veja Defini-
cdo 2.1). Pela Proposicao .32 (do Apéndice), para que a medida ¢pSRC seja fortemente

mixing é suficiente provar que

Jim ¢raac(f 80" = dmax () $rmax @), VS, g € LA(Q). (318)

Como o espaco das fungdes continuas C(Q)) é denso em L%(Q)), seré suficiente provar
(318) para toda fungdo f, g € C(Q)). Por outro lado, uma vez que toda fun¢do quase-local
pode ser aproximada uniformemente por fungdes cilindricas, por argumentos padrdes

de convergéncia, é suficiente provar (318) para fungdes cilindricas. Dai, como () tem
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um ordem parcial natural, restringiremos a prova de (318) para fungdes cilindricas
crescentes (no sentido FKG).

Seja A € Z com complementar A° conexo e sejam f, g duas fungdes cilindricas
crescentes ndo negativas com suporte em B(A). Defina g, = go 7" e Ay, = T"(A).
Logo, o produto fg,, também, é crescente. Dai, Vn € Z tal que B(A) NB(A,) =D e
VA D AUA,, temos

PN (f * 81) = DN (f * Sl AnBoa) = D) < N v (f - &l TBAN BB, = D)

= (Pgtljgn,max(f : g”) = (Pg;,lr{ncax(f) qbgf,gax(g”)

= PSRC () PSRC.(8n),

onde, na desigualdade, usamos o Coroldrio 5.10. Em seguida, fazendo A 1 74 seguido
den — o0 e A1 Z%, obtemos

. R R R

lim sup ¢raic (f - 8 © ") < Pinax () Prmax ()

n—00
A desigualdade contréria segue da desigualdade FKG, logo, a propriedade mixing forte
é estabelecida para a medida ¢SRS, O caso quando a condigdo de fronteira é livre é
completamente andlogo, neste caso se necessita tomar f e g positivas decrescentes.
Para provar a ergodicidade dessas medidas, o argumento feito aqui serd apresentado

bem geral. Suponha que a medida ¢ satisfaz a propriedade mixing forte. Para cada

evento invariante por translacdes A, veja que
P(A) = pANTA) — P(A)"
Dai, segue que ¢(A) = ¢p(A)?, portanto, p(A) € {0,1}. Assim ¢ é ergddica. O

Antes de formular os seguintes dois resultados, por simplicidade de apresentacao,

introduzimos as seguintes definicdes:

A5 ={Nw=1leoy=mVx € Cu} e 9 ={ved™ v(>)=1}.

1,m —
Para um aglomerado finito C na configuracédo 77, definimos a medida

e—Phm|C| 5
”C(UC)—Z m}; o | -

m

Para cada m € Qmax(h) definimos, também, a medida a volume infinito

@l = 1 7eomoce) 11 dom-

C(n):|C()| <o Xsro0
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5.7 UNICIDADE E AUSENCIA DE PERCOLAQAO

Lema 5.36. Sejam m € Qmax(h) e v € G55 com v(S C {m}) = 1. Seja ¢ uma RC marginal

de v. Logo, para cada fungdo cilindrica f de o e n

v(p = [ ¢@n) v(fln).
Em particular, se v1, v, € %ﬁi sdo duas medidas com a mesma RC marginal, entdo vy = v;.

Demonstragdo. Seja f uma funcdo cilindrica com suporte em (A, B(A)). Como foi argu-
mentado no Lema 5.34 com B = &, para v-q.c., pode-se encontrar A D A suficiente-
mente grande tal que v(f|oac, 17) ndo dependa de o, de onde pode-se verificar que

V(f|oac, 1) = vm(f|n). Substituindo esta igualdade em (317), obtemos

v(fln) = [ vide, ) v Flp) = v Fl) [ vide, i) = v(F I

Integrando a igualdade acima com respeito a v, temos

v =) = [ vdo,dmyvn(Flp = [ ¢ vafin,

onde, na primeira igualdade, usamos propriedade de esperanga condicional e, na tltima
identidade, usamos o fato de que vy, (f|%) é uma fungdo que depende unicamente de y
e que ¢ é RC marginal de v. O

Com estes lemas a nossa disposi¢do provamos o seguinte teorema, o qual nos da
informacdo sobre o comportamento da cardinalidade das medidas de Gibbs tanto RC
como ES nas fases | # J.. Jd na fase | > ], é esperado a existéncia de mais de uma
medida de Gibbs ES quando a constante de acoplamento | é suficientemente grande.
O Item (iii) do proximo resultado nos afirma que existem, na verdade, tantos estados
de Gibbs ES como a cardinalidade do conjunto Omax(h). Isso motiva a fazermos as
seguintes perguntas: no caso de que | Qmax()|= 1, serd que teremos uma tnica medida
de Gibbs ES?, o modelo RC tem o mesmo comportamento? Um resultado parcial

(baseado sobre a dimenséo da rede) nesta direcdao serd dado na Secéo 5.9.
Teorema 5.37. Sejap >0ehy, € R,m=1,---,q.

(i) Para todo | > 0, existe, no mdximo, uma medida de Gibbs de ES que ndo possui a

propriedade do oo/aglomerado-infinito (veja definigdo em (116)).

(ii) Se Pw(B, ], 1) = 0, entdo |9"5|= |9RC|= 1. Em particular, |955|= |9RC|=1se ] < ..
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(iii) Se Pwo(B, ], 1) > 0, entio as medidas ¢, m € Qmax(h) sdo estados de Gibbs extremais-
invariantes por translagdes com <p ( ) = 1. Em particular, existe no minimo qo =

| Omax(h)| estados de Gibbs diferentes extremazs-mvarmntes por translagoes.

Demonstragiio. (i) Provaremos que para qualquer medida v € ¥F5 que nao exibe perco-
lacdo é igual a medida limite ‘thr o CUja existéncia foi estabelecido no Teorema 5.12. De
fato, seja v € 4> uma medida que néo possui a propriedade do co/aglomerado-infinito
e {A; : n € N} uma sequéncia cofinal (no sentido da Definicdo 4.8) de subconjuntos de

V. Logo, a sequéncia de conjuntos aleatérios {A, : n € N} definido por

An() ={x € Ay : x ¢ A ingp},

também é crescente. Note que o conjunto A, estd bem definido devido a auséncia de
aglomerados infinitos. Pelo Teorema 6.2, dado € > 0, pode-se tomar A suficientemente

grande, de modo que, para cada funcdo f com suporte em (A, By(A)), se tenha

|(Pthre f (:bhvre(f)|< €, VV D A. (319)

Por outro lado, observe que

v(f) = v(f - Lpa,00580) + V(Lo = V0 La,0map) + 2 V(- Lia, =m0
Kn(')DA

Por usar as equagdes DLR e sua versdo equivalente de esperangas condicionais para
a especificagdo {4) ABo(A) - : A € Z} (veja equagdo (206)), a expressdo acima pode
reescrever-se como

V(f - Lya,eppap) + Z ((PA ]BO(AH)(f'ﬂ{An(-)Jn}"))

Kn(')DA

v(f Ta,0ma) + o VU Ty o0cm [ R By@ne)-
Kn(')DA

Note que, para cada n € IN fixo, a varidvel aleatéria 1 (An()=An} depende unicamente dos
estados dos sitios e arestas em (Kn, IBO(Kn)), logo, esta variavel aleatéria é independente

da o-algebra .7+ Dai, a tiltima expressdo acima pode-se reescrever como

A Bo(Ap)”

v(f Tpa,0zap) 2 Va,00mx VTR By
Kn(’):)A

v(f ‘]l{An(wA})tZ V(Tl{A,,(.)Jn}<P%i,]BO(KH)(f )
An(’)DA

v a0zt L V(a,0or 95 v

An(’)DA
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onde, na segunda desigualdade, usamos outra vez a versao equivalente de esperanca
. . o[ ~ ES . . .
condicional para a especificagdo {¢ ABon) - N E L }, no entanto, na ultima desigualdade
usamos a definicdo da medida 4)%5 livre: Resumindo os passo feitos acima, temos a
nr

seguinte identidade

v(f) = v(f - Ta,a) + 2 V(]l{An(-)=KnW%invre(f))' (320)

Kn(’)DA

Combinando as identidades (319) e (320), temos

V(f - Ty, 0580 + [Plare(H) — €lV(Fli,)oap) < V()
SU(f Ly 0a) * [Pl () + V(- Lia,)0a))- (321)
Desde que a sequéncia {A,(w) : n € IN} é crescente, a sequéncia {A, : n € N}, com

Ay = {Au(-) D A}, também é crescente. Portanto, 14, T 1. Como f é limitada, tomando

n 1 oo em (321) e usando o Teorema da convergéncia Dominada, tem-se

|1/(f) - ¢E§re(f)|< €.

Desde que € > 0 foi arbitrdrio, concluimos a prova deste item.
(ii) Pelo Coroldrio 5.18 sabe-se que Pos(B, ], h) = ¢pSRS(|Co|= o0). Desde que Po(B, ], 1) =
0 temos RS (|Co|= o) = 0. Veja que

{Ne > 1} C {existe pelo menos um aglomerado infinito} = U, . 74{|Cx|= oo} (322)

e que o evento U, 4{|Cy|= oo} é invariante por translagdes, pois uma translacio de z¢
leva aglomerados infinitos em aglomerados infinitos na configuracdo trasladada, por
causa da invariancia translacional da rede hiperctbica L. Desde que PRE (|Co|= 00) =0,

pela relagao (322) e pelo comentério feito em linhas acima (sob invariancia), temos

4)max(N°° 1) =
Pelo Lema 5.3, Item (ii), RS, é #-marginal da medida ¢£> ., logo,

4)max(N00 > ) ¢max(N<>0 ) - OI

pois aqui {Nw = 1} = {1 : Neo(#7) = 1} é um evento que ndo depende da configuragéo
de spins . Seja ¢, a -marginal de v € 5. Como {Ns > 1} é um evento crescente no

sentido FKG, pelo Teorema 5.23 temos

(PV(N"O = ) (Pmax(NOO = ) =0.
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Somando em 7, na desigualdade acima temos

V(NOO ) ¢max(N ) 0.

Isto é, V(No = 0) = 1 para cada v € 955, portanto, pelo Item (i), ¥55 = {5 }.

Por outro lado, ¢pRS, (Ne = 1) = 0 implica que o mesmo é verdade para todo ¢ € ¥R¢
pelo Teorema 5.14. Repetindo 0 mesmo argumento na prova do Item (i) deste teorema
para a medida RC ¢ e usando o Teorema 5.33 para garantir a versdo de esperanca
condicional para as medidas RC, conseguimos que ¢ = ‘thr . para toda medida de Gibbs
¢ € 9RC, 0 que implica que ¥RC = {¢5C }.

Em particular, se | < ], por defini¢do (246) do parametro critico J., temos P (B, J, h) =
0, pelo provado acima, conclui-se que |¥F5|= |4R¢|= 1

(ii7) Para provar este item, primeiro provaremos que

P (0 = 71|X 3 00) = 8y, i, (323)

previsto que Pw(B,],h) > 0 e m € Qmax(h). Para provar (323), pela equagdo (269) é

sabido que

4)max(0 AN oo) hm (PA max(o A Ac)

Desde que ¢X, é n-marginal da medida ¢5° para cada m € Qmax(h), e 0 evento
{0 > oo} ndo depende da configuracdo de spins o, da igualdade acima, para cada
m € Qmax(h) e x € Z%, temos

PES(x > 00) = P (OHoo)—hmqum(OHAc)

Como gb}E\?m(O < N0 = m) = gb/Efm(O < A°) - 6y i, fazendo A 1 Z% e usando a
identidade acima, temos ¢L>(x <+ 00, 0y = 711) = L (x ¢ 00) - O i, O que prova (323).
Em seguida mostraremos que, para cada m € Qmax(h), a medida de Gibbs PES &

extremal. Para este fim, assumiremos que ¢F> admita a seguinte descomposigio
= Avp +(1— Ay, (324)

com vi(4y,) = va(eyy,) =1 e A € (0,1), isto €, estamos assumindo que as medidas
v1,Vp € %E% ={v € @ES . v(gf’l‘jom) = 1}. Sejam ¢, e ¢, as RC marginais de v; e 15,
respectivamente. Pelo Lema 5.34 ¢y, ¢y, € @RC implicando que (324) induz a seguinte

descomposic¢do

max = A(Pvl +(1— A)‘PVZ'
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No entanto, pelo Lema 5.35, ¢RS, é uma medida extremal, o que implica que ¢y, = ¢y, =
#RC . Usando o Lema 5.36, isto implica que v; = v3, isto é, para cada m € Qmax(h) a
medida ¢L° é extremal.

Provaremos que ¢L>(<7 ) = 1, para isso suponha que Pw(B, ], h) > 0. Como ¢KS,

atinge o supremo da deflmgao de P, temos

0< POO(:B’ J.h) = max ’C0|_ 00) < (Pmax(N 1).

Como ¢RC é um estado de Gibbs extremal e {Ns > 1} é um evento caudal, da
desigualdade acima e da unicidade do aglomerado infinito (veja Teorema 5.25), para
cada m € Omax(h) segue que PRS, (Noo = 1) = ¢EP(Neo = 1) = 1,

Por outro lado, aproveitando a unicidade (quase certa) do aglomerado infinito, pelo
Lema 5.30 (i7) temos que ¢RC (Mp) = 1,YA € £, onde .4 denota o evento composto
por todas as configuragdes que apresentam, no maximo, um aglomerado infinito

incidente com A. Em particular obtemos que
RC (x > 00) =1, VxeZ%
Logo, usando a identidade acima, (323) e a inclusdo
{ox=m,x <> 0} C{New > 1,00, =mVx € Co},
para cada m € Qmax(h) conseguimos

ES(U'x = 1M, X 4 )

1= ¢S50y = m|x <> 00) = C(x 0 00)

ES(Neo = 1,00 = m Vx € Cqo)
maX(me)

ES
< P (Fm),s

o que conclui a prova do teorema. O

Observacao 5.38. Dado que o Teorema 5.33 é enunciado para o modelo GRC, a prova de (ii)
permanece vdlida para o modelo GRC. Isto é, todos os estados de Gibbs GRC sio iguais a medida
PERC, se Poo(B, ], ) = 0. Isto implica que GSRC = {¢FRCY, sempre que Poo(B, ], 1) =

livre”
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5.8 APLICAQ@ES ENTRE MEDIDAS DE GIBBS: ES, SPIN

E RC

Se ¥5PIN denota o conjunto de todos os estados de Gibbs SPINS, definidos pelo
Hamiltoniano (219), denotaremos por Il a aplicacdo que faz corresponder a SPIN
marginal para cada medida de Gibbs ES (a volume infinito). A priori, ndo é obvio que a
SPIN marginal de qualquer estado de Gibbs ES é um estado de Gibbs SPIN a volume

infinito. Isto e um pouco mais é provado no seguinte teorema.

Teorema 5.39. Seja 115 : 955 — @SPIN wmq aplicacdo que assina a o-marginal (ou spin-
marginal) a cada medida de ES a volume infinito. Logo, Ilg é um isomorfismo linear. Em

particular, ]%ESI: 1 se, e somente se, ]%SPIN\: 1.

Demonstragio. Seja 4)[S\PIN(-\UAC) a medida de Gibbs sobre os spins no volume A com
condicdo de fronteira opc, como foi definido em (220). Seja v € %S, 7 uma funcio
dependendo unicamente dos estados dos spins em Z¢ (ou de um subconjunto de Z4) e

SPIN a g-marginal (ou spin-marginal) da medida v € ¥*5. Por definigao da aplicagio

IIs e de marginal de uma medida (nesse ordem), temos
def.  SPIN def.
[s)) < NG < [ vide, dnz(e, ) = v(a). (325)

Primeiro, provaremos que a aplicagdo ITs : 955 — @SPIN estd bem definida. De fato,
sejam A € £ e g uma fungdo dependendo unicamente dos estados dos spins em A.

Pela condi¢do DLR definida em (205) e pelo Lema 5.4, temos

s P2 u(g) P [ vt ) ¢Epin8lonc, i)

/ v(de, di) o™ (gloac)

[ @) ™ (glon) = Ms(#3™Ngl ),

o que implica que (ITsv) € 45PN, Logo, a aplicacdo ITs estd bem definida.

A seguir, provaremos que a aplicacdo Ilg é sobrejetiva. De fato, note que o conjunto
{(A,B(A)) : A € &£} é cofinal (segundo a Defini¢do 4.8) no conjunto de indices
{(A,B) : A € £}, desde que para cada par (A, B) existe Ag € £ tal que Ag D A

e B(Ag) D B. Pelo teorema da caracterizagdo do conjunto ¢*° (veja Teorema 4.5), a
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validez da equagdo DLR para os pares (A, B(A)) implica sua validez para o par geral
(A, B).

Agora, seja u € 45N e considere a seguinte medida ES
& ja p g

vAC) = [ o) §ESp0)Clonc, mcar) (326)

sobre o conjunto de configura¢des em (A, B(A)). Lembremos que, por defini¢do da
especificacdo {47%15( A DA € ZY, esta ndo depende de 77p(a), logo, va também ndo
depende de 17pa)c. Portanto, a configuracdo #7pa) € adicionada em (326) por pura
formalidade. Por usar a consisténcia da especificagdo {4)%13( nANEZL }, para cada
A C A, B C B(A) tem-se

vA(f) / (D) P p) (f[TAc, TB(AY)

/ﬂ(dU) PrB(A) 4’ S (fTac, WB(A)C)}

/ u(dv) { / Prmn) e, di|Tac, i) 9 5 Floge 150 |

onde f é uma funcdo cilindrica com suporte em A x B. Usando o Teorema de Fubini-

Tonelli (veja Apéndice, Teorema .24), a igualdade acima pode-se reescrever

[ | 1002 g8 e, naa) | 955717

/VA(dU/ d77 (PA ]B(f|0-ACI 77]]30 ’

onde, na igualdade acima, usamos a definicdo da medida v (-). Juntando as identidades

acima, vemos que a medida v, (-) satisfaz as equagdes DLR restritas:

U(F) = [ valder,d) §E55(Floser ) (327)

Sejam A; D Ay D A dois conjuntos em .#, entdo, para cada funcio cilindrica f com

suporte em A x B, se obtém

VA (f)

/y(dcr) (PR?’B(Al)(ﬂUAﬁ/ 771B(A1)C)

/V(dff P B(AY) <4’A2 B Az)(f|')‘(7A§/771B(A1)C)

/P‘(d‘T P‘?\I;IN A2 B(A) (f| )‘TA§>

/ @A) R0 By (oA TBAL) = Vi (f),
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onde, na primeira e na ultima igualdade, usamos a defini¢do de v5, na segunda

igualdade, a consisténcia da especificacdo {(PF:\S]B( niANEZL }, na terceira igualdade,
ES . ~ :

o fato de que ¢ A B(A,) NAO depende de 17]%( A junto ao Lema 5.4 e, finalmente, na

@SPIN Dai, da identidade acima se desprende

quarta igualdade, o fato de que y €
que, para A suficientemente grande, va(f) = [ va(do, dy) f(o, ) é constante para toda
funcdo cilindrica f com suporte em A x B. Em particular, o limite fraco v = lim Atzd VA
existe. Como a especificagdo {c,b%]ﬁ :ACABCBA),AEY } é quase-local, portanto,

continua e limitada, fazendo A 1 Z% em (327) tem-se

v(p) = [ vide,dn) 955 (fle 150,

isto 6, v € ¥ES,
Com o intuito de provar que a aplicagdo I1g é sobrejetiva, para todo u € ¥'IN existe
v € 9% tal que para qualquer fungio g, dependendo unicamente dos estados dos spins

em /A, tem-se

(9 = v(g) = lim 1a(o

l'm/ do) o8> OAc, .
Aszd w(do) a8 loac, TBA))

li / do) ¢SPIN .
Jim, | wdo) PR (gloa)

lim u(g) = u(g),
AtzA

onde, na segunda igualdade, usamos o limite fraco v = lim 4 VA, na terceira igualdade
a definicdo (326) da medida v, na quarta igualdade o fato de que cpf\S]B( ) Ndo depende

@SPIN _ Observe

de 15 junto ao Lema 5.4 e, na quinta igualdade, o fato de que y €
que, na segunda igualdade acima, pode-se haver escrito diretamente que v(g) = vA(g),
pois, como vimos anteriormente, vj(g) é constante para A suficientemente grande. Isto
prova a sobrejetividade de I1;.

Por outro lado, para concluir que Ilg é um isomorfismo linear, restaria provar que I1g
é injetiva. Para isso, seja I1s¥ = y, para todo v € 9. Entdo, para cada funcéo cilindrica

f com suporte em A x B(A), temos

U(f) = V@R Byl = T (@Rpn) (1)
= p@pnyfl)

= /Pl(da) Prp) floas 1Bay) = valf),
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onde, na primeira identidade, usamos as condi¢ées DLR, na segunda igualdade o Item
(325) com z(oAc) = ¢}E€]B( A)( floac, 1B(A)), Na terceira igualdade usamos a assungao que
ITsV = p, na quarta igualdade a defini¢do u(f) = [ u(do) f(0) e na quinta identidade
a definicdo (326) da medida v5. Desde que f é uma funcdo cilindrica, f é continua
limitada (pois o espago amostral é compacto). Fazendo A 1 Z na identidade acima (e

usando o limite fraco v = lim, 14 VA ) obtemos

v(f) = v(f).

Isto é, se ha provado que para toda medida v € ¥ satisfazendo I1sv = u se tem v = v,

de onde se deduz a injetividade de ITs. O

Se ¢RC denota o conjunto de todos os estados de Gibbs RC, definidos em (213).
Denotando por Ilrc a aplicacdo que assina uma RC marginal para cada medida de
Gibbs ES a volume infinito. Salientamos que a mesma afirmacdo do Teorema 5.37 ndo é
valida para a aplicagdo Ilrc, pois em dimensdo d = 2, pelo Teorema 4.39, é conhecido
que existem exatamente dois estados de Gibbs extremais no modelo de Ising abaixo da
temperatura critica e, portanto, pelo Teorema 5.37, dois estados de Gibbs ES extremais,
no entanto, as correspondentes RC marginais sdo idénticas (veja Teorema 3.55).

Para estabelecer o proximo resultado introduzimos as seguintes notagdes:
G ={ved® vNo <) =1}, 95 ={pec¥" p(No<1) =1}
G ={vcd® vy (No=k)=1} e 4={pc ¥ :p(No=k =1}, k=0,1.

Teorema 5.40. Seja TIrc : 955 — 4RC uma aplicacdo que assina a n-marginal (aresta-marginal

ou RC-marginal) a cada medida de ES a volume infinito. As sequintes afirmacoes sdo satisfeitas.
(i) A restricio da aplicagio Tgc a 953 é sobrejetiva sobre 93¢

(ii) Toda medida v € %g tem uma 1inica descomposicio da forma

V= Agyp + Z AV,
me Qmax(h)

com vy € @ES . € @ES Ao, Am = 0e Ag+ Zmegmx(k) Am =1

1,m’
(iii) A restrigcdo da aplicacdo Ilgc a %(FS é injetiva de %(FS a %RC.

Sem € Qmax(h), logo, a restrigio de Tlrc a 4%, é injetiva de 4% a GRC.
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(iv) Se |Qmax(h)|= 1, entio a aplicagio e : 957 — 425 é uma bijecdo.

Demonstragdo. Primeiro, note que marginal de qualquer estado de Gibbs ES que possui,
no méximo, um aglomerado infinito é um estado de Gibbs RC, pelo Lema 5.34. Isto
prova que HS(%g) c 9RC,
(i) Para provar a sobrejetividade da aplicagdo ITs : 45 — 9X{, considere ¢ € 451
Da definicdo (298) de F?}??, este satisfaz a seguinte relacao:
! livre livre
v _ A
21 F{J:ll'"/mell}—mu{x}/fm+1/"'/}—L]}(17) - F{]:l}(ﬂ), (328)
m=

para cada {F;}, qualquer x ¢ F = UL, F; e qualquer 7. De fato, se {F; «» F;} parai #

em 1, assuma que x <> JFy;, para algum m. Logo, o lado esquerdo de (328) se reduz

{-7:1/'"/melrﬁnu{x}/fmﬂf
x < Fy, para todo m, logo, a soma em (328) pode ser propagada através dos produtos

a Flivre B }.q}(n) o qual é identificado com F?}’_ff(;y). Por outro lado, se

da definicdo (298) de Fi¥'e até o ultimo termo, de onde a desigualdade segue por tomar
¢ 9 (F} g gue p

em conta a defini¢do (215) de ®jjyre. Para cada m € {1,-- -, g}, defina o evento

Note que Az, € um evento cilindrico em F. Considerando a relagao (328), definimos
a aplicacdo de conjunto v, para os conjuntos sobre o espago produto de configuracdes

(o, 1), definida como

W Ary x B) = p(FYS 1), (329)

onde B denota qualquer evento cilindrico sobre as configuracdes 1. Devido a que u é
uma medida sobre 77 e devido a (328), a func¢do de conjunto definido em (329) satisfaz a
condicdo de consisténcia para todas as proje¢des a volume finito e, pelo Teorema da
Extensdo de Kolmogorov, v d4 uma medida sobre (o, 7).

Usando (328) e que a n-marginal de v é ¢ (para terminar de provar a sobrejetividade
da aplicagao Is : %g — %gf), nos restaria provar que v € 45, Mas, por (206), v € ¥F°

se, e somente se,

V(oa, TB(A) | OA, TB(A)) = VE,SB(A)((TA,’7113(A)|(73A/’7B(A)c), v—q.c., VA € Z.

Para verificar isso, pelo Teorema de Convergéncia de Martingales de Lévy-forward

(veja Teorema .18 do Apéndice), é suficiente provar que

[{ITIQ L V(0a, 1TB(n) [oA\A TBA)) = VE,S]B(A)(U A B [Tan, 1B (A))- (330)
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Para provar (330), primeiro avaliaremos v(oa, (a)|1B(a)), Para A suficientemente
grande de modo que A D A. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
hmax = 0 pois, na defini¢do de ‘PIB @) abaixo, este termo pode ser tirado do produtério
em funcdo do volume A (o qual estd fixo e é finito) e ser cancelado com o mesmo fator
da funcdo de partigao.

Para cada 77 € {O,l}BO(Zd), definimos a configura¢do projegdo sobre B por 1 —
ne(17) = yp. Fixada uma configuragdo 7, por abuso de linguagem escreveremos {7p =
71 }, ou simplesmente 75, para nos referirmos ao evento cilindrico {# : (1) = 775 }.

Usando o fato de que ¢ é a 7-marginal de v e que ¢ € ¥RC, escrevemos

hvre hvre

v(oa, 8@ [1B)) = PFLRY Vg =nma B = FEX 1) - @07B8) [ FB(2)) (1)

INS(7) - PRy (1B [ BAY),  (331)
onde {A;:i=1,---,g9} é uma partigdo de A definida por A; = {x € A: 0, =i}. Na
segunda igualdade da identidade acima usamos a mensurabilidade de F?er em Fa),
pois A° C B(A), com A suficientemente grande. Avaliando o lado direito da identidade

acima, temos

Bhm|C(1)|
hvre e
(1) - P B | 1Bay) = [ T LA n, (’7)| | [] —
{A } ]B(A) i<j { } m=1 C(1):C(7)NAm#D ®livre(c(77))

(eﬁ] — 1)|BOCC(17)QIB(A)‘

Olivre(C(17))
RC H livre
ZIB(A (WIB(A)C) C(n):Cn)NA#D

(e.B] — 1) [Bocc(17)NB(A)|

= H {Aj»A; }(77) produto, - - produto,,

i<j Z]%%:A)(UIB(A)C)

onde ZB( A)(UB(A)C) é a fungdo de particdo para cp]B @) € A = AUOA. Definindo A, =

A N A, daqui em diante assumiremos que []; <iLip;em Aj}(iy) =1, note que

q ePhmlCop| 14 Bl |C ()

produto; = H H H H
m=1 C(n):C(7)NAp#D @hvre( (77)) m=1 Cp):C( U)DA 40 ®livre(c(77))
C()NA=0

q
produto, = H H Ortivre (C(17))-

m=1C(i):C)NAm#0
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Substituindo estes produtos na identidade anterior, temos

plivre (eP) — 1)/Bocc(NNB()|

(1) - Py 1By [TB(A)) =
i) b AN ULTND)

1 eﬁhm |C)] 9

1‘[ 1T I el

m=1 C(n):C()) A #D ®llvre(c(77)) m=1 C(17):C(17) B #0
C(nNA=0

o (e'B] — 1)‘]BOCC(77)Q]B(A)‘

- produtos. (332)
Z5n) (1Ba))

Introduzindo a identidade

e:ma |C(p) = e:ma |C(NA e:ma |CNA| ,

temos
9 Bhm|C(7)NA|
produto; = H ;—C H eBhm|CONNA|
m=1 C(7):C(n)NAm7#D tivre(CO7)) 5, Le@):Copndu#2
C(n)NA=0
= produtoy - produtos.
Mas

i q
prOdutO5 = 1—[ H A(UCﬂZm’ WIB(A)) eﬁ Yrecna Zp:1 hpétrx,p
m=1C(i):CNAn#0

! T h,é
= A((TA, 77]B(A)) H H eﬁ ZXECQA Zp=1 pOox,p
m=1C(i):C()NAn#

1 hpdoy
— A(O’A, 77]B(A)) H eﬁZp:l p ,P,
XEA
onde A(c, i7) foi definido em (52). Aqui, na segunda igualdade, estd sendo usado o fato
de que A(op, 1B(a)) = quzl A(‘TCmZm/ 11B(a))- Analogamente, obtemos

A ) 1_[ o et e p

roduto, = A(Ca\ A, VB —_—

P 4 A\A7TTB(A) rEALA Opivre(C)

Denotando A(cg, 1B(a)) = A(O’A\ A TB(A)) (04, 1B(a)), TEESCTEVEmMOS produto; como
P Tt pdep

A
produtos = H ®—(C) - A(og, TB(A)) H eP Xp=1 Moo,
XEA\A livre xeA
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Logo, (332) fica

BYy hpdap
hvre e v i

. +RC c) = -
{A }(17) (PIB(A)(W]B(A) |17]B(A) ) xe];{A Olivre(C)

(eﬁ] — 1) |]B0cc (U)OIB(AN

1 hybo,
Nog, ey [T e L=t Mol

Z%?A)(W]B(A)C) xeA
H Eﬁ ZZ=1 hp(SU'er K( ) ( )
= — - K(o, ).
XEA\A ®livre(c) 1 333

Por definicdo (52) de A(c, 17), veja que

9 hypboy
[T yene)(€ — 1)do, o, TTren € 1"
xy=1
K(O-/ 77) = Y

Z}%?A)(WB(A)C)

ZES ((T c c)

AB(A)\Y A TB(2) ES

- RC ¢ (0a, B(A |0AC/778AC)/
7 (A)(U (A)C) AB(A) (8) )

onde, na segunda igualdade, usamos a defini¢do (203) da medida ES. Denotando por

q
oP Lp=1 pdox,p ZES]B(A)(UAC 1B(A))

N(opa meay) = [ ]
' xeA\A Olivre(C) ]B(A)(mB(A)C)

7

reescrevemos (333) como

hvre

Fiay(m - 4>IB(A (71B) [1B(A)) = N(OA\A TBA)) - Pr] B Ta, M) [ Tan, TB(A))-
Combinando esta identidade com (331), tem-se
v(oa, 1B) [MB(a)) = N(OA\A TBA)) * QDE?]B(A)(UA/ B | Tan, TB(A))-
Mas como v(oa, 1Ba) [17B(a)) = V(A, 1B(8) [T\, TB(A)) V(OA\AITB(A)), temos
v(oa, 1B Ta\A, TBA)) V(OA\AITB@)) = N(OA\A TBA)) - 4’2?13(,3)(%, B Tan, TB(A))-

Desde que v e ([)ES]B( ») 530 medidas de probabilidade, somando em 0, 17p(a) conseguimos

que v(oa\al7B(a)) = N(Oa\a, 1B(a)), POrtanto

v(oa, B loA\A, TB(A)) = (PE,SB(A)(UA/ B Tan, TB(A))-
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Finalmente, fazendo-se A 1 Z“ na igualdade acima, prova-se (330), portanto, segue a
prova do Item (i).

(ii) Para provar este item, usaremos repetidamente o Lema 4.33. Seja v € GES,
primeiro afirmamos que v = Agvp + A~ oVs0, onde v € %ES eVvsg € %1}55 elg+Asp=1.
De fato, assumindo que estas medidas sao diferentes, escolha Ay = V(Ne = 0), desde que
{N& = 0} é um evento caudal, veja que V(N = 0) = Agp(Neo = 0) + A~ oV~0(Ne = 0),
onde Agvp + Asgvsg € 455, pois 4S5 é um espago convexo. Isso contradiz o Lema 4.33,
portanto, estas medidas sao iguais.

Analogamente, afirmamos que para v~ € GES oo = Y Qumax(h) AmVm, COM Vyy €
%1155 e Ao+ Yme 0 (i) Am = 1. Caso contrério, podemos escolher Ay, = vo(ox =m Vx €

,m
C*®) e como S C Omax(h) v-quase certamente (veja Teorema 5.22) para v € ¥55, veja que

1= ) e Qmax(t) Mt + Lot Qo (h) M = Lo Quax () Am + V0 € que

Vs0New =1)= Y Aptm(Neo = 1).
me Qmax(h)
Como {Ne =1} = {Ne = 0}, {No = 1} também é um evento caudal, isto contradiz o
Lema 4.33, portanto, estas medidas sao iguais. Isso prova o Item (i1).
(iii) Pelo Teorema 5.37 (i), 9° = {¢E§re}. Logo, HRC({c/)Esre}) = {gblrfgre} é o tnico
elemento em ¥R, pois, pelo Item (i) deste teorema, a aplicagdo Ilgc : 45> — ¥XC ¢

sobrejetiva. Portanto, a aplica¢do restrigdo I'lrc : EZFS — %RC ¢ injetiva.

ES

Agora, se m € Qmax(h) e vi, 12 € G717, ,

considere ¢,,, ¢y, duas RC marginais de vy, 1,
respectivamente. Por definicdo: Ilrc(v1) = IIrc(2) se, e somente se, ¢, = ¢,,. Pelo
Lema 5.36, temos v = 1. Isto prova a injectividade da restrigdo Ilgc : %f‘i — %1RC.
(iv) Assumindo que |Omax(h)|= 1. Sem perda de generalidade, seja Omax(h) = {1}.
Pelo Item (ii), a restricao I'lxc : %g — %glc é sobrejetiva. Restaria por provar que esta

aplicacdo é injetiva, para isso, por (ii), para cada v € %g’ tem-se
V= )Lol/() + )Lll/l,

com vy € 485, v € 9FS, A\y,A1 = 0e Ag+ Ay = 1. Pelo Teorema 5.37 (i), sabe-se que
1,1 53 q

_ +ES ~ = @FS oo = s ~ :
Vg = Pl Para cada v,V € 97, sejam ¢y, 1 as RC marginais de v, V1, respectivamente.

Por defini¢do de Ilgc:

Tre(v) =TIrc(@) & Aophc. + M1 = Aoprc + M1 & ¢ = ¢1.

Pelo Lema 5.36, temos vy = 3 e, portanto, v = v. Dai, a restri¢ao Ilgc : %g — %gf é

injetiva. [
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Observacao 5.41. Pelo Teorema 5.37 (i), tem-se %(FS = {4)E§re}’ dai, pelo Teorema 5.40 (i), 0
conjunto 453 é ndo vazio.

Como as especificacdes (203) das medidas ES sdo quase-locais, pelo Lema 4.34, para cada
estado de Gibbs v, a medida condicional v(-|B) também é um estado de Gibbs ES, para todo
evento caudal B com v(B) > 0. Em particular, como os eventos {Ne = 0} e {Neo = 1} sio
caudais (pois um é complementar do outro), as medidas condicionais v(-|Neo = 0) e V(-|Neo = 1)
sdo estados de Gibbs ES para qualquer v € %g% com V(N = 0) € (0,1). No entanto, pela perda
de quase-localidade (veja Proposi¢io 5.13), a mesma afirmagdo ndo pode ser feita diretamente
para um estado de Gibbs RC ¢ € %glc E uma consequéncia do Teorema 5.40 (i), (ii) que as
medidas condicionais ¢(-|Ne = 0) e ¢(-|Noo = 1) sdo de fato estados de Gibbs RC.

5.9 ESTADOS DE GIBBS RC EM DIMENSAO DOIS

Segundo a referéncia [104], estudar transi¢do de fase (ou seja, analiticidade da pressdo
com respeito ao campo externo) em um modelo ferromagnético é equivalente a saber
calcular a cardinalidade das medidas de Gibbs a volume infinito quando algum parame-
tro de dependéncia do modelo varia. O Teorema 5.37 (ii) nos fornece a unicidade das
medidas de Gibbs ES e RC na fase | < J.. Logo, restaria por estudar o comportamento
destas medidas na fase | > J.. Para o modelo de Ising (ou seja 4 = 2), a condig¢do
| Omax(h)|= 1 significa que h # 0. Neste caso, sabe-se que o Teorema de Lee-Yang [87]
e as desigualdades GHS fornecem a analiticidade da energia livre no campo externo,
sempre que a parte real do campo seja ndo nula. Logo, existe um tnico estado de
equilibrio invariante e extremal. Em consequéncia, pelo Teorema 5.39 existe uma tinica
medida de Gibbs ES, para todod > 2 e | > 0, incluindo a fase critica | = J.. Suspeita-se
que para | # ], a condi¢do | Omax()|= 1 implica unicidade, para todo g e d > 2. Alguns
resultados relacionados com a discussao feita acima sdo mostrados no Teorema 5.43.

Para enunciar o préximo resultado, introduzimos as seguintes hipéteses: dado uma

medida de probabilidade u sobre (€2, .%#), considere

(A.1) p é invariante por translagdes horizontais, verticais e reflexdes por linhas horizon-

tais e verticais;

(A.2) p é ergddica por translagdes horizontais e verticais (separadamente);
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(A.3) Para qualquer evento crescente A e B: u(A N B) > u(A) u(B). Isto é, eventos

crescentes sdo correlacionados positivamente baixo y; e

(A.4) A variavel aleatdria que conta o nimero de aglomerados infinitos, notacdo: N, é

nao nula.

A condicdo (A.2) é suficiente para afirmar que o niimero de aglomerados infinitos N, é

constante quase certamente.

Teorema 5.42. Se as condigoes (A.1) — (A.4) sdo satisfeitas, entio
#(Noo =1) = 1.

Além disso, qualquer conjunto finito de sitios é cercado por um aglomerado aberto com proba-
bilidade um, equivalentemente, todos os aglomerados ndo ocupados (fechados) sio finitos com
probabilidade um.

Demonstragido. Uma prova detalhada deste resultado pode ser encontrada no teorema
principal de [56], p. 1151. O

O Item (i) do proximo resultado é uma generalizagdo do Teorema 3.55.
Teoremas5.43. Seja p>0ehy, € R, m=1,---,ged=2.

(i) Se ] # ., entiio |9RC|=1 e Poo(B, ], 1) = Poo(B, ], ).

(i) Se ] # J. e em adicio | Qmax(h)|= 1, entdo |955|= 1.

Demonstragio. (i) O Teorema 5.37 (ii) nos da a validade desta afirmagdo para o caso
J < J.. Agora, suponha que | > . e que d = 2. Pelo Coroléario 5.18 (ii7) a aplicagdo
J — P(B, ], h) é crescente e, como | < J., segue que existe percolacdo para o estado
de Gibbs 4)51%(] Desde que a medida 4)51(;;(] satisfaz as condi¢des (A.1) — (A.4), pelo
Teorema 5.42, segue que existe um tinico aglomerado infinito para cpmaX] Além disso,
os aglomerados contém uma serie de infinitos circuitos anidados que cercam qualquer
quantidade finita de pontos do latice.

Seja Eo 0 evento definido pelas configurag¢des 17 que exibem um tnico aglomerado
infinito e que possuem as caracteristicas do aglomerado do Teorema 5.42. Veja que E é
um evento crescente no sentido FKG. Pelo Teorema 5.14 (iii), qualquer medida de Gibbs

RC domina a medida (thr] Seja | > 1 > J, entdo

P(Eso) = dpe) (Eo) = piva (Eco),
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onde, na segunda desigualdade, usamos o teorema da monotonicidade na constante
do acoplamento (veja Teorema 5.16). Portanto, todas as medidas de Gibbs RC em |
apresentam um aglomerado infinito com as caracteristicas do Teorema 5.42.

Daqui para frente, seguiremos um esquema similar ao feito na prova do Teorema
5.37 Item (7). Seja f uma funcdo cilindrica crescente com suporte em B(A), onde A foi

tomado suficientemente grande tal que

’(PVmax f max(f)|< €, (334)

para todo € > 0 e para qualquer V € £ tal que V O A. Considere {A, : n € N} uma

sequéncia de caixas crescentes centradas na origem e defina (), como

T e
Q, = {77 7 circuito aberto I' tal que em 7)}
BO(An)

o conjunto de todas as configuragdes # para o qual existe um circuito aberto I' cercando

A e conectando ao aglomerado infinito, de modo que I' esteja inteiramente contido em
Bo(Ay). Denotando I';(77) como o circuito mais externo contido em By(A;,) e Vr, como o
conjunto dos sitios interiores a I'y(17), note que a indicadora 11, _ry ndo depende dos

valores da configuracao #7(y;). Logo,

oo, - )= Y, ¢Qr,ry- N = Y. ¢@Ar,ry - flsem)

reQ, reQy,

= Y ¢(yr,—ry - ¢(f l7B(VE)))

reQ,

= Z 47(11{1",1:1"} : (PgSmax(f)) = IIQ (PVF max f))/

re,

onde, na quarta igualdade, usamos a versao esperanca condicional da medida de Gibbs
GRC ¢, desde que sua validez é satisfeita pelo fato de ter unicidade do aglomerado
infinito com probabilidade um (veja Teorema 5.33).

Desde que f é uma fungdo limitada e (3, 1 (), fazendo n — oo na identidade acima,

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

(P(f) (P((PVF max(f)) = (PVF max(f)

Substituindo esta igualdade em (334) e considerando V = Vr, tem-se
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para cada € > 0. Da arbitrariedade de ¢, se conclui 4R = {¢RC 1. Portanto, |#%C|= 1
sempre que | > ..

(i) Novamente, o Teorema 5.37 (ii) nos diz que na fase | < J. esta afirmacao é valida.
Portanto, é de interesse considerar somente o caso | > J.. Desde que |Qmax(h)|= 1
a segunda desigualdade do Teorema 5.23 nos dd uma cota similar a do Item (i) para
J>Nh>]e

V(Ees) = Pul(Ee) > Pt (E) > Pimat ' (Evo),

onde ¢, é uma RC marginal da medida de Gibbs ES v e 0 evento E é 0 mesmo definido
em (i). Logo, todos os estados de Gibbs ES v em | presentam um aglomerado infinito
com as caracteristicas do Teorema 5.42.

Seguindo a mesma ideia da prova do Item (i), para cada fungédo cilindrica f com

suporte em (A, B(A)), obtemos a seguinte equivaléncia:

v(lg, - )= Y. vyr,ory - v(flove mBan) = Y vr,ry - 91 pevn (Flove, 1))
ren, ren,

= ). v(lyr,—n} '¢F/§,m(f )

reqQ,
=v(lq, - ¢1 (),

onde, na segunda igualdade, usamos a versdo esperanga condicional (206) para v. No
entanto, na terceira igualdade, desde que | Qmax(h)|= 1, o Teorema 5.22 nos diz que os
valores de oy tal que x € 9Vt sdo restringidos a tomar somente um dos cores em Qmax(h).
Sem perda de generalidade, seja Omax(h) = {m}, logo, obtemos 47{5,5,13(%)( f ]avrc, B(V)) =
qb{z,f,m( f), de onde a igualdade segue.

Desde que f é uma fungdo limitada e (3, 1 (), fazendo n — oo na identidade acima,
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos v(f) = 1/((,1)‘]3,?,"1( ) =
4)%?”(]‘) O que implica que v(f) = Vr m(f) — PES(f), sempre que Vr 1 Z? (veja

Teorema 5.26). Portanto, %5 = {¢£°}, concluindo-se a prova. O

Observacao 5.44. Observe-se que o arqumento feito para provar o Teorema 5.43 (i) com respeito
as medidas de Gibbs RC poderia ser feito, também, para as medidas de Gibbs GRC, desde que na
prova deste item é usado o Teorema 5.37 (ii), que pela Observagio 5.38 é vilido, também, para o
modelo GRC.
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REPRESENTACOES GRAFICAS PARA
SISTEMAS DE SPINS COM PRESENCA
DE CAMPO GERAL

Este capitulo esta dedicado a estudar a teoria das representagdes graficas para mo-
delos de spins ndo invariantes (por translagdes) exposta no trabalho [36], o qual foi
inspirado pela referéncia [20]. Neste capitulo todo, vamos apresentar a segunda e
uma das principais partes de nosso trabalho [36]. Isto é, estenderemos alguns resul-
tados do Capitulo 5 para campos magnéticos ndo invariantes por translagdo, dando
uma abordagem que ndo é nada trivial. Note que alguns resultados de [20] podem
ser estendidos facilmente para uma classe de campos externos bem gerais (ndo ne-
cessariamente invariantes por translagdo), desde que, na prova destes resultados, sdo
usadas a teoria do formalismo termodindmico e a teoria geral dos estados de Gibbs.
Logo, nosso trabalho serd adaptar e desenvolver novas técnicas para aqueles resultados
que usam a invaridncia por translacdo do modelo. Resultados fundamentais como a
desigualdade FKG, monotonicidade no campo externo (ndo invariante por translagdo),
monotonicidade na constante de acoplamento, quase-localidade quase certa, unicidade
de no méximo um aglomerado infinito (com probabilidade um) e outros resultados
para o modelo GRC requerem adaptac¢des ndo triviais e, por essa razdo, apresentaremos
as provas respectivas em detalhe. No decorrer da apresentagdo, vamos comparando os

resultados deste capitulo com os do Capitulo 5.

Baseados na referéncia [101], vimos (na Proposi¢do 3.77) que o modelo de aglomerados
aleatérios (bidimensional) com campo nulo perde a propriedade da quase-localidade.
Sugestionados por Ferndndez e Pfister [101], substituiremos a condicdo de quase-
localidade pela nocédo fraca de quase-localidade quase certa, no sentido da Definigao
3.21. No caso do modelo de aglomerados aleatérios sobre Z“, a quase-localidade quase
certa foi mostrada, ao menos para medidas de aglomerados aleatérios invariantes por

translagdo, por Grimmett [63] e Vande Velde [101]. Note que quase-localidade implica
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quase-localidade quase certa. Uma medida i.i.d sobre () é obviamente quase-local, e
dai, a medida de aglomerados aleat6rios para uma arvore regular T, cujos parametros
satisfazem ou p € {0,1} ou g =1, é quase-local.

Como foi feito em [20], assumiremos a unicidade (quase certa) de no méximo um
aglomerado infinito. Ressaltamos que, para nossos objetivos, essa suposicao é suficiente
uma vez que grafos infinitos, conexos, localmente finitos, transitivos e amenaveis,
possuem tnico aglomerado infinito com probabilidade um (veja referéncia [89]). A
estrutura geométrica do grafo é importante para determinar se um modelo é ou nao
quase-local, por exemplo, para grafos ndo amendveis (como drvores regulares de ordem
n > 2, T,, isto é, o tinico grafo infinito conexo o qual é conectado, ndo tem circuitos e
possui n ramos emanando de cada vértice) a quase-localidade quase certa falha [48, 68].

O objetivo principal, pelo qual estenderemos os resultados de [20], é fechar um pro-
blema proposto em [23] sobre unicidade das medidas de Gibbs do modelo de Ising sobre
a rede hiperctbica d-dimensional (d > 2). Esse problema serd enunciado e resolvido em
detalhe na Segdo 6.6 como consequéncia da teoria desenvolvida previamente.

Em analogia ao Capitulo 5, neste capitulo definiremos o chamado modelo de Edwards-
Sokal (ou simplesmente, modelo ES), o modelo de aglomerados aleatérios generalizado,
cuja expressdo em inglés é: general random-cluster model, (a terminologia, modelo GRC, é
devido a [20]) e 0 modelo de Gibbs de sistemas de spins. Esses modelos sdo definidos
sobre o latice IL = (V, [E) considerado no Capitulo 3, e possuem uma caracteristica em
comum, a presenca de um campo magnético externo (generalizado) ndo homogéneo da

forma:

=
Il

(hyp:x€V; p=1,--,q) eRY x--- xRY. (335)

Esses modelos serdo definidos tendo em consideragdo o modelo de Potts ferromagnético
(de g estados) definido na Secdo 3.2. Precisamente, o Hamiltoniano associado a esse

modelo é definido por

q h
H(o) = — Z ]xyéax,oy - Z 2 ad 5¢7x,p/ (336)

{xy} p=1 x 1

onde h é o campo magnético externo (335), ] = (Jxy : x,y € V) € RY a constante de
acoplamento, p > 0 o inverso da temperatura, ¢, ¢, € a fungdo delta de Kronecker que
vale um se 0y = 0y e zero caso contrério e {x,y} denota o par de primeiros vizinhos na
rede E.
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Os fatores de Bernoulli introduzidos no Capitulo 5 serdo substituidos, neste capitulo,

por (abuso de notagdo)

Bim= ] rw (337)
{xy}ia=1

onde J = (Jxy 2 0:{x,y} €E), ry, = e?P/w —1 e g € Z* fixado. Em geral, os fatores
vy = 0 ndo sdo limitados por um. Isto ndo gera problema algum, pois a medida de
aglomerados aleatdrios obtida com tal fator de Bernoulli é a mesma que se consegue
com o fator de Bernoulli usual (pois os pesos em ambos casos sdo obtidos por um fator
que se cancela com o fator da constante de partigdo).

Por simplicidade de apresentagdo, utilizaremos a defini¢do (139) do conjunto .
L ={ACV:0<|A|< o0}

das caixas finitas de L. Fixado A € .Z, denotamos por By(A) o conjunto de todas
as arestas {x,y} € E tal que {x,y} C A. No6s usamos a notagdo B(A) para denotar
o conjunto de todas as arestas com, no minimo, um vértice em A. Para qualquer
B C By(V), definimos V(B) como o conjunto de todos os sitios, os quais pertencem, no
minimo, a uma aresta de B. Fixado A € &, definimos a fronteira externa de By(A),

notagdo dBy(A), como
IBo(A)={ecE: eNAFD e eNJA #QD}

o conjunto de arestas de [E tais que possuem um extremo em A e o outro em V \ A.
Aqui, a nota¢do dA denota a fronteira externa de A segundo a Defini¢do 1.1.

Neste capitulo, assim como no capitulo anterior, usaremos as notagdes Q = {0,1}F,
;={1,---,q}Y, onde q € Z*, para representar o espago de arestas e de configuracdes
de spins, respectivamente.

Dado A € .Z, para cada x € V, definimos

hymax =max{hy,:p=1,---,q},

0 campo externo maximo, onde o méximo é atingido em alguma cor p=1,---,4.
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6.1 ESTADOS DE GIBBS NAS REPRESENTAQ@ES: ES,

SPIN E GRC

Similarmente ao Capitulo 5, nesta se¢do, definiremos os principais modelos que
serdo usados na apresentagdo. Para ndo carregar notagdo, decidimos usar a mesmas
notagdes do Capitulo 5 para representar as medidas e pesos: ES, GRC e de SPIN’s. Isso
ndo deve causar confusdo alguma, uma vez que os contextos (onde sdo definidos) sdo
relativamente diferentes. Quando considerarmos conveniente, destacaremos a notacdo

de tais medidas.

6.1.1 Estados de Gibbs na representacio de Edwards-Sokal

Dado A € £ e fixadas as configuragdes oz e 7/p(p)c, definimos a medida de Edwards-

Sokal, ou simplesmente medida ES, por

W(oA B oA TB(A)) ES
se ZA,B(A)(UAC’ 77]B(A)‘-‘) >0

_ ZE5 MBA)
P Ta TBA) O, TB(A)) = A TacaBiny) (338)
0, caso contrario,
onde os pesos W sdo definidos como
1 o,
Won, memyloas meay) = [ (P — Do, [ 1 P Lyt pboxr (339)
{x,y}€B(A) xeEA
xy=1

e ZR?]B( A)(OA¢, 1B(a)) denota a fungdo de parti¢do associada a 4>;E\?]B( ) A dependéncia
dos pardmetros | e h serd explicita sempre quando for necessario. Pela defini¢cao de
4)}5\?13( Ay Veja que esta ndo depende da configuragao #p(a)- Logo, consideraremos esta
configuracdo na defini¢do desta medida por questdo de completude.

Analogamente a Subsecdo 5.1.1, dada a especificagdo {47}5&3( nNEZL }, diremos
que uma medida v € M1(Z; x ) satisfaz a condigdo DLR se v é consistente com a
especificacdo {4)}5\%8( A P A € 2}, segundo a Definigéo 4.7. Isto é, para cada A € Z e

toda fungdo f com suporte em (A, B(A)), temos a seguinte igualdade

v(f) = v (f1)- (340)

O conjunto das medidas de probabilidade, satisfazendo as equagdes DLR, sera

denotado por 45 e, frequentemente, sdo conhecidas como medidas de Gibbs ES. Desde
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que a especificacdo {ngS]B( N NEZL } é quase-local, toda medida de Gibbs ES admite
uma versdo de esperancga condicional, isto é, a medida v € ¢ ES e, e somente se, para

cada fungdo f com suporte em (A, B(A)), v satisfaz a seguinte igualdade

v(floac, UIB(A)C)zcl)F\?]B(A) (floac, mBAY), vV —q.c. (341)

Para ver uma equivaléncia deste resultado, veja Teorema 4.31. Encerramos esta subsecdo
definindo as medidas ES com dois tipos especiais de condi¢bes de fronteira, nos

referimos a condicdo de fronteira livre e m-conectada.

MODELO DE EDWARDS-SOKAL COM CONDICAO DE FRONTEIRA 1-CONECTADA.

Para cada A € .Z, definimos a medida de probabilidade

Prom() = P 1AL TBA)),

onde ¢™ é a configuracdo constante, 0" = m para todo x € V, com m € {1,---,4}
fixado a priori. A medida cp;E\Sm(-) sera chamada de medida ES com condi¢édo de fronteira

m-conectada. A funcdo particdo desta medida de probabilidade sera denotada por Zism

MODELO DE EDWARDS-SOKAL COM CONDICAO DE FRONTEIRA LIVRE.

Definimos a medida ES com condigdo de fronteira livre como a medida de probabi-
lidade 4)%150( A)(- [T, 1By(A)), que se obtém de (338) ao considerar B = IBy. Note que,
por definigéo, esta medida ndo depende de oxc. Aqui, a condigdo de fronteira 77p(A) €
escolhida como 77, = 17]%0( Ay Onde 10 é a configuracéo constante definida por 7 =0

para cada e € E. Neste caso, introduzimos a notagdo

ES _ ES
Pativre() = Pa ) (oA ’71(1)30(1\)6)-

ES
Alivre’

A funcdo de particdo desta medida de probabilidade serd denotada por Z

6.1.2 Estados de Gibbs na representacio GRC

Se 1 € () e C(y7) denota uma componente conexa genérica sobre o grafo (V, Boe (7)),
onde By (17) = {e € E: 17, = 1} é o conjunto de arestas ocupadas, a medida GRC com

condigdo de fronteira geral é obtida por normalizar os seguintes pesos

q
WICB;RC(T]]B“]]BC) = BI(W) H Z dp e*.BerC(q)(hx,max*hx,p)’ (342)
C(m):C(nNV(B)#D p=1
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onde {q,: p=1,---,q} sdo constantes positivas, Bj(r7) é dado por (337) e o produto
percorre sobre todas as componentes conexas C(17) do grafo (V, Bocc(17)). Na expressao
GRC

B ( |77]BC )

e é chamada de medida GRC com condicdo de fronteira geral. A funcdo de partigdo

[e¢]

acima estamos usando a convengdo e~ = (. Esta medida é denotada por ¢

associada a esta medida serd denotada por ZGRC(17pc).
Em analogia & Subsegdo 5.1.1, dada a especificagio {¢pERC : |B|< oo}, dizemos que

uma medida ¢ € M(Q) satisfaz a condi¢do DLR se ¢ é consistente com a especificacdo

{pSRC : |B|< oo}, segundo a Definicéo 4.7, isto é, para cada B C E tal que |B|< o e

toda fungdo f com suporte em (BB), temos a seguinte igualdade

¢(f) = p(PE (f]))- (343)

O conjunto das medidas de probabilidade satisfazendo as equag¢des DLR sera deno-
tado por CRC e, frequentemente, sdo conhecidas como medidas ou estados de Gibbs
GRC.

Note que, em contraste com as equagdes (340) e (341), aqui as equagdes DLR nao
implicam que as esperangas condicionais de um estado de Gibbs RC ¢ sdo dadas
por esperangas a volume finito devido a perda de quase-localidade das especificagdes
{pSRC @ |B|< oo} (veja Proposigdo 6.3 abaixo). No entanto, esse problema pode ser
evitado assegurando a existéncia quase certa de um tnico aglomerado infinito, (veja
Teorema 6.14 abaixo).

Analogamente, como fizemos para o caso do modelo ES, passamos a definir as

medidas ES com condicdo de fronteira livre e m-conectada.

MopEeLo GRC cOM CONDIGAO DE FRONTEIRA LIVRE.

Seja A € £ en € {0,1}Bo™ uma configuracdo. Se C(1) denota uma componente

conexa genérica sobre o grafo (A, Bocc(17) N Bp(A)), definimos

q
®livre(c(77)) = Z dp e‘BZXEC(r])hx,p.
p=1

A medida GRC com condicdo de fronteira livre é obtida por normalizar os seguintes

pesos

WERE (1) = By() ] @rivee(C)), (344)
C(n)
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onde Bj(17) é dado por (337) e o produto percorre sobre todas as componentes conexas
C(n) do grafo (A, Bocc(7) N Bo(A)). Esta medida é denotada por ¢§1§§ o & para cada
1 € {0,1}BoN  esta satisfaz ¢%§§,re(17) = WSRE (7)/ZSEE |, onde ZGRE 6 a funcdo de

Jivre Alivre’ Alivre
particdo da medida GRC.

Mobpero GRC cOM CONDICAO DE FRONTEIRA 11-CONECTADA.

Seja A € £ em € {1,---,q}. Se, para cada 7 € {0,1}B®), C(y) denota uma
componente conexa sobre (A, Bocc(17) NB(A)) com A = A U9A, definimos

Olivre(C(1)), se CHNA =D
Oam(C) = (o
eP’ =xeClp "xm - outro caso.

A medida GRC com condigdo de fronteira m-conectada é obtida por normalizar os pesos

WERC(n) = By(y) [T ©am(C), (345)
C(n)

onde o produto percorre sobre todas as componentes conexas C(17) do grafo (A, Bocc(17) N

B(A)). Esta medida é denotada por (P%’l}nc e é chamada de medida GRC com condig¢édo
de fronteira m-conectada. A funcdo de parti¢do associada a medida (,b[c\;l}nc

7GRC
por Z3"-

Sendo

é denotada

Qx,max(fl) = {P € {1; - /‘7} : hx,p = hx,max} (346)

o conjunto formado pelas cores nas quais o campo externo h atinge um valor maximo,

damos a seguinte defini¢do:

Defini¢do 6.1. Se m,m € Nycy Qx,max(fl), logo, ®p 7#(C) = O ,(C) e portanto,

GRC _ ,GRC
Paii = PAm -

GRC

Esta medida serd denotada por ¢33~ .

Similarmente ao Capitulo 5, definimos as medidas RC com condig¢des de fronteiras
gerais, livre ou m-conectada, como aquela medida GRC onde se faz qp = 1 para
todo p € {1,---,q}. Neste caso, em analogia ao feito para o caso das medidas GRC,

definiremos também o conjunto ¥R¢ com sua respectiva modificacéo.
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6.1.3 Estados de Gibbs na representacao de spins

Nesta subsec¢ao, consideramos o modelo de Potts de g estados onde cada spin esta
acoplado a um campo magnético externo nao homogéneo (hy,:x€V; p=1,---,9).
Considere a interacdo ® = (Pp)pc» definida no Exemplo 4.10 e HfI\) o Hamiltoniano
em A associado a P, estabelecido na Defini¢cdo 4.12. Em seguida, definimos uma
modificacdo do Hamiltoniano H(-) introduzido em (336), de modo que, dita variante
nos permita incorporar condi¢des de fronteira. Este Hamiltoniano é definido da seguinte

forma:

H?\)(UA(TAC) = H(o) - Z ]xyfsax,try

{x,y}€E:
x€AyEIA
= - Z ]xyfsox,tfy Z Z Ux/p_ Z ]xyéax,ay- (347)
{xy}eE p=lxeA {x,y}€E:
xX,yEA xeN,ycoA

Dado o sobre A€, definimos a medida de probabilidade ¢[S\PIN(-|(TAc) através do

Hamiltoniano H®, como

e PHRCATNS) SPIN
PN Galon) = { Aen 7 AN 20 (348)
0, caso contrario,
onde Z3'™(oc) denota a fungdo de particdo. Note que a familia 7® = {¢3"™N : A € £}

é uma especificagdo Gibbsiana quase-local. Dizemos que uma medida p € M;j(X,)

satisfaz a equagdo DLR se, para cada fun¢ao f com suporte em A, se satisfaz

u(f) = n@X™ (1) (349)

o conjunto de todas as medidas de probabilidade que satisfazem
¢SPIN

Definimos por ¢5FIN

a equacdo DLR. Os elementos de sdo chamados, também, de estados ou medidas
de Gibbs SPIN.

Desde que 7® é uma especificagio quase-local, pelo Teorema 4.26, o conjunto ¥"™N é
ndo vazio. Observe, também, que a quase-localidade e a consisténcia desta especificagéo,
segundo o Teorema 4.31, permitem expressar as esperangas condicionais do estado
de Gibbs SPIN 1 em fungéo das esperangas a volume finito com respeito a $3°N. Em
outras palavras, i € 45 se, e somente se, para cada A € .Z e toda funcdo cilindrica f

com suporte em A, se satisfaz

u(floae) = o™ (floac), p—qc. (350)
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Encerramos esta se¢do notando que as Proposi¢des 5.1 e 5.2 que caracterizam as

medidas a volume finito ¢pSRC o © PSRE, respectivamente, e os Lemas 5.3 e 5.4 que

fornecem as 7 e ¢ marginais, se mantém ainda para as medidas ES, GRC e SPIN

definidas neste capitulo.

6.2 PROPRIEDADE FKG E ALGUMAS MONOTONICIDA-

DES

Nesta secdo, assumiremos que {q, : p =1,---,q} é uma sequéncia de niimeros reais

positivos que satisfazem a desigualdade

). ap =1, (351)

Pemxevgx,max(ﬁ)
onde Qx,max(ﬁ) foi definido em (346).
Consideraremos a relagio de ordem (parcial) natural sobre {0,1}F definida por

w,nE{O,l}]E: w=<1n & w. <1, VeekE.

Usaremos a mesma notagdo do Capitulo 5 para denotar as configura¢des maximo e
minimo: w V 77 e w A 77, respectivamente. Lembrando que uma medida u sobre {0, 1}F

tem a propriedade latice FKG se esta satisfaz a condi¢do latice FKG:

ww V) uwAn) = pw) ua(y), w1 € {0,135

Seja & € {0,1}®". Relembrando, segundo a Definicdo 5.3, uma medida u sobre {0,1}®'
tem a propriedade FKG forte se, para cada B C B/, tal que y(Q%) > 0, onde

Qf = {n€{0,1}% .y, = ¢, Ve e B\ B}.

A medida pt%; é associada positivamente, isto é, para quaisquer fun¢des f e ¢ mensu-

raveis crescentes, temos
My (F - 8) = Hi(f) 1i(3),

onde a medida de probabilidade condicional y%; sobre {0,1}® ¢ definida por

n(BSE\B)

, c {0,1}%,
M(Q%) B { }

1S (18) = n(yp|Q%) =
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sempre que y(QC) > 0.

A classe de medidas do préximo resultado é caracterizada pela propriedade FKG
forte. Pelo classico teorema da desigualdade FKG (veja [65], Teorema 2.16, p. 25), a
propriedade FKG forte, conceitualmente, é uma condi¢do mais forte que a propriedade
FKG (padrdo). Foi mostrado por Van den Berg e Burton [117] que a classe de medidas
que satisfazem a propriedade FKG forte é equivalente a classe de medidas que satisfazem

a condicdo latice FKG (veja [52] e o Teorema 5.5 do capitulo anterior).

Teorema 6.1 (Propriedade FKG forte, Veja [36]). Sejamq € Z*, B>0,] = (Jxy : {x,y} €

E) € [0,00)E, i = (hyp ER:xeV,1<p<qed{qy:p=1,---,q} satisfazendo (351).
Para cada A € £, as medidas ¢3S e c,ngjfaX tém a propriedade FKG forte.

Demonstragio. Por simplicidade, assumiremos que o campo magnético satisfaz a se-

guinte relagao

hx’]_ < hxz < c g hx,q, \V/x G W- (352)

’

Daqui em diante, dentro do contexto desta demonstragdo, fixaremos o volume A € .Z.

GRC

Pelo Teorema 5.5, para provar a propriedade FKG forte da medida ¢33~ onde # denota

a condigao de fronteira livre ou m-conectada, é condi¢do necessaria e suflciente provar
a condigdo latice FKG para a medida ¢$5¢, a qual é equivalente a provar a seguinte

desigualdade:
WD v WSECHW A @) > WEECoMWSEC (@), (353)

onde 7(1) e #?) sdo configuracdes arbitrarias.

Por definir

R ) = WRECG V)
% WSRC(E)
pode-se ver que (353) se mantém se
R, 1) = R Ay®, ), (354)

isto é, a condicdo (353) é satisfeita sempre que verifiquemos que R(¢, 17) é crescente em
¢, para cada # fixado.

Para cada configuracdo 7 (fixa), escolhemos uma ordem arbitrdrio para o conjunto
de arestas abertas Bocc(77) e 0 representamos como a sequéncia (eg, - - -, e‘]BOCC(M). Logo,

para qualquer configuragdo ¢ ', temos

1 Aqui a configuragio & pertence ao espago {0, 1}Bo(™ ou a {0,1}B®).
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|Bocc(77)|

R(E, 1) = H R(EV 7](81) VY, ,7(61%1)’ ;,](E'k))’
k=1

onde a configuragao 1© é definida por 1)y = J. . Portanto, é suficiente provar (354)
para configuracoes &, 77V e #® tais que & tem, no minimo, duas coordenadas nulas ou,
no maximo, uma coordenada nula, com 7V = ¢ v 5®, 4@ = & v 4 Comecaremos
assumindo que ¢ tem, no minimo, duas coordenadas nulas que, por simplicidade, o

denotaremos assim

65(*/“';*/ O PRV O /*/"'/*)/
~ ~
b—ésimo b’ —ésimo

onde b, b’ € By(A) (ou B(A)), b # V' e os asteriscos denotam elementos genéricos em

{0,1} (ndo necessariamente iguais). Se definimos as configuracgoes

CbE(*/”'l*/ 1 T AR 0 I*/"'/*)

b—ésimo b’ —ésimo
temos que ) = #vy® = ¢ 5@ = v U(b/) = at'e 7MW An@ = & Com o intuito de

provar (354) é suficiente verificar que

RE, ) = RE ), comb#V. (355)

Portanto, nos concentraremos em provar (355). Para isso, primeiro observamos que se

IT{x,y}:c0,=1 Txy = k(C), entdo

H rxy = rpryk(G), H rxy = 1pk(C) e H rxy = 1yk(G).

{xyh(ebver )y =1 {xy}:c8,=1 {2y }(@EVEY )y =1

Segue da defini¢do do fator de Bernoulli (337) que

Bt ve") My - Hepeanam™ _ BiEven
B](Cb) H{x,y}:ggyzl Txy H{x,y}:@xyzl Txy B](é)

Pela observagdo feita acima e pelas defini¢des de Wflﬁgre e WE'};C, a prova de (355) se

reduz a provar a desigualdade

OA#CE" VM) _ Ors(CEVE)
Oas(CED)  ~  Oas(CE@)

(356)
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onde # denota a condicdo de fronteira livre ou m-conectada.
CASO CONDICAO DE FRONTEIRA LIVRE.
Dividiremos a prova de (356) em vdrios casos. Sejam A1, Ay, By e By 0s aglomerados

do grafo (A, Bocc(¢) N Bo(A)), consideraremos os casos mostrados na Figura 31.

N i ™ N e

& - \ 4 )
/ /‘/ \‘ \ { \'\ /rAQ =4 /
[ ; ) ' \ % AN ] 7
! Ny b - \ L S " b /7 [
4o T 1 \ —— ——
\ AN J v o ) £ Yo g
- - -/ -/ L "—?{y 4
(I) "\'(11) B, O ¢
4 N NN
o TN - | \\(;ﬁ—'\ A \
a8 B 4 £ W
B, ( { B, ! ] (II1)
\ 4 ‘\\ i \‘\ \‘\Bz =B <
- b oA / N
- - ___/./ e >

Figura 31: Aglomerados A1, Ay, By e By no grafo (A, Bocc(¢) N Bo(A)).

O caso (I) representa o fato de que os vértices da aresta b pertencem ao aglomerado Aj,
A, e os vértices de b’ pertencem ao aglomerado By, By. Neste caso, o lado esquerdo e o
lado direito de (356) sdo iguais, desde que

®1ivre(A1 U A2)®livre(B1 U BZ) _ ®livre(Bl U B2)®livre(A1)®livre(A2)
®livre (A 1U AQ )®livre (B 1 )®livre (BZ) G)livre (Al )®livre (AQ )®livre (B 1 )®livre (BZ)

Para o caso caso (II), devemos provar que

®livre(A UBU C) > ®livre(c U B)®livre(A)
®livre ( Cu A)®livre ( B) @livre (A )®livre (B )@livre (C) ’

o que € equivalente a provar a seguinte desigualdade
®livre(c)®livre(A UBUC) > ®livre(c U A)®livre(c U B). (357)

Para facilitar a prova de (357), para cada p € {1, - - -, q}, definimos os seguintes nimeros
ap = e.BerA hx,p, bp = e‘BZXEB hx,p e CP = e.BZxEC hxlp.

A hipétese (352) implica que as sequéncias (zzp);]?=1 e (bp)f7=1 sdo ndo decrescentes em

p. Usando esta notagdo, (357) se reescreve

q q q q
Z C]pCp Z qp/ap/bp/cp/ 2 quapcp Z qp/bp/Cp/. (358)
p=1 p'=1 p=1 p'=1
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Ambos os lados da desigualdade acima podem ser escritos usando a forma bilinear

q
@(a,b) =Y 1, a,bp,
pp'=1

onde Tpp = QpCpldpCpr , A = (a1,---,aq) e b = (by,- -+, by). Note que ¢ é uma forma

bilinear simétrica e que (358) pode ser escrita como
¢(1,¢) = ¢(a,b), ondec = (a1by,- -+, a4by). (359)
Portanto, resta provar (359), o qual claramente se mantém, desde que
pp(ay —ap)(by —bp) 20 < ¢(1,c) — ¢(a,b) — b, a)+ ¢(c,1) = 0.

Procedemos a provar (356) para o caso (I1I). Para isso, teremos que provar

_ ®livre(A U B) > ®livre(A U B)
®livre(A U B) - ®livre(A)®livre(B),

1

em outras palavras, provaremos que Ojyre(A)Oliyre(B) = Oliyre(A U B), ou equivalente-

mente
q q q
Y apap ) qpby 2 Y qpapbp.
p=1 p'=1 p=1

Esta ultima desigualdade é verdade, uma vez que por (351), Vp € {1,---,q}

i qpby =Y qyby =Y q, P Lrephxmax > oP Lxenhixp Y gy =Dy,
p'=1 r P P
onde os somatdrios em p’s percorrem sobre o conjunto Nycy Qx,max(ﬁ).

Para os casos onde os vértices de b ou b’ sdo contidos no mesmo aglomerado, a
desigualdade é trivial.

CASO CONDIGAO DE FRONTEIRA MAX-CONECTADA.

Suponha que 1 € Nyey Qx,max(fl). Para provar a desigualdade (356), outra vez, temos
que analisar os trés casos expostos na Figura 31. Para o caso (I), analogamente ao caso
da condic¢do de fronteira livre, temos

Op(A1UA2)Op 7(B1UB2)  Op 5(B1 U B2)Oy 7(A1)O) 7(A2)
O, (A1 U A2)Op i(B1)Op wi(B2) ~ Op i(A1)Op i(A2)On i(B1)Op i(B2)’

independentemente dos aglomerados A1, Ay, By e By e das possiveis combinagdes que
interceptam A°.

Para o caso (II) e todas as configura¢des mostradas na figura abaixo
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Ig / \ : ) \ ! ) ry / \ I ) .\ I = A/, /
& N \ B, N b g / B N _ \ Vo, N\ b/ /
L oW La=al N N { \ L (d=a]  \ Ay { Y
- - - o° /., - ./ - - w
l?\» CNA®#( y CNAS#£D Y CNAC#£D " CNAC#£D
PR ANAC £ _ =\ BNAC#0 —— ANAC#D
£ J A 4 Y/ / \ BNAC#0(
= j d \
\Bz_B< ( /; ,/B :B/\ {\ \
\ ~ Bo=B{ 2 \ “B2=B |

temos da definicdo (218) de ©, 7 que a seguinte igualdade se satisfaz
cﬁaﬁb,ﬁc,ﬁ = ﬂﬁlCﬁbﬁCTﬁ.

Para as seguintes configurac¢des, que também aparecem no caso (II) da Figura 31:

£ / . i s / \
g N, J ‘\ oA 8§ N b N J i
P | AN . / / e, N b - \
LS s Al L Amm A ot = |
\ o\ \ ol N\ \ ol N\ j
W, . < w . - . -
bx’a) Am\(;é(a :\r(b):BmAc7ém Y (¢): ANAC #0)
-~ i~ P \ BNA® 7é (0
/’ 4 \ 4 J
\Bz =B \/ ( ] I'/ <
= ./ Bo=B\

veja que, para o caso (a) a desigualdade (356) fica

q q
Y apcy | aibaci = aci | Y qubycy |,
p:l plzl

a qual é sempre vélida desde que by > by, Vp' =1, ---,q.]a no caso (b), a desigualdade
(356) fica
q q
Y apep | ambmcn = | Y qpapcy | bici,
p=1 p=1
a qual é verdade, porque a5 > a,, Vp =1,---,q. Finalmente, em (c), a desigualdade

(356) se expressa da seguinte forma

Y qpcp | ambici = agcabmca,
p=1

mas esta desigualdade é vélida, pois

) apcp > ). qpCp 2 iy
p=1 Pemxevgx,max(h)

330



6.2 PROPRIEDADE FKG E ALGUMAS MONOTONICIDADES

a qual segue de (351) e da identidade Cp = Cii sobre Nycy Qx max-

Agora, consideraremos o caso (III) da Figura 31, dividindo sua andlise nos seguintes

sub-casos
oA oA aA oA
. b - ; ' b . b
/ Pl J / 4 ) / o 7
'/*Y,\\@ (\ .\%\\@ ( i/«y{\\@ ‘:\ '\%\\@ { /@\\@ (\ '\VYQ\\@ {
I b A i b
i J\\\V;H °Q \\ l 1\\\(;"4\. °Q \\ l 1\\\(7¢_\\’ °Q \\
\ -~ N - \ - N -~ \ _ 7 \. ~
——— N~ t——— N~ ——— N~
(d):ANA® #0 (€):BNA®# 0 (f): ANAC#£0
BNA°#(
Para (d), a desigualdade (356) é vélida enquanto
q
A Z qp’bp’ 2 a,ﬁbﬁ.
p'=1
Este fato é verdadeiro, porque
q
X by > )y qp by 2 i
p’:l Pl ENyxev Qx,max(h)

Para (e), a desigualdade desejada segue de

q
Y apap | b > agbg,
p=1

mas esta desigualdade se mantém, uma vez que

Z qpap = Z qplp 2 Q-
p=1 PENyevy Qx,max(h)

Para o ultimo sub-caso (f), temos que provar que a;b; = agbj, 0 que é obviamente
verdadeiro.

Na condigdo de fronteira max-conectada, se os vértices extremos de b ou b’ pertencem
ao mesmo aglomerado, o resultado segue.

Para finalizar a prova, necessitamos considerar o caso em que ¢ tem, no maximo, uma

coordenada nula e 7V = & v 5®, @ = & v ). Suponha que

65(11"'/1/ 0 /11"'11/ 1 111"'/1)/
~ ~
b—ésimo b’ —ésimo

onde b, b’ € B(A) com b # V. Definindo as configuragdes
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gb/E(lz"'/lz O /1/"'/1/ 1 /1/"'/1)/
~ ~
b—ésimo b’ —ésimo
pode-se ver que ) = gvy® =¢b, 5@ =¢zv q(b/) = e nM A 5@ = & Neste caso,
para provar (354) para as condi¢des de fronteira livre e max-conectada, é suficiente

provar que R, (",‘b/) =R(¢, Cb/) com b # b’, mas isto é trivial, desde que

WEECEVE) _WRECE) _ WRE© _ wkce v
WEEe@E)  wEEeeh  wekc@  wEk©

RE, &) = = R, &),

o que conclui a demonstragao. O

Pelo uso da propriedade FKG forte para o modelo GRC e das prévias defini¢des, pode-

se provar o seguinte teorema, o qual assegura a existéncia do limite termodinamico.

Teorema 6.2 (Monotonicidade e existéncia de limites de estado). Sejam B > 0, | = (Jxy :
{x,y} €E)€[0,0F eh=(hyp € R:x€V; p=1,---,q). Para cada fungio quase-local
f

(i) Os seguintes limites existem

o (1) = lim 9Ra() € @R () = lim ¢RI (f):

(ii) Se, em adicdo, m € Nycy Qx,max(fl), entdo, os sequintes limites existem

qbr}%sax(f ) = lim (PF\?max(f ) e ¢E\87re (f ) = lim (Pf\?livre(f )

XAY ATV
(iii) Se ¢ € GERC ou p € GORC, entdo, para cada fungio quase-local crescente f, temos
Plivee () < ¢() < frnax (f)-

Demonstragio. A prova dos Itens (i), (ii) e (iii) seguem o mesmo esquema das provas
dos Teoremas 5.12, 5.26 e 5.14, respectivamente, dados no Capitulo 5, uma vez que na

prova destes resultados é usada a teoria geral do formalismo termodinamico. O

Proposicéo 6.3. A especificacio {¢

SRC: |B|< oo} ndo ¢ quase-local.

Demonstragido. A demonstracdo é feita em analogia (com suas respectivas adaptagdes)

a
Proposicdo 5.13 do capitulo anterior. ]
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Como estamos interessados em propriedades de monotonicidade das medidas de
Gibbs GRC com respeito ao campo externo, necessitamos introduzir uma relagdo
de ordem parcial que nos permita fazer comparagdes entre duas medidas quando
tomarmos dois campos externos comparaveis (veja referéncia [20]). Para isso, dados
dois campos magnéticos arbitrarios k e i, dizemos que

h<l & VxeV:hgy—hy<W,—Hh, ki=1-4q, (360)

x,17

sempre que h, , — h,; > 0. Esta definicdo de relacdo de ordem entre campos externos
ndo uniformes foi motivada pela defini¢do de relacdo de ordem dada em (259) para

campos externos homogéneos.

Teorema 6.4 (Monotonicidade com respeito ao campo magnético externo, veja [36]).

Sejam h e ' dois campos magnéticos externos arbitrdrios tais que h < h'. Denotamos por

GRC,h _ ,GRCH
by e Py

de fronteira livre ou max-conectada. Logo, para qualquer fungio quase-local crescente f, temos

suas respectivas medidas definidas no Teorema 6.2, onde # denota a condigdo

OSRCR () < pSRCH () o @SRO(f) < SREH (1),

Demonstragio. Pelo Teorema 3.31 (desigualdade de Holley), a dominagdo estocéstica

clamada na tese do teorema ¢ justificada se provarmos a seguinte condigao latice:
h b RC I RC h

para todo wV,w® € {0,1}F, onde # denota as condi¢des de fronteira livre e max-
conectada e G = (V, E) é um subgrafo finito de L. E conhecido, também, que a condigdo

latice (361) é uma consequéncia de
GRC i GRC h
W @) @)
GRC, ~ GRCh ’
Py Ce)  Pvs " (Ce)

para qualquer §{ < { e e € E, onde () ({°) € a configuragdo que coincide com ¢ em

(362)

todas as arestas, exceto em ¢, onde seu valor é zero (um). Salientamos que as notagdes
e e {(,) tém diferentes significados.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que ¢ e { sdo da forma
CE(*;"'/*; 0 /*/"'/*) e gE(*//"'/*,/ 0 /*//"'/*/)/

~ ~
e—ésimo e—ésimo
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respectivamente, com ¢ < . Sejam k' =[] {0y} Gey=1 Ty € k=T1] {2y} ity =1 Ty Com essas
notagdes a nossa disposi¢do, obtemos que
g(e) = g, é(e) = g, H rxy = rgk/ e H rxy = rek.
{vy}:Lay=1 {my}:esy=1
Portanto,
By(@) _Tpypes=1my _ Tlgypes,17w _ By(E)
By(Ce)  Tixy}guy=1"2y ‘ [ixyyeg=1Ty  Bj(Ge)

Segue da equagdo acima que a desigualdade (362) é uma consequéncia de

~

OV4E) _ Opu(E)
O 4w Oy

para condi¢des de fronteira # : livre e max-conectada.

(363)

Se e = {x,y} e x <» y na configuragdo ¢, (363) é uma igualdade. Por outro lado,
se x # y em ¢, entdo existem duas componentes conexas A = C(x,¢) e B = C(y, )
contendo os vértices x e y, respectivamente. Se e é uma aresta aberta em ¢, entdo
as componentes A e B sdo conectadas e serdo denotadas por C = AUB. Assim,

|C|=|A|+|B|, de onde deduzimos que

O14() Oy _ OY40) O (A, (B)
O ,(Cw) O OO O (el,B)

para cada condigdo de fronteira # : livre e max-conectada. Na dire¢do de provar (363), é
suficiente provar que
OVC) Oy (A)O4(B)
O4(C) O,(A)OY (B)

Para provarmos a desigualdade acima, faremos uma andlise por separado para o caso

(364)

da fronteira livre e para o caso da fronteira max-conectada.
CASO CONDIGAO DE FRONTEIRA LIVRE.
Mantendo a notagdo usada na prova da desigualdade FKG, para cadam € {1,---,q},

definimos
Ay = e.B Yxea hx,m’ bm = e,B YxeB hx,m e oy = e,B Yxec hX,m .

Analogamente, definimos a;,, by, e ¢}, por substituir (hy,,) por (4, ,,). Com esta notagéo,

(364) fica
q q q q q q
(Z%ﬂﬁ') (Z qkbz'<> <quﬂlbl> < (ZW;’) (qubk> (ZW%?)- (365)
i1 k=1 1= j=1 k=1 1=
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A prova da desigualdade (365) é dividida em dois passos.

Passo 1:(remover as primas dos 4;s) afirmamos que

q q q q q q
(Z%“#) (Z qkb:i) (Zqzalbl) < <quaj) (Z qk’?zi) (Zqzaébz>. (366)
j=1 k=1 =1 =1 k=1 =1

De fato, primeiro, observamos que sem perda de generalidade podemos assumir que
hy) — hx,]- > 0, Vx € V. Por hipétese, temos h < ﬁ', logo, VI,j=1,---,geVx € V

conseguimos que h,; — hy ; <, — W ;- Desta ultima desigualdade,

, aqual implica que aja; — a;a; < 0. (367)

|
I\
R

Por outro lado, desde que hy; — h,; > 0, temos b; — b; > 0. Combinando as duas

tltimas desigualdades, obtemos
(a}al — aja;)(bl — b]) <0,
/

J
foi usado (367). Multiplicando a desigualdade acima pelo fator qjqkqlb,’{ e somando

e concluimos que a;albl < [a a; — a]-uﬂ b; +aa;b; < ajajb;, onde, na tltima desigualdade,
sobre todo j, k,I =1,---,q, provamos o afirmado.

Passo 2:(remover primas de by’s) afirmamos que

q q q q q q
(Z%‘) (Z qk’ﬁﬁ) <Zqza§bz> < (ZW;‘) (qubk> (ZW%)- (368)
=1 k=1 =1 =1 k=1 =1

A prova é anéloga a feita para o Passo 1. Assumimos que h,; —h,; > 0,Vx € Veem
lugar de (367), provamos que b;b; — bybj < 0, procedendo por similitude, alcangamos a
conclusdo.

Finalmente, combinamos as desigualdades (366) e (368) para obter (365).

CASO CONDICAO DE FRONTEIRA MAX-CONECTADA.

Primeiro, observe que, se m € Nycy Qx,m(fl) em e Nyey Qx,m(fl' ), entdo m = m. Dadas
duas componentes conexas A e B, se ANV =Q®e BNV®=0Q, entdo a desigualdade
(364) segue diretamente do caso da condi¢do de fronteira livre exposto acima. Os casos

restantes serdo analisados por considerar os seguintes casos:

v ) ) ov oV ) ov
N i 4 GRS P N IS
7 / / /I 7 , J

/'/ e / / / e / // / e / /
i z(‘ﬁ\y S i i {\—\y \ i oy S
. ~. 4 \ ~ ! o \. ~
. ) Y -, ' W N e ) e
\ / . ) \ / . ) \ / - )
\.\__’_/’ \~\_/_/ \,\__’_/' \~\_/-/ \,\__’_/' \~\_/-/
(@): ANVe £0 (b): BNVe £0 (€): ANVe#D BNVE£D

335



REPRESENTAQGES GRAFICAS PARA SISTEMAS DE SPINS COM PRESENCA DE CAMPO GERAL

No caso (a), (364) é equivalente a desigualdade

q q
y, (Z ka;c) Ambm < am <Z qkbk) Ty bry. (369)
k=1 i1

Para provar a veracidade desta desigualdade, é suficiente observar que o ordenamento
parcial entre os campos magnéticos externos implica que by, b;. < b),bx. Multiplicando a
desigualdade acima pelo fator a),a,, e somando sobre todo k=1, - - -, g, obtemos (369).

No caso (b), a desigualdade (364) se reduz a
q q
Y 494} | bambm < Y q;a; | buay,by,.
j=1 j=1

Agora, novamente usamos o ordenamento parcial entre os campos magnéticos externos

para obter a,a’ < afnaj e procedemos similarmente ao caso anterior.

J
Finalmente, no caso (¢), a desigualdade (364) é equivalente a a;,b},aby = ambua,b;,,

o que é trivialmente certo. [

O préximo resultado de monotonicidade é vélido para uma gama de medidas de

probabilidade com a restri¢do de que estas medidas sejam associadas positivamente.

Proposicao 6.5. Se p;(1) = Z%BI(U)WZ-(U) , 1 =1,2, sdo duas medidas de probabilidade que
satisfazem a propriedade FKG, onde

1) Wi e W sio crescentes ou decrescentes ou VV; é decrescente e YV, é crescente, entdo

n1(f) < pa(f),

para cada fungdo crescente f.

2) W) é crescente e VW, é decrescente, entio

ui1(f) = ua(f),

para cada fungdo crescente f.

Aqui, By denota o fator de Bernoulli definido em (337) e as monotonicidades sio segundo FKG.

Demonstragio. Definindo a aplicagdo 1 — g(17) = x;gz;' para cada fungdo crescente f,

temos

() = - L FONS0) BoWat) = S2pa(F ) (370)
n
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Tomando f =1 em (370), obtemos

—1
Zz] : (371)

H2(g) = {Z—l

Para provar o primeiro item, por hip6tese, temos que g é decrescente. Logo, por (370),

(371) e pela desigualdade FKG, temos

n(f) = % < ().

O segundo item é provado analogamente ao primeiro item. O

Seguindo a mesma ideia, com suas respectivas adaptacdes, do Teorema 6.4, obtemos a
seguinte proposicdo, a qual terd um rol sutil para provar a monotonicidade das medidas

de Gibbs GRC com respeito a constante de acoplamento.
Proposicdo 6.6. As aplicacoes

7= B W) e 1= By o) Wikax(),

5 : GRC GRC
sdo decrescentes no sentido FKG, onde os pesos Wy 1o ., W 1=

(345) (precisamente, na Defini¢iio 6.1), respectivamente. Aqui, By denota o fator de Bernoulli

definido em (337)

foram definidos em (344) e

Demonstragio. A prova desta proposicao sera omitida, uma vez que a técnica da prova
segue 0 mesmo esquema da Proposic¢do 5.15 do capitulo anterior, com suas respectivas

adaptagdes. O

E bem sabido que as dominagdes estocdsticas nos permitem comparar distintas
medidas de probabilidade. Um dos usos comuns deste tipo de dominagdes é que nos
permite provar que certas caracteristicas sao hereditarias de um modelo para outro,
que geralmente ndo é nada trivial. Por exemplo, a seguinte proposi¢do nos diz que a
medida de percolacdo de Bernoulli domina a medida do modelo GRC com presenca
de campo externo ndo invariante por translagdes. Logo, se soubéssemos a priori que
o modelo GRC possui um tinico aglomerado infinito quase certamente (de fato, essa
afirmacdo é verdadeira baixo certa condi¢do geométrica no grafo, como veremos na
Secdo 6.4), entdo poderiamos dar uma prova alternativa ao fato de que a medida de

Bernoulli tem, também, a propriedade 0/1-aglomerado-infinito.
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Proposic¢do 6.7 (Dominacdo estocastica da medida de Bernoulli). Para cada fungdo quase-

local crescente f, temos
PR (f) < Pp(f),

onde IPp denota a medida de percolacio independente (ou de Bernoulli) associada aos fatores de

Bernoulli definidos em (337) com pesos p = (rj:1,j € V).

Demonstragio. Para cada A € £, definindo p1(-) = Ppp(-) e pa() = ‘P/G\E?ax(') com
seus respectivos pesos Wi(-) =1 e Wh() = Bfl WE%X(-). Desde que W é crescente

e pela Proposicdo 6.6, W, é crescente, logo, pelo Item 2) da Proposicdo 6.5, temos

GRC
A, max

é usada para poder tomar o limite termodindmico na dltima desigualdade. O

(f) < Ppp(f), para qualquer fungdo crescente f. A quase-localidade da funcdo f

O seguinte resultado é concernente a monotonicidade, no sentido FKG, com respeito
a acoplamentos constantes J, isto ¢, acoplamentos especiais onde [y, =],V x,y € V. A
Proposigdo 6.6 tera um papel fundamental na prova deste resultado, como veremos na

continuacgao.

Teorema 6.8 (Veja referéncia [36]). Suponha que 0 < J; < J sdo dois acoplamentos constantes.
Para cada A € £, denote por cpilic’]k , k =1,2 a medida definida pelos pesos (216) ou (218)

comm € Nyey € Qx,max(fl). Logo,
GRC,J GRC,J.
(PA,maxl (f ) < (PA,livrez (f )’
onde f é uma fungdo crescente cilindrica e # denota a condigdo de fronteira livre ou max-conectada.

Demonstragio. Como J; < Jp, temos el —1 < eff2 — 1. Para toda configuracio
1 € {0,1}BW, defina a fungao g : {0,1}B® — R como

% 1—[ 6'3 Yxec() Ixmax .

oIBT 1} [Boce (1) B(A)|
C(w):C(i)NOAFD

() = [—eq% —

Veja que [(e?Pl1 —1)/(e7P2 — 1)] BoeetNMBA ¢ ecrescente. Pela Proposigdo 6.6, a aplica-
cao
N H B Lxeci) hxmax,
C():C(m)NoAF#D
também, é decrescente. Entdo, a fungdo g é decrescente, desde que, g é composta pelo

produto de duas fungdes ndo negativas decrescentes no sentido FKG.
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Seja f : {0,1}B(®) — R uma funcdo arbitraria cilindrica crescente no sentido FKG.
Desde que as constantes de acoplamentos sdo constantes, isto é J,, = ], o fator de
Bernoulli pode ser expresso como: By, (17) = (e7Plk — 1)BoccNBA| |k = 1,2, Definindo
801) = Tcy):copran=o 22:1 eP Lacconvr | da definicdo de valor esperado de uma varidvel

aleatoria, temos

(eqﬁh _ 1)|BOCC U)OIB(A”

GRC,
P ()= L f) SxCT [T ©amax(C()
ne{0,1}B) Z A max Cay)
(eTBl2 — 1)BocD Bz
= Z f(g(n) ZGRCJZ g(n) X ZGRC A
n€{0,1}BM A, max A, max
GRC, ],
GRC, Al
A 11VI']E!2 f g) X GRI(‘;]el ’ (372)
A, max

onde ZGRC’] denota a fungdo de parti¢do (ou constante de normalizacdo) da medida de
probablhdade (/)G e

Considerando f =1 (fungdo constante 1) em (372), tem-se a seguinte igualdade

e # denota a condicao de fronteira livre ou max-conectada.

GRC,J1

GRC, > ( )_ A,max
(PA livre &) = GRC,J>*
Alivre

Usando a equagdo acima, (372) e a propriedade FKG forte (veja Teorema 6.1), obtemos

GRC,
$SRC P, hvr]ez (f-8) KG $SRC
A max (f ) " GRC,Ja; N < A livre (f
(PA hvre( )
0 que conclui a prova. O

Observacdo 6.9. Note que o Teorema 6.8 pode ser estendido usando o Teorema 6.2 (iii) para

qualquer par de medidas de Gibbs GRC em | = |1, respectivamente | = J,. Como caso particular,

obtemos o sequinte coroldrio.

Corolario 6.10 (Monotonicidade na constante de acoplamento, veja [36]). Suponha que
< J1 < Ja sido duas constantes de acoplamentos. Para cada A C 'V finito, denote por c])GRC 2 ,

k =1,2 a medida de probabilidade definida pelos pesos (216) ou (218) com m € Nycy € Qx,max

(fl). Logo,
Pry () < X% (),

onde f é uma fungdo cilindrica crescente e # denota a condigdo de fronteira livre ou max-conectada.
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6.3 QUASE-LOCALIDADE Q.C. DO MODELO GRC

Nesta sec¢do, estudaremos a propriedade de quase-localidade (quase certa) do modelo
GRC com presenga de campo magnético ndo homogéneo definido em (335). O seguinte
lema nos diz que todo estado ¢ € 4ERC ou ¢ € YORC ¢ quase-local q.c., no sentido da
Definicdo 4.24 (veja Observagdo 6.12). Para dar precisdo a este resultado, em analogia
ao evento definido em (295), introduzimos a seguinte definicdo:

7

A A f
'//A,A_{ne {O’l}E : V:c,yEA, o ryA - ‘éﬂ }’
Bo(A)

Bo(A)

onde A C A € .Z. O seguinte lema é uma adaptacdo do Lema 5.30 para o modelo GRC

deste capitulo.

Lema 6.11 (Quase-localidade, veja [36]). Seja B C Bo(E) um conjunto finito e f uma
fungdo cilindrica dependendo somente sobre os estados das arestas de B. Logo, para cada par de
subconjuntos (A, ) em £ com V(B) C A C A, a fungio

1= Ly () @5 C(flnse) € quase-local.

Se, em adigdo, ¢ € %ﬁfc ou ¢ € GSRC tom, no mdximo, um aglomerado infinito e A € 2,
entdo
$(Apn) 11, quando ATV.

Demonstragio. Note que, pela definicdo (342) do peso WERC e pela continuidade da
funcdo f (veja Lema 5.30), para provar a tese deste lema, é suficiente provar que a

funcao

1= Ly (1) PEC(glmee), Vi € {0,1}P (373)

é quase-local. No que segue, provaremos a quase-localidade da aplicacdo definida
em (373). Seja A um subconjunto finito de V tal que A C A. Considere as seguintes

configuragdes:

(UE(*,"',*, 0 /*/"'/*) e w

e-ésimo e-ésimo

onde * é um elemento arbitrario em {0,1} e e € B(A)°. Suponha que w € .# 5 e que

exista um aglomerado (que pode ser finito ou infinito) C* conectando A a B(A)° na
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configuracdo w. Por definicdo, veja que w® € .# A também e que o aglomerado C* é
tnico, desde que, inicialmente, tomamos w € .#j . Em seguida, consideraremos os

seguintes dois casos:
1)C*NV({e}) =D e 2)C*'NV({e}) #0.

No primeiro caso, trivialmente temos |WERC(wp|w.) — WERC(wp|wp:)|= 0.

No entanto, o segundo caso é bem mais elaborado. Consideraremos por separado
dois casos. Primeiramente, assumiremos que existe ¢ > 0 tal que € < |hy,max — fx,m| para
todox e Vem e {1,---,q}. Para este caso, denotaremos por C; o (tinico) aglomerado

tal que C* N'V({e}). Logo, por definicdo (342) do peso WERC,

‘ WERC (@ | wle) — WSRC (@ | wpse)

<

o q
B]((U) k(w) Z dm ‘e_‘BZXECQk(hX’maX_hx’m) — e_.BZxGC*(hx,max_hx,m)

m=1
E]((U) k(w) Z e_ﬁzxecg(hx,max—hx,m) _ e_ﬁerC*(hx,max_hx,m) ,
m¢mx6\7 Qx,max(ﬁ)
onde
1 _
k(w) = H Z qme_ﬁzxeC(hx,max_hx,m) <0 e B](CU) — H rxy_
C(w):CNV(B)#® m=1 {xy}eBiwy=1
|C|<o0
Como a desigualdade
* 1 7
d(e, \) < |Cg |< Z —(hx,max — hx,m),  Vm ¢ Nxev Qx,max(h)
xeCy

é vélida, fazendo d(e, A) — oo, tem-se

Z (hx,max - hx,m) —> 0 e Z (hx,max - hx,m) — 00,

xeCy xeC*

para cada m ¢ Nycy Qx,max(fl). Portanto, sempre que d(e, A) — oo, tem-se
[WER (@ |whe) — WE™“(@|wie)|— 0. (374)
No outro caso, quando liminfycy |fx,max — Hx,m|= 0 € suficiente analisar se a série

2 (hx,max - hx,m)

xeC*
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é finita ou ndo. Se esta série é infinita, trivialmente se satisfaz (374). Em outro caso,
usamos a continuidade da fun¢do exponencial e uma adequada escolha de e, de modo
que d(e, A) — co.

Finalmente, por um truque telescépico padrdo, como foi feito no Lema 5.30, para

quaisquer duas configuragdes diferentes w e 17 em B(A)¢, obtemos

IWERE @ w) — W @ss:)

— 0,

quando min,c 4 d(e, A) — o0, onde A = {e € B(A) : we # 1n.}. Isto é, a aplicagdo
definida em (373) é continua na topologia produto. Logo, pelo Lema 4.18, esta aplicagdo
é quase-local, provando-se a primeira afirmagao.

Por outro lado (para provar a segunda afirmagdo), para cada A € .Z, seja .# o evento
composto por todas as configuragdes que apresentam, no maximo, um aglomerado
infinito incidente com A. Note que .#x o T #x, quando A 1TV, e que .#) | {Ne < 1},
quando A 1T V. Como, por hipétese, (N < 1) =1, entdo ¢p(.#x) =1, VA € Z. Logo,
pela continuidade da medida, segue que limayy ¢(A#p ) = P(A\) =1,VA € Z. O

Observacgdo 6.12. Por um razonamento andlogo a Observagdo 5.31, prova-se que cada estado
¢ € GSRC ou ¢ € GORC ¢ quase-local g.c. (veja Definicio 4.24).

lim
Lema 6.13 (Subconjuntos de medidas de Gibbs). Sejam q € Z*, B >0, ] = (Jxy : {x,y} €
E) € [0, 0)E, i = (hyp ER:x€V, p=1,---,9)e{qgp:p=1,---,q} satisfazendo (351).
Se ¢ € GSRC 6 tal que p(Noo < 1) = 1, entdo ¢ € 4SRC, Em outras palavras, %IEEC C @ORC,

lim
Demonstragio. A prova deste resultado segue do Lema 6.11 e da quase-localidade quase

certa da medida GRC. A referida prova é feita usando a teoria geral das medidas de

Gibbs (para maiores detalhes, veja Lema 5.32). []

O seguinte teorema nos da condigdes suficientes para ter a quase-localidade da

especificagdo {p5RC : |B|< oo} por trds a suposicdo geométrica de que no grafo exista,
quase certamente um unico aglomerado infinito. Este resultado simplifica muitos

célculos técnicos, como veremos a seguir.

Teorema 6.14 (Esperancas condicionais para o modelo GRC). Sejam p > 0, Jxy 2 0,
hym € R,Yx,y € Vegqy >0,m=1,---,q satisfazendo (351). Se ¢ € GORC ¢ tal que
¢(Neo < 1) =1, B C By(V) e f é uma funcio cilindrica dependendo, unicamente, dos estados

da configuracdo 1, entdo

O(f|-Ze) = PSRC(flme),  ¢p—q.c.
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Demonstragio. A prova deste teorema segue o mesmo esquema da prova do Teorema

5.33, portanto serd omitida. [

Usando a teoria geral do formalismo termodinamico, pode-se provar o seguinte lema
de dominagao FKG.

Lema 6.15 (Monotonicidade no volume). Sejam g € Z*, B > 0, ] = (Jxy : {x,y} € E)
€ [0,00)E, it 0 campo magnético e a sequéncia {ap : p = 1,---,q} satisfazendo (351). Se

N C A € 2, entio, para cada fungdo cilindrica crescente (no sentido FKG) f, temos

GRC GRC GRC GRC
¢A,livre(f ) < 4)A,livre(f ) e 4)A,max(f ) > ¢A,max(f )
Demonstragio. Para maiores detalhes da prova deste resultado, veja Lema 5.11. O

Observacgao 6.16. Quando q, =1, para todo p =1, - - -, q no modelo GRC (342), por simplici-
dade, este modelo serd chamado de modelo RC. Neste caso, definimos o conjunto de medidas de
Gibbs 4R e 0 conjunto de limites fracos de medidas de Gibbs a volume finito %ﬁg analogamente

as definicoes feitas em (213) e (247).

De agora em diante, estudaremos algumas propriedades fundamentais do modelo
RC (caso que se estude o modelo GRC, serd especificado). O seguinte teorema ¢é valido

somente para o modelo RC.

Teorema 6.17. Sejam q € Z*, B > 0, ] = (Jyy : {x,y} € E) € [0,00)F ¢ h um campo
magnético, como foi definido previamente. Dado v € 95, se ¢, denota sua y-marginal, entdo,

para cada fungio cilindrica crescente f, temos ¢, (f) < RS (f).
Demonstragdo. Veja o Lema 5.23. [

Contrastando o Teorema 6.17 com o Teorema 5.23, um detalhe importante temos que
destacar. A segunda dominagdo do Teorema 5.23 ndo é satisfeita para o modelo GRC
(com campo externo ndo invariante) deste capitulo, j& que para provar essa desigualdade
se requer o conceito de invariancia por translacdo do modelo, propriedade que o modelo

GRC (deste capitulo) ndo apresenta.

6.4 UNICIDADE DO AGLOMERADO INFINITO

Até aqui, foi apresentada parte da teoria do modelo de aglomerados aleatérios

generalizado (modelo GRC) com presenca de campo magnético ndo uniforme para
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grafos infinitos enumerdveis IL = (V, [E). Nesta secdo, estamos interessados na situagao
na qual o aglomerado infinito é quase certamente tinico, como comumente acontece
para o caso de grafos amenaveis. A hip6tese geométrica de amenabilidade é importante
para obter-se a unicidade quase certa do aglomerado infinito em diversos modelos,
[30, 66, 76]. Sabe-se que grafos infinitos, conexos, localmente finitos, transitivos e
amendveis, possuem um tnico aglomerado infinito com probabilidade um [89]. Quando
o grafo é ndo amendvel, a unicidade do aglomerado se vé comprometida. A néao
unicidade do aglomerado infinito é conhecida para diversos modelos incluindo o
modelo de percolacdo de Bernoulli e 0 modelo de aglomerados aleatérios sem presenga
de campo magnético [14, 66, 76]. De agora em diante, assumiremos implicitamente
que o latice L = (V,E) é amendvel, desde que em geral, ndo podemos aplicar as
mesmas técnicas usadas na prova do resultado de unicidade de aglomerado infinito
(veja Teorema 5.25), pois 0 modelo GRC deste capitulo ndo apresenta a propriedade de

invariancia por translacdo. Diremos que o grafo IL é amenadvel se

|OpA|
Al

onde o infimo é tomado sobre todos os subconjuntos conexos finitos A de V, [0gA|

l]E(]L)Einf{ :ACW,AG.,S,”}:O,

denota a cardinalidade de dgA e
opA={e={x,y} €c E:x e Aeyc V\A}

é o conjunto de arestas com um vértice (ou ponto extremal) em A e o outro em V \ A.
Isto é, dpA representa a fronteira de arestas externa de A. Se 1g(IL) > 0, dizemos que o
latice IL é ndo amendvel.

A constante (g(IL) é chamada de constante isoperimétrica (ou constante de Cheeger).
O conceito de amenabilidade descreve bastante coisa sobre a geometria do grafo. Por
defini¢do, para ter um grafo amenével IL devemos selecionar vértices para formar um
subconjunto finito conexo A, de modo que o ntiimero de arestas que saem de A seja
menor que o namero de vértices que estdo em A. Por exemplo, a rede hiperctbica
d-dimensional IL = LY, d > 1, é um grafo amenavel, pois ao tomar a sequéncia de caixas
{A,:n €N}, com A, =[0,n—1]NZ", veja que [0pAy|= 2dni1e que |Ay|= n?, o
que implica que (g(IL?) = 0. Por outro lado, grafos ndo amendveis tem a propriedade
que, ao selecionar vértices para formar subgrafos conexos, sempre produz a mesma
quantidade ou mais arestas na fronteira que quantidade de vértices. Exemplos de grafos

ndo amendveis sdo comuns de encontrar nas arvores, por exemplo, a drvore regular T},
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de ordem n + 1 e a drvore n-dria T;; com n > 1, ambas tem constante isoperimétrica
=n — 1. Portanto, para n > 2, esses grafos sdo ndo amendveis. Outro exemplo de grafo
ndo amendvel é dado pela arvore fatorial, cuja constante isoperimétrica é = 2.

No que segue, denotaremos por N a varidvel aleatéria que conta o ntiimero de

aglomerados infinitos em ambos 0s espagos amostrais () e ¥4 x ().

Teorema 6.18 (Unicidade do aglomerado infinito, veja [36]). Seja B > 0 a temperatura

inversa e b um campo magnético. Entio,
GRC _ 4GRCA _
Pmax " (Noo < 1) = Py (Neo < 1) = 1.

Demonstragio. Por simplicidade, apresentaremos a prova para o caso quando qb%ff’h €

@GRC 4 que para o caso quando a condigdo de fronteira é livre, a prova se procede
analogamente.

Sejam A C A subconjuntos finitos de V e defina o evento Dj

Y2
Dpaa= < w:Ju,v € O\ e caminhos v; e ¥, tais que, |2 em w

u

A

como o conjunto de todas as configuragdes w € () com a seguinte propriedade: existem
dois vértices u,v € JA tais que u e v sdo conectados a dA por caminhos 1 e 2,
respectivamente, usando w-arestas abertas em By(A \ A), mas u ndo é conectado a v por
caminhos usando w-arestas abertas de By(A).

Para cada configuragdo y € () fixada, note que a aplicagdo

w — 1p, (W) By (V\A))

é decrescente no sentido FKG. Pela defini¢do do evento Dj a, por abuso de notagao, a

aplicacdo acima pode ser rescrita da seguinte maneira

w = 1p, ,(WByA)TBy(A\A))-

Dado € > 0 suficientemente pequeno (escolhido adequadamente), consideremos o

seguinte campo magnético externo
ch = (€hyp:VxeV,p=1,---,9).

Afirmamos que eh < h, onde a ordem parcial < é dada em (360). De fato, supondo que

hyx —hy; > 0, para € > 0 suficientemente pequeno, a seguinte desigualdade

ehx,k - ehx,l = €(hx,k - hx,l) < hx,k - hx,lz k,1=1,-- v q, Vx eV
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é valida. Logo, eh < h. Observe que a escolha de € > 0 depende, de certa forma, do
campo externo k, pois, dado hy x — hy; > 0, sempre é possivel encontrar € > 0, de modo
que a desigualdade acima seja verdadeira.

Seja V' O A. Como a aplicagdo w — Tp, ,(Wpya)7Bya\a)) € decrescente sempre que 77

se mantenha fixa, pela propriedade de monotonicidade no campo externo da medida
(PGRCﬁ

V max (Teorema 6.4), segue que

GRC,h GRC,ch
DV max ADA A C TBoa\A) < Py (ADa 4 (- TBy(a\A)))-

Somando em 7 (a\ o) Na desigualdade acima, conseguimos

4)GRC,h (DA,A) < (PGRC,eh (DA,A) .

V,max V,max

GRC,h
V,max’

GRC,ch
V,max

chRC'eﬁ(DA,A) — quRC’()(DA,A) onde 0 = 0:VxeV,p=1,---,q) denota o campo nulo.

V,max V,max
Logo, fazendo € — 0, V 1 V e usando continuidade da fungao 1p as DA desigualdade

Tomando € — 0 na medida ¢ (Da,a), por definicdo da medida ¢ observe que

acima, obtemos

GRC,h GRC,0
(Pmax (DA,A) < (Pmax (DA,A)r

onde, implicitamente, usamos o Teorema 6.2. Uma vez que Na5ADaa T {Neo > 1},
quando A 1TV, segue da continuidade da medida e do Teorema 5.25 (teorema da
unicidade do aglomerado infinito para o caso de campos externos homogéneos) que
$SRED(N,, > 1) = 0. Portanto, pSEH (N, > 1) = 0.

Observe que, no argumento acima, usamos a propriedade de monotonicidade no
campo externo e existéncia do limite termodindmico da medida de probabilidade
<p§1§$’f’ . Como a medida (j)GRC’f‘ também tem essas propriedades, a prova se conclui

livre
simplesmente por substituir uma medida pela outra. O

Para enunciar o préximo teorema, o qual é o teorema principal desta secdo, necessita-

mos introduzir os seguintes parametros:

Po(B, ], h) =sup sup ¢(|Cy|= o)

XV peyCRC

Pw(B, ], ) = sup inf ¢(|Cx|= 00),

xeVy ¢egC

346



6.5 UNICIDADE E TRANSICAO DE FASE

onde Cy é o aglomerado infinito contendo o vértice x. Para o modelo RC, os parametros

Py e Py sdo definidos similarmente. Definimos, também, o parametro critico

Be(J,l) = inf{B > 0: Pu(B, ], h) > 0},

o qual sera chamado de temperatura critica inversa. Para simplificar a notacdo, para cada

m € {1,---,q} fixo, definimos o seguinte evento:

No(o,1) > 1 e todos os vértices em qualquer
A = (0,1) €EXg x QO (@ 1) o ' hed :
~ aglomerado infinito satisfazem oy = m

6.5 UNICIDADE E TRANSI(;AO DE FASE

Com as ferramentas dadas nas se¢des anteriores, estamos preparados para provar um
dos principais teoremas deste trabalho, o qual relaciona unicidade e ndo unicidade de

medidas com existéncia ou ndo existéncia de aglomerados infinitos.

Teorema 6.19 (Unicidade e transi¢do de fase, veja [36]). Fixados q € Z*, B > 0, um campo
magnético h = (hypeR:x€V,p=1,---,9) easequéncia {q,: p=1,---,q} satisfazendo
a condigdo (351).

(i) Paratodo ] > 0 ( Jxy 20, V{x,y} € E), existe, no mdximo, uma medida de probabilidade
poem G5 = {v € 955 1 v(Neo = 0) = 1}.

(ii) Se Poo(,B,],fl) = 0, entdo |9%5|= |9RC|= 1. Em particular, se B < ﬁc(],fl), entio
|9FS|= |9RC|= 1.

(iii) Se ] > 0 é uma constante de acoplamento uniforme (Jx, = ] >0, V {x,y} € E), entdo
Peo(B, ], 1) = sup,cy ¢Rac(ICx|=00) e Po(B, ], 1) = sup oy §ie (ICxl= 00).

(iv) Seja] =0 (Jyy =] >0, V {x,y} € E). Se Px(B, ], k) > 0, entdio os estados %>, com
m e Nyey Qx,max(fl), sdo estados de Gibbs extremais com (,b,];:qs(baf’;,m) = 1. No entanto,
sobre a hipétese forte Poo(B, ], ) > 0, tem-se |4ES|> 1.

(v) Seja] =0 (Jxy=] >0, V{x,y} €E). Se B < Be, entdo Ps(B, ], h) = Pu(B, ], h) = 0.
No entanto, P(B, J,h) > 0 e Pu(B, ], B) > 0 é vdlido sempre que p > Be.
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Demonstragio. (i) A prova deste item segue o mesmo esquema da prova do Item (i) do
Teorema 5.37, Capitulo 5.
(11) Se P (B, ], ft) = 0, entdo, por defini¢do de P,

P(|Cx|l=00) =0, Vpec¥RexcV. (375)

Pela unicidade do aglomerado infinito (Teorema 6.18) e pelo Lema 6.13, segue que
a propriedade (375) se mantém, também, para a medida limite ¢RS, . Se ¢, denota a

w-marginal de v € 95, pelo Teorema 6.17, tem-se

0=¢RS (Noo = 1) = py(Noo = 1) = v(Noo > 1),

maXx

o qual implica que v € ¢F° = {v € 45 : ¥(N« = 0) = 1}. Portanto, do Item (i), segue
que v = ¢S Isto 6, 955 = ¥FS = {5 1.

Por outro lado, se denotamos por fﬁc}m = {¢ € @RC . $(Neo = 0) = 1}, de (375) e do

Teorema 6.2, temos

0= Prax(Neo = 1) = ¢p(Noo > 1), Vep € ¥R,

maX

Isto &, ¢ € ¥XC. Por repetir o argumento da prova do Item (i), usando o Teorema
6.14 para garantir uma versdo de esperanga condicional para a medida GRC ¢, temos
RC _ RC
G = {¢livre}‘
(iii) Usando o Item (iii) do Teorema 6.2, tem-se

Poo(ﬁ,f,fz><su5¢$§$(|cx|= ©) e ﬁm(ﬁ,f,ﬁ»suwl?ﬁiacx!: o).
XE xe

Nas desigualdades acima, para provar que em cada uma delas a igualdade ¢é atingida, é
suficiente mostrar que ¢SRS € GGRC e 4)1?&(63 € 9SRC, respectivamente. Pela unicidade
GRC,h

do aglomerado infinito, Teorema 6.18, tem-se ¢max” (Neo < 1) = gblci;ﬁg’h (New <1)=1.
GRC c gGRC GRC c gGRC

Logo, do Lema 6.13 concluimos que ¢35 e Prive

, provando-se este
item.
(iv) Usando a mesma técnica do Item (ii7) do Teorema 5.37, para cada m € Nyey Qx,max(ﬁ)

e x € V provamos que
P (0 = 1] > 00) = Gy (376)

Agora, provaremos que o estado ¢E° é extremal sempre que m € Nycy Q. max(h). Para
este fim, assumiremos que 4)515(;%;‘1 ) = 1. Na verdade, esta hip6tese sera provada na

parte final do argumento deste item.
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Suponha que ¢E° ndo é uma medida extremal. Logo, existem duas medidas de Gibbs

S, oS € ¢S tais que
= 19F + (L= 0, com ¢SS ,) =1et € (0,1). (577)

Se (leC denota a RC marginal of (piES, segue do Lema 5.34 que (leC c 9RC, i=1,2

Implicando que

max t¢ ( - t)(/’gcz te (01 1)- (378)

Em seguida, afirmamos que ¢R$, é uma medida extremal. De fato, suponha que ¢RS,
ndo é extremal. Logo, existem duas medidas diferentes ¢, ¢ € ¥R tais que se tenha a

seguinte decomposigdo
RC = Ap1+ (1 —A)po, paraalgum A € (0,1).

Para qualquer evento cilindrico crescente A, do Item (iii) do Teorema 6.2 e da decompo-

si¢do acima, tem-se

PRCL(A) > max{P1(A), p2(A)}. (379)

Em (379), descartamos uma possivel igualdade, pois caso contrdrio teriamos uma
contradi¢do com o fato de que as medidas ¢; e ¢, sdo diferentes. Por outro lado, veja,

também, que

max{$1(A), $2(A)} > A1(A) + (1 = M)a(A) = Prau(A).

Mas isso contradiz a desigualdade estrita (379), o que prova a afirmagao feita acima.
Como ¢RC ¢ uma medida de probabilidade extremal, da decomposigéo (378), te-

— #RC _ #RC
_(P2 =

R« Usando o Lema 5.36, este fato implica ¢£> = ¢35, e dai, a

mos (j)l
extremabilidade de ¢F> ¢ provada.

Finalmente, provaremos que ¢~ S(f. S1m) = 1. Desde que Po(B, ], h) > 0, do Item (iii)
do Teorema 6.2, conseguimos

0 < Poo(B, T, B) < sup ¢RS, (x <+ 00) < ¢RS (Neo > 1). (380)
xeV

Como acabamos de provar, RS, é um estado de Gibbs extremal e, como {Ne > 1} é um
evento caudal, da desigualdade (380) e da unicidade do aglomerado infinito (Teorema

6.18), segue que

1= max(NOO = 1) EnS(NOO = 1)/ Vm & Nxev Qx,max(ﬁ)-

349



REPRESENTAQGES GRAFICAS PARA SISTEMAS DE SPINS COM PRESENCA DE CAMPO GERAL

A prévia equagdo junto com a identidade (376) e um argumento similar ao feito na

parte final do Item (ii7) do Teorema 5.37 implicam, para cada m € Nyecy Qx,max(fl), que

‘P ( >1m)_1

Agora, provaremos a segunda afirmacdo do Item (iv). Se o conjunto Nycy Qx/max(fl)
tem mais que um elemento, o resultado segue da primeira afirmac¢do do Item (iv)
deste teorema. Em outro caso, sem perda de generalidade, podemos assumir que
Nrey Qumax(®) = {1}. Seja ¢RC € ¥RC uma w-marginal de ¢5S. Por monotonicidade,

tem-se

0 < Poo(B, ], h) < sup pR(x 3 0) = suppid(x > )
xeV xeV

= sup¢ro(x ¢ 00,0y = 2)
xeV

< PRI ,).

Como ¢S (/2 ) =le S | NFS , =D, da desigualdade acima, segue que P> # 95>

pois caso contrario, teriamos

1= ¢55(A3] 1) + 95 (2] ) = Pro( S 1) + 95 (2] ) = 1+ 5o (A3 ) = 5 (A3 5) =

gerando uma contradigéo.

(v) Pelo Item (iii) e pelo Coroldrio 6.10, as aplicagdes
J = Peo(B,],h) e ] Puo(B, ] h),
sdo crescentes. Veja também que, com respeito a ordem parcial (360), as aplicagdes
b Po(B,],h) e ks Pu(B, ] B),
também, sdo crescentes. Por definicao de Ps e Ps, temos
Pos(B, ], b)) < Poo(B, ), VB, ] e h. (381)

Pelo Item (iii) e pelo Teorema 6.8, Peo(f, ]1,ﬁ) < 1300(5, jz,fl), para todo [; < Jp. Pelo Item
(111), temos que Pw € Ps, sdo limites termodinamicos. Usando a forma do Hamiltoniano
deste modelo e as propriedades de monotonicidade provadas acima, conseguimos, para
todo B1 < B2, que

Poo(B1, ], ) = Peo(1, B1], B1lt) < Peo(1, B2], P1ht) < Peo(1, 2], P2ht) = Peo(B2, T, ). (382)
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Dai, se B < B¢, por defini¢do do inverso da temperatura critica, Poo(, J, fl) =0. Logo, da
desigualdade (381), tem-se 1300(‘[5, I, B, h)=o0.

Por outro lado, se B > B, temos Po(B, ],fl) > Peo(Be, ],fl) > 0. Fazendo B1 = Bc e
B2 = B em (382), tem-se 1300([3, I, IAi) > 0, o que prova (v). H

Seja EC(],ﬁ) = inf{f > 0 : Pu(B, J,h) > 0}. Em seguida, mostraremos que se na
definicdo de B.(], k), trocamos Ps, por Po, essa quantidade ndo muda. Mais precisa-
mente, afirmamos que B.(J, }Al) = EC( I, fl). De fato, pelo Item (ii7) do Teorema 6.19 temos
1300(5, ],fl) < Po(B, ], IA1), implicando que B.(J, fl) < BC(],fl). Por outro lado, novamente,
pelo Item (iii) do Teorema 6.19 e pela defini¢do de BC(], fl), se Bc(J, fl) > EC(], ﬁ), temos
que POO(EC, J ,ﬁ) > 1300(50 I, fl) > 0, o qual contradiz o Item (v) do Teorema 6.19. Portanto,
Be(J, ) = Be(J, .

Como subproduto da prova do Teorema 6.19, Item (v), temos o seguinte coroldrio.

Corolario 6.20 (Monotonicidade em B, veja [36]). As sequintes aplicagdes

B Pu(B, ], h) e B Pu(B, ] ),
sdo monotonas crescentes.

Finalmente, para encerrar esta se¢do, enunciamos um teorema que relaciona os

e gSPIN

conjuntos ¥F5 . Este resultado terd desempenho essencial na préxima segao,

quando nos disporemos a provar a unicidade do conjunto das medidas de Gibbs para o

modelo de Ising.

Teorema 6.21. Se ITg : 955 — &SPIN denota a aplicacio que assina a SPIN marginal a cada

medida de Gibbs ES a volume infinito, entdo I1g é um isomorfismo linear.

Demonstragio. A prova deste teorema usa argumentos da teoria geral das medidas de

Gibbs. Uma prova detalhada deste resultado pode ser vista no Teorema 5.39. O

6.0 APLICAQAO: MODELO DE ISING COM CAMPO DE-

CAINDO SEGUNDO UMA LEI DE POTENCIA

O modelo de Ising é um dos modelos mais estudados na Mecénica Estatistica. Um

problema de interesse neste modelo é determinar a cardinalidade das medidas de Gibbs
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quando um parametro (termodindmico) de dependéncia varia, neste caso o inverso da
temperatura f > 0. Caso existam mais de duas medidas de Gibbs, esse problema se
torna equivalente a estudar presenga de transi¢do de fase de primeira ordem no modelo
(veja referéncia [104]). Esse caso corresponde ao sistema estar alinhado, isto é, o sistema
sente os efeitos das condi¢des de fronteira quando vao se distanciando. Ao contrério, a
existéncia de uma tnica medida corresponde ao sistema estar desalinhado ou ndo sentir
o efeito das condic¢oes de fronteira quando estas vao se afastando progressivamente
(em outras palavras, o sistema apresenta a propriedade de perda de sensibilidade com
respeito as condi¢des de fronteira, veja Lema 4.19). Nesta sec¢do, consideraremos o
modelo de Ising na rede hiperctibica d-dimensional LY = (724, E%) (d > 2), onde E? é 0

conjunto de primeiros vizinhos na rede IL¢, com Hamiltoniano dado por

/I i _
%]fAsmg(o_) = - Z ]O-xo'y - Z hy oy — Z ]O'x,uy/ (383)
X, yEN XEA XEN, yeoA
{xy}cE {xy}eE

onde [ >0,h=(,:xecZe B > 0 é (proporcional a) o inverso da temperatura do

%SPIN em vez de @STIN

modelo. Daqui em diante, escreveremos para que fique mais
claro a dependéncia sobre o inverso da temperatura p.

Alguns resultados, nesta diregdo, sobre o modelo de Ising sdo conhecidos. Quando o
campo externo h é uniforme, isto é, hy =h Vx, no caso h = 0, através do argumento de
Peierls, prova-se que existe transicdo de fase de primeira ordem (veja Teorema 4.39 para
d = 2). Ja quando o campo externo é nao nulo, isto é, i # 0, o Teorema de Lee-Yang
[67] e as Desigualdades GHS estabelecem a analiticidade da energia livre no campo h
sempre que a parte real de / seja ndo nula, implicando que existe um tnico estado de
equilibrio invariante e extremal. Uma pergunta natural a questionar-se seria: quantas
medidas de Gibbs existem para o modelo de Ising ferromagnético quando o campo
externo é ndo uniforme? Algumas respostas a esse problema foram dadas, as quais
enunciaremos a seguir. Em [24], foi provado que, para campos (/y) € ¢1(Z%), o modelo
de Ising apresenta transi¢do de fase. No entanto, quando (hy) € loo(Z%) com infy e > 0,
é provada a existéncia de uma tinica medida de Gibbs para todo g > 0.

Nesta secdo, estamos interessados em campos externos ndo uniformes que possuem

decaimento segundo uma lei de poténcia, isto é, campos externos da forma:

=, sex #0
he = 4 (384)
h*, sex =0,
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onde & > 0 e h* > 0. Os parametros a e h*, a simples vista, parecem inofensivos, mas
como veremos em seguida, estes determinam o comportamento de transicdo de fase do
modelo de Ising.

Para « > 1, usando o argumento de Peierls, foi provada em [23] a existéncia de
transicdo de fase de primeira ordem. No entanto, quando a =1 e h* é suficientemente
pequeno, provou-se que o mesmo comportamento se mantém. Ja4 quando « € [0, 1),
em [23], os autores provaram que existe uma temperatura inversa positiva B, < oo tal
que, para todo B > 0 tal que B > B4, 0 conjunto das medidas de Gibbs para o modelo
de Ising definido por (383) é unitario. Pelo Teorema da Unicidade de Dobrushin (veja
Teorema 4.45) e por um célculo similar ao feito no Exemplo 4.21 com | > 0, conhecemos
que, para qualquer f < 1/(2d]), o conjunto das medidas de Gibbs para o modelo de
Ising, também, é unitario.

Na referéncia [23], foi conjecturado que, para todo > 0, o conjunto das medidas de
Gibbs para esse modelo, com « € [0, 1), é, também, unitdrio. Isto é, conjecturou-se a ndo
existéncia de transigdo de fase, para todo > 0. Logo, o intervalo de unicidade e ndo
unicidade para o modelo de Ising ferromagnético com campo externo hy = h*/||x||* fica
como aquele (intervalo) mostrado na Figura 32. O trabalho principal desta se¢do sera
fechar essa conjectura com a teoria desenvolvida até aqui. Enunciaremos esse problema

em forma de teorema (veja Teorema 6.22 abaixo).

>
e’«L rbﬁ\()
W7

Unicidade Transicao de fase

(@) |——1§*
—

Figura 32: Unicidade e ndo unicidade para o modelo de Ising com campo hy = h*/||x||*.

Nesta sec¢do, consideraremos o modelo GRC definido em (342) com g = 2, as constantes

qp =1,Vp € {1,---,q} e o campo magnético externo h, como definiremos em seguida.

Teorema 6.22 (L. Cioletti e R. Vila, veja [36]). Existe uma tinica medida de Gibbs, em toda
temperatura inversa 3 > 0, para o modelo de Ising ferromagnético sobre a rede hiperciibica
d-dimensional 1. definido pelo Hamiltoniano (383) e pelo campo externo ndo uniforme (384),
comw € [0,1).
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Demonstracdo. Quando a = 0, como haviamos falado anteriormente, a conclusdo deste
teorema segue do Teorema de Lee-Yang [87] e as Desigualdades GHS, as quais estabele-
cem a analiticidade da energia livre com respeito ao campo externo h.

Seja « € (0,1). Como o espago de estados {—1,+1} é métrico compacto e a especifica-
cdo ¥ (definida pelo Hamiltoniano (347)) definida sobre ({—1, +1}Zd, F) é quase-local,
entdo o conjunto das medidas de Gibbs do modelo de Potts %%’tts, estabelecido na Sec¢do
3.2, € %1;50“5 = %ﬁSPIN (veja Teorema 4.25). Por outro lado, pela Proposicado 3.5 da Secao
3.2, %I;}O“S = %ésmg . Portanto, %EPIN = %ésmg.

Em seguida, consideraremos o Hamiltoniano (347) com g = 2 e o campo magnético

dado por

ho=((he1,hyn) € R2: B /||x]|%= heqy = —hyo, VX €V ).
h*

h*, sex=0

D sex# 0
hy— { [

Figura 33: Comportamento do campo externo hy = h*/||x||* com a = 1.

Note que, se Bc(J, 1) = +00 a prova do teorema segue. De fato, se
Be(J, ) = inf{B > 0: Po(B, ], h) > 0} = +oo,

segue do Teorema 6.19 (i) que, para qualquer g > 0, |£¢ﬁESI: 1. Logo, pelo Teorema
6.21, temos |§4§PIN\: 1, concluindo-se a prova.
Portanto, no que resta da prova mostraremos que Bc(J, fl) = +oo0. Para isso, por

contradi¢do suponha que B.(J, fl) < +00. Por usar uma vez mais o Item (ii) do Teorema

6.19, obtemos a unicidade para todo B < B.(J, ft), isto é,
B. Se B > max{Bq, Bc(J, h)}, foi provado em [23] que ]gﬁSPIN\: 1.

E%SPIN|: 1 para tais valores de
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AFIRMAGAO: Pwo(B, ], h) = 0, para qualquer § > 0.

De fato, primeiro provaremos que Pwo(B, J,h) = 0, VB > B,. Para isso, suponha que
Pw(B, ], k) > 0, para algum B tal que B > B4. Logo, pelo Teorema 6.19 (iv), temos que
existe, no minimo, duas medidas de Gibbs ES e, pelo Teorema 6.21, duas medidas
de Gibbs para o modelo de Ising definido por (383), o que contradiz [23]. Portanto,
1300(‘6, ], ﬁ) =0, VB > Bu. Finalmente, como a aplicagdo B — ﬁw(ﬁ, ], fl) ¢ mondtona
crescente (veja Corolario 6.20), a afirmagdo segue.

Do Teorema 6.19 (v), para qualquer B > B.(J, h), temos P(B, ], h)y>0e ﬁm(ﬁ, k) >
0, porém isto contradiz a afirmagdo acima. Portanto, estd provado que, para qualquer
« €[0,1), Be(J, h) = +co. O

Observacgdo 6.23. Em [23], foi conjecturado que, para « = 1 e h* suficientemente grande, a
mesma afirmagdo do Teorema 6.22 continua sendo vdlida. Atualmente, este problema ainda

permanece em aberto.
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CONVERGENCIA EM DISTANCIA
MALLOWS

Neste capitulo apresentaremos alguns de nossos resultados sobre convergéncia se-
gundo o conceito de distancia Mallows (veja referéncia [34]). Comecaremos definindo
distancia Mallows, no sentido de distancia de Wasserstein [121], e provaremos uma
equivaléncia com a definigdo usual de distancia Mallows como aparecem nas referéncias
[41, 92]. A primeira se¢do estd destinada ao estudo de convergéncia em distancia
Mallows para distribui¢des de somas que envolvem varidveis aleatdrias associadas e
estaciondrias. Como aplicacdo de nossos resultados, estabeleceremos alguns exemplos
onde relacionaremos a transi¢do de fase do modelo de Ising unidimensional (sem
presenga de campo externo) com a convergéncia em distancia Mallows. Por outro
lado, na segunda secdo, tiraremos a hipotese de estacionaridade das varidveis aleatérias
envolvidas e usaremos a desigualdade de Newman-Wright (veja referéncia [99]) para se

ter certo grau de independéncia no processo.

Observacao 7.1. Denotando por 2(QY) a o-dlgebra dos borelianos de (), definimos a colegio de
todas as medidas de probabilidade definidas sobre 28(CY) por M1(€2). Logo, se f : 3 — R é uma
funcgio e y € M(Q), neste capitulo, a diferenca dos capitulos anteriores, por questoes técnicas,

adotaremos a notagio fQ f(w) du(w) em vez de fQ pdw) f(w).

Suponha que estamos encargados do “transporte de mercadorias” entre produtores e
consumidores, cujas distribui¢des espaciais respectivas sio modeladas pelas medidas
de probabilidade i e v. Se os produtores e consumidores estdo localizados a maior
distancia, mais dificil serd nosso trabalho. Logo, desejariamos resumir o “grau de
dificuldade” com apenas uma quantidade. Para esse efeito, é natural considerar, o
“custo de transporte 6timo” entre as medidas y e v como

Cpv) = nf |, ety dntx, ),
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onde c(x,y) denota o custo de transporte de uma unidade de massa de x para y e o

conjunto
II(y,v) = {71 € Mi(R?) : (A x R) = u(A) e m(R x B) = u(B), VA, B € %(IR)}

estd constituido por todos os acoplamentos 7t de y e v, conhecidos como planos de
transferéncia ou de transporte. Em geral C ndo é uma distancia. Se ¢ é uma distancia,
entdo C é uma distancia (métrica) também.
Se (R,d) é um espago métrico, r > 0, para cada yu,v € M (R), a distincia de
Wasserstein (veja referéncia [121]) de r-ésima ordem entre y e v é definida por
1/r
Wi ={ int [ dadnte)

Alguns casos particulares da distancia de Wasserstein sdo conhecidos, por exemplo:

* Wiy, v) =supyy. <1 {[g ¥d(u —v)}, essa expressao ¢ chamada “férmula de du-
alidade para a distancia de Kantorovich-Rubinstein” (para maiores detalhes, veja
[121]). Aqui o supremo estd dado sobre todas as fun¢des Lipschitzianas (limitadas)
i que estdo dentro da bola unitéria, segundo a norma ||9||Lip= max {k1 (), k2(¥)},
onde k1 () = sup,_y, [(x) — p(y)[/[x — y| e k() = 2sup ,[p(x)|.

o Wy(0x,8y) =d(x,y), r > 0.

e Se d é a métrica discreta, isto € d(x,y) = 1,4, entdo Wi (i, v) = i —vllvr (veja
[121]), onde |||yt denota a distancia de variagdo total segundo a Definigdo 4.26.

e Sed(x,y) = |x —y| e u, v sdo as fungdes de distribui¢do de probabilidade (f.d.p.) F
e G, respectivamente, entao

1/r
d,(F,G) = W\(F,G) = {ne}?(gc) ]R2|x —y|"dmn(x, y)} (r >0),

é conhecida como a distancia Mallows de r-ésima ordem entre as f.d.p F, G.

De aqui em diante, estaremos interessados no conceito de distancia Mallows. Note que,
a priori, d;, como foi definida acima, ndo é uma distancia sobre o espaco das f.d.p.,
porque esta definicdo admite que d, = co possa acontecer.

A distancia Mallows pode ser expressada por usar acoplamentos entre varidveis alea-
torias. Sejam F e G duas distribui¢des (de certas varidveis aleatérias). Um vetor aleatério
(X,Y) é um acoplamento entre as varidveis aleatérias associadas as distribui¢des F e G,
quando as distribui¢des de X e Y sdo F e G, respectivamente, isto é, quando X dre

d . . A s
Y = G. Usando essa terminologia, a distancia Mallows pode-se rescrever como segue.
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Lema 7.2. Sejar > 0 e F, G duas f.d.p. Entio

1/r
a(,6) = (inf BOX VD))

onde o infimo é tomado sobre todos os pares de varidveis aleatérias (X,Y) cujas distribuicoes
marginais sio F e G, respectivamente. Em outras palavras, o infimo acima é tomado sobre todos

os acoplamentos (X, Y) das varidveis aleatérias associadas as distribuigdes F e G.

Demonstragido. Esta prova requer o uso do Teorema da Mudanga de Variaveis. *

Seja H = (X, Y) um vetor aleatério definido sobre algum espago de probabilidade

(Q, #,P) tal que H d (X,Y) e tenha as seguintes marginais

yh_r}r;o H(x,y) =P(X € (—o0,x],Y € R) = F(x),

(385)
lim H(x,y) = P(X € R,Y € (—oo,y]) = G(y)-

Se ¢ : R? - R é dada por g(x,y) = |x — y|", pela definicdo do valor esperado e pelo

Teorema de Mudanca de Varidveis, segue que

-1

E(X—v1) = [ sX@) = Y@)dP@)= [ | (g0 H)w)dPw)

= [, 8G.)d@® o H ), v)

Note que, esta igualdade se mantém ainda se E(]X — Y|") = co. Afirmamos que
n=PoHle II(F, G). De fato, isso é imediato, desde que

7((—o0, x] x R) =P o H™!((—o0, x] x R) = IP(X € (—o0,x],Y € R) = F(x),
onde, na ultima igualdade, usamos (385). Analogamente, obtemos
(R x (=0, y]) = G(y),

provando-se a afirmacéo.

Teorema da Mudanga de Varidveis: se ¢ é uma fun¢do Borel mensuravel sobre R”, X um vetor aleatério

sobre (), logo, para qualquer conjunto de Borel B C R",

71 _ o
/Bgd(lPoX )_/X_l(B)(g X) dPP.

358



CONVERGENCIA EM DISTANCIA MALLOWS

Os argumentos acima mostram que, para cada vetor aleatério (X, Y) cujas distribui¢oes
marginais sdo dadas por F e G, existe uma medida de probabilidade 7= € I1(F, G), tal
que

E(X=Y)= [ [x—yl dn(x,y) > d)(F, G).

Como consequéncia dessa igualdade e da definicdo do infimo, obtemos
d;(F,G) < inf E(|X —Y]").
(FG) < inf (I ")

Agora, provaremos a desigualdade reciproca. Dado 7 € II(F, G), considere o espago
de probabilidade (R?, Z(IR?), 77) e as varidveis aleatérias (projecdes) 7, e 7, definidas
por 11(x,y) = x e ma(x, y) =y, respectivamente. Desde que 7t € II(F, G), as distribui¢des
marginais do vetor (711, 71p) sdo F e G, respectivamente. Da defini¢do das varidveis

aleatoérias 711 e 7o, tem-se

B(m —mal) = [ 5=yl dnxy).

Assim, para cada 7t € II(F, G), se construiu um vetor aleatério (711, 712) tendo distribui-
¢Oes marginais F e G, respectivamente, tal que a igualdade acima se mantém. Logo,

temos provado que
: _ r < _ r
(11/1Xf/)1E(|X Y|") < /2|x y|"dnr(x,y), m e€Il(F,G).

Portanto,
inf E(|X —Y!|") <d(F,G),
(1 ,Y) (| | ) I’( )

o que conclui a demonstragao. O

Na verdade, em alguns trabalhos [17, 41, 92], 0 Lema 7.2 é considerado como defini¢do
de distancia Mallows. Seguindo essa mesma linha, enunciamos o lema anterior em

forma de definicao.

Definicao 7.1 (Distancia Mallows, veja [92]). Para r > 0, a distdncia Mallows de ordem r
entre duas f.d.p. F e G é definida como

1/r
d,(E,G) = ( inf E(|X — W)) , x3p vig,
(X,Y)

d . e o o
onde = denota a igualdade em distribuicdo e o infimo é tomado sobre todos os pares de varidveis

aleatérias (X,Y) com distribuices marginais F e G, respectivamente.
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Note que, rigorosamente falando, d, definida como acima nado é uma distancia sobre
o espaco das f.d.p., j& que essa defini¢do admite que d,(F, G) = co. Mas isso ndo cria
inconveniente nenhum, para que essa defini¢do faca sentido as distribuicdes F e G
devem ter r-ésimo momento (absoluto) finito, isto é, [|x|"dF(x), [g|x|"dG(x) < oo.

Formalmente, definimos o espago de distribui¢des que tém essa propriedade por
L, = {F :R —[0,1] : Féf.d.p. tal que / |x|" dF(x) < oo} :
R

Esse espaco foi introduzido por Bickel e Freedman em [17] para mostrar que, parar > 1
a funcao d, : £, x L, — [0, 00) é uma métrica.
Sejam X 2 F, Y4 G e (X,Y) 2 H. Se H=FAG, onde F(x) A G(y) = min{F(x), G(y)}

Vx,y € R, escrevemos H* e (X*, Y*) em lugar de H e (X, Y), respectivamente, isto é,
H*(x,y) =P(X" < x,Y" <y) = F(x) AG(y).

Lema 7.3 (Representacdo de d;, veja [41, 91]). Para r > 1, a distdncia Mallows pode ser

representada por

d(FG) = E(F ) - G )| = /yP W) — G| du
E(|X*—Y*[")
Jolx =yl dH @y = [ 1=yl d [Fo A G,

onde U é uniformemente distribuido no intervalo (0,1) e

Fluw=inf{x e R: Fx) >u}, 0<u<l,
denota a inversa generalizada.

A representacdo da distancia Mallows do Lema 7.3 ndo é vélida para r € (0, 1), mesmo

quando o r-ésimo momento for finito, como mostra o préximo exemplo:

Exemplo 7.1. Sejam X e Y duas v.a.’s tomando valores em {1,2} e {3,4}, respectivamente.
Considere X 2 FeY 2 G, onde P(X =1) =2/3=1-P(X =2) e P(Y = 3) = 3/4 =
1—-P(Y =4). Se (X,Y) dov [F + G — 1], pode-se ver que a fungdo de distribuicdo conjunta
do vetor aleatério (X,Y) é dada por p(1,3) =1/12 = p(2,4), p(1,4) =1/6 e p(2,3) = 2/3, isto
é, a fungio de probabilidade conjunta é a da Tnbela 2, lado esquerdo.

Se (X*,Y™) dFA G, cdlculos simples mostram que a fungdo de probabilidade conjunta do

vetor aleatorio (X*,Y™) é a da Tabela 2, lado direito.
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Y Y*
X| 3 4 X" 3 4
1|1/12| 1/6 1| 2/3 0
2| 2/3 | 1/12 2 [ 1/12 | 1/4

Tabela 2: Fungdes de distribui¢do conjunta dos vetores aleatérios (X, Y) e (X*,Y™).

Considerando v € (0,1), veja que

8+2(2") +2(3")
12

1+11(2")

E(lx - Y[") = -

e E(X*—Y*)=

Logo,
912" —2(3") -7
12 '
Como a fungdo f(x) = 9(2*) — 2(3*) — 7 € estritamente crescente em x € (0,1), temos que
E(X*—=Y*|")—E(X —-Y|") >0, parar € (0,1). Logo, a representagio da distancia Mallows

do Lema 7.3 ndo é possivel para v € (0,1).

E(X* =Y*[) —E(X - Y[) =

Foi mostrado por Bickel e Freedman [17] que a distancia Mallows sobre £, é uma
métrica. Dai, faz sentido definir o conceito de convergéncia em distancia Mallows como

segue.

Definicao 7.2 (Convergéncia). Sejam (F,),eN e F duas f.d.p. Diremos que F, converge em

distdncia Mallows a F, se
d.(F,, F) — 0, quando n — oo.

O seguinte lema, basicamente, nos da uma conexdo direta entre convergéncia em

distancia Mallows d, e convergéncia em distribuicao.

Lema 7.4 (Bickel e Freedman, veja [17]). Ser > 1, F, € £,, n=1,2,--- e F € L,, entdo
d.(F., F) — 0, quando n — oo se, e somente se, para cada cada fungio g : R — R continua e
limitada, temos

o limy, o0 [ g(x) dFu(x) = [77 g(x) dF(x);

o limy oo [ |x|"dFu(x) = [5|x|" dF(x).
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Para variagdes e extensdes desse resultado, veja as referéncias [41, 110].

No decorrer da apresentacdo deste capitulo, para simplificar a nota¢do, escreveremos
v.a. para denotar a expressdo varidvel aleatéria. Também, escreveremos Z,, ,» para uma
v.a. com distribuicio N(u,0?), Z,» para uma v.a. com distribui¢do N(0, c?), Z para uma

v.a. com distribuicdo N(0,1) e ® ®,» e @ para suas respectivas f.d.p.

o2

7.1 CONVERGENCIA DE V.A.’S ASSOCIADAS ESTACI-
ONARIAS

Seja £ CRe Q= {(wy)iez : w; € E, Vi € Z} = EZ. Para um subconjunto A C Z
usamos a notac¢do |A| para denotar sua cardinalidade. Com o intuito de simplificar a
exposicdo, de agora em diante, usaremos as letras gregas A e I' exclusivamente para
denotar subconjuntos finitos de Z e denotaremos por .¥ = {A C Z:0 < |A|< o} a
colecdo de todos estes subconjuntos. Para i € Z fixo, consideramos a fun¢do coordenada
X; : Q) — & dada por Xj(w) = w; e paracada A € .Z, seja . F) = 0(X; : i € A) a o-dlgebra
gerada pela cole¢do {X;}ica. Definimos #xc como o(UrZr : I C A°) e, finalmente,
definimos .% = o(Up.%p).

Uma fungdo yp : % x 2 — [0,1] é chamada nticleo de probabilidade préprio de

Fac a F, se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

e YA(-|w) é uma medida de probabilidade sobre (Q),.%), para qualquer w € Q)
fixado;

e YA(A]') é Fpc-mensurével para qualquer A € .Z fixo;
e YA(ANB|w) = 1p(w)ya(Alw), para qualquer A € .Z, B € Fpcew € O

Dizemos que a familia v = (yA)ac.# € consistente se, para todo A € ¥ e w € (),

temos
/Q'yA(A\-)d'yp(-]w) = vr(A|w), sempre que A C T.

Seguindo [57], a integral do lado esquerdo da igualdade acima serd denotada simples-
mente por yrya(A|w). Nessa notagdo a consisténcia se 1& yryp = v, para qualquer par

de subconjuntos A C I' em .Z.
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Uma especificacio com conjunto de parametros Z e espago de estados £ é uma
tamilia ¢ = (ya)acz de niacleos de probabilidade préprios vy de #ac a .#, os quais
satisfazem a condi¢do de consisténcia yryp = yr, sempre que A C I'em .Z.

Agora, estamos prontos para definir o conjunto das medidas de Gibbs. Dada um
especificacdo v com conjunto de parametros Z e espago de estados £. O conjunto das

medidas de probabilidade definidas por

WA Fae)(w) = Ya(A|lw) p—q.c.
G(v) = n € A():
VAec FeANcZ

é chamado de conjunto das medidas de Gibbs determinadas pela especificacdo . Cada
elemento y € ¥(y) é chamado de medida de Gibbs (para uma exposicdo detalhada
das propriedades destes conceitos, veja o Capitulo 4).

Seja v uma especificacdo. Para cada p € ¥(y) e qualquer par de v.a.’s X,Y sobre

(Q), .#) definimos a covariancia entre X e Y (quando isso fizer sentido) como

Covu(X,Y) = E,[XY] — E,[X]E,[Y].
A funcdo f : R" — R serd chamada de crescente se x; < y;, para todoi =1,---,n,
implicar f(x1,- -, x2) < f(y1, -+, Yn)-

Diremos que uma medida de probabilidade y € ¥(y) tem a propriedade FKG
se, para todo n € IN e para cada par de fungdes crescentes f,g : R” — IR, temos
Cov, [f(Xiy, -+, Xi,), §(Xiy, -+, X;,)] 2 0, para todo iy, - - -, in € Z.

Suponha que p € ¥(v) e X = {X;: j € Z} é um processo estocastico estaciondrio
sobre o espago de probabilidade (Q2,.#, u). Definimos a suscetibilidade associada a u

como segue

x(n) = Z Covy(Xo, X))
jez

Quando estivermos lidando com v.a.’s associadas dependentes segundo a Defini¢do
7.3 (abaixo), uma ferramenta importante para ter controle do grau de dependéncia é
o chamado coeficiente de Cox-Grimmett, o qual foi introduzido pela primeira vez em

[39] e é definido como

ux(my= ), Cov(Xp,X;), neNU{0}.
JEZ:|j| =n+1

Um processo estocdstico é estaciondrio, se todas as distribui¢des finito dimensionais permanecem as

mesmas sob translagdes no parametro tempo.
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Essa expressdo pode-se interpretar como a varidncia assint6tica nos teoremas de limite

central para v.a.’s dependentes se escolhemos 1 = 0.

Definic¢do 7.3 (Processo estocéstico associado). As v.a.’s X X onde ji,---,jn € Z,

sdo ditas associadas se, dadas duas funcdes coordenadas crescentes f, g : R" — R, temos

Cov[f(Xj,, - -+, Xj,), 8(X;

i

T X]n)] 2 0/

1’...,

sempre que a covaridncia existe. Um processo estocdstico {X; : j € Z} serd dito associado se,

para cada colegdo finita j1,- -+, jn € Z, as v.a.’s X;

e, X, sdo associadas.

A seguinte propriedade é uma consequéncia imediata da defini¢do de associagao.

Lema 7.5. Seja X = {X; : j € Z} um processo estocdstico associado. Se para cada j € Z temos
que f; : R — R é uma fungio coordenada crescente, entio o processo estocdstico {Z; : j € Z},
dado por Zj = f]-(Xj), também, é associado. Isto é, as v.a,’s fj1(Xj1)r cee, fjn(Xjn) sdo associadas,
para todo ji,- - -, ju € Z.

Como estamos trabalhando com processos estocésticos X indexados sob o latice Z, é
natural, quando lidamos com teoremas de limite central, considerar somas parciais com
n termos, porém, que ndo comecam de qualquer indice inteiro, isto &,

(n—1)+k
SiX)= ) X, keZeneN. (386)
j=k

Veja que na notagao S}'(X), os subindices k nos dizem onde a soma comega e o
superindice 1 nos indica quantos termos estamos somando.

Pelo uso da desigualdade de Minkowski, da estacionaridade e do Teorema 1 de [19],

imediatamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 7.6 (Birkel). Seja X = {X; : j € Z} um processo estocdstico associado e estaciondrio

satisfazendo sup {IE[|X;|**] : j € Z} < oo, para algum o > 2 e § > 0. Assuma, também, que
MX(TZ) — O(n—(oc—Z)(t)H(S)/Z(S)'
Entdo, existe uma constante B independente de n tal que, para todo n € IN

sup IE[|SI™(X) — SI'(X)|*] < Bn*/?, ke Z.
meNU{0}
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O seguinte resultado foi extraido de [98], ele nos fornece um teorema do limite
central sobre as hipéteses de varidncia finita, estacionaridade, propriedade FKG e
suscetibilidade finita. Salientamos que esse resultado serd a base do teorema principal

desta segdo (especificamente, Teorema 7.8).

Teorema 7.7 (Newman/TLC, veja [98]). Seja -y uma especificagdo com conjunto de pardmetros
Z. e espago de estados E. Seja p € Y(v) tal que X = {X; : j € Z} é um processo estocdstico

associado sobre o espaco de probabilidade (), %, u). Se, em adigio, as seguintes condigdes
i) varidncia finita: IEV[X]Z] < oo, para todo j € Z;

ii) estacionaridade: para todo m € N, | € Z e j,---,jm € Z o0s vetores aleatorios
(Xj

i X)) € (X, -+, Xj,a1) tém a mesma distribuicdo;

iii) a medida de probabilidade yu tem a propriedade FKG;
iv) suscetibilidade finita, isto é, x(u) < oo;

sdo satisfeitas, entdo

SM(X) — E,[SH(X
Yr = £X) = By[S(X)] 1.7, kez, (387)

nxGo)?

onde 7 & N(0, 1), 4, denota a convergéncia em distribuicdo e S;(X) foi definido em (386).

7.1.1 Convergéncia em d,

Com todas as ferramentas (enunciadas anteriormente) a nossa disposi¢do, em seguida
provaremos o teorema principal desta secdo. Este resultado nos fornece as condi¢des

suficientes para obter convergéncia em distancia Mallows de ordem r.

Teorema 7.8 (Convergéncia em distancia Mallows de r-ésima ordem, veja [34]). Seja y
uma especificacio com conjunto de pardmetros Z e espago de estados £. Assuma que X = {X; :
j € Z} é um processo estocdstico associado sobre (Q), F, u), onde y € 4(vy), satisfaz a hipétese
dos Teoremas 7.6 e 7.7. Para cada n € IN, seja Y|! a v.a definida em (387) e F! sua f.d.p. Para

cada o > 2 e 6 > 0 satisfazendo as condi¢oes do Teorema 7.6, temos

lim d,(F,®) =0, keZe0<r<ua
n o0
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Demonstragio. Por hipétese, temos Y} 4, Z,com Z 9. Se provarmos que a sequéncia
{IY}|": n € N} é uniformemente integrével 3, entdo, por resultados padrdes *, terfamos
que E,[|Y}'|"] = E[|Z]"], quandon — coe Z 2 . Esses fatos, junto com o Lema 7.4 (de
Bickel e Freedman), permitem concluir a prova.

Para provar que a sequéncia {|Y}'|": n € IN} é uniformemente integravel, basta provar
a seguinte limitacdo uniforme: para algum e > 0, K = sup, -, E,[|Y}'|"*¢] < co. De fato,

uma vez que

1 K
Eullipyppr=ey Ve '] = Bullipypon Ve l'] < GeBullypon Y™ < 2o
a integrabilidade uniforme segue.
Com o intuito de provar que sup, -, E, [|Y}!|™*€] < oo, para algum € > 0, consideramos

0 processo estocdstico Z = {Z; : j € Z}, definido por

Pelo Lema 7.5, o processo estocastico Z, que é uma transformacdo das varidveis iniciais,
ainda é associado. Note, também, que Cov,(Z;, Z;) = Cov,(X, X)), logo, temos a

seguinte igualdade: uz(n) = ux(n) = O(n~—(@-2@+)/2%)

Pelo uso da desigualdade
triangular, da desigualdade C, >, da desigualdade de Jensen e da hipétese, obtemos
sup {E[|Z;|**] : j € Z} < co. Logo, a hipétese do Teorema 7.6 ¢ satisfeita para o

processo estocdstico Z = {Z; : j € Z}. Portanto,
But/? > By[|S{™(2) = SP@)IY] = BullS{@I] = ol P W[, (389)

onde, na primeira igualdade, usamos a estacionaridade de Z e, na segunda igualdade,
(usamos) as defini¢des das v.a’s S(Z) e Y. Se ¢ > 0 ¢é tal que r +¢ < a, outra vez,
usando a desigualdade C, e a cota (388), para cada k € Z e n € IN, temos

B
E, [V < Eu[(1+ Y)Y < CGEL[1+ Y]] <C (1+—),
W) < B+ 1)) < G 1] < o (1

concluindo a prova da afirmacao. O

Assumindo o Teorema 7.7 e usando técnicas relativamente simples, mostraremos o

seguinte resultado sobre convergéncia em distancia Mallows de ordem d = 2.

Uma sequéncia de v.a.’s (Xp),>1 € uniformemente integravel se, lim; .o, sup,, | (X |20} | X, | dP = 0.
Se X, 4 Xe (Xn)n>1 € uniformemente integravel, entdo X é integravel e [E(X,) — E(X).

Além disso, se E|X,|— E|X| e X, a4, X, entdo (X;),>1 é uniformemente integravel.
Desigualdade Cp: Vx,y > 0; (x+y)? < Cp(x? +yP), onde p > 0 e Cp = max{1,2/1}.
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Teorema 7.9 (Convergéncia em distancia Mallows de ordem d = 2, veja [34]). Seja v uma
especificacdo com conjunto de pardmetros Z. e espaco de estados E. Assuma que X = {X; :
j € Z} é um processo estocdstico associado e estaciondrio sobre (Q), F, ), onde y € 9(7),
satisfazendo a hipétese do Teorema 7.7. Para cada n € IN, seja Y|! a v.a. definida em (387) e F!
sua f.d.p. Entdo,

nh_r)r.}o do(F,®) =0, keZ.

Demonstragido. Desde que

(n—1)+k
Var,[S{(X)] = ) Var,(Xj)+2 Y. Covy (X, X))
j=k k<i<j<(n—1)+k

e X é um processo estocastico associado e estaciondrio, temos

Var,[S{(X)] = nVar,(Xo)+2 ), Covu(X, X))

k<i<j<(n—1)+k

(n—1)+k
= nVar,(Xp)+2(n —1) ), Covu(Xy, X))
j=k+1
n—1
= nVar,(Xo) +2(n — 1) ) Covy(Xo, X;).
j=1
Entao,
. Var,[S}(X)] i
nh—l;lgo — = Var,(Xo) + ZleCovy(Xo, X;) = x(u).
Portanto,
Var, [SHX)]
. 2 . ik 2
/T R B8
d
onde Z = ®.

Combinando (389) com o teorema do limite central fornecido pelo Teorema 7.7 e,

finalmente, aplicando o Lema 7.4 (de Bickel e Freedman) concluimos a prova. [

Como consequéncia do Teorema 7.9 calcularemos o limite da seguinte fungao

n Yo pi
j=0 Fjm
n= Zyk,n/k_1 ® Y(u)du, quandon — oo,
k=0 =0 Pjn

o que ndo é nada trivial pois quando se tenta calcular diretamente esse limite, nos

deparamos com um problema essencial, tal funcdo tem dependéncia direta com a
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fungdo inversa generalizada ®~!. Atualmente, ndo conhecemos nenhuma técnica
computacional que nos permita calcular tal limite. O seguinte coroldrio nos mostra

como usar a convergéncia em distancia Mallows de ordem 2 para calcular dito limite.

Coroldrio 7.10 (Veja referéncia [34]). Seja v uma especificagido com conjunto de pardmetros
Z. e espago de estados €. Assuma que X = {X; € {0,1} : j € Z} é um processo estocdstico
associado e estaciondrio sobre ((), ., u), onde u € 4 (y), satisfazendo a hipétese do Teorema 7.7.
Para cada n € N, seja S, = ST(X) a v.a. definida em (386) e Y,, = Y{' a v.a. definida em (387),
com Yy tomando valores Yo, Yi,n, "+, Ynn. Entdo,

o Pin
hm [,(P) = lim Zykn/ o O Yuydu =1,

n—oo
] O p]n

onde @~ denota a inversa generalizada.

k—IE;(Sy)

Demonstragiio. Como a v.a. Y;, toma valores vy , = DGO - :k=0,1, - -,n, esta satisfaz

V(Y :yk,i’l):pk,n e Zpk,i’l:]‘/ k:olll...,n.

Considere Y, d F,e Z d ®. Pode-se provar que, para cada u € (0,1), a inversa

generalizada de F, é

k-1 k

1

Fo'w) =yin, se Y pjn <u<)y . pja k=0,1,---,n,
j=0 j=0

onde, convencionalmente, definimos Zj_:%) pjn = 0. Usando a representagdo do Lema 7.3

e a forma de F, !, temos

&(F,, @) = /O YE ) — )P du

Op]n o
- Z/Z — & ()] du

0 Pjn
0 pjn oPjn _
- Zykn/[ Z/ ) — 21,()
Z/ =0 Pjn / 0 Pin
= Li(n) + Lo(n) — 21,(P). (390)
Imediatamente, pelo Item (389), vemos que
P 2

Li(n) = Zyk,npk,n =E,(Y;;) — 1, quandon — oo. (391)

k=0
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Tomando u = ®(v), como & é continua, temos que ®~1(®(v)) = v. Portanto,

>N pjn)

Lo =Y
21 I;)Ap

Fazendo n — o0 em (390), usando (391), (392) e o Teorema 7.9, temos

v? dd(v) = / v?dd(v) =E(Z*) =1, VneN. (392)
N pin) —oo

1 2 _ o .
0= lim dy(Fy, @) =2 —2 lim I;(®). (393)
concluindo-se a demonstragéao. O

7.1.2 Aplicacoes

O caminho padrao para se construir uma especificagdo com conjunto de paradmetros
Z e espaco de estados £ é por meio de uma interacao. Para cada A € .Z associamos
a funcdo @, : 2 — R. Tal familia de func¢des serd denotada por ® = (Pp)pcy € O
é chamada de interacdo. Salientamos que é muito comum, para uma interacdo ® ter
vdrios subconjuntos finitos A’s para os quais @, é identicamente zero. Outra observagdo
importante é que, neste trabalho, somente trataremos com interagdes definidas sobre o
latice Z, construgdes similares podem ser feitas sobre qualquer latice infinito contéavel.
Para usar os resultados classicos da teoria das medidas de Gibbs, restringimos nossa

atencdo a interagdes satisfazendo a seguinte condi¢do de regularidade:

1. para cada A € Z, a fungdo @, : (3 — R é F,-mensurdvel;

2. ® satisfaz a seguinte condicdo

|®||=sup ) sup|Pa(0)|< co.
JEZ Ne ¥ o)
A3j
Uma interacdo ® que satisfaz as condi¢des 1 e 2 é chamada de interacdo absolutamente
somavel. Veja que toda interacdo regular (segundo a Defini¢do 4.20) é absolutamente so-
mével. Em seguida, apresentaremos dois exemplos simples de intera¢des absolutamente

somaveis.

Exemplo 7.2. Seja Q = £%, onde & = {—1,1} e ® é uma interacio dada pela sequinte

expressio: para qualquer c € Qej € Z

ooy, se A={j,j+1}
Pp() =1
0, outro caso.
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Afirmamos que ® é uma interagdo absolutamente somdvel. De fato, para qualquer A € £ temos,
® = 0se Andoédaforma{j,j+1}. Se A={j,j+1} éclaro que O, depende unicamente das

coordenadas o; e 0,1, portanto, ®p é F-mensurdvel. A condigio de reqularidade é satisfeita,

jd que
|®||= sup Z sup|Px(0)|= sup sup|CI>jlj+1((7)|: 1.
JjEZ 1}\63 ceQ) j€EZ o)
3]

Exemplo 7.3. Seja Q) definida como no exemplo prévio e « > 1 é um pardmetro fixado, logo, a

interagdo ® dada por

se A={i,jlei#]
0, outro caso,
é uma interagdo absolutamente somdvel. Para qualquer A € £ temos ®5 = 0se |A|# 2. Por

outro lado, se A = {i, j} com i # j, entido Op é .F-mensurdvel. A condigio de reqularidade é

verificada como segue

oi0; 1
|®||=sup ) sup|®a(c)|=sup Y sup |i 1|a <sup ) A < 27 (w).
jez /}\65060 i€z iez\{jyoell] 1 i€z iez\{jy 1t T/

Observacdo 7.11. As interacdes dos Exemplos 7.2 e 7.3 sdo interagdes de curto (primeiros

vizinhos) e longo alcance do modelo de Ising sobre o ldtice Z, respectivamente.

Hamiltoniano. Para cada A € Z o Hamiltoniano (ou a energia) Hy : (2 — R associado

(a) a uma configuracdo o € () é definido (a) como

Hp(o)= ), @r(0). (394)
rey
TNAFD

Note que, se @ é absolutamente somavel, entdo a série acima é absolutamente conver-

gente, para cada ¢ € (). De fato, a seguinte cota superior se mantém

Y. [@r@)< Y, Y [@r@)|< )] Y sup|[®r(0)|< |A][|P].
re? iIEATeY ieATe ¥ oeQ)
TNAFD I'si I'si

Construiremos algumas especificagdes com conjunto de parametros Z e espago

de estados £. Fixamos uma interagdo absolutamente somdavel @, uma medida de
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probabilidade A : Z(R) — [0, 1] (chamada medida a priori) e B > 0. Paracada w € Q) e

A € ¥, a seguinte expressao

1640 = 755 [ A gyemaop) @ PO [T A,

ieEA

1
ZX(B)

define uma especificagdo, onde Z{(B) é a fungao de particdo (padrdo) dada por

Z3(B) = [ Lesemaoney @) F []ar@.

O conjunto ¥(7g) € formado pelas medidas de Gibbs determinadas pela especificacao
7vp no inverso da temperatura § > 0.

Estamos prontos para exibir uma classe de especifica¢des para a qual podemos aplicar
os Teoremas 7.6—7.9. Primeiramente, aplicaremos os resultados obtidos aqui para o
Exemplo 7.2. Nesse caso, para qualquer > 0, o conjunto das medidas de Gibbs ¥(7p)
€ unitario (veja Corolério 4.48). Seja pg este unico elemento. Pode-se mostrar que o
processo estocastico {X; : j € Z} sobre (Q), #, ug) é associado e estaciondrio por usar a
desigualdade FGK.

Usando-se 1* desigualdade de Griffiths, pode-se provar que a covariancia Covy,;(Xo, X;)
decai para zero a uma taxa exponencial com a distancia, isto é, existem constantes
0 < C(B), m(B) < oo tais que, Vj € Z temos Covyﬁ(Xo, X;) = up(XoX;) < C(,B)e_’”(ﬁ)m.
Pela desigualdade de Simon-Lieb prova-se a seguinte equivaléncia: a covaridncia decai
exponencialmente se, e somente se, a suscetibilidade, denotada por x(pB), é finita, Vp > 0.
Portanto, temos verificado as hip6teses do Teorema 7.6. Esse exemplo, também, satisfaz

as hipéteses do Teorema 7.7. Logo, o Teorema 7.8 é vélido e se satisfaz

lim d/(F,®)=0, Vk€Z r>2e®~N(Q,1).

No Exemplo 7.3, para obter a convergéncia em distancia Mallows do Teorema 7.8,
temos que considerar dois casos diferentes. O primeiro (e 0 mais complexo) é quando
1 <a <2eosegundo é quando o > 2. Para a« < 1 a interagdo ® ndo é absolutamente
somavel e, em certo sentido, o caso é considerado trivial.

Suponha que 1 < a < 2. Nesse caso existe um ponto critico 0 < B.(x) < oo, tal que
o conjunto das medidas de Gibbs ¥(y4) tem infinitos elementos para f > B.(a) (fase
supercritica) e é unitdrio quando B < B.(«) (fase subcritica). Na fase subcritica, sua
unica medida, similarmente ao exemplo prévio, tem a propriedade FKG e o processo

estocastico {X; : j € Z} sobre (Q), ., ug) é associado e estaciondrio. Aizenman e
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Newman obtiveram o decaimento polinomial da covariancia até o ponto critico, isto
é, a existéncia de uma constante positiva C(B) tal que, para todo f < B.(«) tem-se
Covy,(Xo, X;) < C(B)[j| " e, portanto, (desde que a > 1) a suscetibilidade x(B) < o e o
coeficiente de Cox-Grimmett satisfazem ux(n) = O(n' ~%). Nesses casos, os Teoremas 7.6
e 7.7 podem ser aplicados para r = 2 ou r > 2 sempre que a desigualdade r* + (6 — 2)r <

26a se mantenha, para algum ¢ > 0. Sobre essas condic¢des, segue dos Teoremas 7.8 e
7.9 que

lim d,(F,®)=0, VkeZ.

n—oo

Paral < a <2e f > Bc(a) a andlise é muito mais dificil. Por exemplo, ndo pode ser
assegurado que o processo estocdstico {X; : j € Z} sobre (Q), .Z, g) é estaciondrio, para
qualquer pg € 9(yg). Logo necessitamos uma caracterizagdo de convergéncia em distan-
cia Mallows, para varidveis aleatérias (envolvidas) associadas mas ndo necessariamente

estaciondrias. Isso sera visto na sequéncia.

7.2 CONVERGENCIA DE V.A.’S ASSOCIADAS NAO ES-
TACIONARIAS

Nesta se¢do, em contraste com a se¢do anterior, apresentaremos uma técnica que foi
extraida de Newman e Wright [99], a qual nos permite obter convergéncia em distancia
Mallows de ordem 2 para distribui¢des de varidveis aleatérias (que ndo necessariamente
sdo estaciondrias) construidas mediante somas parciais, que definiremos em seguida.
Acreditamos que a ordem desse tipo de convergéncia pode-se aumentar para r > 2.

Para isso, introduzimos algumas notagdes.

Se S = (51,52, --) é uma sequéncia de v.a.’s, dizemos que S, é assintoticamente

normal com media i, e variancia 02, e escrevemos S, € AN(py, 02), se 0 > 0 e quando

n— co,
Sn — d d
M d, g 74
On

D.

Aqui, puy e 0,% nao necessariamente sio a média e a variancia da v.a. S,,. Nesse caso

podemos aproximar, para n suficientemente grande, IP(S,, < t) por P(Z < (t — pn/0w)),
onde Z é N(0,1). Dizemos que S satisfaz o Teorema do Limite Central (TLC) se S, é
ANC(E(Sy), Var(Sn))-
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Em seguida, introduzimos algumas notagdes. Se x = (x1,x2,- -+, X;) € 7%, escreve-
mos x; para denotar a i-ésima coordenada de x. Para x,y € 7%, escrevemos x < y

(respectivamente x < y) se x; < y; (respectivamente x; < y;) para todo i. Definimos
|x —y|=sup{|x; —yi|:i=1,2,---,d}

e escrevemos 1 para denotar o vetor cujas entradas sdo 1’s. Se k € Z“, denotamos por
A(k) a caixa
AK)={xeczZ?:1<x<k}

e seja || k||=kiky - - - ks representando o ntiimeros de pontos nessa caixa.
Seja {k(N): N =1,2,---} uma sequéncia em Z¢ tal que k;(N) — co quando n — oo,
parai=1,2,---,d. Suponha que, para cada N, {Xn(N) : n € A(k(N))} é uma familia

de v.a.’s associadas segundo a Defini¢do 7.3. Para todo N definimos

Sv= Y, Xa(N) e o%=Var(Sn).
neA(k(N))

Usando a mesma notacdo de Cox-Grimmett [39], se £ é um inteiro positivo, definimos

m = ([ki(N)/£], [ka(N)/£], -, [ka(N) /L)),

Y;(N)= Y Xa(N), 1<j<m, sie= Y, Var(Yj(N)),
(—1)l<ngj/ 1< <m
Sne= ), Y;(N), o =Var(Snye) e Zn=Sn—Sne
1<j<m

onde | x| denota 0 médximo inteiro menor ou igual que x.

Lema 7.12 (Cox-Grimmett, veja [39]). Para cada N, seja {Xn(N) : n € Ak(N))} uma

familia de v.a.’s associadas satisfazendo:
(i) existe uma constante finita e estritamente positiva cy, tal que

Var(Xn(N)) > ¢y, VneN;

(ii) existe uma fungdo u : {0,1,2,---} — R tal que u(r) — 0, quando r — o e

Z Cov(Xj(N), Xa(N)) < u(r), Vn,Ner>0.

jiln—jl=r
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Entdo,
2 4
. o 2d
hmsupz—N <1+— E u(r)
N—oo SNy 1,3

Como subproduto da prova do Lema 7.12, temos a seguinte proposicao.

Proposicdo 7.13. Sob as hipéteses do Lema 7.12, as sequintes desiqualdades sdo satisfeitas,

Iml|¢fer < s}y < ofpp < [lmlfes, o, <O, (395)

Var(Zy) < c3%(||m +1||—|/m]|),
(396)
Cov(Zn, Sny) < c3%(|/m + 1 —||m]]),
onde c3 = u(0).

Teorema 7.14 (Desigualdade de Newman-Wright, veja [99]). Suponha que X1, X5 -+, Xy,
sejam v.a.’s associadas com varidncia finita e sejam ¢(r1,12, - - -, 1) € ¢;(r) a fungdo caracteristica

e a fungdo caracteristica marginal, respectivamente, entio

Z |1’]| |7’k|COV(X]', Xk)-

1<j#k<m

NI

¢(7’1, 1o, - /ri’l) - H¢](1’]) <
j=1

Essa desigualdade nos dd um controle adequado sobre as covaridncias, as v.a.’s
podem ser substituidas por outras com mesma distribui¢do, porém independentes.
Este acoplamento sera a base dos resultados que provaremos para varidveis aleatdrias
associadas.

O seguinte teorema é uma extensdo da desigualdade de Berry-Esseen para o caso de

v.a.’s independentes, porém, ndo necessariamente identicamente distribuidas.

Teorema 7.15 (Desigualdade de Berry, veja [15]). Seja X1, X5, - - -, X, v.a.’s independentes
com E[X;] =0, Var(X;) = 0? e E[X?] < o0, i=1,---,n. Entdo

noX; "E[|1X;)°
Sup ]P 1=1 - 1 < X o ¢(X) < C* =1 |:| ;|/2] ,
< \VVarEL X (T 0?)

para alguma constante universal 0 < C* < oo.

Seguindo a notagdo acima, enunciamos (e provamos) o resultado principal desta

secao.
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Teorema 7.16 (Convergéncia de Sy /on em dy, veja [34]). Para cada N, seja {Xn(N) : n €
AK(N))} uma familia de v.a.’s associadas satisfazendo:

(i) existem constantes finitas e estritamente positivas cq e ¢y, tais que

Var(Xa(N)) > ¢; e E(|Xa(N)]’) <c, VneN,

(ii) existe uma fungdo u : {0,1,2,---} — R tal que u(r) — 0, quando r — oo e

Z Cov(X;(N), Xa(N)) < u(r), Vn,Ner>0.

jim—j[>r
Entdo,
I\%IE)I;) dZ(PSN/(TN/ q)) = 0/

onde Fs, s, € a fungdo de distribuigio da v.a. SN /on.

Demonstragido. Sem perda de generalidade, assumiremos que E(X,(N)) = 0, Vn e N.

. d 2 . ~
Seja Z = ®. Provaremos este teorema através de 3 afirmacdes.

2
SN S g)z 2d ¢
NNV <[ =Y ur) | .
<0N o e ; (r) (397)
De fato, observe que

(S_N B SN,€>2 _ Var (S_N B SN,E)
ON SNy ON SNy

ZN 1 1
=V =N _ g - =
ar (UN N (SN,Z UN))

Var (Z 1 1) et 1
_ Var (2 N) +( )02 _ <_ — —) Cov (ZNn,Snye) -
ey SN ¢ ON

AFIRMACAO 1:

limsup E

N—oo

E

SN¢ ON

Como oy = sy ¢ e Cov (Zn,Sn ) = 0 (pois, o processo é associado), a tltima expressao

é

Var (Z 1 1\? Var (Z 2
. a]cg(2 N)+(S __) o2, = a]r(2 N)+(UN _1>
N Nt  ON oN SN,/
2
2
< c:3(||m+1||—||m||)+ ‘;N 1)
c1|/ml| SN ¢
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onde, na segunda desigualdade, usamos (395) e (396). Portanto,

2
(sN 5N,£>2 callm+1)—|m]) (o}
N < + 5 —1] .
ON SN/ c1|[ml| SNt

Fazendo N — co e usando o Lema 7.12 (de Cox-Grimmett), na desigualdade acima,

concluimos que
sy Sw\ (2 &\
— - —= <|—) u@®»| . &
(UN SN,Z) ] <£C1,; ()>

E

limsup E

N—o0

AFIRMACAO 2:

. t t t
1\1]1120 (PYI(N),u-,Ym(N) (_ . —) — H ¢Yi(N) ( )‘ =0.

s ’ -
SN,¢ SN,¢ 1<j<m SN,¢

Essa afirmagdo diz que, sem perda de generalidade, para N suficientemente grande,
pode-se supor que os blocos Y1(N), - - -, Ym(N) sdo independentes (para completar o
raciocinio pode-se introduzir um conjunto novo de v.a.’s com as propriedades requeridas,
porém nos ndo faremos isso para manter a simplicidade na notagdo).

De fato, observe que pelo Teorema 7.14 (desigualdade de Newman-Wright), temos

t t t
4)Y1(N),'“,Ym(N) (_ Tt _) - H 4)Yj(N) ( ) ‘

7 7 -
SN,¢ SN,¢ 1<j<m SN,¢

tZ
<5 L Cov(%iN), Yj(N))
N,¢ 1<i#<m

2
: ( Y. Cov(Yi(N),Yj(N))— ), Var(Yj(N))>

T 52
2550 \1<ij<m 1<j<m

2
:2;2 (Var( 2 Y]-(N)> — Z Var(Y]-(N)))
N,¢ 1

<j<m 1<j<m
2 2 2
L O S S W L
N,¢ N,¢

Agora, fazendo N — co e usando o Lema 7.12 (de Cox-Grimmett), tem-se

) L T )< vy
M|y ), YN Py S qegt

s s -
SN,¢ SN,/ 1<j<m SN,¢
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Finalmente, fazendo ¢ — co e usando o Teorema de Stolz-Cesaro (veja Apéndice,
Teorema .21), concluimos a demonstragao. <»

AFIRMACAO 3:

E

S 2
(sl’é — Z> ] — 0, quando N — co. (398)
N,/{

De fato, note que

3

Y, Xa(N)

(—1l<n<jl

E[|NF] =E !

<YE [|xn(N)y3} +§1E [|Xi(N) Xj(N)z\}
n i#j

7k

< Y E[IXi(N) X(N) Xk(N)|],
i,jkEAs

onde As = {a € Z9: (s — 1) < a < s}. Pela desigualdade de Holder, a expressdo

acima é

< X (B[xe0r] E[xeor] e 1)) < ey
1,], KEAs

Isto ¢, E [|Y]-(N )|3} < oco. Entdo, pelo Teorema 7.15 (desigualdade de Berry), existe uma

constante C* € (0, c0) tal que

Y 1<j<m Yj(N)

sup P . Li<j<mE [1;(N))?]
© |\ VarCigjcm Yi(N)

(Zlgjgm Var(y],(N))> 3/27

<x> —Px)| < C
)

porém, como 012\],5 = Var(Li1<j<m Yj(N)) = Ligj<m Var(Yj(N)) = SZZ\I,Z’ por (395) tem-se

1 |m|[ 3¢,
- E ||Y;(N)?| < 0, quando N — oo.
- 2, E|IY
S\ ¢ 15%m | | (lml|edcy)*?

Logo, tomando N — oo na cota de Berry e usando a tltima expressdo, obtemos que
SN, = Li<j<m Yj(N) € AN(O, s%w). Em outras palavras

¥2)

d
LHZ
N,¢

n
~
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CONVERGENCIA EM DISTANCIA MALLOWS

e COomo

S 2
E[(ﬂ) ] :1_>1:E[Zz}, quando N — oo,
SN¢

pelo Lema 7.4 (de Bickel e Freedman), temos

lim da(Fs, sy, P) = 0.

Assim, pelo Lema da Representagdo (veja Lema 7.3) podemos tomar Z tal que a

distribui¢do conjunta do vetor aleatério (Sy ¢/sn ¢, Z) é Fs, /s, NP, onde
(-
SN,¢
Por outro lado, pela definicdo de distancia Mallows, temos
2
(o %)
ON
Sn o Sne\? S 2
<2!E (—N—ﬂ) (ﬂ— ) . (399)
UN SNy SNt

Combinando (397), (398), e fazendo N — oo na desigualdade acima, obtemos

E — 0, quando N — . <

d%(PSN/(TN/ q)) < IE

+E

Finalmente, como por hipétese u(r) — 0, quando r — oo, pelo Teorema de Stolz-Cesaro,

limy_,eo Y0y u(r) /£ = 0, completando a prova. O

Corolario 7.17. Para cada N, seja {Xn(N) : n € A(k(N))} uma familia de v.a.’s associadas.
Sobre as hipéteses do Teorema 7.16, a sequéncia {Sy : N =1,2,- - -} satisfaz o TLC.

Demonstragio. A prova segue diretamente por combinar o Lema 7.4 (de Bickel e Freed-

man) com o Teorema 7.16. O
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APENDICE

Este capitulo estd dividido em duas se¢des, a primeira estd dedicada a apresentar
alguns resultados (como: defini¢des, teoremas, proposi¢des e lemas) que foram usados
com frequéncia no decorrer da apresentacdo desta tese. A segunda parte mostra a arte
das medidas de Edwards-Sokal para o caso q € {2,3-- -}, a qual generaliza o caso g = 2

apresentado na Secdo 3.3 do Capitulo 3.

1 RESULTADOS USADOS COM FREQUENCIA

Uma familia de varidveis aleatérias C é uniformemente integravel se para cada € > 0
existe k € [0, +o0) tal que: para todo X € C, E(|X|-1|x|>¢) < €. Com base nesta definigao

prévia, passamos a enunciar o seguinte teorema.

Teorema .18 (Teorema de convergéncia de martingales de Lévy-forward). Seja X <

LYQ,.Z,P) e defina X,, = E(X|.%,). Logo, X, é uma martingale uniformemente integrdvel e
Xy — E(X| %)

quase certamente e em LY. Aqui Foo = 0(Up>1Fn).

Demonstragdo. Veja [122], p. 134. O

Teorema .19 (Teorema de convergéncia de martingales de Lévy-downward). Suponha que
(Q), Z,P) é um espago de probabilidade e que {7 _,, : n € IN} é uma colegio de sub-o-dlgebras
de .F tal que

T = F_p C - C 32._(,14_1) Cy¥ ,C---C7_,.

Seja X € LYQ, .F,P) e defina
X_p = EX|Z_y).

Logo, X_co = lim X_, existe quase certamente e em L' e
X_oo = E(X|Z_)

quase certamente.
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Demonstragio. Veja [122], p. 136. O

Proposicdao .20 (Truque da raiz quadrada). Sejam Aq, Ay, ---, A, eventos crescentes e
equiprovdveis tal que A = Ui, A;, entio
1

Pp(Ai) 21 —[1—=Py(A)]".

Demonstragdo.

n
1=Py(A) = 1-Pp(UiLA) = Pp(NL4]) > Py(A7) = (1 —Pu(A))",
i=1

onde, na desigualdade, usamos a desigualdade FKG e, na terceira igualdade, o fato

de que os eventos sdo equiprovéveis. Dai, facilmente se deduz que IP,(A;) > 1 — [1 —
Py(A)]". 0

Teorema .21 (Teorema de Stolz-Cesaro). Seja (b,); > uma sequéncia de niimeros reais tal
que Y23 by = +o0 e (a,)}S C R qualquer sequéncia real. Se a sequéncia (a,/b,)}% tem limite,

entdo

. a1+a2+‘+an . an
lim = lim —.
n—+co by +by+---+b, n—+ooby

Teorema .22 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja (), %, u) um espago de me-
dida. Suponha que f, : Q) — [0, +co] seja uma sequéncia mondtona crescente de fungoes
F -mensurdveis. Seja f : Q0 — [0,+o0] uma fungio definida por f(w) = sup,~; fn(w) =

limy,—s 400 fu(w). Entdo

[ o) fw) = lim [ e feo.

Teorema .23 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (), #, i) um
espago de medida. Suponha que f, : Q3 — [0, +0c0] seja uma sequéncia de fungdes .7 -mensurdveis,
integrdveis e que exista f : (3 — [0, +o0] tal que f, — f, u-q.c. Se existe uma fungdo integrdvel

f:Q — Rtal que |f,|< g, para todo n € N, entio f é integrdvel e

[ @) fle) = Jim [ ) fufeo)

Teorema .24 (Teorema de Fubini-Tonelli). Sejam (Q)q, .71, u1) e ((Ya, F2, o) dois espagos de
medida e p = pq X pp. Se f: (0 x Oy — [0, +00] é uma fungio F1 x Fp-mensurdvel, entdo

as seguintes fungoes

SR /Q Ha(dw) F(0, @) e w s /Q in(do) f(o, w) (400)
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sdo .F1 e ¥, mensurdveis, respectivamente, e

/01 p1(do) {/Qz Ha(dw) f(o, w)} = /lez u(do, dw) f(o, w)

- [ o { [, m@n fe w)} S (4on)

Além do mais, se f : U1 X O — [0, +00] é uma funcio .71 X Fr-mensurdvel e integrdvel,
entdo valem as iqualdades em (401) e as fungdes em (400) também sido mensurdveis e integrdveis

em quase todo ponto, com respeito a yy e py, respectivamente.

Teorema .25 (Teorema da Extensdo de Kolmogorov). Suponha que £ é um espago métrico
completo separdvel, S = {iy, i, i3, - - -} um conjunto contdvel de indices e Q) = £° 0 espaco de
fungdes de S em E. Seja F a o-dlgebra produto sobre (), que por definigdo é a mais pequena
o-dlgebra que contém todos os conjuntos da forma {w : wy € B} para conjuntos de Borel B C £
ek eS.

Suponha que para cada n esteja definida uma medida de probabilidade y,, sobre o espaco £".
Assuma que a colegio {1, : n € IN} é consistente no sequinte sentido: para cada n € IN e cada
conjunto de Borel A C £",

i ({(wiy, - wi,) € EM i (wyy, oo, wi) € AY) = pn(A),
equivalentemente,
a1 (177 TH(A)) = u(A)  (condigao de consisténcia),

onde 7T 6 a projecdo natural de E™1 sobre E.
n

il/" ,
Entdo, existe uma 1inica medida de probabilidade ¢ sobre (), F) tal que, para todo n finito,

porm ! (A=¢(m ', (A)=p({weQ: (W, w;,) € A}) = un(A),
onde 71;, ... ;. € a projecdo natural de () sobre E".

Teorema .26 (Teorema da Extensdo de Caratheodoéry). Seja ¢ C P(Q)) uma dlgebra de
conjuntos em Q) e suponha que u : (0 — R satisfaca a sequinte propriedade: sempre que
A1, Ay, - -+ € 9 forem disjuntos e tais que U;A; € &, temos u(U;A;) = Y u(A;)).

Nesse caso, existe uma medida 1 : 0(¢) — R* tal que u(A) = u(A), para todo A € 4.

Uma colegdo M de subconjuntos de um espago amostral () é uma classe monétona, se

V(En)neN crescente em M, U E, € M,
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V(Fy)nen decrescente em M, NS E, € M.

Em base nessa definigdo, veja que toda o-dlgebra é uma classe monétona.

Seja </ uma colegdo de subconjuntos de (). A menor classe mondtona (sempre existe)
que contém &/ é chamada de classe monétona gerada por o/. Notagdo M(<).

Observe que, 0(2/) O M(</), sempre que </ seja uma colegdo de subconjuntos de Q).
O seguinte teorema nos da condigdes suficientes para que a igualdade, na inclusdo, seja

atingida.

Teorema .27 (Teorema da Classe Moné6tona). Se ./ é uma dlgebra de conjuntos, entio
() = M().

Segue do Teorema .27 que, se € O 7/, onde ¢ é uma classe monoétona e o/ é uma
algebra, entdo ¢ O o(«) = M().

Seja £ um conjunto finito com cardinalidade |£|> 2. Uma matriz Q = (Q(x, Y)xyee €
chamada positiva se Q(x,y) > 0 para todo x,y € £. O seguinte teorema sera usado para

provar a Proposigdo .29 abaixo.

Teorema .28 (Teorema de Perron-Frobenius (PF)). Cada matriz positiva Q = (Q(x, y))x,yece

tem um autovalor q > 0 com as sequintes propriedades
1. |z|< g para todos os autovalores z # q de Q.

2. Existe um autovetor a direita ¥ correspondente a q (isto é, Q' = grr¥) tal que ¥ (x) >

0, para todo x € €.

3. q é um autovalor simples, isto é, se 711 e s sio dois autovetores correspondentes ao

autovalor g, entdo 7t = cmy, para algum ¢ € C.

O autovalor q é chamado de PF-autovalor de Q.
Demonstragio. Veja Apéndice 3.A de [57]. O
Proposicdo .29. 1. O PF-autovalor de uma matriz estocdstica positiva P é 1.

2. Para cada matriz estocdstica positiva P existe um iinico vetor (fila) de probabilidade 7

sobre & satisfazendo P = 1t, onde 1t(x) > 0 para todo x € &.
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Demonstragdo. 1. Seja q o PF-autovalor de Q = PT e !

seu respectivo autovetor a
direita, os quais existem pelo Teorema PF, isto é, PY T = gr'. Tomando a transposta

nesta identidade temos 7P = g7t. Em outras palavras

Y. m(x)P(x,y) = qn(y), y €€ (402)

xe&

Uma vez que a matriz P é estocastica e 7t é um vetor de probabilidade, somando sobre
todo y € £ temos g = 1, provando-se esta afirmagao.

2. Suponha que existam dois autovetores 71; e 71, correspondentes ao autovalor 4.
Visto que g é simples, existe ¢ € C tal que 7] = c7a, portanto, 711 = c7rp. Como 711, 70

satisfazem (402), temos

Y m@)P(x,y) = cmo(y), yeE.

xe€

Somando sobre todo y € £ temos ¢ = 1, implicando que 711 = 71p. Além disso, 7(x) > 0,
pois pelo Teorema PF, '(x) > 0 para todo x € &. Portanto, o autovetor 7 tal que

7P = 7, é tinico. O]

Teorema .30 (Teorema de ergodicidade para matrizes estocasticas positivas). Seja P uma

matriz estocdstica positiva e 7t seu 1inico vetor de probabilidade com 7P = 7t. Logo,

lim P"(x,y) =n(y), Vx,yef.

n—+0o

Demonstragio. Veja Apéndice 3.A de [57]. O

Definicao .4. Uma transformagdo preservando medida (tpm) é um quarteto (0, %, u, T) onde

(Q, .F) é um espago de medida e
1) T é mensurdvel: A € F = T 1A € .Z;

2) p é T-invariante © : (T~ A) = u(A), para todo A € F.

Uma transformagdo preservando probabilidade (tpp) é uma tpm sobre um espago de

probabilidade.

Lema .31 (Caracterizacdo de medida invariante). Seja T : (0 — () uma transformagcdo

mensurdvel e y uma medida em (). Entdo as sequintes afirmacoes sio equivalentes

(i) u é T-invariante;

6 Neste caso também se diz que u é invariante por T ou T preserva y,
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(ii) para cada f € LY(Q), 7, u) temos
/fdu=/fonu;

(iii) para cada f € L*(Q,.F, u) temos
/fdy:/fony.

Demonstragdo. Para provar (i) = (ii), suponhamos que a medida y é T-invariante, isto é
p=poT 1. Com aideia de usar o Teorema do caminho das pedras, inicialmente, para

todo conjunto mensurédvel A, observe que

[xadn=pa) =4 = [ xrandu= [xaoTd

onde, na segunda identidade, usamos a hipétese e, na quarta igualdade, o fato de
que xr-14(w) =1 & xaoT(w) = 1. Isto mostra que a relagdo (ii) é valida para
fungdes caracteristicas. Dai, por linearidade da integral, (i7) é valida, também, para
combinagdes lineares finitas de fung¢des caracteristicas (fun¢des simples). Dado qualquer
f € LYQ, #,u) com f > 0, pode-se encontrar uma sequéncia crescente de fungdes

simples s, com s, — f pontualmente, quando n — +oco. Para cada n € IN, temos

/sndy:/snonpt

e, aplicando o Teorema da Convergéncia Mondétona (Teorema .22) a ambos lados,

obtemos
/fdy:/fony.

Para estender o resultado a uma funcao integravel de valor real f, considere as partes
positiva e negativa. Para estender o resultado a fungdes integraveis de valor complexo,
tome as partes real e imaginaria.

A implicacdo (ii) = (iii) é imediata, basta usar o fato de que L*(Q),.%, u) C LY(Q, .Z, ).
Finalmente, provaremos que (iii) = (i). Seja A € ., logo x4 € L*(Q, %, u). Usando a
identidade x4 o T = x7-14 temos

u(A) = /XA dy = /XA oTdu= /leA du = w(T71A),

o que prova que y é uma medida T-invariante. O
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Como consequéncia do Lema .31 temos o seguinte resultado: seja h uma fungado

continua. A medida y é T-invariante se, e somente se,

/hofd]/l:/hofonpl.

7z

Proposicdo .32 (Caracterizacdo de medida mixing, veja [108]). Uma tpm (0, %, u,T) é

fortemente mixing se, e somente se, para toda fungio f,g € L?,

/f-goT”d#njm/fd#-/gd% (403)

equivalentemente Cov(f,go T") - 0.
n (o]

Demonstragdo. Se (403) se satisfaz, entdo fazendo f = x4 e g = xp, com A, B € .%, temos

WANT "B) = / xa-xpoT"du — u(A)-u(B),

n—+oo

portanto, a medida y é fortemente mixing.

Para mostrar a reciproca, primeiro necessitaremos provar as seguintes afirmagoes
1) Desde que o T1 =y, ||f o T|p= ||f||p, para todo f € LP e 1 < p < +o0;
2) Cov(f,g) é bilinear em f e g;

3) |Cov(f, Q)< 4llfll2 [18]l2-

O Item 1) decorre imediatamente do Lema .31 e da observacdo feita antes de formular
esta proposi¢do. O Item 2) segue pelas propriedades de linearidade da covariancia.

Para provar o Item 3) usaremos a defini¢do de covariancia, a desigualdade de Cauchy-
Schwarz e a desigualdade de Minkowski como segue

\Cov(f,g)l=‘/{f—/f} [g—/g] du‘ < Hf—/f ) g—/g ,
< (I ll+ A g2+ g )

< 4l fll2 l1gll2-

Com estes trés itens a nossa disposigao, provaremos a proposicdo. Para isso, suponha
que p é mixing e tome dois elementos f, g € L% Se f, ¢ foram fungdes caracteristicas
de conjuntos mensuraveis, entdo Cov(f,go T") — 0 pelo fato de i ser mixing. Se f, g

sdo combinagdes finitas de fungdes caracteristicas (fungdes simples), Cov(f,go T") — 0
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pelo Item 2). Para funcdes gerais f,¢ € L?: Ve > 0, Ife, g funcdes simples tal que
If = fell2< €, |g§ — gell2< €. Dai, usando os itens 1) e 3), temos

Cov(f,go T < |Cov((f — fe), g o T")|+|Cov(fe, ge 0 T")|+|Cov(fe, (g — ge) o T
< Alf = fell2 llg o T"[l2+|Cov(fe, ge © T™)[+4]| fell2 [|§ — gell2

< 4e]lgla+Cov(fe, ge o T +4e(| f|+e).
Como f, e ge sdo fungdes simples e p é mixing, temos

Cov(fe,geoT") = 0 <« |Cov(fe,geo T")|— 0,
quando n — +o0. Logo, fazendo n — +co0 na desigualdade acima segue que

lim sup|Cov(f, g o T")|< 4e(|| fl|2+|gll2+€)-

n—r+00

Desde que f,g € L? e € > 0 foi arbitrario, o limite superior é igual ao limite zero. [

Lema .33. Seja f uma fungio local. Entio existem coeficientes reais {ac : C C supp(f)} e

{dc : C C supp(f)} tais que as sequintes representagdes

f= Y ac]Jo e f= ) aCH%(lﬂfi)

CcCsupp(f) ieC CCsupp(f) ieC

sdo satisfeitas.

Demonstragio. Para uma prova detalhada deste resultado, veja Lema 3.28, p. 71 da

referéncia [53]. O

Teorema .34 (Teorema de Riesz-Markov). Seja () um espagco métrico compacto e F :
C(Q), #) — R um funcional linear positivo. Entdo, existe uma iinica medida p : # — [0, +00)

tal que
F(f) = / du,
(f)= | fan
para toda f € C(Q), F). Além do mais, u € M1(Q), .F) se, e somente se, F(1) = 1.

Em outras palavras, se F,(f) = u(f), o Teorema de Riesz-Markov nos fornece uma

bijecdo u <+ F, entre os conjuntos

A(Q, F) e {F:C(Q,.7)— Rlinear: F(1)=1e F(f) > 0,para f > 0}.
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Teorema .35 (Teorema de unicidade para medidas). Seja ((), %) um espago mensurdvel e
¢ uma colegio de conjuntos que forma um m-sistema (isto é,se A,B € % = ANB € ¥)e
que F = 0(%). Se u,v sido duas medidas de probabilidade sobre (), .F) tais que u(A) = v(A),
VA € €, entioy=v.

Isto é, para que duas medidas de probabilidade coincidam sobre a o-dlgebra %, é suficiente que
elas coincidam em uma classe € que tem a propriedade de ser um 7t-sistema e, além disso, gera a

o-dlgebra 7.

O seguinte Lema é uma aplicacdo do Teorema .35 e da densidade das fungdes locais
em C(Q)) (veja Lema 4.18), o referido lema nos diz que toda medida de probabilidade
definida sobre o espago mensurdvel ((2,.%#) é unicamente determinada por sua agdo
sobre os cilindros. Para enunciar dito lema, consideraremos sempre que, ¢ é um

m-sistema que gera a o-algebra .Z.
Lema .36 (Veja [53]). Se p, v sdo duas medidas de probabilidade definidas sobre (Q), F), entio
as seguintes afirmagoes sio equivalentes:
(i) p=v;
(i1) u(A) =v(A), para todos os cilindros A € €;
(iii) u(g) = v(g), para toda fungdo local g;
(iv) u(f) = v(f), para toda fungio f € C(QQ).

Isto é, duas medidas de probabilidade sdo iguais se, e somente se, elas coincidem no rt-sistema ¢

formado pelos cilindros finitos dimensionais. Lembre-se que a o-dlgebra % é gerada pela colegio
de cilindros € .

Demonstragio. (i) = (i1) é trivial. (ii) < (i) é consequéncia do Teorema .35. (ii) < (iii)
uma vez que toda funcdo local é fun¢do indicadora de um cilindro. (ii7) < (vi) segue
pela densidade das fungdes locais nas fung¢des continuas (veja Lema 4.18); e (iv) < (iii)

segue pelo fato de que toda fungdo local é continua. O

Proposicdo .37. Sejam y e v duas distribuicdes de probabilidade sobre o espago de estados finito
(€,&), entio

sup u(A) ~ v(A)|= 3 ¥ [1(x) — vl
Aeé& xe&
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Demonstragio. Seja B = {x : u(x) > v(x)} e A € & arbitrério. Logo, as seguintes relagdes

#(B) — v(B) = 1(B°) — u(BY), (404)
H(A) — U(A) = (AN B) — (AN B) + [1(A N BY) — v(AN BY)], (405)
(AN B < v(ANBY), (406)
H(BN A% > v(BN A9, (407)

sdo vélidas.

Combinando (405)-(407), temos
H(A) — v(A) < (AN B) — (AN B) < u(B) — v(B). (408)
Por analogia, também, temos
v(A) — u(A) < v(B°) — u(B). (409)
De (408),(409) e (404), obtemos
[u(A) — v(A)[= u(B) — v(B) = v(B) — u(B) = % [u(B) — v(B) +v(B) — u(B°)],  (410)

de onde a prova segue. O

Figura 34: Esbogo do fato de que, sup 4. »|p(A) — v(A)|= % [area(I) + area(I])].

Em seguida, faremos uma interpretagdo geométrica da quantidade sup ,|p(A) —
v(A)|. Para isso, consideremos B = {x : u(x) > v(x)}. Da Figura 34, veja que,
area(I) = u(B) — v(B) e &area(II) = v(B) — u(B°), além disso, como u e v sdo medi-
das de probabilidade (portanto, as dreas que essas medidas encerram é igual a um),
u(B) — v(B) = v(B) — u(B°). Logo, de (410), temos

Supl(A) ~ v(A)|=  [#(B) ~ v(B) + v(B") — j(B)| = 1 [drea(l) + drea(I ).
Aeé&
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2 CAsO g€ {2,3,...}:

Em seguida, apresentaremos um teorema que estabelece uma representacdo da fungdo
de dois pontos do modelo de Potts de g estados em termos da func¢do de conectividade
do modelo de aglomerados aleatdrios (veja Teorema .45). As técnicas utilizadas para
provar dito teorema sdo semelhantes aquelas empregadas para o caso g = 2. Antes
disso, apresentaremos uma série de resultados que nos ajudardo a dar sequéncia a nossa

exposicao.

Lema .38 (Veja referéncia [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito e w € {0,1}F uma configu-
ragdo fixa. Logo

k(w,G) q

ZA((AT, w) - eﬁzievzfm hipdop — H Z B Liekq Mip
o

a=1 p=1

Demonstragio. Veja que, seguindo o método usado no Lema 3.11, facilmente pode-se
ver que a expressao
q
Z A, w)eﬁ Liev Ly Hipdo; p
&

pode ser escrita assim

k(w,G)- k(w,G) q
_ ZA(O_ w) H 6,3 LieKy Lp=1 Mipdop _ 1—[ Z A0k, w) - 6,3 YieKy Lp=1 hi,p&ri,p/
a=1 a=1 0x,

onde, na segunda igualdade, se usou o fato de que A0, w) = ]—[k(_w’G) A0k, , w).

B Lieka Lp=1 Mipdo

Desde que o somatério Y 5. A0k ,w)-e P 17p%%p tem exatamente arcelas
UKy Ky

correspondentes aos spins 1,2, - - -, g, a expressdo acima fica
k(w,G) q
B Lieky hi,p,
a=1 p=1
concluindo-se a prova. O

Lema .39 (Veja referéncia [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito, logo, existe uma constante

C = C(B,4,G) > 0 tal que relaciona as seguintes fungdes de particdo

D@pl’otts _ C D@FES
aph.g,V phqG
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A -1
Demonstracdo. Definindo C = [e_””3 Lijyet i >0, Q= BJij, a=7;, b =7Jj eusando

o Lema 3.7, temos a identidade

BJij(%s;,6,—1)
e =1 = pij + pijbs, e

com p;j =1 —e )i, Logo

Potts _ A
hav=C L
-¢Y I1 o PliiCo0,=1) | Tiey Tjoy hipde,p
o {ij}eE
A T
=C ), I1 wijbs.6+1—pi) - ekiev L=t Moy
o {ij}eE
A i q_ hi 5‘;.
=C Y Y TI pidos, 1T (—py -eevimtintar
& FCE{i,j}eF {i,j}EE\F
_ O A Yiev Ll i hipdsp _ A ooES
=C ;;B;(w)A(a,w) - eHieV p=t g%y = Cﬂpp,ﬁ,q,c’
onde, na quarta igualdade, usamos o Lema 1.7. O

Lema .40 (Veja referéncia [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito. No modelo de Edwards-Sokal

e aglomerados aleatdrios sobre G, suas fungodes de particdo coincidem, isto é

ES _ o¥RC
%ﬁz%c - ‘%j\l/q/G.

Demonstracdo. Pelo Lema .38, imediatamente, tem-se

FE =Y Bi(w) YA, w) - e Ty Epet P
w o

P/h/q/G
k(w,G) q p )
= By(w) - e Yiev ip — ng
; ] ( ) g p;l p.h,qG’
concluindo-se a demonstragéao. ]

O seguinte teorema é uma versdo generalizada do Teorema 3.14.

Teorema .41 (Medidas marginais de Vp fi0,G7 veja [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito,

logo, as marginais da medida de Edwards-Sokal sio:

400



2 cAso g €1{2,3,...}:

(1) ), Vphac @) =105 () (o-marginal de v, 7, . )
we{0,1}E

(2) Z Vp,fn,q,G(‘AT’ w) = Pohia, c(w) (w-marginal de Vo, qu).
oe{l, -4}V

Demonstragdo. (1) Observe que, usando inversamente os passos feitos na prova do Lema
.39, temos

. 1 . S TN
;Vp,ﬁ,q,c(‘ffw): FE Y Bi@)A(@, w) - P i< B N

phyG ¢
—é BYicv Loy hi pdor,p
- grPotts Z H pij‘sffi,ffj H (I —pij)-e p=1"1p%0;
qﬁ/ﬁ/q/v w {l’]}wljzl {1,]}6&)1]20
_ C q,B (Z{z]}EE( =D+ ZIEV ):P 1 TP gi,p> _ .
= botts ¢ = Mg fiav(0)
Zihav

onde, na segunda igualdade, usamos o Lema .39.

(2) Por outro lado, usando os Lemas .38 e .40, segue que

0 ! BLicv Liy hipds,
;Vp,i'\l,q,c(g’ (,(]) = D@P— BI((U)ZA(O' w) e €V Lup=1"ti,p%;,p

pha,G
1 k(w,G) q
Bl(w) 1—[ ZelBZEK,X ip — (Ppth(w)
2 h ,9,G a=1 p=1
finalizando-se a prova. O

Lema .42 (Medida condicional de Vi fi0,G’ veja [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito e

w € {0,1}E uma configuragio de arestas fixa. Logo, temos a seguinte medida condicional

A(& (LJ) eﬁZiGVZZzlhi,p§a_vp
Hk(w G) ZZ_ e‘BZlEK“ i .

fol,q,G(ﬂw) =

Demonstragido. Usando a mesma técnica feita para a prova do Coroldrio 3.15, facilmente

se obtém a conclusao. O

Lema .43 (Veja referéncia [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito, x,y € V e w € {0,1}F uma
configuragdo fixa. Se x ¢ y em w, entdo

k(w,G)
Zﬂ{&xzﬁy}A(a—’ w) . e:B ZieV 22:1 hi,P(S?Ti,P — ZE’B ZzeKt 1r+/3 ZlEKt ir . H Z E’B ZzeK,X 1p
o

a=1 1
aFt,u =
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onde Ki(w) = Ki(w, x) e Ky(w) = Ky(w, y) sdo aglomerados disjuntos (de vértices) contendo

0s vértices x e y respectivamente.

Demonstragio. Veja que a expressao

. q s
Z ]]‘{@’Y:(ﬁ’y}A(a', (U) . eﬁ ZZGV szl hl,p(stfi,p
o

pode ser escrita da forma

k(w,G) .
= Zﬂ{ﬁ‘x:ﬁ‘y}A(a—, (,(]) . H eﬁ Zl‘GK[X szl i,P ﬁ’i’p.
o a=1

A k(w,G) A /A . : :
Como A(0, w) =11 a(z“{ )A(O'Ka, w), rescrevemos a expressao anterior assim

q Kw,G)
— Z eﬁ Yiek, hir+P Liek, iy | H Z Aok, w)elB YicKy ZZ:l hi,p‘sf‘fi,r)_
e
r=1 a=1 0
aFt,u Ka

. oP Lieka o1 M0

Desde que o somatdrio } 5, A(0k,, w) %i? tem somente g parcelas, corres-
o

pondentes aos spins 1,2, - - -, g respectivamente, a expressdo anterior fica

q kw,G) 1q
— Z P Liek; hir+B Liek, Mir H Z P Lickq hi,p,
r=1 a=1 p=1
aFt,u
concluindo-se a prova. O]

Lema .44. Seja G = (V,E) um grafo finito com x € V e w € {0,1}F uma configuragio de
arestas fixa. Logo, para cada m € {1,---,q} com q > 1, temos
k(w,G) q

Zﬂ{@‘xzm}A(&/ CU) . eﬁ ZzeV szl hl,P(SUi/P — e,B ZzeKt hz,m . H Z e,B ZIEK(X hl,p’
o a=1 p=1
aFt

onde Ki(w) = Ky(w, x) é o aglomerado (de vértices) contendo o vértice x na configuragio w.

Demonstragio. A prova deste resultado segue em analogia a prova do Lema 3.22. [

Teorema .45 (Correlagdo-conectividade: modelo de Potts de g estados, veja [36]). No
modelo de Potts com Hamiltoniano definido em (44) e com densidades p;; = 1 — e 1P,

g€ {2,3,---}, para todo x,y € V tem-se

1 1
Tqﬁfl,q,V(x’ y) = <1 - a) (prl,q,G(x <Y+ (Ppﬁ,q,(; (ﬂ{x%y} ) {Hfl(Kt/ Ky) — a}) ’
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2 cAso g €1{2,3,...}:

onde a varidvel aleatéria H; (K¢, Ky,) é definida por

2321 E’B ZiEKt hi/r+ﬁ ZI'EKLI hi,l’

Hg (Kt/ K ) = ; g
h u Z‘i . Eﬁ Yiek, Mir Zzzl eP Licky iy

r=

com Ki(w) = Ki(w, x) e Ky(w) = Ky(w, y) sendo os aglomerados disjuntos (de vértices) na

configuragio w contendo os vértices x e y, respectivamente.

Demonstracio. Usando o Teorema .41 e a definicdo da fungao ToghaV podemos nos

convencer facilmente de que a seguinte identidade se satisfaz.

1 .
TR [Z (Lo~ 5 ) vp,,;,q,cmw)] By )

w o q

Usando o Lema .42 e analisando o fato quando x <+ y ou quando x ¢ v, a igualdade

acima fica

1 1
Tqﬁfl,q,V(x’ y) = (1 - a) ‘prz,q,G(x ) — 5q>pﬁ,qlc(x # )

q
AG, w) - eﬁ Liev Lp=1 Mi,po;p

L Lxg) L ormty) B0, ():
o

Hk(“’fc) Zq:1 B Lieky Mip

a=1

Finalmente, usando o Lema .43 e operando algebricamente, obtemos

1 1
Toghq v Y) = (1 — 5) Pphgct & W+ Pyho (ﬂ{my} ' {Hj‘,(Kt;Ku) — 5}) ,

i ﬁZG n r ﬁZe hzr
e t ’ u ’

20,
2;721 oP Liek; Mir Zzzl eP Liek, hiy
onde Ky(w) = Ki(w, x) e Ky(w) = Ky(w,y) sdo aglomerados disjuntos contendo os

vértices x e y respectivamente. [

Observagdo .46. Note que se b = 0, entdo, para toda configuracdo de arestas w temos

g 1
Hy(K:, Ky)(w) = = = -
0Kt P

e assim, seque do Teorema .45 a sequinte identidade

1
T4B,0,q,v (X, Y) = (1 - 5) $p,0,4,6(x < V).
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APENDICE

Essa formula jd era conhecida, por exemplo, veja referéncia [65], Teorema 1.16, p. 11.
Supondo q = 2 e, além do mais, que h;1 = —h;» = h;, paracadai € V,comh = (h; : i € V),

para quaisquer X,y € V temos
1
Hh(Kt, Ku) = E {1 + tanh <,3 Z h1> .tanh (‘B Z h1> } .
€Ky iekKy

Portanto, o Teorema .45 é uma generalizacdo do Teorema 3.17.

Continuando, enunciaremos um resultado, o qual generaliza o Teorema 3.23 para o

caso do modelo de Potts em grafos finitos.

Teorema .47 (Veja referéncia [36]). Seja G = (V, E) um grafo finito e x um vértice em V.

Entdo, para cada m € {1,---,q} com q € Z*, temos

P Lick; him
ot y(O0x=m)=¢ =
q‘B/h/qu( x ) (Pp,h,q,G Zq e,BZiGKt hi,p
p=1

onde K¢(w) = Ki(w, x) é 0 aglomerado (de vértices) contendo o vértice x e (pp o (") foi definido

em (49), Segdo 3.3.
Demonstragdo. Por aplicagdo do Teorema .41, veja que
nqﬁfl,q,v(a-x = m) = ; ;]l{@:m}vpﬁ’q,c(ﬁw) (prl,q,G(w)'

Usando o Lema .42, a igualdade acima fica

q
A, w) - 6,5 Liev L=y Mipdo;,p

7T h, ,V(a-x = m) = Z Zﬂ o= . : 4) i ,G(w).
i @ | (o I ZZ=1 ePLicky hip | TPAA

Logo, usando o Lema .44 e simplificando, obtemos

e:B ZiEKt hi,m

T o4 Ox=m)=¢,_ ;i

qﬁ,h,q,v( x ) cPp,h,q,G Zq oP Liek; iy
p=1

onde Ki(w) = K¢(w, x) é o aglomerado contendo o vértice x. H

Observacao .48. Note que o Teorema 3.23 é um caso particular do Teorema .47, sempre que

consideremos o modelo de Potts, com q = 2 e campo externo h;; = —h;» = h;, Vi€ V.
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