Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Sobre o Numero de Dilworth e p-Grupos
Metabelianos Delgados

por

Leonardo de Amorim e Silva

Brasilia

2006



Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Sobre o numero de Dilworth e p-Grupos
Metabelianos Delgados

por

Leonardo de Amorim e Silva

Dissertacdo apresentada ao Departamento de Matematica da Universidade

de Brasilia, como parte dos requisitos para obten¢do do grau de

MESTRE EM MATEMATICA

09 de agosto de 2006

Comissdao Examinadora:

Prof. Noraij~~f~A~occo - Orientador (MAT/UnB)

? 6 WjJ*
Prof. Pavel Zalesski - Membro (MAT/UnB)

o j< cL ™)y N
Prof. Rudolf RichaiQ Maier - Membro (MAT/UnB)



Agradecimentos

Agradeco a Deus por me dar forcas para conseguir mais essa conquista.

A minha namorada e companheira, Gisliane, por todo seu amor, carinho, compreensao,
por toda sua forga e apoio nos momentos de maiores dificuldades.

Ao meu orientador, Prof. Norai Romeu Rocco, pela orientagdo, pelo incentivo, pelas
criticas construtivas e por toda ajuda.

Aos meus pais, Marise e Luiz por todo e apoio, carinho, compreensao e ensinamentos

durante toda minha vida.
A0S meus irmaos, Leandro, Mirna, Luiza, Dudu e Jodo Vitor.

A todos os meus amigos e colegas do Departamento de Matematica da UnB em espe-
cial ao Euro, por sempre me aconselhar, ajudar e lutar para que eu pudesse terminar o
mestrado.

Finalmente agrade¢o a todas as pessoas que me ajudaram direta ou indiretamente
durante esse periodo do curso.



Resumo

Neste trabalho abordamos questfes relacionadas a largura do reticulado dos sub-
grupos de um grupo e estudamos p-grupos metabelianos delgados. Tais grupos, dentre
0S quais se inserem 0s p-grupos de classe maximal, sdo assim denominados pelo fato de

apresentarem largura normal p + 1.



Abstract

In this work we approached subjects related to the width of the lattices of the
subgroups of a group and we studied metabelian thin p-groups. Such groups, among
which insert the maximal class p-groups, are denominated like this by the fact of they
present width normal p -1-1.
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Introducao

Neste trabalho fazemos um estudo sobre p-grupos metabelianos delgados, que séo
grupos que possuem largura normal p + 1. Nosso estudo tem como base os artigos de
Brandi, Caranti e Scoppola “Metabelian thin p-groups”, Szekeres “Metabelian groups with

two generators” e Brandi “The Dilworth number of subgroup lattices”.

No capitulo 1, exibimos alguns resultados da teoria de p-grupos finitos e dos grupos
metabelianos 2-gerados. O estudo a respeito desses grupos metabelianos 2-gerados tem
como referéncia o artigo de Szekeres, o qual trata este assunto usando técnicas de anéis.
Um exemplo de como usar tais técnicas para a construcdo de p-grupos metabelianos 2-

gerados também é discutido neste capitulo.

Iniciamos 0 nosso objetivo de estudar os p-grupos delgados, com uma reflexdo sobre os
grupos de classe maximal. Blackburn estudou esses grupos em detalhes no seu artigo “On
a Special Class of p-Groups”, razao pela qual neste trabalho ndo consideramos 0s grupos
de classe maximal como grupos delgados.

No capitulo 3, onde falamos do numero de Dilworth, expomos alguns resultados sobre
a largura e a largura normal de um grupo. Tais resultados ajudam a entender a estrutura
do reticulado dos subgrupos normais de um grupo de largura normal p + 1, ou seja, dos
grupos delgados. Exibimos, no final deste capitulo, um exemplo de um grupo de largura
normal p + 1 que nado é de classe maximal, justificando assim que a classe dos p-grupos
delgados abrange aquela dos p-grupos de classe maximal.

No capitulo 4, apresentamos o estudo sobre grupos metabelianos delgados. Em par-
ticular, mostramos que as séries centrais superior e inferior de um p-grupo delgado coin-
cidem. No capitulo 2, onde foi feito o estudo dos grupos de classe maximal, observamos
gue estes grupos sao caracterizados por possuirem um elemento cujo centralizador tem

ordem p2. Como veremos, a tentativa de caracterizar os p-grupos delgados como p-grupos
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contendo um elemento cujo centralizador tem de ordem p3 falha. Mas mostramos que,
se 0 grupo é tal que paracadage G —G"', o centralizador Cg(sO tem ordem p3, entao
G é delgado. A reciproca esta provada para p-grupos metabelianos delgados. Mostramos
também que a ordem de um p-grupo metabeliano delgado G satisfaz p5 < |G] < pp e
um exemplo de que esta cota é atingida também ¢é dado.

Um exemplo do diagrama do reticulado ~(G) de todos os subgrupos normais de um
grupo de classe maximal e de um grupo delgado, é dado respectivamente logo a seguir, o
gue justifica o nome delgado:

G G
72(G) 72(G)
73(G) 73(G)
74(G) 74(G)
75(G) 75(G)

7¢<(G)-i(G) 7c£(G)-1(G)
7¢i(G)(G) 7¢<(G)(G)

1 1

Podemos observar que no reticulado de um grupo de classe maximal ocorre um dia-
mante no topo, formado por seus p + 1 subgrupos maximais, seguido por uma cadeia
formada pelos termos da série central inferior. E no caso de um grupo delgado a ocor-
réncia de diamantes ndo é muito bem controlada. Por um diamante nés entendemos um

reticulado que tem um minimo, um méaximo e p + 1 outros elementos intermediarios.

Ja no caso de um grupo metabeliano delgado, esse reticulado fica mais determinado,
por uma conseqiéncia do Corolario 4.13, que assegura que os fatores centrais de um p-
grupo metabeliano delgado tém ordem p2, exceto 72(G )/73(G) e possivelmente 77 (g)(G).

A técnica de Szekeres também é utilizada como um método para a construcdo de p-grupos
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metabelianos delgados, que é descrito em [2]. Mas devido ao pouco tempo, essa técnica

sera estudada em outra ocasido.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo relacionamos alguns resultados que serdo usados nos capitulos subse-

quentes.

1.1 Comutadores, Subgrupo Comutador e Séries Cen-

trais

Seja G um grupo. Definimos o comutador de a,b E G como sendo a~lb~1ab e de-
notaremos por [ab\. O comutador [ax,a2,a3, ..., an\ serd definido recursivamente como
sendo [ai, a2,a3,...,an] = [[oi,a2,03, «n-i], «<n]- Logo abaixo listamos algumas identi-
dades basicas envolvendo comutadores:

(i) 0.6 = [6,a]-1.

(ii) [ab, c] = [a, c]blb, c] = [a cl[a, c, b\Db, c].

(iii) [a, bc] = [a, c][a, b = [a, c][a, b][a, o, c].

(iv) [a,b~1,c]hb,c~1,a]c[c,a~1,b]a= 1 (Identidade de Witt).

Sejam G um grupo e X um subconjunto de G . A intersecao (X ) de todos os subgrupos
de G contendo X é chamada O subgrupo de G gerado pelo conjunto X. Seja X um
subconjunto contido em G tal que G = (X ), dizemos que G € gerado por X. Se X for

finito dizemos que G é finitamente gerado.

Definicdo 1.1. Seja G um grupo. O subgrupo de G gerado por todos os comutadores,

ou seja, [a, 6] para todo a,be G é chamado subgrupo comutador ou grupo derivado de G
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e serd denotado por G'. Podemos também definir o comutador [L,M], onde L e M séo

subconjuntos de G , como sendo

[L, M\ = {[a,b] JaeL,beM).

A série de um grupo G , dada por
G =T71(G) > 72(G) > ... > Ti(G)... > ...

¢ definida recursivamente como sendo:

i 71(6)
\ 7m(G)

G
[7i(G),Gl, i=1,2,..

Esta série é chamada série central inferior do grupo G onde cada termo 7i(G) é total-
mente invariante em G , [[14] p4g. 142], ou seja, é invariante por qualquer endomorfismo de
G . Além disso, tomando o quociente por 7i+1(G) na igualdade de 7i+i(G) = [7i(G), G],
obtém-se [7j(G)/7t+i(G), G /7,-+i(G)] = 1, o que mostra que cada fator 7j(G)/7i+1(G) é
um fator central.

A série central superior de um grupo G
1=20< Zi(G) < Z2(G) < ...Zj(G) < ..
¢ definida da seguinte maneira:
ZO(G) = 1, Z1(G) = Z(G) =

em geral, ZI+1(G) é a pré-imagem em G de Z(G/Zj(G)), isto & Zi+i(G) é aquele sub-
grupo de G para o qual Zj+i(G)/Z,(G) = Z(G/Zj(G)).

A proposicdo abaixo estabelece algumas propriedades da série central inferior e supe-
rior de um grupo.

Proposicao 1.2. Sejam G um grupo e i,j inteiros positivos.
NTH(G),7Ti(G)]< 7~ (00

(i) 7i(7j(G)) < 7ij{G)

(Ui) ['n(G),Zj{G)] < Zj-i(G) sej > i.

Em particular, [7,(G), Zt(G)\ = 1
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Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em [[14] pag. 144].

Proposicdo 1.3. Seja G um grupo gerado por um conjunto X. Entéo

(i) 7i(G) = {[xi,....xi]9\j e X ,j = 1,...i,g e G).

(ii) 7i(G) = {{xI,...,xi},Hi+l(G)\xj € X,j = 1

(iii) Se X = {x,y} entdo 72(G) = {[x,y\,'y3(G)) e assim 72(G)/73(G) é ciclico.
(iv) Se X —{x,y} entdo G" := 72(G"') < 75(G).

Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em [[14] pag. 146].

Consideremos agora a seguinte lei de comutadores
[=1) == [*m+lj )] = 1)

a qual denotaremos abreviadamente por [m, n] = 1

Se 0 grupo satisfaz a lei

X, X2, X$, ..., XA\ N2, X35 ==

onde @ é uma permutacdo de {3,..., k}, diremos que G satisfaz C(k, ip), e se G satisfaz
C(k,ip) para toda permutacao tpde {3,..., k}, diremos que G satisfaz C(k) (cf. F. Levin

[9D)-

Agora apenas citaremos alguns resultados de Levin [9] que séo utilizados nos capitulos

seguintes.

Lema 1.4. [9] G satisfaz C(n + 2), n > 2 se, e somente se, G satisfaz [n—k, 2+ kK] = 1
para todo k = 0,1,2...,n —2.

Teorema 1.5. [9] Se G satisfaz
[nlz] = [n_l,3] = ... = [n—k12+ k\: l’

para algum k < s, onde 2s= n—2sen é pare 2s = n—bB sen € impar, entdo G satisfaz
C(2n-2k - 1).

Em particular, para k = 0 temos o seguinte resultado:

Coroléario 1.6. Se G satisfaz [n,2] = 1, n > 3, entdo G satisfaz C(2n —1).

Podemos observar que G satisfaz [n, M\ = 1 se, e somente se, G satisfaz [m,n] = 1
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1.2 Grupos Nilpotentes, Subgrupo de Frattini e alguns

resultados sobre p-Grupos

Definicdo 1.7. Um grupo G é dito nilpotente se G possui uma série central finita, isto
é, uma série 1= GO0< Gi < .. < G, = G tal que:

(i) Gj < G,i= 0,...,n (a série é normal);

(i) Gj+ilGj < Z(G/G])) (Gj+i/G] é um fator central de G).

Proposicao 1.8. Seja G um grupo nilpotente e 1= Gg < Gi < ... < Gn= G uma série
central em G. Entéo:

(i) Mi(G) < Gn+i-i, parai=1,...,n + 1;

(i) Gi < Zi(G) parai=0,...,n;

(Ui) As séries centrais inferior e superior ttm o mesmo comprimento.

Demonstracdo. (i) Parai = 1 temos 7*(G) = G, = G. Para * > 1 observemos que
Gn+i_j/iGnj < Z(G/Gn_j) fornece [Gn+l j,G] < Gn_j. Assim, admitindo por inducao
sobre i que 7i(G) < G, +i_j, obtemos

7i+i(G) = [7j(G),G] < [G.,+i_ i, G] < Gni.

(ii) Demonstra-se de modo analogo ao anterior.

(iii) Se G tem classe ¢ entdo existe uma série central 1 = GO< Gx< .. < Gc= G
e qualquer outra série central de 1 a G tem comprimento maior ou igual a c. Por (i)
temos 7c+i(G) = 1, assim a série central inferior tem comprimento c, e por (ii) temos que

ZQG) = G. Logo a série central superior também tem comprimento c. [

Num grupo nilpotente, o comprimento das séries centrais superior e inferior sdo iguais,

como foi provado acima. Este niamero € a classe de nilpoténcia de G.

Teorema 1.9. Todo subgrupo de um grupo nilpotente é subnormal. Mais precisamente,
se G ¢€ nilpotente de classe ¢ entdo, para qualquer subgrupo H, a série de normalizadores

comecando com H alcanca G depois de no maximo ¢ passos.

Demonstracdo. Sejam

Zi = Zi(G), Ho = H, Hj+l = NG(Hj).
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Para provar o teorema basta mostrar que Zi < i/j. Para i = 0 isto é 6bvio. Suponhamos
entdo que o resultado seja valido para i e mostraremos que vale para i + 1. Uma vez que
[G, Zi+1] < Zi < Hi, temos que

H2iH CHIilHAZi+ilKHi.

Entdo Zi+l normaliza Hi, isto é, Zi+l < Hi+i. [ ]

Teorema 1.10. Num grupo nilpotente G, todo subgrupo normal nao trivial intercepta o
centro de G ndo trivialmente.

Demonstracao. Usaremos inducdo sobre a classe de nilpoténcia. Seja G um grupo
nilpotente e H um subgrupo normal nao trivial. Suponhamos, por inducéo, que o teorema
seja valido para grupos de classe menor que G. Se H < Zi(G) temos a conclusao desejada
trivialmente. Tome H ~ Zi{G). Entado, por hipdtese de inducdo para G/Z~G), a
intersecdo HZi(G) D Z2(G) contém um elemento a £ Z\{G). Se a = hz para algum
hGH, ze Z\(G), entdo hGH HZ2(G) e h ~ Z+(G). Sejag G G um elemento tal que
[h, g] 7™e. Entao
[,.gl e HnN[Z2(G),G] < HNnZ1(G),

de modo que a intersecao H D Z\(G) é nao trivial, e 0o teorema esta provado. |

Teorema 1.11. Todo p-grupo finito é nilpotente.

Demonstracéo. Sabemos que o centro de um p-grupo finito é néo trivial, ou seja,
Z(G) 7™ 1. Se, para algum i, temos que Zi(G) < G, entdo Z(G/Zi(G)) / 1 e assim
*I(G) < Zi+1(G). Uma vez que G ¢ finito, existira um inteiro i com Zi(G) = G.
Portanto G é nilpotente. [ ]

Definicdo 1.12. Seja G um grupo; definimos o seu subgrupo de Frattini $(G) como
sendo a intersecdo de todos os subgrupos maximais de G. Quando G nao possui subgrupo
maximal, definimos $(G) = G.

Definicdo 1.13. Um elemento i e G € dito um n&o gerador se ele pode ser omitido de

todo conjunto gerador, isto é, se G = (X, Y), entdo G = (Y).

Teorema 1.14. Para todo grupo G, o subgrupo de Frattini $(C?) é o conjunto de todos
os elementos ndo geradores de G.
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Demonstracdo. Sejam x um elemento ndo-gerador de G e M um subgrupo maximal em
G. Sex £ M, entdo G

subgrupo maximal M, e assim x G $(G). Reciprocamente, se 2 € ~(G), assuma que

(X, M), uma contradicao. Conseqlientemente x G M para todo

G = (z,Y). Se (Y) ™G, entdo existe um subgrupo maximal M com (Y) < M. Mas
2GM, eassim G = (z, Y) < M, uma contradicdo. Portanto z ndo é um gerador. [

Teorema 1.15. Seja G um grupo nilpotente. Se A é um subgrupo de G tal que A[G, G\ =
G, entdo A = G. Portanto
[G,G] <$(£). (1.1)

Demonstracao. Suponha que A / G. Seja Ai = AZi{G), %= 0,1,2.... Temos que
Ai < Ai+i. Suponha que existe um n tal que An < G, AmtX = G. Uma vez que o

guociente An+i/An é abeliano temos que [G, G] < An, donde
A[G, G] < An< G,

uma contradicdo. A afirmacdo (1.1) segue diretamente da descricdo dos elementos de
$(G) como o conjunto dos nao geradores de G. [

Teorema 1.16. Seja G um grupo finito.

(i) $((?) é nilpotente.

(i) Se G é um p-grupo finito, entdo $(G) = G'GP, onde Gp é 0 subgrupo de G gerado
por todas as p-ésimas poténcias de elementos de G.

(Ui) Se G é p-grupo finito, entdo G/$(G) é um espaco vetorial sobre Zp.

Demonstracdo, (i) Seja P um p-subgrupo de Sylow de $(G) para algum p. Uma vez que
$(G)<G, o argumento de Frattini nos fornece que G = $(G)Ng{P)- Mas <i>G) consiste
de elementos nao geradores, portanto G = Ng/(P), isto é, P <G, e assim P <$(G).
Portanto $(G) é o produto direto de seus subgrupos de Sylow, e assim, por [Teorema
5.39 [15]], $(G) é nilpotente.

(ii) Se M é um subgrupo maximal de G, onde G é um p-grupo, entdo temos que M <G
e [G : M) —p. Assim G/M ¢ abeliano, de modo que G ' < M. Além disso G/M tem
expoente p, de modo que xp G M para todo x G G. Portanto GN"G1 < 4>(G).

Para mostrar a outra inclusao, observe que G /G 'G P é um subgrupo abeliano de ex-

poente p, assim abeliano elementar, e portanto um espaco vetorial sobre Zp. Claramente
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$(G/G'GP)=1 SeH<G eH < $(G), entdo $(G) é a imagem inversa (do homomor-
fismo candnico) de $(G /H) (para subgrupos maximais correspondentes). Segue assim
que $(G) = G'GP.

(iili) Uma vez que G'GP = $(G), o grupo quociente G/$(G) é um grupo abeliano de

expoente p, de modo que é espaco vetorial sobre TV.

Definicdo 1.17. Um p-grupo G é dito ser especial se G ¢ abeliano elementar ou G é
declasse 2e G' = Z(G) = $(G) é abeliano elementar.

Proposicao 1.18. Seja G um p-grupo, tal que para cada subgrupo abeliano H, H/Z(G)
é ciclico. Entdo G/Z(G) é abeliano elementar, diedral ou nao abeliano de ordem p3 e
expoente p.

Demonstracdo. Pode ser encontrada em [11].

Lema 1.19. (Lei Modular). Sejam H, K e L subgrupos de um grupo G e assuma que
K CL. Entdo (HK)n L = (H n L)K.

Demonstracdo. Temos que (HDL)K CHK e (HDL) C LK =L, assim (HnL)K C
(HK) n L. Reciprocamente sejax £ (HK)n L e escreva x = hk, h GH,k £ K. Entao
h= xk~l GLK = L, de modo que h€ H DL. Portanto temos que x £ (H DL)K. ]

Teorema 1.20. (Teorema da Base de Burnside). Seja G um p-grupo finito e $(G) o
subgrupo de Frattini. O grupo A = G/&(G) é abeliano elementar. Se A tem ordem pr,
entdo todo conjunto {zi, 2,...zs} de elementos que geram G contém um subconjunto de
r elementos {xi, ...,xr} o qual gera G. Na aplicacdo G —mA, os elementos xi,...,Xr sédo
aplicados numa base {ai,...,ar} de A. Reciprocamente, qualquer conjunto de r elementos
de A, o0s quais sdo aplicados numa base de G, geram G.

Demonstracdo. Pode ser encontrada em [[6] pag. 176].

1.3 Reticulados

Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto P junto com uma relacao binaria
“<” tal que as seguintes condicdes sao satisfeitas, para todo x,y,z £ P:
(1) x < x (Reflexiva);

10
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(2) Sex <yey<x entdo x = y (Antisimétrica);

(3) Sex <yey<z entdo x < z (Transitiva).

Um elemento x de um conjunto parcialmente ordenado (P, <) é dito uma cota inferior
para o subconjunto S de P se x < s paratodo s € S. 0 elemento x é o infimo de S se x
€ uma cota inferior de S ey < x para qualquer cota inferior y de S. Por (2), da definigéo
anterior, tal infimo de S, se existir, sera Unico e sera denotado por PIS. Analogamente
as defini¢bes e observacbes aplicar-se-do para as cotas superiores e supremo, e este sera

denotado por US.

Definicdo 1.21. Um reticulado € um conjunto parcialmente ordenado no qual todo par

de elementos tem um supremo e um infimo.

Exemplo 1.22. Se G é um grupo qualquer, o conjunto £(G), de todos os subgrupos de
G, é um conjunto parcialmente ordenado com respeito a operacao de inclusdo, onde o
supremo entre dois subgrupos desse reticulado é o subgrupo gerado pela unido, e o infimo

€ a intersecdo desses subgrupos.

Dois elementos x e y num conjunto parcialmente ordenado sdo ditos comparaveis se
X < youy < Xx. Um subconjunto S de P é uma cadeia se quaisquer dois elementos em
S sdo comparaveis; dizemos que S é uma anti-cadeia se quaisquer dois elementos de S
ndo sao comparaveis. O comprimento de uma cadeia finita S é, por definicdo, Il —1.
Um conjunto parcialmente ordenado P tem comprimento n, onde n é um numero natural,
se existe uma cadeia finita em P de comprimento n e todas as cadeias em P sdo de
comprimento no maximo n. Um conjunto parcialmente ordenado P é de comprimento
finito se ele é de comprimento n para algum n £ N. Analogamente, P é de largura n
se existe uma anti-cadeia com n elementos em P e todas as anti-cadeias em P tém no

maximo n elementos.

Exemplo 1.23. Seja G o grupo dos quatérnios de ordem 8 e seja 9t(G) o reticulado dos

subgrupos de G. O diagrama desse reticulado é dado por:
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Alguns exemplos de cadeias em 9T(G) sédo: {{1},(—1), (i),G}, {{1}.,(—1), (j),G},
{{}y.(-H> (k) ,G}, {{'} >(-1), (*>}, etc- E suas anti-cadeias sdo: {(i), (j), (k)}, {(*), (i)},
{<<),<*>} W), ()b

1.4 Modulos

Definicdo 1.24. Um R-Modulo a esquerda sobre o anel R consiste de um grupo abeliano
(G,+) e uma operacdo R x G — M (chamada multiplicacdo por escalar, usualmente
escrita por justaposicao, isto €, como rx, r GR e x G M) tal que para todos r,s e R,
X,y GM, temos:

Lr(x+y)=rx+ry,re R;x,y £G

2. (r+ s)x = rx + sx

3. (rs)x = r{sx)

4, Ix = X

Exemplo 1.25. Todo grupo abeliano G pode ser visto como um Z-mdédulo, pois paran > 0
temos que nXx = X + X + ... + X (n vezes), Qr= 0e (—M)x = —(nx).

Definicdo 1.26. Um i?-mddulo M é chamado ciclico se M = Rx para algum x G M.

Exemplo 1.27. Todo grupo ciclico é um Z-mddulo ciclico.

O aniquilador de um moédulo M éo conjunto {rei? Jrx =0V x EG}

Definicdo 1.28. Um moédulo M fiel € um mddulo onde o aniquilador é O.

1.5 Grupos Metabelianos

Definicdo 1.29. Um grupo G é metabeliano se existe um subgrupo normal N < G tal

gue N e G/N sejam ambos abelianos.
Exemplo 1.30. T7odo grupo abeliano é metabeliano.

Lema 1.31. G é metabeliano se, e somente se, G" = 1

Demonstracdo. Suponha que G seja metabeliano. Uma vez que G/N ¢é abeliano temos
gque G' C N. E como N é abeliano, G" = 1.

12
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Se G" = 1, mostraremos que G é metabeliano. Para isto provaremos a existéncia de
um subgrupo normal abeliano em G e entdo mostraremos que 0 quociente de G por esse
subgrupo também é abeliano. Se G ¢ abeliano nada temos a se fazer, portanto podemos

considerar o caso em que G é nao abeliano, e portanto G' 7 1.

Se G" = 1, escolha V= G'ea afirmacado segue, pois G/G' e G' sdo abelianos. =
Teorema 1.32. Se H é um subgrupo de um grupo metabeliano G, entdo H é metabeliano.
Demonstracao. Seja H um subgrupo do grupo metabeliano G. Uma vez que G ¢é

metabeliano, pelo lema 1.31, G" = 1. Como H é um subgrupo de G, temos que H" é
subgrupo de G" e portanto H" = 1. Entao, pelo lema 1.31, H é metabeliano. ]

Teorema 1.33. Se G é um grupo metabeliano e : G —aK é um homomorfismo, ent&o

<p(G) é metabeliano.

Demonstracdo. Seja G um grupo metabeliano e 9como acima. Sabemos que —
<p(H') para qualquer grupo H. Assim <~G)" = ~(G'")' = <€{G"). Uma vez que G ¢
metabeliano temos que G" = 1, e portanto ip{G)" = <E(G") = <Y1) = 1. Assim, pelo
lema 1.31, <(G) é metabeliano. [

1.6 Grupos Metabelianos a dois Geradores

Discutiremos nesta se¢do, em linhas gerais, uma técnica para construir grupos metabeli-
anos com dois geradores cujo subgrupo comutador é finito. Esta técnica esta apresentada
no artigo de Szekeres [17], a qual é desenvolvida usando técnicas de anéis. Aqui trataremos
somente os grupos metabelianos a dois geradores. Maiores detalhes podem ser encontrados
em [17].

Sejam a,b geradores do grupo metabeliano G e K = G’ finito. Temos que aK,bK

sdo geradores de G/K, de ordens r e s respectivamente.

Sejam a, o0s automorfismos internos induzidos por a e bem K, isto &,

da= a~lda dB= 6106, V dGK. (1.2)

13
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Claramente a, (3 sdo independentes dos representantes a, b de aK, bK e

ar = g, (3S=e

onde e indica o automorfismo identidade de K. Seja

{ m n

Cjjo;d>7, m>0, n>0, qj GZ >,

i=0 j=o0

onde a° = 0° = e. K é um il-grupo pela definicdo usual

dpa = (dp)a, dofpHT) = dpda, de= d para d£ K, p,a G R,

dnp= (c")m para m G Z.

\

J

(1.3)

(1.4)

(1-5)

(1.6)

Para conveniéncia de notacdo escreveremos K aditivamente. Defina um monomorfismo

) de K no i?-mddulo A = K~ tal que

df + d%= (dxd2)”,

pd* = (db)*,

para todo di, 2,d GK, p G-R Assim

Mpa)t = (dM)* = a(pd™h),

{p+ a)d* = {dp+a)™ = (dpd ?f = pd? + <rd*,

(1-7)

(1.8)

de modo que o i?-moédulo A carrega uma anti-representacdo de R. E também, € claro,

uma representacdo direta jA que R é comutativo.

Lema 1.34. A é monogénico e é gerado por ¢ onde

¢ = a~Ilb~lab.

(1-9)

Demonstracdo. Seja B o fi-mdédulo gerado por ¢, H = B™* onde ipip* = e. Uma vez

gque B admite a e 3 Ha= H, HB= H, portanto a~IHa = H, b~IHb = H, além disso

14
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c £ H. Entdo G/H é abeliano, gerado por aH, bH, portanto H D K\ mas H C K, assim
K = H. m

Seja n : Z[x, y] —mR o homomorfismo

F(x,yy = F(a,P).

A estrutura de A é completamente determinada pelo ideal N de todo F £ Z[x, \\ tal

que F~ age trivialmente sobre A, isto é,

F(a,0).c* = Q (1.10)

Uma vez que K ¢ finito, N deve conter uma constante ndo nula h; além disso
xr—1 £ N, ys—1 £ N. (1.11)
De fato,

F(x,y) = xr—1=F(x,yY = ar—1 (por 1.3, ar = ¢)
(@ar- 1) = ar(c") - = 0.

A descricdo completa de G requer, assim,

(@) uma especificacdo de N £ (p[x, Y\ (onde (p[x, y] representa os ideais p-primarios de

Z[x,y]) e
(b) uma especificacdo dos elementos ar,bs £ K.

A parte (a) da afirmacdo acima esta demonstrada na secédo 4 de [17].
A respeito da parte (b), seja
{aTt =pé e (bsf = -aé¢, (1.12)
onde p = ip(a, (3) e ar = r)(a,0) sdo elementos convenientes de Z[a, 3\
Uma vez que a comuta com ar, devemos ter ap = p, isto €,
(x-Dip(x,y) £ Np (1.13)
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para cada p, onde Np é a componente p-primaria de N. Além disso, como b 1ab = ac por

(1.9), temos parar > 0,

b~14rb = (ac)r = aca~laZ2ca~2...arca~rar,

assim por (1.12), $pé = (irvoe)» = (L + a+ .. + ar~l + p)c*,

(y- D(pkxy) - 1+x+ ...+ ar 1) GNp. (1.14)

Analogamente mostramos para rj(x, y),

(y - Drl{x,y) E Np, (1.15)

(x- Dri{x,y)-(lI +y+ ...+ ys 1) GNp, (1.16)
ses > 0.

Cada componente p-priméria de ar e bs é representada por polindmios tp(x, y), (X, y)
mod Np, os quais satisfazem as condi¢bes acima. Se r = 0 entdo tp(x,y) = O(mod Np)
para cada p e, similarmente, se s = 0 entdo 7(x, y) = 0(mod Np).

Temos que (per) sédo independentes dos representantes a, b das classes laterais aK, bK.
Se substituirmos a por ad, d G K onde d™ = A(ce,(3)c”, entdo fazendo calculos mostra-se
que € substituido por (¢™M* = (1 + (B3—1)A(a,(3))c™, e <p(x,y) por ip*(x,y), onde

(P, y) = P y) {1 + {y- DA@r,y)} - (1 + x+ ..+ xr_DA(@; ). (1.17)

Mas (y— y) = (I-]-&-]-...-+a;r_1) mod Np, por 1.14, assim <p(x, y) = ip*(x,y) mod Np.

As equagdes (1.13)-(1.16) nem sempre tém solug¢do. Uma condi¢do necessaria (contudo
ndo suficiente) para a existéncia de solucao €

A+x+ ..+xr D +y+ ...+ys-1) GNp

para todo p, como vimos de (1.14) ou (1.16). Para a existéncia de um sistema desses é
necessario (contudo nao suficiente) que

1+ x+ ..+xr~-1=0, 1+y+ ...+ ys~Y= 0 (mod Np); (1-18)
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as condicbes sdo vazias se r = O ou s = 0. Pelo Teorema 2 [17] vemos que dado um
N G @P[x,y\ sempre existem valores r = r0, s = sO para os quais (1.18) é satisfeito. Neste
caso, ambos, e 1j estdo no espaco vetorial determinado pelas equacdes

(X - D<px,y) = 0, (y- Drl(x,y) = 0 (mod Np).

O resultado final pode ser resumido como segue. Para obter um grupo metabeliano

com dois geradores e subgrupo comutador finito:

() Selecione um conjunto de ideais p-primarios Np G (P[x, y], um para cada p no
conjunto finito P de ndmeros primos.

(b) Determine o menor par de inteiros tq > 0, So > 0 tal que xr° —1 G Np, ys° —1 G Np
para cada p G P. Tais inteiros sempre existem pelo Teorema 2 [17]. Tome multiplos
adequados r = mr0, s = nso tais que, se m > 0, entdo r|s, ese m = 0 entdo n = 0. Além
disso, 1+ x + ... + xr~I G Np, se necessario.

(c) Tome solucdes 9p(Xx,y),rip(x,y) das equacgdes (1.13)-(1.16). Pelo menos uma soluc¢édo
(ipp = pp = 0O) existe se (1.18) é satisfeito.

O grupo G correspondente consiste dos elementos

ambn @PpaP\ o<m <r, 0<n<s,
peP

onde Fp(x,y) é considerado mddulo Np gerando as rela¢fes seguintes:

cpcg = @ para todo p, q GP;
aTicpa = Cp, =

cTlb~lab = (00
pep

ar= Y[ c™ aP\ br= JJ cN a™\
peP p€P

G € unicamente determinado por essas relacoes.

Agora faremos alguns comentarios do que foi feito acima e daremos um exemplo de

como esta técnica pode ser utilizada para construirmos p-grupos metabelianos 2-gerados.
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Se G = (a,b) € metabeliano 2-gerado, empregando as técnicas acima e tomando
¢ = [a,b], sejam x e y automorfismos do grupo abeliano G' induzidos por a e b, respec-
tivamente, e A 0 anel (comutativo) de endomorfismos de G" gerado por x ey, temos
gque G' é um ~4-mddulo ciclico gerado por c. Seja também | o ideal de A gerado por
X =x—1,Y =y —1. Desta forma

71(G) = cP-\
parai > 2,onde lo= A.
De fato, temos pelos resultados acima que
72(G) = G' = c.A.
Para i = 3 temos, por defini¢do, que
73(G) = [72(G),G].

Com efeito, G ' = c.A. Temos qu*V we G' implicaw = dl, onde 7G A, eque G = (a, b).
Assim
[w,a] = [dla] = c~vcna,

e lembrando que d1) = dim= cXPobtemos que
[«;,;a] = cN-1+X) = = d]X,

e assim observamos que X age pegando um elemento de G ' e fazendo o comutador desse

elemento’' com a. Analogamente temos que
W) b] = ci1+2) = = o,

e portanto Y age pegando um elemento de G ' e fazendo o comutador desse elemento com
b. Observamos também que r]X,r)Y G I, e assim [w,a],[w,b] G cl. Para o comutador

abaixo temos que
[w, &\ = [d1, &\ = [d1, b][cv, alh= cvY(dIX)x = cAY+mxX"

e novamente rjY + r)xX G |I. Portanto cA#7Hi. G cl. Fazendo calculos analogos aos que

18



Capitulo 1. Resultados Preliminares

foram feitos acima podemos deduzir que, para todos w G 72(G) e g G G, o comutador
[w,g] Gcl. Logo 73(G) = cl.

Supondo por inducédo que 7i(G) = cP~2, temos que
7»+i(G) = [7i(G),G] = [cP~2,G\.
Para quaisquer w G 7i(G) temos que w = ca, com a G P~2. Assim
[w,a} = [tf, @ = c-acaa = c~acax = c~a+xa = Cc X~ = c<tX

onde aX G Conseqlientemente caX G cl™+1™~2. E seguindo o raciocinio acima,
deduzimos que [w,g] G Ver GP~2e Vj G G. Donde concluimos que 7i+i(G) =

como afirmamos.
Sejam agora o, ™ G A tais que
faP = vy

1 = cip.
\

Temos entdo, por resultados anteriores, que as seguintes relacbes valem:
Xip=Q Yij)=0, -Xij>= N(y), Y<p= N(x). (1.19)

Aqui a norma N(z) de um elemento z em A é definida como

N(z) =1+2+ ..+zpl=p+ (2 (z- D+ ..+ (z- D*1+ ...+ (z- p_L

Um exemplo de como construir grupos metabelianos 2-gerados especificando os dados

acima e usando o0 método de extenséo apresentado em [[18] pag. 130-133] é dado a seguir.

Exemplo 1.35. [2] Seja p > 3 um nUmero primo e seja
M = (cO,ui, Vi, u2,w2,v2)

um p-grupo abeliano elementar de ordem p6, escrito aditivamente. Observe que este € um

caso particular do desenvolvimento acima, pois aqui estamos trabalhando num p-grupo.
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Defina dois endomorfismos X ,Y de M por

cOA = «l, CoY = W
UlX = u2, uly = w2
ViX = W2, viY = W
u2Xx = w2X = vX = 0
uz2¥y = w2Y = w2 = 0.
E facil ver que X e Y comutam, e que X3= Y3 = 0. Entdlox = I+ X ey = | +Y

sao automorfismos comutando em M. Seja A o anel dos endomorfismos de M gerado por
x ey, el o ideal gerado por X e Y. Assim M é um ~4-modulo ciclico gerado por co, e
pA = 0, pois M é de expoente p.

Podemos agora construir um grupo metabeliano F = (a, b) como uma extensédo de M

por um grupo abeliano elementar de ordem p2, escolhendo (p,”™ € 12 e colocando

= = ¢0,

cgy = cox, c6b = coy,

coip, P = cOf

de modo que as relacbes 1.19 sdo satisfeitas. Mas este de fato € o caso, pois

X<p, YxP, XiP, Y<p e I3 = 0,
N() = p+ (2 X + oot (B) Xet+ wt X212 0,

uma vez que pA = 0e Xv~l = 0, pois p > 3, e analogamente para N(y). Temos dessa

forma construido F, acima mencionado.
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Capitulo 2

Grupos de Classe Maximal

Neste capitulo damos a definicdo de grupos de classe maximal e estudamos algumas
de suas propriedades. Tais grupos foram primeiramente estudados por Blackburn e tais
resultados foram apresentados em [1].

2.1 Grupos de Classe Maximal

Definicdo 2.1. Seja G um p-grupo de ordem pncom n > 2. Uma vez que |G/72(G)] > p2
entdo a classe c£E(G) de G é no maximo n —1. Dizemos que G é um p-grupo de classe
maximal se G tem ordem pn e classe n —1.

A estrutura do reticulado dos subgrupos normais de um p-grupo de classe maximal
fica totalmente determinada pelo lema a seguir.

Lema 2.2. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem pn. Entao:

(i) Temos que |G/72(GD] = p2 e |7i(G9 : 7i+i(G)] = p para 2 < i < n —1. Assim
IG :7i(G)] = pHpara 2< i < n.

(ii) A nao ser que G seja ciclico de ordem p2, temos que ${G) = G' e d(G) = 2 (onde
d(G) é o numero minimo de geradores de G).

(Ui) Os unicos subgrupos normais de G séo os 7i(G) e os subgrupos maximais de G . Mais
precisamente, se N é um subgrupo normal de G de indice pl > p2 entdo N = 7i(G).
(iv) Se N é um subgrupo normal de G de indice > p2 entdo G/N também tem classe

maximal.
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(v) Zi(G) = Tn-i{G) paraO< i< n—1.

Demonstracdo, (i) Temos que

n—1
IGl = |G:G'ini7i(G):7,+i(G)I

i=2
Agora é suficiente observar que |G] = pn, e por outro lado, |G: G '\>p2e |7 (G) : 7i+1(G)] >
ppara2<i<n—1.
(ii) Sabemos que G' < $(G), por (i) temos que |G : $(G)] < p2 Se |G :$(G)] = p entdo
G/$(G) éciclico e G também é ciclico e de ordem p2. Caso contrario |G : $(G)] = p2e
d(G) = 2.
(iii) Seja N um subgrupo normal de G tal que |G:iV] = pcom 0 < i< n. Se*= 0ou
i= lentdo N = G ou N é maximal em G respectivamente. Caso Contrario, se %> 2
temos que 7i(G) < N. Uma vez que |G :7i(G)] = pl, concluimos que N = 7i(G).
(iv) Isto é imediato de (iii) e (i), uma vez que a classe de G /7j(G) é i - 1 sempre que
i <n
(v) O resultado é 6bvio para n = 2, podemos entdo assumir que n > 3. Entdo o grupo
fator G/Zn_3(G) néo é abeliano e consequentemente o quociente deste grupo pelo cen-
tro nao é ciclico. Assim |G:Zn _2(G)] > p2. Uma vez que |Z+i(G) : Zj(G)] > p para

O<«<n-3e
n—s

p" = IGl = IG: Zn_2(G)| I"[ \d+1(G) : Z{{G)],
i=0
todas desigualdades acima, de fato, sdo igualdades. Segue que |G :Z*(G)] = pn~l para
O0<i<n-2e pelaparte (iii), Zi(G) = 7, _j(G). [ ]

Um diagrama do reticulado dos subgrupos normais 9t(G) de um p-grupo G de classe
maximal de ordem pn pode ser apresentado como segue, no qual podemos observar que
G tem exatamente p + 1 subgrupos maximais, Hi,H2, ..., Hp+l e o0 restante dos subgrupos

normais séo os 7i(G).
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5 (G)

7»(G) =1

2.2 Grau de Comutatividade

Falaremos agora de um importante conceito que tem um papel fundamental no estudo

de p-grupos de classe maximal.

No que segue, quando G for um p-grupo de classe maximal, escreveremos G* = 7*(G)

parai > 2e GO= G.

Definicdo 2.3. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem pn. Definimos Gi =
Cg(G2G 4). Em outras palavras, Gi é composto pelos elementos x G G tal que [x, G2] <
G4.

Se N é um subgrupo normal de G tal que |G/iV] > p4, temos pela definicdo que
(G/N), = Gi/N.
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Teorema 2.4. Seja G um p-grupo de classe maximal. Entdao G\ é um subgrupo maximal
caracteristico de G .

Demonstracdo. Seja ip £ Aut{G). Uma vez que G2 e G4 sdo subgrupos caracteristicos
de G , temos que

Y{x)iG2 = [v(x),(p(G2] = N(x G2) < G4.
Isto mostra que Gi é caracteristico em G.

Por outro lado, temos que G/Gi mergulha em Aui(G2/G 4). Mas |G2: G4]|= p2,
assim G2/G 4= Cp ou Cpx Cp. No primeiro caso, |Awi(G2/G 4)] = p.(p—1), no segundo
caso |"mi(G2/G 4)] = |GL2(p)] = (p2—p).(p2—1). Em quaisquer casos, a maior poténcia
de p que divide JA«i(G2/G 4)] é p, assim deduzimos que |G: Gi] < p. Se Gi = G entéo
G3= [G,G2] = [Gi, GZ] < G4. Isso é possivel somente se G3= 1, 0 que contradiz o fato
que |G] > p4. m

Segue que, com a notacdo introduzida acima, |G : Gj+i] = ppara0O< i< n—le
Gj = lparai > n.

Definimos agora o grau de comutatividade, esse invariante pode ser considerado como
a chave para a analise da estrutura de um p-grupo de classe maximal, o qual mede o
quanto os termos da série {G j}i>1 comutam com cada outro.

Definicdo 2.5. Seja G um p-grupo de classe maximal. Definimos o grau de comutativi-
dade de G , o qual denotamos por ~(G) ou simplesmente por £ como sendo

mE(G) = max  fi m —2][Gj, Gj] ™ Gi+j+k paratodo hj > 1} =

Definicdo 2.6. Um j9grupo de classe maximal serd chamado excepcional se ~(G) = 0.

Lema 2.7. Seja G um p-grupo de classe maximal com \G\=pn en > 4. E suponha que

G nao é um grupo excepcional. Ndés escolhemos elementos s e s\ em G com
G=(G\,s) e Gi= (G2si).
Definimos 0 elemento S (i > 2) de G recursivamente como § = [sj_i,s]. Entdo temos

gue Gi = {Gi+],S) para2< i< n—1.
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Demonstragdo. Temos que
G = (Gi,s) = (G25Si,s).
Umavez que G2= G' < $(G) temos que G = (si, s). Pela proposicdo (1.3) temos que
= 72(G) = ([si, s], 73(G)) = (s2,GJ) .

Suponha por inducado que Gj_i = (Gj, Sj_i). Uma vez que G = (s, Si) segue que

Gj = [Gj_i, G] = (Gj+i, [sj_i, s], [si_i, Si]).
Como G nao € excepcional, existe i < n —1

[s»-i,si] g [G)_i,Gi] < Gj+i

Como [sj_i, s] = S temos que Gj = (Gj+i, s*), 0 que mostra o resultado. ]

2.3 Elementos Uniformes

Seja G um grupo de classe maximal de ordem pn. Da mesma maneira que definimos
0 subgrupo Gi = Cg(G 2/ G 4), podemos considerar, mais geralmente, os centralizadores
de 2-passos CG(Gj/Gj+2) para 1 < i < n —2. Assim como Gi, todos esses subgrupos
sdo caracteristicos e maximais em G. Uma vez que [Gi,Gi] = [Gi,G2] < G4, segue
gue Cg(Gi/G4) = Gi e, consequentemente, é suficiente considerar os centralizadores de

2-passos para 2 < i< n—2.

Definicdo 2.8. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem pn. Dizemos que s G G

é um elemento uniforme se s £ U"r2C'G(Gi/G i+2).

Podemos imediatamente nos perguntarmos se qualquer p-grupo de classe maximal
possui elementos uniformes, isto é, se é verdade ou nao que G UANrCglGjiG ™).
Blackburn mostrou juntamente com algumas propriedades sobre o grau de comutatividade

gue isso é sempre verdadeiro.

Teorema 2.9. (Blackburn). Seja G um p-grupo de classe maximal, de ordem pn. Entéo

valem as seguintes afirmacdes:
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@ Se£(G) = 0Oentdop>5 népares<n<p+ 1.
(i) E(G/Z2{G))> 1L
(Ui) G tem elementos uniformes.

Demonstracdo. A demonstracdo esta feita em detalhes em ([4], capitulo 4, 47-55)

As partes (i) e (ii) no Teorema 2.9 justifica o termo “grupo excepcional” que é usado

para grupos de grau de comutatividade zero.

Lema 2.10. Seja G um p-grupo de classe maximal, de ordem pn e s um elemento uni-
forme de G. Sel<i<n —2exE Gi —G# entdo [s,ar] G Gi+i —Gi+2-

Demonstracdo. Como x G Gj, é dbvio que [s,x] G Gj+i e temos somente entdo que
mostrar que [s,a] ~ Gj+2- Suponha por contradicdo que [s,X] G Gj+2. Escrevendo
G — G/G”™-j-2}isto significa que s e x comutam em G. Temos tambem que [5, G |i] ™~ Gj+2
ou seja, s centraliza Gj+i. Uma vez que Gj = (X, Gi+l), segue que s centraliza Gj. Entéo
[s,Gj] < Gj+t2es GCg(Gi/Gi+2), o que contradiz o fato de s ser um elemento uniforme.

Teorema 2.11. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem pn e s um elemento
uniforme de G . Entdo valem as seguintes propriedades:

(i)Ca(s) = (s)Z(G).

(i) s-eZ(G) e consequentemente o(s) < p2 e |Cg(s)] = p2m

(Ui) Os conjugados de s sdo exatamente os elementos na classe lateral sG?2-

(iv) Para o < t < n —4, o0 subgrupo H = (s, Gt+i) é um p-grupo de classe maximal
de ordem pn~t tal que Hi = Gi+t parai > 1. Assim temos que £(H) = n —t —2 ou
£{H) > £{G)+t.

Demonstracao. (i) Seja g um elemento qualquer de G. Como G = (s) Gj podemos
escrever g = slx, onde i GZ e x G Gi. Entdo g G Cg($) se, e somente se, [s,x] = 1
Mas, de acordo com Lema 2.10, se X G Gj —Gi+ti com 1 < i < n —2entéo [s,a] G
Gj+i —Gj+2 e, em particular, [s,rr] / 1. Segue que x G Gn_i = Z(G)(de acordo com
2.2). Consequientemente Cq (s) = (s) Z(G).

(ii) Na prova de (i) vimos que Cg”~s) = Z(G). Como sp G Gi comuta com s, segue
qgue sp G Z(G).

(iii) A cardinalidade da classe de conjugac¢do de sem G é |G : Cg(s)] = pn~2 = |sG2}
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Uma vez que qualquer conjugado de s pertence a sG2 (s9 = sJs, i/]), deduzimos que o0s

elementos na classe lateral sG 2 sdo precisamente os conjugados de s.

(iv) N&o h& nada a se provar se t = 0, assim podemos assumir que t > 1. Esta claro
pela parte (ii) que \H\ = p|Gt+i] = p"_i. Aplicando 2.10 repetidamente, para qualquer

X G Gi+i —Gi+2 temos que
[x,s, 1t s] GGi+t- Gi+t+i para2<i <n -t-1.

Em particular, parai = n —t —1 segue que 1" [rg,s,"T?r2,s] Giin-i-1 e H tém classe
maximal. Em ordem, para provar que Hi = Gj+t, suporemos primeiro que i > 2. Por
2.3 temos que Hi tem um elemento em Gj+i —Gj+t+i. Usando esta propriedade n&o
somente com Hi, mas também com qualquer Hj contido em Hi, deduzimos que Hi tem
elementos em G* —G*+i parai+ t <k <n —1 Conseqlentemente Gi+t < Hi e, uma
vez que ambos o0s subgrupos tém a mesma ordem, segue a igualdade. Por outro lado,
[Gj+i,i/2] = [Gi+i, Gj+2] » GJ+3 Sl Gf)4= H4 e obtemos que H\ = Gt+i. Finalmente,
sei = £(G) entdo [Hu Hj] = [Gi+],Gj+t] < Gi+j+l+2t = Hi+j+e+t para quaisquer i,j > 1
e consequentemente ou £(H) = n —t —2 ou £(H) > ~(G) +t. m

Para finalizar esta sec¢do, vamos mostrar que p-grupo de classe maximal pode ser

caracterizado como sendo um grupo que possui um elemento cujo centralizador tem ordem

P2.

Lema 2.12. Seja G um p-grupo com |G| = pn, n> 3. Entdo G é um p-grupo de classe
maximal se, e somente se, existir um elemento g de G tal que

\{gh\he G}] =pn-2.

(O lema também vale para n = 2)

Demonstracdao. (1) Seja g GG tal que

\{gh\heG}\=pn-2= \G:CG(g\

Para n=3, como G nao é abeliano, G tem classe 2. Provaremos para n > 3 por inducao

sobre n.
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Capitulo 2. Grupos de Classe Maximal

Como Z(G) < Cg() e9 N Z(G) temos que |Z(G)] = p. Seja B = Z(G) e
Cg/b(9B) = L/B com

L={h |gh=gzcomz=[gh] £B}.

Entéo a aplicacdo h —» [g, /il € um homomorfismo de L em B com nucleo Cc(g)- Conse-

quentemente segue que

N\ <p\CG(@g\ =P 3

Seja G = G/B e g = gB, entdo

[{~ Ih£8} = |G:Ce(S)| = |G :L\>pn-3

Uma vez que

|[h£ Gj ¢ gG" poisf = h~Ilgh = h~1Z(G)gZ(G)hZ(G) = h~1ghz{G) =
h-1hg[g,h]Z(G) = 9Z(G)[g9,h]Z(G) e g&

\{gh\he g }| < |G| <pn-3,

temos entdo que

\gh\he g} = Pn-3

e consequentemente pela nossa hipétese de inducao

e~ 7n-2(G/B) = 7n-2(G)B/B.

Logo 7n_2(G) ~ B = Z(G) e assim 7n_i(G) ™ e. Segue que G é um p-grupo de classe

maximal.

(2) Seja G um p-grupo de classe maximal. Se p > 2, entdo pelo Teorema 2.11, existe

um g £ G com [|Cg(p)] = p2, entéo
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Capitulo 2. Grupos de Classe Maximal
[{/IfceGJI~"GtCcM N p=-?
Sep =2 por [[7] 111 11.9] G = {a,b) com a2' 1= ee ab= a-1*2n 2ou ab_ a-1" en"do
\{bh\h eG}\ = \{baV\j = 0,1,

Assim tomamos g = h
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Capitulo 3

O NUmero de Dilworth

O numero de Dilworth D(03) de um conjunto parcialmente ordenado 53 é definido

como a maxima cardinalidade possivel de uma anti-cadeia em 53.

Definicdo 3.1. Seja G um grupo.
a) A largura w(G) é definida como o nimero de Dilworth do reticulado £(G), de todos

0s subgrupos de G.
b) A largura normal wn(G) é o ~(~(G)), onde 9t((x) é o reticulado de todos subgrupos

normais de G.

Para melhor elucidar a defini¢do de largura de um grupo, vejamos o0 exemplo a seguir:

Exemplo 3.2. Seja G = C3Bx Css. Aqui temos um grupo abeliano, e assim todo subgrupo
é normal. Consequentemente, £(G) = 9?(G). O diagrama de Hasse desse reticulado pode
ser visualizado a seguir, onde observamos que w(G) = wn(G) = 4. Para ver isto basta
considerar a anti-cadeia 633,(732 x C52,C3 x C5 e C5s.
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G
// \\
/ \
AN AN
/ \
/ O \
/ \/ \
AN N\ N\
\ /
/ \\/ N !
TN AR )Y e
/ / /
2 X c\32: /\’ Cs4
/ / ! AN
C33 W cs3
AR 1N
/ ]
c3 ) ( c®
\ \ /
C3 c5

Podemos observar algumas conclusdes imediatas da largura de um grupo: seja U um

subgrupo de um grupo G ; temos que u;(U) < w(G) e se N é um subgrupo normal de G
entdo w(G/N) < w(G) e wn(G/N) < wn(G).

Lema 3.3. Seja G = Zpax Z¢p onde p e g sdo primos distintos e 1 < a < b. Entéo
w(G) = a+ L

Lema 3.4. Seja p um primo.

(a) Se G é um p-grupo abeliano elementar de posto ¢, entdo w(G) > 1+p+ ... +pc_1.
(b) Se G = Zp x Zpa onde a é um inteiro positivo, entdo w(G) > a(p —1) + 2.

(c) Para qualquer n dado existe somente uma quantidade finita de p-grupos finitos abelianos
e nao ciclicos de largura n.

Demonstracdo, (a) Esse limite inferior dado é igual a quantidade de subgrupos de ordem
p em G. Estes claramente formam uma anti-cadeia.

(b) Se a = 1, segue da parte (a). Podemos entéo considerar a > 2. Um simples argu-
mento de contagem mostra que G contém exatamente p subgrupos ciclicos de ordem pb
paratodo 2 < b< a. De fato, temos que G = ZpxZp = (X, y \Xxp= 1L, ypa—1, Jor,y] = 1).
Um subgrupo ciclico de G é gerado por um unico elemento z = xlyi,0 < i< p—10<
J] < pa—1. Observe que

Vn GN, zn= xmy:in,uma vez que [x,y] = 1,
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Capitulo 3. O Numero de Dilworth

como queremos que a ordem do subgrupo seja pb para b > 2, devemos ter entdo que
[/ =1le ~ 1. Se i = 0 entdo o Unico subgrupo obtido é o Unico subgrupo de Zpa

de ordem phb. Os demais sdo obtidos compondo
X% 1< *<P—1) com*° Mm \ istoé z = xlypa 6pois zpb = xipb.ypa= 1

Portanto os subgrupos de ordem pbsao, precisamente, os gerados por x\ypa h.

Se b é menor que a, exatamente um desses subgrupos de ordem pbesta contido em Gp,
e seja Wi,,!,..., W”p-i os subgrupos restantes. Seja Wa,i, === WQGQP os subgrupos isomorfos
com Zpa e seja W\, ...,W I:P os subgrupos de ordem p de G que nio estdo contidos em

Gp. Afirmamos que o conjunto de todos Wij formam uma anti-cadeia em £(G).

De fato, Wij é ciclico de ordem p1 e conseqlientemente se W/Aj ~ implicai < ke

entdo Wij < (Wk,e)p < Gpcontrariando a escolha de Wij.
Isso mostra que *"(G) >p+ (@—2)(p—1) +p=a(p—1) + 2.

(c) Seja n dado. Temos que existe um c tal que

=1+p+p2+ m+pc~l > n
p*—1>n(p—1)
¢ >Nogp(n{p-I) + 1).
Portanto se G for um p-grupo abeliano elementar de posto c, tal que ¢ > logpMp—i)+i),

temos por (a) que w(G) > n. Assim para que w(G) = n devemos escolher um c, onde

¢ < logP(n(p —1) + 1), o que nos da uma quantidade finita de possibilidades.

Se G for um p-grupo abeliano finito nao ciclico, que néo é abeliano elementar, temos
que
G=Cpo XGZ X .. XV

entdo existe um subgrupo N < G tal que
G/N = Cpx Cpa

Portanto se tomarmos a > temos por (b) que w(G) > n. Assim temos que tomar

a< >0 °lue novamente nos da um numero finito de possibilidades.
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Portanto temos um numero finito de p-grupos abelianos finitos nado ciclicos de largura

n. m

Proposicdo 3.5. Sejam p um primo e G um p-grupo nao-ciclico finito.

(a) Temos que w(G) > p + 1

(b) Se w(G) = p+ 1 entdo ou G ¢é isomorfo ao grupo dos quatérnios de ordem 8 ou
G —Zpx Zp.

Demonstracdo, (a) Como G é nao ciclico, por (1.20) G/$(G) = A<E>GQ)px(<72$ (G ))px
. X KF<I>G)p, com r > 2. Seja N = {g3&(G))p X ... x {gr$(G))p. Entdo temos que
$(G) < N e sabemos também pelo teorema (1.15) que G' < $(G) e portando G' < N.
Tome g GG en GN, temos que

9n9~1=gg”*n*g-1}= nni GN

assim, N<G. Conseqiientemente, G/<i>(G)/iV/I<E>(G) = Zp x Zp. E pelo terceiro teorema
de isomorfismo temos que
G/$(G)/iVI$(G) ==G/N

e portanto G/N = Zp x Zp. Portanto a afirmacado segue do lema anterior.

(b) Se G é um grupo quatérnio generalizado, entdo imediatamente obtemos |G] = 8.
Agora suponha que existe algum grupo ausente em nossa lista e seja G uma copia de
menor ordem possivel. Temos entdo que existe um subgrupo maximal M de G contendo
um subgrupo isomorfo com Zp x TP. Por inducdo temos que M = Zp x Zp e assim G é
de ordem p3.

Entdo podemos observar que se exp(G) = p, entdo w(G) > p2+p + 1 > p + 1. Agora,
0 Lema 3.4 (b) mostra que w(Zpx Zp2) > 2p. Por fim, seja G nao abeliano e de expoente

p2, um argumento analogo ao usado na prova do Lema 3.4 (b) mostra que if(G) > 2p. m

Observemos que para todo p-grupo finito ndo ciclico G , temos wn(G) > tu(G/G"') >
p + 1. A segunda desigualdade e dada por 3.5 (a) e a primeira desigualdade é observada
pelo seguinte fato: sejam 0: G -» G = G /G '(o homomorfismo canénico) e M G G,
assim temos um subgrupo M em G da seguinte forma: M = [g GG ]|9(g) GM}. Tome
mEM ege G, entdao 9{gmg~1) = 9{g)0{m)9{g)~1, como M é normal em G temos que
9(g)6(M)9(g)~l G M, assim gmg_1 G M o que implica que M é normal em G. Donde se
verifica a primeira desigualdade.
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Podemos observar que un(G) = p+ 1se, e somente se, ~(G) consiste de um numero de
diamantes que sao ligados por cadeias (onde por um diamante nds estamos querendo dizer
um reticulado que tem um minimo, um maximo e p + 1 outros elementos intermediarios).
E como ja vimos, G é de classe maximal se, e somente se, 9T(G) consiste de exatamente

um diamante no topo de uma cadeia.

Proposicdo 3.6. Seja G um p-grupo finito de largura normal p + 1. Seja k > 4 um
inteiro.

(@) Sep = 2, entdo G ¢ de classe maximal.

(b) Se G/jk(G) é de classe maximal e k > p, entdo G ¢é de classe maximal.

(c) Se G/7fc(G9 é de classe maximal e k é par, entdo G/~+"G) é de classe maximal.
(d) Se Gf'yk(G) é de classe maximal e se [7/2(G), jk-2(G)\ < 7™+1(G) entdo Gj7™+1(G)
é de classe maximal.

(e) Se Gf'yi(G) ¢é de classe maximal e se G ¢é metabeliano, entdo G é de classe maximal.

Demonstragdo. Pela observacdo acima temos que w,(G) > w(G/G') > p+ 1le, por
hipotese, wn(G) = p + 1, temos que w(G/G') = p + 1 e portanto, pela proposicao
3.5, segue que G/G' = Zp x TV. Assim todos os fatores centrais de G séo abelianos
elementares de posto < 2. Em particular, |G'/73(G)] < p.

Para p = 2 temos que G ¢ de classe maximal [[7]; pag. 339], assim podemos assumir
que p é impar. Se ]G] < pA entdo temos que G ¢é de classe maximal. De fato, se
G tem ordem p2, G é abeliano e portanto de classe 1, se G tem ordem p3 e ndo é
abeliano, entdo c£E(G) > 1, e como |G/G'| = p2e 72(G)/73(G) é ciclico de ordem p
(pela proposicdo 1.3) temos que cE(G) = 2; e se G tem ordem p4, temos também que
IG/G'] = P2e F2(G)/73(G)] = p, portanto se cE(G) = 2 entdo temos que |G| =
I1G/G'] F2(G)/73(G)] = p3, uma contradicdo, assim temos que cE(G) = 3. Assim para o
restante da prova assumimos que |G] > p5.

Para provar (b) e (c), podemos admitir que 7~+1(G) = 1. Suponhamos, por con-
tradicdo, que G nao é de classe maximal. Entdo 7fc(G) = Zp x Zp, e sejam Zq,..., Zp Seus

subgrupos de ordem p. Claramente G /Z 8¢ de classe maximal.
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G G = G/Zi
72(G) 72(G)
73(G) 73(G)
7*(G) 7*(G)
7IcHi(G)=1 Zi=1

Por nossas hipoteses, temos que |G| = pk+2. Assim, |G/Zj] = pk+l. Observemos que, se
k > p temos que k+ 1> p+ 1, e pelo Teorema 2.9 G/Zi nao € excepcional para nenhum
i=0,..p. Agora, se k é par, k + 1 é impar, novamente pelo Teorema 2.9, temos que
G/Zi néo é excepcional. Portanto, seja Gi = C'g(72(G)/74(G)), e escolha s e G\Gi e
Si £ GI\72(G) e seja t = [sifc_is]. Entdo o Lema 2.7 garante que 7fc(G) = (Zi,t) para
todo 0 < i < p. Mas 7fc(G) é o conjunto unido dos Zi e chegamos em 7fc(G) = Z{ para
ao menos um indice i, uma contradicao.

Para provar (d), primeiro mostraremos que G pode ser gerado por dois elementos x e
y tal que [my, y] G74(G). Seja G = (X, z) com x,z £ G. Assim

73(G)ITAG) = ([, z, 2]THG), [x,z, T4(G))

Por hipotese, este grupo é ciclico, e assim podemos assumir sem perda de generalidade
que
[X,2,X] = [X, 2,z "mod"G) (3.1)

Mddulo 74(G) temos as seguintes congruéncias

[x,za,x] = [x, z,x]a= [x, z, 2]“2por 3.1
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[x,za,za] = [x, Z z]02.

ApoOs substituir z por za, temos G = (X, z) e

[X,2,x] = [x,Z" A mod"G). (3.2)

Seja z = xy para algum j/éG . Entdo G = (Xx,y) e temos

Xz, x] =[xy, x]

[X1Z’Z] = [Xuva][Xfy’y]
Isso, junto com 3.2 nos da que

[X,y,y]le t4(G) (3.3)

Agora 7fc(G) é gerado por todos os comutadores ¢ = [X,y,z\,z2, Z k - 2 onde 4 = X
ou 4 = y. Pelas nossas hipéteses e corolario 1.6, podemos re-arranjar os zl e escrever
c = [Xx,y,ty,k-t-29% para qualquer inteiro t. Se t > 1, entdo por (3.3) temos que ¢ E
Tfri(G) = 1, e portanto 7*(G) = ([x,y,k-2x\) é ciclico de ordem p, uma contradicao.

Finalmente a parte (e) segue imediatamente de (d). ]

Para finalizar este capitulo exibiremos um exemplo de um p-grupo que tem largura
normal p + 1 mas que néo é de classe maximal.

Exemplo 3.7. [3] Seja p um primo, p > 5, e seja G um grupo livre de expoente p e classe
3 nos geradores livres x ey. Entdo 72(G)/73(G) = ([x,y]73(G)) é ciclico de ordem p e
73(G) = ([X, ¥, x], [x, ¥, YN) = Z(G) é abeliano elementar de ordem p2. Assim |G] = p5.

Agora determinaremos o0s subgrupos normais de G. Seja N < G com \\\ = pa. Se
a= lentdo N < Z(G) e assim existem p+ 1subgrupos N. Sea= 3entdo N = G', com
isso G possui exatamente p + 1 subgrupos de indice p. Finalmente se a = 2, suponha
por contradicdo que N ~ 73(G). Temos N < Z2{G) = G' e assim Nryz(G)/73(G) =
G '/73(G). Consequentemente [x,y\ = nz para algum n E N e z 6 73(G). Isso implica
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que [X, ¥y, X\ = [nz, x] = [n,x] £ N e analogamente obtemos [X, y, y] € ./, uma contradicao.
Assim 73(G) é o Uunico subgrupo normal de ordem p2em G . Isso mostra que wn(G) = p+ 1

Mas claramente, G né&o é de classe maximal.

Os grupos que tém largura normal p+ 1, como no exemplo anterior, serdo chamados de

grupos delgados. Na préxima secdo estabeleceremos alguns resultados para tais grupos.
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p-Grupos Metabelianos Delgados

Nessa secdo trataremos os p-grupos delgados; daqui para frente, sempre que falarmos

em um grupo G , estaremos nos referindo a um p-grupo finito.

No capitulo 3 falamos sobre o nimero de Dilworth, aqui estaremos trabalhando os
grupos onde toda anti-cadeia em 9t(G) contém no maximo p + 1 elementos, ou seja,

grupos que tém largura normal p+ 1.

Um exemplo do diagrama do reticulado dos subgrupos normais de um p-grupo delgado
¢ dado logo abaixo:
G
72(G)
73(G)

74(G)

75(G)

7¢c-2(G)
Tc- i (G)

7c(G)
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onde cada diamante no reticulado acima tem p + 1 elementos.
Ao longo desta secdo mostraremos o0s seguintes resultados:

Teorema 4.1. Seja G um p-grupo metabeliano delgado. Ent&o

(a) 7p+i(G) é ciclico, e 7p+2(G) = 1.

(b) 91(G) consiste de um diamante no topo, seguido por uma cadeia de comprimento 1,
no maximo p —2 diamantes, mais um possivel outra cadeia de comprimento 1.

O Teorema acima nos da imediatamente que:

Corolario 4.2. Para todo primo p, existe somente um quantidade finita de p-grupos
metabelianos delgados.

Teorema 4.3.
(a) Um p-grupo metabeliano G ¢é delgado se, e somente se, G/"fs(G) é delgado.
(b) Um p-grupo metabeliano G com G/G' abeliano elementar de ordem p2 o qual é de
classe 4 6 ordem p7 (maxima possivel) é delgado se, e somente se, os geradores a, b podem
ser escolhidos tal que

[a, b, a al = [a b b, blk,

onde k ndo é um quadrado moédulo p.

4.1 p-Grupos Delgados

Um grupo sera considerado delgado quando toda anti-cadeia no reticulado dos subgru-
pos normais tiver no maximo p + 1 elementos. Observe que os grupos de classe maximal
satisfazem isso, mas tais grupos ja foram bem estudados, por exemplo em [[7] IIl]. Por-

tanto definimos um grupo delgado excluindo a classe dos grupos de classe maximal.

Defini¢cdo 4.4. Um p-grupo néo ciclico G ¢é delgado se as duas condigdes seguintes sdo
satisfeitas:
(i) toda anti-cadeia em ~(G) contém no maximo p + 1 elementos, e

(ii) G n&o é de classe maximal.

Relembremos agora um conhecido resultado de Meier-Wunderli [12]:
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Lema 4.5. Um grupo 2-gerado metabeliano de expoente um primo p tem classe de nilpotén-
cia no maximo p—1. Em outras palavras, se G é ump-grupo 2-gerado metabeliano, entao
G ?> 1p{G).

Lema 4.6. Seja G um p-grupo. Se G/-yi+\(G) tem expoentep, paral < i < p—1, entdo
'f(G)/jj+i(G) tem expoente p.

Demonstracdo. Em [[7], 2.3(b)] mostra o caso i = 1; 0 caso i = 2 foi demonstrado em
(10].

Usaremos induc¢do sobre i, e entdo sobre j. Para i = 1,2, sabemos que o resultado
é verdadeiro. Suponha por contradicdo que g G 7j(G) tal que gp £ 7j+i(G). Entéo g
€ um produto de comutadores de peso j e maior. Agora pelo processo de coleta de P.
Hall mostramos, com nossa hipdtese de inducdo sobre i, que ndés podemos assumir que
g = [u,v] é ele mesmo um comutador de peso peso j. Aplicando novamente 0 processo,
nos podemos escrever [u,v]p = [upV\P\P2, onde P\ é o produto de p-ésimas poténcias de
comutadores de peso maior que j, e P2 é o produto de comutadores de peso no minimo
j + i. Assim, P2 € 7j+j(G), e novamente por nossa hipétese de inducdo sobre i, temos
também que P\ 6 7J+7(G). Finalmente, nossa hipotese de inducdo sobre j mostra que
mp, U] G7j+i(G), a assim gp € 7j+i(G), uma contradicao. |

Lema 4.7. Seja G um p-grupo finito, com p primo.

(i) G é delgado ou de classe maximal se, e somente se, 0 comprimento maximo de uma
anti-cadeia no reticulado dos subgrupos normais é p + |I.

(ii) Se G ¢é delgado e N é um subgrupo normal de G, entdo N é um termo da série
central inferior de G se, e somente se, N é o Unico subgrupo normal desta ordem.

(iiij Se G é um grupo metabeliano delgado, entdo 73(C?)/74(G) n&o é ciclico.

(iv) Se G ¢ delgado, entdo |G] > ph, clI(G) >2 e G/"${G) tem expoente p.

4.2 Séries Centrais e Centralizadores

Apresentaremos nesta se¢do alguns resultados sobre p-grupos delgados que como ve-

remos sao similares as propriedades dos p-grupos de classe maximal.

Lema 4.8. Seja G um p-grupo delgado. Seja h 6 7*(G) —ji+i(G). Entdo 7i+\{G) =
[h, G\ii+2{G).
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Demonstracao. Podemos assumir 7j+2(G) = 1. Temos que [h, G] < 7j+i(G), pela
definicdo de 7i+i(G). Temos que mostrar agora que 7;+i(G) = [h,G]. Assuma por
contradicdo que H = [h, G] < 7i+1(G) (com o simbolo < queremos dizer que H esta

estritamente contido em 7j+1(G)). Temos que H< G, umavez que H < ™ (G) < Z(G).

SejaG = G/H. Tome h G Z(G) (onde h é aclasse lateral hH) e sejag G 7i+i(G) —H\
entdo temos que
g? lez(G) > (g,h) = K.

Pelo Lema 4.7 (iv) temos que G /73(G) tem expoente p e pelo Lema 4.6 fazendo i = 2
ej = i obtemos que 7j(G)/7i+2(Cr) tem expoente p, mas 7j+2(G) = 1, portanto temos
que 7i(G) tem expoente p. Como h G 7i(G) eg G 7i+1(G) < 7i(G), temos que h e g
tém expoente p e portanto K tem expoente p. Assim K ¢é abeliano elementar, \K\ = p2 e
todo subgrupo de K de ordem p é normal em G. Assim temos p + 1 subgrupos normais
em G de ordem p. Como G ¢é delgado temos que Fi+i(G)/7j+2(G)] < p2,ecomo H ~ 1
e por hipdtese H < 7i+1(G) temos que Ji+i(G)] = p2. Sejam Z0, Z\,..., Zp os subgrupos
de G de ordem p e 9 o homomorfismo canénico de G em G. Como ZXtem ordem p, com
k=0,1,2,..,ptemos que Zk = (zH), onde z £ H, ou seja, Zk= {H, zH, z2H, ...,z H }.

Afirmacao: 9™ (ZK) = (z,h), onde z,h G G, H = (h) e Zk = {zH). E portanto
\91(ZK\ = \(z,h)\=p2.

De fato, tome g G 9~1(Zk), onde 9~1(Zk) — {g G G\9(g) G Zk}, temos entdo que
9(g) = zIH o que implica que g = z%?, com %= 0,1, ....p—1ej = 0,1, ...,p —1 donde
podemos concluir que g G (z,h) e portanto 9~1(Zk) ¢ (z,h). Por outro lado, tome
w G (z,h), entdo temos que w = z%K Mas temos que 9(w) = wH = z%?H = zIH e
portanto 9(w) G Zk o que implica que w G 9~1(Zk), donde segue que (z,h) ¢ 971 (ZK).
Portanto 9~1(Zk) = (z,h), donde segue que \9~(ZK\ = \(z,h)\ = p2.

Portanto as pré-imagens dos Zk, k = 1,2,...,p —1, sdo p + 1 subgrupos de ordem
Fi+i(G)] em G, o que é um absurdo pois contraria o fato de G ser delgado e ter somente
um subgrupo normal de ordem Fi+1(G)], Lema 4.7(ii). ]

Corolario 4.9. As séries centrais inferior e superior de um p-grupo delgado coincidem.

Demonstracéo. Faremos inducgdo sobre a classe ¢ de G . Assim, basta mostrar que
Z(G) = 7¢(G). Como G é delgado temos que |74 G)| < p2. Suponhamos primeiramente
que Fc(G)] =p2- Temos que 7G) < Z(G), supondo 70 G) < Z(G) teriamos \Z(G)\ >
p3, mas como todo subgrupo de Z(G) é normal em G , teriamos uma anti-cadeia com mais
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de p + 1 elementos, contrariando o fato de que G ¢ delgado. Podemos assumir também
[f[c(G)] = pe por contradicdo supor que 74G) < Z(6).

Temos pelo Lema 4.7(ii) que Z(G) < 7c¢-1(G). Entdoseg G Z(G) —7c(G), tal que
g G7c_i(G), pelo Lema 4.8 7dG) = [g, G] = 1. Contradicéao. [

Como vimos no capitulo 2, Lema 2.12, os p-grupos de classe maximal sdo caracterizados
por possuirem um elemento cujo centralizador tem ordem p2. Uma tentativa parecida para
caracterizar os p-grupos delgados como grupos que tém um elemento cujo centralizador
tem ordem p3 falha. Pois como veremos no exemplo a seguir, um grupo pode possuir um
elemento cujo centralizador tem ordem p3 sem necessariamente ser delgado.

Exemplo 4.10. Seja G = (a,b |]ab= b5 = [ba,a,al = 1,75(G) = 1).

Onde Z(G) = 74(G) = {[b, & a, b, [b, a, b, &), o centralizador de bé (b, Z(G)) de ordem
53, mais G nao é delgado, pois o subgrupo ([6, a, o], [6, a, a,b]) é normal de ordem 52, mas
ele é diferente de 74(G), contrariando assim 4.7(ii).

Contudo, podemos caracterizar os p-grupos metabelianos delgados como grupos onde
a ordem do centralizador de qualquer elemento j G G - G' é p3. O teorema a seguir
mostra a primeira parte dessa caracterizacdo sem a necessidade do grupo ser metabeliano,

mas para provar sua reciproca precisamos adicionar a hipdtese do grupo ser metabeliano.

Teorema 4.11. Seja G ump-grupo nao-abeliano. Se \Ca(g)\ = p3, paratodog G G—G .
Entdo G é delgado.

Demonstracdo. Seja G um contra-exemplo minimo. Dividimos a demonstracdo em trés
passos.

Passo 1: cl(G) > 3

Se G tem classe 2, temos que G' < Z(G); se z G Z(G) —G"', Cq(z) = G, e
IGl = p3, e portanto teriamos G = -~(G), entdo G é abeliano, contradicdo. De modo
que G' = Z(G).

Usaremos agora um resultado de [1] ou [7]: se G € um p-grupo de classe 2, tal que
paratodog G G —G ', temos [g, G] = G ', entdo G /G 1é abeliano elementar de posto par.
De fato nossas hipoteses dao que |G| = p ou |G| = p2, pois, como G néo é abeliano
existe pelo menos um g G G tal que g £ Z(G) e entdo temos que Z(G) < Cg(™) e
como |Cg()1 = P3 entdo |Z(G)] < p2. Se |G| = p, por G' = Z(G) podemos aplicar
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0 resultado acima, pois tomando g E G —G"', |, G]] > 1 e como [g,G] < G' obtemos
qgue |[p,G]l = p; mas neste caso [G : Cg(<?)] = pparag E G —G' e |G| = p4, uma
contradicao.

Se |G| = p2, por nossas hipoteses e Proposi¢do 1.18, G é um grupo especial. De
fato, temos que G nao é abeliano, portanto para que ele seja especial ele deve ter classe
2e G' = Z{G) = $(G) é abeliano elementar. J4 temos que G é de classe 2 e que
G' = Z(G), falta mostrar que $(G) = G' e que é abeliano elementar. Observe que G
nao pode conter um subgrupo abeliano de ordem maior ou igual a p4, pois caso contrario,
poderiamos tomar um elemento g nesse subgrupo e fora de G ' e teriamos |C'g(p)] > p4,
0 que ndo pode acontecer. Assim se H é um subgrupo abeliano de G, entdo \H\ < P3,
e portanto \H/Z(G)\ < p. Entao pela Proposicao 1.18 temos que G/Z(G) € abeliano
elementar o que implica que Vg E G, gp E G;, assim pelo Teorema 1.16 temos que
<£>(G) = G'. Agora para mostrar que Z(G) é abeliano elementar basta mostrar que
exp(Z(G)) = p. Dado qualquer elemento [x,y\ E G' temos que [X,y]p = [Xp,y\ pois
ci{G) = 2, e como ja vimos que xp E G' = Z(G) temos que [x,¥]lp = [xp,y] = 1
Portanto Z(G) é abeliano elementar. Observemos agora que |G/Z(G)| > p2, pois caso
contrario teriamos que G é abeliano, assim existem x,y E G —G', tal que [g,x] / le
[9,y]/ 1,como [g,X] e [0, Y] E [g,G] e cada um deles tém ordem p temos que [g, G] > p2
e [0,G] ¢ G'entdo [gG] = G'. Portanto p2= \[gG\ = |G:Cg"™] = I1G: (9) Z(G)],
de modo que |G] < p5. Se |G| = p5 podemos aplicar novamente o resultado enunciado
acima, obtendo uma contradicdo; se |G] = p4, entdo G ¢ 2-gerado e pela Proposi¢ao 1.3

G' = Z(G) é ciclico, novamente uma contradicdo. Assim G deve ter classe no minimo 3.

Passo 2. Se M,N <G, M/ 1, M=p, N <jc(G) e N ™ M, entdo W = p; e tal
M sempre existe.

Por inducdo G/N é delgado ou de classe maximal, pois

|ICa/>(9iv)| < |Cg(9)l

Para mostrar que \M\ = p procedemos por contradicdo, e podemos assumir que \IW\ =
p2. Uma vez que M fl Z(G) / 1, temos que Cq(M) é maximal. Pois caso contrario,
se Cq(M) nado é maximal, existe um subgrupo maximal H de G tal que Cq(M) < H.
Assim tome h E H —G'. Temos que \Cn(h)\ = \Mfl Z(G)] IXI \(h\ = p3. Mas H néo
¢ delgado pois M < H e N < H e assim existe uma anti-cadeia de largura maior do

que p + 1, o que contraria a minimalidade de G. Assim, sejag E Cq(M) —G"'; entao
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MN < Coig), pois M < Cg(¢) e N < Z(G). Temos \MN\ = p3, assim MN =
conseqientemente g GMN < Z2(G) e gN G Z2(G/N). Como G/N ¢é ou delgado ou de
classe maximal, temos Z2(G/N) < G'/N e g G G', uma contradicdo. Uma vez que G

nao é delgado, tal M deve existir.
Passo 3: Concluséo

NoOs agora temos que Z(G) = MN e existe h G 7c_i(G) — (7c_i(G) n Z(G)). Se
7¢(G) = iV, nds teriamos que Cc,{h) é maximal, e (h) Z(G) centralizaria algum g G
Cg(/i) —G'; uma vez que \(h) Z(G)] = p3, (h) Z(G) < 7c_i(G)Z(G), poderiamos encon-
trar uma contradicdo como no Passo 2. Assim N < 7G). Uma vez que 70dG) < Z(G)

temos 7¢(G) = NM. Portanto G ¢é delgado, uma contradicéo. |

4.3 p-Grupos Metabelianos Delgados

Lema 4.12. Seja G um p-grupo metabeliano delgado. Assuma que 7i(Ct)/7i+i((j) é
ciclico, para algum %> 4. Entéo 7i(G) é uma imagem epimodrfica de G".

Demonstracdo. Usando as técnicas de anéis apresentadas no capitulo 1, temos que G ' é
um A-modulo ciclico fiel. Mostraremos que, com nossas hipoteses, 7i(G) é também um
yl-moédulo ciclico, pois 7i+i(G) é seu unico submoédulo maximal. Como 7i(G)/7i+i(G) é
ciclico, temos que 7i(G) = (h,7i+i(G)), onde 7j(G)/7i+i(G) = (Iryi+i(G)).

Afirmacao: Se um A-mddulo M finitamente gerado contém um Unico submdédulo maxi-

mal N entdo qualquer elemento de N pode ser retirado do conjunto gerador.

De fato, seja C = {xi,x2,...xn,y} um conjunto gerador de M onde y G N. Suponha
por contradicdo que C' = {x\, X2, ..., xn} nado gere M, entdo C1gera um submaodulo préprio
contido ou igual a N. Como y G N temos que C gera um submddulo préprio de M, o

gue é uma contradicdo. Portanto C' gera M como um A-mddulo.

Portanto, qualquer elemento de 7i+i(G) pode ser omitido do conjunto gerador de
7i(G), e assim podemos concluir que 7i(G) = (h) . Assim 7i(G) é uma imagem epimorfica
de G' (como um A-mddulo). [

Uma conseqliéncia do Lema anterior é o seguinte Corolario:
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Corolario 4.13. Seja G um p-grupo metabeliano delgado, e seja ~(G)/7i+i(G) ciclico,
para algum i > 4. Entdo 7i+i(G) = 1, de modo que c£(G) < i.

Demonstracdo. Seja N < G tal que [N : 7i(G)] = p. Temos que N é um A-moédulo
ciclico, pois 7i(G) é seu Unico submddulo maximal. Portanto N é uma imagem epimorfica
de G'; e uma vez que 73(G)/74(G) nao é ciclico, temos que 7i+i(G) = 1. De fato, temos
gue existe um homomorfismo @ do A-moédulo G ' sobre o A-mddulo ciclico N. O nucleo
desse homomorfismo é um A-submodulo de G ', que é, um subgrupo normal de G contido
em G'. Se este nlcleo estiver contido em 74(G), entdo os p + 1 subgrupos normais (A-
submaédulos) intermediarios entre 73(G) e 74(G) sado aplicados emp+1 subgrupos normais
(A-submoaddulos) com a mesma ordem de ”M1(G). Mas isso contraria o fato do grupo ser
delgado (Lema 4.7 (ii)). De modo que o nucleo deve ser um dos subgrupos intermediarios
acima, e esta imagem (que é {1}) é 7j+i(G). |

Assim todos os fatores centrais inferiores (e superiores) de um p-grupo metabeliano
delgado tém ordem p2, exceto possivelmente 72(G )/73(G) e 7ci(g)(G).

Entdo o reticulado dos subgrupos normais de um p-grupo metabeliano delgado seria
dado por um dos seguintes tipos abaixo.

G G
72(G) 72(G)
73(G) 73(G)
74(G) 74(G)
75(G) 75(G)

7d(G)-i (G) 7¢*(G)-i(G)
7¢<(G)(G) 7¢/(G)(G)

1 1
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Lema 4.14. Seja G um p-grupo metabeliano delgado, e seja g G G —72(G). Assuma
gue gp € 7%(G) —Ni+i{G). Entdo 7i+i(G) é ciclico e cE(G) < i+ 1

Demonstracao. Pelo Lema 4.8, temos que [gp,G]7j+2(G) = 7i+1(G). Trabalhando
modulo 7j+2(G), temos que:

\p, G] = ([gp,g\ [gp, h]) = ([gp, h})

onde escolhemos h e G —7i(G) tal que (g, h) = G. O limite sobre a classe é uma

consequéncia imediata do Corolario 4.13. [

Teorema 4.15. Seja G um p-grupo metabeliano delgado. Entdo c£(G) < p+ 1 G@R= 1,
72(G)p < 7ci(G(G9 e{G)p= 1

Demonstragao. Sejci £ o0 mctior inteiro tal cjue G™ ™ ANCjr). Pglo LOmci 4.7(iv) ,£>3.
Além disso, se Gp < 7p(G), entdo pelo resultado de Meier-Wunderli (Lema 4.5) Gp =
7p(G), de modo que £ < p.

Como G /ti(G) tem expoente p, podemos aplicar o Lema 4.6 para obter que 72(G )/7*+i(G)
e 73(G)/7<+2(G) tém expoente p, de modo que 72(G)P < 7™ (G) e 73(G)P < 7<+2(G).
Conseqlientemente existe um elemento g € G —72(G) com gpe 7*(G) —7™L(G). Pelo
Lema 4.14, 742(G) = 1, eaclasse de G ou é £ou £+ 1 [

Agora podemos demonstrar a reciproca do Teorema 4.11 no caso de grupos metabelianos:

Teorema 4.16. Seja G um grupo metabeliano delgado e g 6 G —G'. Entdo \Cc(g)\ =
P3.

Demonstracdo. Sejaae G —G', e escolha um elemento be G de modo que G = (a, b).
Temos que Cg'(a) = Cg(@ n G' e portanto (a) Cg'(a) = (a) (Cg(a) n G') e pela lei
modular (Lema 1.19) temos (a)Cc'(a) = Cg(o) HG'(a). Mas podemos observar que
G ' (a) € um subgrupo maximal contendo (a). E como G é nilpotente temos que Cg (a)
€ subnormal, e portanto existe uma sequéncia Cg(a) <ti <..<Hm<G. Mas como G'
nao contém (a) e por outro lado (a) C Cg(a) temos que a sequéncia acima se reduz
Cg (o) <Hi <G, onde H\ é um subgrupo maximal de G. Mas G'(a) €0 Unico subgrupo
maximal de G contendo (a). Portanto temos que Cg(a) C G'(a). Assim obtemos
Cg(a) = Cg'{a) (a). Além disso, Cg'(a) é normal em G, pois as acbes de a e bsobre G
comutam por conjugagao.
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Agora, se Cg'(a) < Z(G), entdo Cg'(a) = Z(G). Se \Z{G) \= p, temos que:
IGE)] = 1@] \G'(a)\=p2

assim pelo Lema 2.12 temos que G ¢é de classe maximal. Contradicao.

Por outro lado temos que, se Cg'(o) néo estid contido em Z(G), entdo pelo Lema
48 Cqg'(a) < Z2(G) e Z(G) é ciclico. De fato, suponha que Z2(G) < Cg'(a). Entéo
existe g GCqg'(o) —Z2(G) e pelo Lema 4.8 temos que Z2(G) = [g, G]Z(G). Trabalhando
modulo Z(G) temos que

Z2(G) = B,G] = (b, a], [5,6]) = (<. 0])

e portanto Z2{G)/Z(G) éciclico. Contradicao, pois G é delgado. Assim Cg'(0) < Z2(G).

Portanto, tome g G Cg'(a) —Z(G), novamente pelo Lema 4.8 temos que Z(G) =
[0, G] = ([#£>]). Assim obtemos que Z(G) é ciclico.

Assuma por contradi¢cdo que Cg'(o) = Z2(G) de ordem p3. Uma vez que [Z2(G), b] <
Z(G), e \Z(G)\ = p, existe um elemento u G Z2(G) —Z(G) o qual é centralizado por 0,
de modo que u G Z(G), uma contradi¢gdo. Portanto, |Cg'(°) = P2\e consequentemente
|CG(a)]=p3. [

Podemos agora provar o Teorema 4.3. Primeiramente, se G é delgado, seus grupos
fatores ou sdo delgados ou de classe maximal.

Observamos também que em um p-grupo metabeliano delgado, nés temos, por resul-
tados anteriores que
IGl = |G/72(G)]. |72(G)/73(G)]. | 71(G)/7i+1 . |7pH(G)] < p2.p.{p2)v—2-P = p2p-
Exemplo 4.17. Um exemplo de um 3-grupo onde esta cota é realmente atingida, ou seja,
um grupo metabeliano delgado de ordem 36, é dado a seguir.

Seja G um grupo com a seguinte apresentacao:

G =(a,b |a3=m3=[a,6bb=[abaa=1[aba6=][abahbo=1[aba,bhb=1,
[a, &a, b = [a b b al]).
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Este grupo é metabeliano delgado de classe 4 e ordem 36. Esses resultados foram veri-

ficados utilizando o programa GAP [5]. O algoritmo utilizado para fazer estas verificacdes

foi o seguinte:

Entrando com a apresentacdo do

f:=FreeGroup("a", "b");
r:=[f.13, f.23,

Iterated([f.1, f.2, f.1, f.I],
Iterated([f.1, f.2, f.2, f.2],
Iterated([f.1, f.2, f.I, f.2],
Iterated([f.I, f.2, f.l, f.2,
Iterated([f.1, f.2, f.I, f.2,
Iterated([f.1, f.2, f.I, f.2],

g:=f/r;

f.17,
f.2],

grupo:

Comm),

Comm),

Comm)3,

Comm),

Comm),
Comm)/lterated([f.1, f.2, f.2,

f.l1], Comm)]

Para verificar se o grupo é delgado, mostraremos que: G/G"' & Z3x 23, G'/73(G) ~
23, 73(G)/74(G) % Z23x23e74(G) & Z3. Para fazer tais verificacbes no GAP, utilizamos

0 seguinte procedimento:

gap> IsElementaryAbeliand [2]) ;

true
gap> Abelianlvariants(g);
B 3]

gap> Abelianlnvariants(1[2]/1 [3]);

[3]

gap> Abelianlnvariants(1[3]/1[4]);

B 3]
gap> Abelianlnvariants(1[4]);

[3]
onde I[i]=7i(G).

Com isso, podemos exibir o reticulado dos subgrupos normais deste grupo, como a

seqguir:
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72(G)

73(G)

74(G)

Este reticulado também pode ser construido utilizando uma ferramenta do GAP,

chamada xgap, através do procedimento:

Executar dentro do ambiente xgap:

gap> g :=Image (EpimorphismPGroup (g,3) ) ;(transformar um grupo finitamente apresen-
tado em policiclico)

gap> s:=GraphicSubgroupLattice(g);(cria o reticulado do grupo)

gap> MenuSelected(4,2,17);(marca o0s grupos normais de g)

Seja agora G = (a, b) um p-grupo delgado de classe 4 e ordem p7. Todo grupo 2-
gerado com Gp < 74(G) é um quociente de um grupo F com as mesmas propriedades, e

li{F)/"~{F) abeliano elementar de posto 3, como construido no capitulo 1

Usando a teoria de anéis descrita no capitulo 1, deve haver uma identidade néao trivial
da forma
axX2+ PXY +7y2=0 (4.2)

em A. lIsso decorre do fato que 74(G) = cl2 e que 74(G) = Zp x Zp. Assim, como cX?2,
cXY ecY2e 74(G) e como vimos acima 74(G) tem posto 2, existem a,/5 e 7 tais que
aX2+ (3XY + 7Y2 = 0. Mudando os geradores de G de modo que a mudanca de base
sobre G/G"' é dada por um elemento de SL(2,p), o lado esquerdo de (4.1) é transformado
correspondentemente como uma forma quadratica em X, Y. Conseqlientemente, se a forma
tem um vetor isotrépico, podemos escolher geradores de modo que em (4.1) temos que
XY = 0. Mas assim (X,X2) e l2 = (X2,Y2) sédo dois submédulos distintos de ordem

igual a I74(G) |, e portanto G nao é delgado.
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Portanto, podemos admitir que a forma quadratica é anisotropica. Logo, pode ser
colocada na forma X 2—k Y 2, onde k ndo € um quadrado moédulo p. Portanto, cX2 —ckY2

e assim, [a, b, a a = [a b b blh.

Agora, se G = (a, b) é um grupo metabeliano e no anel associado A, vale a relacao
X2- kY2e 13, (4.2)

onde k ndo é um quadrado médulo p, entdo G é delgado. De fato, seja ¢ a classe de G, de
modo que 7C 1 = 0. Entdo claramente lc~2= (XY GC3, Yc~2) ™~ 0 é de posto no maximo
2, pois, todas as poténcias pares de X pode ser reescritas em termos de Y de acordo com
(4.2). Nés mostraremos que qualquer A-submddulo N de G' ou contém, ou esta contido

em 1°~2. Inducédo sobre ¢ dard que G é delgado.

Portanto assuma que o submédulo N n&o estd contido em 7C 2, de modo que em N
existe um elemento congruente a aX Y I~-3+ fiYI~2 médulo P -1 para algum i < ¢, onde
a, (3 ndo sdo ambos zero. Multiplicando por XY c~I~I e Y c~% temos que N contém

aX2Yc 4+ pXYc~3= (5XYCc-3+ kaYc~2 e aXYc~3+ (3YC2

Agora P2—kaz2 desaparece somente paraa = (3= 0, pois k ndo é um quadrado médulo

p, de forma que estes dois elementos geram 1°~2, como queriamos. [ ]
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