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Resumo

Nesta dissertação serão estudas as propriedades dinâmicas entre matéria e antimáteria, especifi-

camente para o sistema hélio-antihidrogênio, tais propriedades foram calculadas utilizando a curva de

energia potencial obtida por Strasburger et al (2002, Phys. Rev. Lett. 88(16) 163201). Com esse intuito

a equação de Schrödinger nuclear para este sistema foi resolvida numericamente e as suas soluções

combinadas com soluções da equação da energia rovibracional para sistemas diatômicos. Desta forma

foram calculadas pela primeira vez na literatura as constantes espectroscópicas ωe, ωexe, ωeye, αe e

γe. Utilizou - se quatro formas analı́ticas para representar o potencial efetivo: Rydberg, Rydberg defor-

mada, polinômio em coordenadas Bond Order e Bond Ordem deformado, todos os potenciais são de

sexto grau. Foram ajustadas com boa precisão as curvas ab initio, bem como obtivemos valores muito

próximos para as constantes espectroscópicas, independentemente da função utilizada. Observou-se

que o sistema hélio-antihidrogênio possui apenas um único nı́vel de vibração (ν = 0), com três nı́veis

rovibracionais (J = 0, 1 e 2) para todas as formas analı́ticas empregadas no trabalho, indicando que

existe uma ligação extremamente fraca que, portanto, só faz sentido essa ligação em temperaturas

muito baixas. É importante destacar que essas propriedades foram calculadas pela primeira vez na

literatura e podem servir de comparação com estudos experimentais futuros acerca das propriedades

espectroscópicas para o sistema diatômico hélio-antihidrogênio.

Palavras-chave: Hélio, Antihidrogênio, Curva de energia Potencial, Constantes Espectroscópicas,

DVR.
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Abstract

The matter and antimatter properties of helium with antihydrogen were investigated within Born-

Oppenheimer approximation using the potential energy curva calculated by Strasburger et al (2002,

Phys. Rev. Lett. 88(16) 163201). We have solved the nuclear Schrödinger equation for this system,

combined the solutions with a diatomic rovibrational energy equation and determined for the first time,

the spectroscopic constants and rovibrational energies as well. Namely, we have evaluated ωe, ωexe,

ωeye, αe and γe. We used four different analytical forms to represent the effective potential: Rydberg,

deformed Rydberg, Bond Order polynomial and deformed Bond Order. We fitted the ab initio curves

accuratelly and the spectroscopic constants values are very close independently of the function used.

We found that helium-antihidrogen system has only one bound vibration level(ν = 0) with three rotational

levels (j = 0, 1 and 2) for all analytical forms, indicating extremely weak binding and existence would be

reasonable only at very low temperatures.

Keywords: Helium, Antihydrogen, Potential Energy Curve, Spectroscopic Constantes, DVR.
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Capı́tulo 1

Introdução

A produção artificial de antimáteria no CERN [1] e Fermilab [2] no final da década de 1990 atraiu

de forma sistemática o interesse da comunidade cientı́fica com o intuito de buscar compreender sua

natureza ainda misteriosa. A sı́ntese de átomos de antihidrogênio [3] em 2002 foi uma experiência que

permitiu aos cientistas investigarem de forma mais profunda a interação entre matéria e antimatéria,

sendo esse tema de interesse atual especialmente no que diz respeito ao estudo das diferenças entre

ambas, e porque matéria é tão mais abundante na natureza do que a antimatéria. O sistema formado

por antimatéria mais simples, analogamente aos átomos que estamos habituados a estudar é o átomo

de anti-hidrogênio nos anos recentes muito progresso tem ocorrido nas pesquisas destes sistemas em

regimes ultrafinos, como a primeira demonstração de confinamento de anti-hidrogênio em armadilhas

magnéticas [4] e a sı́ntese destes átomos usando a técnica cusp trap [5]. A estrutura do anti-hidrogênio

é pictoricamente representada na Figura 1.1, em que o núcleo do sistema possui carga negativa, sendo

denominado de antipróton e no lugar do elétron há um pósitron (detém a massa do elétron porém com

carga positiva).

Figura 1.1: Comparação entre a estrutura do átomo de hidrogênio usual e seu correspondente formado
por antipartı́culas, anti-hidrogênio.

Os átomos de anti-hidrogênio são formados em estados de Rydberg bastante elevados e, uma vez

sintetizados eram ionizados ou aniquilados contra as paredes do recipiente no experimento em escalas

de tempo menores que o necessário para que estes átomos relaxassem do estado de Rydberg para
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estados mais baixos em que pudessem pemanecer ligados [6]. Este quadro tem se modificado com

recentes avanços do ALPHA collaboration reportando o confinamento de átomos de anti-hidrogênio

por mais de 1000 segundos e indicando que a maioria dos átomos confinados alcançavam o estado

fundamental [7].

O modelo padrão da fı́sica de partı́culas prevê que o anti-hidrogênio deve ter os mesmos nı́veis de

energia que o hidrogênio, sendo que, essa hipótese basea-se em postulados do Teorema CPT(”conjunção

de carga”, ”paridade”e ”inversão de tempo”) [8]. A quebra da teoria CPT está sendo amplamente es-

tudada [9] [10]. Estudos como o de Hori et al [11] bem como os de Kobayashiet al [12] no campo

da espectroscopia são realizados de forma intensa para verificar quebra de simetria do teorema CPT,

isto é, realizar medidas espectroscópicas comparando o anti-hidrogênio com o hidrogênio. Portanto,

observa - se claramente a importância das previsões espectroscópicas em estudos teóricos acerca da

interação entre matéria e antimatéria que busquem auxiliar na interpretação das medidas experimetais.

Em um trabalho realizado por Strasburger e Chojnacki [13], foi determinado um conjunto de energias

eletrônicas para diferentes distâncias internucleares em um conjunto de interações entre um átomo de

antihidrogênio (H) com hélio no estado fundamental utilizando a aproximação de Born-Oppenheimer.

Levando em consideração a simetria do sistema átomo-antiátomo, bem como os fatores que influenciam

a interação neste sistema, usou-se a teoria da perturbação nos estudos realizados pelos autores, pois é

uma teoria aplicanda nestes sistemas deste à dêcada de 70 [14].Os autores utilizaram um Hamiltoniano

com perturbação de primeira ordem, na seguinte forma:

Ĥ = Ĥ(0) + λV̂ . (1.1)

A equação (1.1) mostra o termo Ĥ(0), que denota o Hamiltoniano não perturbado, e V̂ representa

o termo de perturbação, usado para corrigir a energia de correlação do sistema (Ecorr), que contêm

todas as interações interatômicas, tal que:

Ĥ(0) = ĤA + ĤB . (1.2)

O potencial de perturbação é completamente explicitado com as seguintes condições; A representa

o átomo, B representa o anti-átomo, NA denota o número de elétrons e NB representa o número de

pósitrons. Então o potencial é dado como:

V̂ =
ZAZB
R

−
NA∑
i=1

ZB
riB

+

NB∑
j=1

ZA
rjA
−

NA∑
i=1

NB∑
j=1

1

rij
, (1.3)

em que ZA e ZB são as cargas do sistema. Na representação do potencial foram utilizadas unidades

atômicas.

A energia total do sistema terá a forma:

E = E(0) + λE(1). (1.4)

A energia não perturbada E(0) é soma das energias átomicas, essa correção é relativa as proprie-
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dades dos átomos isolados. A correção de primeira ordem(E(1)) é dada como, E(1) = 〈ψ(0)|V̂ |ψ(0)〉,

podendo ser facilmente obtida com as funções de onda dos átomos isolados, ψA e ψB . A função de

onda não perturbada não necessita de antissimetrizaçao já que as espécies são distinguivéis. Assim a

componente de troca E(1) não estará presente neste tipo de sistema, sendo semelhante ao produto de

Hartree.

A função de onda empregada por Strasburger e Chojnacki no trabalho é composta por partı́culas le-

ves, que denotam uma combinação linear de funções gaussianas explicitamente correlacionadas como

uma aproximação, baseando-se em resultados muito precisos para matéria ordinária [15] e sistemas

positrônicos [16]. Para um sistema formado por um conjunto de N partı́culas o formato da função de

onda é:

ψ =

k∑
I=1

CIÂe
∑N

i=1−α
(I)
i (ri−R(I)

i )2−
∑N

i>j β
(I)
ij (ri−rj)ΘI . (1.5)

Na função de onda dada pela equação (1.5),N representa o número de partı́culas leves do sistema,

Â é o operador antissimetrizador, que garante as trocas das partı́culas indistinguı́veis do sistema, ΘI é

a função de spin, os expoentes α(I)
i , β(I)

ij são os parâmetros de variação não-linear, bem como o termo

de coordenada R
(I)
i .

A curva de energia potencial (CEP) no trabalho de Strasburger e Chojnacki foi calculada variacional-

mente para o sistema hélio-antihidrogênio, cuja distância de equilı́brio é re = 3, 63 a0. A curva descrita

por Strasburger e Chojnacki possui um máximo em 2, 42 a0, como representado pela Figura 1.2, indi-

cando que esta barreira iria reduzir a secção transversal de aniquilação em colisões de baixa energia. O

núcleo e antinúcleo são atraidos pela interação de Coulomb e em distâncias curtas as forças nucleares

fortes dominam. Jonsell et al [6] [17] investigaram forças nucleares fortes em colisões de partı́culas ultra

frias de hélio e anti-hidrogênio, descrobriram que estas forças nucleares fortes produzem aniquilições

sinificativas. Junker e Bardsley [18] também obtiveram um máximo no potencial de interação do hi-

drogênio antihidrogênio com o seu pico abaixo do limite de dissociação. Os autores especularam que

todos os sistemas átomo-antiátomo deveriam exibir tais máximos em suas respectivas CEPs. No en-

tando, investigações adicionais com funções de onda mais precisas mostraram que a barreira desa-

pareceu e foi interpretada como um efeito da imprecisão teórica nas distâncias de curto alcance inter-

nucleares [19] [20]. Strasburger e Chojnacki admitiram que para o sistema hélio-antihidrogênio parece

existir uma barreira, porém sua existência não pode ser definitivamente respondida com base apenas

em considerações semiquantitativas [13].
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Figura 1.2: Curva de Energia Potencial ab initio para o sistema hélio-antihidrogênio. Esta curva foi
calculada por Strasburger e Chojnacki.

Devido à controvérsia sobre a existência da barreira de potencial na interação deste sistema, foi in-

vestigada no presente trabalho apenas o possı́vel estado fracamente ligado do sistema ”diatômico”He−

H, que encontra-se bem localizado no mı́nimo da CEP com propriedades de um sistema de van der

Waals. O mı́nimo na curva seria produzido por forças de dispersão, possibilitando a existênica do sis-

tema molecular em baixas temperaturas. O objetivo principal deste trabalho é calcular as propriedades

rovibracionais dentro do intervalo na CEP de Strasburger e Chojnacki para distâncias maiores que 2, 4

bohr (região que caracteriza o poço potencial), é necessário resolver a equação de Schrödinger do sis-

tema, isto é, estudar o comportamento dos núcleos e dos elétrons (ou núcleo antiprotônico e pósitron).

A CEP ab initio obtida por Strasburger et al foi ajustada utilizando quatro formas analı́ticas, Bond Order,

Rydberg e suas respectivas versões deformadas: d-Bond Order e d-Rydberg, todas de grau 6. Os

parâmetros foram ajustados utilizando os método hı́bridos como Gradiente Simplex [21], Levenberg-

Marquardt [22] [23] e Generalized Simulated Annealing(GSA) [24]. Após a execução dos ajustes, foram

avaliadas as constantes espectroscópicas rovibracionais relacionadas à contribuição harmônica (ωe), a

contribuição anarmônica de primeira ordem(ωeχe) e de segunda ordem (ωeγe) bem como as constantes

de acoplamento rovibracionais (αe, γe) e as energias rovibracionais através das soluções da equação de

Schrödinger nuclear obtidas com o do Método da Representação da Variável Discreta DVR (do inglês

Discrete Variable Representation) [25], [26]. A metodologia aqui empregada consiste na combinação

das energias rovibracionais, obtidas através da resolução da equação de Schrödinger nuclear com

uma equação espectroscópica (expansão de Dunham [27]) para energias rovibracionais em sistemas

diatômicos. É importante enfatizar que esta metodologia foi empregada com sucesso na descrição es-

pectroscópica de outros sistemas diatômicos como o ı́on molecular H+
2 e a molécula Cl2 em diversos

estados eletrônicos.

O capı́tulo 2 desta dissertação apresenta um resumo dos principais aspectos teóricos envolvidos

no desenvolvimento do trabalho. No capı́tulo 3 são apresentados os ajustes obtidos para CEP ab initio
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com cada uma das formas analı́ticas. Calcularemos as constantes espectroscópicas, os nı́veis rovibra-

cionais e o espectro rovibracional para cada uma das formas analı́tica. No capı́tulo 3 apresentaremos

os resultados obtidos com a dissertação, as perpectivas do estudo de sistemas átomo-antiátomo, des-

crever as maneiras que existem para ampliar o estudo acerca da interação hélio-antihidrogênio. Por fim,

apresentaremos um apêndice A, que demonstra um artigo submetido como produto desta dissertação.
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Capı́tulo 2

Fundamentação Teórica

2.1 O Problema Molecular

Para descrever a dinâmica de um sistema poliatômico composto por M núcleos e N elétrons, deve-se

levar em consideração a resolução da equação de autovalor de Schrödinger para o estado estacionário

deste sistema. Considerando um sistema genericamente representado por dois núcleos e dois elétrons

em coordenadas moleculares, como o ilustrado pela Figura 2.1.

Figura 2.1: Sistema de coordenadas moleculares para uma estrutura que representa um sistema qual-
quer.

Este sistema de coordenadas moleculares tem como objetivo descrever que riA é a distância entre

o i-ésimo elétron e o A-ésimo núcleo, RAB é a distância entre o A-ésimo e o B-ésimo núcleos e rij são

as distâncias entre os i-ésimo e j-ésimo elétrons.

As propriedades do sistema são descritas resolvendo a equação de Schrödinger não-relativı́stica e
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independente do tempo, denotada por:

Ĥψ(r,R) = Eψ(r,R). (2.1)

onde, ψ(r,R) representa a função de onda completa, descrevendo as propriedades dinâmicas deste

sistema molecular. O operador Hamiltaniano (Ĥ) molecular, não-relativı́stico e independente do tempo

é denotado como:

Ĥ = − ~2

2me

N∑
i=1

∇2
i−

~2

2

M∑
A=1

∇2
A

MA
+

1

4πε0

M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

+
1

4πε0

N∑
i=1

N∑
j>i

e2

rij
− 1

4πε0

M∑
A=1

N∑
i=1

ZAZBe
2

riA
, (2.2)

Neste operador MA é a razão entre a massa do núcleo e a massa do életron, e é a carga elementar

do elétron, ZA e ZB são as cargas referentes aos núcleos A e B, ~ é dado como a constante de Planck

dividida por 2π. Escrevendo o Hamiltoniano em unidades atômicas, teremos:

Ĥ = −
N∑
i=1

∇2
i −

M∑
A=1

∇2
A

2MA
+

M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

+

N∑
i=1

N∑
j>i

1

rij
−

M∑
A=1

N∑
i=1

ZAZB
riA

. (2.3)

Denotando a equação (2.3) de forma mais simplificada em termos da notação de Born-Oppenheimer,

Ĥ = T̂e(r) + T̂n(R) + V̂nn(R) + V̂ee(r) + V̂ne(r,R), (2.4)

Todos os termos da equação (2.4) em unidades atômicas, são apresentados de forma explicitida

como:

Operador energia cinética dos elétrons: T̂e(r) = − 1
2

∑N
i=1∇2

i .

Operador energia cinética dos núcleos: T̂n(R) = −
∑M
A=1

∇2
A

2MA
.

Interação eletrostática dos núcleos: V̂nn(R) =
∑M
A=1

∑M
B>A

ZAZB

RAB
.

Interação eletrostática dos elétrons: V̂ee(r) =
∑N
i=1

∑N
j>i

1
rij

.

Interação eletrostática entre núcleos e elétrons: V̂ne(r,R) = −
∑M
A=1

∑N
i=1

ZAZB

riA
.

Explicitamente a equação que deve ser resolvida para demonstrar a dinâmica do sistema em estudo

é dada por:

[
−

N∑
i=1

∇2
i −

M∑
A=1

∇2
A

2MA
+

M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

+

N∑
i=1

N∑
j>i

1

rij
−

M∑
A=1

N∑
i=1

ZAZB
riA

]
ψ(r,R) = Eψ(r,R). (2.5)

Em mecânica quântica, em um dos seus teoremas temos a afirmativa que, caso um hamiltoniano

seja separável sua autofunção total pode ser escrita como um produto das autofunções individuais para

cada termo do hamiltoniano, sendo o autovalor total a soma dos autovalores individuais. Esse teorema

porém não pode ser aplicado em tal situação, na resolução da equação (2.5), pois o termo de interação

núcleo elétron V̂ne(r,R) impede o desacoplamente dos movimentos nucleares e eletrônicos, e assim,

a função de onda não pode ser escrita com a forma; ψ(r,R) = φ(r)θ(R).
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Considerando que a equação (2.5) só pode ser resolvida para sistemas monoeletrônicos, para sis-

temas maiores, como o diatômico, devem ser feitas aproximações para conhecer sua solução. Portanto

uma maneira muito utilizada para resolução deste problema encontra-se na aproximação de Born-

Oppenheimer (ABO). Essa aproximação leva em consideração a ideia fı́sica de que a massa do próton

é maior que a massa do elétron e, portanto, um núcleo movimenta-se mais lentamente que os elétrons.

Sendo assim, os elétrons ajustam seu movimento rapidamente ao movimento dos núcleos. Logo,

usando a expansão adiabática, pode-se considerar que variações na função de onda eletrônica justam-

se de maneira quase instantânea a mudanças em coordenadas nucleares. Pela expansão adiabática a

função de onda total pode ser escrita como:

ψ(r,R) = φ(r;R)θ(R). (2.6)

Nessa equação φ(r;R) denota a função de onda eletrônica que depende explicitamente de coorde-

nadas eletrônicas e parametricamente de coordenadas nucleares e θ(R) descreve a função de onda

nuclear, que só depende de coordenadas nucleares.

A equação (2.5) pode ser reescrista de acordo com a aproximação adiabática com a seguinte forma:

[
−

N∑
i=1

∇2
i −

M∑
A=1

∇2
A

2MA
+

M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

+

N∑
i=1

N∑
j>i

1

rij
−

M∑
A=1

N∑
i=1

ZAZB
riA

]
φ(r;R)θ(R) = Eφ(r;R)θ(R).

(2.7)

Distribuindo os termos, obtemos:

−
N∑
i=1

∇2
i [φ(r;R)θ(R)]−

M∑
A=1

∇2
A[φ(r;R)θ(R)]

2MA
+

M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

[φ(r;R)θ(R)]+

+

N∑
i=1

N∑
j>i

φ(r;R)θ(R)

rij
−

M∑
A=1

N∑
i=1

ZAZB
riA

φ(r;R)θ(R) = Eφ(r;R)θ(R), (2.8)

É necessário explicitar o laplaciano em coordenadas nucleares na equação (2.8), para obter a se-

guinte relação:

∇2
A[φ(r;R)θ(R)] = (∇2

Aφ(r;R)θ(R) + 2∇Aφ(r;R)∇Aθ(R) + φ(r;R)(∇2
Aθ(R)), (2.9)

Pode-se considerar fisicamente que a função de onda eletrônica sofre variações adiabáticas em

relação a coordenada nuclear (R). Portanto: ∇2
Aφ(r;R) ≈ 0 e ∇Aφ(r;R)∇Aθ(R) ≈ 0. Logo, a

aproximação de Born-Oppenheimer (ABO) é considerada da seguinte forma:

∇2
A[φ(r;R)θ(R)] ≈ φ(r;R)(∇2

Aθ(R)), (2.10)

Substituindo (2.10) em (2.9) e fazendo algumas manipulações matemáticas, como separar os ter-

mos que só possuem dependência de coordenadas nucleares dos que possuem dependência explicida
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de coordenadas eletrônicas e paramêtricas de coordenadas nucleares e assim dividindo toda equação

por φ(r;R)θ(R), obtem-se:

− 1

2φ(r;R)

N∑
i=1

∇2
iφ(r;R)− 1

θ(R)

M∑
A=1

∇2
Aθ(R)

2MA
+

M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

+

N∑
i=1

N∑
j>i

1

rij
−

M∑
A=1

N∑
i=1

ZA
riA

= E, (2.11)

Rearranjando a equação (2.11), obtemos:

− 1

θ(R)

M∑
A=1

∇2
Aθ(R)

2MA
+

M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

−E =
1

2φ(r;R)

N∑
i=1

∇2
iφ(r;R)+

M∑
A=1

N∑
i=1

ZA
riA
−

N∑
i=1

N∑
j>i

1

rij
. (2.12)

A igualdade torna-se verdadeira quando os dois lados da equação são uma constante que depen-

dam de R. Definiremos essa constante como −ε(R).

Desta forma, são obtidas duas equações desacopladas, que são:

− 1

θ(R)

M∑
A=1

∇2
Aθ(R)

2MA
+

M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

− E = −ε(R), (2.13)

e

1

2φ(r;R)

N∑
i=1

∇2
iφ(r;R) +

M∑
A=1

N∑
i=1

ZA
riA
−

N∑
i=1

N∑
j>i

1

rij
= −ε(R). (2.14)

Multiplicando a equação (2.13) por θ(R) e a equação (2.14) por −φ(r;R), tem-se que:

[
− 1

2

M∑
A=1

∇2
Aθ(R)

MA
+

M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

− E

]
θ(R) = −ε(R)θ(R), (2.15)

e

[
− 1

2

N∑
i=1

∇2
iφ(r;R)−

M∑
A=1

N∑
i=1

ZA
riA

+

N∑
i=1

N∑
j>i

1

rij

]
φ(r;R) = ε(R)φ(r;R). (2.16)

Rearranjando a equação (2.15), encontramos:

[
− 1

2

M∑
A=1

∇2
Aθ(R)

MA
+

M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

+ ε(R)

]
θ(R) = Eθ(R), (2.17)

onde chama-se a soma abaixo de ”curva de energia potencial”, curva que descreve como os núcleos

se movem sob a ação de um campo produzido por elétrons.

V (R) =

M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

+ ε(R). (2.18)

[
− 1

2

M∑
A=1

∇2
Aθ(R)

MA
+ V (R)

]
θ(R) = Eθ(R). (2.19)
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Observando a equação (2.16), desacopla-se o movimento eletrônico do movimento nuclear utili-

zando a ABO, sendo esta equação definida como equação de Schrödinger eletrônica estacionária o

seu conjunto de soluções fornece as energias eletrônicas para cada configuração nuclear. O evento ex-

traordinário que devemos notar é o fato do conjunto de autovalores dados pela equação de Schrodinger

eletrônica, ou seja, suas energias ε(R) serem usados para calcular a equação de autovalores nuclear

(2.17), esta equação descreve os movimentos de rotação, vibração e translação.

2.2 Formas Analı́ticas

Na construção do trabalho foram utilizadas quatro funções analı́ticas para descrever a curva ab

initio para o sistema He − H, de tal forma que essas curvas descrevam um ajuste com o menor erro

possı́vel na obtenção das propriedades de interesse. As curvas são: Bond Order de grau 6, Rydberg

generalizada de grau 6 e suas correspondentes formas deformadas de mesmo grau.

2.2.1 Polinômios em coordenadas Bond Order Generalizada

O conceito de ordem de ligação (BO) fora introduzido em estudos teóricos pelo quı́mico Linus

Pauling, ajustando esse conceito como um parâmetro para classificar a força de ligação de sistemas

diatômicos, sendo então a ordem de ligação dessas estruturas representadas, como:

ηAB = e−βAB(R−Re)ρ, (2.20)

em que:

ρ = (RAB −Re). (2.21)

A coordenada RAB denota a distância entre o átomo A e B, com Re sendo a distância de equilı́brio e

βAB um parâmetro que relaciona a força de interação entre os átomos da estrutura diatômica. Tomando

essa definição quando a distância de equilı́brio é igual a separação entre os átomos, ou seja, RAB =

Re, a ordem da ligação torna-se igual a unidade, assim ηAB = 1. Se separarmos os átomos que

participam da ligação com uma distância que tenda ao infinito, a ordem da ligação tenderá a zero,

caso os átomos se aproximem, a ordem da ligação irá aumentar até o limite estabelecido pela relação;

e−βAB(R−Re)ρ. Portanto as interações atômicas que são descritas pelo modelo Bond Order encontram-

se em um intervalo que varia de zero até o valor limite de e−βAB(R−Re)ρ

A função de coordenadas Bond Order é definida como uma combinação linear de exponenciais,

denotadas como:

V BO(R) =

N∑
j=1

cjηj (2.22)

em que, cj são os coeficientes do polinômio a serem ajustados e ηj = e−β(R−Re), com Re indicando a

10



separação interatômica que leva a uma condição de equilı́brio.

Adicionadamente, foi utilizada no ajuste da CEP a função analı́tica deformada das coordenadas BO

deformadas (dBO) de grau 6, dada como:

V dBO(R) =

6∑
i=1

ci(expd(−βρ))i, (2.23)

em que

expd(−βρ) = [1− dβρ]
1
d . (2.24)

A equação (2.24) representa a função d-exponencial, uma generalização da função exponencial

convencional de acordo com a definição de Euler baseada na termo-estatı́stica de Tsallis. No caso

particular em que d aproxima-se de zero a função exponencial de Euler é recuperada. O polinômio

Bond Order é de grau 6, e ρ = (R−Re), ci, β e d são parâmetros ajustáveis.

2.2.2 Polinômios em coordenadas fı́sicas de Rydberg

Neste trabalho utilizou-se para descrever uma CEP a função de Rydberg, que é denotada explicita-

mente na forma:

V Ryd(R) = −De

[
1 +

6∑
i=1

ci(R−Re)i
]
e−ci(R−Re). (2.25)

O potencial (2.25) denota De como a energia de dissociação do um sistema diatômico, ci são os

coeficientes ajustáveis, R é denota a separação intermolecular e Re é a separação de equilı́brio (com-

primentos de ligação). A forma deformada deste potencial, a função d-Rydberg, é mostrada como:

V dRyd(R) = −De

[
1 +

6∑
i=1

ci(R−Re)i
]

[1− dc1(R−Re)]
1
d . (2.26)

Todos os parâmetros foram ajustados utilizando os métodos GSA [24], Gradiente Simples [28] e

Levenberg Marquardt [22] [23].

2.3 Equação de Schrödinger Nuclear

Considerando o método utilizado para se resolver a parte nuclear da equação de Schrödinger em

um sistema genérico como o representado pela Figura 2.2, em que M1 e M2 representam as massas

nucleares em suas respectivas posições R1 R2, dado um referência fixa. Já R12 denota a distância

entre os núcleos 1 e 2.

Dentro do estudo do sistema denotado pela Figura 2.2, a solução da parte nuclear na equação de

Schrödinger pode ser simplificada para resolução de sistemas diatômicos, pois pode-se transformar o

problema de 3N variáveis para apenas uma variável independente, a distância internuclear. O estudo
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Figura 2.2: Núcleos que representam um sistema de coordenadas fixos.

realizado se dedica a descever um sistema de dois corpos e o Hamiltoniano clássico desse sistema

pode ser escrito como:

H =
1

2M1
P1P1 +

1

2M2
P2P2 + V (R). (2.27)

O operador acima descreve as energias cinéticas dos núcleos 1 e 2, respectivamente, e V (R)

denota a interação dos dois núcleos. Buscando tornar o sistema com resolução mais simples, é possı́vel

escrever as energias cinéticas em termos da posição do centro de massa e a posição do núcleo 2 em

relação ao núcleo 1, tal como:

RCM =
M1R1 +M2R2

M1 +M2
, (2.28)

e

R12 = R2 −R1. (2.29)

Considerando a relação do momento linear, substituindo as relações (2.28) e (2.29) em (2.27) o

operador Hamiltoniano clássico em função das coordenadas do centro de massa, e tomando as cor-

respondências entre as variáveis que descrevem a dinâmica de um sistema na mecânica clássica e os

operadores hermitianos na mecânica quântica a nova relação será representada por:

Ĥ = − 1

2M
∇2
CM −

1

2µ
∇2

12 + V (R12). (2.30)

Após realizadas um conjunto de operações, nota-se que surge naturalmente a massa reduzida

do sistema formado por dois corpos
(
µ = M1M2

M1+M2

)
e obtemos à equação de Schrödinger nuclear em
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função do centro de massa e da distância relativa entre os núcleos, de forma que pode-se definir.

ĤCM ≡ −
1

2M
∇2
CM ,

Ĥint ≡ −
1

2µ
∇2

12 + V (R).

O Hamiltoniano do centro de massa (ĤCM ) descreve o movimento de translação, enquanto que o

Hamiltoniano de coordenadas internas (Ĥint) indica os movimentos de vibração e rotação no núcleo.

A equação de Schrödinger que leva em consideração os Hamiltonianos do centro de massa e dos

movimentos de coordenadas internas é dada por:

[ĤCM + Ĥint]θ(RCM,R) = Eθ(RCM,R). (2.31)

Assim, pela equação (2.31) pode-se notar claramente que essa equação é separável, e por esse

argumento existe uma solução do tipo, θ(RCM,R) = η(RCM)ϕ(R). Com a utilização da separação de

variáveis obtêm-se duas equações desacopladas:

ĤCMη(RCM) = − 1

2M
∇2
CMη(RCM) = Etransη(RCM), (2.32)

e

Ĥintϕ(R) =

[
− 1

2µ
∇2

12 + V (R)

]
ϕ(R) = Eintϕ(R). (2.33)

A equação (2.33) é a equação de Schrödinger para uma partı́cula livre cujas soluções dependem das

condições de contorno e descreve o movimento de translação do sistema diatômico regido pela posição

do centro de massa. Supondo que este sistema não esteja sujeito a forças externas, pode-se considerar

que Etrans = 0. Assim, a energia total será obtida exclusivamente pela equação (2.33) que descreve os

movimentos de vibração e rotação. O potencial V (R) em (2.33) é dito de força central, isto é, depende

apenas das distâncias entre as partı́culas interagentes de modo que é invariante à orientação espacial

a qual o diátomo encontra-se, tendo portanto simetria esférica. A simetria do potencial indica que deve-

se modificar o sistema de coordenadas do laplaciano ∇2
12 para coordenadas esféricas, reescrevendo a

equação (2.33), obtemos a seguinte equação:

− 1

2µ

[
∂2

∂R2
+

2

R

∂

∂R
− L̂2

R2
− 2µV (R)

]
ϕ(R) = Eintϕ(R), (2.34)

em que L̂2 é o operador momento angular ao quadrado. Pela equação (2.34) pode-se observar que a

vibração e a rotação estão desacopladas, de forma que podemos separar a função de onda em que a

parte radial que está em função de (R) e outra parte, angular, que está em função de (θ e φ). Logo,

podemos escrever a função ϕ(R) como o produto de duas funções na forma:

ϕ(R) = ψ(R)Y mJ (θ, φ), (2.35)
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reconhecendo que,

L̂2Y mJ (θ, φ) = J(J + 1)Y mJ (θ, φ). (2.36)

A função Y mJ (θ, φ) na equação (2.36) denota os harmônicos esféricos, e a partir das equações (2.35)

e (2.36), pode-se expressar a equação de Schrödinger nuclear unidimensional, como segue:

− 1

2µ

[
d2ψ(R)

dR2
+

2

R

dR

dR
− J(J + 1)ψ(R)

R2
− 2µV (R)ψ(R)

]
= Eintψ(R). (2.37)

Buscando denotar uma simplificação para equação de Schrödinger nuclear unidimensional, faremos

a seguinte substituição: F (R) = Rψ(R), e finalmente chega-se a relação:

− 1

2µ

d2F (R)

dR2
+

[
J(J + 1)

2µR2
+ V (R)

]
F (R) = EintF (R), (2.38)

ou

− 1

2µ

d2F (R)

dR2
+ Vef (R)F (R) = EintF (R). (2.39)

O potencial efetivo Vef (R) = J(J+1)
2µR2 + V (R) formado pela curva de energia potencial unidimensi-

onal e da correção de distorção centrı́fuga determinada pelo estado rotacional. A equação (2.39) é a

equação de Schrödinger nuclear radial na qual o sistema He −H se reduziu e que deve ser resolvida

para determinarmos completamente a função de onda nuclear. A equação (2.39) não possui solução

analı́tica, logo, é necessário utilizar métodos de aproximação para denotar uma solução, e para propor

soluções usaremos o método de Rayleigh-Ritz.

O método variacional de Rayleigh-Ritz é aplicado para determinar o valor esperado de observáveis

fı́sicas no contexto da mecânica quântica. Uma forma de caracterizar o método de maneira breve, é

multiplicar a equação (2.38) por F ∗(R) e integra-se em todo espaço acessı́vel ao sistema aplicando as

condições de contorno. Em seguida, aproximamos a função de onda exata F (R) por funções conheci-

das, isto é, fazemos uma combinação linear de n funções de base conhecidas, fi(R):

F (R) =

n∑
j=1

cjfi(R), (2.40)

sendo os cj o conjunto de coeficientes da expansão a serem determinados. Com este procedimento

troca - se o problema de se determinar quais funções F (R) satisfazem a equação diferencial de se-

gunda ordem com coeficientes variáveis, equação (2.39), por um problema de encontrar um conjunto

de coeficientes cj , que denota a resolução de um problema algébrico. A partir desse método pode-se

resolver o problema tranformando a (2.39) por uma equação matricial, tal que:

Hc = ESc. (2.41)

A equação (2.41) descreve a matriz Hamiltoniana H = T + V, sendo formada pelas matrizes de

energia cinética e potencial, S é a matriz de sobreposição ou overlap, E denota a matriz diagonal dos
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autovalores e c e matriz coluna dos coeficientes. Os elementos destas matrizes sao dados por:

Tij =
1

2µ

∫ ∞
0

∫ ∞
0

df∗i (R)

dR

dfi(R)

dR
dR, (2.42)

Vij =

∫ ∞
0

f∗i (R)Vef (R)fi(R)dR, (2.43)

e

Sij =

∫ ∞
0

f∗i (R)(R)fi(R)dR. (2.44)

Neste trabalho, cada elemento de H será numericamente avaliado através do Médoto da Representação

da Variável Discreta (DVR). Utilizando-se funções de bases ortonormais de modo que S = I, será a ma-

triz identidade, isto é Sij = δij .

2.4 Método da Representação da Variável Discreta

O método DVR, que teve como um de seus pioneiros Light et al [29], se apresenta como uma

ferramenta extremamente poderosa para resolver problemas quânticos tanto para estados estacionários

como para estados dependentes do tempo. Neste trabalho, o método DVR foi aplicado na obtenção dos

autovalores e autofunções da equação de Schrödinger radial satisfazendo o princı́pio variacional. O

método DVR é baseado na expansão da função de onda em um conjunto de bases ortonormais φi(Ri);

i = 1, 2, ..., N e a utilização de regras de quadraturas gaussianas para computar as integrais envolvidas

[30]. Estas funções de base tem a seguinte propriedade:

φj(Rk) = δjk(j, k = 1, 2, ..., n), (2.45)

As funções de base contı́nuas são indexadas em valores discretos das variáveis em um grade de

pontos no espaço com coordenadas Rk (quadratura gaussiana). Sendo que Rk representa os pontos

da quadratura gaussiana em que as funções de base serão avaliadas. Caso seja expandida a solução

F (Ri) como uma combinação de funções de base φi(R), logo:

F (R) ≈
N∑
j=1

cjφj(R), (2.46)

onde cj são os coeficientes da expansão a serem determinados, e as funções representam a discretização

da variável R.

Portanto as funções discretizadas são obtidas a partir de um conjunto de funções contı́nuas primiti-

vas, que são conhecidas, associando a estas uma quadratura gaussiana.

Pode-se escrever φj(R) como a projeção de φj sobre R na notação de Dirac:

φj(R) = 〈R|φj〉, (2.47)
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inserindo a relação de completeza, dada por:

n∑
i=1

|i〉〈i| = 1, (2.48)

na equaçao (2.47), obtêm-se:

φj(R) =

n∑
i=1

〈R|fi〉〈fi|φj〉, (2.49)

As integrais dos elementos da matriz 〈fi|φj〉 podem ser calculadas utilizando quadraturas gaussia-

nas,

〈fi|φj〉 ≈
n∑
k=1

wkf
∗
i (Rk)φj(Rk), (2.50)

em que wk são os pesos associados ao ponto Rk na malha de quadraturas. Substituindo (2.50) em

(2.51), obtêm - se:

φj(R) =

n∑
i=1

n∑
k=1

fi(R)wkf
∗
i (Rk)φj(Rk). (2.51)

Como as funções de base φj(Rk) são ortogonais, então:

φj(R) = wj

n∑
i=1

fi(Rk)f∗i (Rk), (2.52)

Assim, escolhendo um ponto Rj qualquer dentro da malha das quadraturas, teremos que:

φj(Rj) = wj

n∑
i=1

fi(Rk)f∗i (Rk), (2.53)

Considerando que as funções de base escolhidas estão normalizadas podemos afirmar que:

n∑
i=1

fi(Rj)f
∗
i (Rj) = 1, (2.54)

de modo que o peso associado à cada ponto da quadratura é:

wj =
1∑n

i=1 fi(Rj)f∗i (Rj)
. (2.55)

No entanto, as funções de base não estão normalizadas e, portanto, será mecessário normalizá -

las, expressando a seguinte substituição, por:

φ̄j(R) = λjφj(R), (2.56)

em que λj é a constante de normalização de modo que 〈φ̄j |φ̄j〉 = 1, ou melhor, λj2〈φ̄j |φ̄j〉 = 1.

Utilizando as quadraturas gaussianas com a condição de normalização, teremos:

16



λ2j

n∑
i=1

wkφ
∗
j (Rk)φj(Rk) = 1. (2.57)

De acordo com a equação (2.45) as funções primitivas são ortonormais, assim poderemos conside-

rar que (2.57) será:

λ2jwj = 1, (2.58)

ou

λj =
1

w
1
2
j

. (2.59)

Substituindo a constante de normalização, equação (2.59) conjuntamente com a equação (2.52) na

equação (2.56), obteremos a função de base discreta e normalizada φ̄j(R):

φ̄j(Rj) = wj
1
2

n∑
i=1

fi(Rk)f∗i (Rk), (2.60)

Desta maneira o conjunto que descreve a solução da equação de Schrödinger na equação (2.46)

utilizando as funções de bases discretizadas (2.60) é denotado como:

F (R) ≈
n∑
j=1

cj φ̄j(Rj), (2.61)

Substituindo (2.61) em (2.43), e utilizando os conceitos de quadratura gaussiana, teremos a seguinte

equação:

Vij =

n∑
k=1

φ∗i (Rk)Vef (Rk)φ∗j (Rk)wk, (2.62)

onde φ∗j (Rk) = δjk. Portanto a matriz energia potencial V torna-se diagonal sendo este resultado uma

das principais caracterı́sticas do método DVR. Sendo então Rk os pontos da quadratura gaussianan

que são os valores esperados da matriz composta pelos elementos:

Rij = 〈fi|R̂|φj〉. (2.63)

A matriz energia cinética T pode ser calulada através de quadraturas gaussianas com um con-

junto de pontos igualmente espaçados, tomando esses pontos pertencentes a um certo intervalo [a,b],

teremos que:

Ri = a+
b− a
N

i, (2.64)

onde i = 1, 2, 3, ...N − 1. Utilizando como funções de base as autofunções da partı́cula em uma caixa

[31], teremos como elementos da matriz energia cinética:
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Tij =

N−1∑
n=1

〈Ri|T̂ |fn〉〈fn|Ri〉. (2.65)

Considerando a soma analı́tica sobre todos os ı́ndices n, os elementos serão:

Tij =
1

2µ

1

(b− a)2
π2

2

 1

sin2
[
π(j−k)

2N

] − 1

sin2
[
π(j+k)

2N

]
 , (2.66)

para i 6= j, e:

Tij =
1

2µ

1

(b− a)2
π2

2

(
2N2

3
− 1

sin2
[
πi
N

]) , (2.67)

para i = j. Portanto o DVR diagonaliza o potencial da matriz hamiltoniana, e permite que os elemen-

tos da matriz de energia cinética sejam obtidos analiticamente por expressões simples dadas pelas

equações (2.66) e (2.67).

2.5 Propriedades Espectroscópicas Rovibracionais

Vimos anteriormente que a equação de Schrödinger é separada em uma parte eletrônica e ou-

tra nuclear por meio da aproximação de Born-Oppenheimer e que está última pode ser largamente

simplificada para sistemas diatômicos. Nesta simplificação conseguimos desacoplar o movimento

translacional regido pelo centro de massa, dos movimentos internos. Os movimentos internos, por

sua vez, são descritos pela vibração e rotação do sistema de dois corpos. Usualmente utilizam-

se duas aproximações para tratar estes movimentos, são elas: aproximação do oscilador harmônico

para vibrações, e aproximação do rotor rı́gido para rotações. Experimentalmente estas aproximações

justificam-se ao observar que o espectro rotacional encontra-se em geral na região de micro-ondas e o

espectro vibracional na região do infravermelho [32].

2.5.1 Espectro Rotacional

A rotação de sistemas diatômicos pode ser aproximada por um sistema ideal denominado ro-

tor rı́gido, a qual assume que a revolução de uma molécula de massa reduzida µ ocorre com uma

separação internuclear fixa igual à distância de equilı́brioRe. Quando se resolve a equação de Schrödin-

ger para um rotor rı́gido as energias permitidas nesse tipo de sistema são denotadas da seguinte forma:

EJ = ~2
J(J + 1)

2I
, (2.68)

em que, J = 0, 1, 2, ..., p e I = µRe
2 é o momento de inércia do sistema denotado. A diferença de

energia entre dois nı́veis rotacionais é dada por:

∆E = EJ+1 − EJ , (2.69)
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ou

∆E =
h2

4π2I
(J + 1). (2.70)

Levando em conta os termos de frequência, através da condição de frequência de Bohr ∆E = hν,

teremos:

ν = 2B(J + 1), (2.71)

em que B = h/8π2I é a constante rotacional caracterı́stica do sistema em estudo. De acordo com a

equação (2.71) nota-se que o modelo de um rotor rı́gido para sistemas diatômicos prevê que o espec-

tro rotacional consiste em uma série de linhas igualmente espaçadas com separações 2B cm−1 [33].

Contudo, em sistemas caracterizados por serem diatômicos não são verdadeiramente um rotor rı́gido

devido vibrações simultâneas, ainda que de pequena amplitude. Consequentimente o espaçamento

das linhas espectrais de rotação não serão exatamente constantes.

2.5.2 Espectro Vibracional

O modelo vibracional de um sistema diatômico poderá ser aproximado pelo modelo do oscilador

harmônico quântico. As soluções permitidas das equação de Schrödinger para o oscilador harmônico

são restringidas a valores discretos dados por:

Eυ = hc

(
υ +

1

2

)
ωe, (2.72)

em que υ = 0, 1, 2, 3, ..., p e ωe é a frequência vibracional fundamental. A diferença de energia entre dois

nı́veis adjacentes é dada como:

∆E = Eυ+1 − Eυ, (2.73)

ou

∆E = hcωe. (2.74)

Como

os sucessivos estados de energia do oscilador harmônico são separados pela mesma energia, este

modelo prediz que o espectro vibracional consiste em apenas uma linha espectral cuja frequência é

dada por ωe. Esta aproximação só é válida nos estados vibracionais mais baixos, pois para distâncias

internucleares fora da separação de equilı́brio, o espaçamento entre os nı́veis se aproxima cada vez

mais devido à anarmonicidade da curva de energia potencial.

O potencial de Morse pode ser aplicado para descrever tanto a parte harmônica quanto a parte

anarmônica de uma CEP (curva de energia potencial). O potencial de Morse é definido na forma

abaixo:
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Vm(R) = De(1− e−ζ(R−Re))2, (2.75)

em queDe denota a energia de dissociação e ζ determina se o potencial é de curto ou de longo alcance.

Fazendo uma expansão em série de Taylor, o termo exponencial da equação (2.75) em torno de R = Re

e utilizando uma aproximação em primeira ordem, obtemos:

Vm(R) = Deζ
2(R−Re)2. (2.76)

Utilizando esse potencial na equação de Schrödinger para o oscilador harmônico, obteremos os

seguintes autovalores em cm−1:

Eυ =

(
υ +

1

2

)
ωe −

(
υ +

1

2

)2

ωeχe +

(
υ +

1

2

)3

ωeγe + ... (2.77)

em que ωeχe e ωeγe são denotadas de constantes anarmônicas de vibração do sistema diatômico. Com

essa correção o espaçamento entre os nı́veis diminui quando os estados vibracionais estão mais ele-

vados. Para estados vibracionais próximos da distância de equilı́brio, o espaçamento é muito próximo

aos descritos pela equação (2.74), já que as correções anarmônicas são pequenas se comparadas à

ωe.

2.5.3 Espectro Rovibracional

As aproximações descritas pelo oscilador harmônico quântico e rotor rı́gido, permitem tratar o pro-

blema dos movimentos internos separadamente. No entanto, os movimentos vibracionais e rotacionais

não ocorrem de maneira independente, dando origem a uma estrutura fina nas bandas vibracionais.

Se os movimentos estão acoplados uma maneira mais simples para estudar o espectro rovibracional

seria utilizar o modelo do oscilador harmônico conjuntamente com o modelo do rotor rı́gido, conside-

rando que o hamiltoniano do sistema diatônico é composto pelas duas contribuições, ou seja:

Ĥrov = Ĥvib + Ĥrot. (2.78)

Pela equação (2.78), tem-se que os autovalores descritos pelo hamiltoniano rovibracional são a

soma dos autovalores individuais de cada hamiltoniano separado, o que pode-se denotar como:

Erov(υ, J) =

(
υ +

1

2

)
ωe + J(J + 1)Be, (2.79)

em queBe = ~2/2hcIe é a constante rotacional de equilı́brio. O acoplamento rovibracional surge quando

o sistema encontra-se em rotação, porém a distância internuclearR−Re sofre flutuações que dependem

da função de onda vibracional e do número quântico υ. Portanto Be possui uma dependência de υ que

pode ser expressa como uma perturbação, que quando expandida em torno de
(
υ + 1

2

)
, obtemos:

Bυ = Be −
(
υ +

1

2

)
αe +

(
υ +

1

2

)2

γe + ... (2.80)

20



em que Bυ é a correção vibracional da constante rotacional, αe e γe são denominadas constantes de

acoplamento rovibracionais [34].

A energia rovibracional de um determinado nı́vel (υ, J), deve levar em consideração todas as contribuições

vibracionais (harmônicas e anarmônicas) e rotacionais(rı́gidas e não rı́gida). A nova relação que deve

ser escrita para expressar todas as contribuições, é dada como:

Eυ,J =

(
υ +

1

2

)
ωe −

(
υ +

1

2

)2

ωeχe +

(
υ +

1

2

)3

ωeγe + ...

+

[
Be −

(
υ +

1

2

)
αe +

(
υ +

1

2

)2

γe + ...

]
J(J + 1) + ... (2.81)

Nesta dissertação, as constantes espectroscópicas foram calculadas combinando as energias rovi-

bracionais Eυ,J obtidas apartir da solução da equação de Schrödinger nuclear com a equação (2.81).

Desta combinação, é obtido um sistema de equações fechadas para constantes espectroscópicas,tal

como:

ωe =
1

24
[14(E1,0 − E0,0)− 93(E2,0 − E0,0) + 23(E3,0 − E1,0)]

ωeχe =
1

4
[13(E1,0 − E0,0)− 11(E2,0 − E0,0) + 3(E3,0 − E1,0)]

ωeγe =
1

6
[3(E1,0 − E0,0)− 3(E2,0 − E0,0) + 3(E3,0 − E1,0)] (2.82)

αe =
1

8
[−12(E1,1 − E0,1) + 4(E2,1 − E0,1) + 4ωe − 23αe]

γe =
1

8
[−2(E1,1 − E0,1) + (E2,1 − E0,1) + 2ωeχe − 9ωeγe]
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Capı́tulo 3

Resultados e Discussões

Nesta seção serão apresentados os resultados das propriedades dinâmicas do sistema He−H, cu-

jas energias leptônicas (elétron e pósitron) foram obtidas por Strasburger e Chojnacki [13]. Os autores

calcularam um conjunto de energias leptônicas para diferentes distâncias internucleares para interação

He − H utilizando a aproximação de Born-Oppenheimer. Esse trabalho os autores utilizaram como

função de onda para partı́culas leves uma combinação linear de funções gaussianas explicitamente

correlacionadas como uma aproximação, baseando-se em resultados muito precisos para matéria or-

dinária [15] e sistemas positrônicos [16] . No trabalho de Strasburger e Chojnacki foi calculada variaci-

onalmente a CEP, para o sistema He −H cuja distância de equilı́brio é re = 3, 63 a0. Na Figura 1.2 foi

apresentada a CEP obtida pelos autores mostrando um barreira na região repulsiva da CEP. Segundo

os autores, este máximo poderia ser explicado pela leve predominância da repulsão eletrostática entre

o átomo e o anti-átomo perante às forças atrativas. Em [13] Strasburger et al chamou a atenção para

a possibilidade de existir um estado fracamente ligado na região próxima a 3.64 a0 e que se trata de

um estado excitado para este sistema e que a relaxação seria suprimida pela barreira na CEP. Conse-

quentemente, esta barreira diminuiria a taxa de aniquilação elétron-pósitron de modo que este sistema

pode apresentar um tempo de vida relativamente longo para ser detectado. De fato, esta possibilidade

pode ser bem razoável quando se observa que nos experimentos de geração e aprisionamento de an-

tihidrogênio (H), estes estão imersos em um ambiente de hélio lı́quido ultraresfriado e que um fator

limitante ao tempo de vida dos anti-átomos está nas colisões com gases formados por átomos usuais,

como o hélio.

O interesse deste trabalho é investigar as propriedades dinâmicas do sistema He−H, na região da

CEP que viabiliza a existência de um possı́vel estado ligado. Para isto, construı́mos o potencial efetivo

da equação de Schrödinger nuclear (2.39) ajustando a CEP ab initio de Strasburger et al utilizando

quatro diferentes formas analı́ticas: Bond Order (BO), d-Bond Order (dBO), Rydberg (Ryd) e d-Rydberg

(dRyd), todas de grau 6. Utilizou-se os métodos hı́bridos Gradiente Simplex, Levenberg-Marquardt e

Generalized Simulated Anneling(GSA) para otimizar os parâmetros das funções analı́ticas que estão

apresentados na Tabela 3.1.

A Tabela 3.1 denota os parâmetros otimizados para todas as CEPs estudadas na descrição do
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sistema He − H com as funções Ryd6, dRyd6, BO6 e dBO6. A energia de dissociação é dada em

hartree e a distância de equilı́brio está em raio de bohr, sendo fixadas durante o ajuste.

Parâmetro Ryd6 dRyd6 BO6 d BO6
c1 1,35368229139 1,37670088028 -0,00001398638 -0,00001505650
c2 0,04565093283 0,04408291422 -0,00030104351 -0,00027751898
c3 -0,12709317804 -0,17496657245 -0,00032035899 -0,00032896780
c4 0,08092572727 -0,07207727995 -0,00239882674 -0,00247810377
c5 -0,02012956946 -0,01196629764 0,00375015419 0,00384528336
c6 0,00234744919 0,00091727254 -0,00136293628 -0,00129271720
d - -0,03955416611 - -0,00567959078

β(a0) - - 0,40515218323 0,40323792316
De 0,0005493

Re(aa) 3,63
χ2(10−12) 3,0365 1,4686 1,4590 1,4556

Tabela 3.1: Tabela de parâmetros otimizados para todas as CEPs do sistema He−H.

As figuras de 3.1-3.4 mostram as curvas ajustadas com os parâmetros otimizadas na Tabela 3.1.

Nessas figuras são demonstrados os erros ponto-a-ponto.

Figura 3.1: Comparação entre CEP obtida por Strasburger et al e CEP Ryd6, juntamente com erro
ponto-a-ponto do ajuste.
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Figura 3.2: Comparação entre CEP obtida por Strasburger et al e CEP dRyd6, juntamente com erro
ponto-a-ponto do ajuste.

Figura 3.3: Comparação entre CEP obtida por Strasburger et al e CEP BO6, juntamente com erro
ponto-a-ponto do ajuste.
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Figura 3.4: Comparação entre CEP obtida por Strasburger et al e CEP dBO6, juntamente com erro
ponto-a-ponto do ajuste.

As CEPs ajustadas pelos parâmentros otimizados na Tabela 3.1 são comparadas aos pontos ab

initio de Strasburger et al (SCEP) nas Figuras 3.1-3.4, para os potenciais Ryd6, dRyd6, BO6 e dBO6

respectivamente. Analizando todas as figuras bem como a Tabela 3.1 nota-se que o erro χ2 para

qualquer uma das formas analı́ticas é da ordem de 10−7 Hartree, indicando uma boa concordância

entre a CEP ajustada e a calculada por Strasburger et al. Pelas Figuras apresentadas, os desvios que

indicam os máximos e mı́nimos encontrados para as energias ab initio e as energias ajustadas foram

de 8, 37× 10−7 (8, 63× 10−4) Hartree para dBO6. Enquanto os desvios para BO6, dRyd6 e Ryd6 foram:

8, 09×10−7 (2, 00×10−8), 7, 21×10−7(2, 69×10−8) e 8, 25×10−7 (2, 05×10−8) Hartree, respectivamente.

Todos os ajustes aqui apresentados forneceram uma excelente descrição para as curvas de energia

potencial que buscam denotar a interação do sistema He − H, pois os desvios estão abaixo do erro

quı́mico aceitável (abaixo de 1 kcal/mol ou 0,0015 Hartree) em todas as regiões da CEP calculada

tanto nas zonas harmônicas quanto nas zonas anarmônicas (assintótica, atrativa e repulsiva). Por uma

análise mais sofisticada observa-se que os ajustes que envolvem as funções deformadas (dRyd6 e

dBO6) foram ligeiramente superiores. Podemos justificar esse fato comparando a soma dos cj para as

formas das funções dBO6 e BO6, já que a soma desses coeficientes deve ser igual à dissociação De =

5, 493× 10−4 Hartree, e os resultados foram de De = 5, 47081× 10−4 para dBO6 e De = 6, 45998× 10−4

Hartree para BO6. Os resultados ligeiramente melhores são atribuidos à flexibilidade da função d-

exponencial que apresenta a inserção do parâmetro d nos ajustes. Estas funções deformadas são mais

deslocalizadas do que a função exponecial convencional, e no limite d → 0, as funções deformadas

dRyd6 e dBO6 serão equivalentes as funções usuais Ryd6 e BO6. Note que na Tabela 3.1 que o
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parâmetro d das funções deformadas dRyd6 e dBO6 são razoavelmente pequenos: -0.03955416611

e -0.00567959078, respectivamente. Contudo as funções deformadas são extremamente sensı́veis ao

parâmetro d.

As constantes espectroscópicas rovibracionais obtidas através das soluções da Equação de Schrödin-

ger nuclear, via Eq.(2.79) serão apresentadas na Tabela 3.2 para todas as formas analitı́cas estudadas.

Para calcular estas constantes utilizou-se a massa do anti-hidrogênio como sendo igual à massa do

hidrogênio comum, com o intuito de se determinar a massa reduzida µ do sistema He−H. Os valores

dessas massas foram de 4,00386 a.m.u para o átomo de hélio e 1,008132 a.m.u para o anti-hidrogênio,

retirados da referência [34].

Tabela 3.2: Constantes espectroscópicas rovibracionais para o sistema He − H calculadas usando
Eq.(79) através do método DVR. Todos os valores estão apresentados em cm−1.

Potencial ωe ωeχe ωeγe αe γe Be

Ryd6 105,77 36,16 6,12 10,68 2,87 5,674
dRyd6 105,51 36,05 6,11 10,65 2.86 5,674
BO6 107,70 37,00 6,24 10,62 2,85 5,674
dBO6 106,63 36,54 6,18 10,67 2,87 5,674

Na Tabela 3.2 podemos observar que os valores obtidos para as constantes ωe, ωeχe, ωeγe, αe e γe,

estão relativamente próximas para todas as funções analı́ticas empregadas neste estudo.

Devido ao fato da energia de dissociação e a distância de equilı́brio serem fixadas nos potenciais

Rydberg e Rydberg deformada, seus ajustes expressaram valores ligeiramente melhores que os resul-

tados obtidos usando BO6, pois este potencial apresenta o valor da energia de dissociação como um

parâmetro que não pode ser fixado, assim, apresenta valores númericos relativamente maiores para

frequência fundamental ωe e para primeira correção anarmônica ωeχe. Devido a fraca interação do

sistema He − H, sua CEP tem um aspecto ”raso”, no sentido de que as correções anarmônicas cor-

respondem a uma fração considerável sobre a aproximação harmônica. Notemos, por exemplo, que os

valores de ωeχe e ωeγe calculados usando a função Ryd6 correspondem a valores ditos altos quando

comparados a sistemas que são considerados ligados, nos quais essas constantes são muito menores

que estes valores aqui apresentados. O valor de Be foi obtido usando a equação (2.71) e substituindo

a massa reduzida e a distância de equilı́brio do par He−H.

Na Tabela 3.3 estão listadas o conjunto de energias rovibracionais obtidas através da solução da

equação de Schrödinger nuclear com o número quântico vibracional (υ) variando de 0 a 4, e o número

quântico rotacional J variando entre 0 e 3. Pode-se verificar pela Tabela 3.3 que, independentemente

da forma analı́tica empregada, apenas um nı́vel vibracional, o estado fundamental (υ = 0), e dois nı́veis

rotacionais J = 0, 1 encontram-se abaixo do limite de dissociação De = 120, 03 cm−1. Esse fato indica

que o sistema He−H é formado por uma interação de van der Waals.

Bem como as constantes espectroscópicas descritas na Tabela 3.2, os nı́veis rovibracionais calcula-

dos forneceram valores próximos independentemente da função analı́tica utilizada. Embora o sistema

intermolecular hélio-hidrogênio apresente um potencial repulsivo em todas as regiões do seu estado
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Tabela 3.3: Nı́veis de energias rovibracionais para o sistema He−H (em cm−1) obtidos da solução da
equação de Schrödinger nuclear pelo método DVR para os potenciais Ryd6, d-Ryd6, BO6 e dBO6.

υ J Ryd6 dRyd6 BO6 dBO6
0 77,83 77,93 77,09 77,50
1 131,18 131,20 131,08 131,12
2 0 167,34 167,36 167,23 167,27
3 223,06 223,10 222,99 222,96
4 296,09 296,12 296,06 295,98
0 93,74 93,85 92,98 93,44
1 137,23 137,27 137,14 137,19
2 1 175,01 175,03 174,87 174,92
3 231,51 231,55 231,42 231,41
4 305,04 305,07 305,00 304,93
0 122,29 122,34 121,55 122,81
1 149,28 149,35 149,16 149,25
2 2 190,61 190,61 190,41 190,48
3 248,66 248,70 248,54 248,55
4 323,17 323,21 323,11 323,04
0 151,79 151,82 151,48 151,71
1 172,28 172,36 171,83 172,18
2 3 214,97 214,98 214,64 214,81
3 274,94 274,98 274,74 274,81
4 350,83 350,87 350,72 350,70

fundamental, já foram reportados na literatura estados excitados ligados. De acordo com o teorema

CPT, todas as propriedades da antimatéria devem ser iguais à matéria usual correspondente. Pode-

mos, pois, apresentar a ideia de que se para matéria usual o sistema He − H encontra-se ligado em

seus estados excitados, então o sistema He−H também pode estar ligado em algum estado excitado.

No trabalho de Jonsell et al [17], os autores realizaram um estudo sobre o processo colisional entre

He−H partindo da CEP de Strasburger e Chojnacki. Levaram em conta os estados fracamente ligados

com tempo de vida relativamente longo, cuja amplitude encontra-se quase que totalmente dentro do

poço, próximo de 2, 42 a0. Verificaram então que para número quânticos rotacionais J ≤ 3, o sistema

He−H suporta estados ligados. Os resultados apresentados na Tabela 3.3 denotam nı́veis rovibracio-

nais ligados nos casos em que υ = 0 e J = 0 e assim concordam com dados apresentados por Jonsell

et al. A tı́tulo de comparação, as energias obtidas neste trabalho através do método DVR e os nı́veis

obtidos por Jonsell et al foram: 3, 5221 × 10−4 hartree e 3, 043 × 10−4 hartree para J = 0 respectiva-

mente. Uma diferença significativa aparece quando é considerado J = 3, em nosso trabalho obtemos

6, 92 × 10−4 que esta fora do limite da ligação e 5, 39 × 10−4 Hartree que está abaixo da energia de

dissociação.

As figuras de 3.5-3.8 mostram os nı́veis de energias rovibracionais para o sistema He−H.
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Figura 3.5: Nı́veis de Energia Rovibracionais para o sistema He−H com a forma analı́tica Ryd6.

Figura 3.6: Nı́veis de Energias Rovibracionais para o sistema He−H com a forma analı́tica dRyd6.
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Figura 3.7: Nı́veis de Energias Rovibracionais para o sistema He−H com a forma analı́tica BO6.

Figura 3.8: Nı́veis de Energias Rovibracionais para o sistema He−H com a forma analı́tica dBO6.

Pela observação das Figuras 3.5-3.8, apenas o primeiro nı́vel vibracional constitui um estado ligado

para o sistema He−H. Este fato implica descrever que não existem transições vibracionais para este

sistema, uma vez que as regras de seleção para o dipolo elétrico afirmam que ∆υ = ±1 e ∆ = ±1 para
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moléculas diatômicas heteronucleares. O mı́nimo da CEP ab initio assemelha-se a estruturas que inte-

ragem por forças dispersivas como moléculas de van der Waals. Caso seja considerado, por exemplo, a

interação do sistemaHe−He como um sistema diatômico fraco, sua forma dimérica somente é formada

à temperatura de 10−3K [35]. O sistema He2 apresenta energia de dissociação De = 3, 4728× 10−5 Ha

com Re = 5, 61 a0 [34], demonstrando que o sistema He−H está por uma ordem de grandeza mais for-

temente ligado (De = 5, 5469× 10−4 Hartree e Re = 3, 63 a0). Poços de potencial com um leve mı́nimo,

como os sistemas He − H e He − He, são denominados de moléculas de van der Waals devido sua

baixa energia de interação. Isto leva a crer que exista um estado ligado para este sistema descrito pelas

energias rovibracionais obtidas neste trabalho. Adicionalmente, é importante enfatizar que a interação

He−H não possui uma distância internuclear crı́tica, isto é, a separação na qual o par elétron-pósitron

não estão ligados aos seus núcleos o que causaria um colapso na ABO [17]. Portanto a CEP calculada

por Strasburger e Chojnacki pode então ser considerada muito confiável. De fato a CEP denotada é

considerada muito precisa [36], sendo assim, pode-se afirmar que as constantes espectroscópicas bem

como os nı́veis de energias rovibracionais descritos neste trabalho também possuem acurácia similar.

30



Capı́tulo 4

Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho foram determinas pela primeira vez na literatura as energias e constantes espec-

troscópicas rovibracionais para interação He − H usando a CEP ab initio obtida por Strasburger e

Chojnacki [13]. Quatro formas analı́ticas foram utilizadas para ajustar os pontos ab initio do poten-

cial interatômico e os parâmetros foram otimizados utilizando os métodos hı́bridos Gradiente Simplex,

Levenberg - Marquardt e Generalized Simulated Annealing (GSA). O procedimento de ajuste foi consi-

derado satisfatório embasando-se no erro ponto-a-ponto não superou o erro quı́mico aceitável (abaixo

de 1 kcal/mol ∼ 0,0015 hartree) em todas as regiões da CEP obtida.

As constantes espectroscópicas aqui obtidas apresentaram valores muito próximos para todas as

formas analı́ticas empregadas com diferença máxima que não passou de 7% para ωe, 13% para ωeχe,

8% para ωeγe, 2% para αe e 1% para γe, quando utilizou-se a função Bond Order de grau 6. Estas

pequenas diferenças mostram que os ajustem apresentam qualidade similar. A existência de estados

ligados é possı́vel para os nı́veis rovibracionais, υ = 0 e J = 0, 1. Esta interação se assemelha aquelas

que ocorrem com moléculas de van der Waals com baixa energia de dissociação e distância internu-

clear relativamente grande. A precisão das propriedades dinâmicas apresentadas neste trabalho estão

intimamente ligadas à qualidade da CEP ab initio de Strasburger et al, a qual é considerada de altam-

mente precisa. Desta forma acredita-se que os resultados obtidos possam servir de comparação com

estudos futuros acerca das propriedades espectroscópicas para o sistema diatômico He−H.

Como perspectivas futuras pretendemos confrontar estes resultados utilizando outra metodologia

para a determinação de constantes espectroscópicas, tais como o método de Dunham [27]. Este

método é baseado em fórmulas derivadas da teoria da perturbação, no qual o potencial (função analı́tica)

é expandido em uma série de Taylor em torno da distância de equilı́brio R2.
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ABSTRACT 

The description of the rovibrational spectroscopic parameters plays a fundamental role in the 

comprehension of the van der Waals interaction between ordinary matter and antimatter at very 

low temperature. Herein, the rovibrational spectroscopic properties of helium-antihydrogen 

interaction were investigated within Born-Oppenheimer approximation using the potential 

energy curve calculated by Strasburger et al (2002, Phys. Rev. Lett. 88(16) 163201). We solved 

the nuclear Schrödinger equation for this system, combined the solutions with a diatomic 

rovibrational energy equation and determined, for the first time, the spectroscopic constants and 

rovibrational energies as well. We used four different analytical forms to represent the effective 

potential and fitted the ab initio curves accurately and the spectroscopic constants values are very 

close regardless of the function used. We found that helium-antihydrogen system has only one 

bound vibrational level (� � 0) with two rotational levels (� � 0 and 1) for all analytical forms, 

indicating extremely weak binding and its existence would be reasonable only at very low 

temperatures. 

KEYWORDS Helium-Antihydrogen, Potential Energy Curve, Rovibrational energies, 

Spectroscopic Constants, DVR method. 
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1. Introduction  

Artificial production of antimatter at CERN1 and Fermilab2 in the late of the 1990’s 

attracted much interest of scientific community in attempt to understand its mysterious nature. In 

2002, the synthesis of cold antihydrogen atoms was a remarkable experiment3 that enabled 

scientists to investigate antiatoms more profoundly. The interaction between ordinary matter and 

antimatter is a topic of current interest, especially with respect to its differences and why 

antimatter is not as abundant as ordinary matter.4–6 Recent advances of theoretical method to 

enhance the formation of antihydrogen via antiproton scattering will shed some light into the 

matter-antimatter interactions.7 The Standard Model of particle physics predicts that 

antihydrogen must have the same energy levels of usual hydrogen. This assumption relies on 

postulates such CPT (charge conjugation (C), parity transformation (P), and time reversal (T)) 

invariance, or on other theoretical premises. In this regard, CPT violation is being widely 

investigated.8–10 Investigations such as Ref.[11] and Ref.[12] in the spectroscopy field have been 

intensively made to check CPT symmetry breakdown. This clearly shows the importance of 

theoretical spectroscopic predictions about the interaction of normal matter and antimatter to 

corroborate experimental measurements.  

In a previous paper, Strasburger and Chojnacki13 determined a set of leptonic (two 

electrons and positron) energies at different internuclear distances for the interaction of atomic 

antihydrogen (H�) and helium within the Born-Oppenheimer approximation. The authors 

employed as wave function of light particles a linear combination of explicitly correlated 

Gaussian functions as an ansatz relying on very accurate results for normal matter14 and 

positronic systems.15 They calculated variationally the Potential Energy Curve (PEC) for the HeH� interaction with equilibrium distance �� at 3.63 bohr. This curve possesses a maximum at 

2.42 bohr, indicating that this barrier would reduce the annihilation cross section at very low 

collision energies. The nucleus and antinucleus are attracted by Coulombic interaction and at 

short distances the strong nuclear forces dominates. Jonsell et a.l16,17 investigated strong nuclear 

forces in cold HeH� collisions and found that this strong nuclear forces causes significant 

annihilation. Junker and Bardsley18 also obtained a potential maxima for the HeH� interaction 

with its peak below the dissociation limit. They speculated that all matter-antimatter pair would 

exhibit such maximum. However, further investigations with more accurate wave functions the 
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barrier disappeared and it was interpreted as an effect of theoretical inaccuracy in the short range 

internuclear distances.19,20 Strasburger and Chojnacki admitted that HeH� system seems to possess 

a barrier but its existence cannot be definitively answered on the basis of semi-quantitative 

considerations.13 Due to this controversy about the existence of the potential barrier in the 

interaction, we investigated in this work only the possible weakly bound state of HeH� system 

that would be well localized around the minimum with properties of a quasimolecule.  

In the present work, we have evaluated, for the first time, the spectroscopic constants ��, ����, ����, ��, �� and ��as well as the rovibrational energy levels using a coupled procedure 

combining the rovibrational energies, obtained through solving the nuclear Schrödinger equation, 

and the diatomic rovibrational energy equation also known as Dunham expansion.21Additionally, 

the main goal of this work is to calculate rovibrational properties arising from the range in the 

PEC of Strasburger and Chojnacki (SC PEC) at distances greater than ~2.4 bohr (the region that 

characterizes a potential well). Based on the calculated rovibrational properties we also presented 

some insights on the van der Waals interaction of the HeH� complex.  

 

2. Method of Calculation 

2.1. Rovibrational Spectroscopic Parameters 

At equilibrium internuclear distance, the complex will vibrate around the equilibrium 

distance and will rotate approximately at a fixed radius. Therefore, the molecular energy 

corresponds to a harmonic-oscillator, rigid-rotator approximation. To include anharmonic and 

non-rigid effects in the diatomic energy we can expand around the point �� � 1 2⁄ � and ��� � 1�, 

respectively. So the diatomic rovibrational energy equation,21–23 is the following: 

��,� � ��  � � 12! � ����  � � 12!" � ����  � � 12!# � $
� %�� & ��  � � 12! � ��  � � 12!" � $ ' ��� � 1�, (1) 

where � and � are the vibrational and rotational quantum numbers, respectively. The coefficients 

of this series are called rovibrational spectroscopic constants. �� � (" 2)��"*+⁄  is the rotational 
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constant that only depends upon the fixed equilibrium distance ��. Here, the reduced mass ) was 

calculated considering that antihydrogen holds CPT symmetry and so has the same mass as 

normal hydrogen. In fact, recently the ALPHA Experiment tested the ratio of the gravitational 

and inertial masses of antihydrogen.8 The authors assumed that the inertial mass of antihydrogen 

is taken to be numerically equal to the mass of the hydrogen. Here, we took the atomic mass for 

both helium and antihydrogen to be 4.00386amu and 1.008132amu, respectively from Ref.[24].  

The rovibrational energies ��,� were obtained here solving the nuclear Schrodinger 

equation using the Discrete Variable Representation (DVR) method described elsewhere.25–27 

The rovibrational energies can be substituted in the equation below to yield the spectroscopic 

constants aimed: 

�� � 124 -14.�/,0 & �0,01 & 93.�",0 & �0,01 � 23.�#,0 & �/,014 
���� � 14 -13.�/,0 & �0,01 & 11.�",0 & �0,01 � 3.�#,0 & �/,014 

���� � 16 -3.�/,0 & �0,01 & 3.�",0 & �0,01 � 3.�#,0 & �/,014 
�� � 18 -&12.�/,/ & �0,/1 � 4.�",/ & �0,/1 � 4�� & 23����4 
�� � 18 -&2.�/,/ & �0,/1 � .�",/ & �0,/1 � 2���� & 9����4 

 

(2) 

2.2. Analytical Potential Energy Curves 

To build the effective potential in the nuclear Schrödinger equation ones must propose a 

mathematical function 7��� whose parameters are optimized to give a good fit of the calculated 

PEC. We used four different analytical forms to represent the effective potential for the nuclei in 

motion: generalized Rydberg28 of sixth degree, Bond-Order polynomial of six degree and also 

the deformed versions of these potentials by imposing the deformed exponential function.29,30 

The generalized Rydberg potential is given by 

789:��� � &;� <1 � = +>�� & ���>?
>@/ A eBCD�EBEF�  (3)  
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where ;� stands for the dissociation energy, �� for the equilibrium distance and the +> are the 

coefficients to be adjusted (in this work all the parameters for each potential were optimized by 

using a hybrid procedure based on the global optimization method known as Generalized 

Simulated Annealing (GSA),31,32 the simplex gradient33 and Levenberg-Marquardtmethods.34) 

The bond order (BO) potential is given by 

7GH(�) � = +>
?

>@/ -eBI(EBEF)4>  (4) 
where J and the +> are adjustable parameters. Substitution of the usual exponential function by 

the deformed exponential function (based on the non-extensive statistical mechanics of Tsallis35) 

into Eqs. 3 and 4 yields the deformed versions of Rydberg and Bond Order potentials: dRyberg 

(dRyd) and dBond Order (dBO) given by 

7K89:(�) � &;� <1 � = +>(� & ��)>?
>@/ A L1 & M+/(� & ��)N/ K⁄   (5) 

and 

7KGH(�) � = +>
?

>@/ P.1 & MJ(� & ��)1/ K⁄ Q>  
(6) 

respectively. In Eqs. 5 and 6 M and the +> coefficients are adjustable parameters, ;� and �� are 

held constant.  

3. Results and Discussion 

We now present the results of spectroscopic rovibrational properties of HeH� complex in 

the ground state. Table 1 shows the optimized parameters for all analytical forms used in the 

effective potential that generate the best HeH� rovibrational spectroscopic constants. Using these 

optimized parameters, we constructed the effective potential in the nuclear Schrödinger equation 

and solved it via DVR method to get the rovibrational energies ��,� shown in Table 2. 
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Table 1. Optimized parameters for HeH� Ryd6, dRyd6, BO6 and dBO6 PECs. The dissociation 
energy given (in hartree) and equilibrium distance (in bohr radius) were fixed in Eqs. 3, 4, 5 and 
6.  

Parameters Ryd6 dRyd6 BO6 dBO6 

+/ 1.35368229139 1.37670088028 -0.00001398638 -0.00001505650 

+" 0.04565093283 0.04408291422 -0.00030104351 -0.00027751898 

+# -0.12709317804 -0.17496657245 -0.00032035899 -0.00032896780 

+R 0.08092572727 -0.07207727995 -0.00239882674 -0.00247810377 

+S -0.02012956946 -0.01196629764 0.00375015419 0.00384528336 

+T 0.00234744919 0.00091727254 -0.00136293628 -0.00129271720 

M - -0.03955416611 - -0.00567959078 

J (bohr-1) - - 0.40515218323 0.40323792316 

;�  0.0005493 

��  3.63 

U"(10B/") 3.0365 1.4686 1.4590 1.4556 

 

Figure 1 (left y-axis) shows both the H�H� Strasburger and Chojnacki (SC PEC) and the fitted 

dBO6PEC analytical function. Figure 1 also presents the error at each point between SC PEC 

and fitted curve (right y-axis). In Figure 1 we present only one PEC obtained for simplicity’s 

sake. From Figure 1 and Table 1 we see that the U" error for any analytical form is in order of 10B/" hartree, showing close agreement between the fitted PEC and the calculated by SC one. 

The maximum (and minimum) deviation found between SC energies and fitted energies were 8.37 X 10BY (8.63 X 10BZ) hartree for dBO6. The deviation for BO6, dRyd6 and Ryd6 were: 8.09 X 10BY (2.00 X 10BZ), 7.21 X 10BY (2. 69 X 10BZ) and 8.25 X 10BY (2.05 X 10BZ) 

hartree, respectively.  
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Figure 1. Comparison between SC PEC and dBO6 (right y-axis) and error between SC PEC and 

fitted curve (left y-axis). 

Again in Table 1, we believe that the deformed analytical functions fitted SC PEC 

slightly more accurate. This becomes evident specially in BO and dBO because the summation 

of the +> coefficients should give ;� � 5.493 X 10BR hartree, in comparison with BO6 ;� �
6.46998 X 10BR and dBO6 ;� � 5.47081 X 10BR. It is important to point out that this slight 

improvement is due to the deformed exponential function’s flexibility through the M parameter 

(many studies related with electronic structure have been done successfully using the deformed 

exponential function36–38). In the limit M [ 0, the dRyd and dBO potential is equivalent to 

Rydberg and BO potential. Considering the deformation on the exponential, the M parameter in 

dRyd6 and dBO6 are significant values,39–41 -0.03955416611 and -0.00567959078, respectively. 

We present the rovibrational energy levels for each analytical form in Table 2 with 

special attention to the lowest values of �=0,1,2,3,4 and � � 0, 1, 2,3. It is important to 

emphasize from Table 2 that regardless the analytical form our results show only one energy 

level (� � 0) with rotational fine structure (� � 0, 1) below the dissociation limit ;� �120.03 +\B/, which is an indication that the HeH� system is at least weakly bound, that is, a 

quasimolecule. This bound state resembles a van der Waals interaction. 
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Table 2.]^]�rovibrational energy levels (in cm-1) obtained by solving the nuclear Schrödinger 
equation via DVR method for each analytical form. 

_ � Ryd6 dRyd6 BO6 dBO6 

0 

0 

77.83 77.93 77.09 77.50 

1 131.18 131.20 131.08 131.12 

2 167.34 167.36 167.23 167.27 

3 223.06 223.10 222.99 222.96 

4 296.09 296.12 296.06 295.98 

0 

1 

93.74 93.85 92.98 93.44 

1 137.23 137.27 137.14 137.19 

2 175.01 175.03 174.87 174.92 

3 231.51 231.55 231.42 231.41 

4 305.04 305.07 305.00 304.93 

0 

2 

122.29 122.34 121.55 122.81 

1 149.28 149.35 149.16 149.25 

2 190.61 190.61 190.41 190.48 

3 248.66 248.70 248.54 248.55 

4 323.17 323.21 323.11 323.04 

0 

3 

151.79 151.82 151.48 151.71 

1 172.28 172.36 171.83 172.18 

2 214.97 214.98 214.64 214.81 

3 274.94 274.98 274.74 274.81 

4 350.83 350.87 350.72 350.70 

 

In Table 3 we present the rovibrational spectroscopic constants obtained through the 

nuclear Schrödinger solutions (via Eq. 2). We can see that the values of ��, ����, ����, �� and �� obtained are very close for all analytical forms except for BO6 PEC where the results were 
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slightly more discrepant for the �� and ���� values. �� was calculated through its definition in 

Eq. 1 substituting ) and ��. We have employed the same methodology using DVR method 

successfully in other molecular systems with very accurate results when compared to the 

experimental data available.42 

Table 3.]^]� rovibrational spectroscopic constants (in cm-1), determined solving Eq. 2 using the 

DVR method. 

Potential �� ���� ���� �� �� �� 

Ryd6 

 
105.77 36.16 6.12 10.68 2.87 

5.674 dRyd6 105.51 36.05 6.11 10.65 2.86 

BO6 107.70 37.00 6.24 10.62 2.85 

dBO6 106.63 36.54 6.18 10.67 2.87 

 

Although the analogous ordinary molecular system helium hydride is reported to possess 

a repulsive potential,43–45 but bound excited states,46,47 it does not exclude from a theoretical 

perspective the existence of the bound state of H�H� system. Indeed, experimental evidence for 

the existence of bound excited electronic states of H�H was achieved with the detection of the �"Π [ a"Σc transition.48 Jonsell et al.,17 found that a number of relatively long-lived states of 

loosely bound HeH� exists, for which have most of their amplitude in the potential well outside 

the maximum at � � 2.42 bohr. In that paper, Jonsell et al. found that for rotational quantum 

numbers � d 3 the H�H� system supports bound states. This result is in full agreement with our 

results that encountered a bound state for � � 0 and � � 0, and 1 as depicted in Figure 2 where 

different metastable states (these states can decay through annihilation and rearrangement)17 take 

place in the attractive region of the potential. The results shown in Table 2 and Figure 2 are 

qualitatively similar to those from Ref.[17]. For instance, to make a comparison between the 

energy levels calculated via DVR method using dRyd6 and those calculated by (Jonsell et al.) we 

have for � � 0,1,2 and 3, respectively 3.52 X 10BR (2.45 X 10BR), 3.55 X 10BR (2.7 X 10BR), 

5. 57 X 10BR (1. 32 X 10BR) and 6.92 X 10BR (0.069 X 10BR) hartree. The most important 
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difference comes from � � 2 and 3, for which we obtained states out of the bound limit ;� �5.493 X 10BR hartree.  

 

Figure 2. Rovibrational levels (in hartree) for the HeH� interaction obtained using dRyd6 PEC to 

represent the effective potential.  

As we can see in Figure 2, the first vibrational excited state is not bound. This implies 

that there are no allowed transitions for this system, since the selection rules for electric dipole 

asserts that ∆� � f1 and ∆� � f1 in heteronuclear diatomic systems. Additionally, the slight 

minimum in the SC PEC is typical at relatively large internuclear distances for systems bounded 

by dispersion forces. For example, the �� value obtained by Lo et al.,47 for the first excited state 

for helium hydride is about 1.4077 bohr and ;� � 0.092975751 hartree. This is a much shorter 

distance in comparison with H�H� (3.63 bohr) calculated by Strasburger and Chojnacki. Another 

theoretical example upon the existence of a quasibound existence of HeH� system is the work 

developedby Sharipov et al,49 where they predicted metastable states for HeH� calculated within 

Ritz variational approach. It is important to stress that HeH� system do not have a critical 

internuclear distance, which is the separation where the electron-positron pair becomes unbound 

to the nuclei collapsing the Born-Oppenheimer approximation.17 Therefore, the potential energy 

curve calculated by Strasburger and Chojnacki do not lack accuracy. Indeed, it is considered to 
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be very precise,49 so we infer that the rovibrational spectroscopic constants outlined in this work 

have similar precision. 

 

Conclusion 

The dynamics properties of H�H� interaction were calculated using the SC PEC. The 

fitting procedure was very accurate. The calculated values of equilibrium vibrational constant 

(��), anharmonic constant (����) and rovibrational constants (�� and ��) via nuclear 

Schrödinger equation are in close agreement for most of analytical forms studied here. The 

existence of a possible weakly bound state obtained by Strasburger and Chojnacki are reflected 

in the spectroscopic constants obtained with relatively large values for anharmonic and non-rigid 

rotor corrections when compared to systems covalently bound. For example, in H"( Πg# ) the 

anharmonic correction is considerably smaller (�� � 2339 +\B/ and ���� � 57+\B/[21]) than 

for H�H� owing to its flat potential aspect. However, the slight minimum in the PEC produced by 

dispersion forces could possibly allow the existence at very low temperatures of a bounded state 

for this complex system. The weak aspect of H�H� interaction can be ascribed to the few 

rovibrational levels found here: a single vibrational level (� � 0,) followed by two closely 

spaced spectral lines accounting for the rotational-vibrational coupling (� � 0, 1) 

Despite the weak H�H� interaction, these facts ensure the validity and accuracy of the 

spectroscopic constants shown in this work since they are calculated based on the SC PEC, 

which is considered to be very accurate. For the first time the spectroscopic constants for 

ordinary matter and antimatter interaction have been calculated and we believe these results will 

provide a comparison source to further theoretical and experimental works.  
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