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Graduação lembro de você entrando na sala e dizendo - Cara, vou ser pai! Era a Ana
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veio assitir a minha defesa. Isso que é amizade.
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Resumo

Nesta tese estudamos os polinômios centrais de algumas álgebras associativas Lie

nilpotentes universais. Elas são definidas por Qn = F〈X〉/T (n) (e também são conhe-

cidas como álgebras associativas Lie nilpotentes relativamente livres) onde F é um

corpo, F〈X〉 é a álgebra associativa livre unitária, livremente gerada pelo conjunto

enumerável X = {x0,x1,x2, . . .} e T (n) é o ideal bilateral de F〈X〉 gerado pelos comu-

tadores [a1, . . . ,an], ai ∈ F〈X〉. O nosso primeiro resultado principal é uma descrição

dos polinômios centrais da álgebra Q4 quando char(F) = 3. Nosso segundo resultado

principal é uma descrição dos polinômios centrais da álgebra Q4 quando char(F) = 2.

Os polinômios centrais da F-álgebra Q4 quando char(F) 6= 2,3 foram descri-

tos por Grishin (2012). Se char(F) 6= 3, então [x1,x2][x3,x4,x5] pertence a T (4)

(Volichenko, 1978). Isso implica que a imagem de T (3) em Q4 é central nessa

álgebra, o que permite reduzir o problema da descrição dos polinômios centrais da

álgebra Q4 para um problema sobre elementos da álgebra Q3. Porém, se char(F) = 3,

então [x1,x2][x3,x4,x5] não pertence a T (4) (Krasilnikov, 2013). Por essa razão, a

descrição dos polinômios centrais da F-álgebra Q4 quando char(F) = 3 é mais

sofisticada do que quando char(F) 6= 3. Se char(F) = 2, então x2
0 +T (4) não é central

em Q4. Isso implica que a descrição dos polinômios centrais de Q4 é ligeiramente

diferente do caso de char(F) 6= 2,3.

O nosso terceiro resultado principal é uma descrição dos geradores da álgebra Q4

como espaço vetorial quando char(F) > 3. Esse resultado é uma generalização do re-

sultado de Grishin. Também obtivemos uma descrição dos polinômios hipercentrais

das álgebras Q4 e Q5. Um polinômio hipercentral é uma generalização de polinômio

central. Essa generalização foi introduzida por Laue (1984).

Palavras–chave

identidade polinomial; polinômio central; T -subespaço; álgebra associativa

Lie nilpotente



Abstract

In this PhD thesis we study the central polinomials of some universal Lie nil-

potent associative algebras. They are defined by Qn = F〈X〉/T (n) (and also are

called relatively free Lie nilpotent associative algebras) where F is a field, F〈X〉
is the free unital associative algebra freely generated by the infinite countable

set X = {x0,x1,x2, . . .} and T (n) is the two-sided ideal of F〈X〉 generated by the

commutators [a1, . . . ,an], ai ∈ F〈X〉. Our first main result is a description of

the central polynomials of the algebra Q4 when char(F) = 3. Our second main

result is a description of the central polynomials of the algebra Q4 when char(F) = 2.

The central polynomials of the F-algebra Q4 when char(F) 6= 2,3 have been

described by Grishin (2012). If char(F) 6= 3, then [x1,x2][x3,x4,x5] belongs to

T (4) (Volichenko, 1978). This implies that the image of T (3) in Q4 is central in

this algebra that allows us to reduce the problem of description of the central

polynomials of the algebra Q4 to a problem about elements of the algebra Q3.

However, if char(F) = 3, then [x1,x2][x3,x4,x5] does not belong to T (4) (Krasilnikov,

2013). For this reason the description of the central polynomials of the F-algebra

Q4 when char(F) = 3 is more sophisticated than in the case when char(F) 6= 3.

If char(F) = 2, then x2
0 + T (4) is not central in Q4. This implies that the descrip-

tion of the central polynomials of Q4 is slightly different from the case char(F) 6= 2,3.

Our third main result is a description of generators of the algebra Q4 as a

vector space when char(F) > 3. This result is a generalization of result of Grishin’s

result. We also obtain a description of the hipercentral polynomials of the algebras

Q4 and Q5. A hipercentral polynomial is a generalization of a central polynomial.

This generalization was introduced by Laue (1984).

Keywords

polynomial identity; central polynomial; T -subspace; Lie nilpotent associa-

tive algebra
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3.2 A álgebra Q5 90
3.3 Resumo dos resultados 96

Referências Bibliográficas 97
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Introdução

A área da matemática na qual esta tese está situada é álgebra. Mais

precisamente, fazemos uma contribuição para a teoria que estuda álgebras que

satisfazem alguma identidade polinomial. Tais álgebras são chamadas de PI-álgebras

(do inglês Polynomial Identity) e formam uma classe abrangente de álgebras, que

incluem algumas álgebras muito importantes para outras áreas da ciência, como as

álgebras de matrizes e as álgebras de Grassmann (ou álgebras exteriores).

À menos que se diga o contrário, as álgebras consideradas neste trabalho se-

rão sempre associativas e unitárias. As definições formais dos conceitos apresentados

nesta introdução encontram-se no Caṕıtulo 1.

Seja A uma álgebra sobre um corpo F . Um polinômio f (x1, . . . ,xn) nas va-

riáveis não comutativas x1, . . . ,xn com coeficientes em F é uma identidade polinomial

para a álgebra A se f (a1, . . . ,an) = 0 para quaisquer elementos a1, . . . ,an ∈ A.

Apesar da ideia de identidade polinomial aparecer implicitamente em tra-

balhos anteriores, o interesse geral em PI-álgebras começou após a publicação de um

artigo de Kaplansky [30] em 1948; esse trabalho está inserido no que hoje é chamada

de teoria estrutural de PI-álgebras, que visa obter informações sobre a estrutura de

uma álgebra quando se sabe que ela satisfaz alguma identidade polinomial.

Em 1950, Amitsur e Levitzki [1] provaram por métodos puramente combi-

natórios que o polinômio padrão de grau 2n

s2n(x1, . . . ,x2n) = ∑
σ∈S2n

(−1)σxσ(1) . . .xσ(2n)

é uma identidade polinomial de grau minimal para a álgebra de matrizes n×n com

entradas em um corpo qualquer. Esse trabalho inaugurou uma nova abordagem às

PI-álgebras, sendo o principal objetivo a descrição das identidades polinomiais de

uma dada álgebra.

Seja F〈X〉 a álgebra dos polinômios nas variáveis não comutativas X =

{x0,x1,x2, . . .} com coeficientes no corpo F . O conjunto Id(A) de todas as identidades

polinomiais de uma álgebra A forma um ideal bilateral de F〈X〉. Mais ainda, Id(A) é

fechado por todos os endomorfismos de F〈X〉. Ideais de F〈X〉 com essa propriedade
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são chamados de T -ideais. Observe que o estudo de T -ideais se reduz ao estudo de

identidades polinomiais. Mais precisamente, se I é um T -ideal de F〈X〉 e A = F〈X〉/I,

então I = Id(A).

Um T -ideal I é gerado por um conjunto S ⊆ F〈X〉 se I for o menor T -ideal

de F〈X〉 que contém S. Um T -ideal é finitamente gerado quando é gerado por um

conjunto finito.

Antes de continuar, vamos definir uma álgebra que desempenha um papel

muito importante em PI-álgebras.

Sejam F um corpo infinito de caracteŕıstica 6= 2 e V um espaço vetorial sobre

F com base enumerável e1,e2, . . .. A álgebra de Grassmann infinitamente gerada e

unitária de V , denotada por E, é a álgebra associativa gerada por e1,e2, . . . e com

relações eie j =−e jei para quaisquer i e j.

São poucas as álgebras para as quais se conhece uma descrição completa

das suas identidades polinomiais. Uma lista quase completa delas é

E,E⊗E,M2(F) e Un(F),

onde E⊗E é o produto tensorial da álgebra de Grassmann E; M2(F) e Un(F) são

respectivamente a álgebra de matrizes 2× 2 e a álgebra de matrizes triangulares

superiores n×n, ambas com entradas no corpo F . Mesmo nessa lista, as identidades

de algumas álgebras não são conhecidas para todos os corpos nos quais elas estão

definidas. Para mais detalhes consulte [13].

Uma questão se coloca: podem as identidades polinomiais de uma álgebra

serem descritas “de maneira finita”? Mais precisamente: é todo T -ideal de F〈X〉
finitamente gerado como um T -ideal? Quando a caracteŕıstica do corpo F é 0, esse

é o famoso Problema de Specht, proposto por Specht [42] em 1950.

Diversos casos particulares do Problema de Specht foram resolvidos nos anos

seguintes mas uma prova completa (afirmativa) só foi dada em 1987 por Kemer, após

uma série de artigos (veja [31]). Entretanto, sobre um corpo F de caracteŕıstica p> 0,

existem T -ideais de F〈X〉 que não são finitamente gerados. Isso foi provado em 1999
por Belov [6], Grishin [24] e Shchigolev [40]. A construção desses T -ideais faz uso

de T -subespaços de F〈X〉 não finitamente gerados, constrúıdos por Grishin [24] para

p = 2 e por Shchigolev [41] para p > 2.

Seja Z(A) o centro de uma álgebra A. Dizemos que f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 é

um polinômio central de A se f (a1, . . . ,an) ∈ Z(A) para quaisquer a1, . . . ,an ∈ A.

O conjunto C(A) de todos os polinômios centrais de A forma um subespaço

vetorial de F〈X〉. Mais ainda C(A) é fechado por todos os endomorfismos de F〈X〉.
Subespaços vetoriais de F〈X〉 com essa propriedade são chamados de T -subespaços.
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Ao contrário de T -ideais, o estudo dos T -subespaços não se reduz ao estudo dos

polinômios centrais. Mais precisamente, existem T -subespaços I de F〈X〉 para os

quais não existe uma álgebra A tal que I = C(A) (veja [20, Observação 1]).

Um T -subespaço I é gerado por um conjunto S ⊆ F〈X〉 se I for o menor

T -subespaço de F〈X〉 que contém S. Um T -subespaço é finitamente gerado quando

é gerado por um conjunto finito.

Resultados semelhantes àqueles de T -ideais foram obtidos para T -

subespaços. Se F é um corpo de caracteŕıstica 0, então todo T -subespaço de F〈X〉 é

finitamente gerado como um T -subespaço; esse resultado foi provado por Shchigolev

[39], em 2001.

Entretanto, sobre um corpo F de caracteŕıstica p > 0, existem T -subespaços

de F〈X〉 que não são finitamente gerados como T -subespaços. Além dos exemplos

citados acima, foi mostrado recentemente (veja [4, 7]) que o T -subespaço dos

polinômios centrais da álgebra de Grassmann (sobre um corpo de caracteŕıstica

p > 2) não é finitamente gerado como um T -subespaço (detalhes adiante).

Seja f um polinômio central de uma álgebra A. Se f não é uma identidade

polinomial de A e também não possui termos escalares, dizemos que f é um polinômio

central próprio de A. Na literatura, com frequência, “polinômio central” significa

“polinômio central próprio”(veja [13]).

O interesse por polinômios centrais começou em 1956, quando Kaplansky

[29] perguntou se a álgebra de matrizes Mn(F), com n > 2, possúıa algum polinômio

central próprio. A resposta afirmativa para o problema proposto por Kaplansky foi

dada independentemente por Formanek [17], em 1972 e por Razmyslov [38], em

1973. Eles apresentaram dois métodos diferentes para a construção de polinômios

centrais da álgebra Mn(F) (veja [13] para uma exposição dos dois métodos).

A partir dáı, vários outros polinômios centrais para a álgebra de matrizes

foram obtidos. Entretanto, uma descrição completa dos polinômios centrais de Mn(F)

é conhecida apenas quando n = 2 e o corpo F é infinito de caracteŕıstica 6= 2. Quando

a caracteŕıstica de F é 0, os geradores de C(M2(F)) como um T -subespaço foram

obtidos por Okhitin [37], em 1988 (veja também [15]). Quando F é infinito de

caracteŕıstica 6= 2, os geradores de C(M2(F)) como um T -subespaço foram obtidos

por Colombo e Koshlukov [8], em 2004.

São muito poucas as álgebras para as quais se tem uma descrição completa

dos seus polinômios centrais. A álgebra de matrizes M2(F), a álgebra de Grassmann

E e a álgebra Q4 = F〈X〉/T (4) (abordada nesta tese) são quase todos os exemplos

conhecidos até este momento.

As identidades polinomiais da álgebra de Grassmann sobre um corpo de

caracteŕıstica 0 foram descritas primeiramente por Krakowski e Regev [32], em 1973
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(veja também Latyshev [35]). Essas identidades coincidem com as identidades da

Álgebra de Gassmann sobre um corpo de caracteŕıstica positiva (veja [18]). Assim, foi

mostrado por esses autores que se F é um corpo infinito de caracteŕıstica 6= 2, então

Id(E) é gerado como T -ideal pelo polinômio [x1,x2,x3] = [[x1,x2],x3], onde [x1,x2] =

x1x2− x2x1.

A descrição dos polinômios centrais da álgebra de Grassmann E foi obtida

em 2010, independentemente por Bekh-Ochir e Rankin [3], por Brandão Jr, Kosh-

lukov, Krasilnikov e Silva [7] e por Grishim [23]. Seguindo a notação de [7], seja

q(x1,x2) = xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 , e para cada n≥ 1, defina

qn = qn(x1, . . . ,x2n) = q(x1,x2)q(x3,x4) . . .q(x2n−1,x2n).

Teorema 0.1 ([3, 7, 23]). Seja F um corpo infinito de caracteŕıstica p > 2. Então

C(E), o espaço vetorial dos polinômios centrais da álgebra de Grassmann E, é gerado

(como T -subespaço de F〈X〉) pelos polinômios

x1[x2,x3,x4], xp
0 , xp

0q1, xp
0q2, . . . ,x

p
0qn, . . . . (0-1)

Mais ainda, foi provado em [4] e [7] que C(E) não é finitamente gerado como

T -subespaço. Esse foi o primeiro exemplo de uma álgebra onde o seu T -subespaço

de polinômios centrais não é finitamente gerado.

Se F possui caracteŕıstica 0, então C(E) é gerado como T -subespaço por 1
e pelos polinômios x1[x2,x3,x4] e [x1,x2] (veja [3] e [7]).

Sejam a1, . . . ,an elementos de uma álgebra A. O comutador de comprimento

2 é definido por [a1,a2] = a1a2−a2a1. O comutador de comprimento n≥ 3 é definido

recursivamente por

[a1, . . . ,an−1,an] = [[a1, . . . ,an−1],an].

Seja T (n) o ideal bilateral de F〈X〉 gerado por todos os comutadores

[a1,a2, . . . ,an], onde ai ∈ F〈X〉. A álgebra Qn = F〈X〉/T (n) é chamada álgebra as-

sociativa Lie nilpotente universal de classe n−1 ou ainda álgebra relativamente livre

na classe de álgebras definidas pela identidade [x1,x2, . . . ,xn] = 0.

O grau de um monômio u = xi1 . . .xin em xi é o número de ocorrências de xi

em u. Um polinômio f = f (x1, . . . ,xn) é multi-homogêneo de multi-grau (m1, . . . ,mn)

se todo monômio de f possui grau mi em xi para cada i = 1, . . . ,n.

Seja f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 um polinômio qualquer, podemos sempre escrever

f = ∑
m1≥0,...,mn≥0

f (m1,...,mn)
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onde f (m1,...,mn) é a soma de todos os monômios de f com multi-grau (m1, . . . ,mn).

Os polinômios f (m1,...,mn) são chamados de componentes multi-homogêneas de f .

Seja I um T -ideal de F〈X〉 e f ∈ I um polinômio qualquer. Se todas as

componentes multi-homogêneas de f ainda pertencerem a I, dizemos que I é um

T -ideal multi-homogêneo. De modo análogo se define T -subespaço multi-homogêneo.

Quando F é um corpo infinito, todos os T -ideais e T -subespaços de F〈X〉
são multi-homogêneos.

Entretanto o T -subespaço dos polinômios centrais da álgebra Qn =

F〈X〉/T (n) é muti-homogêneo para qualquer corpo F . Isso é consequência do fato

de T (n) ser um T -ideal multi-homogêneo de F〈X〉 para qualquer corpo F .

Recentemente, têm sido objeto de interesse a descrição dos polinômios

centrais da álgebra Qn (veja [22] e [25]).

O espaço vetorial C(Q3) dos polinômios centrais da álgebra Q3 = F〈X〉/T (3)

é gerado como T -subespaço pelos polinômios (0-1) quando F é um corpo qualquer

de caracteŕıstica p e por 1 e pelos polinômios [x1,x2] e x1[x2,x3] quando F possui

caracteŕıstica 0. Isso pode ser deduzido dos resultados de [7] e está feito em detalhes

no Caṕıtulo 1.

A descrição dos polinômios centrais da álgebra Q4 = F〈X〉/T (4) quando F

possui caracteŕıstica > 3 foi obtida por Grishin [22], em 2012. Usando a mesma

notação de [7], o resultado de Grishin pode ser escrito da seguinte forma:

Teorema 0.2 ([22], Teorema 2). Seja F um corpo infinito de caracteŕıstica p > 3.

Então C(Q4), o espaço vetorial dos polinômios centrais da álgebra Q4 = F〈X〉/T (4),

é gerado como T -subespaço de F〈X〉 pelos polinômios

x1[x2,x3,x4], xp
0 , xp

0q2, . . . ,x
p
0qn, . . . .

Na verdade, como foi observado por A. Krasilnikov em comunicação parti-

cular, a demonstração do Teorema 0.2 dada por Grishin [22] estava incompleta. No

entanto, como veremos adiante, o Teorema 0.2 é um corolário de um dos resultados

principais desta tese.

Quando F possui caracteŕıstica 0, C(Q4) é gerado como T -subespaço por 1
e pelos polinômios [x1,x2][x3,x4] e x1[x2,x3,x4] (veja [25]).

Se F possui caracteŕıstica 6= 3, então [x1,x2][x3,x4,x5] pertence a T (4) (veja

[44]). Isso implica que a imagem de T (3) em Q4 é central nessa álgebra, o que permite

reduzir o problema da descrição dos polinômios centrais da álgebra Q4 a um problema

sobre os elementos da álgebra Q3. No entanto, se F possui caracteŕıstica 3, então

[x1,x2][x3,x4,x5] não pertence a T (4) (veja [33]). Por esse motivo, a descrição dos
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polinômios centrais da álgebra Q4 para F de caracteŕıstica 3 é muito mais sofisticada

do que no caso no qual F possui caracteŕıstica 6= 3.

Lembrando que se F possui caracteŕıstica 3, então

qn = qn(x1, . . . ,x2n) = x2
1[x1,x2]x2

2 . . .x
2
2n−1[x2n−1,x2n]x2

2n,

vamos definir u0 = u0(x1,x2,x3) = x2
1x2

2x2
3[x1,x2,x3], e para cada n≥ 1,

un = un(x1, . . . ,x2n+3) = qn(x1,x2, . . . ,x2n)u0(x2n+1,x2n+2,x2n+3).

Defina também ω(x1,x2,x3,x4) = [x1,x2][x3,x4] + [x1,x3][x2,x4]. O nosso primeiro

resultado principal é o seguinte:

Teorema 2.10 Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então C(Q4), o espaço vetorial

dos polinômios centrais da álgebra Q4 = F〈X〉/T (4) é gerado, como T -subespaço de

F〈X〉, pelos polinômios

(i) x1ω(x2,x3,x4,x5), [x1,x2][x3,x4]− x1[x2,x3,x4], x1[x2,x3,x4,x5],

(ii) x3
0, x3

0q3, x3
0q6, . . . , x3

0q3n, . . . ,

(iii) x3
0u0, x3

0u1, x3
0u2, . . . , x3

0un, . . ..

Como uma consequência do Teorema 2.10 e do Teorema 3 em [7], obtemos

o seguinte:

Corolário 2.32 Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então o espaço vetorial C(Q4)

dos polinômios centrais da álgebra Q4 = F〈X〉/T (4) não é finitamente gerado como

T -subespaço de F〈X〉.

Se F possui caracteŕıstica 2, então x2
0 +T (4) não é central em Q4. Isso implica

que a descrição dos polinômios centrais de Q4 é ligeiramente diferente do caso no qual

F possui caracteŕıstica > 3. O nosso segundo resultado principal é uma descrição

dos polinômios centrais da álgebra Q4 quando F possui caracteŕıstica 2.

Teorema 2.1 Seja F um corpo de caracteŕıstica 2. Então C(Q4), o espaço vetorial

dos polinômios centrais da álgebra Q4 = F〈X〉/T (4), é gerado como T -subespaço de

F〈X〉 pelos polinômios

x1[x2,x3,x4], x4
0, x2

0q2, x2
0q3, x2

0q4, . . . ,x2
0qn, . . . .

Seja M o conjunto dos monômios mônicos de F〈X〉, isto é

M = {xi1xi2 . . .xin : xis ∈ X}.
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O nosso terceiro resultado principal é uma generalização do resultado de Grishin

[22](Teorema 0.2 acima). Ele fornece uma descrição mais precisa dos polinômios

centrais da álgebra Q4 quando F é um corpo de caracteŕıstica > 3.

Teorema 2.2 Seja F um corpo de caracteŕıstica p > 3. Então C(Q4), o espaço

vetorial dos polinômios centrais da álgebra Q4 = F〈X〉/T (4) é gerado (como espaço

vetorial) pelos polinômios

(i) [a1,a2][a3,a4], a1[a2,a3,a4], ai ∈M,

(ii) xpr1
i1 . . .xprk

ik xp−1
j1 [x j1,x j2]x

p−1
j2 . . .xp−1

j2l−1
[x j2l−1,x j2l ]x

p−1
j2l

, onde k≥ 0, l ≥ 2,rs > 0, i1 <

.. . < ik, j1 < .. . < j2l.

Sejam f = f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 um polinômio e y1, . . . ,ym ∈ X variáveis tais

que {x1, . . . ,xn}∩{y1, . . . ,ym}= ø. Dizemos que f é um polinômio m-central de uma

álgebra A se [ f ,y1, . . . ,ym] pertence a Id(A). Os polinômios m-centrais de A, m ≥ 2
são chamados genericamente de polinômios hipercentrais de A. Observe que um

polinômio 1-central é polinômio central. Assim os polinômios hipercentrais são uma

generalização dos polinômios centrais. Essa genealização foi introduzida (com outra

terminologia) por Laue [36] no contexto de anéis associativos.

O nosso último resultado principal é um conjunto de várias proposições que

fornecem uma descrição dos polinômios hipercentrais das álgebras Q4 e Q5.

Esta tese está organizada da seguinte forma: no Caṕıtulo 1 estão as

definições e resultados bem conhecidos que foram usados no texto. O Caṕıtulo 2
é o mais importante desta tese, nele estão demonstrados os nossos três resultados

principais, a saber o Teorema 2.1, o Teorema 2.2 e o Teorema 2.10. No Caṕıtulo 3
damos uma descrição completa dos polinômios hipercentrais das álgebras Q4 e Q5.



CAṔITULO 1
Preliminares

Este caṕıtulo faz uma śıntese dos resultados conhecidos que serão usados

no decorrer desta tese. Ele foi escrito com base nos livros [13, 19] e demais artigos

citados ao longo do texto.

1.1 Identidades polinomiais e T -ideais

O conjunto dos números naturais será denotado por N = {1,2,3, . . .}.
Lembremos que uma álgebra A sobre um corpo F é um F-espaço vetorial

munido de uma multiplicação A×A−→ A, (a,b)→ ab que satisfaz, para quaisquer

a,b,c ∈ A e λ ∈ F , as seguintes propriedades:

a(b + c) = ab + ac, (1-1)

(a + b)c = ac + bc, (1-2)

λ(ab) = (λa)b = a(λb). (1-3)

Seja A uma álgebra sobre um corpo F . Dizemos que

A é associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a,b,c ∈ A,

A é comutativa se ab = ba, para quaisquer a,b ∈ A,

A é unitária se existir um elemento 1 ∈ A tal que 1a = a = a1 para todo a ∈ A.

Seja I um subespaço vetorial de uma álgebra A. Se ab∈ I sempre que a,b∈ I,

dizemos que I é uma subálgebra de A. Se A for unitária com unidade 1, então para

ser subálgebra I deve satisfazer ainda 1∈ I. Se para quaisquer a∈ A e b∈ I, tivermos

ab ∈ I e ba ∈ I, dizemos que I é um ideal bilateral de A.

Se I é um ideal bilateral de A, a álgebra quociente de A por I é denotada

por A/I. A subálgebra gerada por um conjunto S ⊆ A é a menor subálgebra de A

que contém S. Analogamente se define o ideal bilateral de A gerado por um conjunto

S⊆ A.
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Exemplo 1.1. Seja X = {x0,x1,x2, . . .} um conjunto enumerável de variáveis. A

álgebra F〈X〉 com base formada por 1 e pelos monômios xi1 . . .xin, xis ∈ X , com

multiplicação

(xi1 . . .xim)(x j1 . . .x jn) = xi1 . . .ximx j1 . . .x jn

é chamada álgebra associativa livre (unitária), livremente gerada por X . Os elemen-

tos de F〈X〉 são chamados de polinômios.

De agora em diante e à menos que se faça menção contrária, a palavra

“álgebra” significará “álgebra associativa unitária”. Omitiremos também o termo

“sobre F” quando não houver dúvida sobre qual corpo a álgebra está definida.

Seja f = f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 um polinômio e A uma álgebra. Dizemos que

f é uma identidade polinomial para A se

f (a1, . . . ,an) = 0, para quaisquer a1, . . . ,an ∈ A.

No caso afirmativo, se f é um polinômio não nulo de F〈X〉, dizemos que A é uma

PI-álgebra (do inglês Polynomial Identity). É comum escrever “ f = 0” para dizer que

f é uma identidade polinomial.

Sejam a1, . . . ,an elementos de uma álgebra. O comutador de comprimento

2 é definido por [a1,a2] = a1a2− a2a1. O comutador de comprimento n (n ≥ 3) é

definido recursivamente por

[a1, . . . ,an−1,an] = [[a1, . . . ,an−1],an].

Exemplo 1.2. Uma álgebra A é comutativa se, e somente se, satisfaz a identidade

polinomial [x1,x2] = 0.

Exemplo 1.3. Seja A uma álgebra de dimensão < n (n ∈ N). Então A satisfaz a

identidade padrão de grau n

sn(x1, . . . ,xn) = ∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1) . . .xσ(n),

onde Sn é o grupo das permutações de {1,2, . . . ,n} e (−1)σ é o sinal de σ.

Seja Mn(F) a álgebra das matrizes n× n com entradas no corpo F . Essa

álgebra possui dimensão n2 e portanto satisfaz a identidade padrão de grau n2 + 1.

Em 1950, Amitsur e Levitski[1] provaram, por métodos puramente combinatórios, o

seguinte resultado:
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Teorema 1.4 ([1]). A álgebra Mn(F) das matrizes n×n satisfaz a identidade padrão

de grau 2n

s2n(x1, . . . ,x2n) = ∑
σ∈S2n

(−1)σxσ(1) . . .xσ(2n).

Sejam F um corpo infinito de caracteŕıstica 6= 2 e V um espaço vetorial sobre

F com base enumerável e1,e2, . . .. A álgebra de Grassmann infinitamente gerada e

unitária de V , denotada por E, é a álgebra associativa gerada por 1,e1,e2, . . . e com

relações

eie j =−e jei

para quaisquer i, j ∈ N. Formalmente, E é o quociente da álgebra livre F〈X〉 pelo

ideal bilateral gerado por todos os polinômios xix j + x jxi, i, j ∈ N. Analogamente se

define En, a álgebra de Grassmann (unitária) finitamente gerada por 1,e1,e2, . . . ,en.

Como um espaço vetorial, E possui uma base formada por 1 e por todos os

monômios

ei1ei2 . . .eik , i1 < i2 < .. . < ik, is,k ∈ N. (1-4)

Exemplo 1.5. A álgebra de Grassmann E satisfaz a identidade polinomial

[x1,x2,x3] = 0.

De fato, como o comutador [x1,x2,x3] é linear em cada entrada e a álgebra

de Grassmann E é gerada como espaço vetorial pelos elementos (1-4), é suficiente

mostrar que [a,b,c] = 0 para quaisquer elementos a,b e c da forma (1-4). Se a ou b

é formado por um número par de śımbolos es, então usando a relação eie j =−e jei,

vemos que a comuta com b, logo [a,b,c] = 0. Se a e b são formados por um número

ı́mpar de śımbolos es, então [a,b] = ab−ba onde ab e ba são formados por um número

par de śımbolos es. Pelo caso anterior

[[a,b],c] = [ab−ba,c] = [ab,c]− [ba,c] = 0.

Portanto [a,b,c] = 0 para quaisquer a,b e c da forma (1-4).

Sejam F um corpo e G um grupo finito. A álgebra do grupo G, denotada

por FG, é o espaço vetorial com base {g : g ∈ G} e multiplicação definida por(
∑

g∈G
αgg

)(
∑

h∈G
βhh

)
= ∑

g,h∈G
αgβhgh,

onde gh é o produto em G.

Exemplo 1.6. Seja G o grupo gerado pelos elementos a1,a2, . . . satisfazendo as

relações a2
i = 1,((ai,a j),ak) = 1, i, j,k ∈ N, onde (a,b) = a−1b−1ab. Sejam F um
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corpo de caracteŕıstica 2 e FG a álgebra do grupo G . Defina gi j = (ai,a j)+ 1 e seja

I o ideal bilateral de FG gerado pelos elementos

gi jgkl + gikg jl, i, j,k, l ∈ N.

É bem conhecido que FG/I satisfaz a identidade polinomial [x1,x2,x3] = 0 (veja [12,

Lema 2.5], [27, Lema 2.1], [28, Exemplo 3.8]) e não satisfaz a identidade polinomial

[x1,x2] . . . [x2n−1,x2n] = 0 para cada n ∈ N (veja [12, Lema 2.6]).

Lembremos que uma transformação linear ϕ : A−→ B entre duas álgebras é

um homomorfismo de álgebras se

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b), para quaisquer a,b ∈ A.

Um homomorfismo ϕ : A −→ A é chamado endomorfismo da álgebra A. A seguinte

proposição torna fácil a construção de certos endomorfismos de F〈X〉 (veja [13], pág.

9).

Proposição 1.7. A álgebra F〈X〉 satisfaz a seguinte propriedade universal: se A é

uma álgebra, então toda aplicação ϕ : X −→ A pode ser estendida de maneira única

à um homomorfismo ϕ̃ : F〈X〉 −→ A.

Um ideal bilateral I de F〈X〉 é um T -ideal se ϕ(I)⊆ I para todos endomor-

fismos ϕ de F〈X〉. O T -ideal gerado por um conjunto S⊆ F〈X〉, denotado por 〈S〉T ,

é o menor T -ideal de F〈X〉 que contém S. Quando S é finito, dizemos que o T -ideal

é finitamente gerado.

Seja Id(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de uma álgebra

A. Observe que Id(A) é um ideal bilateral de F〈X〉. Mais ainda Id(A) é um T -ideal de

A. De fato, seja f (x1, . . . ,xn) uma identidade polinomial de A e ϕ um endomorfismo

de F〈X〉. É claro que f (g1, . . . ,gn) é ainda uma identidade de A para quaisquer

g1, . . . ,gn ∈ F〈X〉. Como

ϕ( f (x1, . . . ,xn)) = f (ϕ(x1), . . . ,ϕ(xn)),

segue que ϕ( f (x1, . . . ,xn)) é uma identidade de A. Logo Id(A) é um T -ideal de F〈X〉.
Todo T -ideal é formado pelas identidades polinomiais de alguma álgebra A.

De fato, se I é um T -ideal qualquer de F〈X〉, não é dif́ıcil verificar que I = Id(A)

onde A = F〈X〉/I.

O grau de um monômio u = xi1 . . .xin ∈ F〈X〉, denotado por degu, é definido

por seu comprimento, isto é degu = n. Assim deg f , o grau de um polinômio f ∈F〈X〉,
é definido como sendo o grau máximo dentre os monômios de f . Se xi é uma variável
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do monômio u, o grau de u em xi, denotado por degxi
u, é o número de ocorrências

de xi em u.

Um polinômio f = f (x1, . . . ,xn) é homogêneo de grau mi em xi, se todos

os monômios de f possuem grau mi em xi; e é multi-homogêneo de multigrau

(m1, . . . ,mn) se f for homogêneo de grau mi em xi, para cada i = 1, . . . ,n. Seja

f = f (x1, . . . ,xn) um polinômio qualquer de F〈X〉, podemos sempre escrever

f = ∑
m1≥0,...,mn≥0

f (m1,...,mn),

onde f (m1,...,mn) é a soma de todos os monômios de f com multigrau (m1, . . . ,mn). Os

polinômios f (m1,...,mn) são chamados de componentes multi-homogêneas de f .

Seja f = f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 um polinômio homogêneo de grau m em x1. O

polinômio

h = h(y1, . . . ,ym,x2, . . . ,xn)

formado pela soma de todos os monômios g de f (y1 + · · ·+ ym,x2, . . . ,xn) tais que

degyi
g = 1, para cada i = 1, . . . ,m é chamado de linearização total de f em x1.

É claro que h é linear nas variáveis y1, . . . ,ym. Outra propriedade importante

de h é a seguinte igualdade:

h(x1, . . . ,x1,x2, . . . ,xn) = m! f (x1, . . . ,xn).

Seja I um T -ideal de F〈X〉 e f ∈ I um polinômio qualquer. Se todas as

componentes multi-homogêneas de f ainda pertencerem a I, dizemos que I é um

T -ideal multi-homogêneo.

A proposição seguinte é bem conhecida, veja [13, Proposição 4.2.3] e [19,

Teorema 1.3.2].

Proposição 1.8. Seja F um corpo infinito. Então todo T -ideal é gerado por seus

polinômios multi-homogêneos.

Dizemos que um polinômio f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 é multilinear se ele é multi-

homogêneo de multigrau (1, . . . ,1). A proposição seguinte também é bem conhecida,

veja [13, Proposição 4.2.3] e [19, Teorema 1.3.8].

Proposição 1.9. Seja F um corpo de caracteŕıstica 0. Então todo T -ideal é gerado

por seus polinômios multilineares.

Seja T (n) o ideal bilateral de F〈X〉 gerado por todos os comutadores

[a1,a2, . . . ,an], onde ai ∈ F〈X〉.
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É um fato bem conhecido (veja por exemplo [13]) que se I for um T -ideal

gerado por um conjunto S ⊆ F〈X〉, então todo elemento de I é uma combinação

linear de polinômios da forma

a f (b1, . . . ,bn)c

onde a,b1, . . . ,bn,c pertencem a F〈X〉 e f (x1, . . . ,xn) pertence a S.

Existe uma situação particular (e bem conhecida) da Proposição 1.8 na qual

o corpo F não precisa ser infinito.

Proposição 1.10. Sejam F um corpo qualquer e f = f (x1, . . . ,xn)∈F〈X〉 um polinô-

mio multilinear. Então o T -ideal gerado por f é multi-homogêneo. Em particular,

T (n) é multi-homogêneo.

Demonstração. Seja g ∈ 〈 f 〉T . Então g é uma combinação linear de polinômios da

forma

a f (b1, . . . ,bn)c, (1-5)

onde a,c e bs(s = 1, . . . ,n) pertencem a F〈X〉. Escreva os polinômios a,c e bs(s =

1, . . . ,n) como soma de suas componentes multi-homogêneas:

a = ∑a(i1,...,in),c = ∑c( j1,..., jn),bs = ∑b(k1,...,kn)
s . (1-6)

Como f é multilinear, segue de (1-5) que g é uma combinação linear de polinômios

da forma

a(i1,...,in) f (b(r1,...,rn)
1 , . . . ,b(k1,...,kn)

n )c( j1,..., jn). (1-7)

Segue também da multilinearidade de f que cada polinômio f (b(r1,...,rn)
1 , . . . ,b(k1,...,kn)

n )

é multi-homogêneo e assim cada polinômio de (1-7) é multi-homogêneo. Portanto,

cada componente multi-homogênea de g é uma combinação linear de polinômios

de (1-7), isto é, cada componente multi-homogênea de g pertence a 〈 f 〉T . Isso

mostra que 〈 f 〉T é multi-homogêneo. É fácil ver que T (n) é gerado como T -ideal

pelo comutador [x1, . . . ,xn], que é um polinômio multilinear. Logo T (n) é multi-

homogêneo.

Dizemos que f ∈ F〈X〉 é um polinômio próprio se ele for uma combinação

linear de produtos de comutadores da forma

[xi1, . . . ,xir ] . . . [x j1, . . . ,x js].

Assumimos que 1 é também um polinômio próprio. O conjunto dos polinômios

próprios de F〈X〉 será denotado por B. Denotaremos também

Bn = B∩F〈x1, . . . ,xn〉, n ∈ N,
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isto é, Bn é o conjunto dos polinômios próprios de F〈X〉 em n variáveis. O resultado

seguinte é devido a Drensky [14]. Veja também [13, Teorema 4.3.11].

Teorema 1.11 (veja [14], Lema 2.4). Seja A uma PI-álgebra sobre um corpo infinito

F. Se

w j(x1, . . . ,xn)+(Bn∩ Id(A)), j = 1,2, . . .

é uma base para o espaço vetorial Bn(A) = Bn/(Bn∩ Id(A)), então o espaço vetorial

Fn(A) = F〈Xn〉/(F〈Xn〉∩ Id(A)) possui uma base

xr1
1 . . .xrn

n w j(x1, . . . ,xn),ri ≥ 0, j = 1,2, . . . .

Um pequeno comentário: a hipótese do corpo F ser infinito no enunciado

do Teorema 1.11 é para garantir que Id(A) seja um T -ideal multi-homogêneo

(conforme a Proposição 1.8). Assim a demonstração do teorema funciona apenas

com a hipótese de Id(A) ser multi-homogêneo. Em particular, como Id(Qn) = T (n) é

multi-homogêneo (Proposição 1.10), o teorema vale quando A = Qn = F〈X〉/T (n) e

F é um corpo qualquer. Todas as referências ao Teorema 1.11 estarão sendo usadas

nesse caso particular.

Dizemos que uma álgebra A é uma álgebra de Lie se para quaisquer

a,b,c ∈ A,

aa = 0, (1-8)

(ab)c +(bc)a +(ca)b = 0. (1-9)

Quando A é uma álgebra de Lie, é usual denotar o produto ab por [a,b] (colchete

de Lie). Assim, as propriedades (1-1)-(1-3) significam que [ , ] é bilinear e as

propriedades (1-8)-(1-9) são escritas como

[a,a] = 0, (lei anti-comutativa)

[[a,b],c]+ [[b,c],a]+ [[c,a],b] = 0 (identidade de Jacobi).

Pela lei anti-comutativa e pela bilinearidade do colchete de Lie temos

0 = [a + b,a + b] = [a,a]+ [a,b]+ [b,a]+ [b,b] = [a,b]+ [b,a].

Consequentemente [a,b] =−[b,a], para quaisquer a,b ∈ A.

Exemplo 1.12. Em uma álgebra (associativa) A, defina o seguinte produto [a,b] =

ab−ba, a,b ∈ A. É um trabalho rotineiro mostrar que A é uma álgebra de Lie com

esse novo produto.
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A álgebra Qn = F〈X〉/T (n) é chamada álgebra associativa Lie nilpotente

universal de classe n−1 ou ainda álgebra relativamente livre na classe de álgebras

associativas definidas pela identidade [x1, . . . ,xn] = 0.

1.2 Polinômios centrais e T -subespaços

Seja Z(A) o centro de uma álgebra A, isto é Z(A) = {a ∈ A : ab =

ba para todo b ∈ A}. Dizemos que f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 é um polinômio central de

A se

f (a1, . . . ,an) ∈ Z(A) para quaisquer a1, . . . ,an ∈ A.

Um subespaço vetorial I de F〈X〉 é chamado T -subespaço se ϕ(I) ⊆ I para

todo endomorfismo ϕ de F〈X〉. Uma subálgebra de F〈X〉 que é também um T -

subespaço é chamada T -subálgebra de F〈X〉.
O conjunto C(A) de todos os polinômios centrais de A forma um subespaço

vetorial de F〈X〉. Mais ainda C(A) é uma T -subálgebra de F〈X〉. De fato, segue

imediatamente da definição de polinômio central que se f (x1, . . . ,xn) ∈C(A), então

f (g1, . . . ,gn) ∈C(A) para quaisquer polinômios g1, . . . ,gn ∈ F〈X〉. Como

ϕ( f (x1, . . . ,xn)) = f (ϕ(x1), . . . ,ϕ(xn)),

segue que ϕ( f (x1, . . . ,xn)) pertence a C(A) para qualquer endomorfismo ϕ de F〈X〉.
Portanto C(A) é um T -subespaço de F〈X〉. Como Z(A) é uma subálgebra de A,

segue imediatamente da definição de polinômio central que C(A) é uma subálgebra

de F〈X〉. Para referência futura no texto vamos escrever esse resultado (que é bem

conhecido) na forma de uma proposição.

Proposição 1.13. C(A) é uma T -subálgebra de F〈X〉.

Ao contrário de T -ideais, o estudo dos T -subespaços não se reduz ao estudo

dos polinômios centrais. Mais precisamente, existem T -subespaços I de F〈X〉 para

os quais não existe uma álgebra A tal que I = C(A) (veja [20, Observação 1]).

Um T -subespaço I é gerado por um conjunto S ⊆ F〈X〉 se I for o menor

T -subespaço de F〈X〉 que contém S. No caso afirmativo escrevemos I = 〈S〉T S. Se S

for finito, dizemos que I é um T -subespaço finitamente gerado.

Seja I um T -subespaço de F〈X〉 e f ∈ I um polinômio qualquer. Se todas

as componentes multi-homogêneas de f ainda pertencerem a I, dizemos que I é um

T -subespaço multi-homogêneo.
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As duas proposições seguintes são análogas a Proposição 1.8 e a Proposição

1.9, respectivamente. As demonstrações destas são também idênticas às demonstra-

ções daquelas, veja [13, 19].

Proposição 1.14. Seja F um corpo infinito. Então todo T -subespaço é gerado por

seus polinômios multi-homogêneos.

Proposição 1.15. Seja F um corpo de caracteŕıstica 0. Então todo T -subespaço é

gerado por seus polinômios multilineares.

À seguir, um caso particular (e bem conhecido) da Proposição 1.14 que será

muito utilizado nesta tese.

Proposição 1.16. O T -subespaço C(Qn) é multi-homogêneo.

Demonstração. Seja f = f (x1, . . . ,xk) ∈ C(Qn). Escreva f = ∑ f (m1,...,mk), onde cada

f (m1,...,mk) é uma componente multi-homogênea de f com multigrau (m1, . . . ,mk).

Observe que g = [ f ,xk+1] = ∑[ f (m1,...,mk),xk+1] pertence a T (n) e cada polinômio

[ f (m1,...,mk),xk+1] é uma componente multi-homogênea de g. Como T (n) é multi-

homogêneo (Proposição 1.10), segue que [ f (m1,...,mk),xk+1] pertence a T (n), isto é

f (m1,...,mk) pertence a C(Qn). Portanto C(Qn) é multi-homogêneo.

O resultado seguinte é bem conhecido e será usado diversas vezes no texto.

Lema 1.17. As seguintes igualdades são válidas em F〈X〉

(i) [a1a2,a3,a4] = a1[a2,a3,a4]+ [a1,a3][a2,a4]+ [a1,a4][a2,a3]+ [a1,a3,a4]a2,

(ii) [a1a2 . . .an,a] = ∑
n
i=1 a1 . . .ai−1[ai,a]ai+1 . . .an.

Demonstração. Para provar o item (i) usamos duas vezes a igualdade [ab,c] =

a[b,c]+ [a,c]b. Para o item (ii), a mesma igualdade e indução sobre n.

1.3 Relações na álgebra Q3

O objetivo desta seção é dar uma descrição da álgebra Q3 = F〈X〉/T (3). O

lema seguinte é bem conhecido, veja por exemplo [2, 9, 13, 18, 20, 32].

Lema 1.18. Seja F um corpo qualquer. Então T (3) contém os seguintes polinômios

(i) [x1,x2][x3,x4]+ [x1,x3][x2,x4],

(ii) [x1,x2][x2,x3].
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Demonstração. Vamos provar (i). Pelo Lema 1.17 (i), temos

[x1x2,x3,x4] = x1[x2,x3,x4]+ [x1,x3][x2,x4]+ [x1,x4][x2,x3]+ [x1,x3,x4]x2

= x1[x2,x3,x4]+ [x1,x3,x4]x2− [x1,x3][x4,x2]− [x1,x4][x3,x2].

Como [x1x2,x3,x4],x1[x2,x3,x4] e [x1,x3,x4]x2 pertencem a T (3), segue que

[x1,x3][x4,x2] + [x1,x4][x3,x2] pertence a T (3). Reenumerando as variáveis vemos

que o polinômio (i) pertence a T (3). Agora vejamos (ii). Usando a igualdade

[ab,c] = a[b,c]+ [a,c]b, temos

[x1,x2][x1,x3] = [[x1,x2]x1,x3]− [x1,x2,x3]x1

= [[x1,x2x1],x3]− [x1,x2,x3]x1.

Logo [x1,x2][x1,x3] pertence a T (3).

Sejam a1,a2,a3,a4 polinômios quaisquer de F〈X〉. Defina

ω(a1,a2,a3,a4) = [a1,a2][a3,a4]+ [a1,a3][a2,a4].

Antes de prosseguir, vejamos algumas propriedades do polinômio ω.

Lema 1.19. Seja F um corpo qualquer. As seguintes igualdades são válidas em F〈X〉
para quaisquer a1, . . . ,a5 ∈ F〈X〉.

(i) ω(a1a2,a3,a4,a5) = a1ω(a2,a3,a4,a5) + a2ω(a1,a3,a4,a5) + [a1,a3,a2][a4,a5] +

[a1,a4,a2][a3,a5],

(ii) ω(a1,a2a3,a4,a5) = a2ω(a1,a3,a4,a5) + ω(a1,a2,a4,a5)a3 + [a1,a4,a2][a3,a5] +

[a1,a2][a5,a4,a3],

(iii) ω(a1,a2,a3,a4a5) = a4ω(a1,a2,a3,a5) + ω(a1,a2,a3,a4)a5 + [a1,a2,a4][a3,a5] +

[a1,a3,a4][a2,a5].

Demonstração. Basta usar a definição de ω em cada membro esquerdo de cada um

dos itens.

A proposição seguinte é bem conhecida. Veja por exemplo [2, 9, 13, 18, 20,

32].

Proposição 1.20. Seja F um corpo qualquer. Então T (3) é gerado como ideal

bilateral de F〈X〉 pelos polinômios

(i) [xi1,xi2,xi3] (xis ∈ X),

(ii) [xi1,xi2][xi3 ,xi4]+ [xi1 ,xi3][xi2,xi4] (xis ∈ X).
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Demonstração. Seja I o ideal bilateral de F〈X〉 gerado pelos polinômios (i) e (ii).

Devemos mostrar que T (3) = I. Pelo Lema 1.18, temos I ⊆ T (3). Resta mostrar que

T (3) ⊆ I. Observe que T (3) é gerado como ideal bilateral de F〈X〉 pelos polinômios

da forma

[a1,a2,a3] (1-10)

onde os ai são monômios quaisquer em F〈X〉. Assim é suficiente mostrar que os

polinômios da forma (1-10) pertencem a I. Faremos a prova por indução, e para ela

funcionar, precisamos mostrar também que I contém todos os polinômios da forma

ω(a1,a2,a3,a4), (1-11)

onde ω(x1,x2,x3,x4) = [x1,x2][x3,x4] + [x1,x3][x2,x4] e os ai são monômios quaisquer

de F〈X〉. A prova será por indução sobre m = deg f , onde f é um polinômio da forma

(1-10) ou da forma (1-11).

É claro que deg f ≥ 3. Se deg f = 3, então f é da forma (1-10) com cada ai

de grau igual a 1, isto é, f é da forma (i) e portanto f pertence a I. Assim, a base

da indução é m = 3. Para o passo de indução suponha que deg f = m > 3 e que todos

os polinômios de (1-10)-(1-11) de grau menor do que m pertençam a I.

Suponha primeiramente que f é um polinômio da forma (1-11) e vamos

denotá-lo por ω. Se degω = 4, então cada ai possui grau igual a 1. Assim ω é um

polinômio de (ii) e temos ω ∈ I. Podemos então supor que degω = m > 4. Então

ai = a′ia
′′
i com dega′i,dega′′i < degai para algum i, 1≤ i≤ 4. Como ω(a1,a2,a3,a4) =

ω(a1,a3,a2,a4) é suficiente considerar os casos a1 = a′1a′′1,a2 = a′2,a
′′
2 e a4 = a′4a′′4. Pela

Proposição 1.19, temos

ω(a′1a′′1,a2,a3,a4) = a′1ω(a′′1,a2,a3,a4)+ a′′1ω(a′1,a2,a3,a4)+

+ [a′1,a2,a′′1][a3,a4]+ [a′1,a3,a′′1][a2,a4]. (1-12)

Como os graus dos polinômios [a′1,a2,a′′1], [a′1,a3,a′′1],ω(a′′1,a2,a3,a4) e ω(a′1,a2,a3,a4)

são menores do que m, segue da hipótese de indução que todos esses polinômios

pertencem a I. Logo também pertencem a I todos os polinômios do lado direito da

igualdade em (1-12). Segue assim que o polinômio ω(a′1a′′1,a2,a3,a4) pertence a I.

Novamente pela Proposição 1.19 temos

ω(a1,a′2a′′2,a3,a4) = a′2ω(a1,a′′2,a3,a4)+ ω(a1,a′2,a3,a4)a′′2 + (1-13)

+ [a1,a3,a′2][a′′2,a4]+ [a1,a′2][a4,a3,a′′2],

ω(a1,a2,a3,a′4a′′4) = a′4ω(a1,a2,a3,a′′4)+ ω(a1,a2,a3,a′4)a′′4 + (1-14)

+ [a1,a2,a′4][a3,a′′4]+ [a1,a3,a′4][a2,a′′4],
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e podemos proceder de modo análogo ao caso de ω(a′1a′′1,a2,a3,a4) para concluir

que os polinômios da forma (1-13) e (1-15) pertencem a I. Mostramos assim que

ω(a1,a2,a3,a4) pertence a I para quaisquer monômios ai ∈ F〈X〉.
Suponha agora que f é um polinômio da forma (1-10), isto é f =

f (a1,a2,a3) = [a1,a2,a3]. É claro que deg f ≥ 3. Se deg f = 3, então cada ai pos-

sui grau igual a 1, isto é, f é um polinômio da forma (i). Logo f ∈ I. Suponha

que deg f = m > 3. Assim ai = a′ia
′′
i para algum i, 1 ≤ i ≤ 3. Como f (a1,a2,a3) =

− f (a2,a1,a3), é suficiente considerar os casos a1 = a′1a′′1 e a3 = a′3a′′3. Seja a1 = a′1a′′1.

Pela Proposição 1.17 (i), temos

[a′1a′′1,a2,a3] = a′1[a′′1,a2,a3]+ [a′1,a2,a3]a′′1 +[a′1,a2][a′′1,a3]+ [a′1,a3][a′′1,a2](1-15)

= a′1[a′′1,a2,a3]+ [a′1,a2,a3]a′′1−ω(a′1,a2,a3,a′′1)

Como os graus dos polinômios [a′′1,a2,a3] e [a′1,a2,a3] são menores do que m, segue

da hipótese de indução que esses polinômios pertencem a I. Como já mostramos que

o polinômio ω(a′1,a2,a3,a′′1) pertence a I, segue que todos os polinômios de (1-15)

pertencem a I, consequentemente [a′1a′′1,a2,a3] pertence a I. Finalmente, considere

a3 = a′3a′′3. Temos

[a1,a2,a′3a′′3] = a′3[a1,a2,a′′3]+ [a1,a2,a′3]a′′3. (1-16)

Como os polinômios [a1,a2,a′′3] e [a1,a2,a′3] possuem graus menores do que m, segue

da hipótese de indução que eles pertencem a I. Logo os polinômios a′3[a1,a2,a′′3]

e [a1,a2,a′3]a3 também pertencem a I e consequentemente o polinômio [a1,a2,a′3a′′3]

pertence a I. Mostramos assim que [a1,a2,a3] pertence a I, para quaisquer monômios

ai ∈ F〈X〉, portanto T (3) ⊆ I. Como a inclusão I ⊆ T (3) já foi mostrada, obtemos

T (3) = I e a demonstração está completa.

A proposição seguinte é bem conhecida, veja [7, 13, 20].

Proposição 1.21. Seja F um corpo qualquer. Então o espaço vetorial Q3 =

F〈X〉/T (3) possui uma base

xr1
i1 . . .x

rk
ik [x j1,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ]+ T (3), (1-17)

onde k ≥ 0, l ≥ 0,rs > 0, i1 < .. . < ik e j1 < .. . < j2l.

Demonstração. Pelo Teorema 1.11 (e o comentário logo abaixo dele) é suficiente

mostrar que os elementos

[x j1,x j2] . . . [x j2l−1 ,x j2l ]+ (B∩T (3)), j1 < .. . < j2l (1-18)
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formam uma base para o espaço vetorial B/(B∩T (3)). Mostremos primeiramente que

os elementos (1-18) geram B/(B∩T (3)). Seja f = f (x1, . . . ,xn)∈ B um polinômio pró-

prio com f /∈ T (3). Como o espaço vetorial B é gerado por produtos de comutadores,

podemos considerar

f = [xi1 , . . . ,xik ] . . . [x j1, . . . ,x jl ].

Mais ainda, como f /∈ T (3), segue que f deve ser da forma

f = [x j1,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ].

A igualdade [x1,x2] =−[x2,x1] e a relação [x1,x2][x3,x4]≡−[x1,x3][x2,x4] (mod T (3))

(Lema 1.18 (i)) implicam que podemos trocar, módulo B ∩ T (3), quaisquer duas

variáveis de f de lugar. Segue desse fato e da relação [x1,x2][x2,x3] ∈ T (3) (Lema

1.18 (ii)), que se f tiver duas variáveis iguais, então f ∈ B∩T (3). Portanto todas as

variáveis de f são distintas e f +(B∩T (3)) é um múltiplo escalar do elemento

[x j1,x j2 ] . . . [x j2l−1 ,x j2l ]+ (B∩T (3)), j1 < .. . < j2l.

Agora vamos mostrar que os elementos (1-18) são linearmente independentes.

Observe que os polinômios da forma

[x j1,x j2 ] . . . [x j2l−1 ,x j2l ], j1 < .. . < j2l (1-19)

são multilineares e determinados por seus multi-graus. Como T (3) é multi-homogêneo

(Proposição 1.10), basta mostrar que todo polinômio da forma (1-19) não pertence

a T (3) ou equivalentemente, que o polinômio b = [x1,x2] . . . [x2n−1,2n] não pertence a

T (3). Para fazer isso, dividiremos o argumento em dois casos.

Caso 1: char(F) 6= 2. Considere os 2n primeiros geradores da Álgebra de

Grassmann E: e1,e2, . . . ,e2n. Como

[e1,e2] . . . [e2n−1,e2n] = 2ne1 . . .e2n 6= 0,

segue que b não pertence a Id(E). Logo b não pertence a T (3).

Caso 2: char(F) = 2. Seja F(G)/I a álgebra do Exemplo 1.6. Como vimos

F(G)/I satisfaz a identidade polinomial [x1,x2,x3] = 0 mas não satisfaz a identidade

polinomial [x1,x2] . . . [x2n−1,x2n] = 0. Isso implica que b não pertence a T (3).

Segue portanto que os elementos (1-18) formam uma base para o espaço

vetorial B/(B∩T (3)). Pelo Teorema 1.11, os elementos (1-17) formam uma base para

o espaço vetorial F〈X〉/T (3).

Lema 1.22 (veja [26]). Seja F um corpo de caracteŕıstica p.
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(i) Se p≥ n−1, então [xp
0 ,x1]≡ 0 (mod T (n)),

(ii) Se p≥ n, então (x1x2)p ≡ xp
1xp

2 (mod T (n)),

(iii) Se p = 2, então (x1x2)4 ≡ x4
1x4

2 (mod T (3)).

Demonstração. Para os itens (i) e (ii) consulte [26]. Vamos provar o item (iii).

Observe que (x1x2)2 = x2
1x2

2 + x1[x1,x2]x2. Assim

(x1x2)4 = (x1x2)2(x1x2)2 = (x2
1x2

2 + x1[x1,x2]x2)(x2
1x2

2 + x1[x1,x2]x2) (1-20)

= (x2
1x2

2)(x2
1x2

2)+(x2
1x2

2)(x1[x1,x2]x2)+(x1[x1,x2]x2)(x2
1x2

2)+

+ (x1[x1,x2]x2)(x1[x1,x2]x2).

Usando a igualdade [ab,c] = a[b,c] + [a,c]b, temos [x2
1,x2] = x1[x1,x2] + [x1,x2]x1 =

2x1[x1,x2] + [x1,x2,x1] = [x1,x2,x1]. Assim x2
1 + T (3) é central em Q3. Como [x1,x2] +

T (3) também é central em Q3, segue de (1-20) que

(x1x2)4 ≡ x4
1x4

2 + 2x3
1x3

2[x1,x2]+ (x1x2)2[x1,x2][x1,x2] (mod T (3)).

Como char(F) = 2 e [x1,x2][x1,x2] ∈ T (3) (Lema 1.18 (ii)), obtemos (x1x2)4 ≡ x4
1x4

2

(mod T (3)).

1.4 Polinômios centrais da álgebra Q3

O objetivo desta seção é dar uma descrição dos polinômios centrais da

álgebra Q3 = F〈X〉/T (3). Essa descrição foi obtida em 2010, independentemente por

Bekh-Ochir e Rankin [3], por Brandão Jr, Koshlukov, Krasilnikov e Silva [7] e por

Grishim [23]. Seguiremos exposição de [7].

Seja F um corpo qualquer de caracteŕıstica p > 0. Seja q(x1,x2) =

xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 e para cada n≥ 1 defina

qn = qn(x1, . . . ,x2n) = q(x1,x2)q(x3,x4) . . .q(x2n−1,x2n).

Agora seja E a álgebra de Grassmann (infinitamente gerada e unitária) sobre

um corpo infinito F de caracteŕıstica p > 2. Foi mostrado em ([3], [7], [23]) (veja o

Teorema 0.1) que C(E), o espaço vetorial dos polinômios centrais de E, é gerado

como T -subespaço de F〈X〉 pelos polinômios

x1[x2,x3,x4], xp
0 , xp

0q1, . . . ,x
p
0qn, . . . . (1-21)
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Seja M o conjunto dos monômios mônicos de F〈X〉, isto é M = {xi1xi2 . . .xin :
n, is ≥ 0}. A seguinte descrição mais precisa de C(E) foi obtida por Deryabina e

Krasilnikov [10] à partir de [7].

Teorema 1.23 (veja [7, 10]). Seja F um corpo infinito de caracteŕıstica p > 2.

Então C(E), o espaço vetorial dos polinômios centrais de E, é gerado (como espaço

vetorial) pelos polinômios

a1[a2,a3,a4], [a1,a2], ai ∈M, (1-22)

xpr1
i1 . . .xprk

ik xp−1
j1 [x j1,x j2]x

p−1
j2 . . .xp−1

j2l−1
[x j2l−1,x j2l ]x

p−1
j2l

, (1-23)

k ≥ 0, l ≥ 0,rs > 0, i1 < .. . < ik, j1 < .. . < j2l.

Na verdade as demonstrações do Teorema 0.1 apresentada em [7] e do

Teorema 1.23 apresentada em [10] funcionam para a álgebra Q3 = F〈X〉/T (3) onde

F é um corpo qualquer de caracteŕıstica p≥ 2. Assim podemos reescrever esses dois

teoremas nas formas seguintes:

Teorema 1.24 (veja [7, 10]). Seja F um corpo qualquer de caracteŕıstica p ≥ 2.

Então C(Q3), o espaço vetorial dos polinômios centrais da álgebra Q3 = F〈X〉/T (3),

é gerado (como espaço vetorial) pelos polinômios

a1[a2,a3,a4], [a1,a2], ai ∈M, (1-24)

xpr1
i1 . . .xprk

ik xp−1
j1 [x j1,x j2]x

p−1
j2 . . .xp−1

j2l−1
[x j2l−1,x j2l ]x

p−1
j2l

, (1-25)

k ≥ 0, l ≥ 0,rs > 0, i1 < .. . < ik, j1 < .. . < j2l.

Corolário 1.25 (veja [7]). Seja F um corpo qualquer de caracteŕıstica p≥ 2. Então

C(Q3), o espaço vetorial dos polinômios centrais da álgebra Q3 = F〈X〉/T (3), é gerado

como T -subespaço de F〈X〉 pelos polinômios

x1[x2,x3,x4], xp
0 , xp

0q1, xp
0q2, . . . ,x

p
0qn, . . . . (1-26)

Para tornar esta tese mais auto-suficiente, vamos demonstrar o Teorema

1.24 e o Corolário 1.25.

Lema 1.26 ([7], Lema 10). Seja F um corpo qualquer e g = g(x2, . . . ,xn) ∈ F〈X〉
um polinômio que não depende de x1. Se x1g + T (3) for central em Q3 = F〈X〉/T (3),

então g ∈ T (3).

Demonstração. Usando a igualdade [a,bc] = b[a,c] + [a,b]c, temos [x0,x1g] + T (3) =

x1[x0,g] + [x0,x1]g + T (3). Como x1g + T (3) é central em Q3, temos [x0,x1g] ∈ T (3).
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Assim

x1[x0,g]+ T (3) =−[x0,x1]g + T (3). (1-27)

Seja g + T (3) = ∑t αtat + T (3) onde αt ∈ F e os at + T (3) são elementos distintos

da forma (1-17). Observe que os polinômios at não dependem de x0 e x1 (por-

que g = g(x2, . . . ,xn) não depende). Agora, aplicando a igualdade [a,a1 . . .an] =

∑
n
i=1 a1 . . .ai−1[a,ai]ai+1 . . .an (Lema 1.17 (ii)) em [x0,at ] e observando que [x1,x2] +

T (3) é central em Q3, segue que para cada t,

[x0,at ]+ T (3) = ∑
k

β
(t)
k b(t)

k + T (3),

onde β
(t)
k ∈ F e b(t)

k + T (3) são elementos da forma (1-17) que não dependem de x1 e

tais que j1 = 0. Assim

x1[x0,g]+ T (3) = ∑
t

∑
k

αtβ
(t)
k x1b(t)

k + T (3).

Observe que cada x1b(t)
k é um polinômio de (1-17) no qual x1 aparece na “parte

não-comutador” xr1
i1 . . .x

rk
ik e a “parte comutador” [x j1 ,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ] não depende

de x1.

Por outro lado, [x0,x1]g+T (3) = ∑t αt [x0,x1]at +T (3). Como os polinômios at

não dependem de x0 e x1, e [x0,x1] + T (3) é central em Q3, os produtos [x0,x1]bt são

polinômios distintos da forma (1-17) tais que x1 aparece na “parte comutador” e a

“parte não-comutador” não depende de x1.

Mostramos assim, que existem dois conjuntos B1 e B2 de polinômios da

forma (1-17) com B1∩B2 = ø e tais que

x1[x0,g] e [x0,x1]g

são, módulo T (3), combinações lineares de B1 e B2, respectivamente. Comos os

elementos de (1-17) são linearmente independentes (Proposição 1.21), segue de (1-

27) que

x1[x0,g]+ T (3) =−[x0,x1]g + T (3) = T (3).

Consequentemente ∑t αt [x0,x1]at + T (3) = [x0,x1]g + T (3) = T (3), e assim αt = 0 para

cada t. Portanto g + T (3) = ∑t αtat + T (3) = T (3), isto é g ∈ T (3) e a demonstração

está completa.

Lema 1.27 ([7], Lema 11). Seja F um corpo qualquer e f = f (x1, . . . ,xn)∈ F〈X〉 um

polinômio homogêneo de grau 1 em x1. Se f + T (3) for central em Q3 = F〈X〉/T (3)

então f ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3).
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Demonstração. Seja f = ∑i αiaix1bi onde αi ∈ F e ai,bi são monômios (algum dos

quais pode ser 1). Como aix1bi = x1biai +[ai,x1bi], temos

f = x1g(x2, . . . ,xn)+ h(x1, . . . ,xn) (1-28)

onde h(x1, . . . ,xn) = ∑i αi[ai,x1bi] pertence ao T -espaço gerado por [x1,x2] e g =

g(x2, . . . ,xn) não depende de x1. Como f + T (3) e h + T (3) são centrais em Q3, segue

de (1-28) que x1g+T (3) também é central em Q3. Pelo Lema 1.26, obtemos g ∈ T (3)

e novamente por (1-28) temos f ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3).

Proposição 1.28 (veja [3, 7, 23]). Seja F um corpo de caracteŕıstica 0. Então C(Q3),

o espaço vetorial dos polinômios centrais da álgebra Q3 = F〈X〉/T (3), é gerado como

T -subespaço de F〈X〉 por 1 e pelos polinômios [x1,x2] e x1[x2,x3,x4].

Demonstração. Seja f = f (x1, . . . ,xn) um polinômio central de Q3. Pela Proposição

1.15, C(Q3) é gerado como T -subespaço por seus polinômios multilineares. Assim

podemos assumir que f é multilinear. Em particular, f é homogêneo de grau 1 em

x1, logo o Lema 1.27 garante que f pertence a 〈[x1,x2]〉T S + T (3), isto é, f pertence

ao T -subespaço gerado pelos polinômios [x1,x2] e x1[x2,x3,x4].

Lema 1.29 ([7], Lema 12). Seja F um corpo de caracteŕıstica p e f = f (x1, . . . ,xn)∈
F〈X〉 um polinômio homogêneo de grau m1 em x1 onde m1 não é um múltiplo de p.

Se f + T (3) for central em Q3 = F〈X〉/T (3) então f ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3).

Demonstração. Pela Proposição 1.16 não há perda de generalidade em supor que f

é multi-homogêneo de grau m1 em x1. Escreva m1 = pq + r com 0 < r < p. Usando

a base de Q3 dada na Proposição 1.21, vemos que existe g = g(x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉,
multi-homogêneo de grau r em x1 tal que

f + T (3) = xpq
1 g + T (3). (1-29)

Defina o endomorfismo ϕ de F〈X〉 por ϕ(x1) = 1+x1 e ϕ(xi) = xi se i > 1. Por (1-29)

temos

ϕ( f )+ T (3) = (1 + xp
1)qg(1 + x1,x2, . . . ,xn)+ T (3). (1-30)

Como g(x1, . . . ,xn) é a componente multi-homogênea (de grau r em x1) do polinômio

(1 + xp
1)qg(1 + x1,x2, . . . ,xn), segue de (1-30) que g + T (3) é central em Q3. Seja

h = h(y1, . . . ,yr,x2, . . . ,xn) a linearização total de g em x1. Então h + T (3) é central

em Q3 e segue do Lema 1.27 que h ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3). Como

h(x1, . . . ,x1,x2, . . . ,xn) = r!g(x1, . . . ,xn),
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obtemos g ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3). Como xp
1 + T (3) é central em Q3 (Lema 1.22 (i)) e

C(Q3) é uma álgebra (Proposição 1.13) segue que xpq
1 +T (3) é central em Q3. Assim

xpq
1 [x2,x3]+ T (3) = [xpq

1 x2,x3]+ T (3). (1-31)

Como g ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3) segue de (1-29) e (1-31) que f ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3).

Lema 1.30 (veja [3, 7, 23]). Seja F um corpo de caracteŕıstica p ≥ 2. Então

xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 + T (3) é central em Q3 = F〈X〉/T (3).

Demonstração. Aplicando a igualdade [a1a2 . . .an,a] = ∑
n
i=1 a1 . . .ai−1[ai,a]ai+1 . . .an

(Lema 1.17) temos

[xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 ,x3] = [x1,x3]xp−2
1 [x1,x2]xp−1

2 + . . .+ xp−1
1 [x1,x2,x3]xp−1

2 + . . .+

+ xp−1
1 [x1,x2]xp−2

2 [x2,x3].

Como [a1,a2]+T (3) é central em Q3 e [a1,a2][a1,a3] ∈ T (3) (Lema 1.18 (ii)), obtemos

[xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 ,x3] = [x1,x3][x1,x2]xp−2
1 xp−1

2 + . . .+ xp−1
1 [x1,x2,x3]xp−1

2 + . . .+

+ xp−1
1 [x1,x2][x2,x3]xp−2

2 ≡ 0 (mod T (3)).

Assim xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 + T (3) é central em Q3.

Demonstração do Teorema 1.24.

Vamos verificar primeiramente que (1-24)-(1-25) são polinômios centrais da

álgebra Q3 = F〈X〉/T (3). É claro que x1[x2,x3,x4] + T (3) e [x1,x2] + T (3) são centrais

em Q3. Como C(Q3) é um T -subespaço (Proposição 1.13), segue que ele contém

os polinômios da forma (1-24). Como xp
0 + T (3) e xp−1

1 [x1,x2]xp−1
2 + T (3) são centrais

em Q3 (Lema 1.22 (i) e Lema 1.30, respectivamente) e C(Q3) é uma T -subálgebra

(Proposição 1.13), é fácil ver que os polinômios da forma (1-25) também pertencem

a C(Q3).

Agora vamos mostrar que os polinômios da forma (1-24) e (1-25) geram

C(Q3) como espaço vetorial. Seja f = f (x1, . . . ,xn) um polinômio central da álgebra

Q3. Se f ∈ T (3), então f é uma combinação linear de polinômios da forma a1[a2,a3,a4]

(ai ∈M), que estão entre aqueles de (1-24).

Podemos então assumir que f 6∈ T (3). Pela Proposição 1.16 podemos assumir

também que f é multi-homogêneo de grau mi em cada variável xi (i = 1, . . . ,n).

Suponha que o grau de alguma variável xi não seja diviśıvel por p. Reenumerando

as variáveis xi, podemos assumir sem perda de generalidade que i = 1. Assim, pelo

Lema 1.29 temos

f ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3). (1-32)
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Como 〈[x1,x2]〉T S é gerado como espaço vetorial pelos polinômios [a1,a2] (ai ∈M) e

T (3) é gerado como espaço vetorial pelos polinômios a1[a2,a3,a4] (ai ∈M), segue de

(1-32) que f é uma combinação linear de polinômios da forma (1-24).

Agora suponha que todos os graus das variáveis xi sejam diviśıveis por p. Já

vimos que [x1,x2] + T (3) e xp + T (3) são centrais em Q3. Assim, segue da Proposição

1.21 que f + T (3) pode ser escrito como uma combinação linear de elementos da

forma

xpr1
i1 . . .xprk

ik xp−1
j1 [x j1,x j2]x

p−1
j2 . . .xp−1

j2l−1
[x j2l−1 ,x j2l ]x

p−1
j2l

+ T (3)

onde k≥ 0, l ≥ 0,rs > 0,1≤ i1 < .. . < ik ≤ n e 1≤ j1 < .. . < j2l ≤ n. Segue assim que

f pode ser escrito como uma combinação linear de polinômios da forma a1[a2,a3,a4]

(ai ∈M) juntamente com aqueles da forma (1-25).

O lema seguinte é bem conhecido e a demonstração que daremos é apenas

um esboço.

Lema 1.31. Seja F um corpo de caracteŕıstica p > 0. Então o polinômio

[x1,x2] . . . [x2n−1,x2n] pertence a 〈qn〉T S.

Demonstração. Seja V = 〈xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 〉T S. Defina o endomorfismo ϕ de F〈X〉 por

ϕ : xi→ 1 + αxi, i = 1,2,α ∈ Zp. Então

p−1

∑
k=0

α
kgk ∈V (1-33)

onde gk =
(p−1

k

)
xk

1[x1,x2]xp−1
2 . Fazendo uso do bem conhecido argumento da matriz de

Vandermonde (veja por exemplo [[13],Proposição 4.2.3]), pode ser mostrado que gk ∈
V para cada k = 0, . . . , p−2. Em particular g0 = [x1,x2]xp−1

2 ∈V . Usando novamente

esse argumento, mas agora com V = 〈[x1,x2]xp−1
2 〉T S, podemos mostrar que [x1,x2]〈

pertence a [x1,x2]xp−1
2 〉T S. Consequentemente [x1,x2] pertence a 〈xp−1

1 [x1,x2]xp−1
2 〉T S.

Para o caso geral, se fizermos V = 〈qn〉T S e aplicarmos o mesmo argumento acima n

vezes, podemos mostrar que [x1,x2] . . . [x2n−1,x2n] pertence a 〈qn〉T S.

Demonstração do Corolário 1.25.

Seja Q o T -subespaço gerado pelos polinômios (1-26). Devemos mostrar que

C(Q3) = Q. Como os polinômios (1-26) estão entre os polinômios (1-24)-(1-25) (que

pertencem a C(Q3) pelo Teorema 1.24), temos Q⊆C(Q3).

Vamos mostrar que C(Q3)⊆ Q. Pelo Teorema 1.24 é suficiente mostrar que

os polinômios (1-24)-(1-25) pertencem a Q. Como [x1,x2] pertence ao T -subespaço

gerado pelo polinômio q(x1,x2) = x1[x1,x2]x2 (Lema 1.31), segue que [x1,x2] pertence
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a Q. Como x1[x2,x3,x4] também pertence a Q, segue que os polinômios (1-24)

pertencem a Q. Dividiremos o argumento restante em dois casos.

Caso p > 2. Pelo Lema 1.22 (ii) temos

(x1x2)p ≡ xp
1xp

2 (mod T (3)).

Usando essa relação, não é dif́ıcil ver que cada polinômio da forma (1-25) pertence

ao T -subespaço gerado pelos polinômios x1[x2,x3,x4], xp
0 e xp

0qm para algum m ∈ N.

Assim os polinômios (1-25) pertencem a Q quando char(F) > 2.

Caso p = 2. Observe que

(x1x2)2 = x1x2x1x2 = x1(x1x2 +[x2,x1])x2 = (1-34)

= x2
1x2

2 + x1[x2,x1]x2 = x2
1x2

2 + x1[x1,x2]x2.

Usando (1-34) não é dif́ıcil ver que cada polinômio da forma (1-25) pertence ao T -

subespaço gerado pelos polinômios x2
0 e x2

0qm, para algum m∈N. Assim os polinômios

(1-25) pertencem a Q quando char(F) = 2.

Mostramos assim que C(Q3) = Q, ou seja C(Q3) é gerado como T -subespaço

pelos polinômios (1-26).

1.5 Relações na álgebra Q4

Nesta seção exibiremos algumas relações na álgebra F〈X〉/T (4). O Lema

seguinte é bem conhecido, veja [9, 11, 16, 21, 33, 34, 44].

Lema 1.32. Seja F um corpo qualquer. Então T (4) contém os seguintes polinômios:

[x1,x2,x3,x4], (1-35)

[x1,x2,x3][x4,x5,x6], (1-36)

[x1,x2,x3][x4,x5]+ [x1,x2,x4][x3,x5], [x1,x2,x3][x4,x5]+ [x1,x4,x3][x2,x5], (1-37)

([x1,x2][x3,x4]+ [x1,x3][x2,x4])[x5,x6]. (1-38)

Demonstração. É claro que o polinômio (1-35) pertence a T (4). Vamos mostrar que

os polinômios de (1-37) pertencem a T (4). Usando a igualdade [ab,c] = a[b,c]+[a,c]b
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obtemos

[x1,x2,x3x4,x5] = [x3[x1,x2,x4],x5]+ [[x1,x2,x3]x4,x5]

= x3[x1,x2,x4,x5]+ [x3,x5][x1,x2,x4]+

+ [x1,x2,x3][x4,x5]+ [x1,x2,x3,x5]x4.

Como os polinômios [x1,x2,x3x4,x5],x3[x1,x2,x4,x5] e [x1,x2,x3,x5]x4 pertencem a T (4),

temos

[x1,x2,x3][x4,x5]+ [x3,x5][x1,x2,x4] ∈ T (4). (1-39)

Como [x3,x5][x1,x2,x4]≡ [x1,x2,x4][x3,x5] (mod T (4)), segue de (1-39) que

[x1,x2,x3][x4,x5]+ [x1,x2,x4][x3,x5] ∈ T (4). (1-40)

Agora, pelo Lema 1.17 (i) e pela igualdade [ab,c] = a[b,c]+ [a,c]b temos

[x1x2,x3,x4,x5] = [x1[x2,x3,x4],x5]+ [[x1,x3][x2,x4],x5]+ (1-41)

+ [[x1,x4][x2,x3],x5]+ [[x1,x3,x4]x2,x5]

= x1[x2,x3,x4,x5]+ [x1,x5][x2,x3,x4]+ [x1,x3][x2,x4,x5]+

+ [x1,x3,x5][x2,x4]+ [x1,x4][x2,x3,x5]+ [x1,x4,x5][x2,x3]+

+ [x1,x3,x4][x2,x5]+ [x1,x3,x4,x5]x2.

Observe que os polinômios [x1x2,x3,x4,x5],x1[x2,x3,x4,x5] e [x1,x3,x4,x5]x2 pertencem

a T (4). Por (1-40), o polinômio [x1,x3,x5][x2,x4] + [x1,x3,x4][x2,x5] também pertence

a T (4). Assim, segue de (1-41) que

[x1,x5][x2,x3,x4]+ [x1,x3][x2,x4,x5]+ [x1,x4][x2,x3,x5]+ [x1,x4,x5][x2,x3] ∈ T (4).

(1-42)

Como [a1,a2][a3,a4,a5]≡ [a3,a4,a5][a1,a2] (mod T (4)), segue de (1-42) que

[x2,x3,x4][x1,x5]+ [x2,x4,x5][x1,x3]+ [x2,x3,x5][x1,x4]+ [x1,x4,x5][x2,x3] ∈ T (4).

(1-43)

Novamente por (1-40), o polinômio [x2,x3,x4][x1,x5] + [x2,x3,x5][x1,x4] pertence a

T (4). Logo (1-43) implica que

[x2,x4,x5][x1,x3]+ [x1,x4,x5][x2,x3] ∈ T (4),

e consequentemente

[x1,x2,x3][x4,x5]+ [x1,x4,x3][x2,x5] ∈ T (4). (1-44)
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Por (1-40) e (1-44), vemos que os polinômios de (1-37) pertencem a T (4). Vamos

mostrar que o polinômio (1-36) pertence a T (4). Por (1-40) temos

[x1,x2,x3][[x4,x5],x6]+ [x1,x2, [x4,x5]][x3,x6] ∈ T (4).

Como [x1,x2, [x4,x5]] = [x1,x2,x4,x5]− [x1,x2,x5,x4] ∈ T (4), obtemos

[x1,x2,x3][x4,x5,x6] ∈ T (4). (1-45)

Finalmente, vamos mostrar que o polinômio (1-38) pertence a T (4). Por (1-44)

obtemos

[x1x2,x3,x4][x5,x6]+ [x5,x3,x4][x1x2,x6] ∈ T (4). (1-46)

Seja ω(x1,x2,x3,x4) = [x1,x2][x3,x4] + [x1,x3][x2,x4]. Por um lado, segue do Lema

1.17 (i) que

[x1x2,x3,x4][x5,x6] = x1[x2,x3,x4][x5,x6]−ω(x1,x3,x4,x2)[x5,x6]+ [x1,x3,x4]x2[x5,x6]

= x1[x2,x3,x4][x5,x6]+ x2[x1,x3,x4][x5,x6]+ [x1,x3,x4,x2][x5,x6]−

− ω(x1,x3,x4,x2)[x5,x6],

isto é

[x1x2,x3,x4][x5,x6] ≡ x1[x2,x3,x4][x5,x6]+ x2[x1,x3,x4][x5,x6]− (1-47)

− ω(x1,x3,x4,x2)[x5,x6] (mod T (4)).

Por outro lado

[x5,x3,x4][x1x2,x6] = [x5,x3,x4]x1[x2,x6]+ [x5,x3,x4][x1,x6]x2

= x1[x5,x3,x4][x2,x6]+ [x5,x3,x4,x1][x2,x6]+

+ x2[x5,x3,x4][x1,x6]+ [x5,x3,x4,x2][x1,x6]+ [x5,x3,x4][x1,x6,x2].

Usando (1-45), obtemos

[x5,x3,x4][x1x2,x6]≡ x1[x5,x3,x4][x2,x6]+ x2[x5,x3,x4][x1,x6] (mod T (4)). (1-48)

Somando (1-47) e (1-48), segue de (1-46) que

x1([x2,x3,x4][x5,x6]+ [x5,x3,x4][x2,x6]) + x2([x1,x3,x4][x5,x6]+ [x5,x3,x4][x1,x6])−

− ω(x1,x3,x4,x2)[x5,x6] ∈ T (4).
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Finalmente, por (1-44), segue que ω(x1,x3,x4,x2)[x5,x6] ∈ T (4) e portanto

ω(x1,x2,x3,x4)[x5,x6] ∈ T (4). Mostramos assim que todos os polinômios de (1-

35)-(1-38) pertecem a T (4), o que conclui a demonstração do lema.

Na verdade os polinômios (1-35)-(1-36) do Lema 1.32 geram T (4) como ideal

bilateral de F〈X〉 (veja [[11],Teorema 1.3]), mas não precisaremos desse resultado

mais geral nesta tese. O corolário seguinte é bem conhecido, veja [11, 16, 21, 33, 44].

Corolário 1.33. Seja F um corpo qualquer e a1,a2, . . . ,a2k+1 polinômios de F〈X〉.
Então

(i) [aσ(1),aσ(2)] . . . [aσ(2k−1),aσ(2k)] ≡ (−1)σ[a1,a2] . . . [a2k−1,a2k] (mod T (4)),k ≥
3,σ ∈ S2k,

(ii) [aσ(1),aσ(2),aσ(3)][aσ(4),aσ(5)] . . . [aσ(2k),aσ(2k+1)]

≡ (−1)σ[a1,a2,a3][a4,a5] . . . [a2k,a2k+1] (mod T (4)),k ≥ 2,σ ∈ S2k+1,

(iii) [a1,a2,a3][a4,a5] ∈ T (4) desde que char(F) 6= 3.

Demonstração. Comecemos por (i). Vamos provar a afirmação para k = 3, isto é

[aσ(1),aσ(2)][aσ(3),aσ(4)][aσ(5),aσ(6)]≡ (−1)σ[a1,a2][a3,a4][a5,a6] (mod T (4))

(1-49)

para qualquer σ ∈ S6; o caso geral é análogo. É claro que (1-49) é válido para

σ = (12),σ = (34) e σ = (56). Como [x1,x2][x3,x4][x5,x6] + [x1,x3][x2,x4][x5,x6] ∈
T (4) (Lema 1.32) vemos que (1-49) vale para σ = (23). Como [[a1,a2], [a3,a4]] =

[a1,a2,a3,a4]− [a1,a2,a4,a3] ∈ T (4), temos [a1,a2][a3,a4]≡ [a3,a4][a1,a2] (mod T (4)).

Usando a última relação e observando que [x3,x4][x5,x6][x1,x2]+[x3,x5][x4,x6][x1,x2]∈
T (4) (Lema 1.32), obtemos

[x1,x2][x3,x4][x5,x6] ≡ [x3,x4][x5,x6][x1,x2] (mod T (4))

≡ −[x3,x5][x4,x6][x1,x2] (mod T (4))

≡ −[x1,x2][x3,x5][x4,x6] (mod T (4)).

Portanto (1-49) é válido para σ = (45). Como S6 é gerado pelas permutações

(12),(23),(34),(45) e (56), segue que (1-49) é válido para qualquer σ ∈ S6.

Agora vamos provar (ii). Consideraremos apenas o caso k = 5, isto é

[xσ(1),xσ(2),xσ(3)][xσ(4),xσ(5)]≡ (−1)σ[x1,x2,x3][x4,x5] (mod T (4)) (1-50)

para qualquer σ∈ S5; o caso geral é análogo. É claro que (1-50) é válido para σ = (12)

e σ = (45). Vimos no Lema 1.32 que os polinômios [x1,x2,x3][x4,x5]+[x1,x2,x4][x3,x5]
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e [x1,x2,x3][x4,x5]+[x1,x4,x3][x2,x5] pertencem a T (4). Isso mostra que (1-50) também

é válido para σ = (34) e σ = (24). Como S5 é gerado pelas permutações (12),(24),(34)

e (45), segue que (1-50) é válido para qualquer σ ∈ S5.

Vejamos (iii). A identidade de Jacobi nos fornece

[a1,a2,a3][a4,a5]+ [a2,a3,a1][a4,a5]+ [a3,a1,a2][a4,a5] = 0.

Por (1-50) isso implica que 3[a1,a2,a3][a4,a5] ∈ T (4). Como char(F) 6= 3, obtemos

[a1,a2,a3][a4,a5] ∈ T (4).



CAṔITULO 2
Polinômios centrais da álgebra Q4

Neste caṕıtulo daremos uma descrição dos polinômios centrais da álgebra

Q4 onde F é um corpo qualquer. Dividimos o caṕıtulo em duas seções: na primeira

tratamos o caso de caracteŕıstica p 6= 3 e na segunda o caso de caracteŕıstica p = 3.

2.1 O caso de caracteŕıstica 6= 3

O objetivo desta seção é fornecer uma descrição dos polinômios centrais da

álgebra Q4 onde F é um corpo de caracteŕıstica p 6= 3. Mais precisamente, provaremos

o segundo e o terceiro resultado principal desta tese.

Teorema 2.1. Seja F um corpo de caracteŕıstica 2. Então C(Q4), o espaço vetorial

dos polinômios centrais da álgebra Q4 = F〈X〉/T (4), é gerado como T -subespaço de

F〈X〉 pelos polinômios

x1[x2,x3,x4], x4
0, x2

0q2, x2
0q3, x2

0q4, . . . ,x2
0qn, . . . .

Teorema 2.2. Seja F um corpo de caracteŕıstica p > 3. Então C(Q4), o espaço

vetorial dos polinômios centrais de Q4 = F〈X〉/T (4) é gerado (como espaço vetorial)

pelos polinômios

[a1,a2][a3,a4], a1[a2,a3,a4], ai ∈M, (2-1)

xpr1
i1 . . .xprk

ik xp−1
j1 [x j1,x j2]x

p−1
j2 . . .xp−1

j2l−1
[x j2l−1,x j2l ]x

p−1
j2l

, (2-2)

k ≥ 0, l = 0 ou l ≥ 2,rs > 0, i1 < .. . < ik, j1 < .. . < j2l.

Começaremos estudando a forma dos polinômios centrais de Q4 que são

homogêneos de grau 1 em x1.

Lema 2.3. Seja F um corpo qualquer e f = f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 um polinômio

homogêneo de grau 1 em x1 tal que f pode ser escrito, módulo T (3), como uma
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combinação linear de polinômios da forma

xr1
i1 . . .x

rk
ik [x j1 ,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ], (2-3)

onde k≥ 0, l ≥ 2, rs > 0, 1≤ i1 < .. . < ik ≤ n e 1≤ j1 < .. . < j2l ≤ n. Então existem

polinômios g1 = g1(x2, . . . ,xn)∈ F〈X〉 (que não depende de x1), g2 ∈ 〈[x1,x2][x3,x4]〉T S

e g3 ∈ T (3) tais que f = x1g1 + g2 + g3.

Demonstração. Se mostrarmos que para cada polinômio h da forma (2-3) existem

polinômios h1 = h1(x2, . . . ,xn)∈ F〈X〉 (que não depende de x1), h2 ∈ 〈[x1,x2][x3,x4]〉T S

e h3 ∈ T (3) tais que h = x1h1 + h2 + h3, então é fácil ver que existem polinômios

g1 = g1(x2, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 (que não depende de x1), g2 ∈ 〈[x1,x2][x3,x4]〉T S e g3 ∈ T (3)

tais que f = x1g1 + g2 + g3.

Seja h um polinômio da forma (2-3). Como h é homogêneo de grau 1 em x1,

segue que i1 = 1 ou j1 = 1. Suponha i1 = 1. Pondo h1 = xr2
i2 . . .x

rk
ik [x j1,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ]

temos h = x1h1, que está na forma desejada pois h1 não depende de x1. Agora seja

j1 = 1. Pondo a = xr1
i1 . . .x

rk
ik , sendo l ≥ 2, podemos escrever h = a[x1,x j2]b[x j2l−1,x j2l ]

onde b é 1 ou um produto de comutadores. Agora

a[x1,x j2 ]b[x j2l−1,x j2l ] = [ax1,x j2]b[x j2l−1,x j2l ]− [a,x j2]x1b[x j2l−1,x j2l ]

= [ax1b,x j2][x j2l−1,x j2l ]−ax1[b,x j2][x j2l−1,x j2l ]−

− x1b[a,x j2][x j2l−1,x j2l ]− [a,x j2,x1b][x j2l−1,x j2l ].

Sejam h1 =−b[a,x j2 ][x j2l−1,x j2l ], h2 = [ax1b,x j2][x j2l−1,x j2l ] e h3 =−ax1[b,x j2][x j2l−1,x j2l ]−
[a,x j2,x1b][x j2l−1,x j2l ]. Observe que h1 não depende de x1 e h2 ∈ 〈[x1,x2][x3,x4]〉T S.

Observe também que h3 ∈ T (3) porque [b,x j2] ∈ T (3). Assim h = x1h1 + h2 + h3 está

na forma desejada, e isso conclui a demonstração.

Lema 2.4. Seja F um corpo qualquer e f = f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 um polinômio

homogêneo de grau 1 em x1. Se f + T (4) for central em Q4 = F〈X〉/T (4), então

f ∈ 〈[x1,x2][x3,x4]〉T S + T (3).

Demonstração. Pela Proposição 1.16, não há perda de generalidade em supor que f

é multi-homogêneo. Segue da Proposição 1.21 que f pode ser escrito, módulo T (3),

como uma combinação linear de polinômios da forma

xr1
i1 . . .x

rk
ik [x j1 ,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ], (2-4)

onde k≥ 0, l ≥ 0,rs > 0, 1≤ i1 < .. . < ik ≤ n e 1≤ j1 < .. . < j2l ≤ n. Primeiramente,

vamos mostrar que l ≥ 2 para todos os polinômios de (2-4).
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Afirmação 1: Temos l 6= 0 em todos os polinômios de (2-4). De fato, seja

xr1
i1 xr2

i2 . . .x
rn
in (2-5)

um polinômio de (2-4) com coeficiente α ∈ F . Vamos mostrar que α = 0. Como cada

polinômio de (2-4) é homogêneo de grau 1 em x1, temos i1 = 1 e r1 = 1 no polinômio

(2-5). Defina o endomorfismo ϕ de F〈X〉 por ϕ(x1) = x1 e ϕ(xs) = 1 se s 6= 1. Segue

de (2-4) e (2-5) que ϕ( f )+T (3) = αx1 +T (3). Como C(Q4)+T (3) ⊆C(Q3), temos que

αx1 +T (3) é central em Q3. Mas isso implica α = 0 porque x1 +T (3) não é central em

Q3.

Afirmação 2: Temos l 6= 1 em todos os polinômios de (2-4). De fato, seja

xr1
i1 . . .x

rk
ik [x j1,x j2] (2-6)

um polinômio de (2-4) com coeficiente β. Vamos mostrar que β = 0. Defina o

endomorfismo φ de F〈X〉 por φ(x js) = x js , se s ∈ { j1, j2} e φ(xs) = 1, se s /∈ { j1, j2}.
Então segue de (2-4) e (2-6) que

φ( f )+ T (3) = βxr1
j1xr2

j2[x j1 ,x j2]+ T (3).

Seja g(x j1,x j2) = xr1
j1xr2

j2[x j1 ,x j2]. Observe que [x j1,x j2] é uma componente multi-

homogênea do polinômio g(x j1 + 1,x j2 + 1) = (x j1 + 1)r1(x j2 + 1)r2 [x j1,x j2]. Suponha

que β 6= 0. Então g(x j1 + 1,x j2 + 1) pertence a C(Q4) + T (3) e como C(Q4) + T (3)

é um T -subespaço multi-homogêneo (Proposições 1.10 e 1.16, respectivamente),

conclúımos que [x j1,x j2] pertence a C(Q4)+T (3). Assim existem h1 ∈C(Q4) e h2 ∈ T (3)

tais que

[x j1,x j2] = h1 + h2.

Como h1 6= 0 (porque [x j1,x j2] não pertence a T (3)) e T (3) é multi-homogêneo,

podemos supor que h1 é multi-homogêneo de grau 1 em x j1 e x j2 , e grau 0 nas

demais variáveis. Portanto h1 é um polinômio de grau 2 e [h1,xn+1] possui grau 3.

Logo [h1,xn+1] não pertence a T (4), isto é, h1 não pertence a C(Q4), uma contradição.

Portanto deve ser β = 0. Segue das Afirmações 1 e 2 que l ≥ 2 para todos os

polinômios de (2-4).

Reunimos todas as hipóteses do Lema 2.3 e isso garante a existência de

polinômios g1 = g1(x2, . . . ,xn)∈ F〈X〉 (que não depende de x1), g2 ∈ 〈[x1,x2][x3,x4]〉T S

e g3 ∈ T (3) tais que

f = x1g1 + g2 + g3. (2-7)

Como f ,g2 e g3 são polinômios centrais de Q3, segue que x1g1 também é um
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polinômio central de Q3. Aplicando o Lema 1.26 obtemos g1 ∈ T (3). Assim, por

(2-7) temos que f pertence a 〈[x1,x2][x3,x4]〉T S + T (3).

Lema 2.5 (veja [22, 25]). Seja F um corpo de caracteŕıstica 6= 3. Então

[x1,x2][x3,x4]+ T (4) e x1[x2,x3,x4]+ T (4) são centrais na álgebra Q4 = F〈X〉/T (4).

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que [x1,x2][x3,x4] + T (4) é central em

Q4. De fato, usando a igualdade [ab,c] = a[b,c]+ [a,c]b, temos

[[x1,x2][x3,x4],x5] = [x1,x2][x3,x4,x5]+ [x1,x2,x5][x3,x4]

= [x3,x4,x5][x1,x2]+ [[x1,x2], [x3,x4,x5]]+ [x1,x2,x5][x3,x4].

Pelo Corolário 1.33 (iii), os polinômios [x3,x4,x5][x1,x2] e [x1,x2,x5][x3,x4] pertencem

a T (4). Como [[x1,x2], [x3,x4,x5]] também pertence a T (4), segue que [[x1,x2][x3,x4],x5]

pertence a T (4), isto é, [x1,x2][x3,x4] + T (4) é central em Q4. Vamos mostrar agora

que x1[x2,x3,x4]+ T (4) é central em Q4. De fato, como

[x1[x2,x3,x4],x5] = x1[x2,x3,x4,x5]+ [x1,x5][x2,x3,x4]

e os polinômios x1[x2,x3,x4,x5], [x1,x5][x2,x3,x4] pertencem a T (4) segue que

[x1[x2,x3,x4],x5] pertence a T (4), isto é, x1[x2,x3,x4]+ T (4) é central em Q4.

Proposição 2.6 (veja [25]). Seja F um corpo de caracteŕıstica 0. Então C(Q4), o

espaço vetorial dos polinômios centrais da álgebra Q4 = F〈X〉/T (4) é gerado, como

T -subespaço de F〈X〉, por 1 e pelos polinômios [x1,x2][x3,x4] e x1[x2,x3,x4].

Demonstração. Já vimos no Lema 2.5 que [x1,x2][x3,x4] e x1[x2,x3,x4] são polinômios

centrais de Q4. Vamos mostrar que esses polinômios geram C(Q4) como T -subespaço.

Seja f = f (x1, . . . ,xn) um polinômio central da álgebra Q4. Pela Proposição 1.9

podemos assumir que f é multilinear. Em particular, f é homogêneo de grau 1 em

x1. Assim, pelo Lema 2.4, f pertence a 〈[x1,x2][x3,x4]〉T S + T (3). Consequentemente

f pertence ao T -subespaço gerado pelos polinômios [x1,x2][x3,x4] e x1[x2,x3,x4].

A demonstração do lema seguinte é uma adaptação da demonstração do

Lema 12 de [7].

Lema 2.7. Seja F um corpo de caracteŕıstica p 6= 0 e f = f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 um

polinômio homogêneo de grau m1 em x1, onde m1 não é um múltiplo de p. Se f +T (4)

for central em Q4, então f ∈ 〈[x1,x2][x3,x4]〉T S + T (3).

Demonstração. Pela Proposição 1.16 não há perda de generalidade em supor que

f é multi-homogêneo de grau m1 em x1. Escreva m1 = pq + r com 0 < r < p.
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Usando a base de Q3 = F〈X〉/T (3) dada na Proposição 1.21, vemos que existe

g = g(x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉, multi-homogêneo de grau r em x1 tal que

f + T (3) = xpq
1 g + T (3). (2-8)

Defina o endomorfismo ϕ de F〈X〉 por ϕ(x1) = 1+x1 e ϕ(xi) = xi se i > 1. Por (2-8),

temos

ϕ( f )+ T (3) = (1 + xp
1)qg(1 + x1,x2, . . . ,xn)+ T (3). (2-9)

Observe que C(Q4) e T (3) são T -subespaços multi-homogêneos (Proposição 1.10

e Proposição 1.16, respectivamente), logo C(Q4) + T (3) é um T -subespaço multi-

homogêneo. Observe também que g(x1, . . . ,xn) é a componente multi-homogênea de

grau r em x1 do polinômio (1 + xp
1)qg(1 + x1,x2, . . . ,xn). Por (2-9), (1 + xp

1)qg(1 +

x1,x2, . . . ,xn) pertence a C(Q4) + T (3), logo g pertence a C(Q4) + T (3). Seja h =

h(y1, . . . ,yr,x2, . . . ,xn) a linearização total de g em x1. Então h ∈C(Q4)+T (3) e segue

do Lema 2.4 que h ∈ 〈[x2,x3][x4,x5]〉T S + T (3). Como

h(x1, . . . ,x1,x2, . . . ,xn) = r!g(x1, . . . ,xn),

segue que g ∈ 〈[x1,x2][x3,x4]〉T S + T (3). Finalmente, como xp
1 + T (3) é central em Q3

(Lema 1.22 (i)) e C(Q3) é uma álgebra (Proposição 1.13), é claro que xpq
1 + T (3) é

central em Q3. Assim

xpq
1 [x2,x3][x4,x5]+ T (3) = [xpq

1 x2,x3][x4,x5]+ T (3). (2-10)

Como g∈ 〈[x1,x2][x3,x4]〉T S +T (3), segue de (2-8) e (2-10) que f ∈ 〈[x1,x2][x3,x4]〉T S +

T (3). O lema está demonstrado.

Lembrando que qn = qn(x1, . . . ,x2n) = q(x1,x2) . . .q(x2n−1,x2n) onde

q(x1,x2) = xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 , temos o seguinte:

Lema 2.8 (veja [22]). Seja F um corpo de caracteŕıstica p 6= 3. Então qn + T (4) é

central na álgebra Q4 = F〈X〉/T (4) se, e somente se n≥ 2.

Demonstração. Vamos mostrar que qn + T (4) é central em Q4 para cada n ≥ 2.

A prova será por indução sobre n. Primeiramente vamos mostrar que q2 + T (4)

é central na álgebra Q4, isto é, que [q(x1,x2)q(x3,x4),x5] = q(x1,x2)[q(x3,x4),x5] +

[q(x1,x2),x5]q(x3,x4) pertence a T (4); essa será a base da indução. Usando a igualdade
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[a1a2 . . .an,a] = ∑
n
i=1 a1 . . .ai−1[ai,a]ai+1 . . .an (Lema 1.17 (ii)), temos

[q(x3,x4),x5] = [xp−1
3 [x3,x4]xp−1

4 ,x5]

= [x3,x5]xp−2
3 [x3,x4]xp−1

4 + . . .+ xp−1
3 [x3,x4,x5]xp−1

4 + . . .+

+ xp−1
3 [x3,x4]xp−2

4 [x4,x5]

= xp−2
3 [x3,x5][x3,x4]xp−1

4 +[x3,x5,x
p−2
3 ][x3,x4]xp−1

4 + . . .+

+ xp−1
3 [x3,x4,x5]xp−1

4 + . . .+ xp−1
3 [x3,x4][x4,x5]xp−2

4 +

+ xp−1
3 [x3,x4][xp−2

4 , [x4,x5]].

Como [x1,x2,x3][x4,x5] ∈ T (4) (Corolário 1.33 (iii)) segue que todos os polinômios

[x3,x5,x
p−2
3 ][x3,x4]xp−1

4 , . . . ,xp−1
3 [x3,x4][xp−2

4 , [x4,x5]] pertencem a T (4). Assim

[q(x3,x4),x5] ≡ xp−2
3 [x3,x5][x3,x4]xp−1

4 + . . .+ xp−1
3 [x3,x4,x5]xp−1

4 + . . .+(2-11)

+ xp−1
3 [x3,x4][x4,x5]xp−2

4 (mod T (4)).

Uma vez que [x1,x2][x3,x4] + T (4) e [x1,x2,x3] + T (4) são centrais em Q4 (Lema 2.5),

decorre de (2-11) que

q(x1,x2)[q(x3,x4),x5] ≡ xp−1
1 [x1,x2][x3,x5][x3,x4]xp−1

2 xp−2
3 xp−1

4 + . . .+ (2-12)

+ xp−1
1 [x1,x2][x3,x4,x5]xp−1

2 xp−1
3 xp−1

4 +

+ xp−1
1 [x1,x2][x3,x4][x4,x5]xp−1

2 xp−1
3 xp−2

4 (mod T (4)).

O Corolário 1.33 (i) implica que todos os polinômios

xp−1
1 [x1,x2][x3,x5][x3,x4]xp−1

2 xp−2
3 xp−1

4 , . . . ,xp−1
1 [x1,x2][x3,x4][x4,x5]xp−1

2 xp−1
3 xp−2

4

pertencem a T (4) e o Corolário 1.33 (iii) implica que o polinômio

xp−1
1 [x1,x2][x3,x4,x5]xp−1

2 xp−1
3 xp−1

4 também pertence a T (4). Assim, por (2-12) te-

mos que q(x1,x2)[q(x3,x4),x5] pertence a T (4). É fácil ver que [q(x1,x2),x5]q(x3,x4)

também pertence a T (4). Portanto

[q2,x5] = [q(x1,x2)q(x3,x4),x5] = q(x1,x2)[q(x3,x4),x5]+ [q(x1,x2),x5]q(x3,x4)

pertence a T (4), isto é, q2 + T (4) é central em Q4.

Agora, suponha por hipótese de indução que qm +T (4) é central de Q4 para

cada m satisfazendo 2≤m< n. Como C(Q4) é uma álgebra (Proposição 1.13) e ambos

qn−2 e q2 pertencem a C(Q4), segue que qn = qn−2q2 também pertence a C(Q4). Isso

completa a indução.
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Para finalizar a demonstração, resta mostrar apenas que q1 + T (4) =

xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 + T (4) não é central em Q4. De fato, como [x1,x2] é uma com-

ponente multi-homogênea do polinômio (x1 + 1)p−1[x1 + 1,x2 + 1](x2 + 1)p−1, se

x1[x1,x2]x2 + T (4) fosse central em Q4, então [x1,x2] + T (4) seria central em Q4, uma

contradição. Logo q1 + T (4) não é central em Q4. O lema está demonstrado.

Lema 2.9. Seja F um corpo de caracteŕıstica 2. Então xn
0 +T (4) é central na álgebra

Q4 = F〈X〉/T (4) se, e somente se n é um múltiplo de 4.

Demonstração. Usando o fato de que char(F) = 2, um cálculo direto mostra que

[x4
0,x1] = [x0,x1,x0,x2

0].

Assim [x4
0,x1] pertence a T (4), isto é x4

0 + T (4) é central em Q4. Sendo C(Q4) uma

álgebra (Proposição 1.13) segue que x4t
0 +T (4) é central em Q4 para cada t ∈N. Agora

suponha que xn
0 +T (4) seja central em Q4. Vamos mostrar que n = 4t para algum t ∈N.

É suficiente mostrar que os elementos x2
0 +T (4), x3

0 +T (4), x4t+1
0 +T (4), x4t+2

0 +T (4) e

x4t+3
0 + T (4) não são centrais em Q4 para qualquer t ∈ N.

Como [x2
0,x1] = [x0,x1,x0] possui grau 3, segue que [x2

0,x1] não pertence a

T (4), isto é x2
0 + T (4) não é central em Q4. Observe que

[x3
0,x1] = x2

0[x0,x1]+ [x0,x1,x0]x0. (2-13)

Suponha que [x3
0,x1] ∈ T (4). Como [x0,x1] é uma componente multi-homogênea do

polinômio (x0 + 1)2[x0,x1] + [x0,x1,x0](x0 + 1), segue que [x0,x1] ∈ T (4). Mas isso não

é posśıvel porque o polinômio [x0,x1] possui grau 2. Logo x3
0 + T (4) não é central em

Q4. Como x4t
0 + T (4) é central em Q4, temos

[x4t+1
0 ,x1] = x4t

0 [x0,x1]+ [x4t
0 ,x1]x0 ≡ x4t

0 [x0,x1] (mod T (4)).

Como [x0,x1] é uma componente multi-homogênea do polinômio (x0 + 1)4t [x0,x1],

se [x4t+1
0 ,x1] ∈ T (4), teŕıamos [x0,x1] ∈ T (4), o que é uma contradição. Portanto

x4t+1
0 + T (4) não é central em Q4. Agora

[x4t+2
0 ,x1] = x4t

0 [x2
0,x1]+ [x4t

0 ,x1]x2
0

≡ x4t
0 [x2

0,x1] (mod T (4))

= x4t
0 [x0,x1,x0].

Como [x0,x1,x0] é uma componente multi-homogênea do polinômio (x0 +

1)4t [x0,x1,x0], se [x4t+2
0 ,x1] ∈ T (4), teŕıamos [x0,x1] ∈ T (4), o que é uma contra-
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dição. Portanto x4t+3
0 + T (4) não é central em Q4. Por último, usando (2-13) temos

[x4t+3
0 ,x1] = x4t

0 [x3
0,x1]+ [x4t

0 ,x1]x3
0

≡ x4t
0 [x3

0,x1] (mod T (4))

= x4t
0 (x2

0[x0,x1]+ [x0,x1,x0]x0)

= x4t+2
0 [x0,x1]+ x4t

0 [x0,x1,x0]x0.

Como [x0,x1] é uma componente multi-homogênea do polinômio (x0 +1)4t+2[x0,x1]+

(x0 + 1)4t [x0,x1,x0](x0 + 1), se [x4t+3
0 ,x1] ∈ T (4), teŕıamos [x0,x1] + [x0,x1,x0] ∈ T (4), o

que é uma contradição. Portanto x4t+3
0 + T (4) não é central em Q4. Isso conclui a

demonstração.

Demonstração do Teorema 2.1.

Demonstração. Vamos verificar primeiramente que

x1[x2,x3,x4], x4
0, x2

0q2, x2
0q3, x2

0q4, . . . ,x2
0qn, . . . . (2-14)

são polinômios centrais de Q4. Segue do Lema 2.5 e do Lema 2.9 que os elementos

x1[x2,x3,x4] + T (4) e x0 + T (4) são centrais em Q4, respectivamente. Resta mostrar

que x2
0qn + T (4) é central em Q4 para cada n ≥ 2. De fato, usando a igualdade

[ab,c] = a[b,c]+ [a,c]b temos

[x2
0qn,x2n+1] = x2

0[qn,x2n+1]+ [x2
0,x2n+1]qn (2-15)

= x2
0[qn,x2n+1]+ 2x0[x0,x2n+1]qn +[x0,x2n+1,x0]qn.

Como [x0,x2n+1,x0] + T (4) é central em Q4, segue do Corolário 1.33 (ii) (ou

(iii)) que [x0,x2n+1,x0]qn ∈ T (4). Pelo Lema 2.8, temos x2
0[qn,x2n+1] ∈ T (4). Sendo

char(F) = 2, segue de (2-15) que [x2
0qn,x2n+1] ∈ T (4). Portanto x2

0qn + T (4) é central

em Q4 para cada n≥ 2.

Vamos mostrar que os polinômios da forma (2-14) geram C(Q4) como T -

subespaço. Seja f = f (x1, . . . ,xn) um polinômio central de Q4. Podemos assumir que

f /∈ T (3) pois T (3) é gerado como T -subespaço pelo polinômio x1[x2,x3,x4], que está

entre aqueles de (2-14). Pela Proposição 1.16, podemos assumir também que f é

multi-homogêneo de grau mi em cada variável xi (i = 1, . . . ,n).

Suponha que o grau de alguma variável xi não seja diviśıvel por 2. Reenume-

rando as variáveis xi, podemos assumir, sem perda de generalidade que i = 1. Assim,

pelo Lema 2.7, f pertence ao T -subespaço gerado pelos polinômios [x1,x2][x3,x4]

e x1[x2,x3,x4]. Segue do Lema 1.31 que o polinômio [x1,x2][x3,x4] pertence ao T -
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subespaço gerado pelo polinômio x2
0q2. Logo f pertence ao T -subespaço gerado pelos

polinômios da forma (2-14).

Agora suponha que todos os graus mi das variáveis xi sejam diviśıveis por

2. Como x2
0 + T (3) e [x1,x2] + T (3) são centrais em Q3, segue da Proposição 1.21 que

f + T (3) é uma combinação linear de elementos da forma

x2r1
i1 . . .x2rk

ik x j1[x j1,x j2 ]x j2 . . .x j2l−1[x j2l−1,x j2l ]x j2l + T (3), (2-16)

onde k ≥ 0, l ≥ 0,1≤ i1 < .. . < ik ≤ n e 1≤ j1 < .. . < j2l ≤ n.

Afirmação 1: l 6= 1 para cada elemento de (2-16). Suponha o contrário, que

algum elemento de (2-16) ocorra com l = 1. Escolha dentre os elementos com l = 1
aquele com j1 minimal e coeficiente α ∈ F (não nulo). Denote tal elemento por

αx2r1
i1 . . .x2rk

ik x j1[x j1 ,x j2]x j2 + T (3). (2-17)

Defina o endomorfismo ϕ de F〈X〉 por ϕ(x js) = x js se s ∈ {1,2} e ϕ(x js) = 1
se s 6∈ {1,2}. Então segue de (2-16) e (2-17) que

ϕ( f )+ T (3) = αx2r1
j1 x2r2

j2 x j1[x j1,x j2]x j2 + T (3) + βx2(r1+1)
j1 x2(r2+1)

j2 + T (3) (2-18)

= αx2r1+1
j1 x2r2+1

j2 [x j1,x j2]+ βx2(r1+1)
j1 x2(r2+1)

j2 + T (3),

onde β ∈ F com β ≥ 0. Como T (3) ⊆ C(Q4), segue de (2-18) que g(x j1,x j2) =

αx2r1+1
j1 x2r2+1

j2 [x j1,x j2 ] + βx2(r1+1)
j1 x2(r2+1)

j2 é um polinômio central de Q4. Uma vez

que C(Q4) é multi-homogêneo e [x j1,x j2 ] + x j1x j2 = x j2x j1 é uma componente multi-

homogênea do polinômio g(x j1 + 1,x j2 + 1), segue que x j2x j1 é um polinômio central

de Q4. Mas isso não é posśıvel porque todo polinômio central de Q4 possui grau no

mı́nimo 3. Portanto todos elementos de (2-16) são tais que l 6= 1.

Afirmação 2. Cada elemento de (2-16) com l ≥ 2 é uma combinação linear

de elementos da forma

b2qs(x j1, . . . ,x j2s)+ T (3), s≥ 2, b ∈ F〈X〉. (2-19)

De fato, usando a igualdade x2
1x2

2 = (x1x2)2 + x1[x1,x2]x2 em (2-16), não é dif́ıcil

verificar a afirmação.

Afirmação 3: O elemento de (2-16) com l = 0 é um múltiplo escalar do

elemento a4 + T (3) para algum a ∈ F〈X〉. De fato, segue da Afirmação 1 que os

elementos (2-16) são tais que l = 0 ou l ≥ 2. Assim, pela Afirmação 2, f + T (3) é a

soma do elemento

γx2r1
1 . . .x2rn

n + T (3), γ ∈ F (2-20)
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com uma combinação linear de elementos da forma (2-19). Se γ = 0, então vemos

que f pertence ao T -subespaço gerado pelos polinômios x1[x2,x3,x4] e x2
0qn, n ≥ 2,

que estão entre aqueles de (2-14). Assim podemos supor γ 6= 0. Como f + T (4) e

b2qs(x j1, . . . ,x j2s)+T (4) são centrais em Q4, segue que γx2r1
1 . . .x2rn

n +T (4) é central em

Q4. Agora para cada i = 1, . . . ,n, defina os endomorfismos φi de F〈X〉 por φi(xi) = xi e

φi(xs) = 1 se s 6= i. Segue de (2-20) que φi( f )+T (3) = γx2ri
i +T (3). Como T (3) ⊆C(Q4)

e γ 6= 0, temos que x2ri
i + T (4) é central em Q4. Pelo Lema 2.9 temos 2ri = 4ti para

algum ti ∈ N. Logo (2-20) pode ser escrito como

γx4t1
1 . . .x4tn

n + T (3). (2-21)

Como (x1x2)4 ≡ x4
1x4

2 (mod T (3)) (Lema 1.22 (iii)), segue que γx4t1
1 . . .x4tn

n + T (3) =

γ(xt1
1 . . .xtn

n )4 + T (3). Pondo b = (xt1
1 . . .xtn

n ) a Afirmação 3 segue. Agora, segue de (2-

16) e das Afirmações 1 à 3 que f pertence ao T -subespaço gerado pelos polinômios

(2-14). A demonstração está completa.

Demonstração do Teorema 2.2.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que (2-1)-(2-2) são polinômios cen-

trais de Q4. Como C(Q4) é uma T -subálgebra de F〈X〉 (Proposição 1.13), é suficiente

mostrar que

[x1,x2][x3,x4],x1[x2,x3,x4],xp
0 e qn,n≥ 2

são polinômios centrais de Q4; mas isso segue diretamente do Lema 2.5, do Lema

1.22 (i) e do Lema 2.8.

Vamos mostrar agora que os polinômios (2-1)-(2-2) geram C(Q4) como

espaço vetorial. Seja f = f (x1, . . . ,xn) um polinômio central de Q4. Pela Proposição

1.16 podemos assumir que f é um polinômio multi-homogêneo de grau mi em cada

variável xi. Se f ∈ T (3) não é dif́ıcil ver que f é uma combinação linear de polinômios

da forma a1[a2,a3,a4] com ai ∈ F〈X〉 (que estão entre aqueles de (i)). Assim podemos

assumir que f 6∈ T (3).

Considere o caso em que o grau mi de alguma variável xi não seja múltiplo

de p. Reenumerando as variáveis xi, podemos assumir, sem perda de generalidade,

que i = 1. Pelo Lema 2.7, temos que f pertence ao T -subespaço gerado pelos

polinômios [x1,x2][x3,x4] e x1[x2,x3,x4] e disso decorre que f é uma combinação linear

de polinômios de (2-1).

Agora, considere o caso em que os graus mi de todas as variáveis do

polinômio f sejam diviśıveis por p. Como xp
0 + T (3) e [x1,x2] + T (3) são centrais em

Q3, segue da Proposição 1.21 que f + T (3) pode ser escrito como uma combinação
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linear de elementos da forma

xpr1
i1 . . .xprk

ik xp−1
j1 [x j1,x j2]x

p−1
j2 . . .xp−1

j2l−1
[x j2l−1,x j2l ]x

p−1
j2l

+ T (3), (2-22)

onde k, l ≥ 0,rs > 0, 1≤ i1 < .. . < ik ≤ n, 1≤ j1 < .. . < j2l ≤ n. Afirmamos que l 6= 1
para cada elemento em (2-22). Suponha o contrário, que algum elemento de (2-22)

possua l = 1; e dentre todos esses, escolha aquele com j1 minimal. Tal elemento se

escreve como

xpr1
i1 . . .xprk

ik xp−1
j1 [x j1,x j2 ]x

p−1
j2 + T (3). (2-23)

Defina o endomorfismo ϕ de F〈X〉 por ϕ(x js) = x js se s ∈ {1,2} e ϕ(x js) = 1 se

s 6∈ {1,2}. Então por (2-22) e (2-23) temos

ϕ( f )+ T (3) = αx
pr j1
j1 x

pr j2
j2 xp−1

j1 [x j1,x j2 ]x
p−1
j2 + T (3), (2-24)

onde α ∈ F é não nulo. Segue do Lema 1.33 (iii) que x1[x2,x3,x4] + T (4) é central

em Q4. Consequentemente T (3) ⊆ C(Q4). Assim, por (2-24) segue que g(x j1 ,x j2) =

x
pr j1
j1 x

pr j2
j2 xp−1

j1 [x j1,x j2]x
p−1
j2 é um polinômio central de Q4. Como [x j1,x j2] é uma

componente multi-homogênea do polinômio g(x j1 + 1,x j2 + 1) = (x j1 + 1)pr j1 (x j2 +

1)pr j2 (x j1 + 1)p−1[x j1,x j2](x j2 + 1)p−1 e C(Q4) é um T -subespaço multi-homogêneo

(Proposição 1.16) segue que [x j1,x j2]+T (4) é central em Q4, o que é uma contradição

porque [x j1,x j2,x j3] /∈ T (4).

Desse modo, f + T (3) pode ser escrito como uma combinação linear de

elementos de (2-22) com l = 0 ou l ≥ 2. Como T (3) é gerado como T -subespaço por

x1[x2,x3,x4], segue que f pode ser escrito como uma combinação linear de polinômios

de (2-1)-(2-2). Isso conclui a demonstração.

Conforme mostrado por Grishin [[22], Teorema 2] (veja o Teorema 0.2),

quando char(F) = p > 3, C(Q4) é gerado como T -subespaço pelos polinômios

x1[x2,x3,x4], xp
0 , xp

0q2, . . . ,x
p
0qn, . . . . (2-25)

Esse resultado é uma consequência do Teorema 2.2. De fato, seja Q o T -

subespaço gerado pelos polinômios (2-25). Como os polinômios (2-25) estão entre

aqueles de (2-1)-(2-2), segue que Q⊆C(Q4).

Para obter a inclusão contrária, é suficiente mostrar que os polinômios (2-

1)-(2-2) pertencem a Q. É claro a1[a2,a3,a4] pertence a Q. Segue do (Lema 1.31)

que [x1,x2][x3,x4] pertence ao T -subespaço gerado pelo polinômio xp
0q2. Assim os

polinômios de (2-1) pertencem a Q.
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Como (x1x2)p ≡ xp
1xp

2 (mod T (3)) (Lema 1.22 (ii)), não é dif́ıcil ver que os

polinômios da forma (2-25) pertencem ao T -subespaço gerado pelos polinômios

x1[x2,x3,x4], xp
0 e xp

0qn,n ≥ 2. Logo os polinômios da forma (2-25) pertencem Q,

consequentemente C(Q4)⊆ Q.

2.2 O caso de caracteŕıstica 3

O objetivo principal desta seção é dar uma descrição dos polinômios centrais

da álgebra Q4 quando F é um corpo de caracteŕıstica 3. Mais precisamente,

provaremos o nosso primeiro resultado principal:

Teorema 2.10. Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então C(Q4), o espaço vetorial

dos polinômios centrais da álgebra Q4 = F〈X〉/T (4) é gerado, como T -subespaço de

F〈X〉, pelos polinômios

(i) x1ω(x2,x3,x4,x5), [x1,x2][x3,x4]− x1[x2,x3,x4], x1[x2,x3,x4,x5],

(ii) x3
0,x

3
0q3,x3

0q6, . . . ,x3
0q3n, . . . ,

(iii) x3
0u0,x3

0u1,x3
0u2, . . . ,x3

0un, . . ..

2.2.1 Uma base para o espaço vetorial Q4

Seja T (3,2) o T -ideal de F〈X〉 gerado pelos polinômios [x1,x2,x3,x4] e

[x1,x2,x3][x4,x5]. Claramente T (4) ⊆ T (3,2). Se F possui caracteŕıstica 6= 3, então

T (4) = T (3,2) pois [x1,x2,x3][x4,x5] pertence a T (4) (Corolário 1.33). Quando F possui

caracteŕıstica 3, foi mostrado por Krasilnikov [33] que [x1,x2,x3][x4,x5] não pertence

a T (4). Assim T (4) ( T (3,2).

Uma base para T (3,2)/T (4) foi encontrada por Deryabina e Krasilnikov [11].

Teorema 2.11 (veja [11],Teorema 1.2). Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então

o espaço vetorial T (3,2)/T (4) possui uma base

xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3]+ T (4),

k ≥ 0, l ≥ 1, i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 < j2 < .. . < j2l+3.

Lembremos que En é a álgebra de Grassmann (unitária) gerada por e1, . . . ,en.

O lema seguinte é bem conhecido, veja [12, Lema 2], [14, página 16],[21, Lema 3],

[43, Corolário 4] e [44].

Lema 2.12 (veja [21, 44]). Seja F um corpo de caracteŕıstica 6= 2. Então T (4) ⊆
Id(E2⊗E2).
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Demonstração. Devemos mostrar que a álgebra E2⊗E2 satisfaz a identidade poli-

nomial [x1,x2,x3,x4] = 0. Considere as seguintes bases da álgebra E2:

1,e1,e2,e1e2, (2-26)

1,h1,h2,h1h2. (2-27)

Como o polinômio [x1,x2,x3,x4] é multilinear, é suficiente avaliá-lo na base de E2⊗E2,

isto é, nos elementos a⊗ b, onde a é um elemento de (2-26) e b é um elemento de

(2-27). Sejam a1, . . . ,a4,b1, . . . ,b4 elementos quaisquer de E2. Observe que

[a1⊗b1,a2⊗b2] = a1a2⊗b1b2−a2a1⊗b2b1 (2-28)

= a1a2⊗b1b2−a2a1⊗b1b2 + a2a1⊗b1b2−a2a1⊗b2b1

= [a1,a2]⊗b1b2 + a2a1⊗ [b1,b2].

Usando (2-28) duas vezes e observando que [x1,x2] é um polinômio central de E2,

podemos escrever

[a1⊗b1,a2⊗b2,a3⊗b3,a4⊗b4] = [a1,a2][a3,a4]⊗ [b1b2,b3]b4 + (2-29)

+ [a1a2,a3]a4⊗ [b1,b2][b3,b4].

Como [x1,x2][x3,x4] é um polinômio multilinear, usando a base (2-26) não é dif́ıcil

ver que E2 satisfaz a identidade polinomial [x1,x2][x3,x4] = 0. Assim, voltando a (2-

29) vemos que [a1,a2][a3,a4] = 0 e [b1,b2][b3,b4] = 0. Portanto [a1⊗b1,a2⊗b2,a3⊗
b3,a4⊗b4] = 0 e [x1,x2,x3,x4] = 0 é uma identidade polinomial para E2⊗E2.

Lema 2.13. Seja F um corpo de caracteŕıstica 6= 2. Então o polinômio [x1,x2][x2,x3]

não pertence a T (4).

Demonstração. Suponha que [x1,x2][x2,x3] pertença a T (4). Como

[x1,x2 + x3][x2 + x3,x4] = ω(x1,x2,x3,x4)+ [x1,x2][x2,x4]+ [x1,x3][x3,x4]

segue que ω(x1,x2,x3,x4) também pertence a T (4). Mas

ω(e1⊗1,e2⊗1,1⊗h1,1⊗h2) = 4e1e2⊗h1h2 6= 0

em E2⊗E2, o que contraria o Lema 2.12. Portanto [x1,x2][x2,x3] não pertence a

T (4).

Quando F possui caracteŕıstica 0, uma base para o espaço vetorial Q4

foi encontrada independentemente por Volichenko [44] e Gordienko [21]. À seguir
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exibimos uma base para o espaço vetorial Q4 quando F possui caracteŕıstica 3.

Proposição 2.14. Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então a imagem dos

polinômios

xi1xi2 . . .xik , i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, (2-30)

xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2 ], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 < j2, (2-31)

xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2,x j2], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 6= j2, (2-32)

xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2,x j3], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 > j2 < j3, (2-33)

xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2 ][x j1,x j3], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j2 ≤ j3, (2-34)

xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2][x j3,x j4 ], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 < j2, j3 e j3 < j4, (2-35)

xi1xi2 . . .xik [x j1 ,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 < j2 < .. . < j2l, l ≥ 3, (2-36)

xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, (2-37)

j1 < j2 < .. . < j2l+3, k ≥ 0, l ≥ 1,

em Q4 = F〈X〉/T (4) forma uma base para esse espaço vetorial.

Demonstração. Faremos uso do Teorema 1.11. Seja f ∈ B um polinômio próprio.

Como [x1,x2,x3,x4] e [x1,x2,x3][x4,x5,x6] pertencem a T (4) (Lema 1.32), não é dif́ıcil

verificar que f é uma combinação linear, módulo T (4), dos seguintes polinômios

b1 = 1, (2-38)

b2 = [x j1,x j2],

b3 = [x j1,x j2,x j3],

b4 = [x j1,x j2][x j3,x j4],

b5 = [x j1,x j2][x j3,x j4] . . . [x j2l−1,x j2l ], l ≥ 3,

b6 = [x j1,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3], l ≥ 1.

Como [x j1,x j2] =−[x j2,x j1] (lei anti-comutativa), segue que b2 é múltiplo escalar do

polinômio

[x j1 ,x j2], j1 < j2. (2-39)

Vejamos o polinômio b3. Se b3 tiver duas variáveis iguais, então segue da lei anti-

comutativa que ele é um múltiplo escalar de um polinômio da forma

[x j1,x j2,x j2], j1 6= j2. (2-40)

Se todas as variáveis de b3 forem distintas, então segue da identidade de Jacobi e
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da lei anti-comutativa que b3 é uma combinação linear de polinômios da forma

[x j1,x j2,x j3], j1 > j2 < j3. (2-41)

Segue da relação [[x1,x2], [x3,x4]] = [x1,x2,x3,x4]− [x1,x2,x4,x3] ∈ T (4) que b4 é uma

combinação linear, módulo T (4), de polinômios da forma

[x j1,x j2][x j1,x j3], j2 ≤ j3, (2-42)

[x j1,x j2][x j3,x j4], j1 < j2, j3 e j3 < j4. (2-43)

Pelo Corolário 1.33 (i) obtemos que b5 é uma combinação linear, módulo T (4), dos

polinômios

[x j1 ,x j2][x j3 ,x j4] . . . [x j2l−1,x j2l ], l ≥ 3, j1 < j2 < .. . < j2l. (2-44)

Finalmente, segue do Lema 1.33 (ii) que b6 é, módulo T (4), um múltiplo escalar de

um polinômio da forma

[x j1,x j2 ] . . . [x j2l−1 ,x j2l ][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3], l ≥ 1, j1 < j2 < .. . < j2l+3. (2-45)

Portanto a imagem dos polinômios (2-38)-(2-45) em B/(B∩T (4)) gera esse espaço

vetorial. Vamos mostrar que essa imagem forma um conjunto linearmente indepen-

dente.

Seja f uma combinação linear de polinômios em (2-38)-(2-45) com f ≡ 0
(mod T (4)). Escreva

f = f1 + f2

onde f1 é uma combinação linear de polinômios em (2-38),(2-39), (2-43) e (2-44) e

f2 é uma combinação linear dos polinômios em (2-40),(2-41), (2-42) e (2-45).

Como f2 ∈ T (3), f ∈ T (4) e T (4)⊆ T (3), segue que f1≡ 0 (mod T (3)). Pela Pro-

posição 1.21, a imagem dos polinômios de (2-38),(2-39), (2-43) e (2-44) em F〈X〉/T (3)

forma um conjunto linearmente independente. Desse modo, f1 ≡ 0 (mod T (3)) im-

plica f1 = 0. Como f = f1 + f2 e f ≡ 0 (mod T (4)) temos

f2 ≡ 0 (mod T (4)). (2-46)

Resta mostrar que os coeficientes correspondentes aos polinômios (2-40),(2-41), (2-

42) e (2-45) que aparecem em f2 devem ser nulos.

Afirmação 1: Os coeficientes dos polinômios das formas (2-40) e (2-42) (com
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j2 = j3) que aparecem em f2 são nulos. De fato, escreva

f2 = α[x j1,x j2,x j2]+ β[x j1 ,x j2][x j1,x j2]+ demais termos, (2-47)

onde α,β ∈ F e j1 < j2. Agora considere o endomorfismo ϕ j1 j2 de F〈X〉 tal que

ϕ j1 j2(x js) = x js , se s ∈ {1,2} e ϕ j1 j2(x js) = 1 se s 6∈ {1,2}. Segue de (2-46) e (2-47)

que

ϕ j1 j2( f2) = α[x j1,x j2,x j2]+ β[x j1,x j2 ][x j1,x j2 ] ∈ T (4).

Observe que α[x j1,x j2,x j2] e β[x j1,x j2 ][x j1,x j2] são componentes multi-homogêneas

do polinômio ϕ j1 j2( f2). Como T (4) é multi-homogêneo (Lema 1.10), segue que os

polinômios α[x j1,x j2,x j2] e β[x j1,x j2][x j1,x j2 ] pertencem a T (4). Como [x j1,x j2,x j2] /∈
T (4) (porque possui grau inferior a 4) temos α = 0. Também [x j1,x j2][x j1 ,x j2] /∈ T (4)

(Lema 2.13). Assim β = 0.

Afirmação 2: Os coeficientes dos polinômios das formas (2-41) e (2-42) (com

j2 < j3) que aparecem em f3 são nulos. De fato, escreva

f2 = α[x j1,x j2,x j3]+ β[x j3,x j2,x j1]+ γ[x j1,x j2][x j1,x j3]+ demais termos, (2-48)

onde α,β,γ ∈ F e j2 < j1, j3. Tome o endomorfismo ϕ j1 j2 j3 de F〈X〉 tal que

ϕ j1 j2 j3(x js) = x js , se s ∈ {1,2,3} e ϕ j1 j2 j3(x js) = 1 se s /∈ {1,2,3}. Por (2-46) e (2-

48), temos

ϕ j1 j2 j3( f2) = α[x j1,x j2 ,x j3]+ β[x j3,x j2,x j1]+ γ[x j1,x j2 ][x j1,x j3 ] ∈ T (4).

Como T (4) é multi-homogêneo, segue que as componentes multi-homogêneas h1 =

α[x j1 ,x j2,x j3 ]+ β[x j3,x j2,x j1] e h2 = γ[x j1,x j2 ][x j1,x j3 ] de ϕ j1 j2 j3( f ) pertencem a T (4).

Portanto α = β = 0, caso contrário degh1 = 3 e teŕıamos h1 /∈ T (4), uma

contradição. Como [x j1,x j2 ][x j1,x j3 ] /∈ T (4), temos γ = 0.

Afirmação 3: Os coeficientes dos polinômios da forma (2-45) que aparecem

em f2 são nulos. Isso segue diretamente do Teorema 2.11.

Segue das Afirmações 1-3 que a imagem dos polinômios (2-38)-(2-45) em

B/(B∩ T (4)) forma uma base para esse espaço vetorial. Finalmemente, segue do

Teorema 1.11 que a imagem dos polinômios (i)-(viii) em Q4 = F〈X〉/T (4) forma uma

base para esse espaço vetorial.
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2.2.2 Uma base para o espaço vetorial T (3)/T (4)

Vejamos mais algumas propriedades do polinômio

ω(x1,x2,x3,x4) = [x1,x2][x3,x4]+ [x1,x3][x2,x4].

Observe que ω é simétrico nas variáveis x2 e x3, isto é

ω(x1,x2,x3,x4) = ω(x1,x3,x2,x4). (2-49)

O polinômio ω safisfaz também duas “identidades de Jacobi” (veja [44] e [45]):

ω(x1,x2,x3,x4)+ ω(x2,x3,x1,x4)+ ω(x3,x1,x2,x4) = 0, (2-50)

ω(x1,x2,x3,x4)+ ω(x1,x3,x4,x2)+ ω(x1,x4,x2,x3) = 0. (2-51)

A verificação de (2-50) e (2-51) são diretas, basta usar a definição de ω e fazer os

cancelamentos que ocorrerem.

As duas relações seguintes (veja [44]) serão usadas no texto :

ω(x1,x2,x3,x4)≡ ω(x3,x4,x1,x2) (mod T (4)), (2-52)

ω(x1,x2,x3,x4)≡ ω(x2,x1,x4,x3) (mod T (4)). (2-53)

Vamos prová-las. Observando que [[x1,x2], [x3,x4]] = [x1,x2,x3,x4]− [x1,x2,x4,x3] ∈
T (4), temos

ω(x1,x2,x3,x4) = [x1,x2][x3,x4]+ [x1,x3][x2,x4]

= [x3,x4][x1,x2]+ [[x1,x2], [x3,x4]]+ [x1,x3][x2,x4]

≡ [x3,x4][x1,x2]+ [x3,x1][x4,x2] (mod T (4))

≡ ω(x3,x4,x1,x2) (mod T (4)),

que é a relação (2-52). Também

ω(x1,x2,x3,x4) = [x1,x2][x3,x4]+ [x1,x3][x2,x4]

= [x2,x4][x1,x3]+ [[x1,x3], [x2,x4]]+ [x1,x2][x3,x4]

≡ [x2,x4][x1,x3]+ [x2,x1][x4,x3] (mod T (4))

≡ ω(x2,x1,x4,x3) (mod T (4)),

que é a relação (2-53).
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Defina o seguinte subespaço vetorial de F〈X〉:

M = Span{ω(x j1,x j2,x j3,x j4) | { j1, j2, j3, j4} ⊆ N}.

Quando F possui caracteŕıstica 0, uma base para o espaço vetorial (M +

T (4))/T (4) foi encontrada por I. B. Volichenko [44] (veja também [45]). A seguir,

exibimos uma base para o espaço vetorial (M +T (4))/T (4) quando F possui caracte-

ŕıstica 3.

Proposição 2.15. Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então o espaço vetorial

(M + T (4))/T (4) possui uma base formada pelos elementos

ω(x j1,x j2,x j3,x j4)+ T (4),ω(x j1,x j2 ,x j4,x j3)+ T (4), j1 < j2 < j3 < j4, (2-54)

ω(x j1,x j1,x j2,x j3)+ T (4), j2 < j3. (2-55)

Demonstração. Vamos mostrar que os elementos (2-54)-(2-55) geram o espaço

vetorial (M + T (4))/T (4). Observe primeiramente que se ω(x j1,x j2 ,x j3,x j4) tiver mais

de duas variáveis iguais, então ω(x j1,x j2 ,x j3,x j4) se anula. Assim podemos assumir

que cada gerador ω(x j1,x j2,x j3,x j4) de M possui no máximo duas variáveis iguais.

Fixemos J = {l1, l2, l3, l4}⊆N e seja J = { j1, j2}∪{ j3, j4} uma união disjunta

qualquer. Afirmamos que todo elemento ω(xl1,xl2,xl3,xl4) + T (4) é uma combinação

linear de elementos da forma

ω(x j1,x j2,xl3,xl4)+ T (4),ω(x j1,x j2 ,xl4,xl3)+ T (4). (2-56)

De fato, aplicando (2-53) duas vezes temos

ω(xl1,xl2,xl3 ,x j1)≡ω(xl2,xl1 ,x j1,xl3)≡ω(xl2 ,x j1,xl1 ,xl3)≡ω(x j1,xl2 ,xl3,xl1) (mod T (4)).

Assim, todo elemento ω(xl1 ,xl2,xl3,xl4)+ T (4) pode ser escrito da forma

ω(x j1,xl2,xl3 ,xl4)+ T (4). (2-57)

Por (2-51), temos

ω(x j1,xl2,xl3,x j2) = −ω(x j1,xl3,x j2,xl2)−ω(x j1,x j2 ,xl2,xl3) (2-58)

= −ω(x j1,x j2,xl3,xl2)−ω(x j1,x j2 ,xl2,xl3).

Como ω(x j1 ,xl2,x j2 ,x j4) = ω(x j1,x j2,xl2 ,x j4), segue de (2-58) que todo elemento da

forma ω(xl1,xl2,xl3,xl4) + T (4) pode ser escrito como uma combinação linear dos

elementos (2-56). Isso prova a afirmação feita.
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Seja ω(xl1 ,xl2,xl3,xl4) um gerador qualquer do espaço vetorial M e suponha

que todas as suas variáveis sejam distintas. Assim {l1, l2, l3, l4}= { j1, j2, j3, j4} com

j1 < j2 < j3 < j4. Segue da afirmação provada acima que ω(xl1,xl2,xl3,xl4) + T (4)

pode ser escrito como uma combinação linear dos elementos ω(x j1,x j2 ,x j3,x j4)+T (4)

e ω(x j1,x j2,x j4,x j3)+ T (4) com j1 < j2 < j3 < j4 (que são da forma 2-54).

Agora, suponha que o polinômio ω(xl1,xl2,xl3,xl4) possua duas variáveis

repetidas. Assim {l1, l2, l3, l4} = { j1, j2, j3} com j2 < j3. Segue novamente da afir-

mação provada que ω(xl1,xl2,xl3,xl4) + T (4) é uma combinação linear dos elementos

ω(x j1 ,x j1,x j2 ,x j3)+ T (4) e ω(x j1,x j1 ,x j3,x j2)+ T (4) ( j2 < j3). Como [[x1,x2], [x3,x4]] =

[x1,x2,x3,x4]− [x1,x2,x4,x3] ∈ T (4), temos

ω(x j1,x j1,x j3,x j2) = [x j1,x j3][x j1,x j2]

≡ [x j1,x j2][x j1,x j3] (mod T (4))

= ω(x j1,x j1,x j2,x j3).

Assim ω(xl1 ,xl2,xl3,xl4)+T (4) é um múltiplo escalar do elemento ω(x j1,x j1,x j2,x j3)+

T (4) com j2 < j3 (que é da forma (2-55)). Mostramos assim que os elementos (2-54)-

(2-55) geram o espaço vetorial (M + T (4))/T (4).

Vamos mostrar que esses elementos são linearmente independentes. De fato,

seja

∑
J

αJω( j1, j2, j3, j4)+ T (4) = T (4) (2-59)

onde cada αJ ∈ F , J = ( j1, j2, j3, j4) e os ω( j1, j2, j3, j4) + T (4) são elementos de

(2-54)-(2-55). Observe que J é de uma das seguintes formas: J1 = ( j1, j2, j3, j4),

J2 = ( j1, j2, j4, j3) com j1 < j2 < j3 < j4 ou J3 = ( j1, j1, j2, j3) com j2 < j3. Como

αJ1ω(x j1,x j2,x j3,x j4)+ αJ2ω(x j1,x j2,x j4,x j3) =

= (αJ1−αJ2)[x j1,x j2][x j3,x j4]+ αJ1[x j1,x j3 ][x j2,x j4 ]+ αJ2 [x j1,x j4][x j2,x j3].

e

ω(x j1,x j1 ,x j2,x j3) = [x j1 ,x j2][x j1,x j3] (2-60)

podemos escrever a igualdade (2-59) da seguinte forma

∑(αJ1−αJ2)[x j1,x j2][x j3,x j4 ]+∑αJ1 [x j1,x j3][x j2,x j4]+∑αJ2 [x j1,x j4][x j2,x j3]

+∑αJ3[x j1,x j2 ][x j1,x j3]+ T (4) = T (4). (2-61)

Como o lado esquerdo da igualdade (2-61) é uma combinação linear de elementos

da base de F〈X〉/T (4) (Proposição 2.14), segue que todos os αJ1,αJ2 e αJ3 são nulos.
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Portanto todos os αJ da igualdade (2-59) são nulos. Isso mostra que os elementos

(2-54)-(2-55) são linearmente independentes e portanto, formam uma base para o

espaço vetorial (M + T (4))/T (4).

Lema 2.16. Seja F um corpo qualquer. Então x1[x2,x3,x3] + T (4) e

x1ω(x2,x3,x4,x5)+ T (4) são centrais na álgebra Q4 = F〈X〉/T (4).

Demonstração. De fato

[x1[x2,x3,x3],x4] = x1[x2,x3,x3,x4]+ [x1,x4][x2,x3,x3].

É claro que x1[x2,x3,x3,x4] pertence a T (4). Como [x1,x4][x2,x3,x3] também per-

tence a T (4) (Corolário 1.33 (ii)), segue que [x1[x2,x3,x3],x4] pertence a T (4), isto

é x1[x2,x3,x3]+ T (4) é central em Q4.

Usando as igualdades [ab,c] = a[b,c]+ [a,c]b e ab = ba +[a,b], obtemos

[ω(x1,x2,x3,x4),x5] = [[x1,x2][x3,x4],x5]+ [[x1,x3][x2,x4],x5]

= [x1,x2][x3,x4,x5]+ [x1,x2,x5][x3,x4]+

+ [x1,x3][x2,x4,x5]+ [x1,x3,x5][x2,x4]

≡ [x3,x4,x5][x1,x2]+ [x1,x2,x5][x3,x4]+

+ [x2,x4,x5][x1,x3]+ [x1,x3,x5][x2,x4]. (mod T (4))

Pelo Lema 1.32, os polinômios [x3,x4,x5][x1,x2]+[x2,x4,x5][x1,x3] e [x1,x2,x5][x3,x4]+

[x1,x3,x5][x2,x4] pertencem a T (4). Logo

[ω(x1,x2,x3,x4),x5] ∈ T (4). (2-62)

Agora

[x1ω(x2,x3,x4,x5),x6] = x1[ω(x2,x3,x4,x5),x6]+ [x1,x6]ω(x2,x3,x4,x5). (2-63)

Como [x1,x6]ω(x2,x3,x4,x5) ∈ T (4) (Lema 1.32), segue de (2-62) e (2-63) que

[x1ω(x2,x3,x4,x5),x6] pertence a T (4), isto é, x1ω(x2,x3,x4,x5) + T (4) é central em

Q4.

Quando F possui caracteŕıstica 0, Volichenko [44] encontrou uma base para

o espaço vetorial T (3)/T (4). A seguir exibimos uma base para o espaço vetorial

T (3)/T (4) quando F possui caracteŕıstica 3.



2.2 O caso de caracteŕıstica 3 62

Proposição 2.17. Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então a imagem dos

polinômios

xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2 ,x j2], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 6= j2, (2-64)

xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2,x j3], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 > j2 < j3, (2-65)

xi1xi2 . . .xikω(x j1,x j2 ,x j3,x j4);xi1xi2 . . .xikω(x j1,x j2 ,x j4,x j3), (2-66)

i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 < j2 < j3 < j4,

xi1xi2 . . .xikω(x j1 ,x j1,x j2 ,x j3), (2-67)

i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j2 < j3,

xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2 ] . . . [x j2l−1,xl2l ][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3], (2-68)

i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 < j2 < .. . < j2l+3, k ≥ 0, l ≥ 1

em Q4 = F〈X〉/T (4) forma uma base para o espaço vetorial T (3)/T (4).

Demonstração. Vamos mostrar primeiramente que a imagem dos polinômios (2-

64)-(2-68) em Q4 = F〈X〉/T (4) gera o espaço vetorial T (3)/T (4). Como [x1,x2,x3]

e ω(x1,x2,x3,x4) pertencem a T (3) (Lema 1.18 (i)), segue que os polinômios (2-

64)-(2-68) pertencem a T (3). Assim a imagem dos polinômios (2-64)-(2-68) em

Q4 = F〈X〉/T (4) está contida em T (3)/T (4).

Pela Proposição 1.20, T (3) é gerado, como um ideal bilateral de F〈X〉, pelos

polinômios [xi1,xi2,xi3] (xis ∈ X) e ω(x j1,x j2 ,x j3,x j4) (x js ∈ X). Assim todo polinômio

f ∈ T (3) pode ser escrito como uma combinação linear de polinômios da forma

xi1 . . .xir [x j1,x j2,x j3]xir+1 . . .xik , (2-69)

xi1 . . .xirω(x j1,x j2 ,x j3,x j4)xir+1 . . .xik . (2-70)

Vamos mostrar primeiramente que os polinômios da forma (2-69) podem

ser escritos, módulo T (4), como uma combinação linear dos polinômios (2-64)-(2-

68). Como [x j1,x j2,x j3] + T (4) é central de Q4, segue que cada polinômio da forma

(2-69) pode ser escrito, módulo T (4), como

xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2,x j3]. (2-71)

Usando a igualdade ab = ba + [a,b] para ordenar as variáveis xi1,xi2 , . . . ,xik

do polinômio (2-71), bem como a relação [x1,x2,x3][x4,x5,x6] ∈ T (4) (Lema 1.32),

podemos verificar que cada polinômio da forma (2-71) pode ser escrito, módulo
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T (4), como uma combinação linear de polinômios da forma

xi1xi2 . . .xik [x j1 ,x j2,x j3 ], i1 ≤ . . .≤ ik, (2-72)

xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2] . . . [x j2l−1,xl2l ][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik. (2-73)

Vejamos o polinômio (2-72). Se o comutador triplo [x j1,x j2 ,x j3] do polinômio

(2-72) tiver duas variáveis iguais, então é fácil ver que o polinômio (2-72) é

um múltiplo escalar de algum polinômio da forma (2-64). Se o comutador triplo

[x j1,x j2 ,x j3] do polinômio (2-72) tiver todas as suas variáveis distintas, então segue

da identidade de Jacobi e da lei anti-comutativa que o polinômio (2-72) pode ser

escrito como uma combinação linear de polinômios da forma (2-65).

Vejamos o polinômio (2-73). Segue do Corolário 1.33 (ii) que módulo T (4),

todas as variáveis dentro dos comutadores do polinômio (2-73) podem ser ordenadas,

isto é, módulo T (4), cada polinômio (2-73) é um múltiplo escalar de algum polinômio

da forma (2-68). Isso conclui a afirmação de que todo polinômio da forma (2-69) pode

ser escrito, módulo T (4), como uma combinação linear dos polinômios (2-64)-(2-68).

Vamos mostrar agora que todo polinômio da forma (2-70) pode ser escrito,

módulo T (4), como uma combinação linear dos polinômios (2-66)-(2-67). Como

ω(x1,x2,x3,x4) + T (4) é central em Q4 (Lema 2.16), segue que o polinômio (2-70)

pode ser escrito, módulo T (4), como

xi1xi2 . . .xikω(x j1,x j2,x j3,x j4). (2-74)

Usando a igualdade ab = ba + [a,b] e a relação [x5,x6]ω(x1,x2,x3,x4) ∈ T (4)

(Lema 1.32), vemos que as variáveis xi1,xi2, . . . ,xik do polinômio (2-74) podem ser

ordenadas, isto é, módulo T (4), cada polinômio da forma (2-74) pode ser escrito

como

xi1xi2 . . .xikω(x j1,x j2 ,x j3,x j4), i1 < i2 < .. . < ik. (2-75)

Finalmente, segue do Lema 2.15 que cada polinômio da forma (2-75) pode

ser escrito, módulo T (4), como uma combinação linear dos polinômios (2-66)-(2-67).

Isso conclui a afirmação de que todo polinômio da forma (2-70) pode ser escrito,

módulo T (4), como uma combinação linear dos polinômios de (2-66)-(2-67).

Mostramos assim que todo polinômio f ∈ T (3) pode ser escrito, módulo

T (4), como uma combinação linear dos polinômios (2-64)-(2-68), isto é, a imagem

dos polinômios (2-64)-(2-68) em Q4 = F〈X〉/T (4) gera T (3)/T (4).

Agora vamos mostrar que essa imagem forma um conjunto linearmente
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independente. De fato, seja

∑
i

δi fi ≡ 0 (mod T (4)), (2-76)

onde δi ∈ F e os gi são polinômios distintos de (2-64)-(2-68). Como cada po-

linômio da forma αxi1 . . .xikω(x j1,x j2,x j3,x j4) + βxi1 . . .xikω(x j1,x j2,x j4,x j3) (i1 ≤ . . .≤
ik, j1 < j2 < j3 < j4) pode ser escrito como (α − β)xi1 . . .xik [x j1,x j2][x j3,x j4] +

αxi1 . . .xik [x j1,x j3 ][x j2,x j4] + βxi1 . . .xik [x j1,x j4][x j2,x j3], segue que a expressão (2-76)

pode ser escrita como

∑
i

γigi +∑
j

(α j−β j)h j +∑
j

α ju j +∑
j

β jv j ≡ 0 (mod T (4)), (2-77)

onde os gi são polinômios distintos de (2-32), (2-33),(2-34) e (2-37) (da Proposição

2.14) e h j,u j,v j são polinômios distintos de (2-35) (também da Proposição 2.14).

Como todos os polinômio gi,h j,u j,v j também são distintos e a imagem deles

em F〈X〉/T (4) são parte da base de F〈X〉/T (4) (Lema 2.14), segue de (2-77) que todos

os coeficientes γi,α j,β j são nulos. Portanto cada δi em 2-76 também é nulo e isso

mostra que a imagem dos polinômios (2-64)-(2-68) em Q4 = F〈X〉/T (4) forma um

conjunto linearmente independente.

2.2.3 Os polinômios centrais da álgebra C(Q4)∩T (3)

Começaremos com uma descrição dos polinômios de T (3) que são homogê-

neos de grau 1 em x1.

Lema 2.18. Sejam F um corpo de caracteŕıstica 3 e f = f (x1, . . . ,xn) ∈ T (3) um

polinômio homogêneo de grau 1 em x1. Então existem polinômios g1 = g1(x2, . . . ,xn)∈
F〈X〉 (que não depende de x1), g2 ∈ 〈[x1,x2,x3]〉T S, g3 ∈ 〈ω(x1,x2,x3,x4)〉T S e g4 ∈ T (4)

tais que f = x1g1 + g2 + g3 + g4.

Demonstração. Seja f = f (x1, . . . ,xn) ∈ T (3) um polinômio homogêneo de grau 1
em x1. Segue da Proposição 2.17 que f é uma combinação linear, módulo T (4), de

polinômios das seguintes formas:

(i) xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2,x j3], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 > j2 ≤ j3,

(ii) xi1xi2 . . .xikω(x j1,x j2,x j3,x j4); xi1xi2 . . .xikω(x j1,x j2,x j4,x j3),

i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 < j2 < j3 < j4,

(iii) xi1xi2 . . .xikω(x j1,x j1,x j2,x j3), i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j2 < j3,

(iv) xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2 ] . . . [x j2l−1,xl2l ][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3],

k ≥ 0, l ≥ 1, i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 < j2 < .. . < j2l+3.
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Seja h um polinômio qualquer de (i)-(iv), que é homogêneo de grau 1
em x1. Se existirem polinômios h1 = h1(x2, . . . ,xn) ∈ F〈X〉, h2 ∈ 〈[x1,x2,x3]〉T S, h3 ∈
〈ω(x1,x2,x3,x4)〉T S e h4 ∈ T (4) tais que h = h1x1 + h2 + h3 + h4, então é fácil ver

que existirão polinômios g1 = g1(x2, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 (que não depende de x1), g2 ∈
〈[x1,x2,x3]〉T S, g3 ∈ 〈ω(x1,x2,x3,x4)〉T S e g4 ∈ T (4) tais que f = x1g1 +g2 +g3 +g4 e o

lema estará provado.

Observe que se i1 = 1 em cada polinômio h da forma (i)-(iv), então podemos

escrever h = x1h1, onde h1 = h1(x2, . . . ,xn) é a “parte de h que está à direita de x1”.

Como h1 não depende de x1 o polinômio h está na forma desejada. Assim, é suficiente

considerar os polinômios h nos quais i1 6= 1, isto é, a variável x1 ocorre na “parte

comutador” do polinômio h.

Seja h um polinômio da forma (i). Então j2 = 1. Fixemos a = −xi1 . . .xik .

Assim h =−a[x j1,x1,x j3 ] = a[x1,x j1x j3]. Pela Proposição 1.17 (i), temos

[ax1,x j1 ,x j3] = a[x1,x j1,x j3]+ [a,x j1][x1,x j3]+ [a,x j3 ][x1,x j1]+ [a,x j1,x j3 ]x1

= a[x1,x j1,x j3]−ω(a,x j3,x j1,x1)+ x1[a,x j1,x j3 ]+ [a,x j1,x j3,x1].

Pondo h1 =−[a,x j1,x j3 ], h2 = [ax1,x j1,x j3], h3 = ω(a,x j3,x j1,x1) e h4 = [a,x j1,x j3,x1],

segue que

h = x1h1 + h2 + h3 + h4,

onde h1 ∈ F〈X〉 não depende de x1, h2 ∈ 〈[x1,x2,x3]〉T S, h3 ∈ 〈ω(x1,x2,x3,x4)〉T S e

h4 ∈ T (4).

Seja h um polinômio da forma (ii). Então j1 = 1. Fixemos a = xi1 . . .xik .

Assim h = aω(x1,x j2,x j3,x j4) ou h = aω(x1,x j2,x j4,x j3). É suficiente considerar h =

aω(x1,x j2 ,x j3,x j4). Pelo Lema 1.19 (i), temos

ω(ax1,x j2,x j3 ,x j4) = aω(x1,x j2,x j3,x j4)+ x1ω(a,x j2,x j3,x j4)+

+ [a,x j2,x1][x j3,x j4 ]+ [a,x j3,x1][x j2,x j4 ].

Pondo h1 = −ω(a,x j2 ,x j3,x j4), h2 = ω(ax1,x j2,x j3,x j4) e h3 = −[a,x j2 ,x1][x j3,x j4] +

[a,x j3,x1][x j2 ,x j4], temos

h = x1h1 + h2 + h3,

onde h1 ∈ F〈X〉 não depende de x1, h2 ∈ 〈ω(x1,x2,x3,x4)〉T S e h3 ∈ T (4) (Lema 1.32).

Seja h um polinômio da forma (iii). Então j2 = 1. Como ω(x j1,x j1,x1,x j3)≡
ω(x1,x j3,x j1,x j1) (mod T (4)) (veja a relação (2-52)), podemos usar o mesmo argu-

mento do caso anterior.

Seja h um polinômio da forma (iv). Fixemos a = xi2 . . .xik . Fixemos também
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b = [x j3,x j4] . . . [x j2l−1,x j2l ] se l > 1 e b = 1 se l = 1. Em qualquer dos casos temos

h = a[x1,x j2]b[x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3].

Observe que

[ax1,x j2 ]b[x j2l+1 ,x j2l+2,x j2l+3] = a[x1,x j2]b[x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3]+ (2-78)

+ [a,x j2]x1b[x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3]

= a[x1,x j2]b[x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3]+

+ x1[a,x j2]b[x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3]+

+ [a,x j2,x1]b[x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3],

e seja h1 = −[a,x j2 ]b[x j2l+1 ,x j2l+2,x j2l+3]. Como [a,x j2,x1]b[x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3] =

b[a,x j2,x1][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3] + [a,x j2,x1,b][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3] ∈ T (4) (Lema 1.32),

segue de (2-78) que

h≡ x1h1 +[ax1,x j2]b[x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3 ] (mod T (4)). (2-79)

Agora

[[ax1,x j2]bx j2l+1,x j2l+2,x j2l+3] = [ax1,x j2]b[x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3 ]+ (2-80)

+ [[ax1,x j2 ]b,x j2l+2][x j2l+1,x j2l+3]+

+ [[ax1,x j2 ]b,x j2l+3][x j2l+1,x2l+2]+

+ [[ax1,x j2 ]b,x j2l+2,x j2l+3]x j2l+1

= [ax1,x j2]b[x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3 ]−

− ω([ax1,x j2 ]b,x j2l+2,x j2l+3,x j2l+2)+

+ [[ax1,x j2]b,x j2l+2,x j2l+3]x j2l+1.

Sejam h2 = [[ax1,x j2]bx j2l+1,x j2l+2,x j2l+3], h3 = −ω([ax1,x j2]b,x j2l+2,x j2l+3,x j2l+2).

Usando a relação [[x1,x2], [x3,x4]] = [x1,x2,x3,x4]− [x1,x2,x4,x3] ∈ T (4) e a igual-

dade [ab,c] = a[b,c]+ [a,c]b, não é dif́ıcil ver que [[ax1,x j2]b,x j2l+2,x j2l+3]x j2l+1 ∈ T (4).

Assim, segue de (2-80) que

[ax1,x j2]b[x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3]≡ h2 + h3 (mod T (4)). (2-81)

Finalmente, vemos de (2-79) e (2-81) que existem h2 ∈ 〈[x1,x2,x3]〉T S, h3 ∈
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〈ω(x1,x2,x3,x4)〉T S e h4 ∈ T (4) tais que

h = x1h1 + h2 + h3 + h4,

e isso conclui a demonstração do lema.

Lema 2.19. Sejam F um corpo de caracteŕıstica 3 e g = g(x2, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 um

polinômio que não depende de x1. Se x1g+T (4) for central em Q4 = F〈X〉/T (4), então

g ∈ 〈x1[x2,x3,x3]〉T S + 〈x1ω(x2,x3,x4,x5)〉T S + T (4).

Demonstração. Como x1g + T (4) é central em Q4, temos [x0,x1g] ≡ 0 (mod T (4)).

Assim, usando a igualdade [a,bc] = b[a,c]+ [a,b]c, vemos que x1[x0,g]+ [x0,x1]g≡ 0
(mod T (4)), isto é

x1[x0,g]≡−[x0,x1]g (mod T (4)). (2-82)

Agora, como T (4) ⊆ T (3), segue que x1g+T (3) também é central em Q3 = F〈X〉/T (3).

Assim, o Lema 1.26 garante que g ∈ T (3). Pelo Lema 2.17, g é uma combinação

linear, módulo T (4), de polinômios da forma:

(i) xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2,x j2], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 6= j2,

(ii) xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2,x j3], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 > j2 ≤ j3,

(iii) xi1xi2 . . .xikω(x j1,x j2,x j3,x j4); xi1xi2 . . .xikω(x j1,x j2,x j4,x j3),

i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 < j2 < j3 < j4,

xi1xi2 . . .xikω(x j1,x j1,x j2,x j3), i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j2 < j3,

(iv) xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2 ] . . . [x j2l−1,xl2l ][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3],

i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 < j2 < .. . < j2l+3 k ≥ 0, l ≥ 1.

Vamos analisar primeiramente o lado esquerdo de (2-82); e para fazer isso precisamos

provar algumas afirmações.

Afirmação 1: Se h1 é um polinômio da forma (i), então h1 + T (4) é central

em Q4. Isso segue do fato de a1[a2,a3,a3]+T (4) ser central em Q4 (conforme o Lema

2.16).

Afirmação 2: Se h2 é um polinômio da forma (ii), então [x0,h2]

é uma combinação linear, módulo T (4), de polinômios da forma (iv). De

fato, seja h2 = xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2,x j3]. Usando a igualdade [a1a2 . . .an,a] =

∑
n
i=1 a1 . . .ai−1[ai,a]ai+1 . . .an (Lema 1.17 (ii)), temos

[x0,h2] = [x0,xi1]xi2 . . .xik [x j1,x j2,x j3]+ . . .+ xi1 . . .xik−1 [x0,xik ][x j1 ,x j2,x j3 ]+

+ xi1 . . .xik [x0, [x j1 ,x j2,x j3 ]].
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Observe que [a1,a2,a3] + T (4) e [a1,a2][a3,a4,a5] + T (4) são centrais em Q4. Como

xi1 . . .xik [x0, [x j1,x j2 ,x j3]] pertence a T (4), podemos escrever

[x0,h2]≡ xi1 . . .xik [x0,xi1][x j1,x j2,x j3]+ . . .+ xi1 . . .xik−1[x0,xik ][x j1,x j2 ,x j3] (mod T (4)).

(2-83)

Agora, usando o Corolário 1.33 (ii), podemos ordenar os ı́ndices de cada variável

dentro dos comutadores da expressão (2-83). Assim, [x0,h2] é uma combinação linear,

módulo T (4), de polinômios da forma (iv).

Afirmação 3: Se h3 é um polinômio de (iii), então h3 +T (4) é central em Q4.

Isso segue do fato de a1ω(a2,a3,a4,a5)+T 4 ser central em Q4 (conforme Lema 2.16).

Afirmação 4: Se h4 é um polinômio da forma (iv), então [x0,h4] é

uma combinação linear, módulo T (4), de polinômios da forma (iv). De fato,

seja h4 = xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2] . . . [x j2l−1,xl2l ][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3]. Usando a igualdade

[a1a2 . . .an,a] = ∑
n
i=1 a1 . . .ai−1[ai,a]ai+1 . . .an (Lema 1.17 (ii)), temos

[x0,h4] = [x0,xi1]xi2 . . .xik [x j1,x j2 ] . . . [x j2l−1 ,xl2l ][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3]+ . . .+

+ xi1 . . .xik−1 [x0,xik ][x j1,x j2] . . . [x j2l−1,xl2l ][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3]+

+ xi1xi2 . . .xik [x0, [x j1 ,x j2]] . . . [x j2l−1 ,xl2l ][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3]+ . . .+

+ xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2 ] . . . [x j2l−1 ,xl2l ][x0, [x j2l+1,x j2l+2 ,x j2l+3]].

Como [a1,a2,a3] + T (4) é central em Q4 e [a1,a2,a3][a4,a5,a6] ∈ T (4) (Lema 1.32),

obtemos

[x0,h4] ≡ xi2 . . .xik [x0,xi1][x j1 ,x j2] . . . [x j2l−1,xl2l ][x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3]+ . . .+ (2-84)

+ xi1 . . .xik−1[x0,xk][x j1,x j2] . . . [x j2l−1,xl2l ][x j2l+1,x j2l+2 ,x j2l+3] (mod T (4)).

Usando o Corolário 1.33 (ii) para ordenar os ı́ndices de cada variável dentro dos

comutadores da expressão (2-84), vemos que [x0,h4] é uma combinação linear, módulo

T (4), de polinômios da forma (iv).

Lembrando que g é uma combinação linear, módulo T (4), de polinômios em

(i)-(iv), segue das Afirmações 1 à 4, o seguinte

Afirmação 5: O polinômio x1[x0,g] de (2-82) é uma combinação linear,

módulo T (4), de polinômios da forma (iv) nos quais x1 não ocorre em nenhum

comutador.

Agora, vejamos o lado direito de (2-82). Como antes, sejam h1,h2,h3 e

h4 polinômios das formas (i),(ii),(iii) e (iv), respectivamente. Vamos provar mais

algumas afirmações.

Afirmação 6: O polinômio [x0,x1]h1 pertence a T (4).



2.2 O caso de caracteŕıstica 3 69

De fato, como [a1,a2,a3]+ T (4) é central em Q4 e [a1,a2][a3,a4,a4] pertence

a T (4) (Corolário 1.33 (ii)), temos

[x0,x1]h1 = [x0,x1]xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2,x j2]≡ xi1xi2 . . .xik [x0,x1][x j1 ,x j2,x j2 ] (mod T (4))

≡ 0 (mod T (4)).

Afirmação 7: O polinômio [x0,x1]h2 é, módulo T (4), um múltiplo escalar de

algum polinômio da forma (iv).

De fato, como [a1,a2,a3]+ T (4) é central em Q4, temos

[x0,x1]h2 = [x0,x1]xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2,x j3]≡ xi1xi2 . . .xik [x0,x1][x j1 ,x j2,x j3] (mod T (4)).

Usando o Corolário 1.33 (ii) para ordenar os ı́ndices no comutador triplo, vemos que

[x0,x1]h2 é, módulo T (4), um múltiplo escalar de algum polinômio da forma (iv).

Afirmação 8: O polinômio [x0,x1]h3 pertence a T (4).

De fato, é suficiente considerar h3 = xi1xi2 . . .xikω(x j1,x j2,x j3,x j4). Como

ω(x j1 ,x j2,x j3 ,x j4) + T (4) é central em Q4 (Lema 2.16) e [x0,x1]ω(x j1,x j2 ,x j3,x j4)

pertence a T (4) (Lema 1.32), temos

[x0,x1]h3 = [x0,x1]xi1xi2 . . .xikω(x j1,x j2 ,x j3,x j4)

≡ [x0,x1]ω(x j1,x j2 ,x j3,x j4)xi1xi2 . . .xik (mod T (4)) = 0.

Afirmação 9: O polinômio [x0,x1]h4 é, módulo T (4), um múltiplo escalar de

algum polinômio da forma (iv).

De fato, como [a1,a2,a3] + T (4) é central em Q4 e [a1,a2,a3][a4,a5,a6]

pertence a T (4) (Lema 1.32), é fácil verificar que

[x0,x1]h4 = [x0,x1]xi1xi2 . . .xik [x j1,x j2] . . . [x j2l−1,xl2l ][x j2l+1,x j2l+2 ,x j2l+3]

≡ xi1xi2 . . .xik [x0,x1][x j1,x j2] . . . [x j2l−1,xl2l ][x j2l+1,x j2l+2 ,x j2l+3] (mod T (4)),

onde todos os ı́ndices já estão da forma desejada. Mostramos assim que o polinômio

[x0,x1]h4 é, módulo T (4), um múltiplo escalar de algum polinômio da forma (iv).

Segue das Afirmações 6 à 9 a seguinte:

Afirmação 10: O polinômio [x1,x0]g de (2-82) é uma combinação linear, mó-

dulo T (4), de polinômios da forma (iv) nos quais x1 ocorre somente nos comutadores.

Seja R o conjunto de todos os polinômios da forma (iv) nos quais a variável

x1 não ocorre na “parte comutador” e seja S o conjunto de todos os polinômios da

forma (iv) nos quais a variável x1 ocorre somente na “parte comutador”. Observe que

R e S são conjuntos disjuntos.
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Pela Afirmação 5, o polinômio x1[x0,g] é uma combinação linear, módulo

T (4), de polinômios de R. Pela Afirmação 10, o polinômio [x0,x1]g é uma combinação

linear, módulo T (4), de polinômios de S. Como a imagem dos polinômios da forma

(iv) em F〈X〉/T (4) é parte da base de T (3)/T (4) (Lema 2.17), segue que essa imagem

forma um conjunto linearmente independente. Sendo R e S conjuntos disjuntos, segue

de (2-82) que

[x0,x1]g≡ 0 (mod T (4)). (2-85)

Agora, vamos escrever

g + T (4) =
n1

∑
i=1

α
(1)
i h(1)

i +
n2

∑
j=1

α
(2)
j h(2)

j +
n3

∑
k=1

α
(3)
k h(3)

k +
n4

∑
l=1

α
(4)
l h(4)

l + T (4), (2-86)

onde h(1)
i ,h(2)

j ,h(3)
k e h(4)

l são polinômios em (i), (ii), (iii) e (iv), respectivamente.

Multiplicando ambos os membros da igualdade (2-86) por [x0,x1] + T (4), segue da

Afirmação 10 que

[x0,x1]g + T (4) =
n2

∑
j=1

α
(2)
j u j +

n4

∑
l=1

α
(4)
l vl + T (4), (2-87)

onde os polinômios u j e vl são da forma (iv). Mais ainda, os conjuntos de polinômios

{u1,u2, . . . ,un2} e {v1,v2, . . . ,vn4} são disjuntos. Assim, por (2-85) e (2-87) temos

n2

∑
j=1

α
(2)
j u j +

n4

∑
l=1

α
(4)
l vl + T (4) = T (4).

Como {u1,u2, . . . ,un2} ∪ {v1,v2, . . . ,vn4} é linearmente independente (Proposição

2.17), segue que todos os α
(2)
j ( j = 1, . . . ,n2) e os α

(4)
l (l = 1, . . . ,n4) são nulos. Por

(2-86) podemos escrever

g + T (4) =
n1

∑
i=1

α
(1)
i h(1)

i +
n3

∑
k=1

α
(3)
k h(3)

k + T (4). (2-88)

Como os polinômios h(1)
i pertencem ao T -subespaço gerado por x1[x2,x3,x3] e os

polinômios h(3)
k pertencem ao T -subespaço gerado por x1ω(x2,x3,x4,x5), segue de

(2-88) que g ∈ 〈x1[x2,x3,x3]〉T S + 〈x1ω(x2,x3,x4,x5)〉T S + T (4).

Lema 2.20. Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então x3
0 +T (4) é central na álgebra

Q4 = F〈X〉/T (4).

Demonstração. Usando a igualdade [ab,c] = a[b,c]+[a,c]b podemos mostrar direta-

mente que

[x3
0,x1] = 3x2

0[x0,x1]+ 3x0[x0,x1,x0]+ [x0,x1,x0,x0].
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Como char(F) = 3 e [x0,x1,x0,x0] pertence a T (4), segue que [x3
0,x1] pertence a T (4),

isto é x3
0 + T (4) é central em Q4.

Lema 2.21. Sejam F um corpo de caracteŕıstica 3 e f = f (x1, . . . ,xn) ∈ C(Q4)∩
T (3) um polinômio homogêneo de grau 1 em x1. Então f ∈ 〈[x1,x2,x3]〉T S +

〈x1[x2,x3,x3]〉T S + 〈x1ω(x2,x3,x4,x5)〉T S + T (4).

Demonstração. Como f ∈ T (3), segue do Lema 2.18 que existem polinômios

g1 = g1(x2, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 (que não depende de x1), g2 ∈ 〈[x1,x2,x3]〉T S, g3 ∈
〈ω(x1,x2,x3,x4)〉T S e g4 ∈ T (4) tais que

f = x1g1 + g2 + g3 + g4. (2-89)

É claro que g2 + T (4) e g4 + T (4) são centrais em Q4. Como f + T (4) e

g3 + T (4) também são centrais em Q4 (hipótese e Lema 2.16, respectivamente),

segue de (2-89) que x1g1 + T (4) é central em Q4. Assim, pelo Lema 2.19, segue

que g1 ∈ 〈x1[x2,x3,x3]〉T S + 〈x1ω(x2,x3,x4,x5)〉T S + T (4). Como 〈ω(x2,x3,x4,x5)〉T S ⊆
〈x1ω(x2,x3,x4,x5)〉T S, segue de (2-89) que f ∈ 〈[x1,x2,x3]〉T S + 〈x1[x2,x3,x3]〉T S +

〈x1ω(x2,x3,x4,x5)〉T S + T (4).

Lema 2.22. Sejam F um corpo de caracteŕıstica 3 e f = f (x1, . . . ,xn) ∈C(Q4)∩T (3)

um polinômio homogêneo de grau m1 em x1 onde m1 não é um múltiplo de 3. Então

f ∈ 〈[x1,x2,x3]〉T S + 〈x1[x2,x3,x3]〉T S + 〈x1ω(x2,x3,x4,x5)〉T S + T (4).

Demonstração. Pela Proposição 1.16 não há perda de generalidade em supor que f

é multi-homogêneo de grau m1 em x1. Seja I1 o T -subespaço gerado pelos polinômios

[x1,x2,x3],x1[x2,x3,x3],x1ω(x2,x3,x4,x5) e x1[x2,x3,x4,x5].

É claro que I1 = 〈[x1,x2,x3]〉T S + 〈x1[x2,x3,x3]〉T S + 〈x1ω(x2,x3,x4,x5)〉T S + T (4). De-

vemos mostrar que f pertence a I1. Seja I2 o T -subespaço gerado pelos polinômios

x1[x2,x3,x3], x1ω(x2,x3,x4,x5) e x1[x2,x3,x4,x5]. Observe que I2 é um T -ideal (mas só

precisaremos dele como um T -subespaço). Pelo Lema 2.16, temos ainda

I2 ⊆ I1 ⊆C(Q4). (2-90)

Seja m1 = 3s + r com 0 < r < 3. Pela Proposição 2.17, a imagem dos

polinômios (2-65), (2-66) e (2-68) em F〈X〉/I2 gera o espaço vetorial T (3)/I2. Usando

essa informação não é dif́ıcil ver que existe um polinômio g = g(x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉,
multi-homogêneo de grau r em x1 tal que

f + I2 = x3s
1 g + I2. (2-91)
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Defina o endomorfismo ϕ de F〈X〉 por ϕ(x1) = 1+x1 e ϕ(xi) = xi se i > 1. Por (2-91),

temos

ϕ( f )+ I2 = (1 + x3
1)sg(1 + x1,x2, . . . ,xn)+ I2. (2-92)

Segue de (2-90) e (2-92) que (1 + x3
1)sg(1 + x1,x2, . . . ,xn) + T (4) é central

em Q4. Como g(x1, . . . ,xn) é a componente multi-homogênea de grau r em x1 do

polinômio (1+x3
1)sg(1+x1,x2, . . . ,xn), segue de (2-90) e (2-92) que g+T (4) é central

em Q4. Seja h = h(y1, . . . ,yr,x2, . . . ,xn) a linearização total de g em x1. Então h+T (4)

é central em Q4 e segue do Lema 2.21 que h pertence a I1. Como

h(x1, . . . ,x1,x2, . . . ,xn) = r!g(x1, . . . ,xn),

segue que g também pertence a I1. Pelo Lema 1.17 (i), temos

[x3s
1 x2,x3,x4] = x3s

1 [x2,x3,x4]+ [x3s
1 ,x3][x2,x4]+ [x3s

1 ,x4][x2,x3]+

+ [x3s
1 ,x3,x4]x2.

Segue do Lema 2.20 que x3s + T (4) é central em Q4. Logo os polinômios

[x3s
1 ,x3][x2,x4], [x3s

1 ,x4][x2,x3] e [x3s
1 ,x3,x4]x2 pertencem a T (4). Assim

[x3s
1 x2,x3,x4]≡ x3s

1 [x2,x3,x4] (mod T (4)). (2-93)

Lembrando que g ∈ I1, segue de (2-93) que x3s
1 g também pertence a I1.

Finalmente, como I2 ⊆ I1, segue de (2-91) que f pertence a I1, o que demonstra

o lema.

Lema 2.23. Sejam F um corpo de caracteŕıstica 3 e I = 〈x1[x2,x3,x3]〉T S +

〈x1ω(x2,x3,x4,x5)〉T S + T (4). Então (x1 . . .xn)3 ≡ x3
1 . . .x

3
n (mod I).

Demonstração. Pode ser verificado diretamente que

(x1x2)3 = x3
1x3

2 + x2
1x2[x1,x2,x2]+ x1x2

2[x2,x1,x1]+ x1[x1,x2][x1,x2]x2. (2-94)

Como [[x1,x2][x1,x2],x3] = [x1,x2][x1,x2,x3] + [x1,x2,x3][x1,x2] ≡
2[x1,x2,x3][x1,x2] (mod T (4)) e [x1,x2,x3][x1,x2] ∈ T (4) (Corolário 1.33 (ii)), segue

que [[x1,x2][x1,x2],x3] ∈ T (4), isto é [x1,x2][x1,x2] + T (4) é central em Q4. Voltando a

(2-94), temos

(x1x2)3 ≡ x3
1x3

2 + x2
1x2[x1,x2,x2]+ x1x2

2[x2,x1,x1]+ x1x2[x1,x2][x1,x2] (mod T (4)).

(2-95)

Observe que x1x2[x1,x2][x1,x2] = x1x2ω(x1,x2,x1,x2). Assim os polinômios

x2
1x2[x1,x2,x2],x1x2

2[x2,x1,x1] e x1x2[x1,x2][x1,x2] pertencem a I. Logo (2-95) implica
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que

(x1x2)3 ≡ x3
1x3

2 (mod I). (2-96)

Como ω(x1,x2,x3,x4) + T (4) é central em Q4 = F〈X〉/T (4) (Lema 2.16),

usando a igualdade ab = ba + [a,b] é fácil verificar que I é um ideal bilateral de

F〈X〉. Agora, usando (2-96) como base de indução, segue facilmente que (x1 . . .xn)3≡
x3

1 . . .x
3
n (mod I).

Lembrando que

qn = qn(x1, . . . ,x2n) = x2
1[x1,x2]x2

2 . . .x
2
2n−1[x2n−1,x2n]x2

2n,

vamos definir também u0 = u0(x1,x2,x3) = x2
1x2

2x2
3[x1,x2,x3], e para cada n≥ 1,

un = un(x1, . . . ,x2n+3) = qn(x1,x2, . . . ,x2n)u0(x2n+1,x2n+2,x2n+3).

Lema 2.24. Sejam F um corpo de caracteŕıstica 3 e f = f (x1, . . . ,xn) ∈ T (3) um

polinômio multi-homogêneo de multi-grau (m1, . . . ,mn) onde mi é diviśıvel por 3 para

cada i = 1, . . . ,n. Então f pertence ao T -subespaço gerado pelos polinômios

x1[x2,x3,x3], x1ω(x2,x3,x4,x5), x1[x2,x3,x4,x5], (2-97)

x3
0u0, x3

0u1, x3
0u2, . . . ,x3

0un, . . . . (2-98)

Demonstração. Como x3
0 + T (4) é central em Q4 (Lema 2.20), segue da Proposição

2.17 que f pode ser escrito, módulo T (4), como uma combinação linear dos polinômios

x3r1
i1 x3r2

i2 . . .x3rk
ik x2

j1x j2[x j1,x j2 ,x j2], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 6= j2, (2-99)

x3r1
i1 x3r2

i2 . . .x3rk
ik x2

j1x2
j2x2

j3 [x j1,x j2,x j3], i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 > j2 < j3, (2-100)

x3r1
i1 x3r2

i2 . . .x3rk
ik x2

j1x2
j2x2

j3x2
j4ω(x j1,x j2,x j3,x j4), (2-101)

x3r1
i1 x3r2

i2 . . .x3rk
ik x2

j1x2
j2x2

j3x2
j4ω(x j1,x j2,x j4,x j3), i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 < j2 < j3 < j4,

x3r1
i1 x3r2

i2 . . .x3rk
ik x2

j1[x j1 ,x j2]x
2
j2 . . .x

2
j2l−1

[x j2l−1,x j2l ]x
2
j2l

x2
j2l+1

x2
j2l+2

x2
j2l+3

[x j2l+1,x j2l+2,x j2l+3],

i1 ≤ i2 ≤ . . .≤ ik, j1 < j2 < .. . < j2k+3, k ≥ 0, l ≥ 1. (2-102)

Os polinômios da forma (2-99) pertencem ao T -subespaço gerado pelo

polinômio x1[x2,x3,x3], que está entre aqueles de (2-97).

Seja I o T -subespaço gerado pelos polinômios (2-97). Segue do Lema 2.23

que

x3r1
i1 x3r2

i2 . . .x3rk
ik x2

j1x2
j2x2

j3[x j1,x j2,x j3]≡ (xr1
i1 xr2

i2 . . .x
rk
ik )3x2

j1x2
j2x2

j3[x j1,x j2 ,x j3] (mod I).
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Assim os polinômios da forma (2-100) pertencem ao T -subespaço gerado

pelos polinômios x3
0u0(x1,x2,x3),x1[x2,x3,x3],x1ω(x2,x3,x4,x5) e x1[x2,x3,x4,x5], que

estão entre aqueles de (2-97)-(2-98).

Os polinômios de (2-101) pertencem ao T -subespaço gerado pelo polinômio

x1ω(x2,x3,x4,x5), que está entre aqueles de (2-97).

Finalmente, usando o Lema 2.23, podemos verificar de modo análogo ao caso

feito para os polinômios (2-100) que os polinômios da forma (2-102) pertencem ao T -

subespaço gerado pelos polinômios x3
0un, n = 0,1,2, . . . juntamente com os polinômios

x1[x2,x3,x3],x1ω(x2,x3,x4,x5) e x1[x2,x3,x4,x5]. Todos eles estão entre aqueles de (2-

97)-(2-98). Isso conclui a demonstração do lema.

Lema 2.25. Seja F um corpo qualquer. Então un + T (4) é central na álgebra

Q4 = F〈X〉/T (4) para cada n = 0,1,2, . . ..

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que u0 + T (4) é central em Q4. De fato,

usando a igualdade [ab,c] = a[b,c]+ [a,c]b, temos

[u0,x4] = [x2
1x2

2x2
3[x1,x2,x3],x4] = x2

1x2
2x2

3[x1,x2,x3,x4]+ [x2
1x2

2x2
3,x4][x1,x2,x3]

≡ [x2
1x2

2x2
3,x4][x1,x2,x3] (mod T (4)).

Usando a igualdade [a1a2 . . .an,a] = ∑
n
i=1 a1 . . .ai−1[ai,a]ai+1 . . .an (Lema 1.17 (ii)) e

observando que [x1,x2,x3]+ T (4) é central em Q4, podemos escrever

[u0,x4] ≡ [x1,x4]x1x2
2x2

3[x1,x2,x3]+ x1[x1,x4]x2
2x2

3[x1,x2,x3]+ . . .+

+ x2
1x2

2[x3,x4]x3[x1,x2,x3]+ x2
1x2

2x3[x3,x4][x1,x2,x3] (mod T (4))

≡ [x1,x2,x3][x1,x4]x1x2
2x2

3 + x1[x1,x2,x3][x1,x4]x2
2x2

3 + . . .+

+ x2
1x2

2[x1,x2,x3][x3,x4]x3 + x2
1x2

2x3[x1,x2,x3][x3,x4] (mod T (4)).

Segue do Corolário 1.33 (ii) que os polinômios [x1,x2,x3][x1,x4] e [x1,x2,x3][x3,x4]

pertencem a T (4). Assim [u0,x4]≡ 0 (mod T (4)), isto é u0 + T (4) é central em Q4.

Agora, mostremos que u1 +T (4) é central em Q4. De fato, usando a igualdade

[ab,c] = a[b,c]+ [a,c]b e fato já mostrado de que u0 +T (4) é central em Q4, obtemos

[u1,x6] = [q(x1,x2)u0(x3,x4,x5),x6] = q(x1,x2)[u0(x3,x4,x5),x6]+

+ [q(x1,x2),x6]u0(x3,x4,x5)≡ [q(x1,x2),x6]u0(x3,x4,x5) (mod T (4)).
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Usando novamente a igualdade [a1a2 . . .an,a] = ∑
n
i=1 a1 . . .ai−1[ai,a]ai+1 . . .an obtemos

[u1,x6] ≡ [q(x1,x2),x6]u0(x3,x4,x5) (mod T (4))

= [x2
1[x1,x2]x2

2,x6]u0(x3,x4,x5)

= ([x1,x6]x1[x1,x2]x2
2 + x1[x1,x6][x1,x2]x2

2 + x2
1[x1,x2,x6]x2

2 +

+ x2
1[x1,x2][x2,x6]x2 + x2

1[x1,x2]x2[x2,x6])x2
3x2

4x2
5[x3,x4,x5].

Como [x3,x4,x5]+ T (4) é central em Q4, não é dif́ıcil ver que

[u1,x6] ≡ ([x3,x4,x5][x1,x6][x1,x2]x1x2
2 + x1[x3,x4,x5][x1,x6][x1,x2]x2

2 +

+ x2
1[x1,x2,x6][x3,x4,x5]x2

2 + x2
1[x3,x4,x5][x1,x2][x2,x6]x2 +

+ x2
1[x3,x4,x5][x1,x2][x2,x6]x2)x2

3x2
4x2

5.

Como os polinômios [x1,x2,x6][x3,x4,x5] e [x3,x4,x5][x1,x6][x1,x2] pertencem a T (4)

(Lema 1.32 e Corolário 1.33 (ii), respectivamente) segue que [u1,x6]≡ 0 (mod T (4)),

isto é u1 + T (4) é central em Q4.

Agora podemos aplicar indução sobre n. A base da indução é n = 1 e já foi

feita. Suponha que un +T (4) seja central em Q4 para algum n ∈N com n > 1. Então

usando a igualdade [ab,c] = a[b,c]+ [a,c]b, temos

[un+1,y] = [qn+1u0,y] = [qnqu0,y] = qn[qu0,y]+ [qn,y]qu0 = qn[u1,y]+ [qn,y]qu0.

(2-103)

Como u0 +T (4) é central em Q4, usando novamente a igualdade [ab,c] = a[b,c]+[a,c]b

podemos escrever

qn[u1,y]+ [qn,y]u0q≡ qn[u1,y]+ [qnu0,y]q (mod T (4)). (2-104)

Como u1 + T (4) e un + T (4) = qnu0 + T (4) são centrais em Q4 (base e hipótese da

indução, respectivamente), segue de (2-103)-(2-104) que [un+1,y] ≡ 0 (mod T (4)),

isto é un+1 +T (4) é central em Q4. Isso completa a indução e demonstra o lema.

Proposição 2.26. Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então C(Q4)∩T (3) é gerado

como T -subespaço de F〈X〉 pelos polinômios

(i) [x1,x2,x3],x1[x2,x3,x3],x1ω(x2,x3,x4,x5),x1[x2,x3,x4,x5],

(ii) x3
0u0,x3

0u1,x3
0u2, . . . ,x3

0un, . . . .

Demonstração. Vamos verificar primeiramente que os polinômios de (i) e (ii) per-

tencem a C(Q4)∩T (3). Segue diretamente do Lema 2.16 que os polinômios de (i)

pertencem a C(Q4)∩T (3).
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Vejamos os polinômios de (ii). Como x3
0 + T (4) e un + T (4),n = 0,1,2, . . .

são centrais em Q4 (Lema 1.22 (i) e Lema 2.25, respectivamente) e C(Q4)∩ T (3)

é uma álgebra (Proposição 1.13) segue que todos os polinômios de (ii) pertencem a

C(Q4)∩T (3).

Agora vamos mostrar que os polinômios (i)-(ii) geram C(Q4)∩ T (3) como

T -subespaço. Observe que C(Q4)∩T (3) é multi-homogêneo porque C(Q4) e T (3) o

são (Proposição 1.10 e Proposição 1.16, respectivamente). Seja f = f (x1,x2, . . . ,xn)∈
C(Q4)∩T (3). Pela observação feita, podemos assumir que f é um polinômio multi-

homogêneo de multigrau (m1, . . . ,mn).

Suponha que algum mi não seja diviśıvel por 3. Reenumerando as variáveis

xi, podemos assumir, sem perda de generalidade que i = 1. Pelo Lema 2.22, temos

f ∈ 〈[x1,x2,x3]〉T S + 〈x1[x2,x3,x3]〉T S + 〈x1ω(x2,x3,x4,x5)〉T S + T (4).

Assim f pertence ao T -subespaço gerado pelos polinômios (i).

Suponha agora que cada mi seja diviśıvel por 3. Como vimos no Lema

2.24, f pertence ao T -subespaço gerado pelos polinômios (2-97)-(2-98). Como esses

polinômios estão entre aqueles de (i)-(ii), o lema está demonstrado.

2.2.4 Os geradores do espaço vetorial (C(Q4)+ T (3))/T (3)

Vamos começar obtendo alguns polinômios centrais da álgebra Q4.

Lema 2.27. Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então qn + T (4) é central em

Q4 = F〈X〉/T (4) se, e somente se n é diviśıvel por 3.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que se n é diviśıvel por 3, então

qn + T (4) é central em Q4. Com efeito, seja n = 3s com s ∈ N. Como

qn = q3s(x1, . . . ,x6s) = q3(x1, . . . ,x6) . . .q3(x6s−5, . . . ,x6s) (2-105)

e C(Q4) é uma T -subálgebra (Proposição 1.13), é suficiente mostrar

que q3(x1, . . . ,x6) + T (4) é central em Q4. Como q3 = q3(x1, . . . ,x6) =

q(x1,x2)q(x3,x4)q(x5,x6), segue da igualdade [a1a2 . . .an,a] = ∑
n
i=1 a1 . . .ai−1[ai,a]ai+1 . . .an

(Lema 1.17 (ii)), que

[q3,x7] = [q(x1,x2),x7]q(x3,x4)q(x5,x6)+ (2-106)

+ q(x1,x2)[q(x3,x4),x7]q(x5,x6)+ q(x1,x2)q(x3,x4)[q(x5,x6),x7].
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Usando novamente o Lema 1.17 (ii) temos

[q(x1,x2),x7] = [x2
1[x1,x2]x2

2,x7] (2-107)

= [x1,x7]x1[x1,x2]x2
2 + x1[x1,x7][x1,x2]x2

2 + x2
1[x1,x2,x7]x2

2 +

+ x2
1[x1,x2][x2,x7]x2 + x2

1[x1,x2]x2[x2,x7]

= x1[x1,x7][x1,x2]x2
2 +[x1,x7,x1][x1,x2]x2

2 + x1[x1,x7][x1,x2]x2
2 +

+ x2
1[x1,x2,x7]x2

2− x2
1[x2,x1][x2,x7]x2− x2

1x2[x2,x1][x2,x7]+

+ x2
1[x1,x2,x2][x2,x7].

Os polinômios [x1,x7,x1][x1,x2]x2
2 e x2

1[x1,x2,x2][x2,x7] pertencem a T (4) (Coro-

lário 1.33 (ii)). Como [a1,a2][a1,a3] = ω(a1,a2,a1,a3), segue do Lema 2.16 que

[a1,a2][a1,a3]+ T (4) é central em Q4. Assim, por (2-107) temos

[q(x1,x2),x7] ≡ 2x1x2
2[x1,x7][x1,x2]+ x2

1[x1,x2,x7]x2
2−2x2

1x2[x2,x1][x2,x7] (mod T (4)).

(2-108)

Como [a1,a2][a1,a3] + T (4) é central em Q4 e [a1,a2][a1,a3][a4,a5] ∈ T (4) (Corolário

1.33 (i)), segue de (2-108) que

[q(x1,x2),x7]q(x3,x4)q(x5,x6) ≡ x2
1[x1,x2,x7]x2

2q(x3,x4)q(x5,x6) (mod T (4)).

(2-109)

Como [a1,a2,a3] + T (4) é central em Q4 e [a1,a2,a3][a4,a5,a6] ∈ T (4) (Lema 1.32), é

fácil ver à partir de (2-109) que

[q(x1,x2),x7]q(x3,x4)q(x5,x6) ≡ x2
1x2

2x2
3x2

4x2
5x2

6[x1,x2,x7][x3,x4][x5,x6] (mod T (4)).

(2-110)

À partir de (2-110) podemos obter também as relações

q(x1,x2)[q(x3,x4),x7]q(x5,x6) ≡ x2
1x2

2x2
3x2

4x2
5x2

6[x3,x4,x7][x1,x2][x5,x6]

(mod T (4)). (2-111)

q(x1,x2)q(x3,x4)[q(x5,x6),x7] ≡ x2
1x2

2x2
3x2

4x2
5x2

6[x5,x6,x7][x1,x2][x3,x4]

(mod T (4)). (2-112)

Finalmente, como [x1,x2,x7][x3,x4][x5,x6]≡ [x3,x4,x7][x1,x2][x5,x6]≡ [x5,x6,x7][x1,x2][x3,x4]
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(mod T (4)) (Corolário 1.33), segue de (2-106) e (2-110)-(2-112) que

[q3,x7]≡ 3x2
1x2

2x2
3x2

4x2
5x2

6[x1,x2,x7][x3,x4][x5,x6] (mod T (4)).

Como char(F) = 3, segue que q3 + T (4) é central em Q4.

Vamos mostrar agora que se qn + T (4) é central em Q4, então n é diviśıvel

por 3. É suficiente mostrar que qn + T (4) não é central em Q4 quando n = 2k + 1
ou n = 3k + 2 para algum k ∈ N. Por simplicidade, vamos considerar apenas o caso

n = 3k + 2 pois o caso n = 2k + 1 é idêntico.

Seja vn = vn(x1, . . . ,x2n) = [x1,x2] . . . [x2n−1,x2n]. Observe que vn é uma com-

ponente multi-homogênea de qn(x1 +1, . . . ,x2n +1). Como C(Q4) é multi-homogêneo

(Proposição 1.16) para mostrar que qn + T (4) não é central em Q4, é suficiente mos-

trar que vn + T (4) não é central em Q4.

Observe que v3k = v3k(x1, . . . ,x6k) e v2 = v2(x6k+1,x6k+2,x6k+3,x6k+4) com

vn = v3kv2. Usando a igualdade [ab,c] = a[b,c] + [a,c]b e o fato de v3k + T (4) ser

central em Q4 (mostrado acima), temos

[vn,x6k+5] = [v3kv2,x6k+5] = v3k[v2,x6k+5]+ [v3k,x6k+5]v2

≡ v3k[v2,x6k+5] (mod T (4)).

Como v2 = [x6k+1,x6k+2][x6k+3,x6k+4], usando novamente a igualdade [ab,c] = a[b,c]+

[a,c]b e o fato de [[x6k+3,x6k+4],x6k+5] + T (4) ser central em Q4, obtemos sucessiva-

mente

[vn,x6k+5]≡ v3k[v2,x6k+5] ≡ v3k[[x6k+1,x6k+2][x6k+3,x6k+4],x6k+5] (mod T (4))

≡ v3k[x6k+1,x6k+2][x6k+3,x6k+4,x6k+5]+

+ v3k[x6k+1,x6k+2,x6k+5][x6k+3,x6k+4] (mod T (4))

≡ v3k[x6k+3,x6k+4,x6k+5][x6k+1,x6k+2]+

+ v3k[x6k+1,x6k+2,x6k+5][x6k+3,x6k+4] (mod T (4)).

Finalmente, pelo Corolário 1.33 obtemos

[vn,x6k+5]≡ 2v3k[x6k+1,x6k+2][x6k+3,x6k+4,x6k+5] (mod T (4)).

Como [x6k+1,x6k+2][x6k+3,x6k+4,x6k+5] + T (4) é um elemento da base de F〈X〉/T (4)

(Lema 2.14), segue que 2v3k[x6k+1,x6k+2][x6k+3,x6k+4,x6k+5] não pertence a T (4).

Portanto [vn,x6k+5] não pertence a T (4) e vn +T (4) não é central em Q4. Como vimos,

isso implica que qn + T (4) não é central em Q4. O lema está demonstrado.
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Lema 2.28. Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então o polinômio qn pertence a

C(Q4)+ T (3) se, e somente se n é diviśıvel por 3.

Demonstração. Se n é diviśıvel 3, já vimos no Lema 2.27 que qn pertence a C(Q4)

e portanto qn pertence a C(Q4) + T (3). Vamos mostrar agora que se qn pertence a

C(Q4)+ T (3), então n é diviśıvel por 3. Suponha o contrário, que exista um número

n ∈ N que não é diviśıvel por 3 tal que qn pertença a C(Q4) + T (3). Então existem

f ∈C(Q4) e g ∈ T (3) tais que

f = qn + g.

Como qn possui multigrau (3, . . . ,3) e C(Q4) é multi-homogêneo (Proposição 1.16),

podemos assumir que g também possui multigrau (3, . . . ,3). Segue do Lema 2.24

que g pertence ao T -subespaço gerado pelos polinômios (2-97)-(2-98). Como esses

polinômios pertencem a C(Q4) (Lema 2.26), segue que g pertence a C(Q4). Uma vez

que f = qn + g com f ∈ C(Q4), segue que qn pertence a C(Q4), mas isso contraria

o Lema 2.27 porque n não é diviśıvel por 3. Portanto, qn ∈C(Q4) + T (3) implica n

diviśıvel por 3. O lema está demonstrado.

Lema 2.29. Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então [x1,x2][x3,x4]−x1[x2,x3,x4]+

T (4) é central na álgebra Q4 = F〈X〉/T (4).

Demonstração. Pondo f = [x1,x2][x3,x4]−x1[x2,x3,x4] e usando a igualdade [ab,c] =

a[b,c]+ [a,c]b, temos

[ f ,x5] = [x1,x2][x3,x4,x5]+ [x1,x2,x5][x3,x4]− x1[x2,x3,x4,x5]− [x1,x5][x2,x3,x4].

Como [x1,x2][x3,x4,x5] ≡ [x3,x4,x5][x1,x2] (mod T (4)),x1[x2,x3,x4,x5] ∈ T (4) e

[x1,x5][x2,x3,x4]≡ [x2,x3,x4][x1,x5] (mod T (4)), obtemos

[ f ,x5] ≡ [x3,x4,x5][x1,x2]+ [x1,x2,x5][x3,x4]− [x2,x3,x4][x1,x5] (mod T (4)).

Pelo Corolário 1.33 (ii) temos [x3,x4,x5][x1,x2]≡ [x1,x2,x5][x3,x4]≡−[x2,x3,x4][x1,x5]

(mod T (4)). Assim

[ f ,x5]≡ 3[x3,x4,x5][x1,x2] (mod T (4)).

Como char(F) = 3, temos que [ f ,x5] pertence a T (4), isto é, [x1,x2]−x1[x2,x3,x4]+T (4)

é central em Q4.

Para uso na proposição seguinte, lembre que M = {xi1xi2 . . .xin;xis ∈ X} é o

conjunto dos monômios mônicos de F〈X〉.
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Proposição 2.30. Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então (C(Q4) + T (3))/T (3)

é gerado como espaço vetorial por [a1,a2][a3,a4]+ T (3), ai ∈M e pelos elementos

x3r1
i1 . . .x3rk

ik x2
j1[x j1,x j2 ]x

2
j2 . . .x

2
j2l−1

[x j2l−1,x j2l ]x
2
j2l

+ T (3),

com k ≥ 0,rs > 0, l ≡ 0 (mod 3), i1 < .. . < ik e j1 < .. . < j2l.

Demonstração. Seja f = f (x1, . . . ,xn) ∈ C(Q4) tal que f /∈ T (3). Pela Proposição

1.16 podemos assumir que f é um polinômio multi-homogêneo de grau mi em

cada variável xi. Suponha que algum xi não é diviśıvel por 3. Reenumerando as

variáveis xi, podemos assumir, sem perda de generalidade que i = 1. Pelo Lema

2.7, temos que f pertence ao T -subespaço gerado pelos polinômios [x1,x2][x3,x4]

e x1[x2,x3,x4]. Consequentemente f + T (3) é uma combinação linear dos elementos

[a1,a2][a3,a4] + T (3) com ai ∈ M. Como [x1,x2][x3,x4]− x1[x2,x3,x4] + T (4) é central

em Q4 (Lema 2.29) e x1[x2,x3,x4] ∈ T (3), segue que os elementos [a1,a2][a3,a4]+T (3)

pertencem a (C(Q4)+ T (3))/T (3).

Agora, suponha que todos os mi sejam diviśıveis por 3. Como x3
0 + T (3)

e [x1,x2] + T (3) são centrais em Q3, segue da Proposição 1.21 que f + T (3) é uma

combinação linear de elementos da forma

x3r1
i1 . . .x3rk

ik x2
j1[x j1,x j2 ]x

2
j2 . . .x

2
j2l−1

[x j2l−1,x j2l ]x
2
j2l

+ T (3), (2-113)

com k, l ≥ 0,rs > 0,1≤ i1 < .. . < ik ≤ n e 1≤ j1 < .. . < j2l ≤ n. Segue do Lema 2.27

que todo elemento da forma (2-113) com l≡ 0 (mod 3), pertence a C(Q4)+T (3)/T (3).

Para concluir a demonstração resta mostrar que todo elemento (2-113) satisfaz l ≡ 0
(mod 3). De fato, suponha que

αx3r1
i1 . . .x3rk

ik x2
j1[x j1 ,x j2]x

2
j2 . . .x

2
j2l−1

[x j2l−1,x j2l ]x
2
j2l

+ T (3) (2-114)

seja algum elemento de (2-113) com α ∈ F,α 6= 0, l 6≡ 0 (mod 3) e l minimal.

Considere o endomorfismo ϕ de F〈X〉 tal que ϕ(x js) = x js, se s ∈ {1,2, . . . ,2l} e

ϕ(x js) = 1, se s /∈ {1,2, . . .2l}. Segue de (2-113) e (2-114) que

ϕ( f )+ T (3) = αx3r1
j1 . . .x3r2l

j2l
ql(x j1, . . . ,x j2l )+ T (3).

Logo o polinômio g(x j1 , . . . ,x j2l ) = αx3r1
j1 . . .x3r2l

j2l
ql pertence a C(Q4) + T (3). Observe

que αql é a componente multi-homogênea de multigrau (3, . . . ,3) do polinômio

g(x j1 + 1, . . . ,x j2l + 1) = α(x j1 + 1)3r1 . . .(x j2l + 1)3r2l ql. Como g(x j1 + 1, . . . ,x j2l + 1)

pertence a C(Q4) + T (3) e C(Q4) + T (3) é multi-homogêneo segue que αql pertence

a C(Q4) + T (3). Como ql não pertence a C(Q4) + T (3) (Lema 2.28), temos α = 0,
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uma contradição. Portanto l ≡ 0 (mod 3) para todos os elementos em (2-113), e isso

conclui a demonstração.

2.2.5 Os polinômios centrais da álgebra Q4

Nesta seção provaremos o Teorema 2.10, que é o primeiro resultado principal

desta tese.

Lema 2.31. Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então C(Q4)/(C(Q4)∩ T (3)) é

gerado como um espaço vetorial pelos elementos

(i) [a1,a2][a3,a4]−a1[a2,a3,a4]+ (C(Q4)∩T (3)),ai ∈M,

(ii) x3r1
i1 . . .x3rk

ik ql(x j1, . . . ,x j2l )+(C(Q4)∩T (3)),

k ≥ 0,rs > 0, l ≡ 0 (mod 3), i1 < .. . < ik e j1 < .. . < j2l.

Demonstração. Como a1[a2,a3,a4] pertence a T (3), segue diretamente do Lema 2.30

que (C(Q4)+ T (3))/T (3) é gerado, como espaço vetorial, pelos elementos

[a1,a2][a3,a4]−a1[a2,a3,a4]+ T (3),ai ∈M, (2-115)

x3r1
i1 . . .x3rk

ik ql(x j1, . . . ,x j2l )+ T (3), (2-116)

k ≥ 0,rs > 0, l ≡ 0 (mod 3), i1 < .. . < ik, j1 < .. . < j2l.

Pelo Lema 2.29, todo representante [a1,a2][a3,a4]− a1[a2,a3,a4] de (2-

115) pertence a C(Q4). Todo representante x3r1
i1 . . .x3rk

ik ql(x j1, . . . ,x j2l ) de (2-116)

também pertence a C(Q4). Isso segue diretamente do fato dos elementos x3
0 + T (4) e

ql(x j1, . . . ,x j2l )+T (4) serem centrais em Q4 (Lema 1.22 e Lema 2.27, respectivamente)

e C(Q4) ser uma álgebra (Proposição 1.13).

É fácil ver que a aplicação ϕ : f +T (3)→ f +(C(Q4)∩T (3)) é um isomorfismo

entre os espaços vetoriais A1 = (C(Q4)+T (3))/T (3) e A2 = C(Q4)/(C(Q4)∩T (3)) (esse

é um dos teoremas de isomorfismo). O isomorfismo ϕ leva os elementos de (2-115)-(2-

116) (geradores de A1) nos elementos (i)-(ii). Isso mostra que C(Q4)/(C(Q4)∩T (3))

é gerado pelos elementos (i)-(ii).

Finalmente, podemos provar o teorema principal deste caṕıtulo.

Demonstração do Teorema 2.10

Demonstração. Seja f um polinômio central de Q4. Pelo Lema 2.31, f + (C(Q4)∩
T (3)) = g +(C(Q4)∩T (3)), onde g é uma combinação linear dos polinômios

[a1,a2][a3,a4]+ a1[a2,a3,a4],ai ∈M, (2-117)

x3r1
i1 . . .x3rk

ik qn(x j1 , . . . ,x j2n), (2-118)

k ≥ 0,rs > 0, l ≡ 0 (mod 3), i1 < .. . < ik, j1 < .. . < j2l.
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Sejam qn = qn(x1, . . . ,x2n) e I = 〈x1[x2,x3,x3]〉T S + 〈x1ω(x2,x3,x4,x5)〉T S + T (4). Segue

do Lema 2.23 e do fato I ser um ideal que

(x3
1 . . .x

3
k)qn ≡ (x1 . . .xk)

3qn (mod I). (2-119)

Usando (2-117), (2-118) e (2-119) não é dif́ıcil verificar que g pertence ao

T -subespaço gerado pelos polinômios

[x1,x2][x3,x4]− x1[x2,x3,x4], x1[x2,x3,x3], x1ω(x2,x3,x4,x5), (2-120)

x1[x2,x3,x4,x5], x3
0, x3

0q3, x3
0q6, . . .x3

0q3n, . . . . (2-121)

Como f − g pertence a C(Q4)∩T (3), segue da Proposição 2.26, que f − g pertence

ao T -subespaço gerado pelos polinômios

[x1,x2,x3],x1[x2,x3,x3],x1ω(x2,x3,x4,x5),x1[x2,x3,x4,x5], (2-122)

x3
0u0,x3

0u1,x3
0u2, . . . ,x3

0un, . . . . (2-123)

Assim, f pertence ao T -subespaço gerado pelos polinômios (2-120)- (2-123). É fácil

ver que os polinômios [x1,x2,x3] e x1[x2,x3,x3] pertencem ao T -subespaço gerado pelo

polinômio [x1,x2][x3,x4]− x1[x2,x3,x4]. Portanto f pertence ao T -subespaço gerado

pelos polinômios de (i)-(iii). O Teorema está demonstrado.

Corolário 2.32. Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então o espaço vetorial C(Q4)

dos polinômios centrais da álgebra Q4 = F〈X〉/T (4) não é finitamente gerado como

um T -subespaço de F〈X〉.

Demonstração. Segue do Teorema 2.10 que C(Q4)+T (3) é gerado como T -subespaço

pelos polinômios

x1[x2,x3,x4], [x1,x2][x3,x4]− x1[x2,x3,x4], x3
0, x3

0q3, x3
0q6, . . . ,x3

0q3n, . . . . (2-124)

Seja I o T -subespaço gerado pelos polinômios (2-124). Afirmamos que I não é fini-

tamente gerado como T -subespaço. A demonstração é idêntica àquela do Teorema 3

de [7]. Vamos fazer apenas um esboço. Para cada n ∈ N, seja V3n o T -subespaço ge-

rado pelos polinômios [x1,x2][x3,x4]−x1[x2,x3,x4],q3,q6, . . . ,q3n e W3n o T -subespaço

gerado pelos polinômios [x1,x2][x3,x4]−x1[x2,x3,x4],x3
0,x

3
0q3,x3

0q6, . . . ,x3
0q3n. Pode ser

mostrado de forma análoga à demonstração do Teorema 3 de [7] que a cadeia

W3 + T (3) ⊆W6 + T (3) ⊆ . . .⊆W3n + T (3) ⊆ . . .

contém uma subcadeia estritamente ascendente. Como I =
⋃

n(W3n + T (3)), I não é
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finitamente gerado como T -subespaço . Assim C(Q4)+T (3) não é finitamente gerado

como T -subespaço e consequentemente C(Q4) não é finitamente gerado como T -

subespaço.



CAṔITULO 3
Polinômios hipercentrais

Seja A uma álgebra sobre um corpo F . Sejam f = f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 um

polinômio e y1, . . . ,ym ∈ X com {x1, . . . ,xn}∩{y1, . . . ,ym} = ø. Dizemos que f é um

polinômio m-central de A se [ f ,y1, . . . ,ym] pertence a Id(A). O conjunto de todos os

polinômios m-centrais de A será denotado por

Cm(A) = { f = f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 : [ f ,y1, . . . ,ym] ∈ Id(A)}.

Observe que para cada m∈N, o conjunto Cm(A) forma um subespaço vetorial

de F〈X〉. Observe também que C1(A) = C(A), isto é, os polinômios 1-centrais são os

polinômios centrais. Como todo polinômio m-central é também (m + 1)-central, se

pusermos C0(A) = {0}, obtemos a seguinte cadeia de inclusões

{0}= C0(A)⊆C(A) = C1(A)⊆C2(A)⊆ . . .⊆Cm−1(A)⊆Cm(A)⊆ . . .

que chamaremos de série central superior da álgebra A. Os polinômios m-centrais de

A com m > 1 são chamados genericamente de polinômios hipercentrais de A.

Observe que C1(Q3) =C(Q3) já foi descrito (Proposição 1.28, Corolário 1.25)

e é imediato verificar que C2(Q3) = F〈X〉. Observe também que C1(Q4) = C(Q4) já

foi descrito (Proposição 2.6, Teorema 2.1, Teorema 2.10, Teorema 0.2).

Neste caṕıtulo, vamos dar uma descrição dos polinômios hipercentrais das

álgebras Q4 = F〈X〉/T (4) e Q5 = F〈X〉/T (5).

Proposição 3.1. Cm(A) é um T -subespaço de F〈X〉.

Demonstração. Seja f = f (x1, . . . ,xn) um polinômio m-central de A e ϕ um endomor-

fismo qualquer de F〈X〉. Devemos mostrar que ϕ( f ) é um polinômio m-central de A.

De fato, como

[ϕ( f (x1, . . . ,xn)),y1, . . . ,ym] = [ f (ϕ(x1), . . . , f (ϕ(xn)),y1, . . . ,ym] (3-1)
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e [ f (x1, . . . ,xn),y1, . . . ,ym] ∈ Id(A), o polinômio do lado direito da igualdade (3-1)

pertence a Id(A), logo ϕ( f ) é um polinômio m-central de A.

Quando m≥ 2, a equivalência seguinte decorre imediatamente da definição

de polinômio m-central:

f pertence a Cm(A) se, e somente se [ f ,y1] pertence a Cm−1(A).

Proposição 3.2. Cm(A) é uma T -subálgebra de F〈X〉.

Demonstração. Como Cm(A) é um T -subespaço de F〈X〉 (Proposição 3.1), é su-

ficiente mostrar que Cm(A) é uma subálgebra de F〈X〉. Sejam f e g polinô-

mios de Cm(A), devemos mostrar que f g pertence a Cm(A). Segue da igualdade

[ab,c]+ [bc,a]+ [ca,b] = 0 que

[ f g,y1] = [ f ,gy1]+ [g,y1 f ].

Como [ f ,y2] e [g,y3] pertencem a Cm−1(A) e Cm−1(A) é um T -subespaço, fazendo

y2 = gy1 e y3 = y1 f segue que [ f ,gy1] e [g,y1 f ] pertencem a Cm−1(A). Logo [ f g,y1]

pertence a Cm−1 e portanto f g pertence a Cm(A).

Proposição 3.3. Seja F um corpo qualquer. Então o T -subespaço Cm(Qn) é multi-

homogêneo.

Demonstração. Inteiramente análoga a demonstração da Proposição 1.16.

3.1 A álgebra Q4

Nesta seção vamos dar uma descrição dos polinômios hipercentrais da

álgebra Q4 = F〈X〉/T (4). Mais precisamente, se char(F) = p, vamos mostrar que

C2(Q4) = 〈xp
0〉

T S + T (2), se p = 2 ou p > 3;

C2(Q4) = F.1 + T (2), se p = 0;

C2(Q4) = C(Q3), se p = 3.

Lema 3.4. Seja F um corpo de caracteŕıstica 6= 3. Então T (2) ⊆C2(Q4).

Demonstração. Pela Proposição 1.17 (i),

[x1[x2,x3],x4,x5] = x1[x2,x3,x4,x5]+ [x1,x4][x2,x3,x5]+ [x1,x5][x2,x3,x4]+

+ [x1,x4,x5][x2,x3].
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É claro que x1[x2,x3,x4,x5] pertence a T (4). Pelo Lema 1.33 (iii), os polinômios

[x1,x4][x2,x3,x5], [x1,x5][x2,x3,x4] e [x1,x4,x5][x2,x3] também pertencem a T (4). Assim

x1[x2,x3] é um polinômio 2-central de Q4. Como T (2) é gerado como T -subespaço por

x1[x2,x3] e C2(Q4) é um T -subespaço (Proposição 3.1), temos T (2) ⊆C2(Q4).

Lema 3.5. Seja F um corpo de caracteŕıstica p ≥ 2. Então xp
0 é um polinômio

2-central de Q4.

Demonstração. Suponha primeiramente que p = 2. Como

[x2
0,y1] = x0[x0,y1]+ [x0,y1]x0 = 2x0[x0,y1]+ [x0,y1,x0] = [x0,y1,x0],

segue que [x2
0,y1,y2] pertence a T (4), isto é, x2

0 é um polinômio 2-central de Q4. Agora

se p = 3 ou p > 3, então segue do Lema 2.20 e Lema 1.22 (i), respectivamente, que

xp
0 é um polinômio central de Q4, consequentemente xp

0 é um polinômio 2-central de

Q4.

Proposição 3.6. Seja F um corpo de caracteŕıstica p = 2 ou p > 3. Então C2(Q4) =

〈xp
0〉T S + T (2).

Demonstração. Vamos mostrar primeiramente a inclusão 〈xp
0〉T S + T (2) ⊆ C2(Q4).

Como xp
0 é um polinômio 2-central de Q4 (Lema 3.5), T (2) ⊆ C2(Q4) (Lema 3.4) e

C2(Q4) é um T -subespaço (Proposição 3.1), segue a inclusão 〈xp
0〉T S +T (2) ⊆C2(Q4).

Vejamos a inclusão contrária. Seja f = f (x1, . . . ,xn) um polinômio 2-central

de Q4 com f /∈ T (2). Pela Proposição 3.3, podemos assumir, sem perda de generali-

dade, que f é multi-homogêneo de grau mi em cada variávei xi. Assim

f + T (2) = αxm1
1 . . .xmn

n + T (2), 0 6= α ∈ F. (3-2)

Suponha que algum mi não seja diviśıvel por p e defina o endomorfismo ϕ

de F〈X〉 por ϕ(xi) = xi e ϕ(xs) = 1 se s 6= i. Por (3-2), temos ϕ( f )+T (2) = αxmi
i +T (2).

Como T (2) ⊆C2(Q4), temos que xmi
i é um polinômio 2-central de Q4. Sendo

C2(Q4) um T -subespaço, segue que g = (xi + 1)mi é um polinômio 2-central de Q4.

Como mixi é uma componente multi-homogênea de g e C2(Q4) é multi-homogêneo,

segue que mixi é um polinômio 2-central de Q4. Como mi 6= 0, segue que xi é

um polinômio 2-central de Q4, uma contradição. Assim todos os graus mi de (3-

2) são múltiplos de p e portanto f pertence a 〈xp
0〉T S + T (2). Isso mostra que

C2(Q4)⊆ 〈xp
0〉T S + T (2).

Proposição 3.7. Seja F um corpo de caracteŕıstica 0, então C2(Q4) = F.1 + T (2).
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Demonstração. Pelo Lema 3.4, temos T (2) ⊆C2(Q4). Vejamos a inclusão contrária.

Seja f = f (x1, . . . ,xn) um polinômio 2-central de Q4. Pela Proposição 1.9 não há

perda de generalidade em supor que f é multilinear. Assim, existe α ∈ F tal que

f + T (2) = αx1 . . .xn + T (2). (3-3)

Como T (2) ⊆ C2(Q4), segue de (3-3) que g(x1, . . . ,xn) = αx1 . . .xn é um polinô-

mio 2-central de Q4. Sendo C2(Q4) um T -subespaço (Proposição 3.1), segue que

g(x1,1, . . . ,1) = αx1 é também um polinômio 2-central de Q4. Uma vez que x1 não é

um polinômio 2-central de Q4, temos α = 0; e segue de (3-3) que f pertence a T (2).

Portanto C2(Q4)⊆ T (2), e a proposição está demonstrada.

Lema 3.8. Seja F um corpo qualquer. Então T (3) ⊆C2(Q4).

Demonstração. Pela Proposição 1.17 (i), temos

[x1[x2,x3,x4],y1,y2] = x1[x2,x3,x4,y1,y2]+ [x1,y1][x2,x3,x4,y2]+

+ [x1,y2][x2,x3,x4,y1]+ [x1,y1,y2][x2,x3,x4].

É claro que os polinômios x1[x2,x3,x4,y1,y2], [x1,y1][x2,x3,x4,y2] e [x1,y2][x2,x3,x4,y1]

pertencem a T (4). Como o polinômio [x1,y1,y2][x2,x3,x4] também pertence a T (4)

(Lema 1.32), segue que [x1[x2,x3,x4],y1,y2] pertence a T (4). Assim x1[x2,x3,x4] é um

polinômio 2-central de Q4. Como T (3) é gerado como T -subespaço pelo polinômio

x1[x2,x3,x4] e C2(Q4) é um T -subespaço (Proposição 3.1), obtemos T (3)⊆C2(Q4).

Lema 3.9. Seja F um corpo de caracteŕıstica p > 0. Então q(x1,x2) =

xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 é um polinômio 2-central de Q4.

Demonstração. Usando a igualdade [a1a2 . . .an,a] = ∑
n
i=1 a1 . . .ai−1[ai,a]ai+1 . . .an

(Lema 1.17 (ii)), obtemos

[xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 ,x3,x4] = [[x1,x3]xp−2
1 [x1,x2]xp−1

2 ,x4]+ . . .+ (3-4)

+ [xp−1
1 [[x1,x2],x3]xp−1

2 ,x4]+ . . .+

+ [xp−1
1 [x1,x2]xp−2

2 [x2,x3],x4].

Usando o Lema 1.17 (ii) em cada parcela do lado direito da igualdade (3-4) e usando

também o Corolário 1.33 (i)-(ii), não é dif́ıcil mostrar que [[xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 ,x3,x4]≡ 0
(mod T (4)), isto é, q(x1,x2) = xp−1

1 [x1,x2]xp−1
2 é um polinômio 2-central de Q4.

Lema 3.10. Seja F um corpo qualquer. Então C(Q3)⊆C2(Q4).
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Demonstração. Vamos dividir a demonstração em dois casos: char(F) = 0 e

char(F) = p > 0. Seja char(F) = 0. Pela Proposição 1.28, C(Q3) é gerado como

T -subespaço por 1 e pelos polinômios [x1,x2] e x1[x2,x3,x4]. É claro que [x1,x2] é um

polinômio 2-central de Q4. Pelo Lema 3.8 temos que x1[x2,x3,x4] é um polinômio

2-central de Q4. Portanto C(Q3)⊆C2(Q4).

Agora seja char(F) = p > 0. Pelo Corolário 1.25, C(Q3) é gerado como uma

T -subálgebra, pelos polinômios x1[x2,x3,x4], x3
0 e q(x1,x2) = xp−1

1 [x1,x2]xp−1
2 . Como

C2(Q4) é também uma T -subálgebra (Proposição 3.2), é suficiente mostrar que esses

geradores pertencem C2(Q4). Já sabemos que x1[x2,x3,x4] é um polinômio 2-central

de Q4. Pelo Lema 3.5, xp
0 é um polinômio 2-central de Q4) e pelo Lema 3.9, q(x1,x2)

também é um polinômio 2-central de Q4. Isso mostra que C(Q3)⊆C2(Q4) também

no caso p≥ 2. O lema está demonstrado.

O lema seguinte é bem conhecido.

Lema 3.11 ([20], Lema 12). Sejam F um corpo qualquer e f = f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉
um polinômio multi-homogêneo de grau 1 em x1. Seja L = 〈 f 〉T S + 〈[x1,x2]〉T S +

T (3). Então L = F〈X〉 ou L = 〈[x1,x2]〉T S + T (3) ou L = 〈x1[x2,x3] . . . [x2s,x2s+1]〉T S +

〈[x1,x2]〉T S + T (3) para algum s≤ (n−1)/2.

Demonstração. Veja a referência [20], páginas 15 e 16.

Lema 3.12. Sejam F um corpo de caracteŕıstica 3 e f = f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 um

polinômio homogêneo de grau 1 em x1. Se f é 2-central em Q4 = F〈X〉/T (4), então

f ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3).

Demonstração. Seja L = 〈 f 〉T S + 〈[x1,x2]〉T S + T (3). Pelo Lema 3.11 ocorre uma das

três possibilidades:

(i) L = F〈X〉,

(ii) L = 〈[x1,x2]〉T S + T (3),

(iii) L = 〈x1[x2,x3] . . . [x2s,x2s+1]〉T S + 〈[x1,x2]〉T S + T (3).

É claro que [x1,x2] é um polinômio 2-central de Q4. Pelo Lema 3.8, temos T (3) ⊆
C2(Q4). Assim L⊆C2(Q4). Se ocorrer (i), então C2(Q4) = F〈X〉, o que não é posśıvel.

Se ocorrer (iii), então o polinômio x1[x2,x3] . . . [x2s,x2s+1] é 2-central em Q4. Observe

que

[x3[x4,x5] . . . [x2(s+1),x2(s+1)+1], [x1,x2]] = x3[[x4,x5] . . . [x2(s+1),x2(s+1)+1], [x1,x2]]+

+ [x1,x2,x3][x4,x5] . . . [x2(s+1),x2(s+1)+1].(3-5)
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Como C2(Q4) é um T -subespaço (Proposição 3.1), segue que o polinômio

[x3[x4,x5] . . . [x2(s+1),x2(s+1)+1], [x1,x2]] pertence a T (4). Usando a igualdade [ab,c] =

a[b,c] + [a,c]b e a relação [[x1,x2], [x3,x4]] = [x1,x2,x3,x4]− [x1,x2,x4,x3] ∈ T (4) não é

dif́ıcil ver que o polinômio x3[[x4,x5] . . . [x2(s+1),x2(s+1)+1], [x1,x2]] também pertence a

T (4). Portanto, segue de (3-5) que o polinômio [x1,x2,x3][x4,x5] . . . [x2(s+1),x2(s+1)+1]

pertence a T (4), o que é uma contradição com a Proposição 2.14.

Portanto ocorre o caso (ii), isto é L = 〈[x1,x2]〉T S + T (3). Isso mostra que f

pertence a 〈[x1,x2]〉T S + T (3).

A demonstração do lema a seguir é idêntica à demonstração do Lema 1.29.

Iremos escrevê-la para conveniência do leitor.

Lema 3.13. Sejam F um corpo de caracteŕıstica 3 e f = f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 um

polinômio homogêneo de grau m1 em x1, onde m1 não é diviśıvel por 3. Se f for

2-central em Q4, então f ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3).

Demonstração. Pela Proposição 3.3, não há perda de generalidade em supor que f

é multi-homogêneo de grau m1 em x1. Escreva m1 = 3q + r com 0 < r < 3. Usando

a base de Q3 dada na Proposição 1.21, vemos que existe g = g(x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉,
multi-homogêneo de grau r em x1 tal que

f + T (3) = x3q
1 g + T (3). (3-6)

Defina o endomorfismo ϕ de F〈X〉 por ϕ(x1) = 1 + x1 e ϕ(xi) = 1 se i 6= 1. Por (3-6)

temos

ϕ( f )+ T (3) = (1 + x3
1)qg(1 + x1,x2, . . . ,xn)+ T (3). (3-7)

Como g(x1, . . . ,xn) é a componente multi-homogênea de grau r em x1 do po-

linômio (1 + xp
1)qg(1 + x1,x2, . . . ,xn), C2(Q4) é um T -subespaço multi-homogêneo

e T (3) ⊆ C2(Q4) (Lema 3.8), segue de (3-7) que g é 2-central em Q4. Seja h =

h(y1, . . . ,yr,x2, . . . ,xn) a linearização total de g em x1. Então h é 2-central em Q4

e segue do Lema 3.12 que h ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3). Como

h(x1, . . . ,x1,x2, . . . ,xn) = r!g(x1, . . . ,xn),

obtemos g ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3). Como x3
1 + T (3) é central em Q3 (Lema 1.22 (i)) e

C(Q3) é uma álgebra (Proposição 1.13) segue que xpq
1 +T (3) é central em Q3. Assim

xpq
1 [x2,x3]+ T (3) = [xpq

1 x2,x3]+ T (3). (3-8)

Como g ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3) segue de (3-6) e (3-8) que f ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3).
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Proposição 3.14. Seja F um corpo de caracteŕıstica 3. Então C2(Q4) = C(Q3).

Demonstração. Pelo Lema 3.10, temos C(Q3) ⊆ C2(Q4). Vamos mostrar que

C2(Q4) ⊆ C(Q3). Seja f = f (x1, . . . ,xn) um polinômio 2-central de Q4. Pela Pro-

posição 3.1, podemos assumir que f é multi-homogêneo com multigrau mi em cada

variável xi.

Suponha que algum mi não seja diviśıvel por 3. Reenumerando as variáveis

xi, podemos assumir, sem perda de generalidade que i = 1. Pelo Lema 3.12, temos

f ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3). Como [x1,x2]+ T (3) é central em Q3 e T (3) ⊆C(Q3) segue que

f + T (3) é central em Q3.

Suponha agora que todos os mi sejam diviśıveis por 3. Como x3
0 + T (3) e

[x1,x2] + T (3) são centrais em Q3, segue da Proposição 1.21 que f + T (3) é uma

combinação linear de elementos da forma

x3r1
i1 . . .x3rk

ik x2
j1[x j1x j2]x

2
j2 . . .x

2
j2l−1

[x j2l−1,x j2l ]x
2
j2l

+ T (3), (3-9)

onde k, l ≥ 0,rs > 0,1 ≤ i1 < .. . < ik ≤ n,1 ≤ j1 < .. . < j2l ≤ n. Pelo Teorema 1.24

todos os elementos da forma (3-9) são centrais em Q3, logo f +T (3) é central em Q3.

Mostramos assim que C2(Q4)⊆C(Q3).

3.2 A álgebra Q5

Nesta seção vamos dar uma descrição dos polinômios hipercentrais da

álgebra Q5 = F〈X〉/T (5). Mais precisamente, se char(F) = p, vamos mostrar que

C2(Q5) = 〈xp
0〉

T S + T (2) se p > 2;

C2(Q5) = F.1 + T (3) se p = 0;

C3(Q5) = C(Q3) para p≥ 0.

O lema seguinte é bem conhecido, veja [12, Lema 2], [14, página 16] e [43,

Corolário 4].

Lema 3.15 ([12, 14, 43]). Seja F um corpo de caracteŕıstica 6= 2. Então T (5) ⊆
Id(E⊗E2).

Demonstração. Devemos mostrar que a álgebra E ⊗ E2 satisfaz a identidade

[x1,x2,x3,x4,x5] = 0. Observe que E e E2 possuem bases

1,ei1ei2 . . .ein, i1 < i2 < .. . < in,n ∈ N, (3-10)

1,h1,h2,h1h2, (3-11)
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respectivamente. Como o polinômio [x1,x2,x3,x4,x5] é multilinear, é suficiente avaliá-

lo na base de E⊗E2, isto é, nos elementos a⊗ b, onde a é um elemento de (3-10)

e b é um elemento de (3-11). Sejam a1, . . . ,a5 elementos quaisquer de E e b1, . . . ,b5

elementos quaisquer de E2. Observe que

[a1⊗b1,a2⊗b2] = a1a2⊗b1b2−a2a1⊗b2b1 (3-12)

= a1a2⊗b1b2−a2a1⊗b1b2 + a2a1⊗b1b2−a2a1⊗b2b1

= [a1,a2]⊗b1b2 + a2a1⊗ [b1,b2].

Usando (3-12) três vezes e observando que [x1,x2] é um polinômio central tanto de

E quanto de E2, podemos obter

[a1⊗b1,a2⊗b2,a3⊗b3,a4⊗b4,a5⊗b5] = [a1,a2][a3,a4]a5⊗b1[b2,b3][b4,b5]+

+ [a1,a2][a3,a4]a5⊗b2[b1,b3][b4,b5]+

+ [a2a1,a3][a4,a5]⊗ [b1,b2][b3,b4]b5.

Como a base de E2 é formada pelos elementos (3-11), é fácil ver que E2 satisfaz a iden-

tidade polinomial [x1,x2][x3,x4] = 0. Assim [a1⊗b1,a2⊗b2,a3⊗b3,a4⊗b4,a5⊗b5] = 0
para quaisquer elementos a1, . . .a5 de (3-10) e b1, . . . ,b5 de (3-11). Consequentemente

[x1,x2,x3,x4,x5] = 0 é uma identidade polinomial para a álgebra E⊗E2.

Lema 3.16. Seja F um corpo qualquer. Então T (3) ⊆C2(Q5).

Demonstração. Pelo Lema 1.17 (i), temos

[x1[x2,x3,x4],x5,x6] = x1[x2,x3,x4,x5,x6]+ [x1,x5][x2,x3,x4,x6]+ (3-13)

+ [x1,x6][x2,x3,x4,x5]+ [x1,x5,x6][x2,x3,x4]

≡ x1[x2,x3,x4,x5,x6]+ [x2,x3,x4,x6][x1,x5]+

+ [x2,x3,x4,x5][x1,x6]+ [x1,x5,x6][x2,x3,x4] (mod T (5)).

É bem conhecido que [x2,x3,x4,x6][x1,x5] + [x2,x3,x4,x5][x1,x6] ∈ T (5) (veja [[9], Teo-

rema 1.1] e [[26], Proposição 1]). Também é bem conhecido que [x1,x5,x6][x2,x3,x4]∈
T (5) (veja [[9], Teorema 1.1], [[44],Lema 1]). Portanto, segue de (3-13) que

[x1[x2,x3,x4],x5,x6] pertence a T (5). Como T (3) é gerado como um T -subespaço

pelo polinômio x1[x2,x3,x4] e C2(Q5) é um T -subespaço (Proposição 1.13), temos

T (3) ⊆C2(Q5).

Lema 3.17. Seja F um corpo de caracteŕıstica 6= 2. Então para qualquer n ∈ N,

[x1,x2] . . . [x2n−1,x2n] não é um polinômio 2-central de Q5.



3.2 A álgebra Q5 92

Demonstração. Dado n∈N qualquer, seja vn = vn(x1, . . . ,x2n) = [x1,x2] . . . [x2n−1,x2n].

Fazendo as substituições x1 = e1⊗ h1,x2 = e2⊗ 1, . . . ,x2n−1 = e2n−1⊗ 1,x2n = e2n⊗
1,y1 = e2n+1⊗h2,y2 = e2n+2⊗1 no polinômio

[vn(x1,x2, . . . ,x2n),y1,y2]

obtemos 2n+2e1 . . .e2n+2⊗ h1h2, que não é nulo porque é um múltiplo escalar de

um elemento da base de E⊗E2. Assim [vn,y1,y2] não pertence a Id(G⊗G2). Como

T (5) ⊆ Id(G⊗G2) (Lema 3.15), segue que [vn,y1,y2] não pertence a T (5), isto é vn

não é um polinômio 2-central de Q5.

Lema 3.18. Seja F um corpo de caracteŕıstica p > 2. Então xp
0 é um polinômio

2-central de Q5 = F〈X〉/T (5).

Demonstração. Como vimos na demonstração do Lema 2.20

[x3
0,x1] = 3x2

0[x0,x1]+ 3x0[x0,x1,x0]+ [x0,x1,x0,x0].

Se p = 3, temos [x3
0,x1,x2] = [x0,x1,x0,x0,x2]. Assim x3

0 é um polinômio 2-central de

Q5. Agora se p > 3, então segue do Lema 1.22 (i) que xp
0 é um polinômio 2-central

de Q5.

Proposição 3.19. Seja F um corpo de caracteŕıstica p > 2. Então C2(Q5) =

〈xp
0〉T S + T (3).

Demonstração. Pelo Lema 3.18, xp
0 é um polinômio 2-central de Q5. Como T (3) ⊆

C2(Q5) (Lema 3.16) e C2(Q5) é um T -subespaço (Proposição 3.1), segue que

〈xp
0〉T S + T (3) ⊆C2(Q5).

Vamos mostrar a inclusão contrária. Seja f = f (x1, . . . ,xn) um polinômio

2-central de Q5 com f /∈ T (3). Pela Proposição 3.2 podemos supor, sem perda de

generalidade, que f é multi-homogêneo. Como [x1,x2] + T (3) é central em Q3, segue

da Proposição 1.21 que f + T (3) é uma combinação linear de elementos da forma

xr1
i1 . . .x

rk
ik [x j1 ,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ]+ T (3), (3-14)

com k ≥ 0, l ≥ 0,rs > 0,1≤ i1 < .. . < ik ≤ n,1≤ j1 < .. . j2l ≤ n.

Afirmamos que l = 0 para todos os elementos de (3-14), isto é, não aparecem

comutadores. Suponha o contrário e seja gl, j1 + T (3) o termo de (3-14) com l e j1
minimais. Seja ϕ o endomorfismo de F〈X〉 definido por ϕ(x js) = x js se s ∈ {1, . . . ,2l}
e ϕ(xs) = 1 se s /∈ { j1, . . . , j2l}. Por (3-14) temos

ϕ( f )+ T (3) = xs1
j1 . . .x

s2l
j2l

[x j1,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ]+ T (3). (3-15)
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Seja h(x j1, . . . ,x j2l ) = xr1
j1 . . .x

r2l
j2l

[x j1,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ]. Observe que [x j1,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ]

é uma componente multi-homogênea de h(x j1 +1, . . . ,x j2l +1). Como T (3) ⊆C2(Q5) e

C(Q5) é multi-homogêneo, segue de (3-15) que [x j1,x j2] . . . [x j2l−1,x j2l ] é um polinômio

2-central de Q5. Mas isso contraria o Lema 3.17. Logo l = 0 em cada elemento (3-14)

e assim f + T (3) é um múltiplo escalar do elemento

xr1
1 . . .xrn

n + T (3). (3-16)

Afirmamos que cada grau ri, i = 1, . . . ,n é diviśıvel por p. Suponha o

contrário, que algum rt não seja diviśıvel por p. Defina o endomorfismo φ de F〈X〉
por φ(xt) = xt e φ(xs) = 1 se s 6= t. Então segue de (3-16) que

φ( f )+ T (3) = xrt
t + T (3). (3-17)

Como T (3)⊆C2(Q5), segue de (3-17) que xrt
t é um polinômio 2-central de Q5.

Como C2(Q5) é um T -subespaço, segue que g = (xt +1)rt é um polinômio 2-central de

Q5. Como rtxt é uma componente multi-homogênea de g e C2(Q5) é multi-homogêneo

(Proposição 3.1), segue que rtxt é um polinômio 2-central de Q5. Isso só é posśıvel

se rt = 0, o que contraria a escolha de rt .

Assim todos os graus ri, i = 1, . . . ,n são diviśıveis por p e por (3-16), temos

f + T (3) = xpq1
1 . . .xpqn

n + T (3). (3-18)

Como (x1x2)p ≡ xp
1xp

2 (mod T (3)) (Lema 1.22 (ii)), segue de (3-18) que f + T (3) =

(xq1
1 . . .xqn

n )p + T (3). Pondo x0 = xq1
1 . . .xqn

n , obtemos f ∈ 〈xp
0〉T S + T (3). Portanto

C2(Q5)⊆ 〈xp
0〉T S + T (3).

Proposição 3.20. Seja F um corpo de caracteŕıstica 0. Então C2(Q5) = T (3).

Demonstração. Pelo Lema 3.16 temos T (3) ⊆C2(Q5). Vejamos a inclusão contrária.

Seja f = f (x1, . . . ,xn) um polinômio 2-central de Q5. Conforme mostrado na Propo-

sição 3.19:

f + T (3) = αx1 . . .xn + T (3), (3-19)

para algum α∈F . Como T (3)⊆C2(Q5), segue de (3-19) que αx1 . . .xn é um polinômio

2-central de Q5. Defina o endomorfismo ϕ de F〈X〉 por ϕ(x1) = x1 e ϕ(xs) = 1 se s 6= 1.

Então ϕ(x1 . . .xn) = αx1 é um polinômio 2-central de Q5. Mas isso implica α = 0
porque todo polinômio 2-central de Q5 possui grau no mı́nimo 3. Consequentemente

C2(Q4)⊆ T (3), o que prova a proposição.
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Lema 3.21. Seja F um corpo de caracteŕıstica 6= 2. Então para qualquer n ∈ N,

x1[x2,x3] . . . [x2n,x2n+1] não é um polinômio 3-central de Q5.

Demonstração. Dado n ∈ N qualquer seja vn = vn(x2, . . . ,x2n+1) =

[x2,x3] . . . [x2n,x2n+1]. Fazendo as substituições x1 = e1 ⊗ 1,x2 = e2 ⊗ 1,x3 =

e3⊗1, . . . ,x2n = e2n⊗1,x2n+1 = e2n+1⊗1,y1 = e2n+2⊗h1,y2 = e2n+3⊗h2,y3 = e2n+4⊗1
no polinômio

[x1vn(x2,x3, . . . ,x2n+1),y1,y2,y3]

obtemos 2n+3e1 . . .e2n+4⊕h1h2, que não é nulo porque é um múltiplo escalar de um

elemento da base de G⊗G2. Assim [x1vn,y1,y2,y3] não pertence a Id(G⊗G2). Como

T (5) ⊆ Id(G⊗G2) (Lema 3.15), segue que [x1vn,y1,y2,y3] não pertence a T (5), isto é

x1vn não é um polinômio 3-central de Q5.

Lema 3.22. Sejam F um corpo de caracteŕıstica 6= 2 e f = f (x1, . . . ,xn) ∈ F〈X〉 um

polinômio homogêneo de grau 1 em x1. Se f for 3-central em Q5 = F〈X〉/T (5), então

f ∈ 〈[x1,x2]〉+ T (3).

Demonstração. Seja L = 〈 f 〉T S + 〈[x1,x2]〉T S + T (3). Pelo Lema 3.11 ocorre uma das

três possibilidades:

(i) L = F〈X〉,

(ii) L = 〈[x1,x2]〉T S + T (3),

(iii) L = 〈x1[x2,x3] . . . [x2s,x2s+1]〉T S + 〈[x1,x2]〉T S + T (3).

É claro que [x1,x2] é um polinômio 3-central de Q5. Pelo Lema 3.16, temos T (3) ⊆
C3(Q5). Assim L⊆C3(Q5). Se ocorrer (i), então C3(Q5) = F〈X〉, o que não é posśıvel.

Se ocorrer (iii), então x1[x2,x3] . . . [x2s,x2s+1] é um polinômio 3-central de Q5, o que

contraria o Lema 3.21. Portanto deve ocorrer (ii): L = 〈[x1,x2]〉T S +T (3); e isso implica

f ∈ 〈[x1,x2]〉T S + T (3).

Proposição 3.23. Seja F um corpo de caracteŕıstica 0. Então C3(Q5) = 〈[x1,x2]〉T S +

T (3).

Demonstração. Como C3(Q5) é um T -subespaço (Proposição 3.1), segue da Propo-

sição 1.9 que C3(Q5) é gerado como T -subespaço por seus polinômios multi-lineares.

Esses geradores multilineares são, em particular, homogêneos de grau 1 em x1 e pelo

Lema 3.22, pertencem a 〈[x1,x2]〉T S + T (3). Assim C3(Q5) ⊆ 〈[x1,x2]〉T S + T (3). Veja-

mos a inclusão contrária. É claro que [x1,x2] é um polinômio 3-central de Q5. Como

T (3) ⊆C2(Q5) (Lema 3.16) e C2(Q5) ⊆C3(Q5), temos T (3) ⊆C3(Q5). Sendo C3(Q5)

um T -subespaço, segue imediatamente que 〈[x1,x2]〉T S + T (3) ⊆C3(Q5).
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Proposição 3.24. Seja F um corpo qualquer. Então C3(Q5) = C(Q3).

Demonstração. Se char(F) = 0, então segue da Proposição 1.28 e da Proposição 3.23

que

C(Q3) = 〈[x1,x2]〉T S + T (3) = C3(Q5).

Podemos então fixar o caso char(F) = p > 0. Vamos mostrar primeiramente que

C(Q3) ⊆ C3(Q5). Como C(Q3) é gerada como T -subálgebra por x1[x2,x3,x4],xp
0 e

xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 (Corolário 1.25), é suficiente mostrar eles são polinômios 3-centrais

de Q5. Como x1[x2,x3,x4] é um polinômio 2-central de Q5 (Lema 3.16), é claro que

ele é um polinômio 3-central de Q5. Observe que

[x2
0,y1] = 2x0[x0,y1]+ [x0,y1,x0].

Assim, se p = 2, temos [x2
0,y1,y2,y3] = [x0,y1,x0,y2,y3]∈ T (5), isto é x2

0 é um polinômio

3-central de Q5. Se p > 2, então segue do Lema 3.18 que xp
0 é um polinômio 2-central

de Q5; logo ele é também um polinômio 3-central de Q5.

Finalmente observe que [xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 ,y1] ∈ T (3) (Lema 1.30). Como

T (3) ⊆ C2(Q5), segue imediatamente que xp−1
1 [x1,x2]xp−1

2 é um polinômio 3-central

de Q5. Portanto C(Q5)⊆C3(Q5).

Vejamos a inclusão contrária. Seja f = f (x1, . . . ,xn) um polinômio 3-central

de Q5. Pela Proposição 3.3, C3(Q5) é gerado como T -subespaço por seus polinômios

multi-homogêneos. Assim podemos considerar f multi-homogêneo de grau mi em

cada variável xi, i = 1, . . . ,n.

Suponha que algum grau mi não seja diviśıvel por p. Sem perda de ge-

neralidade, podemos considerar i = 1. Prosseguindo de modo inteiramente aná-

logo ao Lema 3.13, podemos mostrar que f pertence a 〈[x1,x2]〉T S + T (3). Como

〈[x1,x2]〉T S + T (3) ⊆C(Q3), segue que f é um polinômio central de Q3.

Agora suponha que cada mi, i = 1, . . . ,n seja diviśıvel por p. Como [x1,x2]+

T (3) e xp
0 + T (3) são centrais em Q3 = F〈X〉/T (3). Segue da Proposição 1.21 que

f + T (3) é uma combinação linear de elementos da forma

xpr1
i1 . . .xprk

ik xp−1
j1 [x j1,x j2]x

p−1
j2 . . .xp−1

j2l−1
[x j2l−1,x j2l ]x

p−1
j2l

+ T (3),

k ≥ 0, l ≥ 1,rs > 0,1≤ i1 < .. . < ik ≤ n,1≤ j1 < .. . < jk ≤ n.

Segue imediatamente do Teorema 1.24 que f + T (3) é central em Q3. Mostramos

assim que C3(Q5)⊆C(Q3), o que demonstra a proposição.
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3.3 Resumo dos resultados

Reunimos abaixo uma descrição dos polinômios centrais e hipercentrais das

álgebras que foram apresentadas nessa tese; os itens (4)-(5) e (7)-(12) foram obtidos

por nós. O número p denota a caracteŕıstica do corpo F .

1. C(Q3) = 〈[x1,x2]〉T S + T (3), se p = 0;

2. C(Q3) = 〈xp
0 ,x

p
0q1,x

p
0q2, . . .〉T S + T (3), se p≥ 2;

3. C(Q4) = F.1 + 〈[x1,x2][x3,x4]〉T S + T (4), se p = 0;

4. C(Q4) = 〈x4
0,x

2
0q2,x2

0q3, . . .〉T S, se p = 2;

5. C(Q4) = 〈x1ω(x2,x3,x4,x5), [x1,x2][x3,x4]− x1[x2,x3,x4]〉T S +

+ 〈x3
0,x

3
0q3,x3

0q6, . . . ,x3
0q3n, . . .〉T S +

+ 〈x3
0u0,x3

0u1,x3
0u2, . . . ,x3

0un, . . .〉T S + T (4), se p = 3;

6. C(Q4) = 〈x2
0q2,x2

0q3, . . .〉T S + T (4), se p > 3;

7. C2(Q4) = F.1 + T (2), se p = 0;

8. C2(Q4) = 〈xp
0〉T S + T (2), se p = 2 ou p > 3;

9. C2(Q4) = C(Q3), se p = 3;

10. C2(Q5) = F.1 + T (3), se p = 0;

11. C2(Q5) = 〈xp
0〉T S + T (2), se p > 2;

12. C3(Q5) = C(Q3) para p≥ 0.

Recentemente, uma lista de polinômios centrais para a álgebra Qn =

F〈X〉/T (n) para diversos valores de n foi encontrada por Grishin e Pchelintsev [25].

Uma descrição completa dos polinômios centrais da álgebra Qn quando n ≥ 5, per-

manece desconhecida.
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unitária, 18

centro de uma álgebra, 25

componentes multi-homogêneas, 22
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