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Resumo

Nesta tese estudamos os polinomios centrais de algumas algebras associativas Lie
nilpotentes universais. Elas sao definidas por Q, = F(X) /T (e também siio conhe-
cidas como algebras associativas Lie nilpotentes relativamente livres) onde F ¢ um
corpo, F(X) é a dlgebra associativa livre unitaria, livremente gerada pelo conjunto
enumeravel X = {xo,x1,x2,...} ¢ T é o ideal bilateral de F(X) gerado pelos comu-
tadores [ay,...,ay], a; € F(X). O nosso primeiro resultado principal é uma descrigao
dos polindmios centrais da algebra Q4 quando char(F) = 3. Nosso segundo resultado

principal é uma descri¢ao dos polinémios centrais da algebra Q4 quando char(F) = 2.

Os polinémios centrais da F-algebra Q4 quando char(F) # 2,3 foram descri-
tos por Grishin (2012). Se char(F) # 3, entao [x1,x2][x3,x4,x5] pertence a T®
(Volichenko, 1978). Isso implica que a imagem de TG) em Q4 é central nessa
algebra, o que permite reduzir o problema da descricao dos polindmios centrais da
algebra Q4 para um problema sobre elementos da algebra Q3. Porém, se char(F) =3,
entdo [x1,X2][x3,X4,x5] néo pertence a T (Krasilnikov, 2013). Por essa razio, a
descrigdo dos polinémios centrais da F-algebra Qs quando char(F) =3 é mais
sofisticada do que quando char(F) # 3. Se char(F) =2, entao x% +T® nao é central
em Q4. Isso implica que a descricao dos polinomios centrais de Q4 é ligeiramente
diferente do caso de char(F) # 2,3.

O nosso terceiro resultado principal é uma descricao dos geradores da algebra Q4
como espago vetorial quando char(F) > 3. Esse resultado é uma generalizac¢ao do re-
sultado de Grishin. Também obtivemos uma descri¢ao dos polinomios hipercentrais
das algebras Q4 e Qs. Um polinomio hipercentral é uma generalizacao de polindmio

central. Essa generalizagao foi introduzida por Laue (1984).

Palavras—chave
identidade polinomial; polinomio central; T-subespaco; algebra associativa

Lie nilpotente



Abstract

In this PhD thesis we study the central polinomials of some universal Lie nil-
potent associative algebras. They are defined by @, = F(X)/T®™ (and also are
called relatively free Lie nilpotent associative algebras) where F is a field, F(X)
is the free unital associative algebra freely generated by the infinite countable
set X = {x0,x1,x2,...} and T™ is the two-sided ideal of F(X) generated by the
commutators [ay,...,a,], a; € F(X). Our first main result is a description of
the central polynomials of the algebra Q4 when char(F) = 3. Our second main

result is a description of the central polynomials of the algebra Q4 when char(F) =2.

The central polynomials of the F-algebra Q4 when char(F) # 2,3 have been
described by Grishin (2012). If char(F) # 3, then [xi,x2][x3,x4,x5] belongs to
T™ (Volichenko, 1978). This implies that the image of T®) in Q4 is central in
this algebra that allows us to reduce the problem of description of the central
polynomials of the algebra Q4 to a problem about elements of the algebra Q3.
However, if char(F) =3, then [x|,x2][x3,x4,x5] does not belong to T™ (Krasilnikov,
2013). For this reason the description of the central polynomials of the F-algebra
Q4 when char(F) = 3 is more sophisticated than in the case when char(F) # 3.
If char(F) = 2, then x(z) +T® is not central in Q4. This implies that the descrip-
tion of the central polynomials of Q4 is slightly different from the case char(F) #2,3.

Our third main result is a description of generators of the algebra Q4 as a
vector space when char(F) > 3. This result is a generalization of result of Grishin’s
result. We also obtain a description of the hipercentral polynomials of the algebras
Q4 and Qs. A hipercentral polynomial is a generalization of a central polynomial.

This generalization was introduced by Laue (1984).

Keywords
polynomial identity; central polynomial; T-subspace; Lie nilpotent associa-

tive algebra
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Introducao

A &drea da matematica na qual esta tese estd situada é &algebra. Mais
precisamente, fazemos uma contribuicao para a teoria que estuda algebras que
satisfazem alguma identidade polinomial. Tais dlgebras sao chamadas de PI-algebras
(do inglés Polynomial Identity) e formam uma classe abrangente de dlgebras, que
incluem algumas algebras muito importantes para outras areas da ciéncia, como as
algebras de matrizes e as algebras de Grassmann (ou dlgebras exteriores).

A menos que se diga o contrario, as algebras consideradas neste trabalho se-
rao sempre associativas e unitdrias. As defini¢oes formais dos conceitos apresentados

nesta introducao encontram-se no Capitulo 1.

Seja A uma &lgebra sobre um corpo F. Um polinomio f(xy,...,x,) nas va-
ridveis nao comutativas xi,...,x, com coeficientes em F é uma identidade polinomial
para a &lgebra A se f(aj,...,a,) =0 para quaisquer elementos ay,...,a, € A.

Apesar da ideia de identidade polinomial aparecer implicitamente em tra-
balhos anteriores, o interesse geral em Pl-dlgebras comegou apds a publicacao de um
artigo de Kaplansky [30] em 1948; esse trabalho estd inserido no que hoje é chamada
de teoria estrutural de PI-algebras, que visa obter informagcoes sobre a estrutura de
uma algebra quando se sabe que ela satisfaz alguma identidade polinomial.

Em 1950, Amitsur e Levitzki [1] provaram por métodos puramente combi-

natorios que o polinomio padrao de grau 2n

520 (X150 00y X0n) = Z (—=1)°Xg(1) - - - Xo(2n)
cESH,

¢ uma identidade polinomial de grau minimal para a algebra de matrizes n X n com
entradas em um corpo qualquer. Esse trabalho inaugurou uma nova abordagem as
PI-algebras, sendo o principal objetivo a descricao das identidades polinomiais de
uma dada algebra.

Seja F(X) a dlgebra dos polindomios nas varidveis nao comutativas X =
{x0,X1,X2,...} com coeficientes no corpo F. O conjunto Id(A) de todas as identidades
polinomiais de uma algebra A forma um ideal bilateral de F(X). Mais ainda, Id(A) é

fechado por todos os endomorfismos de F(X). Ideais de F(X) com essa propriedade
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sao chamados de T-ideais. Observe que o estudo de T-ideais se reduz ao estudo de
identidades polinomiais. Mais precisamente, se I é um T-ideal de F(X) e A=F(X)/I,
entdo [ =1d(A).

Um T-ideal I é gerado por um conjunto S C F(X) se I for o menor T-ideal
de F(X) que contém S. Um T-ideal é finitamente gerado quando é gerado por um
conjunto finito.

Antes de continuar, vamos definir uma &lgebra que desempenha um papel
muito importante em Pl-dlgebras.

Sejam F' um corpo infinito de caracteristica # 2 e V um espago vetorial sobre
F com base enumeravel ej,e,.... A dlgebra de Grassmann infinitamente gerada e
unitaria de V, denotada por E, é a dlgebra associativa gerada por ej,ez,... e com
relagoes e;e; = —eje; para quaisquer i e j.

Sao poucas as algebras para as quais se conhece uma descricao completa

das suas identidades polinomiais. Uma lista quase completa delas é
E7E®E7M2(F) e Un(F)7

onde E®E é o produto tensorial da algebra de Grassmann E; M(F) e U,(F) sao
respectivamente a algebra de matrizes 2 X 2 e a algebra de matrizes triangulares
superiores n X n, ambas com entradas no corpo F. Mesmo nessa lista, as identidades
de algumas algebras nao sao conhecidas para todos os corpos nos quais elas estao
definidas. Para mais detalhes consulte [13].

Uma questao se coloca: podem as identidades polinomiais de uma &algebra
serem descritas “de maneira finita”? Mais precisamente: ¢ todo T-ideal de F(X)
finitamente gerado como um T-ideal? Quando a caracteristica do corpo F é 0, esse
é o famoso Problema de Specht, proposto por Specht [42] em 1950.

Diversos casos particulares do Problema de Specht foram resolvidos nos anos
seguintes mas uma prova completa (afirmativa) s6 foi dada em 1987 por Kemer, apés
uma série de artigos (veja [31]). Entretanto, sobre um corpo F de caracteristica p > 0,
existem T-ideais de F(X) que nao sao finitamente gerados. Isso foi provado em 1999
por Belov [6], Grishin [24] e Shchigolev [40]. A construcdo desses T-ideais faz uso
de T-subespagos de F(X) nao finitamente gerados, construidos por Grishin [24] para
p =2 e por Shchigolev [41] para p > 2.

Seja Z(A) o centro de uma &algebra A. Dizemos que f(xi,...,x,) € F(X) é
um polinémio central de A se f(ay,...,a,) € Z(A) para quaisquer ay,...,a, € A.

O conjunto C(A) de todos os polinémios centrais de A forma um subespago
vetorial de F(X). Mais ainda C(A) é fechado por todos os endomorfismos de F(X).

Subespagos vetoriais de F(X) com essa propriedade sao chamados de T -subespagos.
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Ao contrario de T-ideais, o estudo dos T-subespacos nao se reduz ao estudo dos
polinémios centrais. Mais precisamente, existem T-subespacos I de F(X) para os
quais nao existe uma algebra A tal que I = C(A) (veja [20, Observacao 1]).

Um T-subespago I é gerado por um conjunto S C F(X) se I for o menor
T-subespago de F(X) que contém S. Um T-subespago é finitamente gerado quando
¢é gerado por um conjunto finito.

Resultados semelhantes aqueles de T-ideais foram obtidos para T-
subespagos. Se F é um corpo de caracteristica 0, entao todo T-subespago de F(X) é
finitamente gerado como um T-subespaco; esse resultado foi provado por Shchigolev
[39], em 2001.

Entretanto, sobre um corpo F de caracteristica p > 0, existem T-subespagos
de F(X) que nado sao finitamente gerados como T-subespagos. Além dos exemplos
citados acima, foi mostrado recentemente (veja [4, 7]) que o T-subespaco dos
polinémios centrais da algebra de Grassmann (sobre um corpo de caracteristica
p > 2) nao é finitamente gerado como um T-subespago (detalhes adiante).

Seja f um polinémio central de uma algebra A. Se f nao é uma identidade
polinomial de A e também nao possui termos escalares, dizemos que f é um polinomio
central proprio de A. Na literatura, com frequéncia, “polinomio central” significa
“polinémio central préprio”(veja [13]).

O interesse por polindmios centrais comegou em 1956, quando Kaplansky
[29] perguntou se a dlgebra de matrizes M, (F), com n > 2, possuia algum polinémio
central préprio. A resposta afirmativa para o problema proposto por Kaplansky foi
dada independentemente por Formanek [17], em 1972 e por Razmyslov [38], em
1973. Eles apresentaram dois métodos diferentes para a construcao de polindmios
centrais da dlgebra M, (F) (veja [13] para uma exposi¢ao dos dois métodos).

A partir dai, varios outros polinomios centrais para a algebra de matrizes
foram obtidos. Entretanto, uma descrigdo completa dos polinémios centrais de M, (F)
é conhecida apenas quando n =2 e o corpo F ¢ infinito de caracteristica # 2. Quando
a caracteristica de F é 0, os geradores de C(M2(F)) como um T-subespago foram
obtidos por Okhitin [37], em 1988 (veja também [15]). Quando F é infinito de
caracteristica # 2, os geradores de C(M,(F)) como um T-subespago foram obtidos
por Colombo e Koshlukov [8], em 2004.

Sao muito poucas as algebras para as quais se tem uma descri¢ao completa
dos seus polinomios centrais. A dlgebra de matrizes M, (F), a algebra de Grassmann
E e a dlgebra Q4 = F(X)/T™ (abordada nesta tese) sdo quase todos os exemplos
conhecidos até este momento.

As identidades polinomiais da &lgebra de Grassmann sobre um corpo de

caracteristica 0 foram descritas primeiramente por Krakowski e Regev [32], em 1973
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(veja também Latyshev [35]). Essas identidades coincidem com as identidades da
Algebra de Gassmann sobre um corpo de caracteristica positiva (veja [18]). Assim, foi
mostrado por esses autores que se F é um corpo infinito de caracteristica # 2, entao
Id(E) é gerado como T-ideal pelo polindémio [xy,xz,x3] = [[x1,X2],x3], onde [x1,x2] =
X1X2 — X2X].

A descrigao dos polinomios centrais da dlgebra de Grassmann E foi obtida
em 2010, independentemente por Bekh-Ochir e Rankin [3], por Brandao Jr, Kosh-
lukov, Krasilnikov e Silva [7] e por Grishim [23]. Seguindo a notagao de [7], seja

q(x1,x2) :xf_l[xl,xz]xg_l, e para cada n > 1, defina

Gn = qn(x1, ..., %) = q(x1,X%2)q(x3,%4) . .. q(X20—1,%2).

Teorema 0.1 ([3, 7, 23]). Seja F um corpo infinito de caracteristica p > 2. Entao
C(E), o espago vetorial dos polinémios centrais da dlgebra de Grassmann E, € gerado

(como T -subespago de F(X)) pelos polinémios
x1[x2,x3,%4], X0, X041, X0q2, - - X0, - - - (0-1)

Mais ainda, foi provado em [4] e [7] que C(E) nao é finitamente gerado como
T-subespaco. Esse foi o primeiro exemplo de uma &élgebra onde o seu T-subespaco
de polinémios centrais nao ¢ finitamente gerado.

Se F possui caracteristica 0, entdo C(E) é gerado como T-subespago por 1
e pelos polinomios x[xz,x3,x4] € [x1,x2] (veja [3] e [7]).

Sejam ay,...,a, elementos de uma algebra A. O comutador de comprimento
2 é definido por [a;,az] = aja; —aza;. O comutador de comprimento n > 3 é definido
recursivamente por

[a17~-~7an—17an] = [[a17~-~aan—1]7an]-

Seja T o ideal bilateral de F (X) gerado por todos os comutadores
lai,az,...,a,], onde a; € F(X). A algebra Q, = F(X)/T" é chamada dlgebra as-
sociativa Lie nilpotente universal de classe n—1 ou ainda dlgebra relativamente livre
na classe de dlgebras definidas pela identidade [x1,x2,...,x,] = 0.

O grau de um monomio u = x;, ...x;, em x; ¢ o numero de ocorréncias de x;

em u. Um polindémio f = f(xy,...,x,) é multi-homogéneo de multi-grau (my,...,my,)
se todo monomio de f possui grau m; em x; para cadai=1,...,n.
Seja f(x1,...,x,) € F(X) um polinomio qualquer, podemos sempre escrever

f= Z f(ml,...,m,,)

mlzov"wmnzo
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onde f(m"“"m”) é a soma de todos os monomios de f com multi-grau (my,...,my).

mi-mn) s50 chamados de componentes multi-homogéneas de f.

Os polinémios £
Seja I um T-ideal de F(X) e f € I um polinomio qualquer. Se todas as
componentes multi-homogéneas de f ainda pertencerem a I, dizemos que I é um
T-ideal multi-homogéneo. De modo analogo se define T-subespago multi-homogéneo.
Quando F é um corpo infinito, todos os T-ideais e T-subespagos de F(X)
sao multi-homogeéneos.

Entretanto o T-subespaco dos polinomios centrais da &lgebra Q, =
F(X)/T™ ¢ muti-homogéneo para qualquer corpo F. Isso é consequéncia do fato
de T™ ser um T-ideal multi-homogéneo de F(X) para qualquer corpo F.

Recentemente, tém sido objeto de interesse a descricao dos polinomios
centrais da algebra Q, (veja [22] e [25]).

O espaco vetorial C(Q3) dos polindmios centrais da algebra Q3 = F(X)/T®)
é gerado como T-subespaco pelos polindémios (0-1) quando F é um corpo qualquer
de caracteristica p e por 1 e pelos polinémios [x1,x] e xj[xz,x3] quando F possui
caracteristica 0. Isso pode ser deduzido dos resultados de [7] e estd feito em detalhes
no Capitulo 1.

A descricio dos polindmios centrais da dlgebra Q4 = F(X)/T™ quando F
possui caracteristica > 3 foi obtida por Grishin [22], em 2012. Usando a mesma

notacao de [7], o resultado de Grishin pode ser escrito da seguinte forma:

Teorema 0.2 ([22], Teorema 2). Seja F um corpo infinito de caracteristica p > 3.
Entao C(Qa), o espago vetorial dos polindmios centrais da dlgebra Q4 = F(X)/T(4),

¢ gerado como T-subespaco de F(X) pelos polinémios
X1 [x2,X3,X4], X0, X0 G2, - XD Gy - -

Na verdade, como foi observado por A. Krasilnikov em comunicacao parti-
cular, a demonstragao do Teorema 0.2 dada por Grishin [22] estava incompleta. No
entanto, como veremos adiante, o Teorema 0.2 é um corolario de um dos resultados
principais desta tese.

Quando F possui caracteristica 0, C(Q4) é gerado como T-subespaco por 1
e pelos polindmios [x1,x2][x3,x4] € x1[x2,x3,x4] (veja [25]).

Se F possui caracteristica # 3, entao [x,x2][x3,x4,x5] pertence a TW (veja
[44]). Tsso implica que a imagem de TG) em Q4 6 central nessa dlgebra, o que permite
reduzir o problema da descri¢ao dos polinomios centrais da dlgebra Q4 a um problema
sobre os elementos da algebra Q3. No entanto, se F' possui caracteristica 3, entao

[x1,x2][x3,X4,%5] ndo pertence a T™ (veja [33]). Por esse motivo, a descricdo dos
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polindémios centrais da algebra Q4 para F de caracteristica 3 é muito mais sofisticada
do que no caso no qual F possui caracteristica # 3.

Lembrando que se F possui caracteristica 3, entao

Gn = qn(X1,...,X0n) = x% [xl,xz]x% .. .x%n_l [xzn_l,xzn]x%n,

vamos definir ug = ug(xy,x2,x3) = x%x%x% [x1,X2,x3], e para cada n > 1,

Up = Un (X1, .-, X2n43) = Gn(X1,X2, - .., X2 ) U (X241, X202, X2n43 ) -

Defina também ®(x1,x2,x3,x4) = [x1,X2][x3,x4] + [x1,x3][x2,x4]. O nosso primeiro

resultado principal é o seguinte:

Teorema 2.10 Seja F um corpo de caracteristica 3. Entao C(Qa), o espago vetorial
dos polinomios centrais da dlgebra Q4 = F<X>/T(4) ¢ gerado, como T-subespaco de

F(X), pelos polinomios

(1) x10(x2,x3,x4,x5), [x1,%2][x3,X4] — x1 [x2,X3,X4], X1 [x2, X3, X4, X5],
(ii) x(3), x8q3, xé’q(,, - x(3)q3n, ey
(iii) xguo, xgul, xSuz, N xgun,
Como uma consequéncia do Teorema 2.10 e do Teorema 3 em [7], obtemos
o seguinte:

Corolario 2.32 Seja F um corpo de caracteristica 3. Entao o espago vetorial C(Qx4)
dos polinomios centrais da dlgebra Q4 = F(X)/T(4) nao € finitamente gerado como
T -subespago de F(X).

Se F possui caracteristica 2, entao x% +T® nao é central em Qy. Isso implica
que a descri¢ao dos polindmios centrais de Qq4 ¢é ligeiramente diferente do caso no qual
F possui caracteristica > 3. O nosso segundo resultado principal é uma descri¢ao

dos polinomios centrais da dlgebra Q4 quando F possui caracteristica 2.

Teorema 2.1 Seja F um corpo de caracteristica 2. Entdo C(Q4), o espago vetorial
dos polinémios centrais da dlgebra Q4 = F(X)/T®, € gerado como T-subespaco de
F(X) pelos polinomios

4 2 - 2 2 2
X1 [xz,X3,X4], X0, X092, X043, X044, ---,X04n, ----
Seja M o conjunto dos monomios monicos de F(X), isto é

M= {xilxiz...xin DX, EX}.
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O nosso terceiro resultado principal é uma generalizacao do resultado de Grishin
[22](Teorema 0.2 acima). Ele fornece uma descricdo mais precisa dos polinomios

centrais da algebra Q4 quando F é um corpo de caracteristica > 3.

Teorema 2.2 Seja F um corpo de caracteristica p > 3. Entao C(Q4), 0 espago
vetorial dos polinomios centrais da dlgebra Q4 = F(X)/T® € gerado (como espago

vetorial) pelos polinémios

(i) [a1,as][az,as], ailaz,a3,a4], a; € M,

.s r ry p—1 —1 —1 —1 .
(i) x" xfl "x?l [le,sz]xg-’z ...x;’z,il [szlfl,xm]x?y ,onde k>0,1>2.r,>0,i1 <
e <l J1 < < o
Sejam f = f(x1,...,x,) € F(X) um polinémio e yi,...,y, € X varidveis tais
que {x1,..., X, } N {y1,...,ym} = 8. Dizemos que f é um polinémio m-central de uma

algebra A se [f,y1,...,ym| pertence a Id(A). Os polindmios m-centrais de A, m > 2
sao chamados genericamente de polinomios hipercentrais de A. Observe que um
polinémio 1-central é polinomio central. Assim os polindomios hipercentrais sao uma
generalizac¢ao dos polinomios centrais. Essa genealizacao foi introduzida (com outra
terminologia) por Laue [36] no contexto de anéis associativos.

O nosso ultimo resultado principal é um conjunto de varias proposi¢oes que
fornecem uma descricao dos polinomios hipercentrais das algebras Q4 e Qs.

Esta tese esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 1 estao as
definicoes e resultados bem conhecidos que foram usados no texto. O Capitulo 2
¢ o mais importante desta tese, nele estao demonstrados os nossos trés resultados
principais, a saber o Teorema 2.1, o Teorema 2.2 e o Teorema 2.10. No Capitulo 3

damos uma descricao completa dos polinomios hipercentrais das algebras Q4 e Qs.



CAPITULO 1

Preliminares

Este capitulo faz uma sintese dos resultados conhecidos que serao usados
no decorrer desta tese. Ele foi escrito com base nos livros [13, 19] e demais artigos

citados ao longo do texto.

1.1 Identidades polinomiais e T-ideais

O conjunto dos nimeros naturais serd denotado por N=1{1,2,3,...}.
Lembremos que uma dlgebra A sobre um corpo F é um F-espago vetorial
munido de uma multiplicagdo A X A — A, (a,b) — ab que satisfaz, para quaisquer

a,b,c €A e A€ F, as seguintes propriedades:

a(b+c) =ab+ac, (1-1)
(a+b)c=ac+bc, (1-2)
AMab) = (ha)b = a(\b). (1-3)

Seja A uma &lgebra sobre um corpo F. Dizemos que

A é associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a,b,c € A,
A é comutativa se ab = ba, para quaisquer a,b € A,

A ¢é unitdria se existir um elemento 1 € A tal que la =a =al para todo a € A.

Seja I um subespaco vetorial de uma algebra A. Se ab € I sempre que a,b €1,
dizemos que I é uma subdlgebra de A. Se A for unitaria com unidade 1, entao para
ser subdlgebra I deve satisfazer ainda 1 € I. Se para quaisquer a € A e b € I, tivermos
ab €1 e ba € I, dizemos que I é um ideal bilateral de A.

Se I é um ideal bilateral de A, a algebra quociente de A por I é denotada
por A/I. A subdlgebra gerada por um conjunto S C A é a menor subdlgebra de A
que contém §. Analogamente se define o ideal bilateral de A gerado por um conjunto
SCA.
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Exemplo 1.1. Seja X = {xp,x1,x2,...} um conjunto enumerdvel de varidveis. A
dlgebra F(X) com base formada por 1 e pelos monémios xi, ...x;,, xi, € X, com
multiplicacao

(xil ...x,-m)(le ...Xjn) =Xiy - - Xip,Xjy - - - X,

¢ chamada dlgebra associativa livre (unitdria), livremente gerada por X. Os elemen-

tos de F(X) sdo chamados de polinomios.

De agora em diante e a menos que se faca mencao contraria, a palavra
“algebra” significard “algebra associativa unitaria”. Omitiremos também o termo
“sobre F” quando nao houver divida sobre qual corpo a algebra esta definida.

Seja f = f(x1,...,x,) € F(X) um polinomio e A uma &lgebra. Dizemos que

f é uma identidade polinomial para A se
flay,...,ay) =0, para quaisquer ay,...,a, € A.

No caso afirmativo, se f é um polinomio nao nulo de F(X), dizemos que A é uma
PI-dlgebra (do inglés Polynomial Identity). E comum escrever © f =07 para dizer que
f € uma identidade polinomial.

Sejam ayp,...,a, elementos de uma algebra. O comutador de comprimento
2 é definido por |a;,as] = ajay — aa;. O comutador de comprimento n (n > 3) é

definido recursivamente por
[ai,...,an—1,an] = [la1,...,an—1],an].

Exemplo 1.2. Uma dlgebra A é comutativa se, e somente se, satisfaz a identidade

polinomial [x1,x;] = 0.

Exemplo 1.3. Seja A uma dlgebra de dimensio <n (n € N). Entio A satisfaz a

tdentidade padrao de grau n

Sp(X1,y e yXn) = Z (=1)°xs(1) - - - Xo(n)»

cEeS,

(&

onde S, € o grupo das permutagoes de {1,2,...,n} e (—1)° € o sinal de ©.

Seja M, (F) a dlgebra das matrizes n X n com entradas no corpo F. Essa
4lgebra possui dimenséo n? e portanto satisfaz a identidade padrao de grau n®+ 1.
Em 1950, Amitsur e Levitski[1] provaram, por métodos puramente combinatérios, o

seguinte resultado:
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Teorema 1.4 ([1]). A dlgebra M,,(F) das matrizes n X n satisfaz a identidade padrdo

de grau 2n

son(X1, - x00) = Y, (=1)%Xg(1) - - Xo(2m)-

cESy,

Sejam F' um corpo infinito de caracteristica # 2 e V um espago vetorial sobre
F com base enumeravel ej,es,.... A dlgebra de Grassmann infinitamente gerada e
unitdria de V, denotada por E, é a algebra associativa gerada por 1,e1,e3,... e com
relagoes

eiej = —ejei

para quaisquer i,j € N. Formalmente, E é o quociente da &lgebra livre F(X) pelo
ideal bilateral gerado por todos os polinémios x;x; +x;x;, i, j € N. Analogamente se
define E,, a dlgebra de Grassmann (unitdria) finitamente gerada por 1,ey,e,...,e,.

Como um espago vetorial, E possui uma base formada por 1 e por todos os
monomios

ei\Ciy...ep, I <ip<.. <lI,isk€eN. (1-4)

Exemplo 1.5. A dlgebra de Grassmann E satisfaz a identidade polinomial

[x1,x2,x3] =0.

De fato, como o comutador [x1,x;,x3] é linear em cada entrada e a dlgebra
de Grassmann E é gerada como espago vetorial pelos elementos (1-4), é suficiente
mostrar que [a,b,c] = 0 para quaisquer elementos a,b e ¢ da forma (1-4). Se a ou b
¢ formado por um numero par de simbolos ey, entao usando a relacao e;e; = —eje;,
vemos que a comuta com b, logo [a,b,c] =0. Se a e b sdo formados por um nimero
impar de simbolos ey, entao [a,b] = ab— ba onde ab e ba sao formados por um niimero

par de simbolos es. Pelo caso anterior
[[a,b],c] = [ab — ba,c| = |ab,c] — [ba,c] = 0.

Portanto [a,b,c] = 0 para quaisquer a,b e ¢ da forma (1-4).
Sejam F um corpo e G um grupo finito. A dlgebra do grupo G, denotada

por FG, é o espago vetorial com base {g: g € G} e multiplicacao definida por

(Z chg> <Z th> = Z OCgBhghv
geG heG g,heG

onde gh é o produto em G.

Exemplo 1.6. Seja G o grupo gerado pelos elementos aj,az,... satisfazendo as

relagoes a? = 1, ((ai,aj),ar) = 1, i,j,k € N, onde (a,b) = a~'b~lab. Sejam F um
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corpo de caracteristica 2 e FG a dlgebra do grupo G. Defina gij = (ai,a;)+1 e seja
I o ideal bilateral de F G gerado pelos elementos

8ij&k +8&igjl, i,J,k,l €N.

E bem conhecido que F G /I satisfaz a identidade polinomial [x1,x2,x3] =0 (veja [12,
Lema 2.5], [27, Lema 2.1], [28, Exemplo 3.8]) e nao satisfaz a identidade polinomial
[x1,%2] ... [X2n—1,X21] = 0 para cada n € N (veja [12, Lema 2.6]).

Lembremos que uma transformacao linear ¢ : A — B entre duas algebras é

um homomorfismo de algebras se
@(ab) = 0(a)9(b), para quaisquer a,b € A.

Um homomorfismo ¢ : A — A é chamado endomorfismo da algebra A. A seguinte
proposigao torna facil a construgao de certos endomorfismos de F(X) (veja [13], pag.
9).

Proposicao 1.7. A dlgebra F(X) satisfaz a sequinte propriedade universal: se A €
uma dlgebra, entao toda aplicagao @ : X —> A pode ser estendida de maneira unica

a um homomorfismo @ : F(X) — A.

Um ideal bilateral I de F(X) é um T-ideal se @(I) C I para todos endomor-
fismos @ de F(X). O T-ideal gerado por um conjunto S C F(X), denotado por (S)7,
é o menor T-ideal de F(X) que contém S. Quando S é finito, dizemos que o T-ideal
é finitamente gerado.

Seja Id(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de uma &lgebra
A. Observe que Id(A) é um ideal bilateral de F(X). Mais ainda Id(A) ¢ um T-ideal de
A. De fato, seja f(xi,...,x,) uma identidade polinomial de A e @ um endomorfismo
de F(X). E claro que f(g1,...,8n) é ainda uma identidade de A para quaisquer
g1s---,8n € F(X). Como

(P(f(xlv""XVl)) :f((P(Xl),---,(P(xn)),

segue que @(f(x1,...,%,)) ¢ uma identidade de A. Logo Id(A) é um T-ideal de F(X).
Todo T-ideal é formado pelas identidades polinomiais de alguma algebra A.
De fato, se I é um T-ideal qualquer de F(X), nao é dificil verificar que I = Id(A)
onde A =F(X)/I.
O grau de um mondémio u=x;, ...x;, € F(X), denotado por degu, ¢ definido
por seu comprimento, isto é degu =n. Assim deg f, o grau de um polinomio f € F(X),

¢ definido como sendo o grau maximo dentre os monomios de f. Se x; é uma varidvel
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do monomio u, o grau de u em x;, denotado por deg,. u, ¢ o nimero de ocorréncias
de x; em u.

Um polinémio f = f(xi,...,x,) é homogéneo de grau m; em x;, se todos
os monomios de f possuem grau m; em Xx;; e € multi-homogéneo de multigrau
(my,...,my,) se f for homogéneo de grau m; em x;, para cada i = 1,...,n. Seja

f=f(x1,...,x,) um polinémio qualquer de F(X), podemos sempre escrever

f —_ Z ‘f(rrll,...ﬂ’l’Ln)7

m1>0,....m,; >0

onde f(m""'7m") é a soma de todos os monomios de f com multigrau (my,...,m,). Os
polinémios fmmn) s30 chamados de componentes multi-homogéneas de f.

Seja f = f(x1,...,x,) € F(X) um polinomio homogéneo de grau m em x;. O
polinomio

h=h(y1,. ., Yms X2, .-, Xn)

formado pela soma de todos os monomios g de f(y;+ -+ ym,Xx2,...,X,) tais que
deg, g =1, para cada i =1,...,m é chamado de linearizagao total de f em x;.
E claro que h é linear nas variaveis yy,...,y,. Outra propriedade importante

de h ¢é a seguinte igualdade:
h(x1,. . X1,X0, 0y Xn) =mUf(X1, .. %)

Seja I um T-ideal de F(X) e f € I um polinomio qualquer. Se todas as
componentes multi-homogéneas de f ainda pertencerem a I, dizemos que I é um
T-ideal multi-homogéneo.

A proposicao seguinte é bem conhecida, veja [13, Proposigao 4.2.3] e [19,
Teorema 1.3.2].

Proposicao 1.8. Seja F um corpo infinito. Entao todo T-ideal € gerado por seus

polinomios multi-homogéneos.

Dizemos que um polinémio f(xi,...,x,) € F(X) é multilinear se ele é multi-
homogéneo de multigrau (1,...,1). A proposigao seguinte também é bem conhecida,
veja [13, Proposigao 4.2.3] e [19, Teorema 1.3.8].

Proposicao 1.9. Seja F um corpo de caracteristica 0. Entao todo T-ideal é gerado

por seus polinomios multilineares.

Seja. T™ o ideal bilateral de F(X) gerado por todos os comutadores
lai,az,...,a,], onde a; € F(X).
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E um fato bem conhecido (veja por exemplo [13]) que se I for um T-ideal
gerado por um conjunto S C F(X), entdao todo elemento de I é uma combinagao

linear de polinomios da forma

af<b1a"'7bn)c

onde a,by,...,by,c pertencem a F(X) e f(x1,...,x,) pertence a S.
Existe uma situagao particular (e bem conhecida) da Proposi¢ao 1.8 na qual

o corpo F nao precisa ser infinito.

Proposicao 1.10. Sejam F um corpo qualquer e f = f(x1,...,x,) € F(X) um polino-
mio multilinear. Entao o T-ideal gerado por f é multi-homogéneo. Em particular,

T ¢ multi-homogéneo.

Demonstragio. Seja g € (f)T. Entdo g é uma combinacdo linear de polinémios da

forma

af(by,...,by)c, (1-5)
onde a,c e by(s =1,...,n) pertencem a F(X). Escreva os polinomios a,c e by(s =
1,...,n) como soma de suas componentes multi-homogéneas:

a= Za(il""’i"),c — Zc(jl .y ) by = Zbgklwwkn)_ (1-6)

Como f é multilinear, segue de (1-5) que g é uma combinagao linear de polinémios
da forma

a(il ,...,in)f(bgrlvnwrn), o ,bglkl7"'7k”))c(jl7--~ajll). (1-7)

Segue também da multilinearidade de f que cada polinomio f(bg”"”’r”), . ,bg,k"""k”))

é multi-homogéneo e assim cada polinémio de (1-7) é multi-homogéneo. Portanto,
cada componente multi-homogénea de g é uma combinacgao linear de polinomios
de (1-7), isto é, cada componente multi-homogénea de g pertence a (f)7. Isso
mostra que (f)7 ¢ multi-homogéneo. E facil ver que T é gerado como T-ideal
pelo comutador [xj,...,x,], que é um polindmio multilinear. Logo T & multi-

homogéneo. O

Dizemos que f € F(X) é um polinémio préprio se ele for uma combinagao

linear de produtos de comutadores da forma

[xil,...,x,-r]...[le,...,xjs].

Assumimos que 1 é também um polinomio préprio. O conjunto dos polinémios

préprios de F(X) serd denotado por B. Denotaremos também

B, =BNF(xi,...,xy), n €N,
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isto é, B, é o conjunto dos polinémios préprios de F(X) em n varidveis. O resultado

seguinte é devido a Drensky [14]. Veja também [13, Teorema 4.3.11].

Teorema 1.11 (veja [14], Lema 2.4). Seja A uma PI-dlgebra sobre um corpo infinito
F. Se
wi(x1,...,x) + (B,NId(A)),j=1,2,...

¢ uma base para o espago vetorial B,(A) = B, /(B,NId(A)), entdo o espaco vetorial
Fy(A) =F(Xy,)/(F(X,)NId(A)) possui uma base

Il 'y y —
XXt wi(xn, . x), i >0, =1,2,.

Um pequeno comentario: a hipotese do corpo F ser infinito no enunciado
do Teorema 1.11 é para garantir que Id(A) seja um T-ideal multi-homogéneo
(conforme a Proposigao 1.8). Assim a demonstracdo do teorema funciona apenas
com a hipétese de Id(A) ser multi-homogéneo. Em particular, como 1d(Q,) = T™ é
multi-homogéneo (Proposi¢ao 1.10), o teorema vale quando A = Q, = F(X)/ T ¢
F é um corpo qualquer. Todas as referéncias ao Teorema 1.11 estarao sendo usadas
nesse caso particular.

Dizemos que uma algebra A é uma dlgebra de Lie se para quaisquer
a,b,c €A,

aa=0, (1-8)
(ab)c+ (bc)a+ (ca)b = 0. (1-9)

Quando A é uma algebra de Lie, é usual denotar o produto ab por |a,b] (colchete
de Lie). Assim, as propriedades (1-1)-(1-3) significam que [, ] é bilinear e as

propriedades (1-8)-(1-9) sao escritas como

la,a] =0, (lei anti-comutativa)

[[a,b],c]+[[b,c|,a]l +[[c,a],b] =0 (identidade de Jacobi).
Pela lei anti-comutativa e pela bilinearidade do colchete de Lie temos
0= [a+b.a+b] = [a,a] +[a,b] + [b,a] + [b,5] = [a, b] + [b,al.

Consequentemente [a,b] = —[b,a], para quaisquer a,b € A.

Exemplo 1.12. Em uma dlgebra (associativa) A, defina o sequinte produto [a,b] =
ab—ba, a,b € A. E um trabalho rotineiro mostrar que A € uma dlgebra de Lie com

esse novo produto.
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A dlgebra Q, = F(X)/T™ é chamada dlgebra associativa Lie nilpotente
universal de classe n—1 ou ainda dlgebra relativamente livre na classe de algebras

associativas definidas pela identidade [xj,...,x,] = 0.

1.2 Polindmios centrais e T-subespacos

Seja Z(A) o centro de uma é&lgebra A, isto é Z(A) ={a € A: ab=
ba para todo b € A}. Dizemos que f(x1,...,x,) € F(X) é um polinémio central de
A se

flay,...,ay) € Z(A) para quaisquer ay,...,a, € A.

Um subespago vetorial I de F(X) é chamado T-subespaco se @(I) C I para
todo endomorfismo ¢ de F(X). Uma subdlgebra de F(X) que é também um T-
subespago é chamada T -subdlgebra de F(X).

O conjunto C(A) de todos os polindémios centrais de A forma um subespago
vetorial de F(X). Mais ainda C(A) é uma T-subdlgebra de F(X). De fato, segue
imediatamente da definicao de polinémio central que se f(xi,...,x,) € C(A), entao

f(g1,...,8n) € C(A) para quaisquer polinémios gi,...,g, € F(X). Como

O(f (k1,5 xn)) = fF(@(x1), -, 0(xn)),

segue que Q(f(xy,...,x,)) pertence a C(A) para qualquer endomorfismo @ de F(X).
Portanto C(A) é um T-subespaco de F(X). Como Z(A) é uma subdlgebra de A,
segue imediatamente da definigdo de polinémio central que C(A) é uma subélgebra
de F(X). Para referéncia futura no texto vamos escrever esse resultado (que é bem

conhecido) na forma de uma proposigao.
Proposigao 1.13. C(A) € uma T-subdlgebra de F(X).

Ao contrario de T-ideais, o estudo dos T-subespagos nao se reduz ao estudo
dos polinomios centrais. Mais precisamente, existem T-subespagos I de F(X) para
0s quais nao existe uma &lgebra A tal que I = C(A) (veja [20, Observagao 1]).

Um T-subespago I é gerado por um conjunto S C F(X) se I for o menor
T-subespaco de F(X) que contém S. No caso afirmativo escrevemos I = (S)75. Se §
for finito, dizemos que I é um T-subespaco finitamente gerado.

Seja I um T-subespaco de F(X) e f € I um polinomio qualquer. Se todas
as componentes multi-homogéneas de f ainda pertencerem a I, dizemos que I é um

T-subespaco multi-homogéneo.
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As duas proposicoes seguintes sao analogas a Proposicao 1.8 e a Proposigao
1.9, respectivamente. As demonstragoes destas sao também idénticas as demonstra-

¢oes daquelas, veja [13, 19].

Proposicao 1.14. Seja F um corpo infinito. Entao todo T-subespaco é gerado por

seus polinomios multi-homogéneos.

Proposicao 1.15. Seja F um corpo de caracteristica 0. Entao todo T -subespago é

gerado por seus polinomios multilineares.

A seguir, um caso particular (e bem conhecido) da Proposicao 1.14 que serd

muito utilizado nesta tese.
Proposicao 1.16. O T-subespago C(Q,) € multi-homogéneo.

Demonstracio. Seja f = f(x1,...,x) € C(Q,). Escreva f =Y fm-m) onde cada
f(’"l’“"mk) ¢ uma componente multi-homogénea de f com multigrau (my,...,my).
Observe que g = [f,x+1] = Z[f(m"“"mk),ka] pertence a T e cada polindmio
[f(ml""’mk),Xk+1] é uma componente multi-homogénea de g. Como T é multi-
homogéneo (Proposigao 1.10), segue que [f(ml’m’mk),Xk+1] pertence a T isto é
flmimi) pertence a C(Qy). Portanto C(Q,) é multi-homogéneo. ]

O resultado seguinte é bem conhecido e sera usado diversas vezes no texto.

Lema 1.17. As seguintes igualdades sao vdlidas em F(X)

(i) la1a2,a3,a4] = ar|az, a3,a4] + [a1,a3][az, a4] + [a1,a4][az, a3] + [a1, a3, a4]az,

(i1) laraz...an,a) =YY" ai...ai—1]ai,alaity ... ay.

Demonstracao. Para provar o item (i) usamos duas vezes a igualdade [ab,c] =

alb,c]+ [a,c]b. Para o item (ii), a mesma igualdade e indugao sobre n. O

1.3 Relacoes na algebra Qs

O objetivo desta segao é dar uma descri¢ao da algebra Q3 = F(X)/ T763). O

lema seguinte é bem conhecido, veja por exemplo [2, 9, 13, 18, 20, 32].
Lema 1.18. Seja F um corpo qualquer. Entao TG) contém os sequintes polinomios

(i) [x1,x2][x3,x4] + [x1,x3] [x2, 4],

(i) [x1,x2][x2,x3].
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Demonstracao. Vamos provar (i). Pelo Lema 1.17 (i), temos

[e1x2,x3,xa] = 1 [x2,x3,%x4] + [x1,x3] [x2, xa] + [e1, xa][x2, xX3] + [x1,%3, X4 ]2

= x1[x2,x3,x4] + [x1,x3,x4)x2 — [x1,x3][xa, x2] — [x1,%4][x3,22].
Como  [x1x2,x3,x4],%1[x2,x3,x4] € [x1,Xx3,X4]xy pertencem a TG, segue que
b1, x3)[x4,x2] + [x1,X4][x3,x2] pertence a T3, Reenumerando as varidveis vemos

que o polinémio (i) pertence a T©). Agora vejamos (ii). Usando a igualdade
lab,c| = alb,c] + [a,c]b, temos

[x1,x2][x1,x3] = [[x1,x2]x1,23] — [x1, x2,x3])x1

= [[x1,22x1], 23] — [x1, %2, x3)x1.

Logo [x1,x2][x1,x3] pertence a TG). O

Sejam ay,ay,a3,as polindmios quaisquer de F(X). Defina

(a1, az,a3,a4) = [ay,az][a3,a4) + [a1,a3][az, as).

Antes de prosseguir, vejamos algumas propriedades do polindomio ®.

Lema 1.19. Seja F um corpo qualquer. As sequintes igualdades sao vdlidas em F (X)

para quaisquer ay,...,as € F(X).
(i) w(aiaz,a3,a4,as) = a1w(az,a3,a4,as) + arw(ai,a3,a4,as) + |ai,a3,az[as,as] +
[01,04,02] [613,615],

(ii) w(ar,a2a3,a4,as) = arw(ai,a3,a4,as) + w(ar,az,a4,as)as + [ai,as,az}[a3z,as] +
[611,612] [a57a47a3];
(iii) ®(ay,az,a3,a4as) = as0(ay,az,a3,as) + w(ai,az,as,a4)as + lay,az, asl(as, as) +

[Cl] ’ 03,04] [a27 615] .

Demonstracao. Basta usar a definicao de @ em cada membro esquerdo de cada um
dos itens. O

A proposigao seguinte é bem conhecida. Veja por exemplo [2, 9, 13, 18, 20,
32].

Proposicao 1.20. Seja F um corpo qualquer. Entdao 76 ¢ gerado como ideal

bilateral de F(X) pelos polinémios

(2) [xi17xi27xi3] (xl'sEX)f

(i) [xiy,xiy ] [xi37xi4] + i, 7xi3] iy, xi,] (xi, € X).
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Demonstragao. Seja I o ideal bilateral de F(X) gerado pelos polinémios (i) e (ii).
Devemos mostrar que T®) =1. Pelo Lema 1.18, temos I C T®). Resta mostrar que
TG) C I. Observe que T®) é gerado como ideal bilateral de F(X) pelos polinémios
da forma

[a1,a2,a3] (1-10)

onde os a; sdo monoémios quaisquer em F(X). Assim ¢ suficiente mostrar que os
polinomios da forma (1-10) pertencem a I. Faremos a prova por indugao, e para ela

funcionar, precisamos mostrar também que I contém todos os polinémios da forma
o(ay,az,a3,a4), (1-11)

onde ®(xy,x2,x3,%1) = [x1,x2][x3,x4] + [x1,x3][x2,X4] € 08 a@; sd80 monoémios quaisquer
de F(X). A prova serd por indugao sobre m = deg f, onde f é um polinémio da forma
(1-10) ou da forma (1-11).

E claro que degf > 3. Se deg f =3, entao f é da forma (1-10) com cada q;
de grau igual a 1, isto é, f é da forma (i) e portanto f pertence a I. Assim, a base
da inducao é m = 3. Para o passo de inducao suponha que deg f = m > 3 e que todos
os polinémios de (1-10)-(1-11) de grau menor do que m pertengam a I.

Suponha primeiramente que f é um polinémio da forma (1-11) e vamos
denoté-lo por . Se degw = 4, entao cada a; possui grau igual a 1. Assim ® é um
polinémio de (ii) e temos ® € I. Podemos entdo supor que degm = m > 4. Entao
a; = a.a; com dega),dega) < dega; para algum i, 1 <i<4. Como 0(ay,az,a3,as) =
o(ay,a3,az,as) é suficiente considerar os casos a; = ajaf,a, = db,d} e ay = djd)]. Pela

Proposicao 1.19, temos

o(did],ar,a3,a4) = a\0(d],az,a3,a4)+a]w(d),az,a3,a4) +

+ [d},a2,d\[a3,a4) + [d},a3,d{][az, as). (1-12)

Como os graus dos polinoémios [d},az,d!], [d},a3,d]],0(a],a2,a3,a4) e ©(d},a2,a3,a4)
sao menores do que m, segue da hipdtese de inducao que todos esses polinomios
pertencem a I. Logo também pertencem a I todos os polinémios do lado direito da
igualdade em (1-12). Segue assim que o polinémio w(a}a/,az,a3,as) pertence a 1.

Novamente pela Proposicao 1.19 temos

o(ay,dras,az,ay) = ay0(ay,dy,as3,a4)+0(ar,dr,a3,a4)ds + (1-13)
+ [alaa3aa/2] [a/2/7a4] + [alva/2] [a47a37a/2/]7
o(ay,ar,a3,ayd)) = ay0(al,ar,as,dy)+o(a,ax,as,ay)ay + (1-14)

+ [alvazvaﬁl] [a3,aﬁ(] + [a17a37aﬁl] [a27a£1/]7



1.3 Relagoes na algebra Q3 29

e podemos proceder de modo andlogo ao caso de w(aja},as,as,as) para concluir

que os polinomios da forma (1-13) e (1-15) pertencem a I. Mostramos assim que
o(ay,ay,as,as) pertence a I para quaisquer mondmios a; € F(X).

Suponha agora que f ¢é um polinomio da forma (1-10), isto é f =
flar,az,a3) = lay,az,as]. E claro que deg f > 3. Se deg f = 3, entao cada a; pos-
sui grau igual a 1, isto é, f é um polinémio da forma (i). Logo f € I. Suponha

que degf =m > 3. Assim a; = dia] para algum i, 1 <i<3. Como f(aj,az,a3) =

—f(az,a1,a3), é suficiente considerar os casos a; = dya e a3 = dydf. Seja a; = d\d}.

Pela Proposicao 1.17 (i), temos

[allalllva27a3] = all [alllva27a3] + [allva27a3]a/1/ + [allaaz] [alllaa3] + [a,17a3] [alllaaél'lw
!
1

= dy[d},az,a3] + [a},a2,a3]d] — 0(d},a2,a3,a7)

Como os graus dos polinoémios [af,az,a3] e [d},a2,a3] sdo menores do que m, segue
da hipdtese de indugao que esses polindmios pertencem a I. Como ja mostramos que
o polindémio ®(a},as,as,day) pertence a I, segue que todos os polindmios de (1-15)

pertencem a I, consequentemente [a’la'{ ,az,as] pertence a I. Finalmente, considere

a3 = dsa. Temos

la1,a2,a5d5] = dilar,an,d5) + a1, a2, d5)d5. (1-16)

Como os polindmios [ay,as,dy] e |ai,as,ds| possuem graus menores do que m, segue
da hipétese de inducdo que eles pertencem a I. Logo os polinémios ajlay,az,ds]
e [a1,a2,d5]az também pertencem a I e consequentemente o polinémio [ay,as,ads]
pertence a I. Mostramos assim que [a},a;,a3] pertence a I, para quaisquer monomios
a; € F(X), portanto T®) C I. Como a inclusio I € T®) j& foi mostrada, obtemos

TG =Jea demonstracao esta completa. O
A proposigao seguinte é bem conhecida, veja [7, 13, 20].

Proposicao 1.21. Seja F um corpo qualquer. Entao o espago vetorial Q3 =
F(X)/T®) possui uma base

3
xlr11 x:’: Pjis Xl - a5l 76, (1-17)

onde k>0,1>0,r; >0, i1 <...<ip e j1 <...< Joy.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.11 (e o comentério logo abaixo dele) é suficiente

mostrar que os elementos

X)X ]+ (BOTG)) << iy (1-18)
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formam uma base para o espago vetorial B/(BN T(3)). Mostremos primeiramente que
os elementos (1-18) geram B/ (BNT®)). Seja f = f(x1,...,x,) € B um polinémio pré-
prio com f ¢ 73). Como o espago vetorial B é gerado por produtos de comutadores,

podemos considerar
f: [x,-l,...,x,-k]...[le,...,le].

Mais ainda, como f ¢ T(3), segue que f deve ser da forma

f= [leﬂsz] “e [szszszl]‘

A igualdade [x1,x2] = —[x2,x1] e a relacio [x1,x2][x3,X4] = —[x1,x3][x2,x4] (mod T?))
(Lema 1.18(i)) implicam que podemos trocar, médulo BNT®), quaisquer duas
varidveis de f de lugar. Segue desse fato e da relacdo [x1,x2][x2,x3] € T®) (Lema
1.18 (ii)), que se f tiver duas varidveis iguais, entdo f € BN TG). Portanto todas as

variaveis de f s@o distintas e f+ (BN T(3)) ¢ um multiplo escalar do elemento
Pjisxn] o Py s X 4+ (BN T(3))7j1 <...<ja-

Agora vamos mostrar que os elementos (1-18) s@o linearmente independentes.

Observe que os polinomios da forma

[levsz] e [xj2171 7szz]ajl << Jju (1-19)

sao multilineares e determinados por seus multi-graus. Como T) é multi-homogéneo
(Proposicao 1.10), basta mostrar que todo polinomio da forma (1-19) nao pertence
a T®) ou equivalentemente, que o polindémio b = [X1,%2] ... [x21—1,24] N80 pertence a
TG). Para fazer isso, dividiremos o argumento em dois casos.

Caso 1: char(F) # 2. Considere os 2n primeiros geradores da Algebra de

Grassmann E: ey, es,...,ez,. Como

le1,e2]...[ean—1,€20] =2"€1 ... €0, # 0,

segue que b nao pertence a Id(E). Logo b nao pertence a TG,

Caso 2: char(F) =2. Seja F(G)/I a élgebra do Exemplo 1.6. Como vimos
F(G)/I satisfaz a identidade polinomial [x],x2,x3] = 0 mas nao satisfaz a identidade
polinomial [x1,xp] ... [x2,—1,%2,] = 0. Isso implica que b ndo pertence a TG

Segue portanto que os elementos (1-18) formam uma base para o espaco
vetorial B/(BNT®)). Pelo Teorema 1.11, os elementos (1-17) formam uma base para
0 espaco vetorial F(X)/T®). O

Lema 1.22 (veja [26]). Seja F um corpo de caracteristica p.
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(i) Se p>n—1, entio [x5,x1] =0 (mod T™),

(ii) Se p>n, entio (x1x2)P = x{x5 (mod TM),

(iii) Se p=2, entdo (x1x2)* = x¥x} (mod TO)).

Demonstracao. Para os itens (i) e (ii) consulte [26]. Vamos provar o item (iii).

Observe que (x1x7)% = x%x% +x1[x1,x2]x2. Assim

(xix2)* = (x1x2)(x1x2)* = (4123 +x1 [x1,%2)%2) (X125 + X1 [¥1,%2]x2)  (1-20)

= (x79) (¥x3) + (x7x3) (1 [x1, o)) + (1 [, 22 )02) (x73) +

+ (1 [xr,x)x) (20 [x1, x2]x2).

Usando a igualdade [ab,c] = a[b,c] + [a,c]b, temos [x3,x2] = x1[x1,x2] + [x1,22]x1 =

2x1 [x1,x2] + [x1,x2,x1] = [x1,X2,X1]. Assim x% +7G) é central em Q3. Como [x1,x2] +
TG) também é central em Q3, segue de (1-20) que

(x1x2)4 = xi‘x% + 2x?x% [x1,x2] + (xlxz)z[xl ,x2][x1,x2]  (mod T(3)).

Como char(F) =2 e [x1,x][x1,x] € T®) (Lema 1.18 (ii)), obtemos (xx2)* = x¥x}
(mod T®)).

1.4 Polindmios centrais da algebra Q;

O objetivo desta secao é dar uma descricao dos polinomios centrais da
dlgebra Q3 = F(X)/T®). Essa descricao foi obtida em 2010, independentemente por
Bekh-Ochir e Rankin [3], por Brandao Jr, Koshlukov, Krasilnikov e Silva [7] e por
Grishim [23]. Seguiremos exposicao de [7].

Seja F um corpo qualquer de caracteristica p > 0. Seja g(x1,xp) =

-1 -1
Xt [x1,x2]xh " e para cada n > 1 defina

Gn = qn(x1, ..., x20) = q(x1,X%2)q(x3,x4) . .. q(X20—1,%2).

Agora seja E a dlgebra de Grassmann (infinitamente gerada e unitéria) sobre
um corpo infinito F de caracteristica p > 2. Foi mostrado em ([3], [7], [23]) (veja o
Teorema 0.1) que C(E), o espaco vetorial dos polinomios centrais de E, é gerado

como T-subespago de F(X) pelos polinémios

x1[x2,x3,x4), X5, xbq1, ..., XD qn,. ... (1-21)
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Seja M o conjunto dos mondmios monicos de F(X), isto é M = {x;,xi, ...x;,
n,is > 0}. A seguinte descricao mais precisa de C(E) foi obtida por Deryabina e
Krasilnikov [10] & partir de [7].

Teorema 1.23 (veja [7, 10]). Seja F um corpo infinito de caracteristica p > 2.
Entao C(E), o espaco vetorial dos polindmios centrais de E, € gerado (como espago

vetorial) pelos polinomios

ailaz, a3, a4, la1,a2), a; € M, (1-22)
~1 ~1 ~1 -1
xflrl ...xir"xfl [le,sz]x?2 ...x?y_l X ,szl]le , (1-23)

k>0,0>0,r>0,i1 <...<ig,j1<...< jo

Na verdade as demonstragdes do Teorema 0.1 apresentada em [7] e do

3) onde

Teorema 1.23 apresentada em [10] funcionam para a dlgebra Q3 = F(X)/T(
F é um corpo qualquer de caracteristica p > 2. Assim podemos reescrever esses dois

teoremas nas formas seguintes:

Teorema 1.24 (veja [7, 10]). Seja F um corpo qualquer de caracteristica p > 2.
Entao C(Q3), o espago vetorial dos polindmios centrais da dlgebra Q3 = F(X)/T(3),

¢ gerado (como espago vetorial) pelos polinémios

ailaz,as, a4, |ar,az],a; € M, (1-24)
-1 ~1 ~1 ~1
xﬁ” ...xirkx‘; [le,sz]x‘?z ...x?zzil[xjﬂ_l,sz,]xfﬂ , (1-25)

k>0,1>0,rs>0,i1 <...<ig,J1 <...< Jo.

Corolério 1.25 (veja [7]). Seja F um corpo qualquer de caracteristica p > 2. Entao
C(Q3), 0 espago vetorial dos polindmios centrais da dlgebra Q3 = F(X)/T®), ¢ gerado

como T-subespaco de F(X) pelos polinémios
il s, o <, s, B (1-26)

Para tornar esta tese mais auto-suficiente, vamos demonstrar o Teorema
1.24 e o Corolario 1.25.

Lema 1.26 ([7], Lema 10). Seja F um corpo qualquer e g = g(x2,...,x,) € F(X)

um polindémio que ndo depende de x1. Se x1g8+T®) for central em Q3 = F(X)/T®),

entao g € TG,

Demonstragio. Usando a igualdade [a,bc] = bla,c] + [a,b]c, temos [xg,x1g] + T4 =
x1[x0, 8] + [x0,x1]g + T®). Como x1g+T®) é central em Qs, temos [xg,x1g] € T®).
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Assim
x1[x0,8] + T = —[xo,x1]g + 7. (1-27)

Seja g+T =Y, 0uaq + 73 onde o €F e os a+ TG) s3o elementos distintos
da forma (1-17). Observe que os polinomios @; ndo dependem de xp e x; (por-
que g = g(x2,...,x,) ndo depende). Agora, aplicando a igualdade [a,a;...a,| =

?iai...ai—1[a,ajlaiy ...a, (Lema 1.17 (ii)) em [xg,a;] e observando que [x1,x2] +

TB) ¢ central em Qs, segue que para cada 7,

[x0,a;] + T© ZBk

onde B,(;) c€Fe b,(;) + T3 sio elementos da forma (1-17) que néo dependem de x; e

tais que j; = 0. Assim

x1[x0, 8] + T ZZ(xtBk xlb )+ 7O,

t

(1)

Observe que cada x1b,’ é um polinomio de (1-17) no qual x| aparece na “parte
nao-comutador” x;! xlr: e a “parte comutador” [x;,,x},]...[xj, |,Xj,] ndo depende
de x;.

Por outro lado, [xo,x1]g+ TG Zt oy [xo0,x1]a; + 73). Como os polinomios a
nao dependem de xg e x1, e [xg,x1] +7) é central em Q3, os produtos [xg,x1]b; sdo
polinémios distintos da forma (1-17) tais que x; aparece na “parte comutador” e a
“parte nao-comutador” nao depende de x;.

Mostramos assim, que existem dois conjuntos By e By de polinomios da

forma (1-17) com B; N By = @ e tais que

X1 [X(),g] € [XO,X1]g

sao, modulo T(3), combinagoes lineares de B; e Bj, respectivamente. Comos os
elementos de (1-17) s@o linearmente independentes (Proposigao 1.21), segue de (1-
27) que

MMM+T®=—MJM+ﬂ$:ﬂ”

Consequentemente Y, o [xo,xl]a, +7T0) = [x0,x1]g+T®) =T ¢ assim o; = 0 para
cada t. Portanto g+ 76 =Y, oa +T( ) =T0), isto é gEc TG e a demonstracio

estd completa. O

Lema 1.27 ([7], Lema 11). Seja F um corpo qualquer e f=f(x1,...,x,) € F(X) um
polinémio homogéneo de grau 1 em x1. Se f+T3) for central em Q3 (X)/T(3)
entio f € ([x1,x])TS +TG).
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Demonstracao. Seja f =Y, 0;a;x1b; onde o; € F e a;,b; sao monomios (algum dos

quais pode ser 1). Como a;x1b; = x1b;a; + [a;,x1b;], temos

f:X1g(x2,...,Xn)+h(X1,...,Xn) (1_28)

onde h(xy,...,x,) = Y;;la;,x1b;] pertence ao T-espago gerado por [xj,xp] e g =
g(x2,...,x,) nao depende de x;. Como f+T®) e h+T®) sio centrais em Qs, segue
de (1-28) que x1g+T®) também é central em Q3. Pelo Lema 1.26, obtemos g € T®)
e novamente por (1-28) temos f € ([xy,x])7S +7G). O

Proposicao 1.28 (veja [3, 7, 23]). Seja F um corpo de caracteristica 0. Entao C(Q3),
o espaco vetorial dos polinomios centrais da dlgebra Q3 = F(X)/T(3), ¢ gerado como

T-subespaco de F(X) por 1 e pelos polinémios [x1,x3] e x1[xz,x3,x4].

Demonstragao. Seja f = f(x,...,x,) um polinémio central de Q3. Pela Proposicao
1.15, C(Q3) é gerado como T-subespago por seus polinomios multilineares. Assim
podemos assumir que f é multilinear. Em particular, f é homogéneo de grau 1 em
x1, logo o Lema 1.27 garante que f pertence a <[x1,xz]>TS—|—T(3), isto é, f pertence

ao T-subespago gerado pelos polinémios [xi,x2] e xj[x2,x3,X4]. O

Lema 1.29 ([7], Lema 12). Seja F um corpo de caracteristica p e f = f(x1,...,X%,) €
F(X) um polinémio homogéneo de grau m; em x; onde my nao é um mailtiplo de p.
Se f+TO) for central em Q3 = F(X)/T®) entio f € (x;,x])S+T10).

Demonstracao. Pela Proposi¢ao 1.16 nao ha perda de generalidade em supor que f
¢ multi-homogéneo de grau m; em x;. Escreva m; = pg+r com 0 < r < p. Usando
a base de Q3 dada na Proposigao 1.21, vemos que existe g = g(xy,...,x,) € F(X),

multi-homogéneo de grau r em x; tal que
fATO) =xPg 1173, (1-29)

Defina o endomorfismo @ de F(X) por @(x;) = 1+x; e @(x;) = x; se i > 1. Por (1-29)
temos
O(f) + T = (1+x)%g(1+x1,52,...,x2) + T (1-30)

Como g(xy,...,x,) é a componente multi-homogénea (de grau r em x;) do polinémio
(14+xP)9g(1 4 x1,%2,...,%,), segue de (1-30) que g+ T3 é central em Q3. Seja
h=nh(y1,...,Yr,X2,...,X,) & linearizacao total de g em x;. Entao h+T®) é central
em Q3 e segue do Lema 1.27 que h € ([x;,x])7S +T®). Como

h(xp,.. o x1,%0,. ., %) =11g(x1,...,X),
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obtemos g € ([x1,x2])TS +TG). Como ! + TG ¢ central em Q3 (Lema 1.22 (i)) e
C(Q3) ¢ uma dlgebra (Proposicao 1.13) segue que x{7 + TG) é central em Q3. Assim

g, 03] + TG = [P x, 23] + TG, (1-31)

Como g € ([x1,x2])TS +T®) segue de (1-29) e (1-31) que f € (x;,xx )5 +7CG). O

Lema 1.30 (veja [3, 7, 23]). Seja F um corpo de caracteristica p > 2. Entdo
xﬁ)il[xl,xz]xgil +710) ¢ central em Q3 = F(X)/T®).

Demonstragao. Aplicando a igualdade [ajas...an,a] =Y ja1...ai-1[a;,dlaiyr .. .an
(Lema 1.17) temos
—1 -1 -2 —1 -1 -1
W ex)d a3 = sl T el X e, 4+

+ xlf_][xl,xz]xg_z[xz,xﬂ.
Como [ay,az] +T®) é central em Q3 e [a1,as][ar,a3] € T®) (Lema 1.18 (ii)), obtemos

W el ] = ) bl Al T e,
+ 7 w2 =0 (mod TO)).

Assim x[f*l[xl,xz]xg*l +7G) ¢ central em Q3. O

Demonstracao do Teorema 1.24.

Vamos verificar primeiramente que (1-24)-(1-25) sdo polinémios centrais da
algebra Q3 = F<X>/T(3). E claro que xp[xz,x3,x4] + 7G) e [x1,X2] + TG) sdo centrais
em Q3. Como C(Q3) é um T-subespago (Proposicao 1.13), segue que ele contém
os polinomios da forma (1-24). Como xj +7T®) e x’f_l [xl,xz]xg_l +T®) sdo centrais
em Q3 (Lema 1.22 (i) e Lema 1.30, respectivamente) e C(Q3) é uma T-subdlgebra
(Proposigao 1.13), é facil ver que os polinémios da forma (1-25) também pertencem
a C(03).

Agora vamos mostrar que os polinomios da forma (1-24) e (1-25) geram
C(Q3) como espaco vetorial. Seja f = f(x1,...,x,) um polinémio central da algebra
Q3. Se f € T entdo f é uma combinacéo linear de polinémios da forma ay[as, a3, a4)
(a; € M), que estao entre aqueles de (1-24).

Podemos entao assumir que f ¢ T®). Pela Proposicao 1.16 podemos assumir
também que f é multi-homogéneo de grau m; em cada variavel x; (i = 1,...,n).
Suponha que o grau de alguma variavel x; nao seja divisivel por p. Reenumerando
as variaveis x;, podemos assumir sem perda de generalidade que i = 1. Assim, pelo

Lema 1.29 temos
fe (xS +10). (1-32)
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Como ([x1,x2])75 é gerado como espaco vetorial pelos polinémios [aj,as] (a; € M) e
TB) ¢ gerado como espago vetorial pelos polindmios a; [az,a3,a4] (a; € M), segue de
(1-32) que f é uma combinagao linear de polindémios da forma (1-24).

Agora suponha que todos os graus das variaveis x; sejam divisiveis por p. Ja
vimos que [x1,x2] + T®) ¢ x? +T03) sdo centrais em Q3. Assim, segue da Proposicao
1.21 que f+T® pode ser escrito como uma combinacio linear de elementos da
forma

P pri p—1

N L A 1P 73
Xip e Xy X [le,sz]sz "'szzf1[xl2l—1’x121]szz +T

onde k>0,l>0,r;>0,1<ij<...<ip<nel<j;<...<jy<n.Segue assim que
f pode ser escrito como uma combinagao linear de polinémios da forma a[az, a3, a4]

(a; € M) juntamente com aqueles da forma (1-25).

O lema seguinte é bem conhecido e a demonstracao que daremos é apenas

um esboco.

Lema 1.31. Seja F um corpo de caracteristica p > 0. Entao o polinomio
[x1,%0] ... [X20_1,%24] pertence a (gn)7>.
Demonstragio. Seja V = (x'~'[x, ,xz]xg_l>TS. Defina o endomorfismo @ de F(X) por
¢Q:x;— 1+ox,i=1,2,a € Z,. Entao

p—1
Y ofgev (1-33)
k=0

onde gy = (p zl)xll( [x1,x2]x5 ~!. Fazendo uso do bem conhecido argumento da matriz de
Vandermonde (veja por exemplo [[13],Proposigao 4.2.3]), pode ser mostrado que g €
V para cada k=0,...,p—2. Em particular go = [xl,xz]xg_l € V. Usando novamente
esse argumento, mas agora com V = <[x1,x2]x§71>TS, podemos mostrar que [x,x2](
pertence a [xl,xz]x’z’_l)TS . Consequentemente [x|,x;] pertence a (x} _l[xl,xz]x§_1>TS.
Para o caso geral, se fizermos V = {g,,)” e aplicarmos o mesmo argumento acima n

vezes, podemos mostrar que [x1,x3] ... [x2,_1,%] pertence a {(g,)7>.

]

Demonstracao do Corolario 1.25.

Seja Q o T-subespago gerado pelos polinémios (1-26). Devemos mostrar que
C(Q3) = Q. Como os polinomios (1-26) estao entre os polinomios (1-24)-(1-25) (que
pertencem a C(Q3) pelo Teorema 1.24), temos Q C C(Q3).

Vamos mostrar que C(Q3) C Q. Pelo Teorema 1.24 ¢ suficiente mostrar que
os polinémios (1-24)-(1-25) pertencem a Q. Como [x},x;] pertence ao T-subespago

gerado pelo polinoémio g(x,x2) = xi[x1,x2]x2 (Lema 1.31), segue que [x1,x2] pertence
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a Q. Como xi[x2,x3,x4] também pertence a Q, segue que os polinémios (1-24)
pertencem a Q. Dividiremos o argumento restante em dois casos.

Caso p > 2. Pelo Lema 1.22 (ii) temos
(x1x2)? = x0x8  (mod TH).

Usando essa relagao, nao é dificil ver que cada polinémio da forma (1-25) pertence
ao T-subespago gerado pelos polindomios xj[xp,x3,x4], xg e xgqm para algum m € N.
Assim os polinémios (1-25) pertencem a Q quando char(F) > 2.

Caso p =2. Observe que

(xlxz)2 = xpoxixy =x1(xx + [x,x1])xn = (1-34)

= x%x% +x1[x2,x1 |32 = x%x% + x1 [x1, x2]x2.

Usando (1-34) néao ¢ dificil ver que cada polinomio da forma (1-25) pertence ao T-
subespaco gerado pelos polindmios x% e x(z)qm, para algum m € N. Assim os polinémios
(1-25) pertencem a Q quando char(F) = 2.

Mostramos assim que C(Q3) = Q, ou seja C(Q3) é gerado como T-subespago

pelos polinomios (1-26).

1.5 Relacoes na algebra Q,

Nesta secio exibiremos algumas relacdes na algebra F(X)/T™. O Lema
seguinte é bem conhecido, veja [9, 11, 16, 21, 33, 34, 44].

Lema 1.32. Seja F um corpo qualquer. Entio T™® contém os sequintes polinomios:

[X1,X2,X3,%4], (1-35)

[x1,x2,x3] [x4, %5, %], (1-36)

[X1,X2,x3][xa, 5] 4 [x1,22,x4][x3,X5], [x1, %2, %3] [x4,x5] + [x1,X4, %3] [x2, X5], (1-37)
([xl 7x2] [X3,X4] + [xl ,X3] [X2,X4])[x5,x6] . (1'38)

Demonstracao. E claro que o polindémio (1-35) pertence a T™. Vamos mostrar que

os polinémios de (1-37) pertencem a T™. Usando a igualdade [ab, c] = a[b,c] +[a,c]b
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obtemos

[X1,%2,X3%4,X5] = [x3[x1,%x2,x4],x5] + [[x1,%2, X3]x4,X5]
= x3[x1,x2,X4,%5) + [x3,%5][x1, X2, %4] +

+  [rr,x2,x3) (x4, x5] 4+ [x1,X2,%3,X5]x4.

Como os polinémios x|, x2,X3x4,X5],X3[X1, X2, X4,X5] € [x1,%2, X3, X5]x4 pertencem a T™),
temos

[x1,X2,x3][xa,x5] + [x3,%5][x1, %2, x4] € T, (1-39)

Como [x3,x5][x1,X2,X4] = [x1,%2,X4][x3,x5] (mod T™), segue de (1-39) que
ey, x2, 3] [xa, 5] + [x1,x2,x4] [x3,x5] € T, (1-40)
Agora, pelo Lema 1.17 (i) e pela igualdade [ab,c] = alb,c]+ [a,c]b temos

[x1x2,x3,%4,x5] = [x1[x2,X3,%4],x5] 4 [[x1, %3] [x2, X4], 5] + (1-41)

+

[[1, 4] [x2, %3], x5] + [[x1,%3, X4]x2, x5]

X1 [X2,%3,X4,X5] + [x1,%5] [x2, X3, %4] + [x1, %3] [x2, X4, X5] +
+  [rr,x3,25) 02, xa] + [x1, xa][x2,x3, X5] + [x1, X4, x5] [x2, X3] +
+  [rr,x3,2x4) [x2, x5] 4+ [x1, X3, 24, X5]x2.

Observe que os polindémios [x1x2,x3,x4,X5],X] [x2,%3,%4,X5] € [x],X3,x4,X5]x2 pertencem
a T™W. Por (1-40), o polinémio [x1,x3,xs)[x2,x4] + [x1,x3,x4][x2,x5] também pertence

a TW. Assim, segue de (1-41) que
ey, xs] [z, x3,x4] + 1, 03] [x2, x4, 5] + [x1,24] 12, %3, x5] + [0, x4,65] [, x3] € T
(1-42)
Como |ay,as][a3,as,as] = |a3,a4,as][ar,az] (mod T™), segue de (1-42) que
2, x3,x4] [t 5] + [x2, x4, x5 [x1,x03] + [z, x3,%5] (1, 4] + [x1,.x4, x5 [x2,x3] € T
(1-43)

Novamente por (1-40), o polinomio [x2,x3,x4][x1,xs] + [x2,x3,X5][x1,x4] pertence a

T®). Logo (1-43) implica que
e, x4, x5 [x1, %3] + [x1,x4,x5][x2,x3] € T,
e consequentemente

ey x2,x3] x4, 5] + [x1,x4,x3] [z, x5] € T, (1-44)
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Por (1-40) e (1-44), vemos que os polindmios de (1-37) pertencem a 7). Vamos

mostrar que o polinémio (1-36) pertence a T™. Por (1-40) temos

D1, x2, X3 [[x4, x5], x6] + [x1,X2, x4, x5]] [x3,x6]) € T,

Como [x1,x7, [x4,x5]] = [x1,x2,X4,X5] — [x1,%2,X5,x4] € T® . obtemos
[x1,x2,x3][x4, x5, x6] € T, (1-45)

Finalmente, vamos mostrar que o polinémio (1-38) pertence a T™. Por (1-44)
obtemos

[xle,X3,X4] [X5,x6] + [X5,X3,X4] [.X]Xz,Xﬁ] S T(4). (1—46)

Seja ®(x1,x2,x3,Xx4) = [x1,x2][x3,x4] + [x1,x3][x2,x4]. Por um lado, segue do Lema
1.17 (i) que

[x1x27-x37x4] [x57x6] = X1 [x27x37x4] [XS,X6] - (D(xl ,X3,X4,X2) [XS,X6] + [X] ,x3,X4]X2 [XS,X6]
= x1[x2,x3,X4][x5,%6] +x2[x1,%3,X4] [X5,%X6] + [x1,%3,X4,%2][ x5, X6] —

- O)(X] ,X3,X4,X2)[X5,X6],
isto é

X1x2,%3,X4][X5,%6] = x1[x2,X3,X4][x5,X6] + X2 [x1,x3,x4][x5,%6] —  (1-47)

— ©(x1,x3,%4,x2)[x5,%6] (mod T™).
Por outro lado

[xs,x3,x4][x122,X6] = [x5,X3,%a]x1 [x2,%6] + [X5,%3,X4][x1,X6]X2
= X1[x5,x3,X4][x2,%6] + [x5,x3,X4,x1][x2, X6] +

+  xp[xs,x3,x4][x1,x6] + [X5,%3,x4,%0][x1,X6] + [x5, X3, Xa] [x1, X6, x2].
Usando (1-45), obtemos
[x5,X3,X4][x12x2, X6] = x1[X5,X3,X4] [x2, x6] + X2[x5,x3,x4][x1,%6] (mod T(4)). (1-48)
Somando (1-47) e (1-48), segue de (1-46) que

x1([x2,x3,x4][x5,X6] + [x5,%3,x4][x2,%6]) +  x2([x1,x3,%4][x5,%6] + [x5,x3,x4][x1,X6]) —

- 0)(x1,x3,X4,X2)[X5,X6] € T(4)
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Finalmente, por (1-44), segue que ®(x1,x3,X4,%2)[x5,X6] € T® e portanto

4)

o(x1,x2,%3,%4)[xs,x6] € T™®. Mostramos assim que todos os polinémios de (1-

35)-(1-38) pertecem a T™, o que conclui a demonstracéo do lema. O

Na verdade os polinémios (1-35)-(1-36) do Lema 1.32 geram T*) como ideal
bilateral de F(X) (veja [[11],Teorema 1.3]), mas ndo precisaremos desse resultado

mais geral nesta tese. O corolario seguinte ¢ bem conhecido, veja [11, 16, 21, 33, 44].

Corolario 1.33. Seja F um corpo qualquer e ay,ay, ... ,ax+1 polinomios de F(X).
Entao
(i) las ]---[ac(qu),ac(zk)] = (—1)%ar,a2]...|azk—1,a2] (mod T(4)),k >
3 (6} E Szk,
(i) las ):do(3)l[as(4),ao(s)] - - - [do(20) s A2k 1 1)]
= (—1) [a17a27a3][a4,615] .. Jazk, axi1] (mod TW) k >2,6 € Sy,

(iii) [a1,ay,a3)[as,as) € T® desde que char(F) # 3.

Demonstragao. Comecemos por (i). Vamos provar a afirmagao para k = 3, isto é

[as(1):ao(2))[06(3), @s@))[ao(s) ao(s)] = (—1)°lar, a2][as,aul as, a]  (mod T™)

(1-49)

para qualquer 6 € Sg; 0 caso geral é andlogo. E claro que (1-49) é vélido para

= (12),0 = (34) e o = (56). Como [x1,x2][x3,x4][x5,x6] + [x1,X3][x2,X4][x5,X6] €

T® (Lema 1.32) vemos que (1-49) vale para ¢ = (23). Como [[ay,as],[a3,a4]] =

la1,a2,a3,a4) — [a1,a2,a4,a3] € T, temos [a1,as][az,a4] = [a3,a4][ar,az] (mod T™)).

Usando a tltima relagao e observando que [x3,x4][xs,x6][x1,%2] + [x3, 5] [x4,x6] [x1,x2] €
T (Lema 1.32), obtemos

ber,x0) a3, ) [xs,x6) = [x3,xa] [xs, %) [x1,x2]  (mod )
= —[x3,5][x4,%][x1,%2] (mod T™)

= —[x1,x0][x3,x5][xa,x6] (mod T™).

Portanto (1-49) é valido para ¢ = (45). Como S¢ é gerado pelas permutagoes
(12),(23),(34),(45) e (56), segue que (1-49) é vélido para qualquer G € Sg.

Agora vamos provar (ii). Consideraremos apenas o caso k =5, isto é

o (1) Xa(2) - Xo(3)] o(a) Xo(s5)] = (—1)°[x1,x2,x3][xa,x5]  (mod 7)) (1-50)

para qualquer ¢ € Ss; 0 caso geral é anédlogo. E claro que (1-50) é vélido para 6 = (12)

= (45). Vimos no Lema 1.32 que os polinoémios [x1,x2,x3][x4,x5] + [x1,X2,X4][x3, X5]
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e [x1,x2,x3)[x4, 5] -+ [x1, x4, x3][x2, x5] pertencem a T, Isso mostra que (1-50) também
é valido para 6 = (34) e 6 = (24). Como Ss ¢é gerado pelas permutagoes (12), (24), (34)
e (45), segue que (1-50) é valido para qualquer G € Ss.

Vejamos (iii). A identidade de Jacobi nos fornece
a1, a2,a3][as, as] + a2, a3, a1][as,as| + [a3, a1, az][as, as] = 0.

Por (1-50) isso implica que 3[ay,as,as][as,as] € T®. Como char(F) # 3, obtemos
la1,a2,a3)as,as] € TW. O



CAPITULO 2

Polindmios centrais da algebra Q,

Neste capitulo daremos uma descricao dos polinomios centrais da algebra
Q4 onde F é um corpo qualquer. Dividimos o capitulo em duas sec¢oes: na primeira

tratamos o caso de caracteristica p # 3 e na segunda o caso de caracteristica p = 3.

2.1 O caso de caracteristica # 3

O objetivo desta secao é fornecer uma descricao dos polinomios centrais da
algebra Q4 onde F é um corpo de caracteristica p # 3. Mais precisamente, provaremos

o segundo e o terceiro resultado principal desta tese.

Teorema 2.1. Seja F um corpo de caracteristica 2. Entao C(Q4), o espago vetorial
dos polinémios centrais da dlgebra Oy = F(X)/T®, € gerado como T-subespaco de

F(X) pelos polinémios
4 2 2 2 2
X1 [xz,X3,X4], X0, X092, X043, X044,---,X04ns----

Teorema 2.2. Seja F um corpo de caracteristica p > 3. Entio C(Qa), 0 espago
vetorial dos polinémios centrais de Q4 = F(X)/T®) € gerado (como espago vetorial)

pelos polinomios

[alaaz][a?)aa“»]a al[a27a37a4]7ai €M7 (2'1)
—1 —1 —1 —1
xf]rl o ‘xl{;rkx?] [‘le 7xj2]x§2 o 'x§2[71 [‘xj2171 7xj2[]x§?2[ ) (2_2)

k>0,1=00ul>2,r,>0,i1 <...<ip, j1 <...<joy-

Comecaremos estudando a forma dos polinomios centrais de Q4 que sao

homogéneos de grau 1 em x;.

Lema 2.3. Seja F um corpo qualquer e f = f(x1,...,x,) € F(X) um polindmio

homogéneo de grau 1 em x1 tal que f pode ser escrito, modulo T7G), como uma
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combinacgao linear de polinomios da forma

rl

Xiy - xlr: [le ’ij] e [XJZI—l 7xj21]7 (2—3)

ondek>0,1>22,r,>0, 1<i1<...<ixy<nel<ji<...<jy<n. Entao existem
polinémios g1 = g1(x2,...,%,) € F(X) (que ndo depende de x1), g» € {[x1,x2][x3,x4]) 75

e g3 € TG tais que f=x181+8 +g3.

Demonstragao. Se mostrarmos que para cada polinémio & da forma (2-3) existem
polinémios A = hy(x2,...,%,) € F(X) (que ndo depende de x1), hy € {[x1,x2][x3,x4]) 75
e h3 € TG) tais que h = x1hy + hy + h3, entao é facil ver que existem polinomios
g1 =81(x2,...,x,) € F(X) (que nao depende de x1), g2 € ([x1,x2][x3,x4])75 e g3 € T
tais que f =xig1 + 82+ 83.

Seja h um polinémio da forma (2-3). Como h é homogéneo de grau 1 em xi,
zr,f X ) Xy %]

temos h = x1hy, que estd na forma desejada pois h; nao depende de x;. Agora seja

segue que i = 1 ou j; = 1. Suponha iy = 1. Pondo A :xirz2 S X

. _ N Tk — . . .
j1=1. Pondo a=x;'...x;5, sendo / > 2, podemos escrever h = alxi,x,|b[xjy, ;%))

onde b é 1 ou um produto de comutadores. Agora

a[xl7xj2]b[xj2!—l ijzz] = [axlﬂsz]b[szlfwszz] - [avsz]xlb[szlq 7xj21]
= [axlbﬂsz] [szlq 7xj21] —ax [bvsz][szzfl 7xj21] -

- xlb[avsz][szl—l 7xj21] - [avszvxlb] [xj2l—1 7xj21]-

Sejam hy = —bla,xj,|[xj,, %), |, ho = [ax1b,x,][Xjy,_Xjy ] € b3 = —axi[b,x),][x),, %), ] —
la,xj,,x1b][x}, ,,xj,]. Observe que h; nao depende de x; e hy € (Joer, x2] [oe3, x4]) TS,
Observe também que hz € T®) porque b,xj,] € TG). Assim h = x1h) + hy + h3 estd

na forma desejada, e isso conclui a demonstracao. [

Lema 2.4. Seja F um corpo qualquer e f = f(x1,...,x,) € F(X) um polindmio
homogéneo de grau 1 em x1. Se f+T® for central em Q4 = F(X)/T®, entio
£ € (fxrxo)[xz,xg) IS+ TG,

Demonstracao. Pela Proposicao 1.16, nao ha perda de generalidade em supor que f
6 multi-homogéneo. Segue da Proposicao 1.21 que f pode ser escrito, médulo T4,

como uma combinacao linear de polinomios da forma

xlrl1 . xzr,f P Xl Py (2-4)

onde k>0,[>0,r,>0,1<i1<...<ixr<nel<j<...<jy<n. Primeiramente,

vamos mostrar que [ > 2 para todos os polinomios de (2-4).
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Afirmagao 1: Temos [ # 0 em todos os polinomios de (2-4). De fato, seja

xlrllxlrz2 .. xlr: (2-5)
um polinémio de (2-4) com coeficiente o € F. Vamos mostrar que o = 0. Como cada
polinomio de (2-4) é homogéneo de grau 1 em x;, temos i; = 1 e r; = 1 no polinémio
(2-5). Defina o endomorfismo ¢ de F(X) por @(x1) =x; e @(x;) =1 se s # 1. Segue
de (2-4) e (2-5) que @(f) + T = ax; + T, Como C(Q4) + T3 C C(Q3), temos que
oy 4+ T 6 central em Q3. Mas isso implica o = 0 porque x1 +7) néo é central em
Q3.

Afirmagao 2: Temos [ # 1 em todos os polindémios de (2-4). De fato, seja

Xt ) (2-6)

um polindmio de (2-4) com coeficiente B. Vamos mostrar que B = 0. Defina o

endomorfismo ¢ de F(X) por ¢(x;,) =xj, se s € {j1,/2} e 0(x5) =1, se s & {j1, )2}
Entao segue de (2-4) e (2-6) que

O(f) + T = B2 [xjy,xp,] + T,

Seja g(xj,,xj,) = x1x7[xj,xp]. Observe que [xj,x),] é uma componente multi-
homogénea do polinomio g(x;, +1,x;, +1) = (x;, + 1) (xj, + 1)"2[x;,,x,]. Suponha
que B # 0. Entao g(xj, +1,x;, + 1) pertence a C(Q4) + T7G) e como C(04) + TG
é um T-subespago multi-homogéneo (Proposi¢oes 1.10 e 1.16, respectivamente),
concluimos que [x;,,x;,] pertence a C(Q4)+T3). Assim existem h; € C(Q4) e hy € T
tais que

[le ,sz] =hi+h.

Como h; # 0 (porque [xj,,xj,] ndo pertence a 7)) ¢ TG 6 multi-homogéneo,
podemos supor que h; é multi-homogeéneo de grau 1 em x; e xj,, e grau 0 nas
demais varidveis. Portanto h; é um polinomio de grau 2 e [hy,x,41] possui grau 3.
Logo [h1,xn+1] ndo pertence a T®, isto é, hy nao pertence a C(Q4), uma contradigao.
Portanto deve ser B = 0. Segue das Afirmagoes 1 e 2 que [ > 2 para todos os
polinémios de (2-4).

Reunimos todas as hipdéteses do Lema 2.3 e isso garante a existéncia de
polindmios g = g1(x2,...,%,;) € F(X) (que ndo depende de x1), g2 € {[x1,x2][x3,x4]) 75
€ g3¢€ TG tais que

f=x181+8+83 (2-7)

Como f,g> e g3 sao polinomios centrais de @3, segue que x;g; também é um
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polinomio central de Q3. Aplicando o Lema 1.26 obtemos g € TG, Assim, por
(2-7) temos que f pertence a {[x1,x2][x3,x4])7S + T, O

Lema 2.5 (veja [22, 25]). Seja F um corpo de caracteristica # 3. Entdo
1, x0][x3, 4] + T@ e xq[x2,x3,x4) + T sdo centrais na dlgebra Qs = F(X)/T®.

Demonstragio. Primeiramente vamos mostrar que [x;,x2][x3,x4] +T®) é central em

Q4. De fato, usando a igualdade [ab,c| = alb,c|+ [a,c]b, temos

[x1,x2][x3,xa],x5] = |1, x2][x3,%4,x5] + [x1,X2,%5] [x3, X4]

= [x3,2x4,x5][x1, x2] + [[x1,x2], [x3, %4, x5]] + [x1,%2,%5][x3, x4].

Pelo Corolario 1.33 (iii), os polinomios [x3,x4,xs5][x1,x2] € [x1,Xx2,x5][x3,x4] pertencem
a T, Como [[x1,x2], [x3,%4,%5]] também pertence a T™) | segue que [[x1,x2][x3,%4], x5]
pertence a T™, isto ¢, [x1,x2][x3,x4] + T® é central em Q4. Vamos mostrar agora

que xi[x2,x3,x4] + T® é central em Qg. De fato, como

[x1[x2,x3,Xx4],x5] = x1[x2,x3,%4,x5] + [x1,x5][x2,%x3,x4]

e os polinomios xi[xz,x3,x4,X5],[x1,X5][x2,X3,%4] pertencem a T® segue que

[x1[x2,X3,%x4],x5] pertence a T isto é, xi[x2,x3,x4] + T™ é central em Q4. ]

Proposicao 2.6 (veja [25]). Seja F um corpo de caracteristica 0. Entao C(Q4), o0
espaco vetorial dos polinomios centrais da dlgebra Q4 = F<X>/T(4) ¢ gerado, como

T-subespaco de F(X), por 1 e pelos polinomios [x1,x3][x3,xa] e x1[x2,x3,X4].

Demonstragao. Ja vimos no Lema 2.5 que [x1,x2][x3,x4] e x; [x2,X3,X4] s@0 polindmios
centrais de Q4. Vamos mostrar que esses polinomios geram C(Q4) como T-subespago.
Seja f = f(x1,...,X;,) um polinémio central da algebra Q4. Pela Proposi¢ao 1.9
podemos assumir que f é multilinear. Em particular, f é homogéneo de grau 1 em
x1. Assim, pelo Lema 2.4, f pertence a ([x1,x][x3,x4])7S + 7). Consequentemente

f pertence ao T-subespago gerado pelos polinoémios [x,x2][x3,x4] € x1[x2,x3,x4]. O

A demonstracao do lema seguinte é uma adaptacao da demonstracao do
Lema 12 de [7].

Lema 2.7. Seja F um corpo de caracteristica p #0 e f = f(x1,...,x,) € F(X) um
polinémio homogéneo de grau my em xy, onde my ndo é wm miltiplo de p. Se f+T¥

for central em Qy, entdo f € ([x1,x2][x3,x4])7S +TG).

Demonstracao. Pela Proposi¢ao 1.16 nao ha perda de generalidade em supor que

f é multi-homogéneo de grau m; em x;. Escreva m; = pg+r com 0 < r < p.
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Usando a base de Q3 = F(X)/T® dada na Proposicio 1.21, vemos que existe

g=g(x1,...,x,) € F(X), multi-homogéneo de grau r em x; tal que
fAHTO) =xPg 170, (2-8)

Defina o endomorfismo ¢ de F(X) por @(x;) =14x; e @(x;) = x; se i > 1. Por (2-8),
temos
O(f) + T = (1-+:0)0g(1 431,52, 50 + T, (2:9)

Observe que C(Q4) e T®) sdo T-subespacos multi-homogéneos (Proposicio 1.10
e Proposicao 1.16, respectivamente), logo C(Q4) +7T6) é um T-subespaco multi-
homogéneo. Observe também que g(xi,...,x,) é a componente multi-homogénea de
grau r em x; do polindmio (1+x{)7g(1+x1,x2,...,x,). Por (2-9), (1+x{)%g(1+
X1,X2,...,%,) pertence a C(Q4) + TG, logo g pertence a C(Q4) +70G). Seja h =
h(y1,...,Yr,X2,...,X,) a linearizacao total de g em x;. Entao h € C(Q4) + 76 e segue
do Lema 2.4 que h € {[x2,x3][x4,x5])7S +T3). Como

h(xp,. ., x1,X%2,. .., X) = 11g(x1,...,X,),

segue que g € ([x1,x2][x3,x4])"S + 7). Finalmente, como x? +T©) ¢ central em Q3
(Lema 1.22 (i)) e C(Q3) é uma &lgebra (Proposi¢ao 1.13), é claro que x’fq—l—T@) é

central em Q3. Assim
x7[x2, 3] [xa, x5) + TG = X 9xa, x3) [x4,x5] + T®). (2-10)

Como g € ([x1,x2][x3,x4]) TS+ TB) segue de (2-8) e (2-10) que f € ([x1,x2][x3,x4]) 75 +
73). O lema estd demonstrado. ]

Lembrando que ¢, = gqn(x1,...,%) = q(x1,x2)...q(x20—1,%2,) onde

q(x1,x2) :xf_l[xl,xz]xg_l, temos o seguinte:

Lema 2.8 (veja [22]). Seja F um corpo de caracteristica p # 3. Entio qu+T® ¢
central na dlgebra Qs = F(X)/T® se, e somente se n > 2.

Demonstracao. Vamos mostrar que qn+T(4) é central em Q4 para cada n > 2.
A prova serd por indugao sobre n. Primeiramente vamos mostrar que ¢ + T®
é central na algebra Qu, isto é, que [g(x1,x2)q(x3,x4),x5] = q(x1,%2)[q(x3,%4),X5] +

[g(x1,x2),x5]q(x3,%x4) pertence a T™); essa serd a base da indugao. Usando a igualdade
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laiay...ap,a) =YY" ai1...ai—1]ai,alaiy . ..a, (Lema 1.17 (ii)), temos

[q(x3,x4),x5] = [xé’ [xg,x4]xff , Xs]

-2 -1 -1 -1
o3, xs)xh "z, xalx 44X e, xs] 4+

_|_

-1 )
x5 [x3, 4] [xa, x5]

-2 -1 -2 -1

X8 s, xs)[x3, xa)x T+ X3, xs,xh e, xaln 4L+
-1 -1 -1 -2

X8 e, xa,xs)a T L xh T [, x] [, xs x4

4
1 )
+ xg [x3,x4][xf: s [xa,x5]].

Como [x1,x2,x3][x4,x5] € T™ (Corolario 1.33 (iii)) segue que todos os polinémios

[x3,x5,xg_2][x3,x4]x£_l,...,xg_l[x3,x4] [xf:_z, [x4,x5]] pertencem a T™. Assim

1

[q(x3,x4),x5] = xg_z[X3,x5][x3,x4] +... +x§_1 [X3,X4,X5]X£:_l +...+(2-11)

e
+ 28 a3, x][xa,xs)xf 2 (mod 7).
Uma vez que [x1,x2][x3,xa] + T™ e [x1,x2,x3] + T sdo centrais em Q4 (Lema 2.5),
decorre de (2-11) que

q(x1,x) g3, xa),x05) = o o] o, xs) s, xS T T L (2-12)
+ x‘i’_l[xl,xz][X3,x4,xS]x12”—1xg—1x§_1+
+ o ey, xa) e xa fr, xsJollTETE (mod TW),

O Corolério 1.33 (i) implica que todos os polinémios

~1 ~1_p—2_p-1 -1 1 _p—1_p-2
Xy o) [, s P, xalxd oG T T [ x] [a xa s )T aE T g
pertencem a T® ¢ o Coroldrio 1.33 (iii) implica que o polinomio
x’f_l[xl,xz] [x3,x4,x5]x’2’_1x§_lef_l também pertence a T™. Assim, por (2-12) te-
mos que ¢(x1,x2)[q(x3,x4),x5] pertence a TW. B fcil ver que [g(x1,x2),x5)q(x3,x4)

também pertence a T*). Portanto

[q2,%5] = [q(x1,%2)q(x3,%4), 5] = q(x1,%2)[q(x3,%a),%5] + [q(x1,%2),%5]q(x3,X2)

pertence a T¥, isto &, g»+T™® é central em Q.

Agora, suponha por hipétese de inducao que g, + T® & central de Q4 para
cada m satisfazendo 2 <m < n. Como C(Q4) é uma dlgebra (Proposigao 1.13) e ambos
qn—2 € g2 pertencem a C(Q4), segue que g, = gu—2¢2 também pertence a C(Q4). Isso

completa a inducao.
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Para finalizar a demonstragao, resta mostrar apenas que ¢ +TW =
xpfl[xl,xﬂxp*l +T@W nao é central em Q4. De fato, como [x1,x%2] é uma com-
ponente multi-homogénea do polinomio (x1 + 17~ x; 4 1,x0 + 1](xa + 1)771, se
x1[x1,x2]%0 4+ T™ fosse central em Q4, entao [x1,X2] + T® seria central em Qg, uma

contradicdo. Logo ¢ +T® nio é central em Q4. O lema estd demonstrado. O

Lema 2.9. Seja F um corpo de caracteristica 2. Entao x8+T(4) ¢ central na dlgebra
Q4 =F(X)/T® se, e somente se n é um maltiplo de 4.

Demonstragao. Usando o fato de que char(F) =2, um céalculo direto mostra que
g, x1] = [x0,%1,%0,xG)-

Assim [xg,xl] pertence a T®, isto é xg+T(4) é central em Q4. Sendo C(Q4) uma
algebra (Proposigao 1.13) segue que xg’ +T® & central em Qg4 para cada ¢ € N. Agora
suponha que x5+ T® seja central em Q4. Vamos mostrar que n = 4¢ para algum ¢ € N.
E suficiente mostrar que os elementos x% + T(4), xg + T(4), xgt oy T(4), xgt 24T@W e
xgt 34 7™ ndo sao centrais em Q4 para qualquer 7 € N.

Como [x(z),xl] = [x0,X1,X0] possui grau 3, segue que [x(z),xl] nao pertence a

TW, isto é x(2)+ T™ ndo é central em Q4. Observe que
x5, x1] = x3[x0,x1] + [x0,%1,%0] X0 (2-13)

Suponha que [xg,xl] eTW. Como [x0,X1] é uma componente multi-homogénea do
polinémio (xo + 1)?[xo,x1] + [x0,x1,%0] (x0 + 1), segue que [xg,x1] € T™. Mas isso néo
é possivel porque o polindémio [xp,x;]| possui grau 2. Logo x(3) +7T® nao é central em

Q4. Como xé’ +T® ¢ central em Q4, temos

[x3t+1,x1] = x3 [x0,x1] + [x¢, x1]x0 = x¢ [x0,x1]  (mod T(4)).
Como [xp,x1] é uma componente multi-homogénea do polinémio (xq + 1) [xo,x1],
se [xé’“,xl] e T®. terfamos [x0,x1] € T®, o que é uma contradi¢io. Portanto

xgtH +T@ ndo é central em Qu. Agora

o] = g g + '

= x{'[x2,x] (mod T™)
= x¢[x0,x1,%0).

Como [xp,x1,Xp] é uma componente multi-homogénea do polindmio (xp +

1)*[x0,x1,%0], se [x"2,x1] € T®, terfamos [xo,x1] € T™®, 0 que é uma contra-
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digdo. Portanto xg'™ +T® nao é central em Q4. Por iltimo, usando (2-13) temos

o] = ' b, + [’ g

X d,x]  (mod T™)

= X' (x§[x0, x1] + [x0,x1,%0)x0)
= x3" "2 [x0,x1] + x§! [xo, X1, X0 x0.

Como [xp,x1] é uma componente multi-homogénea do polindmio (xo+ 1)¥+2[xg,x1] +

(x0 + 1)¥[x0,x1,%0] (xo + 1), se x4 x1] € T terfamos [xo,x1] + [x0,x1,%] € TW, o
que é uma contradi¢ao. Portanto xgt+3 +T® ndo é central em Q4. Isso conclui a

demonstracao. O]
Demonstracao do Teorema 2.1.

Demonstracao. Vamos verificar primeiramente que
4 2 2 2 2
X1[x2,X3,X4), X0, X592, X535 X0qds - - - X0y - - - - (2-14)

sao polinomios centrais de Q4. Segue do Lema 2.5 e do Lema 2.9 que os elementos
x1[x2,x3,x4) + TW e x4+ T™ sdo centrais em Qy, respectivamente. Resta mostrar
que x(z)qn +T® & central em Q4 para cada n > 2. De fato, usando a igualdade
lab,c] = a[b,c] + [a, c]b temos

3gn,xmi1] = x3[qnX2ns1] + x5, x2041]qn (2-15)

= x%[qn7x2n+1] =+ 2x0[x07x2n+1]6b1 + [x07x2n+17x0]CIn~

Como [x0,X2n+1,%0) +T@® ¢ central em Qu, segue do Coroldrio 1.33 (ii) (ou
(iii)) que [x0,%20+1,%0]gn € T™. Pelo Lema 2.8, temos x3[gn,x2041] € T™. Sendo
char(F) =2, segue de (2-15) que [x3qn,x2041] € T™®. Portanto x3q, +T™ é central
em Q4 para cada n > 2.

Vamos mostrar que os polinomios da forma (2-14) geram C(Q4) como T-
subespago. Seja f = f(xi,...,x,) um polinémio central de Q4. Podemos assumir que
fé¢ T®) pois TG) é gerado como T-subespaco pelo polindmio x; [x2,X3,X4], que esta
entre aqueles de (2-14). Pela Proposigao 1.16, podemos assumir também que f é
multi-homogéneo de grau m; em cada variavel x; (i =1,...,n).

Suponha que o grau de alguma varidvel x; nao seja divisivel por 2. Reenume-
rando as variaveis x;, podemos assumir, sem perda de generalidade que i = 1. Assim,
pelo Lema 2.7, f pertence ao T-subespaco gerado pelos polinomios [xy,x;][x3,x4]

e x1[x2,x3,x4]. Segue do Lema 1.31 que o polinémio [x;,x3][x3,x4] pertence ao T-
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subespaco gerado pelo polinomio x(z)qz. Logo f pertence ao T-subespaco gerado pelos
polinomios da forma (2-14).

Agora suponha que todos os graus m; das variaveis x; sejam divisiveis por
2. Como x% +70G) ¢ [x1,%2] + T®) sdo centrais em 03, segue da Proposicao 1.21 que
f+T® é uma combinagao linear de elementos da forma

2 2
xi1r1 X rkle [le 7x]2]x12 X jor1 [szlq ’szl]xjﬂ + T(3)7 (2‘16)
onde k>0,1>0,1<ii1<...<pp<nel<ji<...<jy<n.

Afirmagao 1: [ # 1 para cada elemento de (2-16). Suponha o contrério, que
algum elemento de (2-16) ocorra com [ = 1. Escolha dentre os elementos com [ =1
aquele com j; minimal e coeficiente o € F (nao nulo). Denote tal elemento por

2 2 3
axhrl X rkle [jy s Xy, + 76, (2-17)

Defina o endomorfismo ¢ de F(X) por @(x;) =xj, se s € {1,2} e ¢(xj,) =1

se s ¢ {1,2}. Entao segue de (2-16) e (2-17) que
2r1 2 +1) +1
o(f) +7% = o ]r1 rzle s X X, +710 +B Jlr1 J(r2 )+T( ) (2-18)

(r1+1) (r2+1)—|—T()

_ 2r1+1_2r+17 )
= o'y [le,xn]—i—ij]

onde B € F com B> 0. Como T®) C C(Qy), segue de (2-18) que g(xj,,xj,) =
2r1+1_2rm+1 +1) 2(r2+1
(X*lerl Xjf [levsz]+B o j2(r2 )

que C(Q4) ¢é multi- homogeneo e [xj,,xj,] +xj,xj, = xj,xj, é uma componente multi-

¢ um polinomio central de Q4. Uma vez

homogénea do polinémio g(x;, +1,x;, + 1), segue que x;,x; é um polinomio central
de Q4. Mas isso nao é possivel porque todo polinémio central de Q4 possui grau no
minimo 3. Portanto todos elementos de (2-16) sao tais que [ # 1.

Afirmagao 2. Cada elemento de (2-16) com [ > 2 é uma combinagao linear

de elementos da forma

b2qs(xj,,. . xj )+ T3, s >2, b e F(X). (2-19)
De fato, usando a igualdade x3x3 = (x1x2)? + x1[x1,%2)x2 em (2-16), ndo ¢ dificil
verificar a afirmacao.

Afirmagao 3: O elemento de (2-16) com [ =0 é um multiplo escalar do
elemento a* + T para algum a € F(X). De fato, segue da Afirmacao 1 que os
elementos (2-16) sao tais que I =0 ou [ > 2. Assim, pela Afirmacao 2, f+ 70 ¢ a
soma do elemento

Wi x24T0 yeF (2-20)
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com uma combinagao linear de elementos da forma (2-19). Se Y= 0, entdao vemos
que f pertence ao T-subespago gerado pelos polinémios xj[x2,x3,x4] € x%qn, n>2,
que estio entre aqueles de (2-14). Assim podemos supor y# 0. Como f+T® e
b2qs(Xjys- X)) + T® sdo centrais em Qy, segue que yx%rl x4 T™ & central em
Q4. Agora para cada i = 1,...,n, defina os endomorfismos ¢; de F(X) por 0;(x;) = x; e
0;(xs) = 1 se s # i. Segue de (2-20) que ¢;(f) +T5) = yxl-zr" +70G). Como T®) C C(Qy)
e Y# 0, temos que xizr" +T® ¢ central em Q4. Pelo Lema 2.9 temos 2r; = 4t; para
algum #; € N. Logo (2-20) pode ser escrito como

')(x‘l”1 i 7)) (2-21)

Como (x1x2)* = x{xd (mod T®)) (Lema 1.22 (iii)), segue que 'yxllltl x4 TB) =
Y .. A 4+ TB). Pondo b= (¥ ...x7) a Afirmacio 3 segue. Agora, segue de (2-
16) e das Afirmagoes 1 & 3 que f pertence ao T-subespaco gerado pelos polindmios

(2-14). A demonstracao esta completa. O
Demonstragao do Teorema 2.2.

Demonstragao. Primeiramente vamos mostrar que (2-1)-(2-2) sao polinémios cen-
trais de Q4. Como C(Q4) é uma T-subdlgebra de F(X) (Proposigao 1.13), é suficiente
mostrar que

[x17x2] [x37x4]7x1[x27x37x4]7xg €dn,n > 2

sao polinomios centrais de Q4; mas isso segue diretamente do Lema 2.5, do Lema
1.22(i) e do Lema 2.8.

Vamos mostrar agora que os polinoémios (2-1)-(2-2) geram C(Q4) como
espago vetorial. Seja f = f(xj,...,x,) um polinomio central de Q4. Pela Proposigao
1.16 podemos assumir que f ¢ um polinomio multi-homogéneo de grau m; em cada
varidvel x;. Se f € T®) ndo é dificil ver que f é uma combinacdo linear de polinomios
da forma ai[az,as,as] com a; € F(X) (que estao entre aqueles de (i)). Assim podemos
assumir que f & TG).

Considere o caso em que o grau m; de alguma variavel x; nao seja multiplo
de p. Reenumerando as variaveis x;, podemos assumir, sem perda de generalidade,
que i = 1. Pelo Lema 2.7, temos que f pertence ao T-subespaco gerado pelos
polinémios [x1,x2][x3,x4] € x1[x2,x3,%4] € disso decorre que f é uma combinagao linear
de polinémios de (2-1).

Agora, considere o caso em que os graus m; de todas as varidveis do
polinémio f sejam divisiveis por p. Como xg +70G) e [x1,x2] +703) sqo centrais em

03, segue da Proposicao 1.21 que f+ TG pode ser escrito como uma combinacao
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linear de elementos da forma

xﬁrl X 'xirkxi_l [le 7sz]x§'72_1 xf; 11 [szl 17x]21] + ¢ ) (2-22)
onde k, [ >0,r; >0, 1 <i1 <...<ip<n, 1 <j;1 <...< jy <n. Afirmamos que [ # 1
para cada elemento em (2-22). Suponha o contrario, que algum elemento de (2-22)
possua [ = 1; e dentre todos esses, escolha aquele com j; minimal. Tal elemento se
escreve como

Kl p l[le,sz] 470, (2-23)

I Ik

Defina o endomorfismo @ de F(X) por @(x;,) = xj, se s € {1,2} e ¢(x;,) =1 se
s ¢ {1,2}. Entao por (2-22) e (2-23) temos
o)+ T = oy oy epla, 47, (2:24)
onde o € F é nao nulo. Segue do Lema 1.33 (iil) que x| [x2,x3,x4] + T™ é central
em Q4. Consequentemente T3) C C(Qy4). Assim, por (2-24) segue que glxj,xj,) =
xi)]r” i’zxp] [le,sz]xi_l é um polinémio central de Q4. Como [xj,x;,] é uma
componente multi-homogénea do polinomio g(xj, +1,x;, +1) = (x;, +1)?"1(xj, +
)P (xj, 4+ 1P xj,,x5,](xj, + 1)P~1 e C(Q4) é um T-subespago multi-homogéneo
(Proposicao 1.16) segue que [x;,,x;,] + T™ & central em Qu, 0 que é uma contradicao
porque [xj,,Xj,,Xj;] ¢ T
Desse modo, f+T®) pode ser escrito como uma combinacio linear de
elementos de (2-22) com [ =0 ou [ > 2. Como 73) ¢ gerado como T-subespaco por
x1[x2,x3,X4], segue que f pode ser escrito como uma combinagao linear de polinémios

de (2-1)-(2-2). Isso conclui a demonstracao. O

Conforme mostrado por Grishin [[22], Teorema 2] (veja o Teorema 0.2),

quando char(F) = p >3, C(Q4) é gerado como T-subespago pelos polindémios
xi[x2,x3,x4], xb, xb g, ... xbgn, ... (2-25)

Esse resultado é uma consequéncia do Teorema 2.2. De fato, seja Q o T-
subespago gerado pelos polinomios (2-25). Como os polinomios (2-25) estao entre
aqueles de (2-1)-(2-2), segue que Q C C(Q4).

Para obter a inclusdo contraria, é suficiente mostrar que os polinomios (2-
1)-(2-2) pertencem a Q. E claro ai[a,a3,a4] pertence a Q. Segue do (Lema 1.31)
que [x1,x2][x3,x4] pertence ao T-subespago gerado pelo polindmio xfgs. Assim os

polinomios de (2-1) pertencem a Q.
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Como (x1x2)? = x{x) (mod T?)) (Lema 1.22(ii)), ndo é dificil ver que os
polinomios da forma (2-25) pertencem ao T-subespaco gerado pelos polindmios
x1[x2,x3,x4), x8 e xbgn,n > 2. Logo os polinémios da forma (2-25) pertencem Q,

consequentemente C(Q4) C Q.

2.2 O caso de caracteristica 3

O objetivo principal desta segao é dar uma descrigao dos polinomios centrais
da &lgebra Q4 quando F é um corpo de caracteristica 3. Mais precisamente,

provaremos o nosso primeiro resultado principal:

Teorema 2.10. Seja F um corpo de caracteristica 3. Entdao C(Q4), 0 espago vetorial
dos polinomios centrais da dlgebra Q4 = F<X>/T(4) ¢ gerado, como T -subespacgo de
F(X), pelos polinomios

(Z) x10)(.x2,x3,x4,x5), [X1,X2][X3,X4] —Xl[xz,x3,X4],X] [x27x37x47x5]7
(”) x(3)7x8Q37x8Q67---axg%n,---a

3 3 3 3
(i0i) Xguo,XgU1,XqU2, - - -, Xgln, - - --

2.2.1 Uma base para o espacgo vetorial Q4

Seja T(32) o T-ideal de F(X) gerado pelos polinémios [x1,x2,x3,x4] e
[x1,x2,x3][x4,x5]. Claramente T*) C TG32) Se F possui caracteristica # 3, entéo
T® =762 pois [x1,X2,x3][x4,x5] pertence a T® (Corolario 1.33). Quando F possui
caracteristica 3, foi mostrado por Krasilnikov [33] que [x,x2,x3][x4,x5] nao pertence
a TW. Assim T® C 7632,

Uma base para T32)/T® foi encontrada por Deryabina e Krasilnikov [11].

Teorema 2.11 (veja [11],Teorema 1.2). Seja F um corpo de caracteristica 3. Entdo

o espaco vetorial T(3’2)/T(4) possut uma base

4
XiyXip -« - Xi [le 7sz] ‘e [szlq 7xj21] [xj21+1 7xj21+27xj21+3] +7¢ )7

k>0,0>1,i1 < <...<ip, 1 < j2<...<jouss.

Lembremos que E, é a dlgebra de Grassmann (unitaria) gerada por ey,...,e,.
O lema seguinte é bem conhecido, veja [12, Lema 2|, [14, pagina 16],[21, Lema 3],
[43, Corolério 4] e [44].

Lema 2.12 (veja [21, 44]). Seja F um corpo de caracteristica # 2. Entdo T™ C
Id(Ez ®E2).
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Demonstracao. Devemos mostrar que a algebra E; ® E, satisfaz a identidade poli-

nomial [x1,x2,x3,x4] = 0. Considere as seguintes bases da algebra E,:

L ey,e2,e1e2, (2-26)
L, hy, b, hihy. (2-27)

Como o polinémio [x1,x2,x3,x4] é multilinear, é suficiente avalid-lo na base de E; ® E,
isto é, nos elementos a ® b, onde a é um elemento de (2-26) e b é um elemento de

(2-27). Sejam ay,...,a4,b1,...,bs elementos quaisquer de Ep. Observe que

a1 ®b1,a2 @by = ajax @bi1by —aza; @bab, (2-28)
= a1ax@b1by —ara1 Rb1by+ara; ®b1by —aya; ® byb
= |a1,a2] ®b1by + ara; ® [by,bs).

Usando (2-28) duas vezes e observando que [xj,x2] é um polinomio central de Ej,

podemos escrever

[a1 ®@b1,a2 ®by,a3®b3,as@bs] = ar,a2][az,as] @ [b1b2,b3]bs+  (2-29)
+ |a1a2,a3]as @ [b1,b2][b3,ba).

Como [x1,x2][x3,x4] é um polindmio multilinear, usando a base (2-26) nao é dificil
ver que E; satisfaz a identidade polinomial [x1,x2][x3,x4] = 0. Assim, voltando a (2-
29) vemos que [aj,az][az,as] =0 e [by,bs][b3,bs] = 0. Portanto [a; ® b1,a, @ by,a3 @
b3,as @bs] =0 e [x1,x2,x3,x4] =0 é uma identidade polinomial para E; ® E,. O

Lema 2.13. Seja F um corpo de caracteristica # 2. Entao o polindmio [xy,x2][x2,x3]

nao pertence a T®,
Demonstragio. Suponha que [xy,x2][x2,x3] pertenca a 7). Como
[x1,x2 + x3][x2 +x3,x4] = ©(x1,x2,x3,%x4) + [x1,X2][x2, 4] + [x1,x3][x3,x4]
segue que (xq,X2,X3,%4) também pertence a T™. Mas
0(e1®1,ea1,1Rnh;,1®@hy) =4e1ep @h1hy #0

em E, ® E>, o que contraria o Lema 2.12. Portanto [xi,x2]|[x2,x3] ndo pertence a
T®. O

Quando F possui caracteristica 0, uma base para o espaco vetorial Q4

foi encontrada independentemente por Volichenko [44] e Gordienko [21]. A seguir
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exibimos uma base para o espacgo vetorial Q4 quando F possui caracteristica 3.

Proposicao 2.14. Seja F um corpo de caracteristica 3. Entao a imagem dos

polinomios
XiyXiy Xy 11 < iy < ... <, (2-30)
XiyXiy - X [ Xy, X ), 11 < dip <L < g, J1 < 2, (2-31)
XiyXiy - Xig [ X1, Xy, X ), 01 <o <o < g, J1 F J2, (2-32)
XiyXiy - Xi Xy, Xy, X )11 <o <o <lig, 1 > 2 < J3, (2-33)
Xi Xiy - - Xip (X1, Xy | [Xjy s X, 11 < do < ... <k, jo < J3, (2-34)
XiyXiy o Xi (X1, X ) (X, X, ], 01 <o <Ly 1 < oy J3 e j3 < Ja, (2-35)
XiyXiy o X [Xj X)Xy 0 Xy )it S <<l 1 < 2 <. < ju,l >3, (2-36)
Xiy Xy X [ X | X X 0 X0 X a1t Sl S < (2-37)

J1<jp<...<juy3, k=>0,0>1,
em Q4 = F(X)/T(4) forma uma base para esse espago vetorial.

Demonstracao. Faremos uso do Teorema 1.11. Seja f € B um polindomio proprio.
Como [x1,x2,x3,x4] € [x1,X2,%3][X4,X5,%6] pertencem a T™) (Lema 1.32), ndo é dificil

verificar que f é uma combinacao linear, médulo T®. dos seguintes polinomios

by = 1, (2-38)

by = [xji,xpl;

by = [y, xp],

by = [xji,xppllxjssxil;

bs = [xj,xplxjs X Xjy s xjyl, 1 >3,

be = [Xj,Xjp) . [Xjy X)) X jms 15X jarin s Xjoga)s L 2> 1
Como [xj,,xj,] = —[xj,,x},] (lei anti-comutativa), segue que by é multiplo escalar do
polinémio

[xjisxjp]s Ji < o (2-39)

Vejamos o polinomio b3. Se b3 tiver duas varidveis iguais, entao segue da lei anti-

comutativa que ele é um multiplo escalar de um polinémio da forma

bejisX oo X o] 1 # o (2-40)

Se todas as variaveis de b3 forem distintas, entao segue da identidade de Jacobi e
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da lei anti-comutativa que b3 é uma combinagao linear de polinomios da forma
Pl i > 2 < s (2-41)

Segue da relacao [[x1,x2], [x3,x4]] = [x1,%2,%3,X4] — [x1,%2,%4,3] € T™ que by é uma

combinacdo linear, médulo 7™, de polinémios da forma

[le 7xj2][xj] 7xj3]7 j2 S j37 (2—42)

bej Xl s i), 1 <o, jze s < ja (2-43)

Pelo Corolério 1.33 (i) obtemos que bs é uma combinacao linear, médulo T®, dos

polinémios
[le,ij][XjS,Xj4] ... [xj%l,xjy], [>3, 1< jp<...< o (2—44)

Finalmente, segue do Lema 1.33 (ii) que bg é, mddulo 7™, um multiplo escalar de

um polinémio da forma

[le ,ij] cee [xj2l—1 ’szz][xj21+| 7xj21+27xj21+3]’ [Z>1, )1 <j2<...<joss (2'45)

Portanto a imagem dos polindmios (2-38)-(2-45) em B/(BNT®)) gera esse espaco
vetorial. Vamos mostrar que essa imagem forma um conjunto linearmente indepen-
dente.
Seja f uma combinagao linear de polinémios em (2-38)-(2-45) com f =0
(mod T™). Escreva
f=h+r

onde fi é uma combinacao linear de polindomios em (2-38),(2-39), (2-43) e (2-44) e
f> é uma combinacao linear dos polinomios em (2-40),(2-41), (2-42) e (2-45).

Como f,€T®), feTWeT® CTG) segue que f; =0 (mod TA)). Pela Pro-
posicdo 1.21, a imagem dos polinémios de (2-38),(2-39), (2-43) e (2-44) em F(X)/T®)
forma um conjunto linearmente independente. Desse modo, f; =0 (mod T(3)) im-
plica fi =0. Como f= fi+f, e f=0 (mod T™) temos

f2=0 (mod T™). (2-46)

Resta mostrar que os coeficientes correspondentes aos polinomios (2-40),(2-41), (2-
42) e (2-45) que aparecem em f; devem ser nulos.

Afirmagao 1: Os coeficientes dos polinomios das formas (2-40) e (2-42) (com
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J2 = J3) que aparecem em f sao nulos. De fato, escreva
fr=alx;,xj,,x,] +Bxj,,x;,][xj,xj,] +demais termos, (2-47)

onde a,B € F e ji < jo. Agora considere o endomorfismo @j ;, de F(X) tal que
Qi (xj) =xj, se s € {1,2} e @}, j,(xj,) =1 se s & {1,2}. Segue de (2-46) e (2-47)
que

Pjyja (f2) = OC[le 7szvxj2] + B[le 7xj2”xj1 7sz] eT®.

Observe que Oxj,,X},,X,] e Blxj,xj,][x},x},] s8o componentes multi-homogéneas
do polinomio @}, ;,(f2). Como T® ¢ multi-homogéneo (Lema 1.10), segue que o0s
polinomios Q[xj,,Xj,,x},] € Blxj,,xj][xj,%),] pertencem a T, Como [x;,,x),,x),] ¢
T™ (porque possui grau inferior a 4) temos o = 0. Também [x},,x;,][x},,xj,] ¢ T™
(Lema 2.13). Assim B =0.

Afirmagao 2: Os coeficientes dos polinomios das formas (2-41) e (2-42) (com

J2 < j3) que aparecem em f3 sao nulos. De fato, escreva
Jo=0lxj Xy, x5 ]+ Blxjs, Xy, % ] +Y1xj, ) ][, ;] + demais termos, - (2-48)

onde a,B,y € F e j» < ji,j3. Tome o endomorfismo @ j,j; de F(X) tal que

®jijnjs(Xj,) = xj,, se s € {1,2,3} e @j,j,55(xj,) =1 se s ¢ {1,2,3}. Por (2-46) e (2-
48), temos

Djijajs (f2) = a[le 7szvxj3] + B[xijjzﬂle] +Y[le 7xj2][xj1 7xj3] eT™.

Como T® ¢ multi-homogéneo, segue que as componentes multi-homogéneas h; =
Oy Xy %)+ Bl X X ] € ho =Yl %)y xj] de @, (f) pertencem a T,

Portanto a0 = 3 = 0, caso contrario degh; =3 e terfamos h; ¢ T(4), uma
contradicao. Como [x;,,x,][xj,,x}5] € T, temos y= 0.

Afirmagao 3: Os coeficientes dos polinémios da forma (2-45) que aparecem
em f, sao nulos. Isso segue diretamente do Teorema 2.11.

Segue das Afirmagoes 1-3 que a imagem dos polinémios (2-38)-(2-45) em
B/ (BﬁT(4)) forma uma base para esse espago vetorial. Finalmemente, segue do
Teorema 1.11 que a imagem dos polinoémios (i)-(viii) em Q4 = F(X)/T™ forma uma

base para esse espaco vetorial. O
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2.2.2 Uma base para o espaco vetorial 7G) / T®)

Vejamos mais algumas propriedades do polinomio
©(x1,X2,X3,X4) = [x1,X2][x3,x4] + [x1,x3] [x2, X4].
Observe que ® é simétrico nas variaveis x, e x3, isto é
©(x1,Xx2,X3,X4) = O(X],X3,X2,X4). (2-49)
O polinémio o safisfaz também duas “identidades de Jacobi” (veja [44] e [45]):

m(x17x27x37x4) + 0)(X2,X3,X1,X4) —|—(D(X3,.X1,X2,X4) =Y, (2'50)

(D(.X1,x2,x3,X4) + O)(X1,X3,X47x2) —|—(D(X1 ,X4,X2,X3) =

A verificacao de (2-50) e (2-51) sao diretas, basta usar a definigdo de ® e fazer os
cancelamentos que ocorrerem.

As duas relagoes seguintes (veja [44]) serao usadas no texto :

o(x1,x2,x3,X4) = O(x3,X4,X1,%2) (mod T(4)), (2-52)

o(x1,x2,%3,%4) = 0(x2,x1,x4,x3)  (mod T™). (2-53)

Vamos prova-las. Observando que [[x,x2], [x3,x4]] = [x1,%2,%3,x4] — [x1,%x2,X4,X3] €
T(4), temos

O(x1,x2,x3,x4) = [x1,x2][x3,x4] + [x1,x3] [x2, x4]
= [x3,x4][er,x0] 4+ [[er,x2], 3, xa]] + [, x3] [x2, x4

=[xy, 0l [vr,x2] + s, [xa, ] (mod )

®(x3,x4,x1,x2) (mod T(4)),
que ¢ a relagao (2-52). Também

(.O(xl,XQ,X3,X4) = [xl,XQ][X3,X4]+[x1,X3][X2,X4]
= [xo,xa)[er,x3) + [[x1,x3], [r2, x4]] + [x1, x2] [x3, x4]
=[x, x4 [x1,x3) + X2, x1][xs, 3] (mod T™)

O)(XQ,xl ,X4,X3) (mod T(4)),

que ¢ a relagao (2-53).
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Defina o seguinte subespago vetorial de F(X):

M = Span{w(xj17xj27xj37xj4) | {j17j27j37j4} g N}

Quando F possui caracteristica 0, uma base para o espago vetorial (M +
T®)/T® foi encontrada por I. B. Volichenko [44] (veja também [45]). A seguir,
exibimos uma base para o espaco vetorial (M +T®)/T™ quando F possui caracte-

ristica 3.

Proposicao 2.15. Seja F um corpo de caracteristica 3. Entao o espago vetorial

(M+T™)/T® possui wma base formada pelos elementos

O)(le,ij,)Cj3,Xj4)+T(4),0)(le,x]'2,xj47xj3) —|—T(4),j1 < Jo < j3 < ja, (2-54)
DXy, X5 X5, %) + T, jr < js. (2-55)

Demonstragao. Vamos mostrar que os elementos (2-54)-(2-55) geram o espago
vetorial (M +T®)/T®. Observe primeiramente que se ®(x;,,Xj,,Xj;,Xj,) tiver mais
de duas varidveis iguais, entdo ®(xj,xj,,xj,,x;,) se anula. Assim podemos assumir
que cada gerador ®(x;,,x},,Xj;,xj,) de M possui no maximo duas varidveis iguais.
Fixemos J = {l1,,13,la} CNesejaJ = {1, ja} U{J3, j4a} uma uniao disjunta
qualquer. Afirmamos que todo elemento ®(xy,,xz,,X15,x1,) + T* é uma combinacao

linear de elementos da forma
(X, Xy, X153, X1,) + T(4),(D(le (X oy X1y X1) + T, (2-56)
De fato, aplicando (2-53) duas vezes temos
O(X7, X1y, X1, Xy ) = O(Xpy, X1, Xy, X1 ) = O(Xpy, Xy 5 X1, X)) = O(Xj,, X1, X1, X,)  (mod T(4)).
Assim, todo elemento ®(x;,,x;,,x1,,%1,) + T® pode ser escrito da forma
(X}, , X1, X153, X7, ) + TW. (2-57)
Por (2-51), temos

WX Xty X1 Xjy) = —O(Xy, Xpg5 Xy, Xpy ) — O(X Xy, X1y, X13) (2-58)
= =Xy, %)y, X135, X1,) — O(X)y, Xjy, X, X3).
Como O(xj,,x1,,Xj,,Xj,) = O(X},,Xj,,%1,,%j,), segue de (2-58) que todo elemento da

forma o(xy,,x1,,x15,X1,) +7® pode ser escrito como uma combinacao linear dos

elementos (2-56). Isso prova a afirmacao feita.
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Seja o(xy, ,x1,,%75,%,) um gerador qualquer do espago vetorial M e suponha
que todas as suas variaveis sejam distintas. Assim {l1,l,13,l4} = {J1, j2,J3, ja} com
J1 < j2 < j3 < ja. Segue da afirmagao provada acima que o(x;,,xp,,X1,X,) +T7®
pode ser escrito como uma combinacao linear dos elementos ®(x;,,X},,Xj;,%j,) + T®
e O(Xj,,Xjp, Xy, Xj3) +T@W com ji < jo < j3 < ja (que sdo da forma 2-54).

Agora, suponha que o polinémio ®(x;,xy,,xs,X;,) possua duas varidveis
repetidas. Assim {l1,h,l3,14} = {j1,j2,j3} com jr < j3. Segue novamente da afir-
macao provada que ®(x,,Xp,,X;,%xy,) + T® ¢ uma combinacao linear dos elementos
WX, X5 X5, X 3) +TW e WXy, Xy, Xj3,Xj) +TW (jo < j3). Como [[x1, %], [x3,x4]] =
[x1,x2,%3,x4) — [x1,%2,%4,x3] € T®) | temos

u)(le »Xj1rXj3 ’sz) = [le ,ij] [le 7xj2]

=[x, x5l x5 (mod T®)

= w(le’levszvxh)-

Assim o(xy,,x1,, %15, %1,) + 7™ ¢ um multiplo escalar do elemento O(Xj,,Xj,,Xjy,Xj3) +
T@W com j, < j3 (que é da forma (2-55)). Mostramos assim que os elementos (2-54)-
(2-55) geram o espaco vetorial (M +T®)/T(*),
Vamos mostrar que esses elementos sao linearmente independentes. De fato,
seja
Y (i, j2, ja, ja) + TH =T (2-59)
J

onde cada oy € F, J = (j1, ja2,j3,ja) € 08 @(j1, 2,3, j4) + T? sdo elementos de
(2-54)-(2-55). Observe que J é de uma das seguintes formas: Jy = (J1, j2,j3,Ja),

Jo = (1, J2, Ja, J3) com ji < jo < j3 < ja ou J3 = (j1,j1,J2,/3) com jr < j3. Como

o, (D(le 1 Xjp s X3 7xj4) + alzw(le 7xj2>xj47xja) =

= (0(‘11 - 0612) [le ,sz] [xj3vxj4] + 0y, [le 7xj3] [szaszt] + 0y, [le 7xj4] [szvxh]'

(‘O(le X j1sXja 7xj3) = [le ,sz] [le 7xj3] (2-60)

podemos escrever a igualdade (2-59) da seguinte forma

Z(O(‘Jl - (sz) [le asz] [xj3>xj4] + Z(X’Jl [le >xj3] [xj2>xj4] + Zafz [le >xj4] [xj27xj3]
+Za13 [y 5%, ] (X5 %3] + TW=7®. (2-61)

Como o lado esquerdo da igualdade (2-61) é uma combinagao linear de elementos

da base de F(X)/T™ (Proposicio 2.14), segue que todos os o, , 0, ¢ 0y, sao nulos.
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Portanto todos os o da igualdade (2-59) sao nulos. Isso mostra que os elementos
(2-54)-(2-55) sao linearmente independentes e portanto, formam uma base para o
espaco vetorial (M 4+T®)/T* O

Lema 2.16. Seja F um corpo qualquer. Entio xi[x2,x3,x3) + T® e
x10(x2,x3,x4,%5) +T® sio centrais na dlgebra Q4 = F(X)/T®

Demonstracao. De fato
[.X] [XZ,X3,X3],X4] = X1 [x27x37-x37-x4] + [-xlax4] [x27x37-x3]-

E claro que x| [x2,x3,X3,x4] pertence a T™. Como [x,x4][x2,x3,x3] também per-
tence a T™ (Corolario 1.33 (ii)), segue que [x|[x2,x3,x3],x4] pertence a T™, isto
é x1[x2,x3,x3] +T® ¢ central em Qa.

Usando as igualdades [ab,c] = a[b,c]| + |a,c]b e ab = ba+ [a,b], obtemos

[@(x1,x2,x03,x4),x5] = [[x1,x2][x3, 4], x5] + [[x1, %3] [x2, x4], x5]
[

x1,X2][x3,%4,X5] + [x1, X2, %5] [x3, x4] +

]+ ] ]
+ [x1,x3][x2, x4, x5) + [1,x3,x5] [x2, x4
= [X3 X4,X5][X1,XQ] + [x , X2, X 5][X3,)C4] +
+ o, x4, x5][x1, 3] 4 [x1,%3,%5][x2,x4].  (mod T™*))

Pelo Lema 1.32, os polindémios [x3,x4,x5][x1,X2] + [x2,x4,x5] [x1,X3] € [x1,x2,x5][x3,x4] +

[x1,x3,x5][x2,x4] pertencem a T™). Logo
[@(x1,x2,x3,%4),x5] € T, (2-62)
Agora
[x10(x2,x3,x4,X5),x6] = x1[0(x2,x3,%4,X5),X6] + [x1,%6]®(x2, X3, X4,X5). (2-63)

Como [x1,X6]®(x2,X3,x4,x5) € T™® (Lema 1.32), segue de (2-62) e (2-63) que
[x10(x2,x3,x4,%5),x] pertence a T®, isto 6, X1 0(x2,X3,X4,X5) +T® ¢ central em
Qy.

O]

Quando F possui caracteristica 0, Volichenko [44] encontrou uma base para
o espaco vetorial TG) / T®W. A seguir exibimos uma base para o espaco vetorial

(3)/ T® quando F possui caracteristica 3.



2.2 O caso de caracteristica 3 62

Proposicao 2.17. Seja F um corpo de caracteristica 3. Entao a imagem dos

polinomios
Xi, Xi, ...Xik[-leyxjpsz]?il < <...<igj1 7é J2s (2_64)
XiyXiy - Xig X1, X, X )11 <o <L <, 1 > 2 < 3, (2-65)
xilxiz...xik())(le,sz,xj3,xj4);xilx,~2...xikw(le,sz,xh,xb), (2—66)

N<i<...<ij1 < j2< j3< ja,
Xiy Xiy -+ - Xig (X, Xjy Xy, Xjs ) (2-67)
i <ir<...<ligj2<J3,
Xiy Xy X [0 X o] oy Xy X g5 X g2 X i) (2-68)

N<ip<..<i,j1<jp<..<juss, k>0,01>1

em Q4 = F(X)/T™ forma wma base para o espago vetorial T®) /T4,

Demonstracao. Vamos mostrar primeiramente que a imagem dos polinomios (2-
64)-(2-68) em Q4 = F(X)/T™ gera o espaco vetorial T()/T™ . Como [x;,x2,x3]
e o(x1,x2,x3,x4) pertencem a TG) (Lema 1.18 (i), segue que os polinémios (2-
64)-(2-68) pertencem a T©). Assim a imagem dos polindmios (2-64)-(2-68) em
Q4 = F(X)/T™ esta contida em TG)/T®),

Pela Proposicao 1.20, T®) é gerado, como um ideal bilateral de F(X), pelos
polinomios [x;,,Xi,,X;] (xi, € X) e ©(xj,,Xj,,%j5,%j,) (xj, € X). Assim todo polinémio

feT® pode ser escrito como uma combinacio linear de polinémios da forma

Xiy o X (X Xy X iy - X (2-69)

X - .xirw(le ,)Cjz,xb,)CJ'Al))Cl'rJrl N (2—70)

Vamos mostrar primeiramente que os polinémios da forma (2-69) podem
ser escritos, médulo 7™, como uma combinacao linear dos polinémios (2-64)-(2-
68). Como [x;,,xj,,xj;] + T® é central de Q4, segue que cada polinémio da forma

(2-69) pode ser escrito, médulo T®, como
xilxiz...xl-k[le,sz,xh]. (2—71)
Usando a igualdade ab = ba+ [a,b] para ordenar as variaveis x;,,Xi,,...,X;

do polinémio (2-71), bem como a relagao [x1,x2,x3][x4,x5,%6] € T® (Lema 1.32),

podemos verificar que cada polinémio da forma (2-71) pode ser escrito, médulo
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T(4), como uma combinacao linear de polindmios da forma

Xi1 Xip ...xik[le,sz,xb],il S S ik, (2—72)

XiyXig « « - Xi [levsz] e [szz—l 7xlzz][xj21+1 7xj21+2=xj21+3]7i1 < <. < (2-73)

Vejamos o polinomio (2-72). Se o comutador triplo [x},,x},,xj,] do polinémio
(2-72) tiver duas varidveis iguais, entdo é facil ver que o polinémio (2-72) é
um multiplo escalar de algum polinémio da forma (2-64). Se o comutador triplo
[xj,,Xj,,xj;] do polindmio (2-72) tiver todas as suas varidveis distintas, entao segue
da identidade de Jacobi e da lei anti-comutativa que o polinomio (2-72) pode ser
escrito como uma combinagao linear de polinomios da forma (2-65).

Vejamos o polinémio (2-73). Segue do Corolério 1.33 (ii) que médulo 7™,
todas as varidveis dentro dos comutadores do polinomio (2-73) podem ser ordenadas,
isto ¢, médulo T™, cada polinomio (2-73) é um multiplo escalar de algum polinémio
da forma (2-68). Isso conclui a afirmagao de que todo polinémio da forma (2-69) pode
ser escrito, médulo 7™, como uma combinacio linear dos polinémios (2-64)-(2-68).

Vamos mostrar agora que todo polinémio da forma (2-70) pode ser escrito,
médulo 7™, como uma combinacio linear dos polinémios (2-66)-(2-67). Como
©(x1,X2,X3,X4) + T® ¢ central em Q4 (Lema 2.16), segue que o polindémio (2-70)

pode ser escrito, médulo T®, como
Xiy Xiy -+ Xig O(X )y Xy, X3, Xy ). (2-74)

Usando a igualdade ab = ba+ [a,b] e a relacio [xs,xs|0(x1,x2,x3,x3) € T™)
(Lema 1.32), vemos que as variaveis x;,,Xj,,...,X; do polinomio (2-74) podem ser
ordenadas, isto é, médulo T™, cada polinémio da forma (2-74) pode ser escrito
cOmo

Xiy Xiy - - .xikw(xh,sz,xj3,xj4), i <ip<...<lIg. (2—75)

Finalmente, segue do Lema 2.15 que cada polinomio da forma (2-75) pode
ser escrito, médulo 7™, como uma combinacao linear dos polinémios (2-66)-(2-67).
Isso conclui a afirmagao de que todo polinémio da forma (2-70) pode ser escrito,
médulo T®, como uma combinacio linear dos polindmios de (2-66)-(2-67).

Mostramos assim que todo polinémio f € T®) pode ser escrito, médulo
T, como uma combinacao linear dos polinémios (2-64)-(2-68), isto ¢, a imagem
dos polinémios (2-64)-(2-68) em Q4 = F(X)/T® gera TG) /T,

Agora vamos mostrar que essa imagem forma um conjunto linearmente
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independente. De fato, seja

Y 8ifi=0 (mod T™), (2-76)

onde §; € F e os g; sdo polinomios distintos de (2-64)-(2-68). Como cada po-
linomio da forma oux;, ...x; (X}, ,Xjy,Xj5,Xj,) 4+ PXi; - - X, O(xj,, X5, X, %j5) ({1 < ... <
ik, 1 < jo < j3 < ja) pode ser escrito como (& — B)xi, ...x;[x),,x)][xj5,%x,] +
O, - X [Xjy, X3 | [X s Xy 4 By i [xj,x,] [%j,,%),], segue que a expressdo (2-76)

pode ser escrita como
Z Yigi + z (o j—Bj)hj+ E ojuj+ z Bjv;j=0 (mod T(4)), (2-77)
i J J J

onde os g; sao polinomios distintos de (2-32), (2-33),(2-34) e (2-37) (da Proposigao
2.14) e hj,uj,v; sao polinomios distintos de (2-35) (também da Proposicao 2.14).
Como todos os polindmio g;,hj,u;,v; também sao distintos e a imagem deles
em F(X)/T™ sao parte da base de F(X)/T™ (Lema 2.14), segue de (2-77) que todos
os coeficientes 7y;,0,;,B; sao nulos. Portanto cada §; em 2-76 também ¢ nulo e isso
mostra que a imagem dos polindmios (2-64)-(2-68) em Q4 = F(X)/T™ forma um

conjunto linearmente independente. ]

2.2.3 Os polinémios centrais da dlgebra C(Q4)NT®)

Comecaremos com uma descricao dos polinomios de TG que sao homoge-

neos de grau 1 em xj.

Lema 2.18. Sejam F um corpo de caracteristica 3 e f = f(x1,...,x,) € 74 um
polinémio homogéneo de grau 1 em x1. Entao existem polinomios g1 = g1(x2,...,%,) €
F(X) (que ndo depende de x1 ), g2 € ([x1,x2,x3])75, g3 € (0(x1,x2,x3,%4))75 e g4 € T®
tais que f =x181+82+83+84.

Demonstracao. Seja f = f(x1,...,x,) € TG um polindémio homogéneo de grau 1
em x;. Segue da Proposicao 2.17 que f ¢ uma combinacdo linear, médulo T, de
polinomios das seguintes formas:

(i) xilxl-z...xik[le,sz,xh], N<ip<...<igj1 > j2<j3,

(ii) xixi, . 'xikw(le ,sz,xj3,xj4); XiyXip - 'xiko‘)(le 7xj27xj47xj3)»

N<i<..<igj1<j2<j3<J4
(iii) xilxi2...xikco(le,le,sz,ij),il <ir <... <1, j2 < J3,

(iv) xixi, .- - Xiy [le 7sz] ‘e [xj21—1 7x121] [xj21+1 ’xj21+2=xj21+3]’

k>0,0>1,01 < <...<i, j1 < j2<...< Jory3.
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Seja h um polinémio qualquer de (i)-(iv), que é homogéneo de grau 1
em xj. Se existirem polindémios A = hy(x2,...,%,) € F(X), hy € {[x1,x2,x3])75, h3 €
(0(x1,x2,x3,%4))75 e hy € T® tais que h = hix; + hy + h3 + ha, entao é facil ver
que existirao polindémios g1 = g1(x2,...,%,) € F(X) (que nao depende de xj), g2 €
([e1, 22, x03)) 75, g3 € (@(x1,x2,x3,x4)) 75 € ga € T™ tais que f =x181 +g2+g3+84 € 0
lema estara provado.

Observe que se i; = 1 em cada polinémio & da forma (i)-(iv), entdo podemos
escrever h = xjhy, onde hy = hy(x2,...,x,) é a “parte de h que estd a direita de x;”.
Como h| nao depende de x; o polinémio & esté na forma desejada. Assim, é suficiente
considerar os polinomios & nos quais i; # 1, isto é, a variavel x| ocorre na “parte

comutador” do polinomio A.

Seja h um polinomio da forma (i). Entao j, = 1. Fixemos a = —x;, ...x;,.
Assim h = —alx;,,x1,x};| = alx1,xj,x};]. Pela Proposicao 1.17 (i), temos
laxy,xj,x5] = alxr,xj,xi] + a,xj e, xg ]+ asxg e xg, ]+ [axg,,xg]x

= a[xlale >Xj3] - m(avsz’le ,X1) + X1 [avlevxjs] + [a,le 7xj37x1]-

Pondo hy = —[a,xj,,xj;], ho = [ax1,xj,,x};], h3 = o(a,xj;,xj,,x1) € ha = [a,xj,,xj;,x1],
segue que
h=x1hy +hy+ h3 + hyg,

onde h; € F(X) nao depende de x1, hy € ([x1,x0,x3])75, h3 € (0(x1,x2,%x3,%4))75 e
hy € T®.

Seja h um polindémio da forma (ii). Entao j; = 1. Fixemos a = x;,...x;,.
Assim h = ao(x1,xj,,xj;,%j,) ou h = ao(xy,xj,,Xj,,Xj;). E suficiente considerar h =

am(x1,xj,,xj;,x;,). Pelo Lema 1.19 (i), temos

O(axy, Xjy, Xj5,Xj,) = a®(X1,Xj,,Xj5,Xj,) +X10(a, Xy, Xj3,Xj,) +

+ [a:xj27x1][xj37xj4] + [aaxijl][sz?szt]'

Pondo hy = _m(a7xj27xj37xj4)> hy = (’)(axlvszvxijﬁt) e hy = _[aaszjxl][xjyxﬁt] +
la,xj;,x1][x}y,x},], temos
h =x1hy +hy + h3,

onde hy € F(X) nao depende de xq, by € (@(x1,x2,x3,%4))7S e h3 € T™ (Lema 1.32).

Seja h um polindémio da forma (iii). Entao j, = 1. Como (xj,,xj,,x1,%j;) =
o(x1,%;,Xj,,%;,) (mod T™) (veja a relagio (2-52)), podemos usar o mesmo argu-
mento do caso anterior.

Seja h um polinoémio da forma (iv). Fixemos a = x;, ... x;,. Fixemos também
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b=xj,xj,]...[xj, ,sxj,] se I >1eb=1sel=1. Em qualquer dos casos temos

h=alx| 7xj2]b[xj21+1 X joigas szz+3] .

Observe que

[ax1,Xj,]D[X o 1 XjopiasXjois] = QXXX 0 X 05 Xy 5] + (2-78)
+ axp]xiblxjy X Xy s]
= alxi,xj,b[X oy s X o5 Xy s] T
+ x1[a, X)) b[X oy 3 X jyns Xy 3] F
+ [a,x)y, X1]b[X )y, s X s X joga)s
e seja hy = —[a,xj]b[xjy, \ Xjp 00X iy 5] Como (@, xj,, X11b[X )y, Xjyy s Xjn 5] =

b[aasz’xl][szlﬂ7xj2/+27szz+3] + [a»szvxlab] [xj21+17xj21+27szl+3] eT® (Lema 1.32),

segue de (2-78) que

h=xihy +[ax1,xj,]b[X}y, 1 Xjy 05 Xjy.5]  (mod TW). (2-79)

Agora

axl,sz] [xj21+1vxj21+2>szl+3] + (2-80)
laxy, sz]b x121+2][xj21+17xj21+3] +

[[ax1,%j,15X oy 13X joy a0 X joy 5] [
[
laxt,x,]b,% ] [Xjory 1 X2142] +
[
[

+ o+ -

[axy, sz]b x]21+27x121+3]x121+1

axi,xj,|b[x;

2041 7xj21+27xj21+3] -

- o([ax; 7'xj2]b7 Xjrir23 %X jarg3 7xj21+2) +

+ [lax; 7xj2]b,xj21+27xj21+3]szl+1 .
Sejam  hy = Haxlasz]bszlﬂ7xj21+2’xj21+3]7 hy = _(’)([axl7xj2]b7szz+z’szl+37xj21+2)'
Usando a relacio [[x1,x2], [x3,x4]] = [x1,x2,X3,%4] — [x1,%2,x4,x3] € TW e a igual-

dade [ab,c] = a[b,c] + [a,c]b, ndo é dificil ver que [[ax1,xj,]B,% y 25X o3 X jney € T,

Assim, segue de (2-80) que
[axt, % ]b X1 X 20 X s3] = B2 +hs - (mod T(4))' (2-81)

Finalmente, vemos de (2-79) e (2-81) que existem hy € ([x1,x2,x3))75, h3 €
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(0(x1,x0,x3,x4))75 e hy € T™ tais que
h=x1hy +hy +h3 + hy,

e isso conclui a demonstragao do lema. O

Lema 2.19. Sejam F um corpo de caracteristica 3 e g = g(x2,...,X,) € F(X) um

polinémio que ndo depende de x1. Se x1.g+TW for central em Q4 = F(X)/T(4)

g € (x1[x2,x3,33)) 7S + (x10(x2,x3,%4,x5)) S + T,

, entao

Demonstra¢io. Como x1g+T™ é central em Q4, temos [xo,x18] =0 (mod T™¥).
Assim, usando a igualdade [a,bc| = bla,c|+ [a,b]c, vemos que xi[xo, g] + [x0,x1]g =0
(mod T™), isto é

x1[x0,8] = —[x0,x1]g  (mod T™). (2-82)

Agora, como T™® C TG) | segue que x;g+ T também é central em Q3 = F(X)/T?),
Assim, o Lema 1.26 garante que g € T®). Pelo Lema 2.17, g é uma combinacio

linear, médulo T™, de polinémios da forma:

(i) xilxiz...x,-k[le,sz,sz], i1 <ip<...<iy, j1 # Jo,
(11) XiXiy "'xik[levsz?xh]a 1<ip<...< ik?jl > j2 < .j3a
(i) 263, Xy - X3 O(X 5 X5 X3, Xy )3 Xig iy - - X O(X 3, Xy, Xy X )
1 <ip<...<igj1 <Jj2<j3<ja
XiyXiy -+ X O(X 1, Xy Xy, X))yt <o <o g, Jo < 3,

(iv) xixi, - - Xiy [le 7sz] e [X].2lfl ’xlzz] [xj21+1 ’x121+27xj21+3]a

N<ip<..<ipjh<p<..<jupik=0,1=>1.

Vamos analisar primeiramente o lado esquerdo de (2-82); e para fazer isso precisamos
provar algumas afirmagoes.

Afirmacdo 1: Se hy é um polinémio da forma (i), entéao h; +T™) é central
em Q4. Isso segue do fato de aj[ay,a3,a3] + T™® ser central em Q4 (conforme o Lema
2.16).

Afirmacao 2: Se hy é um polinémio da forma (ii), entdo [xo,hy]
é uma combinacdo linear, médulo T®™  de polinémios da forma (iv). De
fato, seja hy = Xjxi,...X;[xj,Xj,,xj;]. Usando a igualdade [a1az...a,,a] =

Y ai...ai—1[aj,alaiy ...a, (Lema 1.17 (ii)), temos

[xo,h2] = [xO,xh]xiz“'xik[xijjzvxjs]+"-+xi1"'xik71[xvaik][levszﬂxjs]+

XX [xo, [le =sz>xj3”~
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Observe que [aj,a2,a3] +T® ¢ la1,az]]a3,a4,as) + T® sio centrais em Q4. Como

Xiy -+ Xi [%0, [Xj,, %5, Xj3]] pertence a T podemos escrever

[x0, h2] = xiy i [X0, %y ] [Xjy 5 Xy, X5 ) Xy X [0, X ] [xg %G, XG5 (mod T(4))-

(2-83)

Agora, usando o Corolédrio 1.33 (ii), podemos ordenar os indices de cada varidvel

dentro dos comutadores da expressao (2-83). Assim, [xg,/;] é uma combinagao linear,
médulo T¥, de polindmios da forma (iv).

Afirmacao 3: Se h3 é um polinémio de (iii), entdo hz +7T® é central em Q4.

Isso segue do fato de ayw(ay,a3,a4,as) +T* ser central em Q4 (conforme Lema 2.16).

Afirmagao 4: Se hgy é um polinémio da forma (iv), entdo [xo,hs] é

uma combinacao linear, maddulo 7@, de polinomios da forma (iv). De fato,

seja hy = Xi Xiy - Xi [Xj1 Xy | o (X5 Xy X ot 95X o100 Xjores)-  Usando  a igualdade

laiay...ap,al =YY" ai...ai—1]ai,adlaiy . ..a, (Lema 1.17 (ii)), temos

[Xo,h4] = [x0,%; X0y - Xi (X200 - X Xy Ko X oo s X gy ) -
+ Xy X %0, X )X ] X X X g s X ] T
+ Xy Xy - X [X0, [ X )] X0 X a5 X ara s X s) e
X Xy X XX | (X Xy X0, X0 X a5 X s )]

Como [ar,az,a3]+T™ é central em Q4 e [a1,a2,a3][as,as,a¢) € T® (Lema 1.32),

obtemos

o, ha] = xiy - xig o, Xy [ X D X ) 0 X X sl -+ (2-84)

4
iy X X0, Xk (X X)Xy Xy [y X 00Xy s] - (mod T ))-

Usando o Corolario 1.33 (ii) para ordenar os indices de cada varidvel dentro dos
comutadores da expressao (2-84), vemos que [xp, 4] é uma combinagao linear, médulo
7™, de polinémios da forma (iv).

Lembrando que g é uma combinagcao linear, médulo T® . de polinomios em
(i)-(iv), segue das Afirmacoes 1 a 4, o seguinte

Afirmagao 5: O polinémio xi[xg,g] de (2-82) é uma combinagao linear,
médulo 7™, de polinémios da forma (iv) nos quais x; nao ocorre em nenhum
comutador.

Agora, vejamos o lado direito de (2-82). Como antes, sejam hy,h,h3 e
hs polinémios das formas (i),(ii),(iii) e (iv), respectivamente. Vamos provar mais
algumas afirmacoes.

Afirmacéo 6: O polinémio [xg,x1]k; pertence a T4,
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De fato, como [ay,az,as3] +T® ¢ central em Q4 e la1,az][a3,a4,a4] pertence
a T™ (Corolario 1.33 (ii)), temos

[X(),xl]hl = [xo,xl]xilxl-z...xik[le,sz,sz]Exilxl-z...xik[xo,xl][le,sz,sz] (mod T(4))

0 (mod T™).

Afirmagao 7: O polinémio [xg,x1]h é, mdédulo T®, um multiplo escalar de
algum polinoémio da forma (iv).

De fato, como [aj,az,a3] + T™ ¢ central em Qu, temos
[xo,x1)ha = [x0,x1]xi, X0y - - X [X)), Xy, X 3| = X0, Xy - X5, [%0,X1][X,, Xy, %3] (mod T(4)).

Usando o Coroldrio 1.33 (ii) para ordenar os indices no comutador triplo, vemos que
[x0,x1]h2 é, m6dulo T® . um multiplo escalar de algum polinémio da forma (iv).
Afirmacéo 8: O polinémio [xo,x]h3 pertence a T4,
De fato, é suficiente considerar hsz = x; X, ...x;,®(x},,X},,Xj5,Xj,). Como
O(xj,, Xy, Xj3,Xj,) + T® ¢ central em Q4 (Lema 2.16) e [x0,x1]0(xj,,xj,,Xj3,Xj,)

pertence a T™ (Lema 1.32), temos

[xo,x1]hs = [x0,x1)x;,xi, .. "xik('o(le 7xj27'xj3’xj4)

= [x0,x1]®(X},,X},,X}3, X}, )Xi\ Xiy - .. Xi, (mod T(4)):0.

Afirmacao 9: O polinémio [xg,x;]hg é, médulo T™) | um miiltiplo escalar de
algum polinémio da forma (iv).
De fato, como [aj,an,a3] + T® & central em Qa4 e [a1,a2,a3][as,as,a¢)

pertence a T (Lema 1.32), é facil verificar que

[xo,x1]hs = [x()vxl]xilxiz oo Xy [le 7sz] e [ijIfl 7xlzz] [xj21+1 7xj21+27xj21+3]

4
XiyXiy - Xi [X0, X1 [ X ] Dy X0y MoK g5 Xjars] - (mod T )>7

onde todos os indices ja estao da forma desejada. Mostramos assim que o polinomio
[x0,X1]ha é, médulo 7™, um multiplo escalar de algum polinémio da forma (iv).
Segue das Afirmagoes 6 a 9 a seguinte:
Afirmacao 10: O polinémio [x1,xp)g de (2-82) é uma combinagao linear, mé-
dulo T™, de polinémios da forma (iv) nos quais x ocorre somente nos comutadores.
Seja R o conjunto de todos os polindmios da forma (iv) nos quais a variavel
X1 nao ocorre na “parte comutador” e seja S o conjunto de todos os polinomios da
forma (iv) nos quais a varidvel x; ocorre somente na “parte comutador”. Observe que

R ¢ S sao conjuntos disjuntos.
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Pela Afirmacgao 5, o polindémio xj[xp,g] é uma combinacdo linear, mddulo

T¥, de polinémios de R. Pela Afirmacio 10, o polinémio [x0,X1]g é uma combinagao

linear, médulo T®, de polinémios de S. Como a imagem dos polinémios da forma

(iv) em F(X)/T™ é parte da base de T®) /T*) (Lema 2.17), segue que essa imagem

forma um conjunto linearmente independente. Sendo R e S conjuntos disjuntos, segue
de (2-82) que

[x0,x1]g=0 (mod T™). (2-85)

Agora, vamos escrever

ny ny 3 T4
e+ T® = Zal(l)hlg) +y OCgz)hg.z) +Y oc,(f)h,(f) +Y ocl(4)h§4) +T®), (2-86)
i=1 j=1 k=1 =1

onde hgl),hgz),h,(;’) e h§4) sao polinomios em (i), (ii), (iii) e (iv), respectivamente.

Multiplicando ambos os membros da igualdade (2-86) por [xg,x1] + T, segue da

Afirmacao 10 que

2
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mo.xilg+TW =Y oPu;+ Y oy + 7, (2-87)
j=1 =1

onde os polinomios u; e v; sao da forma (iv). Mais ainda, os conjuntos de polinomios

{ur,uz, ... ;up, } € {vi,va,...,vn, } sdo disjuntos. Assim, por (2-85) e (2-87) temos

ny ny
Y o+ Y o T = 7,
j=1 1=1

Como {uy,ua,...,un,} U{vi,v2,...,vy,} ¢é linearmente independente (Proposi¢ao

2.17), segue que todos os ch.z) (j=1,...,n3) e os 0(,1(4) (I=1,...,n4) sdo nulos. Por

(2-86) podemos escrever
ni ns
g+T® =Y "V +} olPn? 47, (2-88)
i=1 k=1

(1)

Como os polinomios h; * pertencem ao T-subespago gerado por xi[x2,X3,x3] e os

polinomios h,(f) pertencem ao T-subespaco gerado por xj®(xy,x3,X4,Xs), segue de

(2-88) que g € (x1[x2,x3,%3)) 75 + (x10(x2,%3,%4,%5)) TS + T4, O

Lema 2.20. Seja F um corpo de caracteristica 3. Entdo xS+T(4) € central na dlgebra
Q4 =F(X)/T®.

Demonstragao. Usando a igualdade [ab,c] = a[b,c]+ [a,c]b podemos mostrar direta-

mente que
g, 1] = 3 [x0,x1] 4 30 [x0, X1, %0] + [X0,X1,%0,X0]
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Como char(F) =3 e [xo,x1,X0,%0] pertence a T®, segue que [xg,xl] pertence a T4,
isto é x(3) +T® ¢ central em Qa. O

Lema 2.21. Sejam F um corpo de caracteristica 3 e f = f(x1,...,x,) € C(Qa)N
TG) wm polinémio homogéneo de grau 1 em xi. Entio f € {([x1,x2,x3))7S +

(1 [x2,3,x3]) TS + (x100(x2, x3,x4,%5)) TS + T4,

Demonstracao. Como f € TO), segue do Lema 2.18 que existem polinomios

g1 = g1(x2,...,x,) € F(X) (que ndo depende de x1), g2 € ([x1,x2,x3])7%, g3 €
(0(x1,x2,%3,%4))75 e ga € T® tais que
f=x1g1+g+g3+gs (2-89)

E claro que g2+T(4) e g4—i—T(4) sao centrais em Q4. Como f +TW ¢
23 +T® também sdo centrais em Qg (hipétese e Lema 2.16, respectivamente),
segue de (2-89) que x1gi +T® ¢ central em Q4. Assim, pelo Lema 2.19, segue
que g1 € (x1[x2,x3,x3)7S + (x1®(x2,x3,%4,x5)) 7S + T™ . Como (w(x2,x3,x4,x5))75 C
(x10(x2,x3,%x4,%5))75, segue de (2-89) que f € {([x1,x2,x3])"5 + (x1[x2,2x3,x3])75 +

(x1®(x2,x3,x4,x5)) 7S +T®. O

Lema 2.22. Sejam F um corpo de caracteristica 3 e f = f(x1,...,x,) € C(Q4)NT®)
um polinomio homogéneo de grau my em x1 onde my nao é um multiplo de 3. Entao
£ € (per,x2,x3)) TS+ (1 [x2,x3,53]) TS + (x1 0(x,x3,x4,x5)) TS + T,

Demonstracao. Pela Proposicao 1.16 nao ha perda de generalidade em supor que f

¢ multi-homogéneo de grau m; em x;. Seja I} o T-subespaco gerado pelos polinomios
e, x2, 3], X1 [x2, 3, 3], 010 (x2, %3, X4, X5) € X1 [x2, X3, X4, X5].

E claro que I} = ([x1,x2,x3))7 + (x1[x2,x3,%3]) 7S + (x10(x2,%3,%4,x5)) 7S + T De-
vemos mostrar que f pertence a Iy. Seja I o T-subespaco gerado pelos polinomios
x1[x2,x3,X3], X]0(x2,x3,%4,X5) € X1[X2,X3,X4,xs5]. Observe que I, é um T-ideal (mas sé

precisaremos dele como um T-subespago). Pelo Lema 2.16, temos ainda
L C L CC(Q4). (2-90)

Seja m; = 3s+r com 0 < r < 3. Pela Proposicao 2.17, a imagem dos
polinémios (2-65), (2-66) e (2-68) em F(X) /I, gera o espaco vetorial T3) /L. Usando
essa informagao nao é dificil ver que existe um polinémio g = g(xi,...,x,) € F(X),

multi-homogéneo de grau r em x; tal que

f4+h=xP¥g+b. (2-91)



2.2 O caso de caracteristica 3 72

Defina o endomorfismo ¢ de F(X) por @(x;) = 1+x; e @(x;) =x; se i > 1. Por (2-91),
temos
O(f)+h=(1+x)g(l+x1,%2,...,%,) +b. (2-92)

Segue de (2-90) e (2-92) que (14x3)%g(1+x1,%2,...,%,) +T™ é central
em Q4. Como g(xp,...,x,) é a componente multi-homogénea de grau r em x; do
polinémio (1 +x:f)sg(1 +X1,X2,...,X,), segue de (2-90) e (2-92) que g+TW & central
em Q4. Seja h=h(yi,...,yr,x2,...,X,) a linearizacao total de g em x;. Entao h+ T®

é central em Q4 e segue do Lema 2.21 que h pertence a I;. Como

h(X1y..oyX1,X0, -y xn) =118 (X1, .00, X0),

segue que g também pertence a I;. Pelo Lema 1.17 (i), temos

beixo,x3,x04] = 20" [x2,x3,2a] + [, 23] 2, 4] [ ] [, 3] +

+ [X%S,X3,X4]XZ.

Segue do Lema 2.20 que x> +TW 6 central em Qs. Logo os polinomios

39 x3] 2, xa], 635, x4] [x2, %3] € [x3°, %3, x4]x2 pertencem a T(*). Assim

350, x3, 4] = 3% [x2,x3,x4]  (mod T™). (2-93)
Lembrando que g € I, segue de (2-93) que x%sg também pertence a Ij.
Finalmente, como I, C I}, segue de (2-91) que f pertence a I;, o que demonstra

o lema. O

Lema 2.23. Sejam F um corpo de caracteristica 3 e I = (xi[x2,x3,x3])75 +
(x10(x2,%3,%4,%5)) TS + TH) . Entio (x1...x,)> =x3...x) (mod I).

Demonstracao. Pode ser verificado diretamente que
(x1x2)3 = x?x% —|—x%x2 [x1,X2,X2] +x1x% [x2,x1,x1] +2x1 [x1,X2] [x1,22]%2. (2-94)

Como [[x1,x2][x1,x0), %3] = [x1,x0)[x1,%0,x3] +  [x1,x0,x3][x1,x%0] =
2[x1,x2,x3][x1,x2] (mod T™) e [x1,x2,x3][x1,x2] € T® (Corolério 1.33 (ii)), segue
que [[x1,x2)[x1,x2],x3) € T isto é [xy,x2][x1,x2] + T™ é central em Q4. Voltando a
(2-94), temos

(x1x2)3 = x?x% —l—x%xz[xl,xz,xz] —|—x1x%[x2,x1,x1] +x1x2[x1,x2][x1,x2]  (mod T(4)).
(2-95)
Observe que x1xa[x1,x2][x1,%2] = x1x00(x1,%2,x1,%2). Assim os polinémios

x%xz[xl,xz,xz],xlx%[xz,xl,xl] e x1x[x1,x2][x1,x2] pertencem a I. Logo (2-95) implica
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que
(x1x2)° =x3x3  (mod I). (2-96)

Como ®(x1,x2,x3,x3) + T™ é central em Q4 = F(X)/T™ (Lema 2.16),
usando a igualdade ab = ba + [a,b] é facil verificar que I é um ideal bilateral de
F(X). Agora, usando (2-96) como base de inducdo, segue facilmente que (xi...x,)> =
x3...x) (mod ).

m
Lembrando que
2 2 2 2
qn = qn(xl ye 7x2n) =X [Xl 7x2]x2 s Xop— [infl 7x2n]x2n7
vamos definir também ug = ug(x1,x2,x3) = x%x%x% [x1,X2,x3], e para cada n> 1,
Un = Un(X1, - X2043) = qGn(X1,%2, - -+, %00 ) U0 (X201, X202, X2043) -
Lema 2.24. Sejam F um corpo de caracteristica 3 e f = f(x1,...,x,) € TG um
polinémio multi-homogéneo de multi-grau (my,...,m,) onde m; é divisivel por 3 para
cada i=1,...,n. Entao f pertence ao T-subespaco gerado pelos polinomios
x1 [x2,%3,X3], X10(x2,X3,%4,X5), X1 [X2,X3, %4, X5], (2-97)
3 3 3 3
XpUo, XgU1, XgU2, - ., XpUn, - - - . (2-98)

Demonstracao. Como xS +T@W ¢ central em Qy4 (Lema 2.20), segue da Proposigao

2.17 que f pode ser escrito, médulo T™, como uma combinacdo linear dos polindmios

3r1 . 3r 3}’k 2 . . . . .

XX xj]xh[le,sz,sz],ll <ir<...<igj1 # Jo, (2-99)
3r1 3n 3.2 .2 2 . . .o . .

X g XXy, Xj) i1 <ia < ... <, j1 > j2 < J3, (2-100)
3r1 3 3rg.2 .2 .2 .2 . . . .

Xy X, 2 G X XX O(X Xy X35 Xy ) (2-101)
AT 0 2 2 R (X X XX )y S i < i1 < ja < j3 <

ir Mo iy At it J19Xj2sXjas Xj3 )l S 12> .0 S 1k, J1 J2<J3 J4,
3r1,3r 3k 21 1.2 2 ) 1.2 .2 2 2 ) ) )

Xip Kiy "o Xj Xy [le’x.]Z]‘sz""xjy,l[‘x]2171’XJZI]szlxj2[+1xj21+2xj2]+3 [XJ21+1?XJ21+2’x121+3]7
N<ip<..<ip,1 <jp<...<jous3, k=>0,1>1. (2—102)

Os polindémios da forma (2-99) pertencem ao T-subespago gerado pelo
polinémio x[xz,x3,x3], que estd entre aqueles de (2-97).

Seja I o T-subespago gerado pelos polindémios (2-97). Segue do Lema 2.23

que
3r1 .3 3rg.2 2 .2 ) ) 1 — (T m\3.2 2 2 . ) )
X 2 o XX [y X ] = (g x0T G 5) X x5, x5 [, X, xgs] (mod T).
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Assim os polinomios da forma (2-100) pertencem ao T-subespago gerado
pelos polindémios xguo(xl,xz,X3),x1 [x2,x3,x3],x1®(x2,Xx3,X4,X5) € x1[x2,X3,X4,Xs5], que
estao entre aqueles de (2-97)-(2-98).

Os polinomios de (2-101) pertencem ao T-subespago gerado pelo polinémio
x10(x2,X3,X4,X5), que esta entre aqueles de (2-97).

Finalmente, usando o Lema 2.23, podemos verificar de modo andlogo ao caso
feito para os polinoémios (2-100) que os polinomios da forma (2-102) pertencem ao T-
subespaco gerado pelos polinomios xgun, n=0,1,2,... juntamente com os polinomios
x1[x2,x3, 3], X1 ©(x2,X3,%4,X5) € X1 [x2,x3,%4,x5]. Todos eles estao entre aqueles de (2-

97)-(2-98). Isso conclui a demonstragao do lema. O

Lema 2.25. Seja F um corpo qualquer. Entao up + T® € central na algebra
Q4 =F(X)/T® para cada n=0,1,2,....

Demonstragio. Primeiro vamos mostrar que ug+ T™® é central em Q4. De fato,

usando a igualdade [ab,c] = a[b,c] + [a,c]|b, temos

[M(),X4] = [X%X%X% [X] >x27x3]7x4] = X%X%X% [)C] 7x27x37x4] + [x%x%x%rx‘l] [X] 7x27-x3]

= [@x3x%,x4[x1,x2,x3]  (mod T™).

Usando a igualdade [ajaz...ap,a] =Y a1...ai-1[a;,alaity ...a, (Lema 1.17 (ii)) e

observando que [x1,x2,x3] + T® ¢ central em Qy, podemos escrever

o, xa] = [, xa)xix3x3 1, x0,x3) + X1 1, x4 053 ey, 0, x3] + ..+
+ X253 [x3, xalxsxr, x2, 03] + X3a5x3 [x3, x4] [0, x2,x3] (mod T™)
= [x1,x2,x3][x1 ,x;;]xpc%x% +x1[x1,x2,x3] [x1 ,x;;]x%x% +...+

+ x%x% [x1,X2,x3][x3, X4]x3 +x%x%x3 [x1,%2,x3][x3,x4] (mod T(4)).

Segue do Coroldrio 1.33 (ii) que os polinémios [x1,x2,x3][x1,x4] € [x1,x2,x3][x3,x4]
pertencem a T . Assim [ug,x4] =0 (mod T™), isto é ug+7T® é central em Qy.
Agora, mostremos que uj + T® & central em Qu. De fato, usando a igualdade

lab,c] = alb,c] + [a,c]b e fato ja mostrado de que ug+ T é central em Q4, obtemos

[ur,x¢) = [q(x1,x2)uo(x3,x4,x5),%6] = q(x1,x2)[uo(x3,X4,X5),%6] +

+ [g(xr,x2), %60 (x3,x4,x5) = [g(x1,%2),%6]uo(x3,x4,x5)  (mod T™).
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Usando novamente a igualdade [ajay ...an,al =Y a1 ...ai—1[a;,alait1 ... a, obtemos

u1,x] = [q(x1,x2),x6]uo(x3,x4,x5) (mod T'*)
= [xf[xr, %2003, x6]uo (x3, x4, X5)
= ([x1,x6)x1[x1 ,xz]x% +x1[x1,X6] [x1 ,xz]x% +X% [x1 ,xz,x6]x% +

+ o [xr, 2] 2, %62 -+ X7 [0, X2) 2 2, X6 ] )35 03, x4, X5 .
Como [x3,x4,x5] +T™ é central em Q4, ndo é dificil ver que

i, x] = ([x3,%4,%5][x1,%6) [X1,X2]x13 -+ x1 [x3, x4, 5] [x1, X6 [x1, X2]x5 +
x}[x1, X2, x6) [X3, X4, %5)3 + X7 [x3, x4, x5] [x1, %2] [x2, X6 ) %2 +

+
+ xq[x3,24,%5] [x1,x2] [x2, X6 ]x2) X353

Como os polinomios [x1,x2,xe][X3,X4,Xx5] € [x3,X4,x5][x1,X6][x1,X2] pertencem a T®
(Lema 1.32 e Coroldrio 1.33 (ii), respectivamente) segue que [u1,xg] =0 (mod T™),
isto é u; +T™ ¢ central em Qa.

Agora podemos aplicar inducao sobre n. A base da inducao é n=1 e ja foi
feita. Suponha que u, +T® seja central em Q4 para algum n € N com n > 1. Entao

usando a igualdade [ab,c] = a[b,c] + [a,c]|b, temos

[tni1,5] = [gn+140,Y] = |anquo,y] = qnlquo,y]+ [gn,¥lquo = qn[u1,y] + [gn, yJquo.
(2-103)
Como ug+T™ é central em Qy4, usando novamente a igualdade [ab,c] = a[b, ]+ [a, c]b

podemos escrever

Gnl1, Y] + [Gn, Y)0q = Gulutr,y] + [qutto,y]g  (mod TW). (2-104)

Como uq + TW ¢ Up + T#) = qnio + T®) sdo centrais em Q4 (base e hipdtese da
inducdo, respectivamente), segue de (2-103)-(2-104) que [up11,y] =0 (mod T™),

isto € u,41+ T#) é central em Q4. Isso completa a indugao e demonstra o lema. [

Proposicao 2.26. Seja F um corpo de caracteristica 3. Entao C(Qu) NTO) ¢ gerado

como T-subespago de F(X) pelos polindmios
(Z) [X],X2,X3],.X1[xz,x3,x3],XI(D(XZ,X3,X4,X5),X1[XZ,X3,X4,.X5],
(i1) xguo,xgul,xguz,...,xgun,....

Demonstragao. Vamos verificar primeiramente que os polinémios de (i) e (ii) per-
tencem a C(Q4)NT®). Segue diretamente do Lema 2.16 que os polinémios de (i)
pertencem a C(Qq)NT).
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Vejamos os polinémios de (ii). Como xS+T(4) e un+TW,n=0,1,2,...
sdo centrais em Q4 (Lema 1.22 (i) e Lema 2.25, respectivamente) e C(Q4) NT )
¢ uma algebra (Proposigao 1.13) segue que todos os polinémios de (ii) pertencem a
C(04)NTO),

Agora vamos mostrar que os polinémios (i)-(ii) geram C(Q4) NT®) como
T-subespaco. Observe que C(Q4)NT®) é multi-homogéneo porque C(Q4) e T4 o
sao (Proposigao 1.10 e Proposigao 1.16, respectivamente). Seja f = f(x1,x2,...,X,) €
C(Q4)N T3). Pela observacao feita, podemos assumir que f é um polindmio multi-
homogéneo de multigrau (my,...,my).

Suponha que algum m; nao seja divisivel por 3. Reenumerando as variaveis

X;, podemos assumir, sem perda de generalidade que i = 1. Pelo Lema 2.22, temos
€ (per,x0,x30) TS o+ (a1 [, 303,23]) 75 + (v (2, x3, x4, x5)) TS + T

Assim f pertence ao T-subespago gerado pelos polinomios (i).
Suponha agora que cada m; seja divisivel por 3. Como vimos no Lema
2.24, f pertence ao T-subespago gerado pelos polinomios (2-97)-(2-98). Como esses

polinémios estdo entre aqueles de (i)-(ii), o lema estd demonstrado. O

2.2.4 Os geradores do espaco vetorial (C(Q4)+7®)/T0)

Vamos comecar obtendo alguns polinomios centrais da algebra Qg.

Lema 2.27. Seja F um corpo de caracteristica 3. Entio g, +T“ ¢é central em

04 =F(X)/T® se, e somente se n é divistvel por 3.

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que se n é divisivel por 3, entao

qn+ T® & central em Q4. Com efeito, seja n = 3s com s € N. Como

Gn = q3s(X1,- - X6s) = q3(X1,- -2, X6) - - - @3 (X6s5—5, - - -, X6s) (2-105)

e C(Q4) é uma T-subdlgebra (Proposigao 1.13), ¢ suficiente mostrar

que q3(x1,...,x6)+T(4) é central em Q4. Como ¢3 = g3(x1,...,X5) =

q(x1,x2)q(x3,x4)q(x5,%6), segue da igualdade [ajaz ...ap,a]l =Y1" | ai...ai—1[ai,dlaiy1 ...

(Lema 1.17 (ii)), que

[g3,%71] = [q(x1,%2),%7]q(x3,%4)q(x5,%6) + (2-106)
+ q(x1,x2)[q(x3,x4),x7]q(x5,%6) + q(x1,%2)q(x3,%4) [q (x5, %6), X7].

An
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Usando novamente o Lema 1.17 (ii) temos

[g(x1,32),%7] = [xf[x1,x20x3,%7] (2-107)
= [x1,x7]01 e, xa]a3 4 xy [x1, 7] [xn, %203 4 X3y, xo, 7005 +
+ X3y, x0][x, x7]x0 + 17 [x1, X2]%2 [x2, X7]
= xy[xr,207) [x1, X20x3 + [x1, x7, %0 ] [er, x2]x3 4 xq [oer 0] [, xo]od

1

X3 [t X2, x7)x3 — x3 2, x1] 2, X7)x2 — X3 xa [x2, 1] [x2, 7] 4
2
1

+ 1
+ X [xlax27-x2][-x27x7]-
Os polinémios [xl,x%xl][xl,xz]x% e x%[xl,xz,xz][xz,xﬂ pertencem a T® (Coro-

ldrio 1.33 (ii)). Como [a1,a2]la1,a3] = ®(a1,a2,a1,a3), segue do Lema 2.16 que
la1,a0)ay,a3) +T™ é central em Q4. Assim, por (2-107) temos

[g(x1,x2),x7] = 2x13[x1,x7] [x1,x0] 4+ 22 [x1, %2, %7]33 — 223 x0 [0, x1 X2, x7] (mod T™).

(2-108)

Como [ay,az)[ar,a3] +T® é central em Q4 e [ay,az)a1,a3][as,as] € T™ (Corolario
1.33 (i), segue de (2-108) que

[q(x1,x2),27]q(x3,x4)q(x5,%6) = x3[x1,%2,%7)33¢(x3,%4)q(x5,%6)  (mod T™).
(2-109)

Como [ay,az,a3] +T@W ¢ central em Q4 e la1,a2,a3][as,as,a6] € T#) (Lema 1.32), é
facil ver a partir de (2-109) que

[g(x1,x2),x7)q(x3,x4)q(x5,%6) = xXix3x3x3xEx2[x1,X2,%7)[x3,x4] [x5,%6] (mod T™)).
(2-110)
A partir de (2-110) podemos obter também as relacdes
222202

q(x1,%2)[q(x3,%4),%7]q(x5,%6) = xIx3x3x7x2x2[x3, x4, %7] [X1,X2] [x5, X6]
(mod T™). (2-111)

q(x1,x2)q(x3,%4)[q(x5,%6),%7] = x%x%x%xixgxg[xsaxsm][x17x2] [x3, 4]

(mod T™). (2-112)

Finalmente, como [x1,x2,x7][x3, X4] [x5,%6] = [x3,X4,%7][x1,X2] [X5,%6] = [x5,%6,%7] [x1,%2] [3, X4]
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(mod T®)) (Corolario 1.33), segue de (2-106) e (2-110)-(2-112) que
(g3, x7] = 33325332 x2 [x1, X2, X7 [x3, x4] [x5,%6]  (mod TA)).

Como char(F) =3, segue que g3 + T® & central em Q.

Vamos mostrar agora que se gn +T®* & central em Qy, entdao n é divisivel
por 3. E suficiente mostrar que g, +T® nao é central em Q4 quando n = 2k+ 1
ou n = 3k+ 2 para algum k € N. Por simplicidade, vamos considerar apenas o caso
n = 3k+2 pois o caso n =2k+ 1 ¢ idéntico.

Seja vy = vp(x1,...,x0) = [x1,%2] . .. [x20—1,%24]. Observe que v, é uma com-
ponente multi-homogénea de g, (x; +1,...,x,+1). Como C(Q4) é multi-homogéneo
(Proposigao 1.16) para mostrar que g, + T™ nao é central em Qy, é suficiente mos-
trar que v, + 7™ ndao é central em Qy.

Observe que v3x = v3g(X1,...,X6k) € V2 = Vo (Xekt1,X6k+25X6k+3,X6k+4) COM
v, = vyva. Usando a igualdade [ab,c] = a[b,c] + [a,c]b e o fato de v+ T™) ser

central em Q4 (mostrado acima), temos

[VnsXer+s5] = [V3kv2, Xek+s] = V3k[V2, Xek+5] + [V3ks Xek+5]v2

= vs[v2,Xerss] (mod TW).

Como vy = [Xek+1,X6k+2]) [X6k+3,X6k-+4], usando novamente a igualdade [ab, c| = a[b,c|+
la,c]b e o fato de [[Xeri3, Xerral, Xokrs] + T4 ser central em Qy, obtemos sucessiva-

mente

Vs Xokers] = vak[va,Xokrs] = vakl[Xoker 1, Xoks2) Xkt Xokra)s Xorrs]  (mod T™)

V3k[X6kt-15 X6k-+2) [Xok-+3 , X6k+45 X6k-+5) +

+ V3[X6kr 1, Xeks 2> X6kt s) [Xorr 3, Xekra]  (mod T4

V3K [X6k-+35 X6k-+45 X6k-+5) [X6k+1, X6k+2] +

+ var[Xeke 1, X6k 25 X6k 5] Yok 3, Kok 4] (mod TO),

Finalmente, pelo Corolario 1.33 obtemos

Vs Xok5) = 2V3k [Xokr 1, X6k+2) [Xok+ 3, Xok 145 Xerrs]  (mod T,

Como [Xe+1,X6k+2] [X6k+3sX6k+4,X6k-+5] + T® ¢ um elemento da base de F (X)/ T®
(Lema 2.14), segue que 2v3g[Xes1,X6k+2] [Xors3s Xorsds Xorrs] ndo pertence a T3,
Portanto [vy,Xxer+s] nao pertence a T® e v, +TW nio é central em Q4. Como vimos,

isso implica que g, +T™® nao é central em Q4. O lema estéd demonstrado. m
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Lema 2.28. Seja F um corpo de caracteristica 3. Entao o polinomio g, pertence a

C(Q4)+TO) se, e somente se n € divisivel por 3.

Demonstragao. Se n é divisivel 3, j& vimos no Lema 2.27 que g, pertence a C(Q4)
e portanto g, pertence a C(Q4) + 7G). Vamos mostrar agora que se g, pertence a
C(Q4)+ T(S), entao n é divisivel por 3. Suponha o contrario, que exista um ntmero
n € N que nao ¢ divisivel por 3 tal que g, pertenga a C(Qa)+ TG). Entao existem
feC(Q4) e geT® tais que

f=an+s

Como g, possui multigrau (3,...,3) e C(Q4) é multi-homogéneo (Proposicao 1.16),
podemos assumir que g também possui multigrau (3,...,3). Segue do Lema 2.24
que g pertence ao T-subespaco gerado pelos polinomios (2-97)-(2-98). Como esses
polinémios pertencem a C(Q4) (Lema 2.26), segue que g pertence a C(Q4). Uma vez
que f=gqn,+g com f € C(Qq), segue que g, pertence a C(Qq4), mas isso contraria
o Lema 2.27 porque n nao é divisivel por 3. Portanto, ¢, € C(Q4) + 73 implica n

divisivel por 3. O lema estd demonstrado. O

Lema 2.29. Seja F um corpo de caracteristica 3. Entao [x1,x2][x3,X4] —x1 [x2,X3,X4] +
TW ¢ central na dlgebra Qs = F(X)/T®.

Demonstracao. Pondo f = [x1,x2][x3,x4] — x1[x2,x3,%4] e usando a igualdade [ab,c| =
alb,c]+ |a,c]b, temos

[f,xs) = [x1,x2][x3, 204, x5] + [x1,00, 5] [x3, 4] — 21 [x2, X3, X4, x5) — [x1,X5][x2, %3, X4].

Como  [x1,x2][x3,x4,x5] = [x3,x4,%5][x1,%2] (mod T™) x;[x2,x3,x4,x5] € T® e

[x1,x5)[x2, %3, x4] = [x2,%3,%4] [x1,X5] (mod T™)), obtemos

[foxs] = [x3,xa,x5][rr,x2] + 1,20, x5] 3, x4] — [x2,x3, x4 [x1,x5]  (mod 7).

Pelo Corolario 1.33 (ii) temos [x3,x4,xs5][x1,Xx2] = [x1,x2,x5][x3,X4] = —[x2,x3,x4][x1,X5]
(mod T™). Assim

[f,x5] = 3[x3,x4,x5] [x1,x2]  (mod T™).

Como char(F) =3, temos que [f,xs] pertence a T® isto é, [x1,X2] —x1 [x2,X3,X4] +T@W

é central em Q. O

Para uso na proposicao seguinte, lembre que M = {x; X, ...x;;x;, €X} é o

conjunto dos monémios monicos de F (X).
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Proposicao 2.30. Seja F um corpo de caracteristica 3. Entio (C(Q4)+T3)/T®)
¢ gerado como espago vetorial por [ay,az)[az,asl + T, a; € M e pelos elementos

2 2

3}’1 3rk 2
X

X s xg g,

i [xj2!71’x]21] ol + T( )

comk>0,rs>0,l=0 (mod 3), i} <...<ig e j1 <...< joy.

Demonstracio. Seja f = f(x1,...,x,) € C(Q4) tal que f ¢ T®). Pela Proposicao
1.16 podemos assumir que f é um polindmio multi-homogéneo de grau m; em
cada variavel x;. Suponha que algum x; nao é divisivel por 3. Reenumerando as
variaveis x;, podemos assumir, sem perda de generalidade que i = 1. Pelo Lema
2.7, temos que f pertence ao T-subespaco gerado pelos polinomios [xy,x;][x3,x4]
e x1[x2,x3,x4]. Consequentemente f+73) é uma combinacio linear dos elementos
lar,az]]as,as] + TG com g; € M. Como [x1,x2][x3,x4] — x1[x2, %3, x4] + T®) & central
em Q4 (Lema 2.29) e x; [xz,X3,X4] e TG, segue que os elementos lay,az][as,as] + TG
pertencem a (C(Q4) +T3)) /TG

Agora, suponha que todos os m; sejam divisiveis por 3. Como x(3)+ TG
e [x1,x2] + TG sdo centrais em 03, segue da Proposicao 1.21 que f—}—T(3) é uma

combinagao linear de elementos da forma

3 3re. 2 2 2
xl-lr1 X r"xj1 [le,sz]sz...xj%l[sz[fl,xm] o +70), (2-113)
comk, [ >0,r;>0,1<ij<...<ip<nel<ji<...<jy<n. Segue do Lema 2.27
que todo elemento da forma (2-113) com [ =0 (mod 3), pertence a C(Q4)+T3) /TG)
Para concluir a demonstragao resta mostrar que todo elemento (2-113) satisfaz [ =0

(mod 3). De fato, suponha que

3r 3rr 2

2 2 3
(X’xil X 'le[xJHxJZ] "xjglfl['xJ.Zl 17'xJZI]x]21 +T( ) (2_114)

seja algum elemento de (2-113) com a € F,o0 # 0,/ # 0 (mod 3) e [ minimal.
Considere o endomorfismo @ de F(X) tal que ¢@(x;) = xj,, se s € {1,2,...,2[} e
o(xj) =1,ses¢{1,2,...2]}. Segue de (2-113) e (2-114) que

o(f)+ T®) = chjlrl . ZIZICII(XJN Xjyy) T TG,

3r
o ]21 2 g, pertence a C(Q4) +T ). Observe

que 0g; é a componente multi—homogenea de multigrau (3,...,3) do polinémio
glxj, + 1,5, + 1) = alx;, + 1)1 ... (xj, + 1)¥2g,. Como g(xj, +1,...,x}, + 1)
pertence a C(Q4) + TG e C (Q4) + TG ¢ multi-homogéneo segue que 0g; pertence
a C(Q4) +T®). Como ¢; nio pertence a C(Q4) +T) (Lema 2.28), temos o = 0,

Logo o polinomio g(xj,,...,x},) = ox
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uma contradigao. Portanto / =0 (mod 3) para todos os elementos em (2-113), e isso

conclui a demonstracao. O

2.2.5 Os polindémios centrais da algebra Qy

Nesta secao provaremos o Teorema 2.10, que é o primeiro resultado principal

desta tese.

Lema 2.31. Seja F um corpo de caracteristica 3. Entio C(Q4)/(C(Q4)NT®)) é
gerado como um espaco vetorial pelos elementos
(Z) [alaaZ] [613,614] —dai [612,613,614] + (C(Q4) N T(S))vai € M7
.. 3 3
(i) xilrl o 'xikerZ(le s Xjy) H(C(Q4) N T<3))7
k>0,rs>0,l=0 (mod 3),i; <...<ig e j1 <...<jy.

Demonstra¢do. Como aj[az,as,as] pertence a T) | segue diretamente do Lema 2.30

que (C(Q4) + T(3)) / T®) é gerado, como espaco vetorial, pelos elementos

[a],az] [a3,a4] —a [az,a3,a4] + T(3),a,- eEM, (2—115)
3 3
T (g xy )+ T, (2-116)

k>0,rs>0,l=0 (mod3),i; <...<ig,j1<...<joy.

X

Pelo Lema 2.29, todo representante |ay,az]las,as] — ailaz,az,as] de (2-
115) pertence a C(Q4). Todo representante x?lrl ...xir"ql(le s Xjy) de (2-116)
também pertence a C(Qy4). Isso segue diretamente do fato dos elementos xg +7TW e
qr(Xjy, X))+ T™ serem centrais em Q4 (Lema 1.22 e Lema 2.27, respectivamente)
e C(Q4) ser uma algebra (Proposigao 1.13).

E f4cil ver que a aplicacio @: f+TG) — f+ (C(Q4)N 73)) é um isomorfismo
entre os espacos vetoriais Aj = (C(Q4) +T3) /TG e Ay = C(Q4)/(C(Q4)NTR)) (esse
¢ um dos teoremas de isomorfismo). O isomorfismo @ leva os elementos de (2-115)-(2-
116) (geradores de A;) nos elementos (i)-(ii). Isso mostra que C(Q4)/(C(Q4)NT )

¢ gerado pelos elementos (i)-(ii). O

Finalmente, podemos provar o teorema principal deste capitulo.

Demonstracao do Teorema 2.10

Demonstragao. Seja f um polinémio central de Q4. Pelo Lema 2.31, f+ (C(Q4) N
TG)) = g+ (C(Q4)NT®)), onde g é uma combinacio linear dos polinémios

a1, a0)[a3,as) +a1[az,a3,a4),a; € M, (2-117)
3 3
xilrl o 'xikrkq”(le 7o 7'x.j2n)7 (2—118)

k>0,r,>0,1=0 (mod3),ij <...<ix,j1<...<jo.
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Sejam g, = gn(x1,...,x2,) € [ = (x [xz,x3,X3])TS—I— <x1w(x2,x3,x4,x5)>TS+T(4). Segue

do Lema 2.23 e do fato I ser um ideal que
(6 ...x)qn = (x1...x¢)°q,  (mod I). (2-119)

Usando (2-117), (2-118) e (2-119) nao ¢ dificil verificar que g pertence ao

T-subespago gerado pelos polindmios

[x17x2] [x37x4:| —X1 [x27x37~x4]7 X1 [x27x37x3]7 xl(x)(x2,x3,)C4,X5), (2_120)

3 .3 3 3
X1[X2,X3,X4, X5, X5, X043, X965 - - -X0q3ns - - - - (2-121)

Como f — g pertence a C(Q4)NT®), segue da Proposicao 2.26, que f — g pertence

ao T-subespaco gerado pelos polindmios

[x1,x2,x3],x1 [x2, X3, %3], X1 0(x2, X3, X4, X5) , X1 [X2, X3, X4, X5], (2-122)

3 3 3 3
XpU, XQU1, XU, - -\ Xoln, - - - - (2-123)

Assim, f pertence ao T-subespago gerado pelos polinomios (2-120)- (2-123). E facil
ver que os polinémios [x1,x2,x3] e x1[x2,X3,x3] pertencem ao T-subespago gerado pelo
polinémio [x1,x2][x3,x4] — x1[x2,x3,x4]. Portanto f pertence ao T-subespago gerado

pelos polindmios de (i)-(iii). O Teorema estd demonstrado. O

Corolario 2.32. Seja F um corpo de caracteristica 3. Entdo o espago vetorial C(Q4)
dos polinomios centrais da dlgebra Q4 = F(X)/T(4) nao € finitamente gerado como

um T-subespaco de F(X).

Demonstragao. Segue do Teorema 2.10 que C(Q4) + TO) ¢ gerado como T-subespago

pelos polinomios

x1[x2,x3,x4], [x1,x2)[x3,x8] — x1 2, %3, X4], X0, X043, X065 -+ X3y -- (2-124)

Seja I o T-subespago gerado pelos polinomios (2-124). Afirmamos que I nao ¢é fini-
tamente gerado como T-subespago. A demonstragao é idéntica aquela do Teorema 3
de [7]. Vamos fazer apenas um esbogo. Para cada n € N, seja V3, o T-subespaco ge-
rado pelos polinomios [x1,x2][x3,x4] —x1[x2,x3,X4],93,46, - - - ,q3n € W3, 0 T-subespago
gerado pelos polindmios [xy,xo][x3,x4] — X [xz,X3,X4],x(3),x(3)q3,x(3)q6, ... ,X8Q3n. Pode ser

mostrado de forma andloga a demonstracao do Teorema 3 de [7] que a cadeia
Wi+ TG CWe+T® C...Cws+ TP C ...

contém uma subcadeia estritamente ascendente. Como I = {J, (W3, +T®)), I ndo é
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finitamente gerado como T-subespago . Assim C(Q4) + TG) néo é finitamente gerado
como T-subespaco e consequentemente C(Q4) nao ¢ finitamente gerado como T-

subespago. O]



CAPITULO 3

Polinémios hipercentrais

Seja A uma &lgebra sobre um corpo F. Sejam f = f(xy,...,x,) € F(X) um
polinémio e yi,...,ym € X com {x1,...,x,} N{y1,...,ym} = 0. Dizemos que f é um
polinémio m-central de A se [f,y1,...,ym] pertence a Id(A). O conjunto de todos os

polinémios m-centrais de A sera denotado por

Cn(A)={f=f(x1,....x0) EF(X): [f,¥1,...,ym) €EId(A)}.

Observe que para cada m € N, o conjunto C,,(A) forma um subespaco vetorial
de F(X). Observe também que Cj(A) =C(A), isto é, os polindmios 1-centrais sdo os
polinomios centrais. Como todo polinémio m-central é também (m+ 1)-central, se

pusermos Cp(A) = {0}, obtemos a seguinte cadeia de inclusoes
{0} =Co(A) CC(A)=C1(A) CC(A) C...CCp_1(A) CCn(A) C....

que chamaremos de série central superior da dlgebra A. Os polindmios m-centrais de
A com m > 1 sao chamados genericamente de polinomios hipercentrais de A.
Observe que C1(Q3) = C(0Q3) ja foi descrito (Proposigao 1.28, Corolério 1.25)
e ¢ imediato verificar que C2(Q3) = F(X). Observe também que C1(Q4) = C(Q4) ja
foi descrito (Proposigao 2.6, Teorema 2.1, Teorema 2.10, Teorema 0.2).
Neste capitulo, vamos dar uma descricao dos polinomios hipercentrais das
dlgebras Q4 = F(X)/T® e Qs = F(X)/T®).

Proposigao 3.1. Cy,(A) € um T-subespago de F(X).

Demonstracao. Seja f = f(x1,...,x,) um polinomio m-central de A e ¢ um endomor-
fismo qualquer de F(X). Devemos mostrar que @(f) é um polinémio m-central de A.

De fato, como

[(P(f(xh---,Xn)),y1,---,ym] = [f((P(xl);---,f((P(xn)),))l,---,ym] (3'1)
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e [f(x1,-. 3 %0), )15+, ¥m) € Id(A), o polindémio do lado direito da igualdade (3-1)
pertence a Id(A), logo @(f) é um polinémio m-central de A. O

Quando m > 2, a equivaléncia seguinte decorre imediatamente da definicao

de polinomio m-central:
f pertence a Cy,(A) se, e somente se [f,y1] pertence a Cp—1(A).
Proposicao 3.2. C,,(A) € uma T-subdlgebra de F(X).

Demonstra¢ao. Como C,,(A) é um T-subespago de F(X) (Proposicao 3.1), é su-
ficiente mostrar que C,(A) é uma subdlgebra de F(X). Sejam f e g polino-
mios de C,(A), devemos mostrar que fg pertence a Cy(A). Segue da igualdade
lab, c] + [bc,a] + [ca,b] = 0 que

[fg.v1] = [f.gy1] + [g: 1 f].

Como [f,y2] e [g,y3] pertencem a C,_1(A) e Cp—1(A) é um T-subespago, fazendo

y2 = gy1 e y3 =y1f segue que [f,gy1] e [g,y1f] pertencem a Cy—1(A). Logo [fg,y1]
pertence a Cy,,—1 e portanto fg pertence a Cp,(A). [

Proposicao 3.3. Seja F um corpo qualquer. Entdao o T-subespaco Cp(Qy) € multi-

homogéneo.

Demonstracao. Inteiramente analoga a demonstragao da Proposicao 1.16. O]

3.1 A algebra Q,

Nesta secao vamos dar uma descricao dos polinomios hipercentrais da

dlgebra Q4 = F(X)/T™®. Mais precisamente, se char(F) = p, vamos mostrar que

Cr(04) = (xf)’}TS—l—T(z), sep=2oup>3;
C2(04) =F14+T?  se p=0;
C2(Q4) = C(Q3), se p=3.

Lema 3.4. Seja F um corpo de caracteristica # 3. Entio T C C>(04).

Demonstragao. Pela Proposigao 1.17 (i),

[x1[x2,x3],x4,x5] = x1[x2,x3,X4,%5] + [x1,%4][x2, X3, %5] + [x1,%5][x2, X3, %4] +

+ 1, x4,x5][x2,x3].
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E claro que x; [x2,X3,X4,X5] pertence a T®. Pelo Lema 1.33 (iii), os polindémios
b1, x4][x2, X3, %), [x1,X5] [X2,X3,%4] € [x1,X4,%5][x2,%x3] também pertencem a T*). Assim
x1[x2,x3] é um polinémio 2-central de Q4. Como T é gerado como T-subespaco por

x1[x2,x3] € C2(Q4) é um T-subespaco (Proposicao 3.1), temos T?) C C(Qy). O

Lema 3.5. Seja F um corpo de caracteristica p > 2. Entdo xg ¢ um polinomio
2-central de Qq.

Demonstracao. Suponha primeiramente que p = 2. Como

G, v1] = xo[x0,y1] + [0, y1]x0 = 2x0[x0,y1] + [X0, ¥1,%0] = [X0,¥1,X0],

segue que [x(z),yl, y2] pertence a T(4), isto é, x% é um polinomio 2-central de Q4. Agora
se p=23 ou p > 3, entdo segue do Lema 2.20 e Lema 1.22 (i), respectivamente, que

xg ¢ um polinomio central de Q4, consequentemente xg ¢ um polinomio 2-central de

Q4. O

Proposicao 3.6. Seja F um corpo de caracteristica p=2 ou p > 3. Entao C>(Q4) =
() S+ T

Demonstracdo. Vamos mostrar primeiramente a inclusdo (x5)75 + 7 C Cy(Qa).
Como x5 é um polinomio 2-central de Q4 (Lema 3.5), T?) C C3(Q4) (Lema 3.4) e
C>2(Q4) é um T-subespaco (Proposicao 3.1), segue a inclusao (xg>TS+ T2 C Cy(0y).

Vejamos a inclusao contraria. Seja f = f(x1,...,%,) um polinémio 2-central
de Q4 com f ¢ T2, Pela Proposicao 3.3, podemos assumir, sem perda de generali-

dade, que f é multi-homogéneo de grau m; em cada variavei x;. Assim
fHTO = x4 T? 0£aeF. (3-2)

Suponha que algum m; nao seja divisivel por p e defina o endomorfismo @
de F(X) por @(x;) =x; e ®(x;) = 1 se s # i. Por (3-2), temos @(f) +T? = o +T?).

Como T C C>(Q4), temos que x;" é um polinoémio 2-central de Q4. Sendo
C2(Q4) um T-subespago, segue que g = (x;+ 1)™ é um polinomio 2-central de Q4.
Como m;x; é uma componente multi-homogénea de g e C>(Q4) é multi-homogéneo,
segue que myx; € um polinomio 2-central de Q4. Como m; # 0, segue que x; é
um polinomio 2-central de Q4, uma contradigdo. Assim todos os graus m; de (3-
2) sdo midltiplos de p e portanto f pertence a <xg)TS + 7@, Isso mostra que
C2(Q4) C (x) S+ T2 O

Proposicao 3.7. Seja F um corpo de caracteristica 0, entio C(Q4) = F.14+T®.
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Demonstracao. Pelo Lema 3.4, temos T@ C C>(Q4). Vejamos a inclusao contraria.
Seja f = f(x1,...,x,) um polinomio 2-central de Q4. Pela Proposi¢ao 1.9 nao ha

perda de generalidade em supor que f é multilinear. Assim, existe o € F' tal que
TP =ox;...x, +T?. (3-3)

Como T®?) C C(Q4), segue de (3-3) que g(x1,...,%,) = 0x;...x, é um polino-
mio 2-central de Q4. Sendo C;(Q4) um T-subespaco (Proposigao 3.1), segue que
g(xy,1,...,1) = ax; é também um polinomio 2-central de Q4. Uma vez que x| néo é
um polinémio 2-central de Qq, temos o = 0; e segue de (3-3) que f pertence a T,

Portanto C5(Q4) € T?), e a proposicao estd demonstrada. ]
Lema 3.8. Seja F um corpo qualquer. Entio T®) C C2(Qy).

Demonstragao. Pela Proposicao 1.17 (i), temos

[x1[x2,x3,%4],y1,¥2] = x1[x2,%3,%4,y1,¥2] + [x1,¥1][*2, %3, %4, y2] +

4+ [rer,y2][x2,x3, x4, y1] 4 [x1, 51, y2] [x2, X3, x4].

E claro que os polindmios xj [x2,x3,x4, y1, 2], [x1,¥1][%2, %3, X4, ¥2] € [x1,y2][x2,%3,%4, 1]
pertencem a 7¥. Como o polinémio [x1,y1,ya][x2,x3,x] também pertence a T
(Lema 1.32), segue que [xj[x2,x3,X4],y1,y2] pertence a T®) . Assim x; [x2,X3,X4] é um
polinémio 2-central de Q4. Como T é gerado como T-subespaco pelo polindmio

x1[x2,x3,x4] € C2(Q4) é um T-subespaco (Proposicao 3.1), obtemos T3) C C2(Qy4). O

Lema 3.9. Seja F um corpo de caracteristica p > 0. Entio q(x1,x) =

1 -1, A
xi 7 x1,x)xh T € um polindmio 2-central de Qs.

Demonstragdo. Usando a igualdade [ajaz...an,al = Y1 a1...ai-1[ai,alait: .. .an
(Lema 1.17 (ii)), obtemos
~1 ~1 -2 ~1
W el xs,xa] =[xl ) ) 4L+ (3-4)

+ ) [rx )l x] +

-1 )
+ [xlf [xl,xz]xg [x2,x3], x4].

Usando o Lema 1.17 (ii) em cada parcela do lado direito da igualdade (3-4) e usando
também o Coroldrio 1.33 (i)-(ii), ndo ¢ dificil mostrar que [[x? !

(mod T™), isto é, g(x1,x2) :xf_l[xl,xz]xp_l

-1
[xlaxZ]xlz) 7x37x4] =0

¢ um polinomio 2-central de Q4. O

Lema 3.10. Seja F um corpo qualquer. Entao C(Q3) C C2(Q4).
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Demonstracao. Vamos dividir a demonstracdo em dois casos: char(F) = 0 e
char(F) = p > 0. Seja char(F) = 0. Pela Proposi¢ao 1.28, C(Q3) é gerado como
T-subespaco por 1 e pelos polindmios [x1,x2] e xj[x2,x3,X4]. E claro que [x1,x2] é um
polinémio 2-central de Q4. Pelo Lema 3.8 temos que xj[xp,x3,x4] é um polinémio
2-central de Q4. Portanto C(Q3) C C2(Qa4).

Agora seja char(F) = p > 0. Pelo Corolério 1.25, C(Q3) é gerado como uma
T-subdlgebra, pelos polinémios xj[xp,x3,x4], xg e q(x1,xp) = x’f_l[xl,xz]xg_l. Como
C>(Q4) é também uma T-subdalgebra (Proposicao 3.2), é suficiente mostrar que esses
geradores pertencem Cp(Q4). J& sabemos que xj[x2,x3,x4] € um polinomio 2-central
de Q4. Pelo Lema 3.5, x5 ¢ um polinomio 2-central de Q4) e pelo Lema 3.9, g(x;,x2)
também ¢é um polindémio 2-central de Q4. Isso mostra que C(Q3) C C2(Q4) também

no caso p > 2. O lema esta demonstrado. O]
O lema seguinte é bem conhecido.

Lema 3.11 ([20], Lema 12). Sejam F um corpo qualquer e f = f(x1,...,x,) € F(X)
um polinomio multi-homogéneo de grau 1 em x1. Seja L = (f)T5 + (Jx1,x])T5 +
TG). Entio L=F(X) ou L= ([x;,x2])"S+T®) ou L = (x1[x2,x3]... [x25, 0054 1]) 75 +
(1, 2V +TG) para algum s < (n—1)/2.

Demonstracao. Veja a referéncia [20], pdginas 15 e 16. O

Lema 3.12. Sejam F um corpo de caracteristica 3 e f = f(xi,...,x,) € F(X) um
polinomio homogéneo de grau 1 em xy. Se f € 2-central em Q4 = F(X)/T(4), entao
fe(ba,x))S+70).

Demonstragio. Seja L= ()75 + ([x1,x]) 7S+ T®). Pelo Lema 3.11 ocorre uma das

trés possibilidades:

(if) L= (1, x))$+76),

(iii) L= (x1[x2,%3]. .. og, X254 1]) 7S + (1, 0] ) TS+ TG,
E claro que [x1,x2] é um polindémio 2-central de Q4. Pelo Lema 3.8, temos TG C
C2(Q4). Assim L C C2(Q4). Se ocorrer (i), entdo C2(Q4) = F(X), 0 que nao é possivel.

Se ocorrer (iii), entdo o polindmio xy[x2,x3]... [x25,X25+1] ¢ 2-central em Q4. Observe

que

Peafoea, xs] . oy X el sxe]] = xsfxasxs] . Py a4 1)s X x2]] +

+ [er,x2, 3] [xa, 5] - X (ep1) s X0 (541)41)63-5)
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Como C2(Q4) é um T-subespaco (Proposigao 3.1), segue que o polinémio
e [xa, 5] - [ (sg1), X2 (s1)+1], [X1,%2]] pertence a 7). Usando a igualdade [ab,c] =
alb,c]+ [a,c]b e a relacio [[x1,x2], [x3,x4]] = [x1,X2,%3,%4] — [x1,%2,x4,x3] € T néo é
diffcil ver que o polindmio x3([xa,xs] ... [Xo(s41)sX2(s1)41), [X1,X2]] também pertence a
T@. Portanto, segue de (3-5) que o polinémio [x1,x2,x3][x4,xs]. .. P02 (54 1)5 X254 1) 1
pertence a TW, o que é uma contradicao com a Proposicao 2.14.

Portanto ocorre o caso (ii), isto é L = ([x1,x2])7S 4+ T®). Isso mostra que f
pertence a ([x1,x2])7S+T0). O

A demonstracao do lema a seguir é idéntica a demonstracao do Lema 1.29.

Iremos escrevé-la para conveniéncia do leitor.

Lema 3.13. Sejam F um corpo de caracteristica 3 e f = f(x1,...,x,) € F(X) um
polinomio homogéneo de grau my em xy1, onde my; nao é divisivel por 3. Se f for
2-central em Qa, entdo f € ([x1,x2])TS +T0).

Demonstracao. Pela Proposicao 3.3, nao ha perda de generalidade em supor que f
¢ multi-homogeéneo de grau m; em xy. Escreva m; =3¢+ r com 0 < r < 3. Usando
a base de Q3 dada na Proposigao 1.21, vemos que existe g = g(x1,...,x,) € F(X),

multi-homogéneo de grau r em x; tal que
fATO =xg4+T0). (3-6)

Defina o endomorfismo ¢ de F(X) por @(x;) =1+x; e ¢(x;) =1 se i # 1. Por (3-6)
temos
(P(f) + T(3) = (1 +x?)qg(1 +X1,%2,. .. 7xl’l) + T(3) (3_7)

Como g(xi,...,x,) é a componente multi-homogénea de grau r em x; do po-
linomio (1 +x7)7g(1 +x1,x2,...,%,), C2(Q4) é um T-subespago multi-homogéneo
e T®) C C(Q4) (Lema 3.8), segue de (3-7) que g é 2-central em Qy. Seja h =
h(y1,...,Yr,x2,...,X%,) a linearizagao total de g em x;. Entdo h é 2-central em Q4
e segue do Lema 3.12 que h € ([x1,x])7S +T®). Como

h(xp,. ., x1,%0,...,X%,) =1lg(x1,...,X),

obtemos g € {[x1,x])"5 +TG3). Como x3 +T®) é central em Q3 (Lema 1.22 (i)) e
C(Q3) é uma &lgebra (Proposicao 1.13) segue que x/¥ +TG) é central em Q3. Assim

g, 03] + TG = [Pxg, 23] + TG, (3-8)

Como g € ([x1,x2])TS +T®) segue de (3-6) e (3-8) que f € ([x1,x2])TS +T0). O
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Proposicao 3.14. Seja F um corpo de caracteristica 3. Entao C2(Qa) = C(Q3).

Demonstracao. Pelo Lema 3.10, temos C(Q3) C Cy(Q4). Vamos mostrar que
C2(04) C C(Q3). Seja f = f(x1,...,x,) um polindmio 2-central de Q4. Pela Pro-
posigao 3.1, podemos assumir que f é multi-homogéneo com multigrau m; em cada
variavel x;.

Suponha que algum m; nao seja divisivel por 3. Reenumerando as variaveis
x;, podemos assumir, sem perda de generalidade que i = 1. Pelo Lema 3.12, temos
fe{x,x)TS+TG). Como [x1,x2] + T é central em Q3 e T C C(Q3) segue que
f4+T® é central em Qs.

Suponha agora que todos os m; sejam divisiveis por 3. Como xg +70) ¢
lx1,x2] + T®) séo centrais em Q3z, segue da Proposicio 1.21 que f+7T®) é uma

combinagao linear de elementos da forma

3}’1 3rk 2 . . 2 2
o X g g X, x

X J1 J2 Jai-1

['ijI—l ’ijI]'xi[ + T(3)7 (3"9)

onde k,/1 >0,r; > 0,1 <ij <...<ix <n, 1< jp <...< jy <n. Pelo Teorema 1.24
todos os elementos da forma (3-9) sao centrais em Q3, logo f+ TB) ¢ central em Q3.
Mostramos assim que C2(Q4) C C(Q3). O

3.2 A algebra Qs

Nesta secao vamos dar uma descricao dos polinomios hipercentrais da

dlgebra Qs = F(X)/T®). Mais precisamente, se char(F) = p, vamos mostrar que

C2(0s) = <xg)TS+ T@ se p>2;
C2(Q5) =F1+T® se p=0;
C3(Q5) = C(Q3) para p > 0.

O lema seguinte é bem conhecido, veja [12, Lema 2|, [14, pagina 16] e [43,

Coroldrio 4].

Lema 3.15 ([12, 14, 43]). Seja F um corpo de caracteristica # 2. Entio T®) C
Id(EQE,).

Demonstracao. Devemos mostrar que a algebra E ® E, satisfaz a identidade

[x1,%2,%3,x4,x5] = 0. Observe que E e E; possuem bases

Leie...e, i1 <ih<...<ipn€N, (3-10)
17h17h27h1h27 (3-11)
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respectivamente. Como o polinémio [x1,x2,x3,x4,xs| ¢ multilinear, é suficiente avalia-
lo na base de E ® E3, isto é, nos elementos a ® b, onde a é um elemento de (3-10)
e b é um elemento de (3-11). Sejam ajy,...,as elementos quaisquer de E e by,...,bs

elementos quaisquer de E;. Observe que

a1 @b1,a2®@by] = ajax@biby —axa; R bab (3-12)
= a1ay®b1by —ara1 Qb1by +ara1 Qb1by —ara) K byb
= |a1,a2) ®b1by+ ara; ® [by,bs).

Usando (3-12) trés vezes e observando que [x1,x2] ¢ um polinomio central tanto de

E quanto de E,, podemos obter

[a1 ®b1,a2 @ by,a3 @ b3,a4 @by,as @bs| = |a1,az][az,a4las @ by [ba, b3][ba, bs] +
+ a1, a0][as, aslas @ ba[by,b3][ba, bs| +
+ [azai,az][as,as] @ [by,ba][b3, ba]bs.

Como a base de E; é formada pelos elementos (3-11), é facil ver que E, satisfaz a iden-
tidade polinomial [x1,x2][x3,x4] = 0. Assim [a] ®b1,a2 Rb3,a3 Rb3,a4 Rbs,asRbs| =0
para quaisquer elementos ay,...as de (3-10) e by,...,bs de (3-11). Consequentemente

[x1,%2,X3,X4,x5] = 0 é uma identidade polinomial para a &dlgebra E ® E,. ]
Lema 3.16. Seja F um corpo qualquer. Entio T C Cy(Qs).

Demonstracao. Pelo Lema 1.17 (i), temos

[x1[x2,x3,X4],%5,X6] = x1[x2,%3,X4,X5,%6] + [x1,X5][x2,X3,X4,X6] + (3-13)
—+ [x1>x6][x27x37x47x5]+[x17-x57x6][x27x37x4]
= x1[x2,X3,X4,%5,X6] + [X2,X3,%4, %] [x1,x5] +

+ [x2,x3,%4,5][x1,X6] + [x1,%5,%6][x2,x3,x4] (mod T1)).

E bem conhecido que [x2,x3,X4,%6] [x1,X5] 4 [x2,X3, %4, %5][x1, %] € T (veja [[9], Teo-
rema 1.1] e [[26], Proposigao 1]). Também é bem conhecido que [x1,xs,x6][x2,x3,X4] €
T®) (veja [[9], Teorema 1.1], [[44],Lema 1]). Portanto, segue de (3-13) que
[x1 [x2,X3,x4],x5,%6] pertence a T®). Como T®) é gerado como um T-subespaco
pelo polindémio xj[xp,x3,x4] € C2(Qs) é um T-subespaco (Proposi¢ao 1.13), temos
T C C2(Qs). O

Lema 3.17. Seja F um corpo de caracteristica # 2. Entao para qualquer n € N,

[x1,x2] ... [x2n—1,%2n] ndo € um polinémio 2-central de Qs.
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Demonstracao. Dado n € N qualquer, seja v, = vy (x1,...,Xx2,) = [x1,x2] . .. [X2n—1,X2n].
Fazendo as substituicoes x; = e1 @h1,x0 = ey ®1,...,x0,—1 = €21 X 1,x2, = €2, ®

1,y1 = e2n41 ®h2,y2 = €2,42 ® 1 no polindmio

[vn(-xlaxzv oo 7x2n)7y15y2]

obtemos 2n+2€1...€2n+2®h1]’l2, que nao é nulo porque é um miultiplo escalar de
um elemento da base de E ® Ep. Assim [v,,y1,y2] ndo pertence a Id(G® G;). Como
T) C 1d(G® G») (Lema 3.15), segue que [v,,y1,y2] nio pertence a TO), isto é v,

nao é um polinémio 2-central de Qs. O

Lema 3.18. Seja F um corpo de caracteristica p > 2. Entao xg ¢ um polinomio
2-central de Qs = F(X)/T®).

Demonstra¢ao. Como vimos na demonstracao do Lema 2.20

[x3,x1] = 3x§ [x0,x1] + 3x0[x0, 1, %0] + [X0,X1,X0,X0]

Se p =3, temos [xg,xl,xz] = [x0,X1,X0,X0,%2]. Assim xg ¢ um polinémio 2-central de

QOs. Agora se p > 3, entdo segue do Lema 1.22 (i) que xg ¢ um polinomio 2-central

de Q5. O]

Proposicao 3.19. Seja F um corpo de caracteristica p > 2. Entao C>(Qs) =
(xg>TS +70.

Demonstracao. Pelo Lema 3.18, xg ¢ um polinomio 2-central de Qs. Como TG C
C2(Qs) (Lema 3.16) e Cy(Qs) é um T-subespaco (Proposigao 3.1), segue que
()T + T € C2(05)

Vamos mostrar a inclusado contraria. Seja f = f(x,...,x,) um polinomio
2-central de Qs com f ¢ TG). Pela Proposicdo 3.2 podemos supor, sem perda de
generalidade, que f é multi-homogéneo. Como [x1,x2] +7) é central em Q3, segue

da Proposicao 1.21 que f+ T7G) ¢ uma combinagao linear de elementos da forma

X X ] Ky Xy +70), (3-14)

i1
comk>0,l>0,r,>01<i1<...<ip<nl1<ji<...jy<n.

Afirmamos que [ =0 para todos os elementos de (3-14), isto é, nao aparecem
comutadores. Suponha o contrario e seja g j, +7G) o termo de (3-14) com [ e jj
minimais. Seja ¢ o endomorfismo de F(X) definido por @(x;) =x; se s {1,...,2l}
e @(xg)=1ses¢{j,...,ju} Por (3-14) temos

o(f) + 7o) =¥ 2 [le 7xj2] s [szlfl 7xj21] + 76, (3-15)

IR I Y
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: . . __ N 21
Seja h(xj,,...,Xjy,) =X X

é uma componente multi-homogénea de h(xj, +1,...,xj, +1). Como T®) C C3(Qs) e

[le ,sz] ‘e [szlfl 7xj21]' Observe que [le ,sz] e [szlfl 7xj21]

C(Qs) é multi-homogéneo, segue de (3-15) que [x;j,,xj,]...[x},, ,,xj,] é um polinémio
2-central de Qs. Mas isso contraria o Lema 3.17. Logo I = 0 em cada elemento (3-14)

e assim f+7®) é um multiplo escalar do elemento
x4 T (3-16)

Afirmamos que cada grau r;, i = 1,...,n é divisivel por p. Suponha o
contrério, que algum r, nao seja divisivel por p. Defina o endomorfismo ¢ de F(X)

por 0(x;) =x; e 0(x;) = 1 se s # ¢. Entao segue de (3-16) que
O(f)+ T = x4+ 70, (3-17)

Como T®) C C(Qs), segue de (3-17) que x/' é um polinémio 2-central de Qs.
Como C>(Qs) é um T-subespago, segue que g = (x;+1)" é um polinémio 2-central de
Qs. Como rpx; é uma componente multi-homogénea de g e C>(Qs) é multi-homogéneo
(Proposicao 3.1), segue que r;x; é um polindémio 2-central de Qs. Isso s6 é possivel
se r; =0, o que contraria a escolha de r;.

Assim todos os graus r;, i = 1,...,n sdo divisiveis por p e por (3-16), temos
fATO) =30 ypin 4 TG, (3-18)

Como (x1x2)? = xxf (mod T®)) (Lema 1.22 (ii)), segue de (3-18) que f+TG) =
(' ...ximP + TG Pondo xp = x{'...x{", obtemos f € (x5)T + 7). Portanto
C2(0s) C <X€>TS—|—T(3).

0

Proposicao 3.20. Seja F um corpo de caracteristica 0. Entao C2(Qs) = TG,

Demonstragio. Pelo Lema 3.16 temos T C C2(Qs). Vejamos a inclusao contraria.
Seja f = f(x1,...,X,) um polinomio 2-central de Qs. Conforme mostrado na Propo-
sicao 3.19:

F+T® =0y ...x, + T, (3-19)

para algum o, € F. Como T®) C C5(Qs), segue de (3-19) que o . .. x, é um polindémio
2-central de Qs. Defina o endomorfismo @ de F(X) por @(x;) =x; e @(x;) =1 se s # 1.
Entao @(xj...x;) = ox; é um polindémio 2-central de Qs. Mas isso implica o = 0
porque todo polinomio 2-central de Qs possui grau no minimo 3. Consequentemente

C2(04) C TP, 0 que prova a proposicao. ]
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Lema 3.21. Seja F um corpo de caracteristica # 2. Entdo para qualquer n € N,

x1[x2,x3] . .. [Xon, X2n+1] ndo € um polindmio 3-central de Qs.
Demonstragao. Dado n € N qualquer seja v, = vu(x2,...,%m+1)
[x2,x3] ... [x2n,%2n+1]. Fazendo as substituigdes x; = €] ® 1,xp = ex ® l,x3 =

e3®1,...,.x0,=e, @1, X041 = €211 ®1,y1 = €2442Qh1,y2 = €2,43Qh2,y3 = €244 X1
no polindémio

[xlvi’l(x27x37 <o 7x2n+1)7yl 7)’2,)’3]

obtemos 2" 3e; ... ean1a ® hiha, que ndo é nulo porque é um miltiplo escalar de um
elemento da base de G® Gy. Assim [xvy,y1,y2,y3] ndo pertence a Id(G ® G,). Como
T®) C1d(G® Gs) (Lema 3.15), segue que [x1v,,y1,y2,y3] nao pertence a T isto é

X1V, nao é um polinomio 3-central de Qs. O

Lema 3.22. Sejam F um corpo de caracteristica #2 e f = f(x1,...,X,) € F(X) um
polinémio homogéneo de grau 1 em xy. Se f for 3-central em Qs = F(X)/T®) entdo
fepx,x)+16).

Demonstracio. Seja L= (f)TS + ([x1,x2])TS + T®). Pelo Lema 3.11 ocorre uma das

trés possibilidades:

(i) L= ([x;,x])7S+70),

(i) L= (x1[x2,%3]... [x2g, X254 1]) TS + (1, 2] ) TS+ TG,

E claro que [x1,x2] é um polinémio 3-central de Qs. Pelo Lema 3.16, temos TG C
C3(Qs). Assim L C C3(Qs). Se ocorrer (i), entao C3(Qs5) = F(X), o que ndo é possivel.
Se ocorrer (iii), entao xj[x2,x3]...[X25,X25+1] € um polindémio 3-central de Qs, o que
contraria o Lema 3.21. Portanto deve ocorrer (ii): L= (jx,x2]) 7S +T®); e isso implica
fe <[X1,XQ]>TS—|—T(3). ]

Proposigao 3.23. Seja F um corpo de caracteristica 0. Entdo C3(Qs) = ([x1,x2]) 75+
TO).

Demonstra¢ao. Como C3(Qs) é um T-subespago (Proposigao 3.1), segue da Propo-
sicao 1.9 que C3(Qs) é gerado como T-subespago por seus polinomios multi-lineares.
Esses geradores multilineares sao, em particular, homogéneos de grau 1 em x; e pelo
Lema 3.22, pertencem a ([x1,x2])75 4+ TG, Assim C3(Q5) C ([x1,x2])7S +T3). Veja-
mos a inclusio contrdria. £ claro que [x1,X2] é um polindémio 3-central de Q5. Como
TG) C C5(Q5) (Lema 3.16) e C2(Qs) C C3(Qs), temos TG C C3(Qs). Sendo C3(Qs)
um T-subespaco, segue imediatamente que ([x1,x])7S + T7G) C C3(Qs). O
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Proposicao 3.24. Seja F um corpo qualquer. Entdao C3(Qs) = C(Q3).

Demonstragao. Se char(F) =0, entao segue da Proposigao 1.28 e da Proposigao 3.23
que
C(Q3) = (1, x]) S+ T8 = ¢5(05).

Podemos entao fixar o caso char(F) = p > 0. Vamos mostrar primeiramente que
C(Q3) C C3(Qs). Como C(Q3) é gerada como T-subélgebra por xj[x2,x3,x4],x5 e
X7 ! [xl,xz]xg_l (Corolario 1.25), é suficiente mostrar eles sao polinomios 3-centrais
de Qs. Como x1[x2,x3,x4] ¢ um polinomio 2-central de Qs (Lema 3.16), é claro que

ele ¢ um polinomio 3-central de Qs. Observe que

g, 1] = 2x0[x0, 1] + [0, ¥1,%0]-

Assim, se p =2, temos [x(z),yl ,v2,¥3] = [X0, Y1, X0,v2,y3] € TO) isto é x% ¢ um polinémio

3-central de Qs. Se p > 2, entao segue do Lema 3.18 que xg ¢ um polinomio 2-central
de Qs; logo ele é também um polinomio 3-central de Qs.

Finalmente observe que [xffl[xl ,xz]ngl,yl] e T®) (Lema 1.30). Como
TG) C C5(Qs), segue imediatamente que xf _1[x1,x2]x’2)_1 é um polinémio 3-central
de Qs. Portanto C(Qs5) C C3(Qs).

Vejamos a inclusao contraria. Seja f = f(xi,...,x,) um polinémio 3-central
de Qs. Pela Proposigao 3.3, C3(Qs) é gerado como T-subespago por seus polinémios
multi-homogéneos. Assim podemos considerar f multi-homogéneo de grau m; em
cada variavel x;, i=1,...,n.

Suponha que algum grau m; nao seja divisivel por p. Sem perda de ge-
neralidade, podemos considerar i = 1. Prosseguindo de modo inteiramente ana-
logo ao Lema 3.13, podemos mostrar que f pertence a ([xl,xz]>TS—|—T(3). Como
(x1,2])TS +TG) C C(Q3), segue que f é um polinémio central de Q3.

Agora suponha que cada m;, i = 1,...,n seja divisivel por p. Como [x,x;] +
TO) ¢ xg+T(3) sio centrais em Q3 = F(X)/T®). Segue da Proposicio 1.21 que
f+T® é uma combinacao linear de elementos da forma

xﬁrl ---xirkxi_l [ 7xj2]x§2_1 xi:,ll oy 7szz]x§271 + T(3)7
k>0,0>1,rs>01<i<...<ipp<nml<ji<...<jr<n.

Segue imediatamente do Teorema 1.24 que f+T®) é central em Q3. Mostramos
assim que C3(Qs) C C(Q3), o que demonstra a proposicao.
m



3.3 Resumo dos resultados 96

3.3 Resumo dos resultados

Reunimos abaixo uma descrigao dos polinomios centrais e hipercentrais das
algebras que foram apresentadas nessa tese; os itens (4)-(5) e (7)-(12) foram obtidos

por nds. O numero p denota a caracteristica do corpo F.
1. C(Q3) = ([x1,x])TS+ T, se p=0;
2. C(Q3) = (X0, xbq1,xbqa, .. )5 +TO) se p>2;
3. C(Q4) = F.1+ ([x1,x2][x3,x4]) S +T®  se p=0:;
4. C(Q4) = (xg,x%qz,x%%, TS se p=2;
5. C(Qa) = (x10(x2,x3,x4,x5), [x1,%2] [x3, x4] —x1 [x2, x3,x4]) "5 +

3.3 3 3 TS
+<x()7x()q37x()CI67"'7x()q3n7"'> =+

T 4 :
—l—<x8u0,x8u1,x(3)u2,...,xgun,...) S+T@W se p=3;

6. C(Q4) = (x3q2,X3q3, .- NS 47@) se p>3;
7. C2(Q4) =F1+T®@ se p=0;
8. C2(Q4) = (xg)TS—I—T(Z), se p=2oup>3;
9. C2(Q4) =C(Q3), se p=3;

10. C(Q5) =F.14+T0) se p=0;

11. C(Qs) = ()5 + TP se p > 2;

12. C3(Qs) =C(Q3) para p > 0.

Recentemente, uma lista de polinomios centrais para a &lgebra Q, =
F(X)/T™ para diversos valores de n foi encontrada por Grishin e Pchelintsev [25].
Uma descricao completa dos polinémios centrais da algebra Q, quando n > 5, per-

manece desconhecida.
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