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Resumo

Neste trabalho, utilizamos uma representacao da mecanica quantica simplética para
estudar teorias de calibre abeliano e nao abeliano, bem como solugoes da equacao de
Schrodinger para sistemas cadticos no espago de fase. No ambito das teorias de calibre,
utilizamos as quasi-amplitudes de probabilidade no espaco de fase na analise de transfor-
macoes do tipo 1(q, p) — e *@P)xa)(gq, p) no contexto dos campos de Dirac , Klein-Gordon
e Isospin. No bojo da equacdo de Schrédinger no espaco de fase, as quasi-amplitudes de
probabilidade foram utilizadas no calculo da funcao de Wigner para potenciais do tipo
Hénon-Heiles. A andlise da negatividade da fungao de Wigner para sistemas caodticos foi
realizada mediante uma teoria de perturbacao independente do tempo para o caso nao
degenerado.



Abstract

In this work, we use a representation of the symplectic quantum mechanics to study
abelian and non-abelian gauge theories, and the solutions of the Schrodinger equation
for chaotic systems in the phase space. In the framework of gauge theories, we use the
quasi-amplitudes of probabilities in the phase space to analyse transformations of type
(g, p) — e ™ AMaP) s (q, p) in the context of the Dirac, Klein-Gordon and Isospin fields. In
the core of the Schrodinger equation in phase space, the quasi-amplitudes of probability
were used in the calculation of the Wigner function for Hénon-Heiles potential-like. The
analysis of the negativity of the Wigner function for chaotic systems was carried out by
a time-independent perturbation theory for the nondegenerate case.



Capitulo 1

Introducao

Uma maneira de descrever a mecanica quantica no espago de fase, I', é através da
nocao de fungio de distribuicdo de quase probabilidade proposta por Wigner [1,2] em
1932, onde a motivacdo era encontrar termos de corre¢des quanticas para a formula de
Boltzmann. A funcao de densidade de quasi-probabilidade permite expressar médias na
mecanica quantica semelhantes as utilizadas na mecanica classica, mas respeitando os
elementos experimentais definidores dos sistemas quanticos, como as relagoes de incerteza
momentum-posicdo de Heisenberg. As funcoes de distribuig¢oes de quasi-probabilidade se
mostram de grande utilidade nos estudos de sistemas quanticos, pois além de fornecer
insights entre a conexao da mecanica quantica e cldssica, as vezes se tornam vantajosas
por permitir que lidemos com equagoes de fungoes reais e ndo com operadores.

O método da fungdo de Wigner tem encontrado aplicagdes, tais como na fisica da
matéria condensada, na qual é amplamente utilizada em modelos de transporte de cargas
em nanodispositivos semicondutores [3] ou ainda em estudos das distribui¢oes de fétons
na 6ptica quantica [4H9] e fundamentos da mecénica quéantica [10,11]. Na parte experi-
mental, surgiram alguns experimentos que proporcionam a medida direta da fungdo de
Wigner [12-14]. Por permitir a anélise estatistica de sistemas quanticos, como a nogao de
emaranhamento quantico, o método de Wigner motivou a proposicao de outras fungoes
no espago de fase para o estudo de sistemas quéanticos, como por exemplo, a de Glauber e
Sudarshan [15-18] e a fungao de Husimi [19]. Esta tltima levou a introducao da chamada,
equagao de Schrodinger no espago de fase por Torres-Vega e Frederick [20-25], onde o
estado é uma funcao de onda definida em I'. Entretanto, embora explorando diversos
elementos algébricos do espacgo de fase, a identificagdo do significado fisico dessa funcao
de onda nao é plenamente estabelecido [26].

Apesar de historicamente ter surgido dentro do contexto da mecénica estatistica, o
formalismo de Wigner propiciou uma grande influéncia no desenvolvimento da geometria
nao-comutativa [26]. Algebricamente, no método de Wigner, cada operador, digamos
A, definido no Espaco de Hilbert, H, estd associado com uma fungao, digamos a,, (¢, p)
no espago de fase. Ou seja, hd uma aplicacao Q, : A — ay (¢, p), tal que, a algebra
associativa de operadores definidos em H corresponde a uma algebra também associativa
no espaco de fase, porém nao comutativa. Isso é consequéncia da aplicagao €2, sobre o
produto de operadores, que leva a €, : AB — ay, (q,p) *x by (¢,p) , onde * é o produto
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estrela, ou o produto de Moyal, definido por

R —
w (¢, 1) * bw (¢, p) = aw (¢, p) exp [ZQH (83 - 83)] bw (¢,D) -

Neste sentido, o conceito de espagos nao-comutativos origina-se com a formulacao de
Wigner da mecanica quantica. Do ponto de vista da fisica e da matematica, o produto
estrela tem sido explorado no espaco de fase sob diferentes maneiras [27]. Em particular,
mostra-se interessante no estudo das representagoes unitarias e irredutiveis de grupos
cinematicos no espago de fase [28]. No caso nao-relativistico, isto leva a uma equagao de
Schrédinger no espago de fase (diferente daquela proposta por Torres-Vega e Frederick),
onde a funcao de onda esta associada diretamente com a funcao de Wigner, portanto com
pleno significado fisico.

Neste formalismo, chamado de mecanica quantica simplética, os observaveis sao re-
presentados por operadores do tipo a = a,*, que sdo utilizados na construcdo de uma
representagao das simetrias de Galilei. A fungao de Wigner é dada por f,(¢,p) =
flg,p) = w*t, onde ¥ = 9(q,p) sdo as fungdes de onda, solucdes da equacio de
Schrodinger representada no espaco de fase. Devido a esta relacdo com a funcgao de
Wigner, essas fungoes sao chamadas de quasi-amplitudes de probabilidade. Este método
permite a deducao da fungdo de Wigner sem uso da equagao de Liouville-von Neumman;
e este aspecto é explorado para fins praticos como o desenvolvimento de métodos per-
turbativos no espago de fase. Por se tratar de uma teoria de representagdo, a mecanica
quantica simplética tem sido generalizada para o caso relativistico, levando as equacoes
de Klein-Gordon e Dirac no espago de fase [29]. Este método tem sido aplicado com
sucesso, por exemplo, ao problema de Landau [30] e ao d4tomo de Hélio na andlise da
natureza estatistica do estados desses sistemas, através do comportamento da funcao de
Wigner. Estes resultados motivam o uso do formalismo na andlise de sistemas quanticos
com correspondentes classicos apresentando caoticidade, como o paradigmético modelo
de Hénon-Heiles [31]. De um ponto de vista teérico, o estudo do modelo de Landau,
leva ainda a necessidade do desenvolvimento de métodos no espaco de fase para tratar
consistentemente as simetrias de calibre (gauge). Estes aspectos sdo os principais objetos
do trabalho proposto aqui.

A fim de considerar o efeito de campos externos, um dos objetivos aqui, é desenvol-
ver de modo sistematico uma analise de simetrias de calibre, descrevendo a dinamica
(interacao) na formulagdo da teoria quantica de campos. Este estudo, preliminarmente
desenvolvido, ¢é factivel devido ao conceito de quasi-amplitude de probabilidade, que per-
mite a andlise de transformacdes do tipo (g, p) — e " AP) x4)(q, p) [32]. (Vale ressaltar
que este tipo de transformacao nao pode ser implementada diretamente no formalismo
original de Wigner, pois a funcao de Wigner é real.) Aqui consideramos transformagoes
de calibres abeliano e nao abelianos.

Outro objetivo é utilizar a equagdo de Schrodinger simplética [28] para o calculo da
funcao de Wigner com o Hamiltoniano de Hénon-Heiles quantico. O modelo de Hénon-
Heiles [31] foi proposto originalmente para tratar um sistema galdctico axialmente simé-
trico, e passou a ser considerado um tipico modelo de sistema que apresenta comporta-
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mento cadtico. O caos associado a sistemas integraveis (onde o movimento nestes sistemas
estd confinado a um toro n-dimensional) esta relacionado com a quebra do toro, isto é,
alguns toros serao deformados e outros destruidos, quando o sistema se encontra subme-
tido a uma perturbagdo nao linear. Neste sentido o modelo de Hénon-Heiles quantico
historico, i.e.,

= 1 /4 ~ 1/~ ~ PO 1~
Ha.p) =5 (P2 +F)) +5 (@2 + Q) + @0, - 5@, (1.1)

vem sendo estudado sistematicamente e implementado em diferentes situagdes, como por
exemplo, o movimento do centro dos pacotes de ondas quanticas ao longo de trajetorias
classicas [33]. Esta correspondéncia, se dé nos primeiros instantes de (g) e (p). Foi estu-
dado também, densidades quanticas de estados deste Hamiltoniano, onde quantum beats
sdo exibidos em baixas frequéncias descritas como funcao da energia [34]. Isto possibi-
lita mostrar que as principais caracteristicas de quantum beats podem ser reproduzidas
classicamente via teoria de orbitas periddicas. Estados coerentes comprimidos do modelo
de Hénon Heiles quantico vém sendo empregado em estudos de emaranhamento quan-
tico de sistemas cadticos quanticos, via conexao das dinamicas cadticas e regulares deste
sistema [35]. Em quimica quéntica, o sistema de Hénon-Heiles foi aplicado nos estudos
entre as correspondéncias quanticas-classicas do espectro vibracional de moléculas poli-
atomicas [36]. Em fisica estatistica, sua aplicacdo se dd em estudos de sistemas cadticos
dissipativos [37].

Entretanto, o modelo de Hénon-Heiles quantico vem sofrendo modificacées para ser
implantado em outros tipos de aplicacoes, como por exemplo, para um sistemas subato-
micos como o atomo de hidrogénio em um campo magnético uniforme, o Hamiltoniano
do sistema pode ser expresso como uma variante do Hamiltoniano de Hénon-Heiles, dado
por

H(gp) = ; (P2+P2) + ; (@ +@)) + @20, - ;@3

PR @+ @) <@+ @), (1.2

onde € é uma pardmetro de escala de energia [38]. Além dessas situagoes, existem pro-
blemas de fisica do estado sélido [39], como no estudo de caos dindmico em um cristal,
que utilizam o modelo tipo Hénon-Heiles. Nosso objetivo aqui é calcular a funcao de
Wigner para dois modelos de Hamiltonianos de Hénon-Heiles dados pelas Eqgs. e
(1.2)), utilizando teoria de perturbagao no espago de fase.

Esta tese esta estruturada da seguinte forma. No capitulo 2 apresentamos uma revisao
do formalismo de Wigner, enfatizando aspectos algébricos do produto-estrela. No capitulo
3 revisamos as teorias quanticas simpléticas, isto ¢, estudamos as representagoes do grupo
de Galilei e Poincaré num espaco de Hilbert associado ao I, as quais possibilitam escrever
as equacoes de Schrodinger, Klein-Gordon e Dirac no espaco de fase. No capitulo 4,
desenvolvemos uma analise sistematica das simetrias de calibre abelianos e nao-abelianos,
descrevendo a dindmica (interac¢ao) na formulacao da teoria quantica de campos no espago
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de fase. No capitulo 5, calculamos perturbativamente a quasi-amplitude de probabilidade,
e a respectiva funcao de Wigner, para o potencial de Hénon-Heiles e a soma do potencial
de Hénon-Heiles mais o atomo de Hidrogénio. No capitulo 6, estdo apresentadas nossas
perspectivas e conclusoes finais.



Capitulo 2

Funcao de Wigner e o produto
estrela

Com objetivo de proporcionar corre¢oes quanticas a mecanica estatistica, sem perder a
natureza de espaco de fase, Wigner introduziu em 1932 uma funcao capaz de efetuar um
mapeamento entre os operadores hermitianos posicao () e momentum P de um espaco
quéntico, onde obedecem a relagdo de comutagao [Q, P] = ih, com as varidveis posigao e
momentum de um espaco de fase. Este formalismo vem encontrando grandes aplicabilida-
des em diversas areas da fisica, como por exemplo, fisica da matéria condensada, na qual
¢ amplamente utilizada em modelos de transporte de cargas em nanodispositivos semi-
condutores [3], ou ainda em estudos das distribui¢oes de fotons na 6ptica quantica [4-6]
e fundamentos da mecénica quantica [10,/11].

Neste capitulo faremos uma breve revisao da funcao de Wigner, com énfase, a suas
propriedades, evolucao temporal, produtos de dois operadores equivalentes em Wigner e
propriedades do produto-estrela baseado nos trabalhos [26-29}40-46].

2.1 Funcao de Wigner e suas propriedades

Na mecanica quantica, podemos fazer uma abordagem do ponto de vista estatistico,
representando o estado macroscopico deste sistema por meio da matriz densidade

b= Sl ) Wit

onde {|¢;)} descreve os estados microscopicos do ensemble estatistico e w; = & € o peso
estatistico para o estado quantico |¢;). O valor esperado de um observavel A é dado por

(Ay =Tr(pA).

A partir da equagao de Schrodinger, obtem-se a equacao que governa a evolucao temporal
da matriz densidade p. Esta equacao ¢ chamada de equagao de Liouville-von Neumann,
dada por
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. Op(t)
th—o == [H(t), p(t)]. (2.1)
Podemos introduzir uma formulagao da mecanica quantica no espaco de fase, de acordo
com Wigner, a partir p. Esta formulagao é chamada de método da funcao de Wigner, tal
que a fungdo de Wigner f,,(q,p) é dada por uma transformada de Fourier dos elementos
da matriz densidade, ou seja,

fula:p) =9 (p) = @r0) ™ [ dzexp(B2) g~ ol + 3). (22)

2
ou ainda

Fula.p) = 2(0) = @) [ dkexp("L) (o~ Slolp+ 5). (2.3

correspondendo ao mapeamento {2 : p — f,. Se o sistema quantico for descrito por um
estado puro, de modo que p = [1)(¥|, a fungao de Wigner pode entdo ser escrita como

Q) = fuleor) = @) [azen(Et (g+ )0 (a-3). @y
Apresentaremos na sequéncia algumas propriedades da funcao de Winger, que estabelecem
seu significado fisico (usamos uma dimensao espacial por simplicidade).

Propriedade 1
Densidade de probabilidade para encontrar uma particula entre as posigcoes q e g + dq
é dada por

(@) = [ fula.p)dp = (alpla). (25)

Demonstracgao:
Para demonstrar esta propriedade, basta introduzir a Eq. (2.2) na Eq. (2.5)), e integrar
na variavel p, isto é

/fw(q,p)dp = (27mh)” /dpdzexp(%)@— Zlolg+ )

h 2 20
2
z
- /dzq—fmm+ 2)(2),

onde o termo §(z) é a fun¢do delta de Dirac. Usando a propriedade da fungao delta,
[ f(@)é(z)dz = f(0), temos
[ fula.p)ap = (alpla).

como queriamos demonstrar.
Propriedade 2
Da mesma forma, podemos obter a densidade de probabilidade para encontrar uma
particula entre os momenta p e p + dp, isto é,
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G = [ fulap)da = @lolp) (2.6

Demonstracgao:
O célculo desta propriedade é similar a anterior, basta introduzir a Eq. (2.3) na
Eq. (2.6)), e integrar na variavel ¢, isto é

k

/fw(q,p)dq = (2mh)” /dqdkexp( iqk)( —klplp+2>

gk
_ /dkp—f\p\p%— (27rh /dqexp %q ))

= [ ko~ Lol + 2)o(k),

onde o termo (k) é a fungdo delta de Dirac. Usando a propriedade da fungdo delta,

[ f(z)d(x)dx = f(0), temos

| fula.p)da = (lolp),

como queriamos demonstrar.
Propriedade 3
A funcao de Wigner é normalizada, ou seja,

/ fuw(q,p)dqdp = Trp = 1. (2.7)

Demonstracgao:
Para demonstrar esta propriedade, primeiro, vamos introduzir a Eq. (2.2) na Eq. (2.7)),
e integrar na variavel p, assim

1Pz z z
[ fola.p)dadp = (2nh)” /dmwwwmﬁ7;ﬂq—*wm+~ﬁ
: .

= /dqdz q- *\p\q+ 5)

zZ
- /deq—fmm+ 2)(2),

onde o termo §(z) é a fungao delta de Dirac. Integrando em dz e depois em dg temos

[ fula.p)dadp = [ dafalpla)
= Trp
= 1.

como queriamos demonstrar.
Propriedade 4
A funcao de Wigner representa uma quasi distribuicao de probabilidade, isto é, pode
assumir valores positivos e negativos. Se duas funcoes de Wigner f, e fz associadas,
respectivamente, aos estados |a) e |3), temos

(I = 2xh) [ fula p)Fala,p)dpda, (28
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onde o lado esquerdo pode ser positivo ou nulo. No tltimo caso, os kets sao ortogonais, e
como consequéncia, a integral de f, e fz ¢ nula. Entretanto, f, e fz nao sao necessaria-
mente nulas; levando a concluir que f, e fg podem assumir valores negativos e positivos.
Isto justifica a afirmacao de que a funcao de Wigner nao representa uma distribuicao de
probabilidade no espaco de fase, pois qualquer probabilidade deve ser positiva.

A parte negativa da funcao de Wigner, pode ser interpretada como um indicador sobre
a natureza quantica do sistema. Este indicador de negatividade [46] é definido como

1) = [ Ifwola.p)l ~ fur ola.p)] dpdg (29)
= /Ifww(q,pﬂdpdq—l.

Este indicador representa a integral do dobro do volume da fungdo de Wigner.

Outro fato interessante sobre a funcao de Wigner, é que podemos encontrar uma
funcao analoga para qualquer operador quantico na representacao de Wigner. Para isto,
considere um operador A = A(Q, P), tal que @ e P sao os operadores de posicao e
momentum. Utilizando o mapeamento €2, a correspondente representagdo de Wigner de
A, é uma fungao A,(q,p), 2: A — A,(g,p) dada por

z

Aula,p) = [ dzeap(TE) (g~ 21AQ. P)la+ 2, (2.10)
Aulp) = [ dkerp( ") — F14@, P)lp+ %), (211)

Esta definigdo permite escrever o valor esperado de um observavel, em um estado |¢)
como

(4) = (W[Alp) = /dqdpAw(q,p)fw(q,p) = TrpA. (2.12)

Os operadores na representacao de Wigner apresentam outras propriedades, na qual es-
tarao relacionadas abaixo.

| dpAu(a.p) = (2xh) gl Alq).
/ dgAw(q,p) = (27h) (p|Alp).

TrA = /Aw(q,p)dqdp. (2.13)

Se A = A(Q), entao A, = A(q). Se A = A(P), entao A, = A(p). Se A = constante,
entdo A, = A. Na proxima secao iremos estudar a equivaléncia em Wigner de um produto
de operadores quanticos AB e deduzir a equacao de evolugao para f,.

2.2 Produto de operadores quanticos na representa-
cao de Wigner

A equivaléncia em Wigner de um produto de operadores quanticos AB é estabelecida
a partir das propriedades do mapeamento 2, que leva a
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ihA

(AB),, = Aw(¢,p) e ® Bu(q,p),

ou
—ihA

(AB),, = By (q,p) e 2 Au(q,p),

onde A é dado por PRGN
0 0 0 0

“0q0p  Opoq
Temos ainda que

ih O ith O
(AB), = Ay <q + 5879’17 - 28q> By (q,p) -

Define-se a operacao chamada produto estrela ou produto de Weyl, induzindo uma geo-
metria ndo comutativa, na qual mostra a relagdo entre o formalismo proposto por Wigner
e o formalismo de quantizacao proposto por Weyl como, Q2 : AB — (AB),, tal que

(AB),, = Aw (4,0) €% By (4,0) = Aw (¢,1) * Bu (4, 1)

Na secao seguinte, estudaremos a evolugao temporal da func¢do de Wigner ou qualquer
operador na representacao de Wigner.

2.3 Evolucao temporal e a funcao de Wigner

Podemos determinar a evolugao temporal da funcao de Wigner ou qualquer operador
na representacao de Wigner partindo da equacao de Liuoville Von-Neumann dada por

itho,p = Hp — pH, (2.14)

onde p é a matriz densidade e H é o Hamiltoniano. Usando a aplicagdo de Wigner, €2,
nesta equacao, temos

iho Q) (p) = Q (Hp) — Q(pH) . (2.15)
Como 2 (p) = fu, e Q(H) = H,, temos

L O0fw
Zhaft - {Hw7fw}Ma

onde {Hy, fu} = Hy * fu — fu* Hy é 0 parentese de Moyal. O paréntese de Moyal pode
ser ainda escrito da seguinte forma,
21

{a(a.p).b(a. )} = > ala, p)sinly (6,0, — ,9)Ib(a. ).
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ihA —ihA
onde e2 —e 2 =24 sm( A). Se expandirmos em série de poténcias o seno da tltima

expressao que define o parentese de Moyal, obtemos um resultado interessante,

KA, RA 1 hA, 1 RA,
BT e e

No limite (formal) em que i — 0, a funcdo de Wigner obedece a equagao de Liouville
classica, com H,, substituindo a fun¢do hamiltoniana, isto é

sin|

Ofw OHyOf, OH,0fy

- - - Hwa w S
ot dq Op dp 0Oq { Ju}
e compativel com as equacoes de Hamilton, e = —p e a% = (. Existem casos que

a hamiltoniana coincide com a sua transformada de Weyl, levando a conclusao de que a
compatibilidade entre o formalismo de Wigner e o principio da correspondéncia. Este fato
justifica os estudos de sistemas cadticos semi-classicos através do formalismo de Wigner.

Na secao seguinte, iremos estudar o produto-estrela e suas propriedades. A par-
tir dele, definiremos operadores que possibilitara construir representagoes unitarias dos
grupos de Poincaré e Galilei no espaco de fase.

2.4 Propriedades do Produto de Weyl

O produto de Weyl ou produto estrela entre duas funcoes f(q,p) e g(q,p) é definido
por

L —
fa,p) *9(q,p) = f (q,p) exp [ZL (83 - 83)] 9(q,p), (2.16)

onde as setas sobre os operadores diferenciais indicam o sentido em que atuam. Apresen-
taremos na sequéncia algumas propriedades do produto estrela.
Propriedade 5
Produto estrela em que uma funcao constante é um dos fatores. Seja ¢ € C'. Entao

c* f(q,p) = f(q,p) *c = cf(q.p). (2.17)

Demonstracao:
Expandindo o produto estrela em série de poténcias, temos

ex fla.p) = e+ D68, - 5,0 + 5 06,8, - 537 + @),

Os operadores que atuam em ¢ pelo lado esquerdo se anulardo, pois ¢ é uma constante.
O mesmo acontece se c¢ estiver do lado direito.
Propriedade 6
O produto estrela é anti-comutativo, isto é

f(a,p) xg(q,p) # 9(q,p) x f(q,p).
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Ou seja, f(q,p)e’? g(q.p) # g(a,p)e’* f(g,p). Pois na verdade,

fa,p)e 2 g(q,p) = g9(q,p)e™ f(q,p) (2.18)
Demonstracgao:
Caso 1:
ih 1h
¢xp=(a+50)p=ap+ .
Caso 2: - 5
i i
pxq=(p=50)p=14- .

Como queriamos demonstrar.
Propriedade 7
Operador-Estrela: O produto estrela realizado entre duas fungdes no espago de fase
promove uma delas a categoria de operador,

th— th—
fla.p)xg(a.p) = fla+ 5 00— 50)9(¢:p)
ih ih
= flg,p)glqg — 55;9,29 + 5@)-
Demonstrigéo: N
Sendo a =0, e b= 0,
fla,p) *g(q,p) = f(q,p)e%(“gq*”g”)g(q,p)-
Considerando que €% f(x) = f(z + a), obtemos
ih ih
f(a.p) > g(a:p) = fla+ Fa,p = b)g(q, p)-
Assim " "
ih— th—
fla.p)xga:p) = fla+ 5 p,p = 594)9(¢. p)-
Portanto, definimos o operador ~
f=f(gp)~*

que sera chamado de operador-estrela.
Propriedade 8
A conjugacao complexa e o produto estrela: A conjugacao complexa troca a ordem do
produto estrela,

(fxg)t=g" % fT. (2.19)
Demonstracgao: Ao invés de usar setas para indicar quais fungdes podem ser diferenci-

adas na Eq. (2.16)), podemos usar linhas nos operadores diferenciais, com o objetivo de
indicar qual funcao sera diferenciada, isto é

f(g,p) *g9(q,p) = exp w (040y — 3p<9q/)] fla,p)g(d,p)
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expandindo a exponencial em série de poténcias

ih < 1 ik :
w5 @y - 3,00)] = X LG @8y - 3,00,
n=0

e o termo (0,0, — 0,0,)" através do bindémio de Newton, temos

n

(aqap’ - apaq’)n = Z (_1)m (;) [aqap’]n_m [apaq’]m

m=0
Portanto, o produto estrela pode ser escrito como

f(a:p) x 9(q, p) il,”i

= m=0

( ) oo £(q.p)| 079y ™ g(a,p)] -
Tomando o complexo conjugado da Eq. acima, temos

(f(g:p)*g(q,p))" = ZO n,( )" {(—1) > (=1) <m> 7oy £ (a.p)] |05y gT(q,p)]},

(2.20)
onde (—1)" vem da conjugagio complexa do termo (2)". Este termo pode ser associado
ao binomio, isto é

n

(_1)n (8qap’ - 8p0q/)" = <_aq8p’ + apaq’)n = Z (_1)m <:,L> [apaq’]nim [azap’]m

m=0
Aplicando estes operadores em duas fungoes no espago de fase, temos

n

(040 — 0p09)" (g, )¢ P) = Y <—1>m<jjl) oo f(a,p)] [0 g(a. )]

m=0

(—=1)" (90 — 9p0¢)" f(a,p)9(d,p") = > (—1)" (:;) 070y 9(a.p)] (070, Fa.)]

Comparando estas duas tltimas equagoes, obtemos

(—1)" i(—l)m(:;) o= f(a,p)] [0 9(a, )]

m=0

- X () rraean) g sen]. e

m=0

Substituindo a Eq. (2.21)) na Eq. (2.20]) obtemos

(Fla.p) *glap) = > (D {(—1)"%(—1)"@(:1) g (a.p)] [aﬁaz‘mqu,pﬂ}

|
a—ont 2 m=0

= g'(¢,p) * f1(q,p),
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como queriamos demonstrar.
Propriedade 9
O Produto estrela é associativo. Considerando f, g e h como func¢des no espaco de
fase, temos,

(f(a,p) *g(q,p)) * h(q,p) = f(q,p) * (9(q,p) * h(q,p))- (2.22)
Demonstracgao: De acordo com a propriedade 7, temos
th— th— ih ih
(Fla,p) = 9lap)) % hla,p) = {F(a+ 5000 — S 0)gla.p)hla = 50y p+ 50,),
por outro lado,
th— th— ih ih
fla,p) * (9(a.p) x hla,p)) = fla+ 5 0p,p = 5 0)19(a, P)1lq — 5 Op,p + 53_[1)}‘

Os operadores diferenciais aqui compreendidos, sdo associativos. Neste caso, podemos
concluir que o produto-estrela também ¢é associativo.
Propriedade 10
A Integral do produto estrela no espago de fase apresenta a seguinte propriedade

/ f(a,p) > 9(q,p)dqdp = / f(q,p)g(q, p)dqdp; (2.23)

isto é, ao realizar a integral entre duas fungoes no espaco de fase, ocorre uma trivializagao
entre esse produto estrela e o produto associativo de fungoes. Para que essa propriedade
faca sentido ¢é necessario a convergéncia da integral. KEsta condicdo se realiza quando
ocorre a anulacao das fungoes f(q,p) e g(gq, p) no infinito.

Demonstracao:

Integrando o produto-estrela entre duas fungoes no espaco de fase, temos

1
/ f(q,p) *9(q,p)dgdp = (k)2 / dgdq'dq"dpdp'dp” (¢, p)g(¢", p")

o Ip(d =) 49 (" —a)+p" (a—4")]

Reorganizando os termos acima, obtemos

1
/ fa,p) x g(q,p)dqdp = (wh)? / dqdq'dq" dpdp'dp” f (', p")g(q", p")
o F W (@ =)+ (4-4")] [e%p(q’—Q”)} '

Usando a forma integral da funcao delta de Dirac,

1 —21 / 1" ]_ —1 / 1
p(d'—q")| _ o' —4") | r__
wh/dp[” }_27rh/dp[€h | =0 — 4",
temos

1
/ flq,p) *g(g,p)dgdp = ) / dgdq'dq"dp'dp" f(q',p")g(¢", p")

21

e G [p,(q"—q)-l-p”(q—q’)}d(q/ . q//) )
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Realizando a integracao em dq’, temos

1 =24, /(1 7 "
/ Ja.p) *g(a. pdadp = 71/ dqdg"dp'dp" (¢, p')g(q", p")e W@ ~0+»"la=d")]
m

Reorganizando os termos acima, temos

]_ —21 7/ / 1 (o) 7/
/ fl@.p) *g(a,p)dgdp = — / dqdq"dp'dp" f(q",p')g(q", p")e T 40" =P+ @' =)
T
=29 1 (o) I
— /dq”dp’dp"f(q”,p’)g(q”,p")eT[q (p'—p )]5(p// . p/)7

e integrando em dp’, encontramos

/ f(q,p) *g(q,p)dqdp = / dq"dp" f(q",p")g(q", p").

Mudando as varidveis ¢” por g e p” por p obtemos,

/f(q,p)*g(q,p)dqdp = /dqdpf(q,p)g(q,p),

como queriamos demonstrar.

No capitulo a seguir estudaremos a construcao da mecanica quantica no espaco
de fase através de uma representacao unitaria do grupo de Galilei compativel com o
formalismo de Wigner, possibilitando empregar a nocao de quasi-amplitudes no espaco
de fase. Em seguida, estendemos o estudo para representacdo unitdria para o grupo de
Poincaré.



Capitulo 3

Representacoes do grupo de Galilei e
Poincaré no espaco de fase

Estudamos até agora o formalismo de Wigner, que associa cada operador, A, de-
finido no espago de Hilbert, H, & uma funcdo, A,(q,p), definida no espago de fase T
O produto estrela pode ainda ser visto como um operador A = A,* atuando em uma
funcao B,,, resultando em fl(Bw) = A, * B,. Um fato interessante sobre os operadores
estrelas, é que estes podem ser utilizados para estudar representagoes unitarias de grupos
cinematicos. Neste capitulo desenvolveremos estes resultados, para os casos nao relati-
visticos e relativisticos via representacoes unitarias para o grupo de Galilei e Poincaré
respectivamente, no espaco de Hilbert associado ao espago de fase. A revisao apresentada
neste aqui é baseado nos trabalhos nas Refs. [26}28]29,41]/42].

3.1 Espaco de Hilbert e a Estrutura Simplética

Seja Ml uma variedade diferencial n-dimensional, onde cada ponto é representado
por coordenadas ¢ = (q',....¢q"). No espago cotangentes, T*M, as coordenadas de cada
ponto sdo dadas por (¢,p) = (¢',...¢", p',..p"). O espaco cotangente pode entdao ser
equipado com uma estrutura simplética, dada pela 2-forma

w =dq Ndp,
chamada forma simplética. Considerando o operador bi-diferencial em C* (7T*M),
e R

_99 099

~ 9qdp  OpOq’
em conjunto com a forma simplética w induz o paréntese de Poisson {f, g},

w(fAgh) = fAg={f g},

onde {f, g} = (5592 — 9L%¢), fungdes f = f(q,p) (C™) e g = glg,p) (C*) .
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O espago T*M equipado com w é denominado de espaco de fase I'. Um campo vetorial
em I' é determinado por

Para associar o espaco de Hilbert com o espago de fase I', consideraremos o conjunto das
fungoes complexas de quadrado integravel, ¢(q,p) em I', tal que

/dpdqczﬁ(q,p)%(q,p) < 00,

é denominada forma bilinear real. Neste caso ¢(q,p) = (g, p|®) é escrito com o auxilio de

/dpdq!q7p><q,p! =1,

sendo (¢| o vetor dual de |¢). Este espago de Hilbert simplético é denotado por H (T').

3.2 O grupo de Galilei e o espaco de Hilbert Simplé-
tico

Nesta segao, iremos estudar o grupo de Galilei, considerando H (I') como espago de
representagao. Para tanto, vamos considerar transformacgoes unitérias U: H (I') — H (')
tal que (¢1|1s) seja invariante. Utilizando o operador A, definimos um mapeamento

A . . ,
ez =x:1'xI' = I conhecido como produto estrela, i. é,

f=fx=f(gp)ex ih EE_Eg :
BRSNS I dqdp 0Opdq)|’
(aqui a constante de Planck é utilizada para fixar as unidades).

Para construir uma representacao da algebra de Galilei em H ('), definimos os
seguintes operadores,

~ R
P=px=p %aq, (3.1)
~ 1h
Q=qgx=q 58,), (3.2)
K = kx = mq*x —tpx = mQ — tP, (3.3)
L = Ez‘jk@jﬁk
. 1th 0 +ih 0 +h2 0? (3.4)
Ik kT G T 2 PR g T4 Dg0ps
7 G Y )
T oom 2m T2
1 th 0O th O th O

= %Kpl - 587(]1)2 + (P2 — 58712)2(193 - 58713)2]' (3.5)
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Estes operadores obedecem a &lgebra de Galilei-Lie, dada pelas seguintes relagoes de
comutacao:

[Zi,IA(j_ = z'he,-jkIA(k,
'Ei,ij' = iheijkik,
Li, P;| = iheiPs
K, P| = ihmdy;
K;, H| = ihP;
FuB] =0,
L,H| = 0,
[}?K = 0,

P H| = 0,

onde f’, K , LeH representam os geradores de translagao, boost, rotacao e translagao tem-
poral, respectivamente [41,42]. A partir dos boosts (também chamadas de transformagao
pura de Galilei), vemos que

exp (—i'z) . ff/h) @j exp (—i’u . ff/h) = @j +v;t

exp (—iv . E/h) I3jexp (—z’v . f(\/h) = 13] + mu;.

Ou seja, os operadores P e () podem ser considerados como as observaveis fisicas mo-
mentum e posi¢ao, respectivamente. Além disso, estes operadores satisfazem a relagao de
Heisenberg,

Q. B = ihdy.
Os geradores L; e H sdo interpretados como os observaveis momentum angular e trans-
lagao temporal, respectivamente. Assim a evolucao temporal de um observavel A é dada
por:
exp (—itH/h) A (0)exp (itH/h) = A(t),

que resulta em

Alt) o~ FU
maat( ) =A@)H—-HA(t)=|[A(t), H|.
No caso dos operadores momentum e posi¢ao, temos
LOP(t) s, =
7/7:[/7: |:P(t),H:|,
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ot

A partir de agora, vamos mostrar como construir uma base em H (I') com contetido de
espago de fase. Podemos reescrever as Eqs. (3.1) e (3.2]) da seguinte forma,

~ 1, ~ 1,
P:i(P—maq) e Q:§(Q+zh8p),
para a qual temos introduzido os operadores

P =2pl e Q = 2q1.

Submetendo os operadores P e ) ao boost, vemos que se transformam como momentum
e posicao, i. é,

exp (—iv : f(\/h) 2P exp (iv : ?/h) = 2P + mul,

exp (—iv - f(\/h) 20Q) exp (iv - }?/h) = 2Q + vtl.

Entretanto, @ e P nao podem ser considerados observiveis posicao e momentum, porque
[Q, P] = 0; contradizendo a relacdo de comutacido de Heisenberg. Entretanto, esta ca-
racteristica sera util para construir uma base vetorial no espaco de Hilbert associado ao
espago de fase. Assim, definimos um conjunto de autovetores normalizados |g, p), sendo
q e p respectivamente um conjunto de autovalores que satisfazem,

Qla,p) = qla,p) e Plq,p) = pla,p),
com
(g, pld.p)y=06(g—4d)o(p—7p),

/dde|q,p><q,p| = 1.

Os operadores () e P possuem autovalores q e p, os quais sao coordenadas de uma
espaco de fase I'. Isto possibilita uma construcao da mecanica quantica em termos dos
operadores-estrelas e sua algebra. Vamos considerar a projecao dos kets em #H (I') como
uma representagao de um estado de um sistema quéntico tal que com os kets |g, p) temos

Vs (q,p,t) = (g, p|B, ).

Apesar de 1 (g, p,t) ser uma func¢ao de onda, sua interpretagao nao pode se dar da mesma
maneira como na mecanica quantica usual. Isto ocorre, por que p e ¢ sdo autovalores
dos operadores Q e P que sao representacoes das coordenadas da variedade simplética.
A natureza fisica de ¢ (¢, p,t) ficard estabelecida mais adiante, quando deduzirmos sua
relacao com a funcao de Wigner.
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Utilizando a relacao de completeza,

(Bloy = (8] (/ddeIq7p><q,p|> o) = /dde}; (4.9) Yo (0. D),

e a definicao de produto estrela temos,
(Bla) = /dpdqt/}} (¢,p) * Yo (¢, ) -

O valor esperado de um observavel X(q,p) = a(q,p)*, em um dado estado ¥ (q,p) é
definido por

(4) = / dpdqy’ (q,p) AY (¢, p)
= / dpdqi* (q,p) la (q,p) * ¢ (g, p)]
= /dpdqa (g,0) [¢ (¢,p) x 0" (4, p)] - (3.6)

-~ -~

Assim (A) serd real se o espectro de (A) for real.
Através da algebra de Lie, obtemos a equagdo de movimento, resultando na equagao
de Heisenberg no espago de fase

i A (q,p;t) = |Alg,p5t), H (g,p)]
Definindo 1 (¢, p, t) como a evolugao temporal da fungao de onda

—itH

wq,p,t):exp( )¢<q,p7o>,

e derivando em relacao ao tempo, temos

iho (q.p,t) = H (q,p,1) (3.7)

a representacao da equagao de Schrodinger no espaco de fase.
A conexao entre a fungao de Wigner f,,(q, p) e a funcdo de onda ¥ (q, p, t) é estabelecida
a partir da relacao

f(a.p) = fula.p) = ¥(q.p) ¥ (g, p). (3.8)

Para comprovar esta afirmagao, iniciamos nossa andlise utilizando a Eq. (3.7) e o seu
complexo conjugado

- ’Lh@ﬂ/ﬂ (Q7p7 t) = W (qapa t) ﬁa (39)

Multiplicando pelo lado esquerdo a Eq. (3.7)) por % | e pelo lado direito a Eq. (3.9) por
Y*, e realizando a subtragao de uma pela outra, obtemos

ihd, (¢ (g, ) x ' (g,p,1)) = H (¢ (g0, 0) % ¥ (4,p,0)) = (¢ (¢:0,8) % ¥ (¢,p,0)) H
=hxf—fxh
:{hvf}M?



3.2 O grupo de Galilei e o espaco de Hilbert Simplético 29

onde 9y (¢ (¢,p, ) x V1 (0,9, 1)) = ¥ (a,p,8) x 0 (¢ (¢,0,1)) + 0 (¢ (.2, 1)) % ¥F (g, p, ).
Este resultado ¢é igual a equacao obtida para descrever a dindmica da funcao de Wigner.
Note também que

/dqdpf(q,p) = /dqdpw(q,p)*w(q,p) = /dqde(q,p)\2 =1 (3.10)

assim, a funcao de onda 1(q,p) é interpretada como uma quase amplitude de probabili-
dade, dando origem a quase-distribui¢do de probabilidade f,(q,p).

Outras caracteristicas que evidenciam que f = 9(q,p) * ¥f(q,p) é uma funcio de
Wigner, podem ser facilmente estabelecidas. Por exemplo, f(gq,p) é uma fungao real.
Neste caso, tomando o complexo conjugado de f(q,p) e utilizando a propriedade dada na

Eq. (2.19), temos
fia,p) = (W(g,p)x0 (q,p)" = (V1(q,p) () (q,p) = ¥(q, p)x¥'(q,p) = f(g,p), (3.11)

logo f%(q,p) = f(a.p)-
Através do produto estrela, a densidade de probabilidade no espago de configuracao é
dada por

= /dp[@/)(q,p)*W(q p)] /dp (¢,2)¢" (¢, )] /dpf . p); (3.12)

enquanto que no espa¢o dos momenta é

/dq (g, p) x ¥ (q, p)] /dq (g, p)¥' (g, p)] /dqfqp (3.13)

Isto conclui que a relacio f(q,p) = (g, p) x(q, p) satisfaz as propriedades da funcio de
Wigner.
Podemos observar ainda que a equagao de autovalores para o hamiltoniano é

H % 4)(q,p) = E¥(q, p). (3.14)
Aplicando (g, p) a direita, obtemos
H f(q,p) = Ef(q,p). (3.15)

Este resultado além de mostrar que f(q,p) e ¥(q,p) satisfazem a mesma equacao de
autovalor, em conjunto com os resultados anteriores, estabelece o significado fisico das
funcoes de onda no espaco de fase, denominadas quasi-amplitude de probabilidade. Por
fim, devemos observar que o valor médio de um observavel A neste formalismo simplético
da mecanica quéntica é consistente com as médias da funcdo de Wigner, pois de acordo

com a Eq. (3.6), temos

— / dpdqt (q,p) A (¢, p) = / dpdqa(q,p)f (q,p) .
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Como um exemplo, vamos resolver a equagao de Schrodinger no espaco de fase para
um oscilador harmoénico, caracterizado pelo Hamiltoniano

e p? @2
H(g,p) = — +mw? % 1
(,p) = 5+ mw” = (3.16)
que pode ser escrito como
- mw? [/ ~ 7 -~ N 7~ hw
H = —P - —P) - — 3.17
(9 p) 2 (Q + mw > (Q mw ) 2 ( )

onde utilizamos a relagdo de Heisenberg,

[Q, P] = ih. (3.18)
Definindo os operadores
~ mw [ ~ 1 = ~ mw [ ~ VRPN
i= ™6+ p At = ( _P) 1
2h <Q+mw ) ¢ 2h @ mw (3.19)
com ~ R
A=ax e Al=da'% (3.20)
e ~ o~
[A, AT =1, (3.21)
a Eq. (3.17)) fica
- ~ o~ 1 w1
Tg,p) = hw (ATA + 2) — Fiw (AAT _ 2) . (3.22)
Considerando a equacao de Schrodinger no espaco de fase
H x4(q,p) = E¥(q,p), (3.23)
temos 1
(A*A + 2) ¥(g,p) = E¥(q,p), (3.24)
Para a andlise dessa equacao de autovalores, vamos escrever
AT A, (g, p) = Matbn(g, p). (3.25)

Os autovalores desta equacao sao todos positivos. Isto é visto considerando

/ dpdp (flz/)n(q,p))T* (An(g,p)) = A / dpdpin(q, )" * ¥u(g, p) (3.26)

0 que resulta em

1A% (g p)II* = Anlltn(a, D), (3.27)

confirmando o fato de que A, sdo positivos.
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Podemos concluir que ax e a'+ sdo respectivamente operadores de destruicio e criacao,
e podemos escrever A, tal como, A\, = n e E, = hw(n + %) Aplicando o operador de
destruigao no estado do vacuo ¢y(q, p), temos

Avo(q,p) =0, (3.28)
que pode ser escrita como
%u [q + Z;i@pﬂL % (p - Zi@qﬂ Yo(q,p) =0,
ou seja
(q + hﬁq) Yo(q,p) +i (p + hé’p) Yo(g, p) = 0. (3.29)
2mw mw 2

Para encontrar uma solugao real para a Eq. (3.29)), precisamos resolver uma equagao
diferencial para a parte real e imaginaria, isto é

(q + 2772%) Yo(q,p) =0, (3.30)
P h
(mw + 2(9]?) Yo(gq,p) = 0. (3.31)

A solucao geral destas equacoes diferenciais é

bo(q,p) = E o [— (?QQ + p2>] —JE e [—W] . (3.32)

mhn! mwh mhn!

onde h(g,p) é o hamiltoniano cldssico. Para encontrar as outras autofungdes, é necessario
utilizar o operador de criagao, varias vezes sobre a fun¢ao do estado fundamental (estado
de vacuo), ¥o(q,p). Assim para n > 1, as autofung¢oes podem ser obtidas pela relagao,

1 /n\n
Un(q,p) = T (A1) ¢olg, p)- (3.33)
Com a definicao de AT obtemos
2" [(=1)» n 2h(q,p)

A fungao de Wigner associada a cada v, (q, p) é dada por

fu(@.p) = Un(q,p) * ¥l (g, p). (3.35)

Para n =1, 2,3, encontramos

fula,p) ~ [1 - W] exp (—W) , (3.36)
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= [po (2 , (0} ]y ((20D) o

[0 co (0 ()] o (28

(3.38)
Para n arbitrario, temos o resultado bem conhecido [44]
4H 2H
fola,p) ~ Ly (W) exp <_f§z},p)> , (3.39)

onde L,, sao os polinémios de Laguerre.

Um dos nossos propésitos aqui é estudar modelos de Hénon-Heiles quantico, que
sao modelos de osciladores acoplados, descrevendo por exemplo o atomo de Hidrogénio
em campos magnéticos externos. Resultados desses desenvolvimentos estao apresentados
no capitulo 5 desta tese. Na préxima secao iremos revisar o formalismo descrito nesta
secao para o caso relativistico, mediante representacoes do grupo de Poincaré, utilizando
operadores-estrela. Isto permitirda deduzir as equagoes de Dirac e Klein-Gordon no espago
de fase.

3.3 Espaco de Hilbert Relativistico e estrutura sim-
plética

Vamos considerar uma variedade analitica M quadridimensional, onde as coorde-
nadas de cada ponto é dada por ¢*, u = 0,1,2,3. M representa o espaco de Minkowski,
cuja métrica é dada pela diagonal diag (9) = (— + ++). As coordenadas de cada ponto
no espago cotangente I' = T*M ¢é denotados por ¢*,p,. O espaco I' ¢ munido com uma
estrutura simplética de 2-forma,

w = dg" N\ dp,,
aqui também chamada de forma simplética (neste caso, assumimos a soma sob os elemen-
tos de indice repetido). A partir do operador bidiferencial de fungdes no espago C*° (T*M)
— = =
9 9 9 o
dg" Op,  Op+ Oqy,’

(3.40)

temos o paréntese de Poisson relativistico

w(fA gN) = fAg={f, g},

onde
_0f 99 Of 0y
~ Oq*0p, OptOq,’

{f. 9}
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fA e € gA sao dois campos vetoriais dados por hA = X;, = —{h, }. Assim o espago T*M
munido com essa estrutura simplética é chamado de espaco de fase I' relativistico.

Para associar o espago de Hilbert sobre T, consideramos dn (g, p) = d*pd*q como uma
medida invariante no fibrado cotangente. Considere H (I') como um espaco linear do
espago de fungdes n-mensuraveis ¢: I' — C que sao quadrado integravel tal que

[ 1 2) P (2) < .

Introduzindo um produto interno, (.|.), sobre H (T'), temos

(th1lihe) = /91/)1 (q,p) s (q,p) d*pd*q < o0,

onde utilizamos 1 (¢, p) = (q, p|?)), com

/d4pd4q\q,p><q,p\ = 1.

~ Como no caso nao relativistico, a partir de um conjunto de operadores comutadores
Q) e P [28], definimos os kets |q, p)

Qla.p) = dla,p) e Plq, p) = plg, p).

O estado de um sistema quantico é dado pelas fungoes ¥ (g, p).

Para estudar o grupo de Poincaré tomando #H (I') como espago de representacao,
primeiro, construimos transformacgoes unitarias U: H (') — H (I') tal que (¢1]i) é
invariante. Partindo da definicao de A Eq. , um mapeamento e? =x:Ix[ =T
conhecido como produto estrela, é definido por

— - - =
th [ 0 0 o 0
f(g,p)xg(q:p) = f (q,p) exp [2 (861“ o o %)] 9(q,p), (3.41)

onde os geradores de U podem ser introduzidos pelas seguintes relagoes:

ih 9 ma) . (3.42)

20p," 2 0q,

Na proxima secao, analisaremos a algebra de Poincaré via operadores estrelas tipo F' =

f(q,p)*.
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3.4 A algebra de Poincaré-Lie no espaco de fase

A partir da equacao (3.42) em conjunto com as funcoes q,,p, € m = @Dy — Puy
(definidas no T"), obtemos os seguintes operadores estrelas

~ th O
Pr=pre=pr— 2L 3.43
W o ih 8 14
Q" =q"«=q"+ > op, (3.44)
e —_~ o~ —~ A~ A
M,y = Mgk = O, P, — B,O,. (3.45)

Através destes conjuntos de operadores estrelas, as seguintes relacoes de comutacgdo sao
obtidas:

(Mo, Po| =i (g0 Py = gou P , (3.46)
[P P)) =0, (3.47)
[MW, ]\70,)} = — (gﬂpﬂw - ngMW + gWM gygﬂ ) ) (3.48)

Ou seja, encontramos uma representagao simplética da dlgebra de Poincaré via operadores
estrelas. O operador M,,U descreve rotagoes, enquanto pr representa translacoes em I.
Podemos construir os invariantes de Casimir, a partir das matrizes de Pauli-Lubanski,

W = 5W,,OM vo Pr onde €uvpe € 0 simbolo de Levi-Civita. Os invariantes sao
S0 Bu
P =P'P,,
W =WHW,,

onde a condicao de camada de massa é representada por P?eo spin representado por w.
Nas segoes seguintes, iremos escrever a equagao de Klein-Gordon e Dirac no espago de
fase com suas respectivas lagrangianas através desta representacao. A partir deste tipo
de Lagrangiana, podemos estudar teorias de calibre no espago de fase, através do mape-
amento 1(p, q¢) — e x1)(p, q). Esta andlise estd desenvolvida na literatura, mas apenas
parcialmente [32]. Um estudo sistemdtico das transformacoes de calibre simpléticas ¢ um
dos nossos objetivos neste trabalho.
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3.5 A Equacao de Klein-Gordon e o Espaco de Fase

Podemos considerar, para uma particula de spin nulo, o estado ¢ descrito pela fungao
de onda ¢. Considerando o invariante da algebra de Lie de Poincaré W = 0 (spin zero), e
interpretando o invariante P? como relacionado com a condicao de camada de massa da
particula, podemos escrever

P2¢(p,q) = P"P,é(p, q) = m*é(p, q). (3.49)

Substituindo nesta equagao o operador ]3, temos

L 00 i 0
( - 20%) <pu - 28%) ¢(p,q) = m*¢(p, q).

—19°9(p,q) . ,99(p,q)
4 9gtdq, b OgH

Esta é a equacao de Klein-Gordon no espaco de fase. A solucao de particula livre dada
por

que leva a

+ (PP —m”) 6(p, q) = 0.

¢ (qus pp) = € (Py) €_4ipuq”a

onde & (p,) ¢ uma funcao que depende das condicoes de contorno.
Podemos deduzir a equacao de Klein-Gordon a partir da densidade Lagrangiana

—10¢(p, q) 99" (p, 9, 1, do(p, q) 99! (p, q)
L T o, g + 5ip (qu( q) Gy —ﬁb(P,Q)aqM)
— (V'pu = m*) 6(p, )" (0, 0), (3.50)

utilizando as equacoes de Euler-Lagrange.
Podemos associar a fun¢ao de Wigner f,(q,p) com o estado ¢(q,p,t). Para isto,
mostraremos que a funcao definida por

f(a.p) = fula,p) = d(q,p,t) * 9" (g, p, 1), (3.51)

é a funcdo de Wigner. Iniciaremos nossa demonstragdo escrevendo a equagao de Klein-
Gordon no espago de fase como

p** d(p,q) = m*¢(p, q). (3.52)
Multiplicando esta expressdo & direita por ¢, obtemos
(p* * ¢(p,9)) * 6" (p, q) = m*6(p, q) * ¢'(p, @) (3.53)

Voltando a Eq. (3.52), tomando o complexo conjugado e multiplicando & esquerda por ¢,
obtemos

o(p,q) * (¢ (p, @) *p*) = m*¢(p, q) * ¢ (p, q). (3.54)
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Subtraindo as Eqs. (3.53) e (3.54) e utilizando a propriedade associativa do produto
estrela, obtemos
P2 x fu— foxp® =0, (3.55)

onde f,(p,q) = o(p,q) x ¢'(p,q). Através dos parénteses de Moyal, e o fato de que
{9, f}m = g(2sin %)f, temos

5 o O0fw
{07, fula = pu o0 0, (3.56)

onde p’A = —2pd,, p*A* = 202 e p*A* = 0. A solucao da Eq. (3.56) ¢ a fungao de Wigner
relativistica.
3.6 A equacao de Dirac e o espaco de fase

Nesta se¢ao iremos estudar uma representagao para particulas de spin 1/2. Introdu-
zindo v* P, onde assumimos que seja invariante, temos

Y Pab(p,q) = 7P ¥ (p,q) = mib(p, q), (3.57)
Usando a Eq. (3.43]) encontramos

wl, 10 _
g (pu 2agn | V1) = m(p,q) (3.58)
Observe que, neste caso, temos
(Y Ba) (7" P (p, q) = m*P(p, q)- (3.59)
Utilizando novamente a Eq. (3.43)), encontramos
wfy 20N o, 10 -
gl (pu 20g ) 7\ 9 | V00 =m0 q) (3.60)
Temos ainda
(v"P,)(v'P,) = PP, = P, (3.61)
(+*B)(v'B,) = 77" BuP,. (3.62)

Note que ¥*+" pode ser escrito como a soma de uma parte simétrica e antissimétrica,
portanto

~ o~ 1 ~ A
V' PPy = 5 (" 49" PPy (3.63)

E para satisfazer a equagao de Klein-Gordon, devemos ter

(Y9 +4"*) =291, (3.64)
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Esta relacao é satisfeita pelos geradores da algebra de Clifford. Podemos também deduzir
a equagao de Dirac, equacao (3.58)), a partir da densidade Lagrangiana para este campo,
dada por

L= WM) ;

1\ Tage V@R — a5 | = 0. ) (m = p) (e )

i (9¢(p,q)
g+

A partir deste tipo de Lagrangiana, podemos estudar teorias de calibre no espaco de fase,
através do mapeamento ¥(p,q) — e® x¥(p,q). No capitulo a seguir, estudaremos as
transformacoes de calibre abeliana e nao abeliana usando esta formulacao.



Capitulo 4

Teoria de calibre no espaco de fase

Neste capitulo iniciaremos nossos estudos sobre a teoria de calibre abeliano desen-
volvido parcialmente no espago de fase [32]. O resultado deste estudo foi a obten-
¢ao de um campo de calibre A* com um tensor de campo anti-simétrico escrito como
Fre = gv At — OFAY + {AF, A}, , onde {AH*, AV}, é o paréntese de Moyal. Este resul-
tado é similar ao obtido por Seiberg e Witten [56], proveniente do estudo da dindmica
de cordas descrito por um campo de calibre supersimetrico minimamente acoplado a
um espaco nao-comutativo. Demonstrou-se um mapeamento de um campo de calibre
de Yang-Mills nao-comutativo para um campo de calibre de Yang-Mills comutativo (or-
dindrio). Este tipo de mapeamento tornou-se uma poderosa ferramenta para teoria de
campo nao-comutativa, sendo empregado nos estudos do efeito hall quantico fracionario
via teoria ndo-comutativa de Chern Simon [57], solucoes das equagoes de Einstein nao-
comutativas [58]. A seguir, iniciaremos nossos estudos, construindo uma teoria de calibre
para o campo de Dirac no espaco de fase.

4.1 Teoria de calibre para o campo de Dirac no es-
paco de fase

A densidade lagrangiana Eq. (3.65) que descreve a equagdo de Dirac no espago de
fase, em uma forma mais compacta é escrita da seguinte maneira

L = —;W(ﬂ@’Y“(M*WE@)"‘@(ZLQ)*M) V4 (p, q)]

—m(p, q)v(p, ) + 20,0 (p, )7V (p. q). (4.1)

Demonstracao:

L = —; (.07 (0, @) + (V9. @) ) 79 (p, @) | = M (p, ) (P, 0)

+2p,4 (p, )" (p. q)
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L = —; [&(p,q)”y“ <puw(p, 2 au ) ( Qa‘iwm q)p )WW(P’Q)]
—mi(p, Qv (p, @) + 20,0 (p, )79 (. q)

— y _ a _
= —;puw(p,q)'y“w(p,q)Jriw(p,qw" wa(f;f) (0, )Y (p, q)

_i wa(zl L Y (p. q) — mb(p, Q) (p, q) + 20,0 (p, )V U (p. q)
- _i (W’V”w(n q) = ¥(p, @WW) —9(p,q) (m = py") ¥ (p, ).

Nosso objetivo é analisar a invaridncia da Eq. sob as transformagoes de calibre global
e local. Primeiramente, iremos construir nossa analise de uma forma mais geral, isto é,
sem definir qual tipo de calibre o sistema estara submetido. Assim, usando a propriedade
do produto estrela

/ f*gdqdp = / fgdqdp, (4.2)

a Eq. (4.1) pode ser escrita da seguinte maneira

g = / Ld'pd'q

= /[—;[¢(p,q)v“*(pu*¢(p7q))+(w(nq)*Pu)*VW@"—’)}

— mi(p,q) *¥(p, q) + 2p 0 (p, )V * ¥ (p, Q)] d*pd*q, (4.3)

onde introduzimos o produto estrela entre os campos. Definindo as transformagoes de
calibre na forma geral do seguinte modo, temos

U(g,p) = e x1(q,p), (4.4)

b(p,q) = (p,q) x ™. (4.5)
Na forma infinitesimal a Eq. (4.4)é dada por

(g, p) = V' (q,p) = e ™ x(g,p)
= (1 —1iA)x(g,p)
= 1x(g,p) —iAx9(q,p)
= 1(q,p) —iAx (g, p)
0Y(q,p) —iA (g, p),

onde ¥'(q,p) — ¥(q,p) = 0¥ (q,p). Portanto, as transformacoes de calibre Eqs. (4.4) e
(4.5) na forma infinitesimal sdo escritas da seguinte maneira

0Y(q,p) = —iA x (g, p) }

(4.6)

5(q, p) = ih(p, q) x A
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Aplicando as transformagoes Eqs. (4.6) na Eq. (4.3]), obtemos a seguinte relagao

oL = —15 [0, )" * (P * (0, @) + (V(p, @) % pu) * V0, q)]
=m0 (¢(p, @) x ¥ (p,q)) + 2pud (V(p, 7" * ¥ (p, 9))
-l 90, 07" * (0u % 0 (0, 9) + (D0, 0) % p) * V" (p, q)]
—md (¥(p, q)) * &, @) — m(p,q) % (¥(p, q))
(0, @) ¥ * (D, 9) + 22,0 (p, )" % 8 (4, q)

= 53 [0, " * P (. 0) + (V(p, @)+ pu) x 7" (P, 0)]

—m (i (p, q) % A) * &(p, @) = mi(p, q) * (—iA ¢ (p, q))

+2p (09, @) % A) /" % (D, 9) + 2p,0(p, )" % (—iA %1 (p, )

— ; (0, 97" * (P (0, 9)) + (V(p, @) % pu) * "D, 9)]

_ ;5[1; D)7 % (00, 0)) — 500 7" %6 (5 x 0, 0)]
;5[( *puﬂ*fy“w(p,q) ;@(P,Q)*pu>*7“5 [U(p, q)]

- ;“;(p,q) " Ax (pux0(p,q)) — ;@Z(p,Q)’Y“*(S[(pu*WP,Q))]
;6 [(&(p,a) % pu) | * "0 (P q) — ; (90, @) % ) * 7" [=iA % (p, )

= %i(p,Q) Y x A x (pux(p, q)) — ;&(p,q)’y“*é[(pu*%ﬁ(%q))]
;5 [(0(p.q)*pu) | * "0 (p ) + % (00, @) xpu) 7"+ A d(p,q).  (47)

Para facilitar uma melhor visualizacdo dos célculos para a Eq. (4.7)), iremos efetuar o
célculo dos termos da Lagrangiana o0 (p* x ¢ (p,q)) e 0 [(w(p, q) *pu)} separados. Assim,
para o termo § (p" * ¥ (p, q)) temos

Tv = Y(p, )" * 6 [(pu*¥(p.q))]

= U(p,q)y" * <pu - ;%) (—iA*(p, q))
N 2 A .9
= U g <—ipu(/\*w(p7 7)) + Zwaqu *(p,q) + A a%f;‘”) .

Usando a identidade [59]

p(frg) = f*@w>—3<¢ﬁ *g

= (pef)*g+ f*( Igrg), (4.8)
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o termo & (P x %(p, q)) é dado por

T = Gan*s (ks (00 + QSA ) + vl + A s P )
= —ith(p, V" * (A* (puglj(p, 7) -3 - awa(pf)» —P(p, )" gﬁ * (P, q)
g * Ak (x 0(0 ) — BP0 5 e 5 (). (49)

au

Empregando o mesmo procedimento realizado para a Eq. 1} o termo 0 (z/j(p, q) * pu)

se transforma como

T, = 5[@(%6])*%)]*7%(@61)
5 M
= (Z ) 587([“ —0—]9# * Y w(p7Q)
7 2 A _
_ (ZQ 1% *A+22¢(p,q)*gqu+i(¢(p,q)*A)pu>*7“¢(p,Q)
. 2 A B 9 A
- (ZQ WP )y SV (p,9) * gqu+(ipw(p,Q))*A+f;w(p,Q)*qu*’y’“‘zﬁ(p,fJ)
- OA
_ (2 D 4 i, >)*Amw<p, )i = 00.0) * oy 2000
A
= ( *pu>*A*7“¢(p, q)i 1/)(]?, q) * 9 M*VWJ(]% q). (4.10)
Substituindo as Eqgs. . - na Eq. (| - temos
L= —;m, D" * A (1 (p, >>+g¢< D" * Ax (0 * ¥ (p, )
- OA —
+;1/J(p,q) M*ﬁ*w P, q %(@/} *pu) Y x A xb(p,q)
- A
+50(p0) > age ¥ VPa )+ 5 (000 2,) 3+ Ax U0
oA
= %U(I% ) a u*’y“@/)(p, ) (411)

Portanto a Eq. representa uma transformacao de calibre em uma forma mais geral
para a lagrangiana Eq. (4.3). Caso a transformagio de calibre seja considerada global,
onde A é uma constante, a lagrangiana se torna invariante, isto é, ( £ = 0 ). Entretanto,
caso A passe a ser uma fungao do espago-tempo, isto é, A = A(q, p) temos uma trans-
formacao de calibre local ou de segunda espécie. Um termo extra 2 8qu *(p,q) é gerado
na equacao acima, tornando a lagrangiana nao invariante. Para restaurar tal invariancia,
introduzimos um novo campo, um quadrivetor A, conectado diretamente com (g, p).
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Iniciaremos nossa construgao a partir das Eqgs. (4.9)) e (4.10). Neste caso, a Eq. (4.9) é
reescrita da seguinte forma 0 (p, x ¥ (p, ¢) + L), onde o termo extra £, é definido como

'Ca :AM*¢(p7Q) (412)

Desenvolvendo o calculo para a transformacao de calibre local, temos

O (pur¥(p,q) +La) = pur(00(p,q)) + (0Ls)
= ihk (p* Uy q)) — Sj *(p, @) + (6A,) x9(p, )
A, % (56(p.0))

— ik (pr (p)) — gﬁ (P q) + (5A,) % ¥(p,q)

+A,x (—iAx Y (p, q))
C A (px(p.q)) — qu *(p,q) + (64,) *¥(p.0)

—iA, * A xY(p, q). (4.13)

Notamos que, a Eq. (4.13)) possui termos extras. Dois termos sao fornecidos pela lagran-
giana L,, onde (dA,) ainda é desconhecida, e o outro termo % é provido pelo termo

(pu*¥(p,q)). Para cancelar estes termos extras, exigimos que (dA4,,) se transforme como

N - . 1 OA
A,u A:}J — AM—FZAM*A—ZA*AN_;TQM
- . 1 OA
0A, = ZAN*A_ZA*A“_;T(]#
, 1 OA
= A A = S (4.14)

onde e representa a carga da particula envolvida, e {a,b},, = a*b—bxa é o paréntese
de Moyal.
Portanto, para o termo (p, * ¢ (p,q) + L,), definimos o operador

D, % = p, *x +ieA,*, (4.15)

que acopla diretamente ao campo (g, p). Aplicando uma transformagao de calibre de
segunda espécie em D, x (g, p), temos

6 (Dy*h(p,q)) = 0 (pu*x¥(p,q) +ieA, x¥(p,q))
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S(Dur b(pa)) = —ihx (e Vlp,) — 500
+ie <¢AH * A —iAx A, — gﬁ) U(p, q) — i2eA, % Ax(p, q)
= —iAx (p,*¥(p,q)) — géi *x(p, q) +i°eA, x A x(p, q)
—i*eAx A, x(p,q) — iQ&i *h(p, q) — i*eA,*x Ax9(p, q)
= —iA* (pu (D, q)) — 3;\1 *Y(p, q) — " x Ay x ¥(p, q)
+a;i *1(p, q)

= —iAN*(pu*x(p,q) +ieA, *¥(p,q))
= —iA* (D, *¢(p,q)).

Portanto, o operador Eq. (4.15) obedece a regra de transformacao covariante E| Similar-

mente, para a Eq. (4.10]), temos ¢ (gﬁ(p, q) *pu + Eb) onde o termo extra £, é definido
como

Ly =1(p,q)* A, (4.16)
Sob uma tranformacao de calibre local, tem-se

5 (Vp,a) xpu+Ly) = (¢(p,q)*pu)*Ai—¢(p,Q)*$+5(¢(p,Q)*Au)

i} o O
(P, q) *pu)*Az—@b(p,Q)*@
(00(p, ) * A+ b (p,q) * (54,)
b(p, ) *py) * i — P(p, q) SA

i

(1 (p, @) x A) % Ay + 9(p, q) % (9A,) .

Utilizando a definicao de (§A4,) na Eq. (4.14), definimos o seguinte operador

(
(

* Dy, = *p,, + *ieA,,. (4.17)

Portanto, 1 (p, q) = D,, sob uma transformagao de calibre de segunda espécie é dado por

Ltransformacéo covariante - Independente da escolha do novo sistema de coordenadas, o sistema
preserva suas estruturas quando é aplicado uma transformacao.
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5 (V(p, @)« D) = 3 ((p,q) % py +ied(p,q) x Ay,)

_ - oY -
= (Vp.0) xp) % Ni = Dlpsa) x ot Pei(p )+ A A,

_  OA
+ie(p, q) * (iAM x* N —iAx A, — ;gqu>

- - oA -
= (V(p,q) * pu) * Ni — P (p, ) * o0 et (p,q) x Ax A,

p - . AA
+iteh(p, q) % (A A) — ep(p, q) * (A x A,) — i4(p, q) * (W‘)

= (0 ) N+ () (A x A)
— (1/;(p, Q) * Py + ie@(p, q) *AM) * Ai

= (V(p,q) % D) * A,

satisfazendo a regra para uma transformacgao covariante. Reescrevendo a lagrangiana
Eq. (4.3) em termos dos operadores D, x and xD,,, temos

1

L= —5 [ * Duxb(p.a) + (¥(p.9) * D) 7"¢(p,q)

—mab(p, q) * ¥(p, q) + 2p 0 (p, 9)7* * ¥ (p, q). (4.18)

Submetendo a nova lagrangiana sob uma transformacao de calibre local, obtemos

oL = — 5[ p,q)’v”*Du*w(p,q)Jr(zﬁ(p,Q)*Du)*’V“w(pﬂ)}

Portanto a lagrangiana descrita pela Eq. (4.18) é invariante quando submetida a uma
transformagao de calibre local. Entretanto, o campo A, apresenta um problema. Sua
introducao deu origem a uma interacao eletromagnética. Para eliminar esta interacao,
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iremos introduzir um outro termo na lagrangiana, o campo eletromagnético livre. Primeiro
passo para isto, é encontrar o tensor eletromagnético no espaco de fase. Iniciando este
processo através da relagao [D,x, D, x|, temos

Dy, Dux](q,p) = [pu*+ieAx, p,* +ieA, x| (q,p)
= [P, po (g, p) + [Pur, ieA,x] Y (q, p)
+ [ieA,*, px] (g, p) + [ieA,x, e A, x| P(q, p). (4.19)

Para facilitar um melhor entendimento dos calculos acima, iremos calcular cada termo
separado. Assim para o primeiro termo

TS - [pu*,pu*]¢(q,P)
th 0 th O
= [pu_Qaq‘Lapu_QaqV] ¢(Qap)
o] [imo Y e na]y
= puapu p/u 9 8(]” 9 8qu7pu 9 aqu7 9 (9(]” q,p
B ih  0Y(q,p) ik O
= Pup¥(d,p) = 2pu¥(a,P) = 5 Pu o¢ T2 aqy(pm(qm))
ih 9 ih OY(q,p)  PhO*P(g,p)  P*hI*Y(q,p)
2 9 P D) T e T s T T o
B ih_ OY(q,p) | ihOp,
= Pup¥(q:p) = Dupe¥(4,P) = 5 Pu o T2 aqyl/)(q,p)
ih 0Y(q,p) ihap, ih 0Y(q,p) | i O0Y(q,p)
2pu aqy - 9 aqu(w(qap)) - ZPV aq“ + 2p1/ aq’u
= 0.
Na Eq. , o segundo termo ¢é definido como
T, = [puxieAx¥(q,p)
th 0 .
= [Pu - QWVL@AV*] ¥(q,p)
. th 0 |
= (e = | poviean] Jotan
‘ , i2eh 0 iteh . O0Y(g,p)
= deppdy < (g,p) —iedyx (Pl p) = 5 n(Avx Pl p)) + 5= Avx =5
, , i’eh 0A, i%eh o(q,p)
= @epﬂAy*w(qm)—ZeAy*(pW(q,p))—Taqu *P(a,p) — ——Au* g
ifeh  OY(q,p)
+ 2 A OqH
. . i’eh 0A,
= tepudy *xY(q,p) —ied, x (p(q, ) — —— o * (g, p)-
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Usando a identidade Eq.(4.8]), o segundo termo de T}, é dado por

h0A,
Aux (pu(a,9)) = pu (A 0(0,0)) + 5 55 00, 0)

Portanto, o termo 7T} se transforma como

* (g, p) — * (g, p)

. . i’eh 0A, ieh DA,
Ty = iep A, *(q,p) —iep A, xY(q,p) — N 9

gt gt
= —z%h%(j: * (g, p). (4.20)

Em analogia a Eq. (4.20)), o terceiro termo da Eq. (4.19) é escrito da seguinte maneira

T5 = [ieA,u*7pu*]¢(Q7p)

= ith%;lf *U(q,p).-

Ja o ultimo termo da Eq. (4.19)) torna-se

Ts = [ieA,* ieA, | 1Y(q,p)
= Z'2€2AH*AV*¢(Q7p) - Z'2AV*A;L*¢(Q7P)
= ’®{A,, A}, x¥(q,p).

Portanto, a relagao [D,x, D,*] é escrita da seguinte maneira

04,  0A,
dgt O0q”

[Dyx, Dyx|ip(q,p) = he ( ) * (g, p) +i%e* {A,, A}y, * (g, p)

Logo, podemos definir o tensor eletromagnético como

04, 04,

T = og o

+e{A, A}, (4.21)

onde F,,, ¢ invariante em si. Para demonstrar a invariancia de F,,,, temos:

0A, 0A,
0F, = 6 (W o +e{Au,A,,}M>.

Desenvolvendo estes calculos para cada termo, temos

0A, 9 . . i OA
; 2
e T P B S Y W

oq” Oq” Oq” 0q” B gﬁq”aq”’
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0dA,

o

0 1 OA
= A, AN —iAxA, — -

8q <z * 1\ % eﬁq”)

0A, oA OA 0A, i O*A
= — A —iA, —x A, +1IA

Z@qﬂ* 1 *8q +zaq * +1 *8ﬂ+68q#0q

O 1ltimo termo é calculado da seguinte maneira

d(ed, A,

—eA, xA,)

e(0A,)x A, +eA,x(0A,) —e(dA,) x A, —eA, x (64,)

e(iA#*A—z'A*A”—Zg/:> « A,
€0q

ted, x (iA,,*A—iA*AV—ZaA>
e dgq¥

e <iAV*A—iA*AV—zg$V> x A,
—eA, * (m *A—zA*A“—ZaA>

e Ot

ieA, x Ax A, —ieAx A, x A, 6A*AV
8q“

. . oA

+ieA, * A, x N —ieA, x A« A, — 1A, *aq
OA

—ieA, x Ax A, +ieAx A, x A, —f-la * A,
q”

—z’eAl,*Au*A—i—ieAl,*A*A“—|—iAl,*g/;
q

A
* A, +ieA, x Ay x A —iA, *

—ieAx A, x A, — zgqu

—|—ieA*A,,*A#+i%*A —ieA, x Ay x N +iA, x —

oq”

OA

9q”

OA

g
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Portanto o tensor eletromagnético sob transformacao de calibre local é dado por

0F = 1881;15 *A—i—iA#*gé\V _Zgjv*A“ — i\ % 68215 — Zaqaquu
L o2
_Zg‘;: x A~ z’A,,*g;i —|—z'g;i*A,, +ih% %;1: + iaqa“é\qy
—teAx A, x A, —z'gﬁl*A,, +ieAu*A,,*A—iAM*§;}/
+7LeA*A,,*Au+i§;}/*AM —ieA,,*Au*A—i—iA,,*g;i
= 1%;15 *A—iA*%ﬁf —zaa?: * A+ iA * %;1:
—teAx Ay x Ay +ieA, x Ay x A +ieAx Ay x A, —ieA, x A, x A
= —iAx (%25 — %;1: +e(A,x A, — A, *A#)>
(%215 — ?)?: +e(A,xA, — A, *Au)> * \i
= —iN*(Fu)+ (Fu) * Ad.
Usando a identidade Eq. , obtemos
[ 6Fw =i [ AxFu i [ Furh =0,
Definindo o tdltimo termo da Eq. €como
L= —ifﬂ”fw, (4.22)

a lagrangiana final invariante sob a transformacao de calibre local é escrita como

Lina = —; (90, 97" * D (p, @) + (¥ (0, 9) % D) x4 (p, q)|
— mi(p,q) * ¥ (p,q) + 20,0 (0, OV * Y(p, q) — if“”fw. (4.23)

Isto demonstra um mapeamento similar ao obtido para o calibre de Seiberg-Witten para
campos nao-comutativos.

Nosso objetivo agora é estudar as transformagoes de calibre considerando o produto
estrela Moyal-Weyl na forma aproximada, isto ¢, expandindo em séries de poténcias o
produto estrela das transformacao de calibre geral em A na ordem zero. A equacgao
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pode ser escrita como
5 = / Ld'pd'q
=[] 3 [P0 000+ (5005 ) w4 000)
—m)(p, q) * ¥ (p, @) + 2pub (p, V" * Y (p, q)] d'pd'q
= / l— ; 00, )7 (Du % (0, 0) + (60 @) % Pu) 7", )|
—m(p, )¥(p, q) + 2pu (0, 47" Y (p, Q)] d'pd'q

_ / [— i <81§5’Lq)7"¢(q,p) —1(p, q)v“awa(f;l@)

—(p,q) (m —"pu) ¥(p, Q)] d*pd*q. (4.24)

Expandindo o produto estrela das transformacoes de calibre na forma geral Eqs. (4.4)) e
(4.5) em série de poténcia até a ordem zero,temos

v(g.p) = P(gp)e”
— e™(q,p).

Portanto, a transformacao de calibre geral é dada por

(g, p) — e (g, p),

v(g,p) — €™(q,p).

Sua forma infinitesimal é escrita da seguinte maneira

oY(q,p) = —iAy(q,p) }

51(q, p) = iN(q,p).

(4.25)
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Aplicando a transformagao (4.25) na Eq. (4.24), temos

0L = 6{ — i (Mp’q)v“w(q,p) — (p, q)v“wm) —(p, q) (m — "pu) ¥(p, q)}

ol gt
= —i (W) Y(q,p) — iawgf]);q)’v”(éw(q,p)) + i(&ﬁ(p, Q))’V”{W
n&@(p, Q" (W) — (09(p, q)) (m — 7"p,) ¥(p, )
—(p,q) (m —~ pp) 5¢ p.q
- —i [Z'Awa(p; ' ] (4, p) —4[‘9%(5; 7 ] [—iAdb(g, )
L iAd.0l &@jp; Dt pitant |- 2R i Zhur.0)
~[iA(p, @) (m = ") ¥ (P, q) = ¥(p, @) (m = 7"py) [=iAP(p, )]
= AP ) + o D06 (0p) — 1A
A0 P 1 250, A L a0
— a0 ) (4.20)

Considerando a transformacao de calibre geral na forma aproximada, como um calibre
global, a Eq. (4.26) se torna invariante, isto é, 0L = 0. O teorema de Noether dd-nos uma
corrente conservada, isto é



4.1 Teoria de calibre para o campo de Dirac no espago de fase 51

Jh = W(—W(q,p)Ha(%@ﬂ)W(q?m)
9 i (00(p.q)_, 3(p, gy 22 P-4)
= s (e s )
— (p.q) (m—"p,) ¥ } —i(q,p))
P i (00(p,q) y . WO (p:q)
N W{_4< o) - 5.0 20

— (p,q) (m —+*p,) ¥(p,q) } (iv(q,p))

:{ .2

_ —Zw(p, a)"b(q,p) — %v“w(qm)@(q,p)
= ;lﬁ(p,qw“d}(q,p)- (4.27)

m@

(~d. a1y )}(—w<q,p>>+{—4<w<q p>>}<w?<q,p>>

No caso das transformacgoes de calibre local a Eq. (4.26)) é dada por

1 0A -
%

oqH

onde J* ¢ dada pela equagao . Logo a lagrangiana nao ¢ invariante sob a
transformacao de calibre local. Para restaurar sua invaridncia, introduzimos um novo
campo, um quadrivetor A, conectado diretamente com a corrente J#, dando um termo
extra em L. Assim

L= _i (a%(f;iq)’v“wq,p) —¥(p, @WW) —(p, q) (m — y"p,) ¥(p, q)
+L, (4.28)
onde
L= —;e@b(p, DV (g, p) Ay, (4.29)

e e representa a carga da particula envolvida. Usando a definigao de (64,,) na Eq. (4.14),
e expandindo em séries de poténcias em A na ordem zero, temos
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AF S A" = Ar A A —ih s Ar— LOA
e dq,,
= AF 4 AR (eig((gqugpgq)) A —iA (egh(gqu%pg@) AP — 3%
e dq,,
h
= A A <1 +2 (0qdp—9pdq) + O(h)) A
h , O\
i (14+ 2P qTp—pdq) +0m) ) ar - 122
2 e dq,
_ At siarh—ipar— LA
e 0q,,
_ g POA
e dq,
Portanto, exigimos que A, transforme como
1 OA
0A, = ———. 4.30
H e aqu ( )
Submetendo a lagrangiana Eq. (4.28]) sob uma transformagao de calibre local
B i (00(p.q) , - W00 q)\ - .
0L = 5{ 1 ( o Vlap) =¥ oy = 0 b(p,q) (m = ") ¥(p: q)

+ 0(Ly)
_ A o
= iwm Q)V“lﬁ(q,p)% -6 Bet/)(p, Q)v’%(q,p)Au]

N | —

agt 2
—%elﬁ (0, )" (q,p)(6A,)

l

N | —

gt 2

-  OA
et(p, @) (g, p) <_;(9q“>

| —
DN =

_ ON  1- ON
= ~(p, q)v%(q,p)@ - 5@&(1% q)v”@b(q,p)@

S o

I

U(p, Q)V“lﬁ(q,p)% - 3‘6(515(297 Q)Y (q,p) Ay — ;€¢(p, Q)" (6¢(q,p)) Ay

U(p, q)v"@b(q,p)% — ~e(iA(p, q)) 7" (g, p) Ay — ;€¢(P, OV (—iAp(q, p) Au

demonstramos sua invaridncia. A lagrangiana Eq. (4.28) pode ser escrita da seguinte

maneira
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Ly = —i <Wv“w(q,p) —¥(p, Q)V“awa(g,l@> —9(.0) (m =" V(p.0)

—;ezﬁ(p, Q)Y"b(q, p) Ay

1 B i 0Y(p,q) | i
= -5 [@b(p, )y (pm(p, q) — 3 o T SeAut(p, Q)>
+ (pm/_f(p, q) + ;W + ;eAm/_J(p, Q)> Y(p, Q)] — ma(p, q)¥(p, q)

+2p, 80 (p, )7 (p, q)
= —;[wm Q7" (Dutb(p, 9)) + (Db (p, @) 7" (p, q)] —mi(p, q)¥(p, q)

+2p,% (p, )7 (p, q), (4.31)

onde definimos os operadores

AP
D,(p.q) = (pu - ;8q/‘ + ;eAu> Y(p, q), (4.32)

D (p,q) = <pu + ;5; + ;eAu> U(p,q). (4.33)

Sob a transformacao de calibre local, o operador D, transforma-se covariantemente, i.e

0(Dyb(p,q)) = 0 (puw(p, q) — 28%(5 ;Q) + ;eAm(p, Q)>
(s . .
= 5u(00.0) — 5 TS (6,0 + oA 0 lp. )
2 OA 2 0 OA
= —iApb(p,q) + gww<p, q) + %A %(5,1 Y ; a9g: V(P9

2

AW (.0)

= —iA (pm(n q) — L09(p.9)

2 Og+
= —iAD,¢(p,q).

Para eliminar a interagao eletromagnética causada pela introducao de A, iremos expandir

em séries de poténcias em h na ordem zero, o produto estrela da Eq. (4.21)), logo temos

o 0A, B 0A,
M ogr 9gr

+ ;eAW(p, Q)>

(4.34)

onde F},, ¢ invariante por si sé.
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Para demonstrar a invariancia de F),,. temos

s
0(5A,)  O(5A,)
0F,, = g - oq
0 10A 0 10A
dg" q0q”  9g” q Ig*
1 92A 1 O°A
q0q"0q"  q0grdg”
— 0

Portando o tltimo termo a Eq. (4.31]) é definido como,

1
Lo=—F"F., (4.35)

e a lagrangiana final é escrita da seguinte maneira

Ef’inal = £t+£2

_ _; (p, )" (Duib(p, q)) + (Duﬁ(p, q)) Y (p, q)]

M. 0) + 2,0, 0) — (P E (436)

Este resultado mostra a obtencao de uma lagrangiana similar a usual obtida em teoria
quantica de campos. Na préxima secao iremos construir uma teoria de calibre para o
campo de Klein-Gordon no espaco de fase.

4.2 Teoria de calibre para o campo de Klein Gordon
no espaco de fase

No caso do campo de klein-Gordon, a lagrangiana, Eq. (3.50]), pode ser escrita da seguinte
maneira

L= —(@"*6(p.9) (¢'(@.p) *pu) + 6'(¢,)(g, D). (4.37)

Demonstracao:

L = —("*6p.a) (6'(0.p) *pu) + m*6'(g,)b(q,p)
. =
= - [(p"cb(p, q) — ;%8(;];]9)) <¢T(q,p);£u + ¢T(q,p)pu)]
+m?’¢'(q,p)d(q, p)
i f i
= —lp’“‘pué(p, Q9" (q,p) + o, q)LZS @.p) _i9¢a,p)

gt 2 0q,
19¢(q,p) 99' (¢, p)
4 Ogt 0q,

pud'(q,p)

] +m*¢' (¢, p)d(q,p)
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g+

10¢(p,q) ¢t (q,p) | 1., ( 5 96(p,q) 9¢'(q,p)
—Z aqlu (9q“ + §Zpu (‘b ((Lp)TQ” - ( ) ) )

—(p'pp — m*)o(p, )" (a4, p),

como queriamos demonstrar.
O processo para construir a teoria de calibre para o campo de Klein-Gordon ¢ similar
ao realizado na se¢ao anterior. Iniciamos este processo escrevendo a Eq. (4.37) como

s = / £ d*qd'p
= / [— (P“*Qb(paQ))*(QbT(qyp)*Pu)+m2¢T(q,p)*¢(q,p)} diqd'p.  (4.38)

Definindo as transformagoes de calibre na forma geral da seguinte forma, temos

d(q,p) = e x (g, p), }
(4.39)

¢'(q,p) = ¢'(q,p) x ™.
Na forma infinitesimal, temos as seguintes relagoes

0p(q,p) = —iA* ¢(q, p), }

09" (¢, p) = 19" (g, p) x A.
Aplicando as transformacoes Eq. na Eq. , obtemos a seguinte relacao:
0L = =8 |("*d(p, ) * (6'(0,p) % pu)| +m?0 (¢ (. p) * &g, p))
= — [0 % 0.0 * (¢ (a,p) xp) — (" % S(p.0)) % |5 (¢ () %y |
+m?(3(¢"(q,p))) * ¢(q,p) + m*¢'(q, p) * (6(6(q, p)))
= — [0 % 0.0 * (¢ (@, p) xpu) — (" % S(p.0)) % |5 (¢ () %y |
+m? (it (q,p) x A) x ¢(q, p) + m*¢' (¢, p) * (—iA x ¢(q, p))
= — [0 % 0.0 * (¢ (a,p) xp) — (" % S(p.0)) % |5 (¢ (0, ) % i) | -
(4.41)

Para facilitar uma melhor visualizagdo dos célculos para a Eq. (4.41]), iremos efetuar o
célculo dos termos da Lagrangiana d (p* * ¢(p,q)) e 0 (gb*(q,p) *p, ) separados. Assim,
para o termo p" * ¢(p, q) temos

T = 6(p"*o(p,q)
= —ip' % Axd(p,q)

(4.40)
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 OA ; o
Im = —i [A* *o(p.q) — ;Gq *o(p,q) — ;aq * d(p,q) — %A* (ba(f]” %)
H o i
0 OA
= —iAx (p%(n q) — % ¢a(§7 q>> " P * d(p, q)
n n
OA
= —iAx(p"*o(p,q)) — 90 o(p, q)- (4.42)
o

Empregando o mesmo procedimento realizado para a Eq.(4.42)), o termo ¢'(q,p) x p, se
transforma como

OA
Ty = —¢'(q,p) » o (¢"(q, p) * ppu) * Ai. (4.43)

Considerando as Egs. (4.42)) e (4.43]) sob a transformagao de calibre global, onde o termo

gTA = (, obtemos as seguintes relagoes
n

Tra = —iAx (p" * 6(p, q)), (4.44)

TSa = (¢T(q,p) *pu) * Ai. (445)
Portanto a relagao ¢ dada por
0L = i (p"xd(p, @) * (8'(0,p) xpu) — (P * (P, @) * (01 (g, ) % pu)  Ai.

Usando a propriedade do produto estrela dada pela Eq. (4.2) e chamando f = A, g =
(p" * o(p,q)) * (ng(q, p) *pu) demonstramos que,

0L = ihx (" 0(p,q) * (01(a,p) * pu) — ih % (0 % 6(p,)) * (6'(g,p) % 1)
= 0,

¢ invariante sobre as transformacgoes de calibre global. Se o calibre passe a ser considerado

local, as Egs. (4.42)) e (4.43)), se transformam como

oA
Top = —iA* (p" x d(p,q)) — 90 * o(p, q), (4.46)
‘m
e
_ 9A : ~
Tay = —¢'(q,p) * o0, + (0" (q, p) * pu) * Ai. (4.47)
o

Note que um termo extra % surge para uma transformacao de calibre local. Para restau-
©w

rar a invariancia da lagrangiana sob esta transformagao, introduzimos um novo campo, um
quadrivetor A, conectado diretamente com ¢(q,p). Assim, para o termo J (p* x ¢(q, p)),
o termo extra ¢ definido como

L.=A"%¢(p,q). (4.48)
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Utilizando a definigao dada pela Eq. (4.14]), em conjunto com os termos (p* x ¢(q,p) + L.),
definimos o seguinte operador

DFx = pt % +ie AP, (4.49)

que sob a transformagao de calibre local, transforma-se como

6 (D" x¢(q,p)) = 0(p"*d(q,p) +ieA" x ¢(q,p))

= 0(p" *d(q,p)) +ied (A*) x p(q,p) + 1eA" x 0 (¢(q, p))

OA

= —iAxp" % d(p,q) — 90 * O (p, q)

+ie [1A" % A — iA x A* — Zg;\ * ¢(p, q) +ieA" x (—iA x ¢(p, q))

o

oA
= —iA*pM*¢<pa Q) a7 *gb(p, Q) - ZQGA*AM *¢(p7 q)

dq,
A
+—— % p(p,
0 ?(p,q)

= —iAx (p"* d(p, q) +iex A" % d(p,q))
= —iAx (D" x¢(q,p)), (4.50)

obedecendo a regra de transformacao covariante.
Similarmente, para o termo ¢'(q, p) * p,,, definimos o operador

* D, =+p, +iex A, (4.51)

Reescrevendo a lagrangiana Eq. (4.38)) em termos dos operadores D#x e xD,, temos

L = —(D"«d(p,q) * (6'(q,p) x D) +m*6!(g,p)  d(q,p), (4.52)
e aplicando a transformacao de calibre local, conseguimos a seguinte relacgao
0L = =6 [(D"%(g,p)) * (¢ (a,p) * Dy)| +m3 (¢ (q,p) * 6(a,p))

=~ [ZiBx (D" % 6(a.p)) * (01(0,0) * D) + (D % 6(a,0) * (6'(a.p) * Dy ) x Ad]

usando a propriedade Eq. 1) e nomeando f = A, g = (D" x¢(q,p)) * (QST(q,p) * Du),

temos

0L = —[=ihx (D" $(q,p) % (67(4,p) % D) + ik % (D" % $(q,p)) % (67(a,p) * D,.)|
0.

Portanto a lagrangiana descrita pela Eq. ¢ invariante sob a transformacao de calibre
local.

Usando a definicao dada pela Eq. para eliminar a interacdo eletromagnética
causada pela introdugdo do campo A* definimos o ultimo termo da lagrangiana como
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1
La=—1F"Fu. (4.53)

Portanto, a lagrangiana total invariante sob a transformacdo de calibre local é escrita
como

Lio = —(D"x(p, ) * (6'(¢,0) x D) + m*6'(¢,p) * ¢(g, p)
1
_Z]:“”]:"”' (4.54)

Isto demonstra um mapeamento similar ao obtido para o calibre de Seiberg-Witten para
campos nao-comutativos.

Na secao anterior, estudamos as transformagoes de calibre na forma aproximada para
o campo de Dirac. Iremos realizar o mesmo procedimento a partir de agora para o campo
de Klein-Gordon, onde onde iremos expandir o produto estrela das transformacoes de
calibre geral em séries de poténcias em h na ordem zero. Para isto, vamos escrever a
Eq. da seguinte maneira

S = / Ld*pd'q
= / = (0" % 6(p,0)) * (6", p) * ) +m*0' (4, p) x 6(q,p) | d'pd*q
= /{— (" * o(p, q)) (fﬁ*(q P)*pu)+m o' (¢, p)d(q, p)} d*pdq

19¢(p, q) 9¢' (g, p) ( q) 9¢' (¢, p)
/l—4 g, g <¢T(Q7 p)— ¢(p7<1)aqu>

— (p"p—m*)¢'(q,p)6(p, Q)] d'pd'q. (4.55)

Expandindo o produto estrela das transformagoes de calibre na forma geral Eq. (4.39)
temos

o(q.p) — e "o(q,p)

o'(q.p) — €9'(q.p).

Na forma infinitesimal, esta transformacao é dada por

0p(q,p) = —ild(q,p),

091 (q,p) = iAd' (g, p).

(4.56)



4.2 Teoria de calibre para o campo de Klein Gordon no espago de fase 59

Aplicando a transformagao (4.56)) na Eq. , obtemos
(oA [ 1 0t (p,a) 4, Ooa)] i

A Eq. (4.57) é invariante sob uma transformagao de calibre global, isto é, £ = 0. O
teorema de Noether dd-nos uma corrente conservada, isto é

7 T
"= (d)(q’p)%a(;:m - ‘bT(q’p)a%(zm) +1'0(q,p)0'(¢,p).  (4.58)

No caso das transformacoes de calibre local a Eq. (4.57)) é dada por

i
oL = (g;i) {zi l¢(p, q)%ﬁ(i’q) - ¢'(p, q)%ﬁ(ZQ)] +p"é(p, 0)9' (p, q)}

oA\
- ((W)J
(4.59)

onde J* é dada pela Eq . Logo a lagrangiana Eq. nao ¢ invariante sob a
transformacao de calibre local. Para restaurar sua invariancia, introduzimos um novo
campo, um quadrivetor A, conectado diretamente com a corrente J*, dando um termo
extra em L. Assim o termo extra é definido como

Ly = —ieJ'A,, (4.60)
onde exigimos que, sob transformacao de calibre local A, se transforme como
i OA
0A, = ———. 4.61
H e aqu ( )

Portanto, a lagrangiana Eq. (4.55) mais o seu termo extra Eq. (4.60]), sob transformagao
de calibre local é dada por

OA

0L+ 0Ls = <8qﬂ

) JE —ied(JFA,)

OA
= <8q“) JH —ie(0J")A, —ieJ*(6A,)

= ( ) —ie(dJ*) A, —ieJ" (_23[\)
e Og*

= ( )—265J“A —J“<8A>
oqt

= —ie(6J")A

- _w(s{zjl [W, A o R q>}Au
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72 il ]
S+ 6Ls — —e{ 50t00) 250+ o) | HOTED] 50, )20
ot la(aggp, q))] } 4,
72 i T
= —64{[—i/\¢(p, q)]a(ba(qi’ 9 ¢(p,q) [ZA%@(@Z Dy (g;i) ' (p, q)]
0 ] R ) [ 2D () ) }Au
= —61 [Ziezﬁ(p, )¢ (p, q) (g;iﬂ Ay
— et | 0000000, (1.62)

Para eliminar este termo, é necessario adicionar outro termo a £, assim definimos o novo
termo como

1
L, = ZezAuA“aﬁT (p.9)o(p, q), (4.63)

que sob a transformagao de calibre local, se transforma da seguinte maneira

5L, = ie25[AﬂA“¢<p, 96" (0, 9)]
1

= A" + ALBA 6(p. )6 (1, q)

414,44 {560,016 (0.0) + 6(p. )56 (. 0]}

_ i {[0A") A, + A [6A]} 6(p, )6 (p. q)
- 162 {QAM l—i (g;i)] } o(p, )¢ (p.q)

i [aAl ' (0, )0 (p, q)-

Somando todas as lagrangianas sob uma transformacao de calibre local, obtemos

oA

SLy = 6L + 0L + 0L, = — SeA, L’)‘“

] &' (0, 0)0(p. 4) — [aA

o] 0w =0

Portanto a lagrangiana total £; é invariante sob uma transformacao de calibre local.



4.2 Teoria de calibre para o campo de Klein Gordon no espago de fase 61

A lagrangiana total pode ser escrita como

Et == E + £3 + £4
_ 10¢(p,q) 0¢'(p,q) | 1. o 00(p,q) 99! (p, q)
= 1 o op 3" (d) P 9) =5 — o Q)aqu>
("1~ )6 (0, 0)0(ps0) — e Ay + 1P A A (.0)0(p. 0

e f e
= - (pm(p, q) - digp; D 5 Aud(p, (D) ( "o (p.q) + 2%8(;1’(]) + 5 A" (p, Q)>

2
+m?¢' (p, ) (p, q)
= —D,o(p,q)D"¢'(p,q) + m*¢' (p, q)é(p. ), (4.64)

onde Definimos o operador

1 0 e
Dyé(p.q) = <pu “Sag T 214#) ¢(p, q)- (4.65)
Sob uma transformacao de calibre local, o operador D, transforma-se covariantemente,
i.e

S(Dub(p.) — 6(pm<p, 2 - %“”‘-’H“Amp,q))

2" ogr 2
— 56900 — 55D 54,0000, 4) + 5 Ay(80(p. )
- —iApugb(p,q)+i22§;>¢( )+ EA a( u;gﬁqb(p,q)
—iQEAAu(é(p, 7))
= —iA (pmb(p, q) - ;a(ggfﬁ + i;Au¢(p7 Q)>
= —iAD,o(p, q)- (4.66)

Para eliminar a interacao eletromagnética, cuja origem nasceu da introducao do campo A,
usamos a defini¢do do tensor eletromagnético dado pela Eq. (4.34]). Portanto, definimos
o tltimo termo da Eq. (4.64) como,

1 v
L5 =~ F"Fy. (4.67)

Assim a lagrangiana total é dada por
Liota = Li+Ls
1
= =Dup, ) D¢ (p,9) + m*¢"(p, )6(p, @) — TF" Fp. (4.68)

Portanto, expandindo o produto estrela em série de poténcia, em ordem zero em h, obte-
mos uma teoria similar a teoria usual de calibre em teoria quantica de campos.
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4.3 Conservacao do Isospin no espaco de fase

Definindo uma transformacao de calibre local isotopico no espaco de fase, temos

(g, p) = V' (q,p) = S~ *x¥(q,p, ) (4.69)

onde S representa uma matrix unitaria 2 x 2 com SS™' = SIS = 1, ¥(¢,p) é uma
funcdo de onda com dois componentes. Neste caso, 1(q, p) descreve um campo com spin
isotépico 1/2. A matriz S é dada da seguinte forma,

S = exp(—iT - @), (4.70)

onde a = (1, e, 3)), e T = (11, T2, 73)) Tepresentam as matrizes de Pauli.
O calibre Eq. (4.69)) se transforma da seguinte maneira.

V(p,q) = Sx¢'(p,q) (4.71)

Para demonstrar como se obtém a transformacao de calibre Eq. (4.71]), iniciamos multi-
plicando pelo lado esquerdo a Eq. (4.69) por Sx, obtemos

Sxi = SxStxe
Expandindo o produto estrela do lado direito, em série de poténcia em h até a primeira

ordem, temos
Sxi = SxStxq
| 8 (3337,
2 \0gOp Opdq

L =2 = 2\ T
251+M<@6_08)54

2 g Op 2 Op Oq

- R s SR _ . , 1
g Hm(aa aa) [S_1¢+zh<95 o ihds aw]

+O_(h2)
B [S ih <8S o 0S 8)] lS‘lermaSl o z’hasmﬂ

"2 \9qap  apog 2 9q op 2 Op 0q
+O(h?)

gy MOS0 L ROSO (i 0ST 0
= 59 w+28q8p(8 v) 28p8q(5 w)—i_ZS dq Op

_ihS{?S‘l oy ik (85 0o 08 8) [z’h@S‘l oY ihdS™t 81/)]

5(9q dp 2 Op Oq

270 0q 2 \dadp oy En
+O(R?)
B ithoS 0, ;4 thaS o, ih ,0S~1 oy
N ¢+28q8p(8 v) 28;08(](8 77w+258q dp
Lihg0S 70y P (950 050\ [0S 0v 95 o
2 Op 0Oq 4 \0q0p Opadq dq Op dp 0Oq

+O(h?)
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, ihdS DSt ihdS O ihdS9ST'  ihdS . 0
T S Y e V2o oy 2op 0 U 200 g
ih S oy ih 05! 0y )
+ES 9q Op 25 ap a—quO(h)

B ih0S 051 ihdS , 0y ihdSaS™! h oS ,_0¢
= Voo VT 2ag” oy 2op o U 2o 0g
thoS , 0y ih0S %4—0(712)

W00 0P OO
20qS 8p+ 28pS dq

0808 O 0S o

= 28qS (9pS Y+ 26pS 8q5 Y+ O(h*)

B ih (0S , ,0S 0S_, .05\ _ ;4

N 2 <8qS op 8pS 8q>S v

= v,
onde foi usada a identidade derivada de uma matriz por escalar

oY 1 )%
=Yy 'l—y 1 4.72
ox ox (4.72)

Em analogia com o caso eletromagnético onde introduzimos um campo vetorial A,, com
objetivo de neutralizar a variacdo de A, onde é definido assim (p, * +ieA,x) = D,x*,
conhecido como derivada covariante. Para o caso do isospin, definimos

Gux = (pu * +ie(T - B,)*) ¥(p, q), (4.73)
onde B, = (B}L, Bi, Bg) A invariancia para a transformacao de calibre local exige que
Gx(q,p) = S * G, =/ (p, q). (4.74)

Inserindo a Eq. (4.69) em , obtemos a seguinte transformagao sob B,
Guxp(q,p) = S*G, xS~ %1(q,p)
= 8% (puxtie(r-B))x) S xv(q,p)
= SH(pux)ST x1(p,q) +ieSH (T -B,)x ST x(p,q)  (4.75)

O primeiro termo do lado direito da Eq. (4.75|) sera calculado separado dos demais termos,
logo

Ty = S * (pu*)S_l * ¢(p> Q)

ih 0\, .,
= S*<pﬂ_28q“> (ST x(p,q)
_ 1 ih, 057 ihe o OU(pq)
= Sx(puST) xv(pa) — 5 5% GV .0) = S xS T
- 1, 95 o ih Y(p, q)
_ 1 1 1
= S (puST) 5 vlp. )+ 5 S xS * g ¥ 5T U0) — 5T
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B ihdsS ., ih 0y (p, q)
T9 = Sx (p,u )*1/)(177 )+§ﬂ*s *77Z)(p7Q>_§ aqu
(4.76)
onde usamos a relagao
-1
a}a; *=-=Y" *?;*Y *, (4.77)

Usando a Eq. , o primeiro termo do lado direito da Eq. (4.76) se transforma como
Sx (puS7H) = pu(S*S ")+ G (Fpe) % 871, logo

_ -1 @675 ~1 @875 1 _ @aw(p, q)
Ty = pu(S*S7")xd(p.a) + R L iy sl L il
B L 08 ih 9Y(p, q)
= pm(p,q)ﬂhafqﬂ*s *w@,q)—;a—q#
ih 0 L o0S
= (pp—2w>¢(p79)+lhw*5 * (P, q)
B .hﬁS g1
= pux(p,q) +1 9 " *1(p, q)
Portanto, a Eq. (4.75)) torna-se
. 05
ie(T-Bu)xb(p,q) = pu*i(p.q) —pu*v(p.q )+zha *S™ % p(p, q)
—|—i€S*(T'B:L)*S_1*¢(p, q)
. aS — ’ —_
= zha—*S Yp(p,q) +eSH(T-B)) xS+ U(p, q)
hos o
(1-Bu)x = P * ST +S % (1B %S5

Para isolar o termo (7 - BL), primeiramente multiplicaremos por S a equacao acima pelo
lado direito, temos

h oS
/ —
Sx(1-B),)=(7-By) x5~ anu
onde (7-Bj)xS™' xS = (1-B))e 8q“ *x S71% S = £5 Multiplicando a Eq. por S™'x
pelo lado esquerdo, obtemos
h oS

7B, =5"x (- )*S_ES (4.78)

8q”

onde S™' xS (7-B/) = 7-B/,. Portanto o campo B, obedece a transformacao de calibre

dada pela Eq. (4.69).
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Em analogia com o campo eletromagnético, onde usamos a relagdo [D,x, D,*| para
encontrar JF,,, para o caso do Isospin, temos

(Gux, Guxh(q,p) = [pu* +ie(T - B,)x, py * +ie(T - B,)x] ¢¥(q, p)
= [pu*, 0o (g, p) + [pu*, ie(T - By)*| (g, p) + [ie(T - B,)x, pux] ¥(q,p)
+ [ie(T - By)*, ie(7 - B,)x] ¥ (g, p), (4.79)

onde [p,*, p,x] (g, p) = 0. Iremos calcular cada termo separado para facilitar o entendi-
mento, logo para o segundo termo, temos

TlOa = [pu*a iE(T : BI/)*] ¢(Q7p)
ith 0 .
= |pu— 5871#7%(7 ~ Bu)*] (g, p)
- : B th 0 . B
= [ppie(m - Bu)#]¥(q, p) - 2 9" ie(T - By)x| ¥(q,p)
. . i’h 0
= ipue(T - By) % (q,p) —ie(T - By) x (put (¢, p)) — 7@(6(7 -B,) x1(q,p))
i*h 0¢(q, p)
+?e(‘r -B,) x -
. . 2ch 0B,
= iepu(T - By) x (g, p) — iepu(T - By) x P(g,p) — %T- o *1(q,p)
i’eh 0B, i’h ov(q,p) i*h oU(q,p)
_TT 3q“ *7/1(%19) - 7E(T.BV)* aq“ +76(T.BV)* 8q“
0B
—  _42 LY
= —i“her - *1(q,p), (4.80)
onde com o uso da Eq. , encontramos a relagao
th 0B,
(7 Bu) x 00, 2)) = pu (7 Bo) x (p, 0)) + 57+ 5 2xv(ps ).

Em analogia com a eq. (4.80) o terceiro termo da eq. (4.79) se transforma como

TlOb = [ZE(T : B,u)*a pl/*] w(QJp)
= 2her - %]35 *1(q,p).

J4 o ultimo termo é dado como
TlOc = [iE(T ’ BM)BM*> i€<T ’ BV)BZ/*] ¢(Q>P)
= iQE(T -B,) xe(T-B,) x(q,p) — 2'26(1' -B,) xe(T-B,) x¥(q,p).
Logo a relagao (4.79) fornece
0B, 0B
(G, Gurlib(q,p) = heT - ( ao aq;L) *1(q,p)

+i2 {(1-B,), (1 -B,)},, x¥(q,p)




4.8 Conservacao do Isospin no espaco de fase 66

Portanto, definimos um tensor para o isospin como

_ 0b, 0b,
- Jgqv Ogr

K +e{bu, b}y (4.81)

onde b, = 7-B, e b, = 7-B, O tensor para o Isospin transforma-se de acordo com a

Eq. (4.78)),

K =S % Ku*S. (4.82)
Demonstracao:
Kuw*y = S*IC;W*;//
= S*K,, xS xy
logo,

' ~1
Kux = S*xK, x5 *.
Multiplicando por S a equagao acima pelo lado direito, temos
S * lCW = Ku*xS

onde IC;W * S 1% S = IC;W. Multiplicando a Eq. por S~'x pelo lado esquerdo, obtemos

’

K, = S'*KuxS,

n

onde ST+ S* K, =K,
A partir de agora, iremos desenvolver o calculo para a eq. (4.81)) onde

86“ ob,,
dq” - gt + {bmbv}M
8BH 0B,

= TGl T g T (T B (7B = (7 By x (7 By)) (483)

Kp =

Para as matrizes de Pauli, temos a seguir a seguinte propriedade abaixo
(A-o)B-o)=A-B+io-(AxB). (4.84)

Em nosso caso, iremos calcular uma propriedade similar, conectada ao produto estrela,
como vemos abaixo

(A-0)x(B-o)=AxB, (4.85)

onde a multiplicacao A - o é dada como

Y

A'a:Any+AyUz+AzUz: ( AZ Am_/LAy > 1

A, +iA,  —A. ) A
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e para o termo (B - o), temos

= B.

B .-o= Br0y+ByUI+BzUZ — ( Bz Bm _ZBy >

B,+iB, —B,
Expandindo o produto estrela da Eq. (4.85)), obtemos

ih9F _hd D
20q0p 2 0pdq

_ ip4 hoAOB ihOAOB oy (4.86)

AxB = A(H )B+O(h2)

Para encontrar o resultado final da expressao acima, iremos calcular cada termo, separa-
damente. O primeiro termo é dado por

B A, A, —iA, B.  B,—iB,
A, +id,  —A, B,+iB, —B.
1B - A A, —iA, B.  B,—iB,
A, +id,  —A, B,+iB, —B.

= A-Bl+i(A,B,— AB,):0. +i(A.B, — A,B.)y0, +i(A,B, — A, By):0,
Agora iremos calcular o segundo termo da Eq. (4.86)):

2 adab , DA, DA, _ ;04 9B, 0B, _ ;0B .

@%87‘8 — @ 0q- gz afIy Op= Opz apj — @ a b

2 0q Op 2 BA” + % — 04, %ﬁ” +i%—gy —9B; 2 \c d
z Y

Oy 9q Opz

onde definimos os termos a, b, ¢, d para facilitar o calculo. Entao:

0A, 0B, 04, 04, 0B, 0B,
“ 7 9. op. - (8% 0qy> <3px T 6’py>
0A,0B, 0A,0B, N 0A, 0B, (9A 0B, L (0A, 0B,
dq. 9p. ' 0q, Op.  Oq, Op, 5‘qy Op.  Oq. Opy
OAOB <aA 0B, 8AyaBz>
dq dp 9q. Opy  Jqy Ops

0A. (83 0B, ) . (aAJC - Z_aAy> ~0B.
9q. \ Ope 8py 0z dqy ) Op
0A. 0B, 0A.0B, 0A,0B. 0A,0B.
¢. Op.  Oq. Op,  Oq, Op. | 0a, Op.
B 0A,0B, 0A,0B, . (0A, 0B, 0A,0B,
B <0qz . g, 8pz> ' <0qy dp.  0Oq. 8py>
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(aAm 04, ) 0B. A, (an . 9B, )
0 dqy ) Op.  Oq. \Op.  Opy,

0A, 0B, (9A 0B, 6AZ 0B, 8A 0B,

9q. Op. 3qy op.  0q. Op. 0 Ipy

- <8AZ 0B, 0A, 8BZ> L <8A 0B, 0A, 8By>

dq. Ops  Oqu Op. dqy Op.  Oq. Op,

g _ 0A-0B. <6Ax 04, ) <aB 0B, )
Jq. Op, 0qy dqy ) \ Ops 0py

0A.0B. | 0A,0B, 0A,0B, , .0A,0B, A 0A,0B,
dq. 9p.  Oq, Op. 3qy Opy 3qy dp. ~ Oqy Op,
_ 0AOB 0A. 0B, 0A, 0B,

~ 9dg dp (aqx op,  Ogy am)‘

Logo os termos da matriz a 4+ d nos da

0td — @%8&1 z <8A 0B, 8Ay83x>
2 dq Op 9. Opy, gy Opx ),
(4.87)
No caso dos termos da matriz b + ¢ temos
bie — ﬂ <8AZ 0B, B 0A, 8BZ> h <6A 0B, 8Az 8By> ”
dq. Op,  Oqy Op. ). "’ dqy Op.  Oq. Op, ). ”
(4.88)

portanto o segundo termo da Eq. (4.86))se transforma como

ih0AdB  ihOA OB m 0A, 0B, 0A,0B,

209 0p 2 0q Op 0qe Op,  Oqy Opx ). "

ih <8AZ OB, aAw 6BZ> ih <8A 0B. 0A, aBy>

- y xr

_|_ —_
dq. Op,  0q, Op. dg, Op.  0q. Op,

Analogamente para o terceiro termo da Eq. (4.86)) temos

ihdAdB ihoA OB il <8A 0B, 04, an>
2 dp 9q 2 dp Oq Op. Oqy 0py 04z ).~

ih (DA, OB, an OB, 0A, 0B. 0A.0B,

2 (3pz 9q,  Ops aqz> <3py Oq.  Op- 8qy> ‘




4.8 Conservacao do Isospin no espaco de fase 69

Portanto a Eq. (4.86)é dada por

o ~ . ihOoAdB ihoAoB
AxB = AB+ s — — 5 ——— + O(I
* +28q8p 28p8q+0( )

= A-Bl+i(A,B, — AyB,):0, + (A, By, — A, B.)g0, + i(AyB, — A.By);0,

L hOAOB ih (04,08, 0A4,0B.\ . ih(9A.0B, 0A,0B.\
20¢ 0p 2 \0q; Op, Oq, 0p. ). " 2\ 0. Op.  Oqu Op: ), "
L <8Ay 0B. 0A, 8By> ihoA OB, ih. <8Az 0B, 0A, 8Bz>
— — Op——————1—— — 0.
2 \9dqy Op. Oq. Op, ), 2 dp dq 2 \Op. 0q,  Opy Oq
ih (0A.0B, 0A,0B.\ . ih. [9A,0B, OA.0B, ,
" - L - .+ O(h
3 (0192 ¢, Op, 3qz>ywy 2Z<8py dq.  Op. 3qy>£a +OF)

e TR
L th {0 0O 0 0
AxB = A1+ | m —oam )| B
* ( 2 (8q8p Op Oq +O(h ))
(9T TTN (23 _TTY L],
* 2 \0qdp 0Opdyq Y Y 2 \0q0p 0Opdq IAOZ
+ _A 1_,_@ EE_EE B.— A 1+@ Eg EE B_ 10
? 2 \0q0dp 0Opdq * ; 2 \9q0p 9Opdq oo
L 19
+ _A 1+@ EE_EE B A 1+@ EE—EE B- 10
Y 2 \0qdp 0Opdq - : 2 \0q0p 9Ipdq oo
+ O(R?)
= A*B—i—(Am*By—Ay*Bm)éiaz+(Az*Bx—Az*Bz)yiay
+ (Ay*x B, — A, xBy),io,
= AxB+ (A xB)_ io, + (A xB),,io, + (A xB),,i0,
= AxB+ioc-(AxB),,
onde

(AxB),,= (A, *B, — A, x B,)

(AxB),;, = (A% B, — Ay x B.),,

(AxB),,=(A,xB, — A, xB,)
Assim os termos da Eq. (4.83]) se transformam como

3

(tr-B,)x(t-B,) = B,«B,+ir-(B,xB,),,
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—(t-B,)x(t-B,) = -B,«B,—it-(B,xB,),,

Portanto a eq.(4.83)) é reescrita como

8B 0B,
K = 75— O (7 By (7 B — (7B w7 B,)
(9B 0B, .
= 8q —T- g (B, xB,), —ieT- (B, xB,),
+e {Buij}M
= 7-k, +e¢{B,,B,}, (4.91)
onde
B 8BH 0B, .
k, = 9 g (B, xB,), —ie(B, xB,), . (4.92)

A transformagao de calibre na forma infinitesimal Eq. (4.70]) é dado por

S =erp(—iT -a)=1—1iT- . (4.93)
Portanto, a eq. (4.78)) se transforma como

os

/ - 1,
T-B, = S 1*(T-BM)*S—ES 1*8(]“

= (I4+it-a)*x(7-By)*(1—it-a) — 1[(1—1-2'7"04)*8(1_8;:—'0{)]
= (r-B,+i(t-a)x(t-B,))x(1—iT-a) — [(1—1—2’7‘-(1)*(—@'7‘-88(;)1
= 7-B,—i(r- B) a)+i(t-a)x(1-B,)+ (7 -a)x(7-B,) (7 )
1/ . 9a«) ()
RV *(T o))
= 7By —i(r By x(1-a)+i(r-a)x (7 B)+ZT-88<;)
= 7-B,—i(B, *a)—z'27'~(Buxa)*+i(a*B#)+i2T-(a><Bu)*
I C))
€ oq+
i O0a) .
= T-BH—FT-(B#><a)*—T-((XXB#)*—FET-TQM—Z{B#,Q}M (4.94)
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Definindo a lagrangiana final onde assumimos um campo com spin isotépico 1/2 como
ilustracao, temos

Liotal = —; (0, 97" % G x ¥(p, q) + (P(p, 9) * Go) x ¥ (p, )]

—map(p, q) x Y(p, q) + 200 (p, )" * (P, q) — i’C“”/Cuy

- _; [0, 97" * (D * ¥(p, q) + (T - By) * ¥(p, 0)))|

+ | (90, @)+ pu + icd(p, @) % (7 B,)) %74 (p, q)]

—ma(p, q) *¥(p, q) + 2pu(p, V" *(p, q) — i’C‘”’Cuu
(4.95)

uma lagrangiana invariante que descreve o movimento de um isospin no espaco de fase.

Como foi realizado nas se¢oes anteriores, iremos estudar o produto estrela na forma
aproximada, isto é, iremos expandir o produto estrela em A na ordem zero, em série de po-
téncia. Expandindo o produto estrela em A na ordem zero, da Eq. , a transformacao
de calibre isotopico ¢ dado por

¥(q.p) = ¢'(q,p) = S~¥(g, ). (4.96)

A derivada covariante é definido da seguinte maneira
G, = i 0 i B, 4.97
= \Pu— g T 57 Bu) v 0) (4.97)

Exigindo que a derivada covariante se transforme sobre o calibre local, temos

Gub(p,g) = SG'(p,q)
i

a i A
= S<pu—28qu+2€7"Bu>¢(p7Q)

R N
= S(m : EET u>51¢(p,Q)

2 dgh
— o)~ LS f( T(p.a) + SeSTBLS ()
05~ ' 0
= ()~ 55— 5557 2L 4 Lo 5 p(p.0)
0¢(p, q)

= pu(p, )+*8755’1w(p,Q)—

= . B/ —1
29" + 2687 WS U (D, q)

2 Ogt
Portanto o campo isétopico BL se transforma da seguinte maneira

oS

T —S 7'BS—fS1
€ ogt’

(4.98)
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Onde a identidade (4.72) foi utilizada. Similar ao campo eletromagnético F),,, para o
campo Isospin Eq. (4.91)), temos

B B
Kiw =7 %qVM -7 aaq: +teT - (B, x B,), —ieT - (B, x B,),
+e{B,.B,},, (4.99)

Para o termo 7 - (B, x B,), temos

(B.xB,), = (BixBl—BlxB;) +(BxBl - ij*Bj)g
+ (B« B; — B; « BY)

z

. — —
expandindo o produto estrela em série de poténcia, x = exp {’Zh (aiai — aizi)] =1a Eq.

acima é reescrita da seguinte maneira

(B.xB,) = (B;B!—BYB;) +(B.B; - BiB;).

Yy
+(BuB; - BBY)
Analogamente, para o termo (B, x B,,), temos
(B, xB,) = (BIB,-BYB;) + (BB - BiB)

Y
+(BuB; - B;BY) .

J& o tltimo termo é dado por {B,,B,},, = 0. Portanto a Eq. (4.99) é reescrita como

0B 0B, .
K, = 1 aq;—r- g +ie27 - (B, x B,)
= 1k, (4.100)
onde
B B
by, — B 9By 0B, xB,), (4.101)

wr — aqu B 8q,u
transforma-se de acordo com (|4.96))
k,, = S7'k,,S.

O campo B, dada pela Eq. (4.98)) sob uma transformacao de calibre na forma infini-
tesimal (4.93)) é
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, _ i, 108
T'BM = SlTBMS—gS 187q.“
B _ _ 1 , o1 —iT- )
= (1+m‘-a)7’-BM(1—z7‘~a)—€[(1—1—27’-04)W]

— (7B, +i(r-a)(r B))(1—ir-a)—- [(1 it a) (_Z.T_ a(a)ﬂ

€ oqH
= 7-B,—i(t-B))(t-a)+i(t-a)(t-B,) + (1 -a)(t-B,)(1T )
i 9 —i(T-a)T - 9
- B r B . G i Oa)
= 7-B,—i(t-B,)(T - a)+it a)(r- u)‘f‘g’T' 9
i Jla)
= TB#+T(B#XQ)_T(aXB”)+ETTqN
i Oa)
= T'BM+2T-(BM><O£)+ET- TR
Entao a transformacao infinitesimal de B, é
;_ i0(a)
B, =B, +2(B, Xa)—|—g o

Para k,,, a seguinte densidade lagrangiana pode ser escrita como

1 v
- Zku : k:,uw

e a densidade lagrangiana final, onde assumimos como ilustrativo um campo um campo
isotopico spin 1/2, é escrita da seguinte maneira

L finat DD, 07" (Gt (p, @) + (Gub(p, 9)) V"0, Q)]

1
2
— mab(p, )Y (p. q) + 2p, 0 (p, @)Y (p. q) — —ik‘” Ky (4.102)

onde G, ¢ dado pela Eq. 1} e un por

- i 0 7
Guzpu+§aiw+§€T'Bu.

Este resultado mostra a obtencao de uma lagrangiana similar a usual obtida para a teoria
de calibre de Yang Mills. No proximo capitulo iremos estudar os modelos de Hénon-Heiles
e suas variagoes, através da funcdo de Wigner.



Capitulo 5

Modelos de Hénon-Heiles e a funcao
de Wigner

Neste capitulo, iremos estudar o modelo de Hénon-Heiles quantico descrito pela Eq.
e suas variacoes, como por exemplo a soma do potencial de Hénon-Heiles e o potencial do
atomo de hidrogénio em um campo magnético forte, dada pela Eq. Nosso objetivo
é encontrar, a partir da teoria de perturbacao no espago de fase, as quasi-amplitudes
de probabilidades. Isto possibilita encontrar as suas respectivas fungoes de Wigner e o
indicador de negatividade para este problema.

O modelo de Hénon-Heiles foi proposto pelo matematico e astronomo francés Michel
Hénon e o astrofisico americano Carl E. Heiles no ano de 1963 com o objetivo de encontrar
a terceira integral de movimento galactico. Este modelo descreve o movimento de um
ponto no espago sob a influéncia de um potencial gravitacional com simetria cilindrica
(simula o movimento de uma estrela no campo médio de uma galdxia). O Hamiltoniano
do sistema classico é dado por

h(g,p) = ; (02 +a2) + ; (r2+a}) + a2ay - ;qj
O modelo de Hénon-Heiles obteve uma conotacao muito abrangente no desenvolvimento
de estudos em sistemas cadticos. Atualmente o comportamento cadtico vem sendo estu-
dado em muitas &reas do conhecimento, como biologia, medicina, quimica, economia [60].
Recentemente no caso quantico, foram desenvolvidas abordagens de criptografia de ima-
gem colorida [61], e a correspondéncia entre o caos classico e quantico a partir na dindmica,
de dois férmions sem spin confinados num fio quéantico [62]. Modelos dindmicos de caos
quantico tém sido previamente demonstrados em belas experiéncias que envolvem atomos
frios em armadilhas épticas [63]. No caso do dtomo de hidrogénio em um campo magné-
tico forte [64,65], este tipo de problema exibe um comportamento caético, tornando um
bom protoétipo para o estudo de caos quanticos.
Na préxima secao, iniciamos o nosso estudo para o modelo de Hénon-Heiles quantico,
onde iremos escrever este Hamiltoniano a partir dos operadores de criagao e destruicao

dados pela Eq. (3.19).



5.1 Hamiltoniano de Hénon-Heiles quantico no espaco de fase 75

5.1 Hamiltoniano de Hénon-Heiles quantico no es-
paco de fase

O Hamiltoniano para o modelo de Hénon-Heiles quantico é dado por

- 1/~ ~ 1,4 ~ N
H(g.p) =5 (P2 +Q2) + 5 (Pf+ Q) +V (5.1)
onde ]
V= Qi@y B g zv

em =w = h = 1. Escrevendo em termos dos operadores de criagao e destruicao

~ ~ 1 ~ ~
A=— (Qa+iP.) e Af= % (Q: —iP,) (5.2)
€
1 A - R S
B=— (Qy+iP,) e Bf= NG (Qy—iP,), (5.3)
de modo que obtemos
7 aat_ 1 spt_ 1\ .1
Hg.p) — (AA - 2) 4 (BB - 2) iy (5.4)

onde
Ve (A4 AV (B+BY) - o (B+ B
2v/2 6v/2
Para tratar este sistema de osciladores acoplados, iremos a seguir, estudar a teoria de per-
turbacao nesta representagao simplética, com o objetivo de calcular as quasi-amplitudes

de probabilidade e as respectivas funcoes de Wigner.

5.2 Teoria de perturbacao independente do tempo
nao degenerada

Vamos utilizar a teoria de perturbacgdo para solucionar a equagao de Schrodinger no
espaco de fase submetido ao potencial Hénon-Heiles. A teoria de perturbacdo baseia-
se na obtencao de solugdes aproximadas para o problema perturbado com énfase nas
solucoes exatas conhecidas para o caso nao perturbado. Logo, a equacao de Schrodinger
(independente do tempo) no espago de fase para o oscilador Harménico sem perturbagao
é, como vimos antes,

HO% (q,p) = E (g, )0 (¢, ), (5.5)
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onde
Un(g:p) = Ui (a,2)00, (¢, D),

Ep = (nz41/2) + (n, +1/2),
0 =D
Vn(q,p) = e m(a) exp (—2h(q, p)) -

O sobrescrito zero identifica a quantidade nao-perturbada. Sujeitando o oscilador a uma
perturbagao do tipo

~ 1 ~ A2/~ o~ 1 ~ ~n\3
V:/\<2\/§(A+AT) (B+BT)—6\/§(B+BT)>, (5.6)

onde A\ é considerado um parametro pequeno, podemos escrever o novo Hamiltoniano
como soma de dois termos

Hipu(g,p) = (H + AV)thu(g,p) = Enthn(d, p), (5.7)

onde H = H® + AV é 0 novo Hamiltoniano e ¥n(q,p) é a fungao de onda para o sistema
perturbado. Escrevendo em seguida v,, ¢ E,, como série de poténcias em \ temos

U = O + A + A@yp@ (5.8)
E,=EQ + ) ED + \PE® + (5.9)

onde (V) é a correcio de primeira ordem para a n-ésima funcao de onda para o sistema
nao perturbado e Efll) é a corre¢ao de primeira ordem para a n-ésima energia do sistema
nao perturbado. As quantidades wff) e B2 sdo as correcdes de segunda ordem, e assim

por diante. Substituindo as Egs. (5.8)) e (5.9) na Eq. (5.7) temos,

Hinlg,p) = (HO +AV)WO + a0 + A@p® 4]
(EQ 4 AEW £ XOE® £ @ 4 xp® 4 X@p@ 4],

reorganizando em poténcias de A temos

Hin(a,p) = HOWP + MHOWD + Vo) + A HOGD + Vo) + ..
— EOUD + NED D + B0
FAD(EOD L EOyM 4 p@y 0y 4
Assim, a menor ordem (A leva & HOy© = E©©)  J4 a primeira ordem (A1)
HOYL + Vo = BPGD + EMw?. (5.10)

Para a segunda (\?), temos

HOWR + V) = EPu + BNl + B, (5.11)

e assim por diante.
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5.3 Correcao de 1* ordem para o modelo de Hénon-
Heiles

Vamos reescrever a Eq. (5.10) como
(HY = ED) = (B = Ve, (5.12)

Podemos realizar uma expansao ) em termos das funcdes de onda do sistema nao
perturbado da seguinte maneira

P =3 )yl (5.13)
m#n

Substituindo a Eq. (5.13)) na Eq. || multiplicando por w,io)T* ambos os membros e
realizando uma integracao em todo o espaco de fase, obtemos

> ald (B — BD) [0 v@apdq = [N (ED — V)oOdpdg.  (5.14)

m#n

Assumindo que as funcoes de onda do sistema nao perturbado sado ortogonais, isto €,

[ v dpda = [ 60D dpdg = b, (5.15)
escrevemos a Eq. (5.14) como

> ) (BY — BY) [ s vWdpdg = ED [ v Vdpdq — [ V00 dpdg

m#n

o) (B9~ BO) b = B~ [0y

m#n
alV (E,QO) _ Eﬁo)) — EWg,, — /w,ﬁoﬁf/wﬁo)dpdq. (5.16)
Portanto, temos dois casos a considerar, uma quando k = n e a outro quando k # n.

Para k = n, a Eq. (5.16]) fornece a correcdo de primeira ordem para a energia do sistema
nao perturbado, i.é

ED = [0V dpdg. (5.17)
Ja para k # n a Eq. (5.16]) leva a

[ 4 V0 dpdg
Ak = 0 0
(B = B”)
Substituindo a Eq. (5.18) na Eq. (5.13]) e trocarmos o indice k por m, podemos escrever

(5.18)

(0)17(0)
HO) = %: EOR PO, (5.19)
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Portanto, a aproximacao de primeira ordem para a fungao de onda 1,, do sistema pertur-
bado leva a

Unlg,p) = (g, p) + MV (g, p)
J YOy dpdg
= Q/J’ELO) (¢.p) + )‘W%;n EO _ 5O

0. (5.20)

m

Antes de calcular a fun¢ao de Wigner, precisamos definir a normalizacao de ,(q, p).
Neste caso, impondo a condigao

[ Ul x adpdg [ Gladpdq = 1,
e usando a expansao completa para ¥,(q,p) Eq. em conjunto com
[0 O dpdg = [ 901 dpdq = 1,

a Eq. de normalizacao é dada por

/ Ul xbudpdg = / Ui ndpdg
- /[(Wﬁ AT+ AP 4 )
(20 + 2D + AP 4 ) 1dpdq
= [ Odpdg + [ 6O D dpdg + 2 [ 0P dpdg
A [ 19O dpdg + 2 [ 619D dpdg + 3 [ 619D dpdg
A2 / DOt Odpdg + . ..

Reorganizando em poténcias de A, a equacao de normalizacao, encontramos as seguintes
relagoes

\E [0 dpdq = 1,
oo [ Odpdg + [ o160 dpdg =0,

oo [0 @dpdg + [0 dpdg + [ o0 dpdg =0,

Para A\° temos [ 4@ dpdg = 1. No caso de A!, encontramos [ ¢VT)(Ndpdg = 0 onde



5.8 Corregao de 1* ordem para o modelo de Hénon-Heiles 79

[0 Ddpdg = [ oD dpdg

Para a segunda ordem A2, temos

1
[0 dpdg = 5 [ 6OteNdpdg

e assim por diante.
Para encontrar a funcao de Wigner, primeiro iremos calcular as func¢des de quasi-
amplitudes para o potencial de Hénon-Heiles quantico no espaco de fase. Para isto, vamos

realizar o cdlculo usando primeiro a Eq. (5.19)), logo

o (A + A (B + B — 75 (B + BY)?) o0 dpdg

v P(g,p) = > M H0
(5.21)

Utilizando os operadores de criagao e destrui¢ao dados na Eqgs. (5.2) e (5.3)) em conjunto
com as relacoes

A0 (q,p) = Vri(g,p) e AWO(q,p) = Vit 145 (g, ) (5.22)

obtemos a seguinte expressao para a corre¢ao em primeira ordem da fungdo de onda

Unlg.p) = ¥2qp)+ v (g,p)

1
— 0 —
= onen R0 5 A
onde ¢n(q,p) = wnz (qx,pany (anpy) e

a0 = \/ng(ne — DO oyl — \ng(ng — Doy /ny + 100,

—\/(nx + 1) (g + 208 o Ul + \/(nx + 1) (0 + 208 Sy + 100,
(5.23)

R e (S A e
_ (\/(ny + 1)(ny + 2)2 + \/(ny + 1)3 + \/ng(ny 4 1))%&2)“

— vy + Doy + 20y +3)0 (524
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Com este resultado podemos calcular a funcdo de Wigner, que é dada por

Fa(Qes Das Qys y) = Py (G2 D2 (05 Dy) * 0h (2, ) (g, y)-

A funcdo de Wigner é plotada no plano p,, g,. O comportamento da funcao de Wigner é
demonstrado através da figuras [5.1] e 5.2 com seus respectivos maximos e minimos na tabela

b1

Tabela 5.1: Maximos e minimos da fun¢ao de Wigner primeira ordem.

Méximo Minimo

n

0 0.070 -0.164
2 0.860 -3.185
4 1.922 -4.928
6 0.253 -0.725
8 0.004 -0.012

10 0.00012  -0.00032

Note que para o estado fundamental n = 0 e os demais estados excitados, a funcdo de Wigner
assume valores negativos.

(a) Fungdo de Wigner n=0. (b) Fungdo de Wigner n=2.

Figura 5.1: Funcoes de Wigner para o potencial de Hénon-Heiles submetido a teoria de
perturbagao independente do tempo, correcao de primeira ordem.
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(a) Fun¢do de Wigner n=4. (b) Fungéo de Wigner n=6.

(¢) Funcdo de Wigner n=8. (d) Funcdo de Wigner n=10.

Figura 5.2: Funcoes de Wigner para o potencial de Hénon-Heiles submetido a teoria de
perturbac¢ao independente do tempo, correcao de primeira ordem.

Na secao seguinte, iremos estudar a corre¢do de segunda ordem para o sistema de Hénon-
Heiles quantico.
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5.4 Correcao de 2% ordem para o modelo de Hénon-
Heiles

Para obter a corregao de segunda ordem, iremos fazer o uso da Eq. (5.11) dada por

(8O - EO) 4@ = — (V- ED) ) + EQy. (5.25)

Os termos wff) e w%l) podem ser escritos em termos das fungoes de onda do sistema nao pertur-
bado da seguinte maneira

D=3 alul, (5.26)
m#n
e
v = apul). (5.27)
m#n
Substituindo as Egs. — na Eq. , temos
(AO - EO) Y apl® = (V= ED) Y abotd + EDu0
0) _ p(0)) 42 (00 _— _ 7 — )Y 41 40 (2),,(0)
m#n m#n

multiplicando por w,gO)T e integrando em dpdq, temos

> (B, - E))aly / OO 5 yQdpdg = =3 all) / SO — BV O dpdg
m#n m#n
53 [l «ufdpdg
S afD(ES - ED)opm = - al) ( / ¢,1<°)\7¢§?>dpqu;5km> + E26p,
m#n m#n
(E-ED = =3 o) [l TuDdpdg
m#n
+3 aVE} + B2y, (5.28)
k#n

Para a Eq.(5.28]) temos duas condigoes. Primeiro para k = n, obtemos

o2 (59— )

n

= ) [ OV dpdg + oV E} + 2

m#n

B = Y ) [O70dpdg - o) B}
m#n
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(1)

mantendo a,’ = 0 como no caso anterior, obtemos

B = / PO dpdg

m;én

_ f
= ) ~ 50 dpdq / IOV dpdg

m#n n

_ Z |f1/}T(O) w(o)‘Q

2 50 50 dpdg. (5.29)

A eq. (5.29) é a correcdo de segunda ordem para a energia de um sistema nao perturbado. A
segunda condicao para a Eq.(5.28]) é k # n, logo

2
at )( -E% = - /wk V@D dpdq+al(€)En
m;én
Inserindo as equagoes Eq.(5.3)-(5.18) na equagdo acima, encontramos

(B -EY) = = af) / WOV dpdg + o E}

m#n

(0) 7,0
= —Z/% ¢ oy dprda /wk vl dpdq+a(1)/¢n0>vw0>dpdq

m#n
10 0 (0)
a2 — /Wd dq Ld ndq
¢ 0P | Thy—mp P
- wk Wy i vy

Substituindo a Eq. (5.30) na Eq. (5.27), e trocando o indice k por m, podemos escrever a
correcao em segunda ordem da funcao de onda como

O = Y oD

m#n

_ (Z/wm vwk d 4o /1/;(0) w“’) dpdq
;én

m

T(O) (0)
- [ e dq/wn vl dpdq)w“

Portanto, a aproximacao de segunda ordem para a fungdo de onda v, normalizada do sistema
perturbado é dado por
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Un(q,p) = ¥0g,p) + MM (q,p) + X9 (q,p)

)t
mVndd
=¢()(qp+>\12f¢ ¢quw(o
m;én -

T(O
7(0)77,,,(0)
\%
/éoggd@/WXch@w>
o>§:\w£”v¢ncmdﬂ2
0) _ ET(S))Q

(5.31)

A funcdo de onda para o potencial de Hénon-Heiles para a correcdo em segunda ordem é dada
por:

Un(g,p) = @z)é“)(q,p)+w£3><q,p>+w<2><q p)

1 1 1 1 1
= O ——a0 — —1 —a2— ——a3+ ——ad+ —ab5+ ab + a7
YUn'la,p) + o500 = opal 4 5502 — qpsad + pgad + pab +ab+a

onde ,(q,p) = wnz(qx,px)wny(qy,py), os termos a0 e al dados pelas Egs. 1) e 1)

respectivamente e os demais termos dados por

“ - F[( Fay/ = 1) - 288r¢"x—2n% (ny = 1)
e VAR oy, = 1)) 0+ (sl + Dy +2
T bty + D0y 1 2) — el gy + Dy T 2>)¢;g>+2]
(2527762¢nz+2m 2 i fiy 1)
gty = D))ol + (T 0oy + Dy +2)

224
ol g (g + 1)y +2) + a0,/ (ny + 1)(ny + 2>)w,2 Lz] (5.32)

+/(ng + 1) (na +2)

288

a3 = /(e + 1) + 20 o1y (ny — D)0y —2)(ny — )55,
/(e + 1) (12 + 205\ (ny + 1) (1 + 2) (ny + 3) (my + D0

+5y/nz(ng — 1 wflo)ﬂ\/ny (ny —1)(ny — 2)(ny — 3)1&,&?74

Ny (N — 1)wnz_2\/(ny +1)(ny + 2)(ny +3)(ny, + 4)w;2)+4 (5.33)
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it = fl + Dt 2 1 8) s+ AUy, — DU

+\/(nx + 1)(ng +2)(ng + 3)(ng + 4)¢qu)+4\/(ny +1)(ny + 2)w£2)+2

(s = 1) = 2)(ns = 38/ (i, = Dl

+\/nx(n$ — 1) (ng —2)(ng — 3)@3,4\/ (ny + 1)(ny + 2085
S S ) “ 1@

+128< T + ik + 144\/@ ny — 1y, "o

7 3 11 (0)
+128<M4ny + 16 + >\/(ny + 1)(ny + 2)1y, 4o (5.34)

ah = (ng — né) \/(ny —1)(ny —2)(ny 3)¢£zy)—4

504
i (288 " ny> \/(ny + 1)(ny + 2)(ny + 3)(ny + 4)1#7(2,)%

V0" = 2)(ny = 3)(ny — 4)(ny = 565

+ 1;96 (ny + 1)(ny +2)(ny + 3)(ny +4)(ny +5)(ny + 6)0 s (5.35)

a6 = 144(J7T\/7T\/ny+1\ﬁ\/ny—1\/ny—2
+ny\/@\/n17—1\/%7—1\/ny7—2
— Vg F I+ 2ny g — 10y = 2+ ny g /ng = 1y fny + 2, /ny + 3
— Vg F Vg F 2y 2y /ny + 3y + VigVie — 1y fny + 2/, +3
— Ve F g + 2, /ny +2/ny +3

—,/ny\/nx\/nx—1\/ny+1\/ny+2\/ny—|—3
— /Ny + 1y/ngvng — 1y/ng/ny — 1y/ny — 2
+ Vg + 1V + 2y ny + 1y/ny + 2, /0, + 3) o
337 , 4l
+ —1/36ny,/ny—|—2,/ny—l—3—T%ny—l/iﬂnx ~ 516w —1/32n,
1
—i—@\/ny\/ny—1\/ny—2\/ny+1\/ny+2\/ny+3
41 85
~1/16 /iy /ia/g = Tv/ig + Tv/ng + 2y +1— oo n,? — 864)%2)7%
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1
16

a?l = < — 2y + IWWng + 2ny + nyy/nevVng — IVng + Iv/ng + 2 — nyng® — nyng

+1/2/ngVng — 1vng + 1vng +2 — 2ny3/2,/nx\/nx —1y/ny +1
+2vng + 1vng + 2ny3/21/ny +1 -2 /nyv/nevVng —1y/ny +1

+2 Vg + IVng + 2Ry /ny + 142 /ny + 10,2 +2, /0, + 10,2
—vVng +1vng +2+ 2ny2\/nx\/nx -1+ ./nyna;Z, /ny +1
— Vg + 1Vng + 2n% + i Jny + 14 2ngy/ngvng — 1

+/Myngy/ny + 1+ /ngvng — 1)1/17(2),%

+712(— nyQ\/ny — 1\/ny — 24 \/ny + 1ny3/2,/ny —1y/ny —2

—ny2\/ny + 2\/ny +3+ \/ny + 1\/@\/713/ — 1\/ny —2

—|—ny3/2\/ny + 1\/ny + 2\/ny +3— \/ny + 2\/ny +3>¢7(Lg),ny

Com isto, a funcdo de Wigner para correciao de segunda ordem é dada por

fg(‘hwpm vapy) = wnz (qgcapx)q/}ny (nypy) * 1/1711 (qgcapx)l/}iby (nypy)'

O comportamento da fungao de Wigner é demonstrado através das figuras (5.3|) com seus res-

pectivos méximos e minimos na tabela (5.2)).

Comparando as tabelas e , notamos que alguns valores méximos e minimos para
a correcao da segunda ordem da funcdo de Wigner, em relacdo a alguns estados excitados
aumentam em relacdo a correcdo de primeira ordem. Por exemplo, o sexto estado excitado
n = 6 onde a negatividade aumenta de —0.725 para —2.017. O mesmo comportamento se da
para n = 8 e n = 10. Ja para os estados n = 0, n = 2 e n = 4 ocorre uma diminuicdo da
negatividade para a correcao de segunda ordem em relacdo a primeira ordem.

Tabela 5.2: Funcao de Wigner segunda ordem.

n  Maximo Minimo
0 0.077 -0.073
2 0.851 -1.982
4 1.564 -3.636
6 5.675 -2.017
8 3.012 -1.117
10 0.236 -0.084
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(a) Fun¢do de Wigner, n=0. (b) Funcéo de Wigner, n=2.

(¢) Fungdo de Wigner, n=4. (d) Funcdo de Wigner, n=6.

(e) Funcao de Wigner, n=8. (f) Fungao de Wigner, n=10.

Figura 5.3: Funcoes de Wigner para o potencial de Hénon-Heiles submetido a teoria de
perturbagao independente do tempo, correcao de segunda ordem.
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Na proxima secdo, iremos encontrar a funcdo de Wigner para a soma dos potenciais de
Hénon-Heiles com o d4tomo de hidrogénio.

5.5 Hénon Heiles e o atomo de Hidrogénio em um
campo magnético forte

O hamiltoniano que descreve o a&tomo de hidrogénio interagindo com um campo magnético forte
¢é dada por

H = —Pz——+7L+ (Q2 +Q2), (5.36)

2m

onde 7 = /Q2 + Q2 + Q2, e a diregio do campo magnético é considerado na diregio z. O

termo L. é o componente do momento angular e l;(Qi + Q%) o termo diamagnético. Foram
utilizadas unidades atémicas para as quantidades (m = e = h =1). A quantidade v = B/By é
o campo magnético em unidades atémicas de 2.35 x 10°T.

Este modelo quando escrito em coordenadas cilindricas, se torna um bom protétipo para
estudar caos quantico [54,/64]. Isto é possivel porque é observado uma manifestacdo de caos,
ao analisar a dinamica cldssica do seu espectro quantico. Para estudar a dindmica classica do
hamiltoniano Eq., usa-se uma transformacao de escala da posi¢do e momentum em termos
de 7y, escrita da seguinte forma

p=~"13P
(5.37)
=,
e o hamiltoniano Eq. ([5.36)) escrita em coordenadas cilindricas é dada por
1 0 22y p
NI =H = fpp + 2pz (P2 + 22712 4 T (5.38)

onde p? = Q% + QZ e o termo 3L, é uma constante devido a simetria azimutal sobre o eixo
do campo magnético, e a dindmica classica depende apenas da escala de energia ¢ = E~~2/3.
Isto possibilita explorar diferentes areas do espectro quantico, mantendo invariante a estrutura
da dinamica classica. Para remover a singularidade do hamiltoniano Eq. em 7 = 0,
introduzimos coordenadas semi-parabdlicas dadas por

I/2:

— 3 2=+ 2, (5.39)

1l

com
1

p=vu, T = 3 (u2 + 1/2) Z= % (,uQ — 1/2> . (5.40)

Portanto os termos da Eq. ([5.38) se transformam como

) 2
2 v
71/2+P7__ o

=2, 22 _
(p™+27) 3 Zr T 8

Ja o termo %ﬁz + %ﬁg é calculado da seguinte maneira
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= (v +?) ;;2 (12 +v?) ;;.

Portanto o Hamiltoniano Eq. (5.38) que descreve a dindmica classica do 4tomo de hidrogénio
sob a influéncia de um campo magnético forte em termos de coordenadas semi-parabdlicas é

dada por
1

pulv?

Hpuponiv) = 5 (h+10) =< (17 +0°) + 5= (W +0°) =2 (5.41)

O sistema que estamos interessados é a soma do potencial de Hénon-Heiles e o potencial do

atomo de Hidrogénio em um campo magnético forte [38]. Dependendo da energia do sistema,

a superficie de Poincaré é caracterizada por regides de movimentos regulares e cadticos. O
Hamiltoniano para este sistema é dado por

1/~ . o
"= (P2+ P2) + Vi + 1, (5.42)
onde ] 1
2 2 2 A3
V=5 (@ + @) +Q0, - 5@,

¢é o potencial de Hénon-Heiles e
0B o s~ . N .
V= Q0 (0 + Q) —(Q2+Q3),

é o potencial do 4tomo de Hidrogénio em um campo magnético uniforme. Escrevendo o Hamil-
toniano Eq. (5.42)) em termos dos operadores Egs. (5.2)) e (5.3)), temos
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H(qp) = (Aﬁf - ;) + (E?E? - ) +>\{212 (A+ 41" (B+B') - 6\1/§ (B+B)
= (i (A+ A1) (B+ B (; (A+A1)" 4+ (B+ gf)z))
—¢ (; (4+ AT)2 + % (B+ BT)Q) ]
= Hq,p)+\V (5.43)

onde H 0(g, p) representa a Hamiltoniana nio perturbada,

A%q,p) = (MT _ ;) + (BET _ ;) , (5.44)
eVéa perturbacao.
- 2\1/5 (A+4" (B+B) - 6;5 (B+B)’
g (A A (B4 BY) ((A+ 40+ (B+B)')
- (5 @A) 4 (BB, (5.45)

Na proxima secao iremos calcular a funcao de Wigner para a correcao de primeira ordem para
a soma do potencial de Hénon-Heiles e o potencial do dtomo de Hidrogénio em um campo
magnético forte. Estes resultados encontra-se publicado em [66].

5.6 Correcao de 1* ordem para a soma do potencial
de Hénon-Heiles e o potencial do atomo de Hi-
drogénio

Utilizando a Eq. (5.19), obtemos a seguinte expressdo para a corregdo em primeira ordem da
funcdo de onda,

Un(a,p) = ¥2(qp)+ v (a,p)

1 1
= ¥O(q,p) + —=a0 — ——al
U (4,p) 150 54"
5
+1—6(b1+b2+b3+b4+b5)—§b6, (5.46)

onde ,(q,p) = @/}nz(qz,pz)wny(qy,py), os termos a0 e al dados pelas Egs. lb e 1)

respectivamente, e os outros termos dados por

1/1
b= (Ve = D0 = 20000 = 3+ e + 120, — D
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B (et 1>w£?>2) iy iy — 1)@?),2

g fal = 00 (5 gl —2)(n, - 3",

Wny(ny +1)2(my — 1)) 5 + \/Wwff;)_Q) ,

1
b2 = et = DU (= 0308 = o, + 1), + 20y 3200

*V (= 1)y =270, = /oy + 1)y 204, )

31 (5v/matns = D = D0 =3+ s = 1) 2208

+y/nd(ne Wn 2) \/( +1)+(”y+2)1/17(3+2

1
1 Nz (Mg — 1)7/17(1(1)72 (\/(ny +1)3 (ny =+ 2)1% 42 T \/n2 (ny + 1)(”3; + 2)%& )+2

+%¢(ny +1)(ny + 2)(ny +3)(ny + 4)¢§j;>+4> ,

3 = ] (Ve =07+ Vale = D = 22) 0l — (i + D0+ D0+ 32

ny(ny - 1)1/}52)—2 + i[( - nx(na} - 1)3

s+ D 27 )0l
—\/nx(nx —1)(n, — 2)2> wgl),g + <\/(n$ + 1)(ng + 2)(ng + 3)?

Vg + 1)y + 200,

+/ (e + 1) (0 + 2)3¢720)+2)

(\/ ng + 1)3(ng + 2)% +2 T \/”2 (nz +1)(ng + 2)7/’7(zx)+2

1 / 0

4
7\/”9(”3/ = D)y + 1255 — /iy - 1)¢ny)—2 —yfny(ny — 13,
+\/ (ny +1)(ny +2)(ny + 3)2%(3% - \/”y(”y —1)(ny — 2)2%(3,)—2

+\/ (ny +1)(ny +2)3 wn +2>

1
b= e+ D+ 20 (= g = iy =20, = 3080
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1
o= <\/(nx + 13 (g + 20+ /02 (10 + 10 + 200,

5 e+ D)+ 2) e+ )z + 4>wé‘i)+4) V0 + 1 + 2000

+i\/(n$ + 1)(”95 + 2)#’5212 (\/(ny -+ 1)3(ny + 2)%(1(@);)+2

1
/3 (ny + 1)y + 25 + 51/ (1 + 1)1y + 2)(ny +3)(my + 4)%(&4)’

1 0 0 0
b — 2( na(ne — DYy — /(e + D(na + 2005 + /g (ny — D,

~yflny + Dy +20s )

A funcdo de Wigner para primeira ordem é dada por

Fr Gy Pas @y Py) = Uny (Gos D) n, (@y, Py) * wlz(qx,px)wiy (qy, Py)-

A funcdo de Wigner é plotada no plano p,, g,. Alguns resultados numéricos sao apresentados
nas figuras ([5.4]). Apresentamos também méaximos e minimos da fungdes de Wigner na tabela

6-3).

-b . il
(a) Funcao de Wigner, n=0. (b) Funcao de Wigner, n=2.

Figura 5.4: Fungoes de Wigner para o potencial de Hénon-Heiles mais o atomo de hidro-
génio com € = 1, submetido a teoria de perturbacao independente do tempo, correcao de

primeira ordem.
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Tabela 5.3: Maximos e Minimos das fungoes de Wigner para o potencial de Hénon-Heiles
mais o atomo de hidrogénio submetido a teoria de perturbac¢do independente do tempo,
corre¢ao de primeira ordem.

(a) Fungdo de Wigner n=0 (b) Funcdo de Wigner n=2
e Maximo Minimo e  Méaximo Minimo
0 0.129 -0.420 0 0.219 -0.955
0.28  0.125 -0.407 0.28 0.224 -0.905
0.5 0.117 -0.380 0.5 0.237 -0.796
1 0.142 -0.260 1 0.291 -0.318

5.7 Correcao de 2% ordem para a soma do potencial
de Hénon-Heiles e o potencial do atomo de Hi-
drogénio

A expressao (5.31), leva para a corregdo em segunda ordem da func¢do de onda. Como con-
seqiiéncia, a funcdo de Wigner é dada por

fﬁ(qx,pm Qyupy) = %m (qx,pz)%y (vapy) * %T«Lz (wapw)w;&y (vapy) )

Alguns resultados sao apresentados nas figuras ((5.5)).Os seus maximos e minimos sdo apresenta-
dos nas tabelas (|5.4]).

R

(a) Funcao de Wigner, n=0. (b) Funcao de Wigner, n=2.

Figura 5.5: Fun¢ao de Wigner para o potencial de Hénon-Heiles mais o 4&tomo de hidro-
genio com € = 1, submetido a teoria de perturbacao independente do tempo, correcao de
segunda ordem.
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Tabela 5.4: Maximos e Minimos das funcoes Wigner para o potencial de Hénon-Heiles
mais o atomo de hidrogénio submetido a teoria de perturbac¢do independente do tempo,
correcao de segunda ordem.

(a) Fungdo de Wigner n=0 (b) Funcdo de Wigner n=2
e Maximo Minimo e  Méaximo Minimo
0 0.418 -0.425 0 0.674 -1.082
0.28 0.414 -0.450 0.28  0.686 -1.127
0.5 0.401 -0.451 0.5 0.718 -1.210
1 0.631 -0.469 1 0.998 -1.080

Comparando as tabelas , e , notamos que os valores maximos e minimos para a
correcao da segunda ordem da fungdo de Wigner aumenta em relagdo a correcdo de primeira
ordem como no caso anterior. Outro fato interessante, é que o aumento do pardmetro € aumenta
tanto a parte positiva, quanto a parte negativa da fungdo de Wigner. A partir de agora, iremos
mostrar nas tabela , os resultados dos célculos numéricos realizado para o indicador de
negatividade n(v), para as fun¢oes de Wigner de segunda ordem.

Tabela 5.5: Negatividade das fungoes de Wigner para o potencial de Hénon-Heiles mais o
atomo de hidrogénio, submetido a teoria de perturbacgao independente do tempo, correcao
de segunda ordem.

(a) pardmetro (b)  pardmetro (c) pardmetro (d)  pardmetro
para a negativi- para a negativi- para a negativi- para a negativi-
dade, ¢ = 0. dade, ¢ = 0.28. dade, e = 0.5 dade, ¢ = 1.
@) no ) no ) no 1)

0 0 0 0.16783 0 0.19773 0 0.20376

2 0.32645 2 0.35784 2 0.38954 2 0.39932

4 0.45786 4 0.46210 4 0.47841 4 0.50385

6 0.53647 6 0.54678 6 0.56823 6 0.58762

8 0.60185 8 0.63193 8 0.67918 8 0.72431

Note que o indicador de negatividade cresce na mesma dire¢do que o parametro €. KEste
resultado pode ser importante para o estudo de emaranhamento quantico de sistemas. Ema-
ranhamento quantico encontra aplicacdo em computacdo quantica, como por exemplo, estudos
de circuitos quénticos [69]. Neste caso, alto emaranhamento quantico, é responsavel por um
exponencial speedup (aumento de velocidade). A negatividade da fungdo de Wigner também
vem desempenhando um papel importante nesta area, como por exemplo, processamento de
informacOes quanticas, onde é utilizado uma conexao entre o speedup quantico e a negatividade
da funcao de Wigner [70].



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, nos capitulos iniciais, 2 e 3, tratamos de revisdes. O capitulo 2 aborda uma
breve revisdo sobre a funcdo de Wigner e suas propriedades, e como ocorre sua conexao com
o produto estrela. No capitulo 3, revisamos a mecanica quantica simplética, através de uma
representacao escalar do grupo Galilei construida a partir de operadores estrela, possibilitando
escrever a equacao de Schrodinger no espago de fase. E possivel entdo mostrar a relagio entre as
fungoes de onda do espago de fase (chamadas de quasi-amplitudes de probabilidade) e a fungao de
Wigner (as quasi distribuigao de probabilidades). Este novo formalismo permite obter a Funcgao
de Wigner sem a necessidade de usar a equagao de Liouville-von Neumann. Outro tépico de
destaque neste capitulo é a relagdo entre a representacdo unitaria do grupo de Poincaré e o
produto estrela, possibilitando obter as equagoes de Klein-Gordon e Dirac no espacgo de fase.
No capitulo 4 nosso estudo remete a teorias simpléticas de calibre abelianos e ndao-abelianos.
Devido a obtencdo das fungoes de onda no espaco de fase, é possivel estudar neste caso, a
transformacio de calibre dada pela seguinte relacio 1) — e x . O resultado deste estudo foi
realizado em trés se¢oes. Na secdo 4.1, para o calibre abeliano, obtemos para o campo de Dirac,
um mapeamento similar ao obtido por Seiberg-Witten. O resultado foi um campo de calibre A*
com um tensor de campo anti-simétrico escrito como F* = 9V A* — ot AY 4+ {AF, AV}, , onde
{A#* A"}, é o paréntese de Moyal. Este resultado fora deduzido recentemente via o campo
de Klein-Gordon [30]. Um resultado interessante aqui é que a expansao do produto estrela em
ordem zero, da transformacio de calibre 1) — e** 1), leva a transformacio de calibre na forma
usual ¥ — "), Consequentemente o tensor eletromagnético é dado por F*¥ = g% A* — 9H AY
onde {A#, A"},,=0. Na se¢do 4.2, resultados similares foram obtidos para o campo de Klein-
Gordon. J4a na secdo 4.3, abordamos uma teoria de calibre ndo-abeliana para desenvolver tais
célculos. O resultado foi que para um campo isospin B, foi obtido um tensor dado na forma

Kuw =7 ku+e{B,,B,},, onde k,, = %%— %?;{ +ie (B, x B,), —ie (B, x B,,),. A expansao
do produto estrela leva a teoria de calibre ndo-abeliana usual onde o tensor similar ao tensor
eletromagnético é dado por k,, = %35 - %]3; +1ie2 (B, x B,) com {B,,B,},, = 0.

No capitulo 5, foram calculadas as fungoes de Wigner para o sistema de Hénon-Heiles e a
soma entre os poténcias do sistema de Hénon-Heiles mais o atomo de hidrogénio, submetido a
teoria de perturbagao independente do tempo nao degenerada, onde obtemos as fungoes de onda
simplética. Comparando os resultados obtidos nas secdes 5.3 e 5.4 para o modelo de Hénon-
Heiles, observa-se que ocorre um aumento na negatividade da funcdo de Wigner quando aplica-se
uma corre¢ao de segunda ordem em relagao a corre¢do de primeira ordem. O mesmo efeito ocorre

quando é aplicado para o sistema que apresenta a soma entre o potencial de Hénon-Heiles e o
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atomo de hidrogénio, descrito nas se¢des 5.6 e 5.7. Outro resultado interessante obtido na secao
5.7, foi que o indicador de negatividade apresenta um aumento quando aumenta o parametro
de escala de energia €. Este resultado pode ser importante para o estudo de emaranhamento
quantico de sistemas. Emaranhamento quéantico é importante, por exemplo em computacao
quantica. Outros sistemas de Hénon-Heiles e desenvolvimento dos procedimentos de quantizacao
para a teoria quantica simplética sdo aspectos a serem abordados em estudos futuros.
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