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Instituto de F́ısica

Tese de Doutorado
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Resumo

Nesta tese exploramos a termodinâmica e criticalidade de um sistema de os-

ciladores de fase sob ação de rúıdos aditivos e multiplicativos. O rúıdo multiplicativo

é controlado por um acoplamento de rúıdo que pode amplificar ou reduzir o estado

de sincronização do sistema. Isto nos permite caracterizar fases distintas no sistema

que designamos como fase sincronizada e fase parasincronizada, em analogia com

o magnetismo. Neste formalismo, a densidade de fase estacionária, parâmetro de

ordem, energia livre, entropia, energia interna, calor espećıfico e susceptibilidade do

modelo são determinadas, no equiĺıbrio termodinâmico, precisamente. Baseando-se

no conceito de campo de sincronização, formulamos a susceptibilidade e a relação

de flutuação-dissipação para o sistema. A fase sincronizada apresenta uma região de

anomalia interessante com susceptibilidade negativa, muito similar ao que acontece

em ĺıquidos complexos. Além disso, o comportamento cŕıtico do sistema é investi-

gado sistematicamente e os quatro expoentes cŕıticos principais, que estão de acordo

com as leis de escala de Rushbrooke e Widom, são obtidos pela primeira vez.
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Abstract

In this thesis we explore the thermodynamics and criticality of a phase

oscillator system induced by additive and multiplicative noise. The multiplicative

noise is controlled by a noise coupling which may amplify or reduce the synchro-

nization state of the system. This allows us to characterize distinct phases in the

system that we have denoted here synchronized and parasynchronized phases, in

analogy with magnetism. In this framework the stationary phase-density, order

parameter, free energy, entropy functional, internal energy, specific heat and sus-

ceptibility of the model are determined precisely in thermodynamics equilibrium.

Based on the concept of a synchronization field, we formulate the susceptibility and

the fluctuation-dissipation relation of the system. The synchronized phase presents

a curious anomalous region with negative susceptibility very similar to complex li-

quids. Moreover the system’s critical behaviour is systematically investigated and

the four main critical exponents which are in agreement with the scaling laws of

Rushbrooke and Widom are obtained firsthand.
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3 Termodinâmica de osciladores de fase com rúıdo aditivo 28
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3.3.4 Calor espećıfico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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2.3 Representação geométrica do parâmetro de ordem. . . . . . . . . . . . 18
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 A descoberta de Huygens

O primeiro relato do fenômeno de sincronização é atribúıdo ao cient́ısta ho-

landês Christiaan Huygens, registrado em uma carta enviada ao seu pai no dia 26

de fevereiro de 1665 [1]. Mais conhecido por seus estudos em ótica, Huygens foi

responsável também por uma melhoria considerável nas medições de tempo, com

a invenção e aperfeiçoamento dos relógios de pêndulo. Certa vez em que estava

enfermo, deitado na cama, Huygens passou a observar dois relógios que tinha cons-

trúıdo recentemente e que compartilhavam de um mesmo suporte. Observando os

pêndulos dos relógios por um certo tempo, Huygens percebeu que eles sincronizavam

em oposição de fases, independentemente das diferenças de ângulos que os pêndulos

eram postos a oscilar inicialmente. Intrigado com isso, ele passou vários dias pertur-

bando deliberadamente os movimentos dos pêndulos constatando sempre, que após

um certo tempo eles readiquiriam sincronia, em oposição de fase. Huygens descreveu

o fenômeno em sua carta como uma “simpatia entre dois relógios”, afirmando que

a causa da sincronização era devida a transmissão de movimento entre os pêndulos

por meio do suporte em comum [2].

1
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Figura 1.1: Desenho original de Christiaan Huygens ilustrando seus experimentos

com dois relógios de pêndulo pendurados em um suporte em comum [1].

1.2 Sincronização na natureza

Desde o relato feito por Huygens em 1665 até hoje, a ocorrência de sincro-

nização foi verificada em diversos fenômenos na natureza e, dentre eles, os ŕıtmos

circadianos têm um papel de destaque devido a sua abrangência [3, 4]. De acordo

com a biologia, ŕıtmos circadianos são oscilações de variáveis biológicas em intervalos

regulares de tempo, com duração aproximada de 24 horas, o que explica a etmologia

do termo, que provém do latim circa diem e significa “cerca de um dia” [5].

Todos os organismos vivos apresentam algum tipo de variação ŕıtmica fi-

siológica que costuma estar associada com (não originada por) uma mudança am-

biental ŕıtmica. Hoje em dia é conhecido, para o caso dos mamı́feros, que esses

ŕıtmos têm origem em células do sistema nervoso [6] situadas em uma área cerebral

denominada núcleo suprasimpático, localizada no hipotálamo. Esses ŕıtmos entram

em sincronia com os ŕıtmos externos do ambiente e são responsáveis por adequar as

respostas fisiológicas do organismo.

A natureza está repleta de populações de “osciladores biológicos” que sin-

cronizam seus ŕıtmos na realização de uma determinada função. As batidas do

coração, por exemplo, tem origem em uma região chamada nodo sinoatrial, a qual

possui um grupo de células independentes que são responsáveis por enviarem sinais

aos ventŕıculos, ativando sua função de bombeamento do sangue [7]. O marcapasso

que controla a frequência card́ıaca não é uma célula única, mas, sim, milhares de
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células que precisam disparar de forma śıncrona para que o coração funcione corre-

tamente.

O cérebro é composto de bilhões de neurônios acoplados em uma hierarquia

de conectividade de redes complexas [8]. Os neurônios do cérebro estão conecta-

dos, em grande parte, aos seus vizinhos mais próximos e a comunicação entre eles é

feita por meio de trocas qúımicas e elétricas nas sinapses Fig. (1.2), desencadeadas

pelos disparos de potenciais de ação, que caracterizam a atividade oscilatória do

cérebro [9]. Pesquisas relatam que os neurônios se agrupam em áreas corticais fun-

cionais e a sincronização dos disparos neuronais permite a eficiência de comunicação

entre essas áreas [10]. Por outro lado, o excesso de atividade e sincronização de

redes neurais são associadas a disfunções cerebrais, tais como crises epilépticas [11]

e doença de Parkinson [12].

Figura 1.2: (A) Potencial de ação gravado intercelularmente. (B) Representação

da sinapse, região entre neurônios onde ocorre as trocas de informações qúımicas e

elétricas. [13]

No sudoeste da Ásia, em lugares como a Tailândia, Malásia ou Bornéo,

os vagalumes exibem um comportamento cooperativo muito interessante [14]. Na

época de reprodução é posśıvel ver, durante a noite, milhares de vagalumes piscando

de forma śıncrona nas árvores ribeirinhas. O fenômeno começa com cada inseto

emitindo luzes em seu próprio ŕıtmo, um certo tempo depois, começam a surgir

bolsões de luzes em sincronia que se ampliam, formando uma nuvem de vagalumes

piscando em conjunto. Apenas vagalumes machos participam deste fenômeno, que
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tem por objetivo facilitar o acasalamento, pois, piscando em sincronia, conseguem

chamar mais atenção das fêmeas.

1.3 Definindo sincronização

Nesta seção vamos delimitar a noção de sincronização utilizada nesta tese.

Não é o objetivo aqui fornecer uma definição rigorosa pois os conceitos ficarão es-

tabelecidos no desenvolvimento matemático posterior, mas, por agora, é necessário

elucidar alguns termos de uso corrente. De forma qualitativa, podemos dizer que

sincronização é um ajuste de ŕıtmos de objetos oscilantes devido a sua interação

fraca [1].

Entendemos por objetos oscilantes, elementos ativos e autossustentados, ou

seja, objetos que possuem uma fonte de energia interna que é transformada em mo-

vimento oscilatório. Quando isolados, continuam a gerar seus ŕıtmos próprios até

consumir completamente essa fonte de energia. Matematicamente, esse tipo de os-

cilador é descrito como um sistema dinâmico autônomo e tem como caracteŕıstica

principal oscilações estáveis a pequenas perturbações, determinadas unicamente pe-

los parâmetros do sistema e não sobre como ele foi acionado.

Osciladores autossustentados podem exibir ŕıtmos de variadas formas, de

simples ondas senoidais a uma sequência de pulsos curtos. É comum caracterizar

o ŕıtmo pelo número de ciclos de oscilação por unidade de tempo, ou seja, pela

frequência de oscilação f = 1/T que é igual ao inverso do peŕıodo T . No tratamento

teórico da sincronização, a frequência angular ω = 2πf = 2π/T é, geralmente,

mais conveniente. A frequência de oscilação pode ser alterada por causa de uma

ação externa sobre o oscilador ou devido a sua interação com outro sistema. Para

evitar ambiguidades, a frequência de um oscilador autônomo isolado é chamada de

“frequência natural”.

Podem ocorrer diversas formas de interação ou “acoplamento” entre dois

osciladores, isso vai depender do tipo de objetos oscilantes que estão interagindo.
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Relógios de pêndulo interagem por meio da troca de vibrações em um suporte em

comum, neurônios podem interagir por meio de trocas de informações qúımicas e

elétricas nas sinapses, vagalumes interagem dentro de um “campo visual” assim

como dois grilos ou cigarras podem interagir dentro de um “campo aud́ıvel”. O

requisito para que se trate de um fenômeno de sincronização é que o acoplamento

entre os sistemas seja fraco. A distinção da fronteira que separa uma interação

fraca ou forte não é simples, em termos gerais, podemos dizer que a introdução do

acoplamento não deve mudar qualitativamente o comportamento de cada um dos

osciladores interagentes e não deve privá-los da sua individualidade. Em particular,

se um oscilador para de oscilar, ele não pode impedir o segundo de manter o seu

ŕıtmo próprio.

Um ajuste de ŕıtmos acontece quando dois osciladores ou mais, acopla-

dos, passam a oscilar com uma frequência em comum, em geral, diferente das suas

frequências individuais. Dois osciladores diferentes, com frequências naturais ω1 e

ω2, acoplados, podem vir a oscilar com uma frequência igual, a depender dos seguin-

tes fatores: a “intensidade de acoplamento”, que descreve o quão forte (ou fraca)

a interação se efetua, a “intensidade de rúıdo” que corresponde a perturbações ex-

ternas aleatórias, entre elas o efeito da temperatura e, por último, a “desintonia de

frequências” ∆ω = ω1−ω2, que quantifica quão diferentes são os osciladores desaco-

plados. O ajuste desses fatores determina a possibilidade de um sistema sincronizar.

1.4 Objetivos e panorama da tese

O estudo formal do fenômeno da sincronização ganhou impulso com a abor-

dagem por meio de osciladores de fase acoplados. O pioneiro nessa abordagem

foi o biólogo teórico Arthur T. Winfree que formulou o problema em seu artigo

de 1967 [15], considerando os elementos interagentes como osciladores de ciclo li-

mite quase idênticos e assumindo que as interações entre eles fossem suficientemente

fracas. Intrigado pelos resultados de Winfree, o f́ısico japonês Yoshiki Kuramoto
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começou a trabalhar com sincronização coletiva em 1975 e, utilizando as mesmas

hipóteses do seu antecessor, estabeleceu o problema de maneira rigorosa, desenvol-

vendo uma formulação matemática denominada de “método de redução de fase” [16].

A partir dessa formulação, Kuramoto pode captar a essência do mecanismo de sin-

cronização, propondo o modelo mais simples que exibe esse fenômeno, um sistema

de osciladores de fase acoplados que ficou conhecido amplamente como “modelo de

Kuramoto”.

Apesar de uma grande quantidade de trabalhos dedicados a investigar o mo-

delo de Kuramoto e suas mais diversas variações, desde a sua primeira publicação [17]

até os dias atuais, existe uma ausência inegável de um estudo sistemático dentro da

termodinâmica do estado de sincronização de tais sistemas, bem como, uma análise

ampla do seu comportamento cŕıtico. Enfatizamos aqui que a dinâmica da sincro-

nização é um processo fora do equiĺıbrio, no entanto, em algumas situações, para

tempos suficientemente longos, o estado estacionário pode ser considerado um es-

tado de equiĺıbrio do sistema, onde a termodinâmica clássica pode ser aplicada. O

objetivo desta tese é apresentar a termodinâmica do estado de sincronização de osci-

ladores de fase acoplados sob a ação de rúıdos aditivos e multiplicativos e estudar seu

comportamento cŕıtico. Com esse fim, organizamos a exposição da tese da seguinte

maneira:

No Caṕıtulo (2) apresentamos o método de redução de fase para descrever

osciladores autosustentados de ciclo limite estável. É um método geral que se aplica

quando a perturbação externa periódica é fraca e cujo principal objetivo é simplificar

a descrição dinâmica do sistema, capturando suas principais propriedades. No final

deste caṕıtulo apresentamos o modelo de Kuramoto e sua generalização com rúıdo

aditivo feita por Sakaguchi.

No Caṕıtulo (3) iniciamos as contribuições originais da tese apresentando a

abordagem termodinâmica do modelo de Kuramoto com rúıdo aditivo. Para este mo-

delo, utilizando o formalismo da equação de Fokker-Planck, obtemos a distribuição

estacionária e demonstramos que ela corresponde a distribuição que caracteriza o
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equiĺıbrio termodinâmico. A partir da distribuição de equiĺıbrio obtemos e anali-

samos pela primeira vez as expressões anaĺıticas para entropia e calor espećıfico do

modelo.

No Caṕıtulo (4) propomos uma generalização do modelo de Kuramoto com

rúıdo aditivo e estudamos as suas propriedades termodinâmicas. O rúıdo multiplica-

tivo proposto é interpretado como um campo que pode tanto ampliar como reduzir

o estado de sincronização. Assim, extendemos ainda mais a analogia termodinâmica

do modelo de Kuramoto obtendo, além da entropia e calor espećıfico, o campo ex-

terno atuando sobre os osciladores e a susceptibilidade do sistema. A riqueza de

comportamento do modelo proposto é evidenciada nas analogias de comportamento

com sistemas magnéticos e sistemas fluidos.

No Caṕıtulo (5) estudamos sistematicamente o comportamento cŕıtico das

quantidades termodinâmicas previamente estabelecidas, bem como obtemos os ex-

poentes cŕıticos de campo médio envolvidos. Finalizamos o caṕıtulo demonstrando

a relação de flutuação-dissipação que relaciona a flutuação do parâmetro de ordem

com a susceptibilidade do sistema.

No Caṕıtulo (6) discutimos as conclusões da tese e as perspectivas de

aplicação e extensão do modelo em trabalhos futuros.



Caṕıtulo 2

Osciladores de fase acoplados

Neste Caṕıtulo inicialmente apresentaremos um método desenvolvido por

Malkin [18] e Kuramoto [16] para descrever osciladores autossustentados, com ciclo-

limite estável, em termos de uma fase de oscilação. É um método geral que se aplica

quando a perturbação externa periódica é fraca e cujo principal objetivo é sim-

plificar a descrição dinâmica do sistema, capturando suas principais propriedades.

As Seções (2.1) e (2.2) seguem a exposição apresentada por Pikovsky e Rosenblum

em [1] e na Seção (2.3) é apresentado o modelo de Kuramoto [16] de osciladores

acoplados e sua generalização com efeitos de rúıdo feita por Sakaguchi [19].

2.1 Método de descrição da dinâmica da fase

Considere um sistema dissipativo autônomo geral com dimensão L (L ≥ 2)

de equações diferenciais ordinárias

dx

dt
= f(x), x = (x1, ..., xL), (2.1)

e suponha que este sistema tenha uma solução estável periódica (com peŕıodo T0)

x0(t) = x0(t+T0). No espaço de fase esta solução é uma trajetória isolada e atrativa,

chamada de ciclo limite. Na Fig. (2.1) mostramos a representação de um ciclo limite

8
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para um sistema bidimensional L = 2.

Figura 2.1: Ciclo limite estável de um sistema bidimensional. As setas indicam que

todos os pontos na vizinhança são atráıdos para o ciclo limite.

Um ponto no espaço de fase movendo-se ao longo do ciclo representa os-

cilações autossustentadas. Nosso primeiro objetivo é descrever este movimento em

termos da fase de oscilação. Introduzimos a fase θ como uma coordenada ao longo

do ciclo limite, tal que ela cresce monotonicamente e ganha 2π durante cada rotação.

No entanto, impomos que a fase cresça uniformemente no tempo de modo que ela

obedeça a equação
dθ

dt
= ω0 (2.2)

onde ω0 = 2π/T0 é a frequência das oscilações autossustentadas. Quando tratarmos

de oscilações forçadas por acoplamento iremos nos referir a ω0 como a frequência

natural, ou seja, a frequência do oscilador isolado. Note que uma tal uniformidade

de rotação da fase sempre existe e pode ser obtida de qualquer rotação com peŕıodo

de 2π de uma variável de ângulo φ sobre o ciclo por meio da transformação

θ = ω0

∫ φ

0

[
dφ

dt

]−1
dφ. (2.3)

As variáveis x do sistema sobre o ciclo são funções 2π-periódicas da fase de oscilação.

Sobre o ciclo limite, o deslocamento de tempo ∆t é equivalente ao deslocamento de

fase ∆θ = ω0∆t.
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Agora consideremos o efeito de uma força externa periódica fraca sobre as

oscilações autossustentadas. Descrevemos o sistema forçado pelas equações

dx

dt
= f(x) + εp(x, t), (2.4)

onde a força εp(x, t) = εp(x, t+T ) tem um peŕıodo T , o qual em geral é diferente de

T0. A força é proporcional a um pequeno parâmetro ε, e no que segue, consideramos

somente os efeitos de primeira ordem em ε

A força externa dirige a trajetória para fora do ciclo limite mas, uma vez

que ela é fraca e o ciclo limite é estável, a trajetória desvia apenas levemente da

original x0(t), isto é, ela se mantém na vizinhança próxima do ciclo limite estável.

Assim, a ideia chave é definir a variável de fase de tal maneira que ela rotaciona

uniformemente de acordo com a Eq. (2.2) não somente sobre o ciclo, mas também

na sua vizinhança. Para fazer isso, primeiro definimos a isócrona [15, 20].

Vamos observar o sistema dinâmico Eq. (2.1) em um intervalo de tempo

correspondendo exatamente ao peŕıodo T0 do ciclo limite. Assim, obtemos o mape-

amento

x(t)→ x(t+ T0) ≡ Φ(x). (2.5)

Este mapeamento tem todos os pontos sobre o ciclo limite como pontos fixos, e todos

os pontos na vizinhança do ciclo são atráıdos para eles. Vamos escolher um ponto fixo

x∗ sobre o ciclo e considerar todos os pontos na vizinhança que são atráıdos para x∗

sob a ação de Φ(x). Eles formam um hipersuperf́ıcie I de dimensão (L−1) chamada

de isócrona que atravessa o ciclo limite em x∗. Uma hipersuperf́ıcie isócrona pode

ser desenhada atravessando cada ponto sobre o ciclo. Assim, podemos parametrizar

a hipersuperf́ıcie de acordo com a fase como I(θ) Fig. (2.2). Agora extendemos a

definição da fase para a vizinhança do ciclo limite exigindo que ela seja constante

sobre cada isócrona I(θ). Desta maneira, definimos a fase na vizinhança do ciclo

limite, no mı́nimo, onde a isócrona existe. Assim, segue imediatamente que a fase

obedece a Eq. (2.2) porque as isócronas rotacionam com a mesma velocidade de um

ponto sobre o ciclo limite. Além disso, a evolução durante o peŕıodo T0 do ciclo
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mantém essa hipersuperf́ıcie invariante.

Figura 2.2: Isócronas I(θ) nas vizinhanças de um ciclo limite estável.

Uma vez que definimos a fase vizinhança do ciclo limite, podemos escrever

a Eq. (2.2) nesta vizinhança como

dθ(x)

dt
= ω0. (2.6)

Como a fase é uma função suave das coordenadas x, podemos representar sua deri-

vada no tempo como
dθ(x)

dt
=
∑
k

∂θ

∂xk

dxk
dt

, (2.7)

a qual, junto com a Eq. (2.1), fornece

ω0 =
∑
k

∂θ

∂xk
fk(x). (2.8)

Consideremos agora o sistema perturbado. Substituindo a Eq. (2.4) na

Eq. (2.7) e utilizando a definição “não perturbada” da fase, obtemos

dθ(x)

dt
=
∑
k

∂θ

∂xk
(fk(x) + εpk(x, t)) = ω0 + ε

∑
k

∂θ

∂xk
pk(x, t). (2.9)

O segundo termo do lado direito é pequeno O(ε), e os desvios de x do ciclo limite x0

são pequenos também. Assim, em primeira aproximação, podemos desprezar estes

desvios e assumir o último termo do lado direito sobre o ciclo limite como

dθ(x)

dt
= ω0 + ε

∑
k

∂θ(x0)

∂xk
pk(x0, t). (2.10)
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Como os pontos sobre o ciclo limite têm correspondência de um para um com a fase

θ, podemos escrever a equação para a fase

dθ

dt
= ω0 + εQ(θ, t), (2.11)

onde

Q(θ, t) =
∑
k

∂θ(x0(θ))

∂xk
pk(x0(θ), t). (2.12)

Note que Q é uma função de peŕıodo 2π em θ e de peŕıodo T no tempo t.

Em uma aproximação de “ordem zero”, quando desprezamos o efeito da

força externa (ε = 0), a Eq. (2.11) tem a solução

θ = ω0t+ θ0. (2.13)

Como a função Q é periódica em θ e t, podemos representá-la como uma série de

Fourier dupla escrevendo

Q(θ, t) =
∑
l,k

al,ke
ikθ+ilωt, (2.14)

onde ω = 2π/T é a frequência da força externa. Substituindo a solução de ordem

zero Eq. (2.13) na Eq. (2.14) temos

Q(θ, t) =
∑
l,k

al,ke
ikθ0ei(kω0+lω)t. (2.15)

Vemos que a função Q contém termos oscilantes rápidos (comparados a escala de

tempo 1/ε) bem como, termos que variam lentamente. Os últimos são aqueles que

satisfazem a condição de ressonância

kω0 + lω ≈ 0. (2.16)

Os termos ressonantes na soma da Eq. (2.15) podem levar a grandes va-

riações da fase (embora lentas, devido ao pequeno parâmetro ε) e são mais impor-

tantes para a dinâmica. Assim, para manter somente a dinâmica essencial, vamos

considerar somente os termos ressonantes da Eq. (2.15). Os termos ressonantes
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dependem da relação entre a frequência ω da força externa e a frequência natural

ω0. O caso mais simples é quando estas frequências são aproximadamente iguais,

ω ≈ ω0, então, somente os termos com k = −l são ressonantes. A soma destes

termos fornecem uma nova força média∑
l=−k

al,ke
ikθ+ilωt =

∑
k

a−k,ke
ik(θ−ωt) = q(θ − ωt). (2.17)

A força média q tem peŕıodo 2π de seus argumentos e contêm todos os termos

ressonantes. Substituindo ela na Eq. (2.11), obtemos

dθ

dt
= ω0 + εq(θ − ωt), (2.18)

que é a equação para dinâmica da fase de um oscilador de ciclo limite fracamente

perturbado.

2.2 Equações para dinâmica da fase de N osciladores aco-

plados

Iniciamos considerando um sistema composto por dois osciladores intera-

gentes dado pelas equações

dx(1)

dt
= f (1)(x(1)) + εp(1)(x(1),x(2)),

dx(2)

dt
= f (2)(x(2)) + εp(2)(x(2),x(1)). (2.19)

Neste sistema, os osciladores podem oscilar de forma independente (quando ε =

0) e podem interagir um com o outro (quando ε 6= 0). Quando a constante ε

desaparece, cada oscilador tem um ciclo limite estável e como na seção anterior,

podemos introduzir as duas equações para as fases sobre o ciclo e nas suas vizinhaças,

como

dθ1
dt

= ω1,

dθ2
dt

= ω2. (2.20)
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No caso do sistema acoplado, podemos escrever equações para as fases análogas a

Eq. (2.10).

dθ1(x
(1))

dt
= ω1 + ε

∑
k

∂θ1

∂x
(1)
k

p
(1)
k (x(1),x(2)),

dθ2(x
(2))

dt
= ω2 + ε

∑
k

∂θ1

∂x
(2)
k

p
(2)
k (x(2),x(1)). (2.21)

Assumindo que para acoplamentos fracos os desvios de trajetória do ciclo limite são

pequenos (dentro do limite definido na isócrona), podemos substituir os valores das

variáveis x(1),x(2) sobre os ciclos, onde essas variáveis são funções apenas das fases.

Assim, obtemos as equações de fases

dθ1
dt

= ω1 + εQ1(θ1, θ2),

dθ2
dt

= ω2 + εQ2(θ2, θ1), (2.22)

com funções Q1,2 que possuem peŕıodo de 2π em seus argumentos.

Devido a periodicidade das funções Q1,2, podemos escrevê-las por meio de

séries de Fourier duplas

Q1(θ1, θ2) =
∑
k,l

ak,l1 e
ikθ1+ilθ2 , Q2(θ2, θ1) =

∑
k,l

al,k2 e
ikθ1+ilθ2 . (2.23)

Em uma aproximação de ordem zero, as fases rotacionam sem perturbação nas

frequências naturais

θ1 = ω1t, θ2 = ω2t, (2.24)

e nas funções Q1,2 todos os termos correspondem a oscilações rápidas, exceto para

os quais a condição de ressonância é satisfeita

kω1 + lω2 ≈ 0. (2.25)

Vamos assumir que as duas frequências naturais estão próximas da res-

sonância
ω1

ω2

≈ m

n
. (2.26)
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Então, todos os termos na série de Fourier com k = −nj, l = mj são ressonantes e

contribuem para as equações médias. Como resultado obtemos

dθ1
dt

= ω1 + εq1(mθ2 − nθ1),

dθ2
dt

= ω2 + εq2(nθ1 −mθ2), (2.27)

onde

q1(mθ2 − nθ1) =
∑
j

a−nj,mj1 eij(mθ2−nθ1),

q2(nθ1 −mθ2) =
∑
j

a−mj,nj2 eij(nθ1−mθ2). (2.28)

O caso mais simples é o de ressonância 1:1, isto é, quando fazemos m =

n = 1 e as frequências naturais são aproximadamente iguais ω1 ≈ ω2. Assim, as

Eqs. (2.27) simplificam para

dθ1
dt

= ω1 + εq1(θ2 − θ1),

dθ2
dt

= ω2 + εq2(θ1 − θ2), (2.29)

Podemos generalizar facilmente agora para N osciladores em interação par-

tindo das Eqs. (2.22), escrevendo a função Qi({θ}) com {θ} = θ1, ..., θN como [21]:

Qi({θ}) =
N∑
j=1

Qij(θi, θj) i = 1, ..., N i 6= j. (2.30)

Assim, temos

dθi
dt

= ωi + ε

N∑
j=1

Qij(θi, θj) i = 1, ..., N i 6= j. (2.31)

Que, por sua vez, pode ser escrita como

dθi
dt

= ωi + ε

N∑
j=1

qij(θj − θi) i = 1, ..., N i 6= j. (2.32)

A Eq. (2.32) é uma equação geral que descreve a dinâmica de N oscilado-

res de fase que interagem fracamente. Apesar de ser uma grande simplificação da
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descrição dinâmica do sistema, ainda é complicada o suficiente para fazer avanços

anaĺıticos, uma vez que a função de interação das fases qij(θj − θi) é uma função

periódica que pode conter um número arbitrário de harmônicos de Fourier e uma

topologia de conexões quaisquer. Na próxima seção será apresentada a abordagem

de Kuramoto para obtenção de um modelo “solúvel” de osciladores de fase.

2.3 O modelo de Kuramoto de osciladores globalmente aco-

plados

Em 1984 o f́ısico japonês Yoshiki Kuramoto propôs no seu livro “Chemical

Oscillations Waves and Turbulence” [16] uma subclasse de sistemas de osciladores

de fase para os quais conseguiu obter resultados anaĺıticos interessantes. O prin-

cipal deles é que, sob certas condições, o sistema de osciladores pode sincronizar,

mesmo partindo de um estado inicial completamente aleatório. Para isso, Kuramoto

estabeleceu analogias do sistema de osciladores com a teoria de campo médio para

transições de fase e, em particular, comparou os osciladores individuais com os spins

de um sistema magnético.

Como vimos na seção anterior, embora o método de descrição de fase repre-

sente uma grande simplificação da dinâmica do sistema de osciladores acoplados, a

Eq. (2.32) ainda é muito dif́ıcil de ser analisada na sua forma geral. A proposta de

Kuramoto para fazer progressos anaĺıticos foi considerar uma expressão de campo

médio para função de interação da Eq. (2.32) sendo ela igual para todos os pares de

osciladores, ou seja qij(θj − θi) = q(θj − θi) para todo i e j. O caso mais simples

para essa função pode ser escrito como

q(θj − θi) = sin(θj − θi). (2.33)

É importante considerar que a magnitude da interação seja da ordem de N−1 pois

isso garante que a intensidade do campo local experimentado por cada oscilador seja

independente do número total N de osciladores. Assumindo que ε = K/N sendo K
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a intensidade de acoplamento, Kuramoto obteve o sistema de equações

dθi
dt

= ωi +
K

N

N∑
j=1

sin(θj − θi), i = 1, ..., N. (2.34)

Aqui vale ressaltar que Kuramoto assumiu uma constante de acoplamento positiva

K > 0 a qual torna o acoplamento atrativo. Para K < 0 (acoplamentos repulsivos)

oscilações coletivas não seriam posśıveis para este modelo. Modelos de Kuramoto

com parte dos osciladores do sistema com acoplamentos repulsivos foram estudados

posteriormente onde foi mostrado que o acoplamento negativo é análogo a uma

interação antiferromagnética [22] e também que este tipo de acoplamento pode levar

a uma transição v́ıtrea [23].

As frequências naturais ωi da Eq. (2.34) são distribúıdas de acordo com

alguma densidade de probabilidade g(ω). Kuramoto assumiu que g(ω) é unimodal e

simétrica em torno de uma frequência média ω0, isto é, g(ω0 + ω) = g(ω0 − ω) para

todo ω.

2.3.1 Parâmetro de ordem e sincronização

Em analogia a teoria de transições de fases da termodinâmica, Kuramoto

definiu um parâmetro de ordem para o sistema de osciladores. A escolha conveniente

foi uma quantidade complexa definida pela equação

reiψ =
1

N

N∑
j=1

eiθj , (2.35)

onde o módulo do parâmetro de ordem r(t) é uma medida da quantidade de com-

portamento coletivo no sistema e ψ(t) é a fase média de todos os osciladores. Uma

boa maneira de visualizar o que significa isso é imaginar cada oscilador como um

ponto movendo-se em torno de um ćırculo de raio unitário. Então, o parâmetro

de ordem pode ser interpretado como uma seta apontando do centro deste ćırculo,

como mostrado na Fig. (2.3)

O parâmetro de ordem r pode assumir valores entre 0 ≤ r ≤ 1. Os oscilado-

res rotacionam de tal forma que se suas fases movem agrupadas em torno do ćırculo
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Figura 2.3: Representação geométrica do parâmetro de ordem Eq. (2.35) [24].

de raio unitário, temos r ' 1 e o sistema está sincronizado, se comportando como

um oscilador macroscópico. Por outro lado, se as fases estão distribúıdas uniforme-

mente em torno do ćırculo r ' 0, os osciladores se comportam incoerentemente e

nenhum ŕıtmo macroscópico é observado. Na Fig. (2.4) é mostrado a evolução do

parâmetro de ordem no processo de sincronização de cinco osciladores acoplados.

Figura 2.4: Evolução do parâmetro de ordem no processo de sincronização [25].

O modelo de Kuramoto pode ser escrito em termos do parâmetro de ordem

e da fase média. Multiplicando a Eq. (2.35) por e−iθi e considerando a parte ima-

ginária, temos: r sin(ψ − θi) = N−1
∑

j sin(θj − θi). Substituindo esse resultado na

Eq. (2.34),
dθi
dt

= ωi +Kr sin(ψ − θi), i = 1, ..., N, (2.36)

encontra-se uma equação desacoplada que evidencia que a fase de cada oscilador é

atráıda pela fase média e a intensidade de acoplamento é proporcional a magnitude

do parâmetro de ordem. Isso simplifica enormemente a forma de pensar sobre o

problema da sincronização.

No limite termodinâmico, quando o número de osciladores vai para infi-

nito N → ∞, é mais conveniente descrever o sistema por meio de uma função de
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distribuição ρ(θ, ω, t) cuja evolução é governada pela equação da continuidade

∂ρ

∂t
= − ∂

∂θ
(ρv), (2.37)

sendo a velocidade instantânea de cada oscilador v = dθ/dt dada por

v(θ, ω, t) = ω +Kr sin(ψ − θ), (2.38)

e o parâmetro de ordem no limite cont́ınuo expresso por

reiψ =

∫ 2π

0

∫ ∞
−∞

eiθρ(θ, ω, t)g(ω)dωdθ. (2.39)

É de interesse agora analisar o comportamento cŕıtico do sistema e, para

isso, vamos encontrar as soluções estacionárias. Para um acoplamento forte o su-

ficiente, é posśıvel encontrar uma solução não nula para o parâmetro de ordem

0 < r < 1. Nessas condições, cada oscilador que inicialmente move-se com uma ve-

locidade v dada pela Eq. (2.38) poderá sincronizar, movendo-se com um ângulo esta-

velmente fixo em relação a fase média (v = 0), quando as relações: Kr sin(θ−ψ) = ω

e −π/2 ≤ (θ − ψ) ≤ π/2 forem satisfeitas [26]. Assim, para um dado acoplamento

limiar, chamado de acoplamento cŕıtico K = Kc, os osciladores se dividirão em dois

grupos: o primeiro, com frequências obedecendo |ω| ≤ Kr ficarão sincronizados com

fases θ fixas em relação a fase média

θ − ψ = sin−1
( ω

Kr

)
, (2.40)

e um segundo grupo, com frequências cujo módulo |ω| > Kr estarão oscilando

incoerentemente. A condição de estacionariedade é obtida para um tempo longo,

t→∞ quando o sistema relaxa e a distribuição da Eq. (2.37) se torna independente

do tempo ∂ρ/∂t = 0, e vρ = C sendo C uma constante. Levando em consideração

esses dois grupos de osciladores, podemos escrever a distribuição estacionária como

ρ(θ, ω) =

δ
[
θ − ψ − sin−1

(
ω
Kr

)]
se |ω| ≤ Kr

C
|ω+Kr sin(ψ−θ)| em outros casos.

(2.41)
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A constante C pode ser obtida da condição de normalização, considerando que∫ π
−π ρ(θ, ω, t)dθ = 1, assim

C =
1

2π

√
ω2 − (Kr)2 (2.42)

Conhecendo a distribuição estacionária ρ(θ, ω) dada pela Eq. (2.41) pode-

mos agora avaliar o parâmetro de ordem no estado de sincronização parcial utilizando

a Eq. (2.39),

r =

∫ π/2

−π/2

∫
|ω|≤Kr

ei(θ−ψ)δ
[
θ − ψ − sin−1

( ω

Kr

)]
g(ω)dωdθ

+

∫ π

−π

∫
|ω|>Kr

ei(θ−ψ)
Cg(ω)

|ω +Kr sin(ψ − θ)|
dωdθ. (2.43)

Assumindo que a frequência média ω0 = 0 segue que a distribuição de frequências

g(ω) = g(−ω). Então, a relação de simetria ρ(θ + π,−ω) = ρ(θ, ω) implica que o

segundo termo da Eq. (2.43) é zero. Como o parâmetro de ordem r é real, o primeiro

termo fornece

r =

∫
|ω|<Kr

cos[sin−1(ω/Kr)]g(ω)dω =

∫
|ω|<Kr

√
1− ω2

K2r2
g(ω)dω, (2.44)

realizando a transformação de variáveis dω = Kr cos(θ − ψ)dθ obtemos

r = Kr

∫ π/2

−π/2
cos2 θg(Kr sin θ)dθ, (2.45)

onde assumimos ψ = 0 sem perda de generalidade. A Eq (2.45) possui uma solução

trivial r = 0 que está associada ao estado de completa incoerência, onde as fases

dos osciladores possuem uma distribuição uniforme ρ(θ, ω) = 1/2π. Uma segunda

solução, que corresponde ao estado parcialmente sincronizado, pode ser obtida con-

siderando primeiro o acoplamento cŕıtico Kc necessário para que o sistema inicie o

processo de sincronização. Partindo da equação

1 = K

∫ π/2

−π/2
cos2 θg(Kr sin θ)dθ, (2.46)

e tomando o limite de r → 0+ na mesma, encontramos

1 = Kc

∫ π/2

−π/2
cos2 θg(0)dθ = Kcg(0)

∫ π/2

−π/2
cos2 θdθ = Kcg(0)

π

2
. (2.47)
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Assim,

Kc =
2

πg(0)
. (2.48)

Este é o valor do acoplamento cŕıtico necessário para produzir um estado parcial-

mente sincronizado.

Agora que é conhecido o valor do acoplamento em que o parâmetro de

ordem começa a crescer a partir do zero, é interessante saber o comportamento

inicial de r nas proximidades de Kc. Para isso, vamos expandir a função g(Kr sin θ)

na Eq. (2.46) em torno de r = 0

1 = K

∫ π/2

−π/2
cos2 θ

[
g(0) +

1

2
g′′(0)(Kr sin θ)2

]
dθ, (2.49)

aqui desconsideramos o segundo termo da expansão uma vez que g(ω) tem um

máximo no zero, g′(0) = 0. Assim, resolvendo a integral

1 = K

[
π

2
g(0) +

πK3r2g′′(0)

16

]
=

K

Kc

+
πK3r2g′′(0)

16
, (2.50)

e assumindo que nas proximidades da região cŕıtica K3 ≈ K3
c , podemos explicitar o

parâmetro de ordem r obtendo

r =

√
−16

πg′′(0)K4
c

(K −Kc)
1/2. (2.51)

Na região de transição de fase, o parâmetro de ordem r ∼ (K −Kc)
1/2 cresce com

expoente 1/2 quando o acoplamento K aumenta em relação a Kc evidenciando o

caráter de campo médio do sistema.

2.3.2 Distribuição de frequências e comportamento cŕıtico

Na subseção anterior, apenas atribúımos propriedades gerais para a distri-

buição de frequências naturais g(ω), assumindo que essa distribuição é unimodal e

simétrica em torno da frequência média ω0 = 0. A escolha de uma expressão para

distribuição de frequências pode permitir que a equação para o parâmetro de ordem

seja obtida de maneira expĺıcita. A distribuição de frequências também é responsável
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pela definição do comportamento cŕıtico do sistema, como veremos, influenciando

no tipo de transição de fase para o estado sincronizado [27].

Na análise clássica realizada por Kuramoto [16] a distribuição de frequências

utilizada foi uma distribuição de Lorentz

g(ω) =
γ

π(γ2 + ω2)
, (2.52)

onde γ é uma constante que especifica a largura da distribuição. Substituindo essa

distribuição na Eq. (2.46) e resolvendo a integral é posśıvel obter

r =

√
1− 2γ

K
, (2.53)

e o acoplamento cŕıtico pode ser obtido da Eq. (2.48)

Kc =
2

πg(ω)
=

2

π 1
πγ

= 2γ, (2.54)

assim

r =
√

1−Kc/K. (2.55)

Essa expressão mostra que o parâmetro de ordem cresce continuamente a partir

do acoplamento cŕıtico Kc caracterizando uma transição de segunda ordem, como

mostrado na Fig. (2.5).

Outra distribuição g(ω) de frequências naturais que fornece uma expressão

explicita para o parâmetro de ordem é uma distribuição uniforme. Foi mostrado

que essa distribuição permite uma transição de fase descont́ınua no modelo de Ku-

ramoto [28]. Considerando uma distribuição uniforme dada por

g(ω) =

 1
2γ

, para |ω| 6 γ,

0 , para |ω| > γ.
(2.56)

É posśıvel utilizar a Eq. (2.44) e, substituindo a distribuição dada pela Eq. (2.56)

obter

r =

∫ γ

−γ
g(ω)

√
1− ω2

K2r2
dω
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 0

r

KKc

1

Figura 2.5: Parâmetro de ordem r em função do acoplamento K para o modelo de

Kuramoto com distribuição de Lorentz para as frequências naturais

 0

 1

r

Kc
K

π/4

Figura 2.6: Parâmetro de ordem r em função do acoplamento K para o modelo de

Kuramoto com distribuição uniforme para as frequências naturais [27]

r =
1

2

√
1− γ2

K2r2
+
Kr

2γ
arcsin

( γ

Kr

)
. (2.57)
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A Eq. (2.57) é uma equação transcendental que fornece a dependência de

r sobre K. Uma solução com r > 0 existe somente para Kr > γ. No ponto

cŕıtico, Kcrc = γ, a solução de sincronização desaparece em r < rc = π/4. O valor

correspondente para o acoplamento cŕıtico é

Kc =
4γ

π
, (2.58)

ou seja, contrariamente ao que acontece com distribuições unimodais como a de

Lorentz, a distribuição uniforme de frequências naturais permite uma transição do

tipo de primeira ordem, onde o parâmetro de ordem “salta” descontinuamente do

zero para um valor rc como mostrado na Fig. (2.6). É posśıvel verificar também que

nesse caso o parâmetro de ordem cresce a partir do acoplamento cŕıtico com uma

lei de escala do tipo r − rc ∼ (K −Kc)
2/3 [28].

Em um trabalho mais recente [29] foi mostrado que é posśıvel generalizar

os casos anteriores utilizando uma distribuição de frequências naturais dada por

g(ω) = g(0)− C(ω − ω0)
mH(ω − ω0), (2.59)

onde C é uma constante, m ≥ 0 um parâmetro, ω0 > 0 a frequência média e H(ω)

é uma função de Heaviside. Neste trabalho encontrou-se uma lei de escala para o

parâmetro de ordem do tipo

r − rc ∼ (K −Kc)
2/(2m+3), (2.60)

com rc = πω0g(0)/2.

Assim, para m = 0 o modelo tem uma transição de primeira ordem com

expoente cŕıtico 2/3 para o parâmetro de ordem. No caso de m = 1/2 e tomando o

limite da frequência média ω0 → 0, a transição de fase se torna de segunda ordem

com expoente cŕıtico 1/2.

2.3.3 Efeitos de rúıdo na transição de fase

Em 1987 Hidetsugu Sakaguchi estudou o modelo de Kuramoto sob efeitos

de campos externos de duas espécies: campos devido a forças periódicas e campos



2.3. O modelo de Kuramoto de osciladores globalmente acoplados 25

devido a rúıdos aleatórios [19]. Neste último caso, Sakaguchi propôs um modelo que

ficou conhecido como modelo de Kuramoto-Sakaguchi (K-S) dado por

dθi
dt

= ωi +
K

N

N∑
j=1

sin(θj − θi) + ξi(t) i = 1, ..., N (2.61)

onde ξi(t) é um rúıdo Gaussiano branco que possui as seguintes propriedades

〈ξi(t)〉 = 0 (2.62)

〈ξi(t)ξj(t′)〉 = 2Dδi,jδ(t− t′). (2.63)

Utilizando a forma discreta da equação para o parâmetro de ordem Eq. (2.35) e

definindo ψ = ω0t+ θ0, temos

rei(ω0t+θ0) =
1

N

N∑
j=1

eiθj , (2.64)

assim, o modelo de K-S pode ser escrito por uma equação de Langevin na forma

dφ

dt
= ω −Kr sinφ+ ξi(t), (2.65)

onde ω = ωi − ω0 e φ = θi − ω0t − θ0. No limite cont́ınuo, o modelo é descrito

em termos de uma função de distribuição ρ(φ, ω, t) cuja evolução é governada pela

seguinte equação de Fokker-Planck

∂ρ

∂t
= D

∂2ρ

∂φ2
− ∂

∂φ
[(ω −Kr sinφ)ρ]. (2.66)

A solução estacionária ρs(φ, ω) da Eq. (2.66) satisfazendo a condição periódica

de contorno ρ(φ, ω) = ρ(φ+ 2π, ω) é dada por [19]

ρs(φ, ω) = N e(ωφ−Kr+Kr cosφ)/D
[

1 +
(e−2πω/D − 1)

∫ φ
0
e(−ωφ

′−Kr cosφ′)/Ddφ′∫ 2π

0
e(−ωφ′−Kr cosφ′)/Ddφ′

]
.

(2.67)

onde a constante de normalização N é determinada pela condição de normalização∫ 2π

0

ρs(φ, ω)dφ = 1. (2.68)
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Para encontrar o acoplamento cŕıtico Kc deste modelo, Sakaguchi substituiu

a distribuição estacionária Eq. (2.67) na equação cont́ınua para o parâmetro de

ordem Eq. (2.39) e, tomando a parte real da equação e expandindo em potências de

Kr/D obteve

r = Kr

[
1

2

∫ ∞
−∞

g(Dω + ω0)
dω

ω2 + 1
+

− K2r2

4D2

∫ ∞
−∞

g(Dω + ω0)

(
1

ω2 + 4
− ω

(ω2 + 1)2

)
dω +O

(
K4r4

D4

)]
.(2.69)

O primeiro termo da expansão na Eq. (2.69) fornece o acoplamento cŕıtico para

sincronização do modelo

Kc(D) =
2∫∞

−∞ g(Dω + ω0)
dω
ω2+1

,
(2.70)

e, considerando a expansão até o segundo termo, é posśıvel verificar que o parâmetro

de ordem próximo do ponto cŕıtico se comporta da forma r ∼ (Kc −K)1/2.

Assim como no caso sem rúıdo, é posśıvel calcular explicitamente o valor

do acoplamento cŕıtico Kc em alguns casos particulares de distribuições g(ω) das

frequências naturais. Fazendo ω0 = 0 e utilizando uma distribuição de Lorentz

g(ω) = γ/π(γ2 + ω2) na Eq. (2.70), encontramos

Kc(D) =
2∫∞

−∞
γ

π(γ2+D2ω2)
dω
ω2+1

= 2(D + γ). (2.71)

Fazendo uma transformação de variáveis ω → ω/D na Eq. (2.70) e utilizando uma

distribuição uniforme de frequências naturais g(ω) = 1/2γ para −γ ≤ ω ≤ γ e

g(ω) = 0 para qualquer outro valor, o acoplamento cŕıtico é dado por

Kc(D) =
4γD∫ γ

−γ
dω

(1+ω2/D2)

=
2γ

arctan γ
D

. (2.72)

Com o intuito de comparação, apresentamos uma tabela com os acoplamen-

tos cŕıticos do modelo de Kuramoto sem rúıdo, dados pelas equações Eq. (2.54) e

Eq. (2.58) e as equações Eq. (2.71) e Eq. (2.72) respectivamente, que correspondem

aos acoplamentos cŕıticos do modelo de Kuramoto-Sakaguchi. A partir desses da-
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Distribuição Acoplamento cŕıtico

Tipo Equação Sem rúıdo Com rúıdo

Lorentz g(ω) = γ
π(γ2+ω2)

Kc = 2γ Kc = 2(γ +D)

Uniforme g(ω) =

 1
2γ

, para |ω| 6 γ,

0 , para |ω| > γ.
Kc = 4γ

π
Kc = 2

arctan γ
D

dos é posśıvel observar que os efeitos do rúıdo aditivo, introduzidos pela constante

de difusão, têm o único papel de aumentar o acoplamento cŕıtico que dá ińıcio ao

processo de sincronização do sistema de osciladores Kc(D) > Kc [27].



Caṕıtulo 3

Termodinâmica de osciladores de fase

com rúıdo aditivo

Neste caṕıtulo iniciaremos a apresentação de resultados da tese abordando

um caso particular do modelo de K-S de uma perspectiva da termodinâmica do

equiĺıbrio. Com esse propósito vamos considerar que cada oscilador do sistema pos-

sui uma mesma frequência natural, ou seja g(ω) = δ(ω). Em diversos trabalhos foi

mostrado que a heterogeneidade de frequências naturais leva o sistema a um estado

estacionário de não equiĺıbrio [30, 31, 32]. Por outro lado, considerando uma função

de acoplamento ı́mpar, como é o caso do modelo de K-S e, frequências naturais

idênticas, o sistema satisfaz o balanço detalhado e é posśıvel interpretar o modelo

de K-S como uma difusão de part́ıculas brownianas sob a ação de um potencial

periódico [33]. Para este modelo, utilizando o formalismo da equação de Fokker-

Planck, podemos encontrar a distribuição estacionária, que neste caso corresponde

a distribuição que caracteriza o equiĺıbrio termodinâmico. Como resultados novos

apresentaremos uma definição de temperatura para o modelo e a partir da distri-

buição de equiĺıbrio obteremos e analisaremos as expressões anaĺıticas da entropia e

calor espećıfico por oscilador do sistema.

28
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3.1 Equações de Langevin e Fokker-Planck

Considere o modelo de K-S dado pela Eq. (2.61) com osciladores de fase

idênticos ωi = ω descritos pela equação estocástica

dθi
dt

= ω +
K

N

N∑
j=1

sin(θj − θi) + ξi(t), i = 1, ..., N (3.1)

onde ξi(t) é um rúıdo Gaussiano branco cuja média é 〈ξi(t)〉 = 0 e a correlação é

dada por 〈ξi(t)ξj(t′)〉 = 2Dδi,jδ(t− t′).

Nesse sistema, a dinâmica ordem-desordem é controlada simplesmente por

dois parâmetros: o acoplamento global K que define a intensidade da interação entre

os osciladores e age no sentido de ordenar o sistema, sincronizando-o, e as forças de

flutuação, devidas ao rúıdo, cuja intensidade é dada pelo parâmetro D e que atuam

independentemente na dinâmica de cada oscilador, tendo um efeito dispersivo.

A transformação θi → θi + ωt permite-nos escrever a Eq. (3.1) de maneira

ainda mais simples

dθi
dt

= Kr sin(ψ − θi) + ξi(t), i = 1, ..., N (3.2)

onde aqui utilizamos a definição discreta do parâmetro de ordem dada pela Eq. (2.35).

A Eq. (3.2) é uma equação de Langevin desacoplada que descreve a dinâmica do

oscilador θi(t). O efeito dos outros osciladores do sistema aparecem em termos das

quantidades de campo médio r e ψ. O rúıdo Gaussiano branco ξi(t) é independente

do estado do sistema e nesse caso é identificado na literatura como um rúıdo adi-

tivo [33]. A partir daqui, denominaremos a Eq. (3.2) de modelo de Kuramoto com

rúıdo aditivo - KRA.

No intuito de desenvolver uma abordagem termodinâmica do estado de

sincronização do modelo de KRA, é conveniente mudar a perpectiva de descrição da

dinâmica do processo. Em vez de considerar a dinâmica de um processo estocástico

dado pela equação de Langevin Eq. (3.2), vamos analisar o processo de sincronização

por meio da evolução de uma função de distribuição das fases e, para fazer isso,
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tomamos o limite do cont́ınuo, onde N →∞. Uma vez que há um número infinito

de osciladores, em vez de acompanhar a fase de cada oscilador individualmente, os

osciladores podem ser descritos em termos de uma função de distribuição ρ(θ, t)

sendo que ρ(θ, t)dθ fornece a fração de osciladores que situam entre θ e θ + dθ, no

tempo t. A distribuição de fase evolui no tempo de acordo com a seguinte equação

de Fokker-Planck:

∂ρ

∂t
= D

∂2ρ

∂θ2
+

∂

∂θ
[rK sin(θ − ψ)ρ]. (3.3)

Podemos encontrar a solução estacionária ρs(θ) dessa equação fazendo ∂ρ/∂t = 0

ρs(θ) ∝ exp

[
Kr

D
cos(θ − ψ)

]
, (3.4)

a constante de proporcionalidade da expressão acima é obtida da condição de nor-

malização
∫ 2π

0
ρs(θ)dθ = 1. Assim, como mostrado em [34, 35], a distribuição esta-

cionária é dada por

ρs(θ) = N−1 exp

[
Kr

D
cos(θ − ψ)

]
, (3.5)

e onde a constante de normalização N

N = 2πI0(Kr/D), (3.6)

é escrita em termos de uma função modificada de Bessel de primeira espécie, expressa

de modo geral como [36]

In(κ) =
1

2π

∫ 2π

0

eκ cos(θ) cos(nθ)dθ. (3.7)

Uma distribuição semelhante a Eq. (3.5) aparece no contexto da engenharia

de rádio (eletrônica) no estudo de osciladores sob ação de flutuações de voltagens

externas, como mostrado por Stratonovich [37] e também no contexto da estat́ıstica

direcional, onde é conhecida como “distribuição de Von Mises” [38].

A partir da distribuição estacionária Eq. (3.5) é posśıvel encontrar a ex-

pressão anaĺıtica para o parâmetro de ordem no limite cont́ınuo

reiψ = lim
N→∞

1

N

N∑
j=1

eiθj =

∫ 2π

0

ρs(θ)e
iθdθ, (3.8)
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assim [34],

r =

∫ 2π

0

ei(θ−ψ)ρs(θ)dθ =
I1(Kr/D)

I0(Kr/D)
. (3.9)

3.2 Estabilidade do estado incoerente

Nesta seção analisaremos a estabilidade linear do estado incoerente do mo-

delo de KRA no intuito de encontrar o acoplamento cŕıtico para sincronização.

Sabemos que o sistema pode exibir uma transição para um regime de sincronização

quando o acoplamento excede um certo valor limiar. Para este dado acoplamento, os

osciladores espontaneamente sincronizam. Seguindo uma metodologia semelhante a

apresentada no trabalho de Strogatz e Mirollo [39], vamos linearizar a equação de

Fokker-Planck do modelo de KRA em torno do estado incoerente para encontrar as

condições que levam o sistema de osciladores ao regime sincronizado.

Partindo da equação de Fokker-Planck,

∂ρ

∂t
= D

∂2ρ

∂θ2
+

∂

∂θ
[rK sin(θ − ψ)ρ], (3.10)

vamos adicionar uma pequena perturbação na solução incoerente ρ0 = 1/2π que

corresponde ao estado onde os osciladores estão distribúıdos uniformemente em torno

de um ćırculo de raio unitário, assim

ρ(θ, t) =
1

2π
+ εη(θ, t). (3.11)

A perturbação η é uma função arbitrária de θ e t e sua intensidade é especificada

pelo parâmetro ε, onde ε ∈ R e 0 < ε � 1. Devido a condição de normalização:∫ 2π

0
ρ(θ, t)dθ = 1, temos que ter ∫ 2π

0

η(θ, t)dθ = 0. (3.12)

Substituindo a solução perturbativa na equação de Fokker-Planck e to-

mando as derivadas em θ obtemos

ε
∂η

∂t
= εD

∂2η

∂θ2
+

(
1

2π
+ εη

)
rK cos(θ − ψ) + rK sin(θ − ψ)ε

∂η

∂θ
. (3.13)
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Como

r =

∫ 2π

0

ei(θ−ψ)ρ(θ, t)dθ

=

∫ 2π

0

ei(θ−ψ)
[

1

2π
+ εη

]
dθ

= ε

∫ 2π

0

ei(θ−ψ)η(θ, t)dθ. (3.14)

Podemos definir r ≡ εrp, onde rp é o parâmetro de ordem perturbado. Escrevendo

a equação (3.13) em termos do parâmetro de ordem perturbado e retendo os termos

da ordem O(ε) temos

ε
∂η

∂t
= εD

∂2η

∂θ2
+ ε

K

2π
rp cos(θ − ψ), (3.15)

assim
∂η

∂t
= D

∂2η

∂θ2
+

1

2π
Krp cos(θ − ψ). (3.16)

A equação Eq. (3.16) governa a dinâmica da perturbação η. Ela será uti-

lizada para encontrar as condições nas quais η extingue (aumenta), caso em que o

estado incoerente é estável (instável).

Uma vez que η(θ, t) é uma função periódica que tem peŕıodo de 2π em θ,

podemos escrevê-la, de maneira conveniente, em termos de uma série de Fourier

η(θ, t) =
∞∑

n=−∞

cn(t)einθ = c(t)eiθ + c∗(t)e−iθ + η⊥(θ, t), (3.17)

onde c = c1 é o primeiro coeficiente da expansão e c∗ = c∗1 é o seu conjugado

complexo. Como η é real, c−1 = c∗1. O termo c0 foi desconsiderado devido a condição

Eq. (3.12) e o termo η⊥ contém todos os harmônicos de ordem superior.
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Substituindo a expansão Eq. (3.17) no parâmetro de ordem perturbado

rp =

∫ 2π

0

ei(θ−ψ)

(
∞∑

n=−∞

cn(t)einθ

)
dθ

=
∞∑

n=−∞

cn(t)e−iψ
∫ 2π

0

ei(1+n)θdθ

=
∞∑

n=−∞

cn(t)e−iψδn,−12π

= 2πc−1(t)e
−iψ, (3.18)

assim

rp = 2πc∗(t)e−iψ. (3.19)

Sendo: rp cos(ψ − θ) = R[rpe
i(ψ−θ)] e utilizando o fato que R(f) = (f + f ∗)/2,

podemos escrever

rp cos(ψ − θ) = π
[
c∗(t)e−iθ + c(t)eiθ

]
, (3.20)

substituindo agora as Eqs. (3.20) e (3.17) na equação que governa a dinâmica da

perturbação, Eq. (3.16), temos

∂

∂t

[
ceiθ + c∗e−iθ + η⊥

]
= D

∂2

∂θ2
[
ceiθ + c∗e−iθ + η⊥

]
+
K

2

[
ceiθ + c∗e−iθ

]
, (3.21)

Tomando as derivadas e agrupando os termos

eiθ
[
∂c

∂t
+Dc− K

2
c

]
+ e−iθ

[
∂c∗

∂t
+Dc∗ − K

2
c∗
]

+

[
∂η⊥

∂t
−D∂

2η⊥

∂θ2

]
= 0, (3.22)

sendo essa equação válida para qualquer θ, cada termo entre colchetes deve ser nulo.

Como o segundo termo entre colchetes é apenas o conjugado complexo do primeiro,

ele não nos fornece nenhuma informação nova, assim ficamos com duas equações

∂c

∂t
=

[
1

2
K −D

]
c (3.23)

∂η⊥

∂t
= D

∂2η⊥

∂θ2
. (3.24)

Vamos analisar a evolução do modo fundamental c(t) na Eq. (3.23) uma vez

que ele determina o comportamento de r(t)

r(t) = εrp(t) = ε
[
2πc∗(t)e−iψ

]
. (3.25)
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A Eq. (3.23) tem como solução: c(t) = eλt onde

λ =
1

2
K −D. (3.26)

Como c(t) é real, para termos sincronização, o parâmetro de ordem r(t) na

Eq. (3.25) deve crescer com o tempo, assim, é necessário que tenhamos λ > 0. Se

λ < 0 a perturbação decresce com o tempo e, por sua vez r(t)→ 0.

Assim, para λ > 0 na Eq. (3.26), devemos ter K > 2D. O acoplamento

cŕıtico é obtido fazendo λ = 0

Kc = 2D. (3.27)

3.3 Abordagem termodinâmica

3.3.1 Análise do equiĺıbrio

O modelo de KRA descrito pela Eq. (3.2) pode ser expresso de maneira

geral como
dθ

dt
= f(θ, t) + ξ(t), (3.28)

onde a função de acoplamento é dada por f(θ, t) = −Kr sin(θ − ψ). Quando o

sistema não tem heterogeneidade de frequências naturais ωi = ω e a função de aco-

plamento é ı́mpar, isto é f(θ) = −f(−θ), o sistema obedece o balanço detalhado

e as soluções para o estado estacionário correspondem a soluções de equiĺıbrio ter-

modinâmico [31]. As consequências f́ısicas dessas condições seguem que a função f

pode ser interpretada como uma força periódica conservativa, ou seja, o trabalho

realizado em um caminho fechado, quando a fase do oscilador varia de θ → θ + 2π

é nulo

W =

∮
f(θ)dθ = 0 (3.29)

e a força pode ser escrita em termos do gradiente de um potencial

f(θ) = − ∂

∂θ
V (θ), (3.30)
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sendo V (θ) = −Kr cos(ψ − θ) no caso do modelo de KRA. A distribuição das fases

no equiĺıbrio é uma distribuição tipo Boltzmann dada por

ρeq(θ) =
1

Z
e−βV (θ), (3.31)

onde

Z =

∫ 2π

0

e−βV (θ)dθ, (3.32)

é a função de partição determinada pela condição de normalização
∫ 2π

0
ρeq(θ)dθ = 1.

Comparando essa distribuição com a Eq. (3.5) encontrada na resolução da Fokker-

Planck para o modelo de KRA, identificamos o parâmetro β = 1/D.

Outra consequência do balanço detalhado que caracteriza o equiĺıbrio ter-

modinâmico é que no estado estacionário, a corrente de probabilidade se anula [40].

Podemos mostrar isso utilizando o formalismo da equação de Fokker-Planck para

o modelo. Vamos começar reescrevendo a equação de Fokker-Planck Eq. (3.3) na

forma de uma equação de continuidade

∂ρ

∂t
= −∂J(θ, t)

∂θ
, (3.33)

onde

J(θ, t) = rK sin(ψ − θ)ρ−D∂ρ
∂θ
, (3.34)

é a corrente de probabilidade.

Podemos relacionar a velocidade angular média do oscilador (ou frequência

média) com a corrente de probabilidade no estado estacionário. A frequência média

é definida como

Ω = lim
t→∞

t−1
∫ t

0

θ̇dt. (3.35)

De acordo com a condição ergódica, a média temporal pode ser substitúıda por uma

média de ensemble Ω = 〈dθi/dt〉. Assim, utilizando a Eq. (3.2)

Ω = 〈dθi/dt〉 = 〈rK sin(ψ − θi)〉 =

∫ 2π

0

rK sin(ψ − θi)ρs(θ)dθ, (3.36)

onde usamos o fato que 〈ξi(t)〉 = 0.
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A condição para obtenção da solução estacionária é que para um tempo su-

ficientemente longo t→∞ a distribuição ∂ρ/∂t = 0. Assim ρ(θ,∞) = ρs(θ) implica

diretamente J(θ,∞) = Js = constante, de acordo com a Eq. (3.33). Reescrevendo

o último termo da Eq. (3.36) em termos da corrente de probabilidade no estado

estacionário, temos

Ω =

∫ 2π

0

Jsdθ +D

∫ 2π

0

∂ρs
∂θ

dθ = 2πJs, (3.37)

sendo que neste resultado consideramos a periodicidade da distribuição de fases

ρs(θ + 2π) = ρs(θ).

Esse resultado nos mostra que a velocidade angular média do oscilador está

diretamente relacionada com a corrente de probabilidade no estado estacionário.

Utilizando a distribuição estacionária Eq. (3.5) encontramos

∂ρs
∂θ

=
rK

D
sin(ψ − θ)ρs(θ), (3.38)

e substituindo na Eq. (3.34) vemos que no estado estacionário a corrente de proba-

bilidade se anula Js = 0, mostrando que nesse estado a velocidade angular média

do oscilador não tem um sentido preferencial.

Essas condições nos permite afirmar que o sistema de osciladores alcança um

estado estacionário em que a distribuição de fases ρs(θ) pode ser identificada com

a distribuição de equiĺıbrio do sistema ρeq(θ) e grandezas termodinâmicas podem

ser obtidas a partir dela. Com esse fim, primeiro vamos definir uma temperatura

generalizada T para o sistema considerando o valor do acoplamento cŕıtico Eq. (3.27)

T =
Kc

K
=

2D

K
. (3.39)

Essa definição é conveniente no sentido de reduzir os parâmetros de análise e também

reescala para o valor unitário o ponto de transição de fase do sistema Tc = 1.

Assim, a distribuição de equiĺıbrio para o modelo de KRA em termos da temperatura

generalizada se torna

ρeq(θ) =
1

Z
exp

[
2r

T
cos(θ − ψ)

]
, (3.40)
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onde

Z = 2πI0(2r/T ) (3.41)

é a função de partição. A distribuição de equiĺıbrio Eq. (3.40) será utilizada na

próxima subseção para obtenção da expressão para entropia do modelo.

O parâmetro de ordem Eq. (3.9) escrito em termos da temperatura genera-

lizada é dado por

r =
I1(2r/T )

I0(2r/T )
. (3.42)

Na Fig. (3.1) é mostrado o comportamento do parâmetro de ordem Eq. (3.42) em

função da temperatura. Para T → 0, ou seja, K →∞ o parâmetro de ordem tende

para r → 1 indicando que o sistema está completamente sincronizado. Para T = 1,

ou seja, K = Kc, o parâmetro de ordem é nulo, correspondendo ao estado comple-

tamente incoerente, onde os osciladores estão se movendo de forma desordenada. O

sistema não muda o seu estado, permanecendo completamente desordenado, para

todo T > 1, ou seja, qualquer K < Kc. Uma caracteŕıstica importante desse sis-

tema de osciladores é a semelhança de comportamento do parâmetro de ordem com

a magnetização de um sistema de spins em função da temperatura. Esta figura deixa

claro a utilidade da nossa definição de temperatura.

O comportamento cŕıtico do parâmetro de ordem pode ser obtido expan-

dindo a Eq. (3.42) na região cŕıtica T ≈ Tc = 1 que corresponde a r ≈ 0. Expandindo

a razão das funções de Bessel obtemos

r ≈ r

T
− r3

2T 3
+O(r5), (3.43)

considerando T 2 ≈ T 2
c = 1, encontramos

r =
√

2(Tc − T )1/2. (3.44)

O expoente 1/2 para o parâmetro de ordem na região cŕıtica evidencia as carac-

teŕısticas de campo médio do modelo na transição de fase.
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Figura 3.1: Parâmetro de ordem r em função da temperatura T para o modelo de

Kuramoto com rúıdo aditivo.

3.3.2 Entropia

A entropia é uma das grandezas termodinâmicas fundamentais [41]. Na

termodinâmica do equiĺıbrio, ela está associada a direção natural de ocorrência

dos processos que envolvem distribuição e transferência de energia entre estados de

equiĺıbrio [42]. A entropia de um sistema isolado tende a aumentar, e esse aumento

pode ser interpretado microscopicamente como uma maior desordem das part́ıculas

que compõe o sistema [41]. No caso de um sistema dissipativo de osciladores, como

é o caso do modelo de KRA, quando a temperatura se reduz abaixo da tempera-

tura cŕıtica, o sistema sincroniza exibindo uma transição de fase cont́ınua, onde o

parâmetro de ordem aumenta indicando uma ordenação interna do sistema. Essa

ordenação deve refletir-se numa redução da entropia do sistema, que acontece como

resultado de uma liberação de energia na forma de calor para o ambiente.

A análise da entropia é importante para quantificar de um outro ponto de

vista o estado de ordem do sistema de osciladores, e a partir dela, obter outras

grandezas termodinâmicas de interesse. Com o objetivo de obter uma expressão

anaĺıtica para a entropia do modelo de KRA, vamos adotar a definição de entropia



3.3. Abordagem termodinâmica 39

dada por Gibbs

S = −
∫
ρeq(θ) ln ρeq(θ)dθ, (3.45)

onde aqui admitimos o valor unitário para a constante de Boltzmann κB = 1. Subs-

tituindo a distribuição de equiĺıbrio Eq. (3.40) na Eq. (3.45) obtemos

S = −
∫ 2π

0

ρeq(θ)

[
2r

T
cos(θ − ψ)− ln[2πI0(2r/T )]

]
dθ

integrando essa equação, podemos escrever a entropia para o modelo de KRA como

S = ln[2πI0(2r/T )]− 2r

T

I1(2r/T )

I0(2r/T )
. (3.46)

Essa expressão estabelece a relação da entropia, uma “mensuração de desordem”,

com o parâmetro de ordem do sistema. A partir dela podemos estender a compre-

ensão termodinâmica da transição de fase no modelo de KRA.
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Figura 3.2: Entropia S em função da temperatura T para o modelo de Kuramoto

com rúıdo aditivo.

Na Fig. (3.2) mostramos o comportamento da entropia S expressa pela

Eq. (3.46) em função da temperatura T . É posśıvel ver que na temperatura cŕıtica

Tc = 1 a entropia é máxima Smax indicando o estado de maior desordem do sistema.

À medida que a temperatura decai T < Tc a entropia diminui tendendo para menos
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infinito quando a temperatura vai para T → 0. Esse comportamento para entropia

em T = 0 é semelhante ao que ocorre para a entropia de um gás ideal.

Os limites f́ısicos da entropia podem ser obtidos a partir da Eq. (3.46),

considerando primeiro o caso de temperaturas próximas a temperatura cŕıtica, ou

seja T ≈ Tc, r ≈ 0. Nesse caso as funções modificadas de Bessel tendem para

I0(2r/T ) ≈ 1 + r2/T 2 e I1(2r/T )/I0(2r/T ) ≈ r/T e a expressão para entropia se

torna

S = ln(2π)− r2

T 2
. (3.47)

Quando T = Tc o parâmetro de ordem se anula r = 0, e o valor máximo para

entropia é S = Smax = ln(2π). Assim, próximo da região cŕıtica, para T < Tc a

entropia diminui com

∆S = S − Smax = − r
2

T 2
. (3.48)

Considerando agora o limite de baixas temperaturas T → 0, r ≈ 1, a função modi-

ficada de Bessel toma a forma I0(2r/T ) ≈ e2r/T/
√

4πr/T e a entropia tende para

S =
1

2
ln(πT ), (3.49)

evidenciando uma divergência t́ıpica de um gás ideal, quando T → 0 a entropia

tende para S → −∞.

3.3.3 Energia interna

A energia interna do sistema de osciladores pode ser obtida a partir de outro

potencial termodinâmico, a energia livre de Helmholtz

F = U − TS. (3.50)

A partir da f́ısica estat́ıstica, sabemos que a energia livre está relacionada com a

função de partição Eq. (3.41) da forma

F = −T lnZ = −T ln[2πI0(2r/T )], (3.51)
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assim, utilizando a energia livre Eq. (3.51) e a entropia Eq. (3.46) podemos escrever

a energia interna da relação termodinâmica Eq. (3.50) como

U = −2r
I1(2r/T )

I0(2r/T )
= −2r2. (3.52)

Esse resultado nos permite interpretar a sincronização como análoga a um processo

de resfriamento, onde a energia interna U do sistema de osciladores decai com o

aumento do parâmetro de ordem r, tendo como resultado uma liberação de calor Q

para o ambiente. Na próxima subseção vamos verificar como o sistema armazena

calor para uma dada temperatura por meio da análise do calor espećıfico.

3.3.4 Calor espećıfico

O calor espećıfico C, por definição, é a razão da quantidade infinitesimal de

calor dQ absorvida por unidade de massa do corpo para um aumento infinitesimal

de temperatura dT . No modelo de KRA, o calor espećıfico representa a quantidade

de energia na forma de calor que o sistema armazena por oscilador em uma dada

variação de temperatura. Assim

C =
dQ

dT
. (3.53)

Como estamos considerando processos em equiĺıbrio termodinâmico, podemos rela-

cionar a quantidade de calor com a variação da entropia dQ = TdS. Partindo da

Eq. (3.46) vamos definir convenientemente κ ≡ 2r/T e escrever a entropia como

S = ln[2πI0(κ)]− κI1(κ)

I0(κ)
. (3.54)

Portanto,

dS =
∂S

∂κ
dκ, (3.55)

e, uma vez que κ = 2
T
I1(κ)
I0(κ)

, podemos escrever κ como um funcional κ 7→ L(κ, T ).

Assim

dκ =

[
1−

(
∂L

∂κ

)
T

]−1(
∂L

∂T

)
κ

dT. (3.56)
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Efetuando as derivadas parciais

∂S

∂κ
= −κ ∂

∂κ

(
I1(κ)

I0(κ)

)
,(

∂L

∂κ

)
T

=
2

T

∂

∂κ

(
I1(κ)

I0(κ)

)
,(

∂L

∂T

)
κ

= − 2

T 2

I1(κ)

I0(κ)
. (3.57)

Definindo Φ(κ) ≡ ∂
∂κ

(
I1(κ)
I0(κ)

)
, podemos escrever a expressão para o calor espećıfico

Eq. (3.53) do modelo de KRA como

C =
κ2Φ(κ)

1− 2
T

Φ(κ)
(3.58)
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Figura 3.3: Calor espećıfico C em função da temperatura T para o modelo de

Kuramoto com rúıdo aditivo.

Na Fig. (3.3) mostramos o comportamento do calor espećıfico C expresso

pela Eq. (3.58) em função da temperatura T . Quando a temperatura é nula T = 0,

o calor espećıfico tende para uma constante C = 0.5. Para T > 0 o calor espećıfico

aumenta monotonicamente com a temperatura até atingir um valor máximo em

T = Tc, onde C = 2. Em T > Tc o calor espećıfico se anula indicando o limite de

armazenamento de energia entre os osciladores do sistema.
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Assim como fizemos para a entropia, podemos obter analiticamente os limi-

tes f́ısicos do calor espećıfico. Partindo da Eq. (3.58), quando T → 0 o parâmetro

κ = 2r/T →∞ e nessas condições temos I1(κ)/I0(κ) ≈ 1− 1/2κ−O(1/κ2). Então

Φ(κ) =
∂

∂κ

(
I1(κ)

I0(κ)

)
≈ 1

2κ2
, (3.59)

e a expressão para o calor espećıfico se torna

C =
1

2

(
1− T

4r2

)−1
. (3.60)

Quando T = 0 o parâmetro de ordem é r = 1 e a Eq. (3.60) fornece C = 1/2. Esse

resultado pode ser obtido diretamente da expressão assintótica da entropia para

baixas temperaturas Eq. (3.49) considerando que dS = dT/2T nesse limite. Assim

C = T
dS

dT
=

1

2
(3.61)

O limite do calor espećıfico em T = Tc pode ser obtido facilmente utilizando

as expressões da entropia Eq. (3.47) e parâmetro de ordem Eq. (3.44) na região

cŕıtica.

S = Smax − 2
(Tc − T )

T 2
. (3.62)

Assim

C = lim
T→Tc

T
dS

dT
= lim

T→Tc

[
4(Tc − T )

T 2
+

2

T

]
= 2, (3.63)

uma vez que Tc = 1.



Caṕıtulo 4

Termodinâmica de osciladores de fase

com rúıdo multiplicativo

Neste caṕıtulo, propomos uma generalização do modelo de Kuramoto com

rúıdo aditivo e estudamos as suas propriedades termodinâmicas. O rúıdo multipli-

cativo proposto para generalizar o modelo pode ser interpretado como um campo

agindo sobre as fases dos osciladores permitindo tanto o aumento quanto a redução

do estado de sincronização. Nesse sentido podemos estender ainda mais a analo-

gia termodinâmica obtendo, além da entropia e calor espećıfico, o campo externo

atuando sobre os osciladores e a susceptibilidade do sistema. A riqueza de compor-

tamento do modelo proposto é evidenciada nas analogias de comportamento com

sistemas magnéticos e sistemas fluidos.

4.1 Equações de Langevin e Fokker-Planck

Começamos introduzindo uma equação diferencial estocástica geral na forma

de Ito [43] que governa a dinâmica dos osciladores acoplados

dθi
dt

= ωi + fi({θ}) +
√
g({θ})ξi(t) i = 1, ..., N, (4.1)

onde ωi são as frequências naturais dos osciladores, enquanto que os termos fi({θ})

e gi({θ}) são funções de acoplamento gerais e não lineares das fases {θ} = θ1, ..., θN

44
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e ξi é um rúıdo Gaussiano branco que obedece as relações

〈ξi(t)〉 = 0 com 〈ξi(t)ξj(t′)〉 = 2Dδijδ(t− t′), (4.2)

sendo D a constante de difusão das fases dos osciladores. Nosso propósito é estudar

a termodinâmica de osciladores de fase com rúıdo multiplicativo com funções de

acoplamento dadas porfi({θ}) = K
N

∑N
j=1 sin(θj − θi)

gi({θ}) = 1 + σ
N

∑N
j=1 cos(θj − θi).

(4.3)

Na Eq. (4.3) o termo fi é controlado pela intensidade de acoplamento K. De modo

geral, o acoplamento é um número real cujo domı́nio vai de −∞ ≤ K ≤ ∞ e

como já foi dito, quando K > 0 a interação é atrativa e para K < 0 a interação

é repulsiva. O termo gi é controlado pelo acoplamento de rúıdo σ que determina

a intensidade da modulação global do rúıdo. Devido a raiz quadrada no último

termo da Eq. (4.1), o acoplamento de rúıdo assume valores reais delimitados entre

−1 ≤ σ ≤ 1. Um rúıdo modulado pelo estado do sistema é chamado na literatura

de rúıdo multiplicativo [33]. Os efeitos de um rúıdo multiplicativo similar ao nosso

foram analisados em [44] no qual foi demonstrado que os osciladores obedeciam uma

estat́ıstica angular hiperbólica.

A Eq. (4.1), com os termos fi e gi definidos pela Eq. (4.3), inclui dois

casos particulares importantes analisados anteriormente: o modelo de Kuramoto

convencional [16], considerando gi({θ}) = 0 e o modelo de Kuramoto com rúıdo

Gaussiano branco proposto por Sakaguchi [19], onde gi({θ}) = 1, o qual pode ser

facilmente alcançado tomando σ = 0. Como definido na Eq. (4.3), o termo gi inclui

uma função periódica das diferenças de fases estabelecida pela função cosseno. Essa

função permite um acoplamento periódico com o banho térmico sem preferência

nas diferenças de fases, além de manter a invariância do modelo com respeito a um

deslocamento constante das fases. Neste ponto de vista, o parâmetro σ determina

fisicamente a intensidade de acoplamento do banho térmico ao estado do sistema e,
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nesse sentido, o rúıdo multiplicativo pode ser interpretado como um campo, como

será mostrado posteriormente.

Considerando a Eq. (4.1) e a Eq. (4.3) podemos escrever explicitamente o

sistema de osciladores de fase com rúıdo multiplicativo como

dθi
dt

= ω +
K

N

N∑
j=1

sin(θj − θi) +

√√√√1 +
σ

N

N∑
j=1

cos(θj − θi)ξi(t) (4.4)

onde assumimos novamente frequências naturais iguais ωi = ω para os osciladores,

tendo em vista o equiĺıbrio termodinâmico do modelo, como discutido no caṕıtulo

anterior. Aqui, o rúıdo multiplicativo é de modulação global uma vez que o rúıdo

Gaussiano branco agindo sobre cada oscilador é modulado por todos osciladores, ou

seja, pelo estado do sistema. Exemplos de modulação global de rúıdo no modelo

de Kuramoto foram mostrados em [45, 44]. Além disso, exemplos interessantes de

efeitos de modulação local podem ser vistos em [46, 47], nos quais o rúıdo multi-

plicativo que afeta cada oscilador é determinado unicamente por seu próprio estado

dinâmico.

Realizando agora a transformação θi → θi + ωt e utilizando a definição

discreta do parâmetro de ordem Eq. (2.35), podemos reescrever a Eq.(4.4) como a

seguinte equação geral de Langevin

dθi
dt

= Kr sin(ψ − θi) +
√

1 + rσ cos(ψ − θi)ξi(t). (4.5)

A Eq. (4.5) é uma equação desacoplada que governa a dinâmica estocástica do oscila-

dor θi(t), onde os efeitos dos outros osciladores do sistema aparecem nas quantidades

de campo médio r e ψ. A partir daqui denominaremos a Eq. (4.5) de modelo de

Kuramoto com rúıdo multiplicativo - KRM.

Tendo em vista uma análise termodinâmica, é interessante tomar o limite

do cont́ınuo e analisar o modelo de KRM a partir da evolução de uma função de

distribuição da fase. Portanto, a densidade de fase ρ(θ, t) do oscilador, no limite

cont́ınuo N →∞, é governada pela equação de Fokker-Planck não linear

∂ρ

∂t
= D

∂2

∂θ2
[
(1 + rσ cos(ψ − θ))ρ

]
− ∂

∂θ

[
rK sin(ψ − θ)ρ

]
, (4.6)
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sendo que para obtenção da Eq. (4.6) assumimos a interpretação de Ito para a

equação estocástica do modelo de KRM.

A distribuição estacionária ρs(θ) dessa equação é dada por

ρs(θ) ∝ [1 + rσ cos(ψ − θ)]K/Dσ−1 (4.7)

onde a constante de proporcionalidade da expressão acima é obtida da condição de

normalização
∫ 2π

0
ρs(θ)dθ = 1. Realizando a transformação de variáveis

z = (1− σ2r2)−1/2, (4.8)

e utilizando a condição de normalização, obtemos

ρs(θ) = N−1[z + sgn(σ)
√
z2 − 1 cos(ψ − θ)]ν . (4.9)

Aqui, sgn(σ) é a função sinal. A constante de normalização N e o parâmetro ν são

N = 2πP 0
ν (z), e ν =

K

Dσ
− 1, (4.10)

onde P 0
ν (z) é uma função associada de Legendre de ordem zero.

A expressão anaĺıtica para o parâmetro de ordem r no estado estacionário

é obtida no limite cont́ınuo N →∞

reiψ = lim
N→∞

1

N

N∑
j=1

eiθj =

∫ 2π

0

ρs(θ)e
iθdθ, (4.11)

e pode ser expressa como

r =

∫ 2π

0

ei(θ−ψ)ρs(θ)dθ =
sgn (σ)

1 + ν

P 1
ν (z)

P 0
ν (z)

. (4.12)

Para este cálculo e para obtenção da distribuição estacionária, utilizamos as funções

de Legendre definidas em Gradshteyn [48] (8.711.2)

Pm
ν (z) =

(ν + 1)(ν + 2) · · · (ν +m)

π

∫ π

0

[
z +
√
z2 − 1 cosϕ

]ν
cosmϕdϕ (4.13)

=
(−1)mν(ν − 1) · · · (ν −m+ 1)

π

∫ π

0

cosmϕdϕ[
z +
√
z2 − 1 cosϕ

]ν+1 . (4.14)
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4.2 Estabilidade do estado incoerente

Nesta seção analisaremos a estabilidade do estado incoerente a partir da

equação de Fokker-Planck do modelo de KRM. Sabemos que o sitema pode exibir

uma transição para um regime de sincronização quando o acoplamento excede um

certo valor limiar. Para este dado acoplamento os osciladores espontaneamente

sincronizam. Utilizando a mesma metodologia do caṕıtulo anterior, com base no

trabalho do Strogatz e Mirollo [39], vamos linearizar a equação de Fokker-Planck

em torno do estado incoerente para encontrar as condições que levam o sistema de

osciladores ao regime sincronizado.

Partindo da equação de Fokker-Planck Eq.(4.6), vamos adicionar uma pe-

quena perturbação na solução incoerente

ρ(θ, t) =
1

2π
+ εη(θ, t), (4.15)

onde ε ∈ R e 0 < ε � 1. Devido a condição de normalização:
∫ 2π

0
ρ(θ, t)dθ = 1,

temos que ter ∫ 2π

0

η(θ, t)dθ = 0. (4.16)

Substituindo a solução perturbativa na equação de Fokker-Planck Eq. (4.6) e to-

mando as derivadas em θ obtemos

ε
∂η

∂t
= D

[
−rσ cos(ψ − θ)

(
1

2π
+ εη

)
+ 2εrσ sin(ψ − θ)∂η

∂θ
+ ε (1 + rσ cos(ψ − θ)) ∂

2η

∂θ2

]
+

(
1

2π
+ εη

)
rK cos(ψ − θ)− rK sin(ψ − θ)ε∂η

∂θ
. (4.17)

Como

r =

∫ 2π

0

ei(θ−ψ)ρ(θ, t)dθ

=

∫ 2π

0

ei(θ−ψ)
[

1

2π
+ εη

]
dθ

= ε

∫ 2π

0

ei(θ−ψ)η(θ, t)dθ. (4.18)
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Podemos definir r ≡ εrp, onde rp é o parâmetro de ordem perturbado. Escrevendo

a equação (4.17) em termos do parâmetro de ordem perturbado e retendo os termos

da ordem O(ε) temos

ε
∂η

∂t
= D

[
ε
∂2η

∂θ2
− ε σ

2π
rp cos(ψ − θ)

]
+ ε

K

2π
rp cos(ψ − θ), (4.19)

assim
∂η

∂t
= D

∂2η

∂θ2
+

1

2π
(K −Dσ)rp cos(ψ − θ). (4.20)

Esta é a equação que governa a dinâmica da perturbação e que, por sua

vez, fornece o critério de estabilidade de um pequeno desvio da solução incoerente.

Como η é periódica em θ, podemos escrever a perturbação em termos de

uma série de Fourier

η(θ, t) =
∞∑

n=−∞

cn(t)einθ = c(t)eiθ + c∗(t)e−iθ + η⊥(θ, t), (4.21)

onde c = c1 é o primeiro coeficiente da expansão e c∗ = c∗1 é o seu conjugado

complexo. Uma vez que η é real, c−1 = c∗1. O termo η⊥ contém todos os harmônicos

de ordem superior.

Substituindo a expansão (4.21) no parâmetro de ordem perturbado

rp =

∫ 2π

0

ei(θ−ψ)

(
∞∑

n=−∞

cn(t)einθ

)
dθ

=
∞∑

n=−∞

cn(t)e−iψ
∫ 2π

0

ei(1+n)θdθ

=
∞∑

n=−∞

cn(t)e−iψδn,−12π

= 2πc−1(t)e
−iψ, (4.22)

assim

rp = 2πc∗(t)e−iψ. (4.23)

Sendo: rp cos(ψ−θ) = R
[
rpe

i(ψ−θ)] e usando o fato que R(f) = (f+f ∗)/2, podemos

escrever

rp cos(ψ − θ) = π
[
c∗(t)e−iθ + c(t)eiθ

]
, (4.24)
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substituindo agora (4.24) e (4.21) na equação que governa a dinâmica da per-

turbação, Eq. (4.20)

∂

∂t

[
ceiθ + c∗e−iθ + η⊥

]
= D

∂2

∂θ2
[
ceiθ + c∗e−iθ + η⊥

]
+

(K −Dσ)

2

[
ceiθ + c∗e−iθ

]
,

(4.25)

Tomando as derivadas e agrupando os termos

eiθ
[
∂c

∂t
+Dc− (K −Dσ)

2
c

]
+ e−iθ

[
∂c∗

∂t
+Dc∗ − (K −Dσ)

2
c∗
]

+

+

[
∂η⊥

∂t
−D∂

2η⊥

∂θ2

]
= 0, (4.26)

uma vez que essa equação é válida para qualquer θ, cada termo entre colchetes deve

ser nulo. Como o segundo termo entre colchetes é apenas o conjugado complexo do

primeiro, ele não nos fornece nenhuma informação nova, assim ficamos com duas

equações
∂c

∂t
=

[
1

2
(K −Dσ)−D

]
c (4.27)

∂η⊥

∂t
= D

∂2η⊥

∂θ2
. (4.28)

Vamos analisar a evolução do modo fundamental c(t) na Eq. (4.27) uma vez que ele

determina o comportamento de r(t)

r(t) = εrp(t) = ε
[
2πc∗(t)e−iψ

]
. (4.29)

A Eq. (4.27) tem como solução: c(t) = eλt onde

λ =
1

2
(K −Dσ)−D. (4.30)

Como c(t) é real, para termos sincronização, o parâmetro de ordem r(t) em (4.29)

deve crescer com o tempo, assim, é necessário que tenhamos λ > 0. Se λ < 0 a

perturbação decresce com o tempo e, por sua vez r(t)→ 0.

Assim, para λ > 0 na Eq. (4.30), devemos ter K > D(2+σ). O acoplamento

cŕıtico é obtido fazendo λ = 0

Kc = D(2 + σ) (4.31)
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A Eq. (4.31) mostra que para σ = 0 recuperamos o clássico Kc = 2D da

Eq. (3.27) para o modelo de Kuramoto com rúıdo aditivo (KRA). Para σ < 0,

o rúıdo multiplicativo tende a enfraquecer a ação dispersiva sobre os osciladores,

permitindo que o sistema de osciladores sincronize com um acoplamento menor do

que o modelo de KRA. Por outro lado, para σ > 0 o rúıdo multiplicativo dificulta o

processo de sincronização, aumentando o acoplamento cŕıtico em relação ao modelo

de KRA. Eq. (4.31) mostra que para σ = 0 recuperamos o clássico Kc = 2D do

modelo de Kuramoto com rúıdo aditivo (KRA). Para σ < 0, o rúıdo multiplicativo

tende a enfraquecer a ação dispersiva sobre os osciladores, permitindo que o sistema

de osciladores sincronize com um acoplamento menor do que o modelo de KRA. Por

outro lado, para σ > 0 o rúıdo multiplicativo dificulta o processo de sincronização,

aumentando o acoplamento cŕıtico em relação ao modelo de KRA.

4.3 Abordagem termodinâmica

4.3.1 Análise do equiĺıbrio

A equação de Langevin para o modelo de KRM Eq. (4.5) pode ser escrita

em uma forma geral como

dθ

dt
= f(θ, t) +

√
g(θ, t)ξ(t), (4.32)

podemos escrever sua equação de Fokker-Planck correspondente, na forma de Ito,

sendo esta dada por

∂ρ

∂t
= D

∂2

∂θ2
[g(θ, t)ρ]− ∂

∂θ
[f(θ, t)ρ]. (4.33)

A vantagem da interpretação de Ito para equação de Langevin com rúıdo multipli-

cativo Eq. (4.32) é a identificação direta das funções f e g com os coeficientes de

deriva e difusão da equação de Fokker-Planck, respectivamente. De acordo com a
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Eq. (4.5) esses coeficientes são expressos porf(θ, t) = rK sin(ψ − θ)

g(θ, t) = 1 + rσ cos(ψ − θ).
(4.34)

Para demonstrar o equiĺıbrio térmico, é mais conveniente tranformar a

equação de Langevin com rúıdo multiplicativo para uma equação de rúıdo aditivo

e interpretar a dinâmica do sistema como uma difusão sob a ação de um poten-

cial. É sempre posśıvel fazer isso para um sistema unidimensional [33] como o dado

pela Eq. (4.32). Partindo da equação de Fokker-Planck Eq. (4.33), vamos fazer essa

transformação considerando que o primeiro termo do lado direito pode ser escrito

como
∂2

∂θ2
(gρ) =

∂

∂θ

[(
∂

∂θ

√
g

)
√
gρ

]
+

∂

∂θ

[
√
g
∂

∂θ
(
√
gρ)

]
. (4.35)

Assim, podemos reescrever a equação de Fokker-Planck como

∂ρ

∂t
= D

∂

∂θ

[
√
g
∂

∂θ
(
√
gρ)

]
− ∂

∂θ

[
f
√
g
−D ∂

∂θ

√
g

]
√
gρ. (4.36)

Agora vamos definir uma nova distribuição de probabilidade em uma nova

variável φ

P (φ, t) =
√
Dg(θ)ρ(θ, t), (4.37)

esta transformação deve obedecer a condição de normalização

P (φ, t)dφ = ρ(θ, t)dθ, (4.38)

usando a definição de P (φ, t) e integrando a expressão anterior, obtemos a trans-

formação de variáveis

φ(θ) =
1√
D

∫ θ

0

dθ′√
g(θ′)

. (4.39)

A derivada parcial ∂/∂θ se transforma como

∂

∂θ
=
∂φ

∂θ

∂

∂φ
=

1√
Dg

∂

∂φ
, (4.40)

assim
√
g
∂

∂θ
=

1√
D

∂

∂φ
. (4.41)
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Multiplicando a Eq. (4.36) por
√
Dg temos

∂P (φ, t)

∂t
= D

∂

∂φ

[
1√
D

∂

∂φ

(
P√
D

)]
− ∂

∂φ

[
f
√
g
−D ∂

∂θ
(
√
g)

]
P√
D
. (4.42)

Por fim essa equação de Fokker-Planck em novas variáveis pode ser escrita como

∂P (φ, t)

∂t
=
∂2P

∂φ2
− ∂

∂φ
[F(φ)P ], (4.43)

onde

F(φ) =
1√
D

[
f(θ)√
g(θ)

−D ∂

∂θ

√
g(θ)

]
θ=θ(φ)

. (4.44)

Assim, a equação de Langevin correspondente a Eq. (4.43) é dada por

dφ

dt
= F(φ) + ξ(t), (4.45)

sendo ξ um rúıdo aditivo Gaussiano de média zero e variância unitária.

A equação de Langevin com rúıdo aditivo simples Eq. (4.45) é similar a

Eq. (3.28) analisada anteriormente para o modelo de KRA, no entanto esconde

a sua complexidade na força periódica dada pela função F(φ). Para obter uma

expressão anaĺıtica para F(φ) é necessário avaliar a integral na Eq. (4.39) e inverter

a expressão resultante para obter a função θ(φ) que aparece na Eq. (4.44). No

entanto, é posśıvel determinar se a força de deriva F(φ) é conservativa e inferir se o

sistema alcança o equiĺıbrio térmico, mesmo sem uma expressão expĺıcita para essa

função [49].

Primeiro, notamos que se F(φ) é conservativa, o trabalho em um caminho

fechado deve ser nulo ∮
F(φ)dφ = 0. (4.46)

Podemos agora escrever um ansatz [49] para a força F

F(φ) = λ− ∂

∂φ
V (φ), (4.47)

onde o primeiro termo do lado direito é uma força de não equiĺıbrio constante e o

segundo é uma força conservativa derivada de um potencial V (φ). Para determinar
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formalmente que λ = 0 e o sistema alcança o equiĺıbrio, vamos escrever F(φ) como

uma série de Fourier

F(φ) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

[
an cos

(
nφ

T

)
+ bn sin

(
nφ

T

)]
, (4.48)

onde, usando a Eq. (4.39)

T = φ(π)− φ(0) =
1

2
√
D

∫ π

−π

dθ′√
g(θ′)

, (4.49)

é a metade do intervalo transformado [−π, π].

Os coeficientes an e bn usualmente são dados por

an =
1

T

∫ T
−T
F(φ) cos

(
nφ

T

)
dφ,

bn =
1

T

∫ T
−T
F(φ) sin

(
nφ

T

)
dφ. (4.50)

Comparando a Eq. (4.47) com a série de Fourier dada pela Eq. (4.48) vemos que

λ = a0/2 de modo que a questão de determinar se F(φ) é conservativa e o sistema

alcança o equiĺıbrio térmico é equivalente a encontrar a condição a0 = 0.

Tomando

a0 =
1

T

∫ T
−T
F(φ)dφ, (4.51)

e aplicando a mudança de variáveis

a0 =
1

T

∫ φ(T )

φ(−T )
F(φ(θ))

dφ

dθ
dθ, (4.52)

utilizando a Eq. (4.39) temos

dφ

dθ
=

1√
Dg(θ)

. (4.53)

Definindo θ(±T ) = ±π e conhecendo F(φ) da Eq. (4.44) podemos escrever o coefi-

ciente a0 como

a0 =
1

T D

∫ π

−π

[
f(θ)

g(θ)
− D

2

∂

∂θ
ln g(θ)

]
dθ. (4.54)
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O segundo termo do integrando desaparece devido a periodicidade de g(θ). A inte-

gral do primeiro termo explicitamente é dada por∫ π

−π

f(θ)

g(θ)
dθ =

∫ π

−π

rK sin(ψ − θ)
1 + rσ cos(ψ − θ)

dθ. (4.55)

Assim, numa integração simples, encontramos

a0 =
K

T Dσ
[ln(1 + rσ cos(ψ − θ)]π−π = 0. (4.56)

Com isso, provamos que no sistema atuam forças conservativas e ele relaxa para um

estado de equiĺıbrio termodinâmico.

Assim como fizemos no caṕıtulo anterior, podemos demonstrar que o sistema

alcança o equiĺıbrio termodinâmico por um outro caminho, analisando a sua distri-

buição estacionária. A distribuição estacionária Eq. (4.9) permite que as quantidades

f́ısicas obtidas a partir dela sejam independentes do tempo. Para que o equiĺıbrio

termodinâmico seja garantido, a condição de estacionariedade da distribuição ρs(θ)

deve satisfazer o critério de balanço detalhado, produzindo uma corrente de proba-

bilidade nula no espaço de configuração [40], nestes termos, podemos garantir que

a distribuição estacionária corresponde a distribuição de equiĺıbrio. Nesta subseção

mostraremos que a distribuição estacionária satisfaz esse critério e relacionaremos

a frequência média do oscilador com a corrente de probabilidade no regime esta-

cionário.

Vamos começar aplicando a condição ergódica para a frequência média Ω

do oscilador

Ω = lim
t→∞

t−1
∫ t

0

θ̇idt . (4.57)

Esta expressão pode ser calculada substituindo a média no tempo pela média

de ensemble da frequência, i.e. Ω = 〈dθi/dt〉. Utilizando a equação de Langevin

Eq. (4.5), temos

Ω =

〈
dθi
dt

〉
= 〈rK sin(ψ − θi)〉 =

∫ 2π

0

rK sin(ψ − θi)ρs(θ)dθ,
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onde
〈√

1 + rσ cos(ψ − θi)ξi(t)
〉

=
〈√

1 + rσ cos(ψ − θi)
〉
〈ξi(t)〉 = 0 uma vez que

não existe correlação entre θ e ξ. É conhecido que a equação de Fokker-Planck pode

ser bem definida em termos de uma corrente de probabilidade J como

∂ρ

∂t
= −∂J(θ, t)

∂θ
. (4.58)

Então, comparando a Eq. (4.58) com a Eq. (4.6) encontramos

J(θ, t) = rK sin(ψ − θi)ρ(θ, t)−D ∂

∂θ

[
(1 + rσ cos(ψ − θi))ρ(θ, t)

]
. (4.59)

A condição para solução estacionária é que para t → ∞, temos ∂ρ/∂t = 0. Assim

ρ(θ,∞) = ρs(θ) implica diretamente J(θ,∞) = Js = constante. Agora, utilizando

a condição periódica de contorno ρs(θ + 2π) = ρs(θ), a expressão para Ω pode ser

escrita em termos da corrente de probabilidade estacionária Js, como

Ω =

∫ 2π

0

Jsdθ +D

∫ 2π

0

∂

∂θ

[
(1 + rσ cos(ψ − θi))ρs

]
dθ.

= 2πJs +D
[
(1 + rσ cos(ψ − 2π))ρs(2π)− (1 + rσ cos(ψ))ρs(0)

]
= 2πJs. (4.60)

No entanto, podemos expressar Js como

Js = (K −Dσ)r sin(ψ − θi)ρs −D
[
(1 + rσ cos(ψ − θi))

∂ρs
∂θ

]
.

Tomando a derivada ∂ρs/∂θ da Eq. (4.9)

∂ρs
∂θ

=
νσr sin(ψ − θ)ρs(θ)
1 + rσ cos(ψ − θi)

, (4.61)

podemos escrever

Js =
[
K −Dσ(1 + ν)

]
r sin(ψ − θi)ρs , (4.62)

como ν = K/Dσ − 1, obtemos precisamente Js = 0, o qual resulta na condição de

equiĺıbrio termodinâmico. Assim, no regime estacionário Ω = 0, mostrando que a

velocidade angular média do oscilador não tem um sentido preferido de rotação.

Uma vez que o equiĺıbrio termodinâmico foi demonstrado, podemos afirmar

que a distribuição estacionária ρs(θ) na Eq. (4.9) é a distribuição de equiĺıbrio do
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sistema ρeq(θ) e estamos aptos agora a construir a termodinâmica do modelo de KRM

a partir dela. O interesse principal aqui é analisar as implicações termodinâmicas

da introdução de um rúıdo multiplicativo no sistema de osciladores, controlado pelo

parâmetro de acoplamento de rúıdo σ. Para isso, utilizaremos a mesma definição de

temperatura Eq. (3.39) feita para o modelo de KRA e definiremos uma “temperatura

efetiva” Teff que escalona a transição de fase do modelo de KRM no valor unitário.

Considerando o acoplamento cŕıtico para sincronização obtido na seção an-

terior Eq. (4.31), vamos definir a temperatura efetiva Teff do sistema de osciladores,

como

Teff ≡
Kc

K
=
(σ

2
+ 1
)
T , (4.63)

onde T = 2D/K é a temperatura para σ = 0, i.e., para o sistema com rúıdo aditivo.

Então, para qualquer σ a temperatura efetiva cŕıtica é Teffc = 1. Em termos da

temperatura, podemos escrever a distribuição Eq. (4.9) de equiĺıbrio

ρeq(θ) =
1

Z
[z + sgn(σ)

√
z2 − 1 cos(ψ − θ)]ν , (4.64)

onde

Z = 2πP 0
ν (z), (4.65)

é a função de partição e o parâmetro de ordem Eq. (4.12)

r =
sgn (σ)

1 + ν

P 1
ν (z)

P 0
ν (z)

. (4.66)

Nas equações (4.64)-(4.66), z = 1/
√

1− σ2r2 e o parâmetro ν é dado por

ν =
2

Tσ
− 1 . (4.67)

Na Fig. (4.1) mostramos o comportamento do parâmetro de ordem r em

função da temperatura efetiva Teff para diversos valores do acoplamento de rúıdo

σ. O parâmetro de ordem foi implementado numericamente com o cálculo auto-

consistente da Eq. (4.66). Apesar da temperatura efetiva ser útil na convergência

de todas as curvas para um único ponto de transição, permitindo que se obtenha a
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Figura 4.1: Parâmetro de ordem r em função da temperatura efetiva Teff para

vários valores de σ.

relação entre σ e T que leva o sistema ao ińıcio da sincronização, ela esconde muito

da influência de σ no comportamento do sistema de osciladores. Tendo em vista

estudar os efeitos do rúıdo multiplicativo que generaliza o modelo de KRA, a maior

parte de nossa análise será feita utilizando a temperatura T e considerando σ como

um parâmetro independente.

Na Fig. (4.2) mostramos o espectro do parâmetro de ordem r no espaço

(σ, Teff ). A faixa preta corresponde a região com r = 0, enquanto o violeta inferior

é a região com máxima ordem que corresponde a r ≈ 1. É evidente a assimetria

entre as regiões com σ > 0 e σ < 0, mostrando que valores negativos de σ favorecem

a sincronização. É interessante também observar que a presença de σ na definição da

temperatura efetiva Eq. (4.63) permite a existência de uma “fase parasincronizada”,

i.e. a existência de um valor diferente de zero do parâmetro de ordem para T > 1

contanto que Teff < 1. Isto ocorre para valores de σ, na região entre Teff = σ/2 + 1

e Teff = 1. A fase parasincronizada se tornará clara na Fig. (4.3) abaixo.

Na Fig. (4.3) mostramos o comportamento de r como uma função do parâmetro

de acoplamento σ para as três isotermas. Em todas as curvas vemos que, para uma
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Figura 4.2: O espectro do parâmetro de ordem r no espaço (Teff , σ). A região preta

acima de Teff = Teffc = 1, define a região sem ordem r = 0. Note que a região

Teffc < 1 contém toda a região de sincronização, incluindo aquela para qual T > 1,

que denominamos de uma “fase parasincronizada”.

dada temperatura T fixa, r é uma função decrescente de σ. Então, observamos

que a curva T = 1 separa a região interna, antes mencionada como “fase para-

sincronizada”, estabelecida para T ≥ 1, da fase sincronizada com T < 1. A fase

parasincronizada existe somente para σ < 0 e para todas curvas nas quais Teff ≤ 1

é verificada. A assimetria no comportamento de sincronização para os valores de σ

e −σ é claramente mostrada, como discutido anteriormente.

Na Fig. (4.4) mostramos o comportamento do parâmetro de ordem r como

função da temperatura T . Da esquerda para direita temos σ = +0.5, 0, e −0.5.

Podemos ver um comportamento t́ıpico de campo médio onde o parâmetro de or-

dem decresce com a temperatura. A curva do meio, para σ = 0, corresponde ao

comportamento do parâmetro de ordem para o modelo com rúıdo aditivo simples

(KRA), para o qual T = Teff e, consequentemente, as temperaturas cŕıticas Tc e

Teffc são as mesmas. As curvas com acoplamento de rúıdo não nulo apresentam
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Figura 4.3: O parâmetro de ordem r como função do acoplamento de rúıdo σ para

as isotermas T = 1, T > 1 e T < 1. A região T ≥ 1 caracteriza a fase parasincronizada

com σ < 0. A região T < 1 corresponde a fase sincronizada.

uma assimetria entre σ = 0.5, com Tc = 4/5, e σ = −0.5 com Tc = 4/3 a última

apresenta ordem mesmo para T > 1. Note da Eq (4.63) que as duas curvas têm

respectivamente Teffc = (1 + 0.5/2)4/5 = 1 e Teffc = (1 − 0.5/2)4/3 = 1. Assim

se torna claro que o conceito de temperatura efetiva é útil para escalar todas essas

curvas em um único ponto de transição Teffc = 1.

O rúıdo multiplicativo na Eq. (4.5) apresenta alguns aspectos f́ısicos inte-

ressantes. Ao contrário do rúıdo aditivo simples, que somente aumenta a dispersão

desincronizando os osciladores, o acoplamento de rúıdo σ direciona o rúıdo aleatório,

amplificando ou reduzindo a sincronização do sistema. Isso significa que o parâmetro

σ fisicamente acopla o banho térmico ao estado do sistema.

Uma vez que identificamos o papel do acoplamento de rúıdo σ como res-

ponsável pela indução de uma transição de fase cont́ınua no sistema de osciladores,

como mostrado na Fig. (4.3), vamos interpretar a sua atuação, dentro do contexto

da termodinâmica, em termos de um campo. Considerando a energia interna do

sistema como função da entropia e do parâmetro de ordem U = U(S, r), podemos
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Figura 4.4: O parâmetro de ordem r como uma função da temperatura T para três

valores de σ. Note que todas as curvas mostram um comportamento de campo médio

padrão.

escrever a equação fundamental como

dU = TdS −Hsdr, (4.68)

onde aqui definimos o termo Hs como o campo de sincronização. O sinal negativo

surge do fato de que um aumento do parâmetro de ordem, mantendo a entropia

constante, resulta em uma diminuição da energia interna do sistema. Assim, a

entropia e o campo de sincronização são grandezas fundamentais para a compreensão

termodinâmica do sistema. Vamos primeiro obter uma expressão anaĺıtica para

entropia S e logo em seguida, na seção (4.4), deduzir uma expressão para o campo

de sincronização Hs.

4.3.2 Entropia

A entropia é uma das principais grandezas na termodinâmica. Ela nos per-

mite compreender o ńıvel de organização do sistema e como ele distribui energia

entre seus estados acesśıveis. Além disso, ela nos permite estudar outras proprie-

dades termodinâmicas do estado de sincronização dos osciladores, muito além da
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análise convencional do parâmetro de ordem.

A entropia de Gibbs em unidades da constante de Boltzmann kB é definida

para distribuição Eq. (4.64), e resulta em

S = −
∫
ρeq(θ) ln ρeq(θ)dθ = lnN − νN−1

∫ 2π

0

[
λ(z, θ)

]ν
ln[λ(z, θ)

]
dθ , (4.69)

sendo a função λ(z, θ) expressa como

λ(z, θ) = z + sgn(σ)
√
z2 − 1 cos(ψ − θ). (4.70)

Aqui realizamos uma integração por partes bem como utilizamos a condição de

normalização N−1
∫ 2π

0
ρ(θ)dθ = 1. O método de integração do último termo da

Eq. (4.69) consiste em reescrevê-lo usando q = λν+ϕ, onde ϕ é um parâmetro

auxiliar. Considerando que λ não é uma função de ϕ podemos escrever diretamente

limϕ→0
∂q
∂ϕ

= λν lnλ, tal que∫ 2π

0

[
λ(z, θ)

]ν
ln[λ(z, θ)

]
dθ = lim

ϕ→0

∂

∂ϕ

∫ 2π

0

[λ(z, θ)
]ν+ϕ

dθ = 2π lim
ϕ→0

∂

∂ϕ
P 0
ν+ϕ(z) .

Então, assumindo limϕ→0
∂
∂ϕ
P 0
ν+ϕ(z) =

[
∂
∂ϕ
P 0
ϕ(z)

]
ϕ=ν

(veja Cohl [50]), isto resulta

em uma equação geral para entropia

S =
(

1− ν ∂
∂ν

)
ln
[
2πP 0

ν (z)
]
. (4.71)

Esta é uma equação muito abrangente da entropia que é função das variáveis ter-

modinâmicas r e T . Note que o parâmetro ν depende sobre a temperatura T via

Eq. (4.67) enquanto o argumento z é uma função do parâmetro de ordem r de

acordo com a Eq. (4.8). Ambos ν e z são funções também do acoplamento de rúıdo

σ. Assim, a entropia Eq. (4.71) engloba as propriedades termodinâmicas gerais do

sistema.

É importante destacar que a Eq. (4.71) é analiticamente bem definida e

requer o conhecimento das derivadas das funções de Legendre com respeito ao seu

grau, cuja forma geral é dada por

∂P 0
ν (z)

∂ν
= −P 0

ν (z) ln
z + 1

2
+

1

2νπi

∮
C(+)

dζ
(ζ2 − 1)ν

(ζ − z)ν+1
ln
ζ + 1

2
,
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Figura 4.5: Entropia como uma função da temperatura T para valores de σ. Note

que todas as curvas de entropia alcançam o valor máximo em ln(2π), o qual é o estado

completamente incoerente. Todas as curvas de entropia vão para S = −∞ quando

T = 0, que é o estado completamente sincronizado.

onde C+ é um domı́nio definido em [51].

Na Fig. (4.5) mostramos o comportamento da entropia, Eq. (4.71), como

uma função da temperatura T . É posśıvel observar que na temperatura efetiva

cŕıtica Teffc = (σ/2 + 1)T = 1 todas as curvas de entropia alcançam um valor

máximo constante. Quando a temperatura vai para zero, as curvas de entropia

divergem para menos infinito. Vamos analisar estes limites f́ısicos da Eq. (4.71)

obtendo os valores exatos. Primeiro, consideramos o limite da temperatura igual a

Teffc onde o parâmetro de ordem r = 0 e, por sua vez, z = (1−σ2r2)−1/2 = 1. Neste

limite a função associada de Legendre P 0
ν (1) = 1 e a entropia se torna

Smax = ln (2π) , (4.72)

o qual corresponde ao valor da entropia para o estado completamente incoerente.

Agora, consideramos o limite de T → 0. Neste limite, ν = (2/Tσ−1)→∞

e podemos utilizar a forma assintótica da função de Legendre devido a Olver [52], a
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qual redefinimos em termos do parâmetro z como

P 0
ν (z) ≈

(cosh−1(z)√
z2 − 1

)1/2
I0(ν cosh−1(z)) quando ν →∞ , (4.73)

onde In(κ) é a função modificada de Bessel de primeira espécie de ordem n definida

anteriormente pela Eq. (3.7). Neste limite, a entropia é dada por

S =
1

2
ln

(
4π2 cosh−1(z)√

z2 − 1

)
+ ln[I0(ε)]− ε

I1(ε)

I0(ε)
, (4.74)

e os parâmetros são expressos agora como

ε ≡ ν cosh−1(z), z = (1− σ2r′
2
)−1/2 e r′ = lim

ν→∞
r =

I1(ε)

I0(ε)
. (4.75)

Quando T → 0 temos ε → ∞ e, por sua vez, a função modificada de Bessel toma

a forma assintótica In(ε) ∼ eε/
√

2πε [52]. Assim tomando T = 0 na Eq. (4.74)

obtemos

S(T = 0) = lim
ε→∞

S = lim
ε→∞

1

2
ln

(
2π cosh−1(z)

ε
√
z2 − 1

)
→ −∞ . (4.76)

Neste limite a entropia assume o mesmo comportamento da entropia de um

gás ideal em T = 0. Assumimos também que para T = 0 as fases de todos os

osciladores tem o mesmo valor e consequentemente a densidade de fase do sistema é

equivalente a uma função delta de Dirac. Assim, este resultado é esperado uma vez

que o sistema de osciladores tratado aqui é descrito em um espaço de fase clássico.

Note que a condição de acoplamento de rúıdo fraco σ ≈ 0 também implica

ν →∞ e podemos utilizar a expressão da entropia Eq. (4.74) para encontrar, como

caso particular, a entropia do modelo com rúıdo aditivo, fazendo σ = 0. Assim,

considerando que

cosh−1(z)/
√
z2 − 1 ≈ 1 quando σ → 0, (4.77)

e tomando o limite σ → 0 na Eq. (4.74) obtemos a entropia para o modelo de

Kuramoto com rúıdo aditivo (KRA), que resulta em

S = ln [2πI0(k)]− kI1(k)

I0(k)
, (4.78)



4.3. Abordagem termodinâmica 65

com

k = lim
σ→0

ε =
2r0
T

e r0 = lim
σ→0

r′ =
I1(k)

I0(k)
. (4.79)

A Eq. (4.78) é equivalente a Eq. (3.46) obtida no caṕıtulo anterior.

4.3.3 Energia interna

A expressão para energia interna do modelo de KRM pode ser obtida, como

fizemos anteriormente, a partir da energia livre de Helmoholtz F = U − TS. Utili-

zando a função de partição Eq. (4.65), temos

F = −T lnZ = −T ln[2πP 0
ν (z)], (4.80)

assim, conhecendo a expressão para entropia Eq. (4.71), podemos escrever a energia

interna do modelo de KRM como

U = −Tν ∂
∂ν

ln[2πP 0
ν (z)]. (4.81)

É interessante observar que para σ ≈ 0, ou seja, ν → ∞, a função associada de

Legendre P 0
ν (z) toma a forma assintótica definida na Eq. (4.73) e as expressões da

energia livre e energia interna do modelo de KRM se tornam

F = −T ln

[
2π
(cosh−1(z)√

z2 − 1

)1/2
I0(ε)

]
, e U = −TεI1(ε)

I0(ε)
, (4.82)

respectivamente, com parâmetros ε e z definidos na Eq. (4.75). Tomando σ = 0

encontramos

F = −T ln[2πI0(k)] = −T ln[2πI0(2r0/T )], (4.83)

e

U = −TkI1(k)

I0(k)
= −2r20, (4.84)

com parâmetros k e r0 definidos na Eq. (4.79). As Eqs. (4.83) e (4.84) são exatamente

a energia livre Eq. (3.51) e energia interna Eq. (3.52) do modelo de KRA, como

esperado.
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4.3.4 Calor espećıfico

Uma vez que conhecemos a entropia, podemos agora obter o calor espećıfico

do sistema de osciladores mantendo o acoplamento de rúıdo σ constante. Isto requer

determinar Cσ = T (∂S/∂T )σ tomando as seguintes considerações: a entropia S,

veja a Eq. (4.71), é explicitamente uma função S → S(ν, z) sendo ν e z funções da

temperatura T . Assim

∂S

∂T
=

(
∂S

∂ν

)
z

∂ν

∂T
+

(
∂S

∂z

)
ν

∂z

∂T

=

[(
∂S

∂ν

)
z

+
1[

1−
(
∂J
∂z

)
ν

] (∂J
∂ν

)
z

(
∂S

∂z

)
ν

]
∂ν

∂T
. (4.85)

Aqui eliminamos a derivada ∂z/∂T considerando que o parâmetro z = (1−σ2r2)−1/2

é uma função direta de r, e utilizando a Eq. (4.12) obtemos

z = cosh

[
tanh−1

(
sgn (σ)

1 + ν

P 1
ν (z)

P 0
ν (z)

)]
, (4.86)

sendo o funcional z 7→ J(ν, z) uma função altamente transcendental [53]. Isto nos

permite escrever a derivada

∂z

∂T
=

(
∂J

∂ν

)
z

∂ν

∂T
+

(
∂J

∂z

)
ν

∂z

∂T
, (4.87)

a qual pode ser expressa na forma

∂z

∂T
=

1[
1−

(
∂J
∂z

)
ν

] (∂J
∂ν

)
z

∂ν

∂T
. (4.88)

Segue que as derivadas da Eq. (4.85) foram computadas utilizando as Eqs. (4.66),

(4.71), e (4.86), resultando em(
∂S

∂ν

)
z

=
sgn(σ)√
z2 − 1

[
r − ν(ν + 1)

∂r

∂ν

]
, (4.89)

(
∂S

∂z

)
ν

= −ν ∂
2

∂ν2
ln
[
2πP 0

ν (z)
]
, (4.90)
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(
∂J

∂z

)
ν

= −zσQ1
0(rσ) sinh

[
Q0

0(rσ)
] ∂r
∂z

= −ς(z)
∂r

∂z
, (4.91)

(
∂J

∂ν

)
z

= −zσQ1
0(rσ) sinh

[
Q0

0(rσ)
] ∂r
∂ν

= −ς(z)
∂r

∂ν
. (4.92)

onde Q0
0(x) e Q1

0(x) são as funções associadas de Legendre de segunda espécie [53] e

ς(z) = zσQ1
0(rσ) sinh [Q0

0(rσ)]. Levando em conta todas as derivadas acima, pode-

mos obter a equação para o calor espećıfico

Cσ = ϑ(z, ν)

[
r
∂r

∂ν
− ν(ν + 1)

(
∂r

∂ν

)2
]

+ ν(ν + 1)
∂2

∂ν2
ln
[
2πP 0

ν (z)
]
, (4.93)

com

ϑ(z, ν) =
sgn(σ)ν(ν + 1)ς(z)√
z2 − 1

(
1 + ς(z)∂r

∂z

) . (4.94)

Note que esta é uma expressão altamente transcendental envolvendo os parâmetros

r, ν e z. Na Eq. (4.93) as derivadas parciais ∂r/∂ν e ∂r/∂z são bem definidas

analiticamente.

Na Fig. (4.6) mostramos o calor espećıfico Eq. (4.93) como uma função

da temperatura T para três valores de σ. Vemos que todas as curvas partem de

Cσ(T = 0) = 1
2

e então o calor espećıfico cresce continuamente até alcançar um

valor máximo na temperatura efetiva cŕıtica Teffc = (σ/2 + 1)T = 1. O aumento na

entropia devido ao fluxo de calor para o sistema implica na redução da sincronização,

o que sempre resulta em Cσ(T > 0) > Cσ(0). A estabilidade termodinâmica é

imediatamente satisfeita uma vez que Cσ > 0 para todo σ. Como esperado, note

que para T > Teffc o sistema alcança um estado totalmente desincronizado e o calor

espećıfico se reduz a zero.

Podemos encontrar o valor exato do calor espećıfico Cσ para T = 0. Pri-

meiro obtemos Cσ para T → 0 considerando a expressão assintótica da entropia

obtida da Eq. (4.74)

Cσ =
σε

2

[
2ε

σz2
− 1

cosh−1(z)
+

z√
z2 − 1

]
Φ(ε)

1− νσΦ(ε)
, (4.95)
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Figura 4.6: O calor espećıfico Cσ(T ) como uma função da temperatura T para

valores de σ. Todas as curvas partem de Cσ = 1
2 para T = 0 e crescem até alcançar

um valor máximo em Teffc = 1. Para T > Teffc, Cσ = 0 como esperado.

onde temos definido

Φ(ε) =
1

σ

∂

∂ε
cosh−1(z(ε)). (4.96)

O calor espećıfico para T = 0 requer as considerações

ε→∞, r′ ≈ 1− 1

2ε
, e Φ(ε) ≈ 1

(1− σ2)

1

2ε2
, (4.97)

onde da Eq. (4.95) obtemos

lim
ε→∞

σε

2

[ 2ε

σz2
− 1

cosh−1(z)
+

z√
z2 − 1

]
Φ(ε) =

1

2
(4.98)

lim
ε→∞

νσΦ(ε) = 0. (4.99)

Assim, todas as curvas de calor espećıfico convergem para

Cσ(T = 0) =
1

2
. (4.100)

Isto é precisamente o que obtemos para as curvas numéricas. Note que este resultado

é equivalente ao valor do calor espećıfico em volume constante Cv de um gás ideal

clássico.
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Como foi discutido na expressão para entropia assintótica, a Eq. (4.95) é

válida também para um acoplamento de rúıdo fraco (σ ≈ 0). Em particular para

σ = 0, a Eq. (4.95) se torna

Cσ=0 =
k2Φ(k)

1− 2
T

Φ(k)
. (4.101)

Aqui,

Φ(k) = lim
σ→0

Φ(ε) =
∂r0
∂k

, (4.102)

sendo k e r0 definidos em (4.79). Chamamos atenção para o fato de que a Eq. (4.101)

é equivalente a Eq. (3.58) para o calor espećıfico do modelo sem acoplamento de rúıdo

σ, i.e., do modelo de Kuramoto com rúıdo aditivo (KRA).

4.4 Efeitos de campo

4.4.1 Campo de sincronização

Agora, conhecendo os efeitos do rúıdo multiplicativo e a influência do aco-

plamento de rúıdo σ no estado de sincronização do sistema, estamos aptos a com-

preender o campo de sincronização Hs agindo sobre o sistema, como função deste

parâmetro. Para tanto, vamos fazer analogias de Hs com o campo efetivo Heff

definido na teoria de campo médio para sistemas magnéticos [54].

A energia livre de Helmholtz F = F (T, r), obtida por meio de uma trans-

formada de Legendre da energia interna U = U(S, r), pode ser escrita, em sua forma

diferencial, como

dF = −SdT −Hsdr, (4.103)

onde para isso, utilizamos a Eq. (4.68). Essa expressão nos permite obter a entropia

S e o campo de sincronização Hs por meio da energia livre.

Antes de prosseguir com o campo de sincronização, é instrutivo demonstrar

a coerência da nossa expressão para energia livre Eq. (4.80) recuperando a expressão

da entropia de uma forma alternativa. Da Eq. (4.103), temos

S = −
(
∂F

∂T

)
r

= ln[2πP 0
ν (z)] + T

∂

∂T
ln[2πP 0

ν (z)]. (4.104)
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Essa expressão pode ser definida em termos do parâmetro ν. Para isso, vamos fazer

uma transformação na derivada ∂/∂T = ∂ν/∂T (∂/∂ν), e, usando a equação (4.67),

temos ∂ν/∂T = −(ν + 1)/T , de modo que podemos escrever a entropia como

S = ln[2πP 0
ν (z)] + (−ν − 1)

∂

∂ν
ln[2πP 0

ν (z)]. (4.105)

Então, realizando uma mudança de variáveis ν ′ = −ν − 1, a derivada com respeito

a ν transforma como ∂/∂ν = ∂ν ′/∂ν (∂/∂ν ′) = −∂/∂ν ′, o que resulta em

S = ln[2πP 0
−ν′−1(z)]− ν ′ ∂

∂ν ′
ln[2πP 0

−ν′−1(z)]. (4.106)

Utilizando a propriedade das funções de Legendre P±m−ν−1(z) = P±mν (z) e trocando

ν ′ → ν encontramos a expressão da entropia

S =

(
1− ν ∂

∂ν

)
ln[2πP 0

ν (z)] . (4.107)

que é a mesma da Eq. (4.71), como queriamos demonstrar.

Retomando o objetivo inicial, vamos estabelecer o campo de sincronização

Hs que age sobre o sistema de osciladores, partindo da relação termodinâmica

Eq. (4.103) como

Hs = −
(
∂F

∂r

)
T

, (4.108)

na qual a energia livre F é dada pela Eq. (4.80). Na Eq. (4.108) um aumento no

parâmetro de ordem r resulta em um decréscimo na energia livre F , de modo que

∂F/∂r < 0, nessas condições Hs > 0. Isto tem analogia com o comportamento da

pressão, na termodinâmica de sistemas fluidos P = − (∂F/∂V )T , na qual o volume V

é análogo ao parâmetro de ordem r. Aqui, chamamos atenção para a complexidade

deste sistema de osciladores, onde para baixas temperaturas T → 0, a entropia

se comporta como S(T ) → ln(T ) → −∞ e o calor espećıfico Cσ → 1/2, o que é

mais similar ao comportamento de um gás ideal clássico do que o de um sistema

magnético. Para altas temperaturas, o sistema apresenta uma fase sincronizada e

uma fase parasincronizada, admitindo uma analogia direta com o magnetismo.
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A analogia com a teoria de campo médio para o magnetismo é melhor com-

preendida quando analisamos o campo Hs como constitúıdo de duas partes, sendo

uma delas função de um campo externo agindo sobre o sistema, como resultado do

rúıdo multiplicativo, isso ficará claro posteriormente. Primeiro, precisamos determi-

nar a expressão completa para Hs, assim, sabendo que z = (1−σ2r2)−1/2, a derivada

parcial com respeito a r transforma-se da forma ∂/∂r = z3σ2r (∂/∂z). Utilizando a

Eq. (4.108), obtemos a expressão para o campo de sincronização

Hs = Tz3σ2r
∂

∂z
ln[2πP 0

ν (z)] , (4.109)

a qual pode ser expressa de uma forma simples

Hs =
T (1 + ν)z3σ2r2 sgn(σ)√

z2 − 1
, (4.110)

por meio da Eq. (4.66) e utilizando a relação P 1
ν (z) = (z2 − 1)1/2dP 0

ν (z)/dz.

Agora, para compreender melhor os efeitos do campo de sincronização sobre

o sistema, vamos decompor Hs na forma

Hs = H0 +Hσ , (4.111)

onde definimos o campo interno H0

H0 = Hs (σ = 0, r, T ) , (4.112)

o qual corresponde a parte que não depende explicitamente de σ. Portanto, podemos

obter a expressão de H0 tomando o limite σ → 0 na Eq. (4.110), que resulta em

H0 = lim
σ→0

Hs = 2r = 2
I1(2r/T )

I0(2r/T )
. (4.113)

Note que o campo interno H0 leva em conta somente os efeitos do rúıdo aditivo

sobre o sistema.

O campo externo Hσ é definido como

Hσ = Hs(σ, r, T )−H0 , (4.114)
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o qual é diretamente relacionado aos efeitos do rúıdo multiplicativo que atua no

sistema de osciladores. Ele corresponde a parte do campo Hs que depende explici-

tamente de σ.

Aqui enfatizamos a diferença particular da teoria de campo médio convenci-

onal para o magnetismo [54] e a decomposição do campo de sincronização Hs como

estabelecido na Eq. (4.111). Na teoria de campo médio, é definido um campo efetivo

como Heff = c0m + H, onde c0 é uma constante, m é a magnetização e H é um

campo externo que não depende de parâmetros internos. Nesta tese, definimos um

campo de sincronização Hs que tem um papel de um campo efetivo, o qual pode ser

analisado como sendo a soma de um campo interno H0 = 2r, como pode ser visto na

Eq. (4.113), com um campo externo Hσ, definido pela Eq. (4.114). No nosso caso,

o campo externo Hσ é longe de ser uma constante, ele é uma função que depende

intrinsecamente sobre r, T , e σ. No entanto, em muitos aspectos Hσ é similar ao

campo externo H no sentido de que age diretamente sobre o estado do sistema, por

meio do rúıdo multiplicativo, podendo tanto reduzir quanto ampliar o estado de

sincronização.
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Figura 4.7: O parâmetro de ordem r como uma função do campo externo Hσ para

três isotermas T . Todas as curvas saturam em r = 1, análogo a um sistema magnético.

A curva T = 1 separa a fase sincronizada T ≤ 1 da fase parasincronizada T > 1.
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4.4.2 Campo externo e susceptibilidade

Agora é posśıvel definir uma susceptibilidade isotérmica χ estritamente em

termos do campo externo Hσ como

χ−1 =

(
∂Hσ

∂r

)
T

, (4.115)

através da qual podemos compreender melhor a resposta do sistema de osciladores

devido ao campo externo aplicado.

Na Fig. (4.7) mostramos as isotermas do parâmetro de ordem r como uma

função do campo externo Hσ. Note que todas as curvas tendem a saturar em r = 1

para valores grandes de Hσ analogamente a um sistema magnético. Isto diz respeito

ao fato de que Hσ exerce o papel de um campo externo, como esperado. As variáveis

conjugadas (r,Hσ) tem um valor máximo para σ = −1, e decrescem em direção ao

ponto (0, 0) para σ = 1, i.e., Teff = 1, o ponto final das curvas. A curva isoterma

T = 1 delimita a fase sincronizada T < 1 da fase parasincronizada T ≥ 1. A fase

parasincronizada existe somente para Hσ > 0 e sua susceptibilidade é sempre finita

e positiva, exceto para T = 1 onde ela diverge com Hσ → 0, como esperado, veja o

Cap. (5) onde o comportamento cŕıtico será analisado em detalhes.

Na fase sincronizada, para T = 0.7, quando σ aumenta, Hσ decresce, e r

decresce alcançando um valor não nulo no primeiro zero de Hσ(r) = 0 o qual cor-

responde a uma sincronização espontânea, i.e., sincronização em um campo externo

nulo. Isto é muito similar ao que acontece para o comportamento da magnetização.

À medida que σ continua aumentar, r decresce e Teff aumenta em direção Teff = 1,

para o qual r = Hσ = 0.

A fase sincronizada, para Hσ ≤ 0, exibe um comportamento anômalo, uma

vez que permite uma região com χ < 0 e uma divergência de χ. Isto acontece

devido a dois fatos: primeiro, no modelo de Kuramoto r é definido como o módulo

de um número complexo que é sempre positivo. Isto difere de sistemas magnéticos

onde a magnetização m se torna negativa para campos externos reversos H0 < 0.

Segundo, Hσ é uma função de r e σ com dois zeros. Entre estes dois zeros temos um
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mı́nimo tal que ∂Hσ/∂r = 0 com χ =∞. Uma situação similar ocorre para ĺıquidos

complexos tal como a água, onde a densidade decresce com a temperatura na região

0◦C ≤ T ≤ 4◦C.
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Figura 4.8: Inverso da susceptibilidade χ−1 como uma função do campo externo Hσ

para isotermas fixas T . As curvas T = 1.3 e T = 1 correspondem a fase parasincro-

nizada. A curva T = 0.7 corresponde a fase sincronizada. Note que a temperatura

cŕıtica T = 1 e o campo nulo Hσ → 0, χ diverge em acordo com a Eq. (5.18), como

esperado.

Para um ĺıquido, considere a identidade matemática(
∂p

∂V

)
T

(
∂T

∂p

)
V

(
∂V

∂T

)
p

= −1 , (4.116)

onde p é a pressão e V o volume. Uma vez que a compressibilidade isotérmica

definida como

κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T

, (4.117)

é sempre positiva, κT > 0, então, na região cŕıtica(
∂T

∂p

)
V

< 0 implica que

(
∂V

∂T

)
p

< 0 , (4.118)

satisfazendo a Eq. (4.116). Assim, o volume diminui com o aumento da tempe-

ratura, na região entre 00C e 4oC, o que constitui, de modo simples, na anomalia
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de densidade da água. Matematicamente isto é facilmente compreendido porque

a pressão p(V, T ) não é uma função linear de V , consequentemente ela tem um

extremo com derivadas nulas. O mecanismo f́ısico é mais complicado, mas é bem

estudado na literatura [55, 56].

Para nosso sistema, consideramos uma identidade similar(
∂Hσ

∂r

)
T

(
∂T

∂Hσ

)
r

(
∂r

∂T

)
Hσ

= −1 . (4.119)

Uma vez que
(

∂T
∂Hσ

)
r

é sempre positiva, a susceptibilidade negativa χ =
(

∂r
∂Hσ

)
T
< 0,

na região anômala, implica
(
∂r
∂T

)
Hσ

> 0. Assim, nessa região, o parâmetro de ordem

se comporta de maneira não convencional, aumentando com a temperatura. Isto é

muito similar a anomalia na água.

Na Fig. (4.8) mostramos o inverso da susceptibilidade χ−1 como uma função

do campo Hσ. As temperaturas são T = 1.3 e T = 1 para a fase parasincronizada,

e T = 0.7 para a fase sincronizada. Quando Hσ → 0 a susceptibilidade χ tende

a valores finitos, exceto para a curva T = 1 quando ela diverge, como esperado.

Iremos abordar essa divergência entre outras propriedades do sistema na região de

transição fase no caṕıtulo seguinte.



Caṕıtulo 5

Criticalidade de osciladores de fase com

rúıdo multiplicativo

Neste caṕıtulo estudaremos o comportamento cŕıtico das quantidades ter-

modinâmicas previamente estabelecidas, bem como, obteremos os expoentes cŕıticos

de campo médio envolvidos. Ao final do caṕıtulo obteremos uma relação de flu-

tuação-dissipação para o modelo que relaciona a flutuação do parâmetro de ordem

na região de transição com a susceptibilidade do sistema ao campo externo.

5.1 Expoentes cŕıticos

Começamos o estudo pela análise da expressão da entropia próxima a tem-

peratura cŕıtica Tc, que é obtida tomando os primeiros dois termos da função asso-

ciada de Legendre expandida para r ≈ 0 (equivalentemente z ≈ 1), que resulta em

P 0
ν (z) ' 1 + ν(ν + 1)(z − 1)/2. Segue da Eq. (4.71) que a entropia nesse limite é

dada por

Sc = Smax −
ν2σ2

4
r2 . (5.1)

Agora precisamos determinar as expressões para os campos H0 e Hσ próximos da

regiao cŕıtica, onde a temperatura efetiva e o parâmetro de ordem são Teff ≈ 1 e

76
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r ≈ 0 respectivamente. Assim, expandindo Hs na Eq. (4.110) encontramos

Hs =

(
1

2
Tν2σ2 +

1

2
Tνσ2

)
r . (5.2)

Sabendo que ν = 2/Tσ − 1, podemos escrever

Hs =
2r

T
− σr = H0 +Hσ . (5.3)

Note que H0 = Hs(σ = 0) = 2r/T corresponde exatamente a parte do campo

de sincronização que não depende explicitamente do valor de σ de acordo com a

definição Eq. (4.112). Por outro lado, o campo

Hσ = −σr , (5.4)

existe somente para σ 6= 0 e tem o papel de um campo externo atuando sobre o

sistema. O sinal negativo em Hσ mostra que a sincronização aumenta quando −σ

cresce, como discutido no final do caṕıtulo anterior.

Para obter os expoentes cŕıticos, primeiro tomamos os dois primeiros termos

da expansão do parâmetro de ordem r na Eq. (4.66) para z ≈ 1 (ou r ≈ 0), dados

por

r =

√
2 sgn(σ)ν

2
(z − 1)1/2 −

√
2 sgn(σ)(ν2 + ν + 1)ν

8
(z − 1)3/2 . (5.5)

Tomamos também a expansão de z = (1− r2σ2)−1/2 para r ≈ 0, que produz

z = 1 +
r2σ2

2
+

3r4σ4

8
. (5.6)

Agora, introduzindo a Eq. (5.6) na Eq. (5.5) e considerando (1 + 3
4
r2σ2)1/2 ' 1 +

3
8
r2σ2, obtemos a expressão

r2
[νσ3

16

(
2− ν2 − ν

)]
= 1− νσ

2
= 1− 1

T
+
σ

2
, (5.7)

onde utilizamos ν = 2/Tσ − 1 para encontrar o lado direito desta equação.

Agora, sabendo que Hσ = −σr, podemos escrever

r2Λ = 1− 1

T
+
σ

2
= 1− 1

T
− Hσ

2r
, (5.8)
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com o parâmetro Λ dado por

Λ =
νσ3

16

(
2− ν2 − ν

)
=
H3
σ

8r3
+

H2
σ

8r2T
− Hσ

2rT 2
− 1

2T 3
. (5.9)

Na região de transição assumimos um pequeno desvio da temperatura cŕıtica, para

o qual usualmente é definido

τ = Tc − T = 1− T. (5.10)

Agora observe que para T → Tc = 1 e campo nulo Hσ = 0 temos Λ = −1
2
. Então a

Eq. (5.8) para Hσ = 0 e τ → 0 resulta no parâmetro de ordem

r = lim
τ→0

[
Λ−1

(
1− 1

T

)]1/2
∝ (Tc − T )1/2 ∝ τβ, (5.11)

o qual estabelece o expoente cŕıtico β = 1
2

para o modelo. Isto foi obtido também

em outros contextos diferentes para o modelo de Kuramoto [57, 58]. Assim, para

apresentar uma descrição mais completa da transição de fase, iremos obter nesta

tese os outros expoentes cŕıticos importantes que não são atualmente apresentados

na literatura.

Diante disso, utilizando a Eq. (5.4) podemos expressar também a entropia

Eq. (5.1) como uma função de Hσ na forma

Sc = Smax −
r2

T 2
− Hσ

T
r − H2

σ

4
. (5.12)

O calor espećıfico em campo constante Hσ é então dado por

CHσ = T

[
∂Sc
∂T

]
Hσ

=
2r2

T 2
− 2r

T

dr

dT
+Hσ

( r
T
− dr

dT

)
. (5.13)

Considerando agora a Eq. (5.13) para o campo nulo Hσ = 0, τ → 0, e r ∝ τ 1/2,

obtemos

CHσ=0 ∝ τα, (5.14)

onde em CHσ permanece somente o termo (2r/T )dr/dT o qual se torna uma cons-

tante que produz o expoente cŕıtico α = 0. Além disso, observamos que ao longo da

isoterma T = Tc = 1 a Eq. (5.8) resulta em

r3Λ = −1

2
Hσ , (5.15)
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tal que para τ = 0 e Hσ → 0 obtemos a relação entre r e Hσ como

r = − lim
Hσ→0

1

(2Λ)1/3
H1/3
σ ∝ H1/δ

σ , (5.16)

que fornece o expoente cŕıtico δ = 3 para o sistema.

Partindo da definição do inverso da susceptibilidade χ−1 e tomando a Eq. (5.15)

para o campo nulo Hσ = 0, Λ = −1/2, e τ → 0, resulta em

χ−1 =

[
∂Hσ

∂r

]
Hσ=0

= − lim
τ→0

6Λr2 ∝ τ , (5.17)

onde usamos r ∝ τ 1/2. Isto mostra claramente que a susceptibilidade é divergente

χ ∝ τ−γ, (5.18)

com o expoente cŕıtico γ = 1, como esperado.

Estes resultados concluem o estudo dos quatro principais expoentes cŕıticos

do sistema. É importante notar que os expoentes cŕıticos β = 1
2
, α = 0, δ = 3, e

γ = 1 são expoentes de campo médio e satisfazem respectivamente as leis de escala

de Rushbrooke e Widom.

α + 2β + γ = 2 e γ = β(δ − 1) . (5.19)

Neste sentido, nós temos então realizado um estudo abrangente da termodinâmica

e transição de fase do estado de sincronização fornecendo seus expoentes cŕıticos.

5.2 Relação de flutuação-dissipação

Finalmente, é de interesse examinar a relação entre a flutuação do parâmetro

de ordem 〈r2〉 e sua função de resposta na vizinhança da transição de fase para o

qual r ≈ 0. A probabilidade de flutuação w(r) do parâmetro de ordem pode ser

obtida como [59]

w(r) ∝ exp (∆S) , (5.20)

onde ∆S é a mudança na entropia na flutuação que pode ser expressa como ∆S =

−Wmin/T [60]. Aqui, Wmin é o trabalho externo mı́nimo que deve ser realizado
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sobre o sistema para produzir esta flutuação reversivelmente. Na região cŕıtica,

o trabalho externo mı́nimo é diretamente relacionado ao campo externo Hσ, Eq.

(5.4), de acordo com Wmin =
∫ r
0
Hσdr = −σr2/2. Por outro lado, da definição de

susceptibilidade, temos χ−1 = [∂Hσ/∂r]T = −σ, que permite reescrever a Eq. (5.20)

na forma

w(r) ∝ exp

(
− r2

2χT

)
, (5.21)

a qual é uma distribuição Gaussiana cuja flutuação quadrática média 〈r2〉 toma a

forma 〈
r2
〉

= Tcχ . (5.22)

Esta é a relação de flutuação-dissipação para o sistema de osciladores, relacionando

sua resposta linear χ, devido a ação do campo externo Hσ, com as flutuações do

parâmetro de ordem em torno da região de equiĺıbrio 〈r〉 = 0. De acordo com a

Eq. (5.17), a flutuação quadrática média do parâmetro de ordem aumenta com 1/τ

quando T → Tc. Necessariamente, uma relação similar é conhecida em sistemas

magnéticos para flutuação na magnetização [61].
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Conclusão

Nesta tese apresentamos a termodinâmica dos estados de sincronização para

o modelo de Kuramoto generalizado com rúıdo multiplicativo. Mostramos que o

rúıdo multiplicativo tem o efeito de um campo que media a interação entre o banho

térmico e as fases do sistema de osciladores. Tal interação pode ser controlada pelo

parâmetro de acoplamento de rúıdo σ levando o sistema a amplificar ou reduzir seu

estado de sincronização. Obtemos as expressões anaĺıticas para a distribuição de

equiĺıbrio e o parâmetro de ordem e isto nos permitiu derivar a entropia do sistema

de osciladores estabelecendo a relação direta entre duas grandezas que quantificam

o estado de ordem-desordem do sistema. Com base nos esfeitos do rúıdo multi-

plicativo, estabelecemos a primeira lei da termodinâmica para o sitema definindo

uma nova grandeza, a qual denominamos de campo de sincronização. Utilizando

a entropia e a definição de campo pudemos obter o calor espećıfico e a suscepti-

bilidade do sistema respectivamente, sendo que essas grandezas ainda não tinham

sido exploradas dentro do contexto do modelo de Kuramoto. Verificamos que para

baixas temperaturas o sistema de osciladores se comporta semelhantemente a um

gás ideal e que o estado sincronizado exibe um comportamento anômalo, análogo

ao de ĺıquidos complexos como a água, para o qual notamos uma divergência não

trivial da susceptibilidade.

Conseguimos obter o conjunto dos quadro expoentes cŕıticos de campo
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médio α = 0, β = 1/2, γ = 1 e δ = 3 para o sistema de osciladores acoplados

com rúıdo multiplicativo. Esses expoentes satsfazem as leis de escala de Rushbro-

oke e Widom. É importante destacar que é a primeira vez que esses quatro expoentes

foram obtidos para um sistema de osciladores de fase, permitindo assim, além de

uma extensão da análise termodinâmica de tais sistemas, uma melhor compreensão

do comportamento cŕıtico que leva a transição para o estado sincronizado.

O modelo de Kuramoto generalizado com rúıdo multiplicativo proposto

nesta tese exibe um comportamento rico englobando caracteŕısticas de sistemas

magnéticos, gases ideais e anomalias de ĺıquidos complexos. A modelagem de sis-

temas neuronais, onde a teoria de osciladores de fase tem um reconhecido papel

de importância [62, 63], pode ser um rico campo de aplicação para esse modelo.

Dentro deste campo destacamos a modelagem de avalanches neuronais, baseadas

no modelo de Ising, onde quantidades termodinâmicas tais como susceptibilidade e

calor espećıfico são utilizadas para estudar a criticalidade destes sistemas [64, 65, 66].
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2.3.3
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