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Resumo

Nesta tese exploramos a termodinamica e criticalidade de um sistema de os-
ciladores de fase sob acao de ruidos aditivos e multiplicativos. O ruido multiplicativo
é controlado por um acoplamento de ruido que pode amplificar ou reduzir o estado
de sincronizacao do sistema. Isto nos permite caracterizar fases distintas no sistema
que designamos como fase sincronizada e fase parasincronizada, em analogia com
o magnetismo. Neste formalismo, a densidade de fase estaciondaria, parametro de
ordem, energia livre, entropia, energia interna, calor especifico e susceptibilidade do
modelo sao determinadas, no equilibrio termodinamico, precisamente. Baseando-se
no conceito de campo de sincronizacao, formulamos a susceptibilidade e a relagao
de flutuacao-dissipacao para o sistema. A fase sincronizada apresenta uma regiao de
anomalia interessante com susceptibilidade negativa, muito similar ao que acontece
em liquidos complexos. Além disso, o comportamento critico do sistema é investi-
gado sistematicamente e os quatro expoentes criticos principais, que estao de acordo

com as leis de escala de Rushbrooke e Widom, sao obtidos pela primeira vez.



Abstract

In this thesis we explore the thermodynamics and criticality of a phase
oscillator system induced by additive and multiplicative noise. The multiplicative
noise is controlled by a noise coupling which may amplify or reduce the synchro-
nization state of the system. This allows us to characterize distinct phases in the
system that we have denoted here synchronized and parasynchronized phases, in
analogy with magnetism. In this framework the stationary phase-density, order
parameter, free energy, entropy functional, internal energy, specific heat and sus-
ceptibility of the model are determined precisely in thermodynamics equilibrium.
Based on the concept of a synchronization field, we formulate the susceptibility and
the fluctuation-dissipation relation of the system. The synchronized phase presents
a curious anomalous region with negative susceptibility very similar to complex li-
quids. Moreover the system’s critical behaviour is systematically investigated and
the four main critical exponents which are in agreement with the scaling laws of

Rushbrooke and Widom are obtained firsthand.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 A descoberta de Huygens

O primeiro relato do fenomeno de sincronizacao é atribuido ao cientista ho-
landés Christiaan Huygens, registrado em uma carta enviada ao seu pai no dia 26
de fevereiro de 1665 [1]. Mais conhecido por seus estudos em ética, Huygens foi
responsavel também por uma melhoria consideravel nas medigoes de tempo, com
a invencao e aperfeicoamento dos relégios de péndulo. Certa vez em que estava
enfermo, deitado na cama, Huygens passou a observar dois relégios que tinha cons-
truido recentemente e que compartilhavam de um mesmo suporte. Observando os
péndulos dos relégios por um certo tempo, Huygens percebeu que eles sincronizavam
em oposicao de fases, independentemente das diferencas de angulos que os péndulos
eram postos a oscilar inicialmente. Intrigado com isso, ele passou varios dias pertur-
bando deliberadamente os movimentos dos péndulos constatando sempre, que apds
um certo tempo eles readiquiriam sincronia, em oposicao de fase. Huygens descreveu
o fendmeno em sua carta como uma “simpatia entre dois reldgios”, afirmando que
a causa da sincronizacao era devida a transmissao de movimento entre os péndulos

por meio do suporte em comum [2].



1.2. Sincronizacao na natureza 2

FiguraA 1.1: Desenho original de Christiaan Huygens ilustrando seus experimentos

com dois relégios de péndulo pendurados em um suporte em comum [1].
1.2 Sincronizacao na natureza

Desde o relato feito por Huygens em 1665 até hoje, a ocorréncia de sincro-
nizacao foi verificada em diversos fenomenos na natureza e, dentre eles, os ritmos
circadianos tém um papel de destaque devido a sua abrangéncia [3, 4]. De acordo
com a biologia, ritmos circadianos sao oscilagoes de variaveis biolégicas em intervalos
regulares de tempo, com duragao aproximada de 24 horas, o que explica a etmologia
do termo, que provém do latim circa diem e significa “cerca de um dia” [5].

Todos os organismos vivos apresentam algum tipo de variagao ritmica fi-
sioldgica que costuma estar associada com (nao originada por) uma mudanga am-
biental ritmica. Hoje em dia é conhecido, para o caso dos mamiferos, que esses
ritmos tém origem em células do sistema nervoso [6] situadas em uma 4rea cerebral
denominada nicleo suprasimpatico, localizada no hipotalamo. Esses ritmos entram
em sincronia com os ritmos externos do ambiente e sao responsaveis por adequar as
respostas fisiolégicas do organismo.

A natureza estd repleta de populacoes de “osciladores bioldgicos” que sin-
cronizam seus ritmos na realizacdo de uma determinada funcao. As batidas do
coragao, por exemplo, tem origem em uma regiao chamada nodo sinoatrial, a qual
possui um grupo de células independentes que sao responsaveis por enviarem sinais
aos ventriculos, ativando sua fun¢ao de bombeamento do sangue [7]. O marcapasso

que controla a frequéncia cardiaca nao é uma célula tnica, mas, sim, milhares de
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células que precisam disparar de forma sincrona para que o coragao funcione corre-
tamente.

O cérebro é composto de bilhoes de neuronios acoplados em uma hierarquia
de conectividade de redes complexas [8]. Os neurénios do cérebro estdo conecta-
dos, em grande parte, aos seus vizinhos mais préximos e a comunicagao entre eles é
feita por meio de trocas quimicas e elétricas nas sinapses Fig. (1.2), desencadeadas
pelos disparos de potenciais de agao, que caracterizam a atividade oscilatoria do
cérebro [9]. Pesquisas relatam que os neurdnios se agrupam em areas corticais fun-
cionais e a sincronizacao dos disparos neuronais permite a eficiéncia de comunicagao
entre essas areas [10]. Por outro lado, o excesso de atividade e sincronizagao de
redes neurais sao associadas a disfungoes cerebrais, tais como crises epilépticas [11]
e doenca de Parkinson [12].

A B
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Ficura 1.2: (A) Potencial de agao gravado intercelularmente. (B) Representacao
da sinapse, regiao entre neurénios onde ocorre as trocas de informagoes quimicas e

elétricas. [13]

No sudoeste da Asia, em lugares como a Tailandia, Malasia ou Bornéo,
os vagalumes exibem um comportamento cooperativo muito interessante [14]. Na
época de reproducao é possivel ver, durante a noite, milhares de vagalumes piscando
de forma sincrona nas arvores ribeirinhas. O fenomeno comega com cada inseto
emitindo luzes em seu préprio ritmo, um certo tempo depois, comecam a surgir
bolsoes de luzes em sincronia que se ampliam, formando uma nuvem de vagalumes

piscando em conjunto. Apenas vagalumes machos participam deste fendmeno, que
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tem por objetivo facilitar o acasalamento, pois, piscando em sincronia, conseguem

chamar mais atencao das fémeas.

1.3 Definindo sincronizagao

Nesta secao vamos delimitar a nogao de sincronizagao utilizada nesta tese.
Nao é o objetivo aqui fornecer uma definicao rigorosa pois os conceitos ficarao es-
tabelecidos no desenvolvimento matematico posterior, mas, por agora, ¢ necessario
elucidar alguns termos de uso corrente. De forma qualitativa, podemos dizer que
sincronizagao é um ajuste de ritmos de objetos oscilantes devido a sua interacao
fraca [1].

Entendemos por objetos oscilantes, elementos ativos e autossustentados, ou
seja, objetos que possuem uma fonte de energia interna que é transformada em mo-
vimento oscilatério. Quando isolados, continuam a gerar seus ritmos proprios até
consumir completamente essa fonte de energia. Matematicamente, esse tipo de os-
cilador é descrito como um sistema dinamico autonomo e tem como caracteristica
principal oscilagoes estaveis a pequenas perturbagoes, determinadas unicamente pe-
los parametros do sistema e nao sobre como ele foi acionado.

Osciladores autossustentados podem exibir ritmos de variadas formas, de
simples ondas senoidais a uma sequéncia de pulsos curtos. E comum caracterizar
o ritmo pelo nimero de ciclos de oscilacao por unidade de tempo, ou seja, pela
frequéncia de oscilagao f = 1/T que é igual ao inverso do periodo T'. No tratamento
tedrico da sincronizagao, a frequéncia angular w = 2 f = 27 /T é, geralmente,
mais conveniente. A frequéncia de oscilacdo pode ser alterada por causa de uma
acao externa sobre o oscilador ou devido a sua interagao com outro sistema. Para
evitar ambiguidades, a frequéncia de um oscilador autonomo isolado é chamada de
“frequéncia natural”.

Podem ocorrer diversas formas de interacdo ou “acoplamento” entre dois

osciladores, isso vai depender do tipo de objetos oscilantes que estao interagindo.
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Relégios de péndulo interagem por meio da troca de vibragoes em um suporte em
comum, neurdonios podem interagir por meio de trocas de informacgoes quimicas e
elétricas nas sinapses, vagalumes interagem dentro de um “campo visual” assim
como dois grilos ou cigarras podem interagir dentro de um “campo audivel”. O
requisito para que se trate de um fenomeno de sincronizacao é que o acoplamento
entre os sistemas seja fraco. A distincao da fronteira que separa uma interagao
fraca ou forte nao é simples, em termos gerais, podemos dizer que a introducao do
acoplamento nao deve mudar qualitativamente o comportamento de cada um dos
osciladores interagentes e nao deve priva-los da sua individualidade. Em particular,
se um oscilador para de oscilar, ele nao pode impedir o segundo de manter o seu
ritmo proprio.

Um ajuste de ritmos acontece quando dois osciladores ou mais, acopla-
dos, passam a oscilar com uma frequéncia em comum, em geral, diferente das suas
frequéncias individuais. Dois osciladores diferentes, com frequéncias naturais w; e
wy, acoplados, podem vir a oscilar com uma frequéncia igual, a depender dos seguin-
tes fatores: a “intensidade de acoplamento”, que descreve o quao forte (ou fraca)
a interacao se efetua, a “intensidade de ruido” que corresponde a perturbagoes ex-
ternas aleatérias, entre elas o efeito da temperatura e, por ultimo, a “desintonia de
frequéncias” Aw = w; —ws, que quantifica quao diferentes sao os osciladores desaco-

plados. O ajuste desses fatores determina a possibilidade de um sistema sincronizar.

1.4 Objetivos e panorama da tese

O estudo formal do fenomeno da sincronizacao ganhou impulso com a abor-
dagem por meio de osciladores de fase acoplados. O pioneiro nessa abordagem
foi o bidlogo tedrico Arthur T. Winfree que formulou o problema em seu artigo
de 1967 [15], considerando os elementos interagentes como osciladores de ciclo li-
mite quase idénticos e assumindo que as interagoes entre eles fossem suficientemente

fracas. Intrigado pelos resultados de Winfree, o fisico japonés Yoshiki Kuramoto
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comegou a trabalhar com sincronizacao coletiva em 1975 e, utilizando as mesmas
hipdteses do seu antecessor, estabeleceu o problema de maneira rigorosa, desenvol-
vendo uma formulac¢@o matemadtica denominada de “método de redugao de fase” [16].
A partir dessa formulagao, Kuramoto pode captar a esséncia do mecanismo de sin-
cronizacao, propondo o modelo mais simples que exibe esse fendmeno, um sistema
de osciladores de fase acoplados que ficou conhecido amplamente como “modelo de
Kuramoto”.

Apesar de uma grande quantidade de trabalhos dedicados a investigar o mo-
delo de Kuramoto e suas mais diversas variagoes, desde a sua primeira publicagao [17]
até os dias atuais, existe uma auséncia inegavel de um estudo sistematico dentro da
termodinamica do estado de sincronizacao de tais sistemas, bem como, uma andlise
ampla do seu comportamento critico. Enfatizamos aqui que a dinamica da sincro-
nizacao é um processo fora do equilibrio, no entanto, em algumas situacoes, para
tempos suficientemente longos, o estado estacionario pode ser considerado um es-
tado de equilibrio do sistema, onde a termodinamica classica pode ser aplicada. O
objetivo desta tese é apresentar a termodinamica do estado de sincronizacao de osci-
ladores de fase acoplados sob a acao de ruidos aditivos e multiplicativos e estudar seu
comportamento critico. Com esse fim, organizamos a exposi¢ao da tese da seguinte
maneira:

No Capitulo (2) apresentamos o método de reducao de fase para descrever
osciladores autosustentados de ciclo limite estdvel. E um método geral que se aplica
quando a perturbacao externa periddica ¢ fraca e cujo principal objetivo é simplificar
a descricao dinamica do sistema, capturando suas principais propriedades. No final
deste capitulo apresentamos o modelo de Kuramoto e sua generalizacao com ruido
aditivo feita por Sakaguchi.

No Capitulo (3) iniciamos as contribuigoes originais da tese apresentando a
abordagem termodinamica do modelo de Kuramoto com ruido aditivo. Para este mo-
delo, utilizando o formalismo da equacao de Fokker-Planck, obtemos a distribuigao

estacionaria e demonstramos que ela corresponde a distribuicao que caracteriza o
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equilibrio termodinamico. A partir da distribuicao de equilibrio obtemos e anali-
samos pela primeira vez as expressoes analiticas para entropia e calor especifico do
modelo.

No Capitulo (4) propomos uma generalizacao do modelo de Kuramoto com
ruido aditivo e estudamos as suas propriedades termodinamicas. O ruido multiplica-
tivo proposto é interpretado como um campo que pode tanto ampliar como reduzir
o estado de sincronizacao. Assim, extendemos ainda mais a analogia termodinamica
do modelo de Kuramoto obtendo, além da entropia e calor especifico, o campo ex-
terno atuando sobre os osciladores e a susceptibilidade do sistema. A riqueza de
comportamento do modelo proposto é evidenciada nas analogias de comportamento
com sistemas magnéticos e sistemas fluidos.

No Capitulo (5) estudamos sistematicamente o comportamento critico das
quantidades termodinamicas previamente estabelecidas, bem como obtemos os ex-
poentes criticos de campo médio envolvidos. Finalizamos o capitulo demonstrando
a relagao de flutuagao-dissipacao que relaciona a flutuacao do parametro de ordem
com a susceptibilidade do sistema.

No Capitulo (6) discutimos as conclusoes da tese e as perspectivas de

aplicacao e extensao do modelo em trabalhos futuros.



Capitulo 2

Osciladores de fase acoplados

Neste Capitulo inicialmente apresentaremos um método desenvolvido por
Malkin [18] e Kuramoto [16] para descrever osciladores autossustentados, com ciclo-
limite estavel, em termos de uma fase de oscilagao. E um método geral que se aplica
quando a perturbacao externa periddica é fraca e cujo principal objetivo é sim-
plificar a descricao dinamica do sistema, capturando suas principais propriedades.
As Segoes (2.1) e (2.2) seguem a exposicao apresentada por Pikovsky e Rosenblum
em [1] e na Secao (2.3) é apresentado o modelo de Kuramoto [16] de osciladores

acoplados e sua generalizacao com efeitos de ruido feita por Sakaguchi [19].

2.1 Meétodo de descricao da dinamica da fase

Considere um sistema dissipativo autonomo geral com dimensao L (L > 2)

de equacgoes diferenciais ordindrias

dx

— =f(x), x=(x1,...,71), 2.1
B0, x = (0, 0) (21)
e suponha que este sistema tenha uma solugao estavel periédica (com periodo Tp)

Xo(t) = xo(t+Tp). No espago de fase esta solugdo é uma trajetéria isolada e atrativa,

chamada de ciclo limite. Na Fig. (2.1) mostramos a representacao de um ciclo limite
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para um sistema bidimensional L = 2.

Ly

/

T
Ficura 2.1: Ciclo limite estavel de um sistema bidimensional. As setas indicam que

todos os pontos na vizinhanca sao atraidos para o ciclo limite.

Um ponto no espaco de fase movendo-se ao longo do ciclo representa os-
cilagoes autossustentadas. Nosso primeiro objetivo é descrever este movimento em
termos da fase de oscilagao. Introduzimos a fase # como uma coordenada ao longo
do ciclo limite, tal que ela cresce monotonicamente e ganha 27 durante cada rotagao.
No entanto, impomos que a fase cres¢ga uniformemente no tempo de modo que ela

obedeca a equacao
do (2.2)
— =W .
dt 0
onde wy = 27 /Ty é a frequéncia das oscilagoes autossustentadas. Quando tratarmos
de oscilagoes forcadas por acoplamento iremos nos referir a wy como a frequéncia
natural, ou seja, a frequéncia do oscilador isolado. Note que uma tal uniformidade
de rotacao da fase sempre existe e pode ser obtida de qualquer rotacao com periodo
de 27 de uma variavel de angulo ¢ sobre o ciclo por meio da transformacao

e e

As variaveis x do sistema sobre o ciclo sao funcoes 2m-periddicas da fase de oscilacgao.
Sobre o ciclo limite, o deslocamento de tempo At é equivalente ao deslocamento de

fase A = wyAt.
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Agora consideremos o efeito de uma forga externa periédica fraca sobre as

oscilagoes autossustentadas. Descrevemos o sistema forcado pelas equagoes

Z—j = f(x) + ep(x,1), (2.4)
onde a forga ep(x,t) = ep(x,t+7T") tem um periodo 7', o qual em geral é diferente de
Ty. A forca é proporcional a um pequeno parametro €, e no que segue, consideramos
somente os efeitos de primeira ordem em ¢

A forca externa dirige a trajetéria para fora do ciclo limite mas, uma vez
que ela é fraca e o ciclo limite é estavel, a trajetéria desvia apenas levemente da
original x¢(t), isto é, ela se mantém na vizinhanga préxima do ciclo limite estavel.
Assim, a ideia chave é definir a varidvel de fase de tal maneira que ela rotaciona
uniformemente de acordo com a Eq. (2.2) ndo somente sobre o ciclo, mas também
na sua vizinhanga. Para fazer isso, primeiro definimos a isdcrona [15, 20].

Vamos observar o sistema dinamico Eq. (2.1) em um intervalo de tempo
correspondendo exatamente ao periodo Ty do ciclo limite. Assim, obtemos o mape-

amento

x(t) = x(t + Tp) = P(x). (2.5)

Este mapeamento tem todos os pontos sobre o ciclo limite como pontos fixos, e todos
os pontos na vizinhanca do ciclo sao atraidos para eles. Vamos escolher um ponto fixo
x* sobre o ciclo e considerar todos os pontos na vizinhanca que sao atraidos para x*
sob a acao de ®(x). Eles formam um hipersuperficie I de dimensao (L — 1) chamada
de isécrona que atravessa o ciclo limite em x*. Uma hipersuperficie isécrona pode
ser desenhada atravessando cada ponto sobre o ciclo. Assim, podemos parametrizar
a hipersuperficie de acordo com a fase como I(#) Fig. (2.2). Agora extendemos a
definicao da fase para a vizinhancga do ciclo limite exigindo que ela seja constante
sobre cada is6crona I(#). Desta maneira, definimos a fase na vizinhanga do ciclo
limite, no minimo, onde a isécrona existe. Assim, segue imediatamente que a fase
obedece a Eq. (2.2) porque as isécronas rotacionam com a mesma velocidade de um

ponto sobre o ciclo limite. Além disso, a evolucao durante o periodo T do ciclo
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mantém essa hipersuperficie invariante.

FIGURA 2.2: Is6cronas I(f) nas vizinhancas de um ciclo limite estével.

Uma vez que definimos a fase vizinhanca do ciclo limite, podemos escrever

a Eq. (2.2) nesta vizinhanga como
df(x)
dt

Como a fase é uma funcao suave das coordenadas x, podemos representar sua deri-

= wp. (2.6)

vada no tempo como

= —_— 2.
zk: aZEk dt ’ ( 7)

a qual, junto com a Eq. (2.1), fornece
00
wo = E — fr(x). (2.8)

Consideremos agora o sistema perturbado. Substituindo a Eq. (2.4) na

Eq. (2.7) e utilizando a deﬁnigéo “nao perturbada” da fase, obtemos
Z ) + epr(x, 1)) = wo + ez c%ckpk X, 1). (2.9)

O segundo termo do lado direito é pequeno O(e), e os desvios de x do ciclo limite xg
sao pequenos também. Assim, em primeira aproximacao, podemos desprezar estes

desvios e assumir o ultimo termo do lado direito sobre o ciclo limite como

d@
Z axk pk Xo, 1). (2.10)
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Como os pontos sobre o ciclo limite tém correspondéncia de um para um com a fase

0, podemos escrever a equacao para a fase

% — wy +€Q(0,1), (2.11)

onde

Q1) => wpk(xo(e), t). (2.12)

. 8:1:k
Note que ) é uma funcao de periodo 27 em 6 e de periodo T no tempo t.
Em uma aproximacao de “ordem zero”, quando desprezamos o efeito da

forca externa (¢ = 0), a Eq. (2.11) tem a solugao

Como a fungao @ é periddica em 6 e t, podemos representa-la como uma série de

Fourier dupla escrevendo
Q(Q,t) — z:all’keikﬁ’-{-ilwt‘7 (214>
Lk

onde w = 27 /T é a frequéncia da for¢a externa. Substituindo a solu¢ao de ordem

zero Eq. (2.13) na Eq. (2.14) temos

Q(G’ t) — Z al,keikaoei(ka+lw)t. (215)

Lk
Vemos que a funcao () contém termos oscilantes réapidos (comparados a escala de
tempo 1/€) bem como, termos que variam lentamente. Os ultimos sdo aqueles que

satisfazem a condigao de ressonancia
kwo + lw ~ 0. (2.16)

Os termos ressonantes na soma da Eq. (2.15) podem levar a grandes va-
riagoes da fase (embora lentas, devido ao pequeno parametro €) e sdo mais impor-
tantes para a dinamica. Assim, para manter somente a dinamica essencial, vamos

considerar somente os termos ressonantes da Eq. (2.15). Os termos ressonantes
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dependem da relacao entre a frequéncia w da forga externa e a frequéncia natural
wp. O caso mais simples é quando estas frequéncias sao aproximadamente iguais,
w & wp, entao, somente os termos com k = —[ sao ressonantes. A soma destes
termos fornecem uma nova forca média
Z al’keik9+ilwt — Zaik’keik(efwt) _ q(e _ wt). (2.17>
I=—k k
A forca média ¢ tem periodo 27 de seus argumentos e contém todos os termos

ressonantes. Substituindo ela na Eq. (2.11), obtemos

Z—f = wp + €q(0 — wt), (2.18)

que é a equacao para dinamica da fase de um oscilador de ciclo limite fracamente

perturbado.

2.2 Equacoes para dindmica da fase de N osciladores aco-

plados

Iniciamos considerando um sistema composto por dois osciladores intera-

gentes dado pelas equacgoes

1
dxV £ (x ) 4 ep® (x(D) x()
dt ) Y
2
d’;; L e (x?) 4 ep® (x@, xDV). (2.19)

Neste sistema, os osciladores podem oscilar de forma independente (quando € =
0) e podem interagir um com o outro (quando ¢ # 0). Quando a constante e
desaparece, cada oscilador tem um ciclo limite estavel e como na secao anterior,

podemos introduzir as duas equagoes para as fases sobre o ciclo e nas suas vizinhagas,

CcOomo
a
dt 1
do
—2 = w,. (2.20)
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No caso do sistema acoplado, podemos escrever equacoes para as fases analogas a

Eq. (2.10).

d‘gl (X(l)) 891 1
—t:wl—i‘ﬁz pl(c)(x(l)7x(2))7

1
d k 633; :
dQQ (X(2)> 801 (2) (2) (1)
— = . 2.21
o WZ+€2k:ax;(€2)pk (x', x) ( )

Assumindo que para acoplamentos fracos os desvios de trajetéria do ciclo limite sao
pequenos (dentro do limite definido na isécrona), podemos substituir os valores das
variaveis x(1), x(?) sobre os ciclos, onde essas varidveis sdo funcoes apenas das fases.

Assim, obtemos as equacgoes de fases

do
dtl = wy + €Q1(01,02),
do
d; = Wy + €Qs (6, 01), (2.22)

com fungoes ()1 2 que possuem periodo de 27 em seus argumentos.
Devido a periodicidade das funcoes @)1 2, podemos escreve-las por meio de

séries de Fourier duplas
017 92 Z k.l zk91+zl92 Q2 027 81 Z (Zl k zk91+zl92 (223>

Em uma aproximacao de ordem zero, as fases rotacionam sem perturbacao nas

frequéncias naturais

91 = (JJlt, 92 = CUQt, (224)

e nas fungoes ()12 todos os termos correspondem a oscilagoes rapidas, exceto para

os quais a condicao de ressonancia é satisfeita
kwi + lwy = 0. (2.25)

Vamos assumir que as duas frequéncias naturais estao proximas da res-
sonancia

(2.26)

o~
~

w1 m
[0%)) n
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Entao, todos os termos na série de Fourier com k£ = —nj, [ = mj sao ressonantes e

contribuem para as equagoes médias. Como resultado obtemos

do
— = wy 4 eqr(mby — nby),
dt
df
dt2 = wy + €qa(nby — mby), (2.27)

onde
qi(mly —nfy) =y a7,
G2(nh; — mby) = Z ay " gid(nd1=mba) (2.28)
O caso mais simples é o de ressonancia 1:1, isto é, quando fazemos m =

n = 1 e as frequéncias naturais sdo aproximadamente iguais w; ~ wsy. Assim, as

Egs. (2.27) simplificam para

de
dtl = W1 -+ €q1 (92 01),
do
dt2 = Wy + 6Q2(01 (92), (229)

Podemos generalizar facilmente agora para N osciladores em interagao par-

tindo das Eqs. (2.22), escrevendo a func¢ao Q;({6}) com {6} = 0y, ...,05 como [21]:

Q;({0}) = ZQU@,G i=1,.,.N i#]j (2.30)

Assim, temos

do;

— wl+eZQU 0,,0;) i=1,..N i#]j (2.31)

Que, por sua vez, pode ser escrita como
do; al
d—t’:wﬁe;qij(ej—ei) i=1,..N i#] (2.32)

A Eq. (2.32) é uma equagao geral que descreve a dinamica de N oscilado-

res de fase que interagem fracamente. Apesar de ser uma grande simplificacao da
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descricao dinamica do sistema, ainda é complicada o suficiente para fazer avancgos
analiticos, uma vez que a funcdo de interacao das fases ¢;;(6; — ;) é uma funcao
periodica que pode conter um numero arbitrario de harmonicos de Fourier e uma
topologia de conexoes quaisquer. Na proxima secao serd apresentada a abordagem

de Kuramoto para obtencao de um modelo “soliivel” de osciladores de fase.

2.3 O modelo de Kuramoto de osciladores globalmente aco-

plados

Em 1984 o fisico japonés Yoshiki Kuramoto propos no seu livro “Chemical
Oscillations Waves and Turbulence” [16] uma subclasse de sistemas de osciladores
de fase para os quais conseguiu obter resultados analiticos interessantes. O prin-
cipal deles é que, sob certas condigoes, o sistema de osciladores pode sincronizar,
mesmo partindo de um estado inicial completamente aleatério. Para isso, Kuramoto
estabeleceu analogias do sistema de osciladores com a teoria de campo médio para
transicoes de fase e, em particular, comparou os osciladores individuais com os spins
de um sistema magnético.

Como vimos na secao anterior, embora o método de descrigao de fase repre-
sente uma grande simplificacao da dinamica do sistema de osciladores acoplados, a
Eq. (2.32) ainda é muito dificil de ser analisada na sua forma geral. A proposta de
Kuramoto para fazer progressos analiticos foi considerar uma expressao de campo
médio para fungao de interacao da Eq. (2.32) sendo ela igual para todos os pares de
osciladores, ou seja ¢;;(0; — 0;) = q(6; — ;) para todo i e j. O caso mais simples

para essa funcao pode ser escrito como

E importante considerar que a magnitude da interacao seja da ordem de N~! pois
isso garante que a intensidade do campo local experimentado por cada oscilador seja

independente do nimero total N de osciladores. Assumindo que ¢ = K/N sendo K



2.3. O modelo de Kuramoto de osciladores globalmente acoplados 17

a intensidade de acoplamento, Kuramoto obteve o sistema de equacoes

do;
dt

K N
wit ;sin(ej —0;), i=1,..,N. (2.34)

Aqui vale ressaltar que Kuramoto assumiu uma constante de acoplamento positiva
K > 0 a qual torna o acoplamento atrativo. Para K < 0 (acoplamentos repulsivos)
oscilagoes coletivas nao seriam possiveis para este modelo. Modelos de Kuramoto
com parte dos osciladores do sistema com acoplamentos repulsivos foram estudados
posteriormente onde foi mostrado que o acoplamento negativo é andlogo a uma
interagao antiferromagnética [22] e também que este tipo de acoplamento pode levar
a uma transicao vitrea [23].

As frequéncias naturais w; da Eq. (2.34) s@o distribuidas de acordo com
alguma densidade de probabilidade g(w). Kuramoto assumiu que g(w) é unimodal e
simétrica em torno de uma frequéncia média wy, isto é, g(wy + w) = g(wy — w) para

todo w.

2.3.1 Parametro de ordem e sincronizacgao

Em analogia a teoria de transi¢oes de fases da termodinamica, Kuramoto
definiu um parametro de ordem para o sistema de osciladores. A escolha conveniente

foi uma quantidade complexa definida pela equacao

N

p 0
re =+ g e, (2.35)

j=1
onde o médulo do parametro de ordem r(t) é uma medida da quantidade de com-
portamento coletivo no sistema e ¥(t) é a fase média de todos os osciladores. Uma
boa maneira de visualizar o que significa isso é imaginar cada oscilador como um
ponto movendo-se em torno de um circulo de raio unitario. Entao, o parametro
de ordem pode ser interpretado como uma seta apontando do centro deste circulo,
como mostrado na Fig. (2.3)

O parametro de ordem r pode assumir valores entre 0 < r < 1. Os oscilado-

res rotacionam de tal forma que se suas fases movem agrupadas em torno do circulo
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F1GURA 2.3: Representacao geométrica do parametro de ordem Eq. (2.35) [24].

de raio unitario, temos r ~ 1 e o sistema esta sincronizado, se comportando como
um oscilador macroscépico. Por outro lado, se as fases estao distribuidas uniforme-
mente em torno do circulo r ~ 0, os osciladores se comportam incoerentemente e
nenhum ritmo macroscépico é observado. Na Fig. (2.4) é mostrado a evolugao do

parametro de ordem no processo de sincronizacao de cinco osciladores acoplados.

F1GURA 2.4: Evolugao do pardmetro de ordem no processo de sincronizagao [25].

O modelo de Kuramoto pode ser escrito em termos do parametro de ordem
e da fase média. Multiplicando a Eq. (2.35) por e~ e considerando a parte ima-
gindria, temos: rsin(¢) —6;) = N~' 37 sin(f; — ;). Substituindo esse resultado na
Eq. (2.34),
db;

E:wi—i-K?“sin(@/)—Qi), i=1,..,N, (2.36)

encontra-se uma equacao desacoplada que evidencia que a fase de cada oscilador é
atraida pela fase média e a intensidade de acoplamento é proporcional a magnitude
do parametro de ordem. Isso simplifica enormemente a forma de pensar sobre o
problema da sincronizagao.

No limite termodinamico, quando o numero de osciladores vai para infi-

nito N — oo, é mais conveniente descrever o sistema por meio de uma funcao de
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distribuigao p(6,w,t) cuja evolugao é governada pela equacao da continuidade

dp 0

prie —%(Pv), (2.37)
sendo a velocidade instantanea de cada oscilador v = df/dt dada por
v(0,w,t) =w+ Krsin(y — 0), (2.38)

e o parametro de ordem no limite continuo expresso por

re’ = - p(0,w, t)g(w)dwdd. (2.39)
Ll

E de interesse agora analisar o comportamento critico do sistema e, para
isso, vamos encontrar as solucgoes estaciondrias. Para um acoplamento forte o su-
ficiente, é possivel encontrar uma solu¢ao nao nula para o parametro de ordem
0 < r < 1. Nessas condicoes, cada oscilador que inicialmente move-se com uma ve-
locidade v dada pela Eq. (2.38) poderd sincronizar, movendo-se com um angulo esta-
velmente fixo em relagao a fase média (v = 0), quando as relagoes: Krsin(0—1) = w
e —m/2 < (0 — ) < /2 forem satisfeitas [26]. Assim, para um dado acoplamento
limiar, chamado de acoplamento critico K = K, os osciladores se dividirao em dois
grupos: o primeiro, com frequéncias obedecendo |w| < K7 ficarao sincronizados com

fases 6 fixas em relacao a fase média

W

0 — 1) = sin~! (K—T) , (2.40)

e um segundo grupo, com frequéncias cujo médulo |w| > Kr estardo oscilando

incoerentemente. A condicao de estacionariedade é obtida para um tempo longo,

t — oo quando o sistema relaxa e a distribuigao da Eq. (2.37) se torna independente

do tempo 0p/0t = 0, e vp = C sendo C' uma constante. Levando em consideragao

esses dois grupos de osciladores, podemos escrever a distribuicao estacionaria como
1w

S(0.0) = 5[0 —v¢ —sin™' (£)] se |w| < Kr (2.41)

c

m em outros casos.
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A constante C' pode ser obtida da condi¢do de normalizacao, considerando que
f:r p(0,w,t)df =1, assim
1

C= oy w? — (Kr)? (2.42)

Conhecendo a distribui¢ao estacionéria p(f,w) dada pela Eq. (2.41) pode-
mos agora avaliar o parametro de ordem no estado de sincronizacao parcial utilizando

a Eq. (2.39),

r= /77/2 /w|<KT 6’ Y — sin™* (%)} g(w)dwdb

o Cg(w)
i(60—v)
+ e - dwdo. 2.43
/_7r AI>K7" lw+ Krsin(y — 6)] (243)

Assumindo que a frequéncia média wy = 0 segue que a distribuicao de frequéncias

g(w) = g(—w). Entao, a relacao de simetria p(6 + 7, —w) = p(f,w) implica que o
segundo termo da Eq. (2.43) é zero. Como o parametro de ordem r é real, o primeiro

termo fornece

r= /w<KT cos[sin ™ (w/K7r)|g(w)dw = /w|<KT\/ K2 2g (2.44)

realizando a transformagao de variaveis dw = K1 cos(6 — 1)df obtemos
/2
r= K?”/ cos” 0g(Krsin6)do, (2.45)
—7/2

onde assumimos 1 = 0 sem perda de generalidade. A Eq (2.45) possui uma solucao
trivial » = 0 que esta associada ao estado de completa incoeréncia, onde as fases
dos osciladores possuem uma distribui¢ao uniforme p(6,w) = 1/27. Uma segunda
solucao, que corresponde ao estado parcialmente sincronizado, pode ser obtida con-
siderando primeiro o acoplamento critico K. necessario para que o sistema inicie o

processo de sincronizacao. Partindo da equacgao

w/2
1=K cos® 0g(Krsin6)do, (2.46)
—7/2

e tomando o limite de » — 0" na mesma, encontramos

w/2 /2
1=K. cos? 0g(0)df = ch(O)/ cos® 0df = ch(O)g. (2.47)

—7/2 —7/2
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Assim,

2
Ke= o (2.48)

Este é o valor do acoplamento critico necessario para produzir um estado parcial-

mente sincronizado.

Agora que é conhecido o valor do acoplamento em que o parametro de
ordem comeca a crescer a partir do zero, é interessante saber o comportamento
inicial de r nas proximidades de K. Para isso, vamos expandir a func¢ao g(Kr sin0)
na Eq. (2.46) em torno de r =0

/2 1
1=K o cos? 0 {g(O) + 59”(0)(1(7“ sin 9)2} do, (2.49)
aqui desconsideramos o segundo termo da expansdo uma vez que g(w) tem um

maximo no zero, ¢’(0) = 0. Assim, resolvendo a integral

T TK3r%g"(0) K 7K3r?%¢"(0)

e assumindo que nas proximidades da regiao critica K* ~ K32, podemos explicitar o

parametro de ordem r obtendo

—16
=, ——— (K — K.)"2. 2.51
S ErIOT e 250

Na regiao de transigao de fase, o parametro de ordem r ~ (K — Kc)l/ 2 cresce com
expoente 1/2 quando o acoplamento K aumenta em relagdo a K, evidenciando o

carater de campo médio do sistema.

2.3.2 Distribuicao de frequéncias e comportamento critico

Na subsecao anterior, apenas atribuimos propriedades gerais para a distri-
buicao de frequéncias naturais g(w), assumindo que essa distribui¢do é unimodal e
simétrica em torno da frequéncia média wy = 0. A escolha de uma expressao para
distribuicao de frequéncias pode permitir que a equacgao para o parametro de ordem

seja obtida de maneira explicita. A distribuicao de frequéncias também é responsavel
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pela definicao do comportamento critico do sistema, como veremos, influenciando
no tipo de transi¢ao de fase para o estado sincronizado [27].

Na anélise cldssica realizada por Kuramoto [16] a distribuigao de frequéncias
utilizada foi uma distribuicao de Lorentz

g(w) = !

- e (2.52)

onde v é uma constante que especifica a largura da distribuicao. Substituindo essa

distribui¢ao na Eq. (2.46) e resolvendo a integral é possivel obter

2y

=4/1 2.53
: a (2.53)
e o acoplamento critico pode ser obtido da Eq. (2.48)
2 2
K, = = — =27, 2.54
@) aL (2.54)

Ty

assim
r = \/1—KC/K. (2.55)

Essa expressao mostra que o parametro de ordem cresce continuamente a partir
do acoplamento critico K, caracterizando uma transicao de segunda ordem, como
mostrado na Fig. (2.5).

Outra distribui¢ao g(w) de frequéncias naturais que fornece uma expressao
explicita para o parametro de ordem é uma distribuicao uniforme. Foi mostrado
que essa distribuicao permite uma transicao de fase descontinua no modelo de Ku-

ramoto [28]. Considerando uma distribui¢ao uniforme dada por

1
= , para |w| <,

gy ={ B P lds (2.56)
0 , para |w| > 7.

E possivel utilizar a Eq. (2.44) e, substituindo a distribuigao dada pela Eq. (2.56)

/v @) w2
r= glw)/1— dw
—y K?r2

obter
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K, K
FiGurA 2.5: Parametro de ordem r em funcao do acoplamento K para o modelo de

Kuramoto com distribuicdo de Lorentz para as frequéncias naturais

4

F1GURA 2.6: Parametro de ordem r em funcao do acoplamento K para o modelo de

Kuramoto com distribuicdo uniforme para as frequéncias naturais [27]

r =

1 ~2 Kr ) y
5 1-— K2r2 + g arcsin <E> . (257)
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A Eq. (2.57) é uma equacao transcendental que fornece a dependéncia de
r sobre K. Uma solugdo com r > 0 existe somente para Kr > ~. No ponto
critico, K.r. = =, a solucdo de sincronizagao desaparece em r < r. = w/4. O valor

correspondente para o acoplamento critico é

4
K= (2.58)
T

ou seja, contrariamente ao que acontece com distribuicoes unimodais como a de
Lorentz, a distribui¢ao uniforme de frequéncias naturais permite uma transicao do
tipo de primeira ordem, onde o parametro de ordem “salta” descontinuamente do
zero para um valor r. como mostrado na Fig. (2.6). E possivel verificar também que
nesse caso o parametro de ordem cresce a partir do acoplamento critico com uma
lei de escala do tipo r — 7. ~ (K — K.)*?3 [28)].

Em um trabalho mais recente [29] foi mostrado que é possivel generalizar

os casos anteriores utilizando uma distribuicao de frequéncias naturais dada por
g(w) =¢g(0) — C(w — wp)™H (w — wp), (2.59)

onde C' é uma constante, m > 0 um parametro, wy > 0 a frequéncia média e H(w)
¢ uma funcao de Heaviside. Neste trabalho encontrou-se uma lei de escala para o

parametro de ordem do tipo
r =7~ (K — K )Y 2m+3) (2.60)

com 7. = mwyg(0)/2.

Assim, para m = 0 o modelo tem uma transicao de primeira ordem com
expoente critico 2/3 para o parametro de ordem. No caso de m = 1/2 e tomando o
limite da frequéncia média wy — 0, a transi¢ao de fase se torna de segunda ordem

com expoente critico 1/2.

2.3.3 Efeitos de ruido na transicao de fase

Em 1987 Hidetsugu Sakaguchi estudou o modelo de Kuramoto sob efeitos

de campos externos de duas espécies: campos devido a forgas periddicas e campos
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devido a ruidos aleatérios [19]. Neste tltimo caso, Sakaguchi propos um modelo que

ficou conhecido como modelo de Kuramoto-Sakaguchi (K-S) dado por

do;
— = stm 0;)+&(t) i=1,...,N (2.61)
onde &;(t) é um ruido Gaussiano branco que possui as seguintes propriedades

&) = 0 (2.62)
(GO&GE) = 2Do;0(t —t'). (2.63)

Utilizando a forma discreta da equagao para o parametro de ordem Eq. (2.35) e

definindo ¥ = wyt + 6y, temos

i(wot+60) __ 0,
reteortro) — N E e, (2.64)

assim, o modelo de K-S pode ser escrito por uma equacao de Langevin na forma

do

pr =w — Krsin¢ + &(t), (2.65)

onde w = w; —wp e ¢ = 0; — wot — By. No limite continuo, o modelo é descrito
em termos de uma fungao de distribuigao p(¢,w,t) cuja evolugao é governada pela

seguinte equacgao de Fokker-Planck

0 0? 0 .
a_f = D@TJ; — %[(w — Krsin¢)pl. (2.66)

A solugao estacionéria p, (¢, w) da Eq. (2.66) satisfazendo a condigao periédica
de contorno p(¢,w) = p(¢ + 27w, w) é dada por [19]

(e —27w/D f¢ (—we' —Kr cos ¢’)/Dd¢/

ps(¢’ W) :Ne(uxb—Kr—i-Krcosqb)/D 1+

fOQW (—we¢’ —Kr cos ¢’)/Dd¢/
(2.67)

onde a constante de normalizacao N é determinada pela condicao de normalizacao

/o ﬂps(¢,w)d¢ = 1. (2.68)
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Para encontrar o acoplamento critico K. deste modelo, Sakaguchi substituiu
a distribuicao estaciondria Eq. (2.67) na equac@o continua para o parametro de
ordem Eq. (2.39) e, tomando a parte real da equagao e expandindo em poténcias de

Kr/D obteve

1 [ d;
r o= Kr{—/ g(Dw + wy) 2w +
_ w

2/ 1
K2r? [ 1 W K4t

- D — (2.
1D /_Oog( w + wp) <w2+4 (w2+1)2) dw—l—O( D )} (2.69)

O primeiro termo da expansao na Eq. (2.69) fornece o acoplamento critico para

sincroniza¢ao do modelo

2

fjooo g(Dw + wO)wg:J_p

K. (D) = (2.70)

e, considerando a expansao até o segundo termo, é possivel verificar que o parametro
de ordem préximo do ponto critico se comporta da forma r ~ (K. — K )1/ 2,

Assim como no caso sem ruido, é possivel calcular explicitamente o valor
do acoplamento critico K, em alguns casos particulares de distribuigoes g(w) das
frequéncias naturais. Fazendo wy = 0 e utilizando uma distribuicao de Lorentz

g(w) = v/7(v* + w?) na Eq. (2.70), encontramos

K.(D) = -

e =2(D+7). (2.71)
I s

Fazendo uma transformagao de varidveis w — w/D na Eq. (2.70) e utilizando uma
distribui¢ao uniforme de frequéncias naturais g(w) = 1/2y para —y < w < v e

g(w) = 0 para qualquer outro valor, o acoplamento critico é dado por

44D 2
K(D)= 1t — =1 _ (2.72)
f—vm arctan %

Com o intuito de comparagao, apresentamos uma tabela com os acoplamen-
tos criticos do modelo de Kuramoto sem ruido, dados pelas equacoes Eq. (2.54) e
Eq. (2.58) e as equagdes Eq. (2.71) e Eq. (2.72) respectivamente, que correspondem

aos acoplamentos criticos do modelo de Kuramoto-Sakaguchi. A partir desses da-
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0 , para |[w| > 7.

Distribuicao Acoplamento critico
Tipo Equacao Sem ruido | Com ruido
Lorentz 9(Ww) = 2 K.=2y | K.=2(y+ D)
1
= , para |w| < 7,
Uniforme | g(w) =< % para ] <7 K. = 4% Ke= qom

D

dos é possivel observar que os efeitos do ruido aditivo, introduzidos pela constante

de difusdo, tém o unico papel de aumentar o acoplamento critico que d& inicio ao

processo de sincronizacao do sistema de osciladores K.(D) > K, [27].



Capitulo 3

Termodinamica de osciladores de fase

com ruido aditivo

Neste capitulo iniciaremos a apresentacao de resultados da tese abordando
um caso particular do modelo de K-S de uma perspectiva da termodinamica do
equilibrio. Com esse proposito vamos considerar que cada oscilador do sistema pos-
sui uma mesma frequéncia natural, ou seja g(w) = §(w). Em diversos trabalhos foi
mostrado que a heterogeneidade de frequéncias naturais leva o sistema a um estado
estaciondrio de nao equilibrio [30, 31, 32]. Por outro lado, considerando uma funcao
de acoplamento fmpar, como é o caso do modelo de K-S e, frequéncias naturais
idénticas, o sistema satisfaz o balanco detalhado e é possivel interpretar o modelo
de K-S como uma difusao de particulas brownianas sob a acao de um potencial
periédico [33]. Para este modelo, utilizando o formalismo da equagao de Fokker-
Planck, podemos encontrar a distribuicao estaciondria, que neste caso corresponde
a distribuicao que caracteriza o equilibrio termodinamico. Como resultados novos
apresentaremos uma definicao de temperatura para o modelo e a partir da distri-
buicao de equilibrio obteremos e analisaremos as expressoes analiticas da entropia e

calor especifico por oscilador do sistema.

28
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3.1 Equacoes de Langevin e Fokker-Planck

Considere o modelo de K-S dado pela Eq. (2.61) com osciladores de fase
idénticos w; = w descritos pela equagao estocastica

N

d0 Z 0; —0:,) + &(t), i=1,.,N (3.1)

=1

onde &;(t) é um ruido Gaussiano branco cuja média é (§;(t)) = 0 e a correlagao é
dada por (&(t)&;(t)) = 2D9, j6(t —t').

Nesse sistema, a dinamica ordem-desordem é controlada simplesmente por
dois parametros: o acoplamento global K que define a intensidade da interacao entre
os osciladores e age no sentido de ordenar o sistema, sincronizando-o, e as forcas de
flutuacao, devidas ao ruido, cuja intensidade é dada pelo parametro D e que atuam
independentemente na dinamica de cada oscilador, tendo um efeito dispersivo.

A transformacao 6; — 6; + wt permite-nos escrever a Eq. (3.1) de maneira

ainda mais simples

do;

dt—Krsm(¢ 0;) +&(t), i=1,..,N (3.2)

onde aqui utilizamos a definigao discreta do parametro de ordem dada pela Eq. (2.35).
A Eq. (3.2) é uma equagao de Langevin desacoplada que descreve a dinamica do
oscilador 0;(t). O efeito dos outros osciladores do sistema aparecem em termos das
quantidades de campo médio 7 e ¥. O ruido Gaussiano branco &;(t) é independente
do estado do sistema e nesse caso ¢ identificado na literatura como um ruido adi-
tivo [33]. A partir daqui, denominaremos a Eq. (3.2) de modelo de Kuramoto com
ruido aditivo - KRA.

No intuito de desenvolver uma abordagem termodinamica do estado de
sincronizacao do modelo de KRA, é conveniente mudar a perpectiva de descricao da
dinamica do processo. Em vez de considerar a dinamica de um processo estocastico
dado pela equagao de Langevin Eq. (3.2), vamos analisar o processo de sincronizagao

por meio da evolucao de uma funcao de distribuicao das fases e, para fazer isso,
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tomamos o limite do continuo, onde N — oo. Uma vez que ha um nimero infinito
de osciladores, em vez de acompanhar a fase de cada oscilador individualmente, os
osciladores podem ser descritos em termos de uma fungao de distribuicao p(0,1)
sendo que p(#,t)dl fornece a fragao de osciladores que situam entre 6 e 6 + df, no

tempo t. A distribuicao de fase evolui no tempo de acordo com a seguinte equacao

de Fokker-Planck:

op . 9%p 0 .
5 = D@ + %[TK sin(6 — ¥)p). (3.3)

Podemos encontrar a solugao estaciondria ps(f) dessa equagao fazendo dp/0t = 0

pu0) o exp |5 cost0 - ). (3.4

a constante de proporcionalidade da expressao acima é obtida da condicao de nor-
malizacao fo% ps(0)df = 1. Assim, como mostrado em [34, 35|, a distribui¢ao esta-

cionaria é dada por

K
ps(0) = N texp {67’ cos(f — @Z))} : (3.5)
e onde a constante de normalizacao N
N =27ly(Kr/D), (3.6)

é escrita em termos de uma funcao modificada de Bessel de primeira espécie, expressa

de modo geral como [36]

1

" or

2m
I,(k) /0 "< cos(nh)de. (3.7)

Uma distribuicao semelhante a Eq. (3.5) aparece no contexto da engenharia
de radio (eletronica) no estudo de osciladores sob agao de flutuagoes de voltagens
externas, como mostrado por Stratonovich [37] e também no contexto da estatistica
direcional, onde é conhecida como “distribui¢ao de Von Mises” [38].

A partir da distribuigdo estacionaria Eq. (3.5) é possivel encontrar a ex-

pressao analitica para o parametro de ordem no limite continuo

' 1 4 2T )
re’ = lim N Zewj B /0 ps(0)e”dd, (3.8)
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assim [34],

e I(Kr/D
r= [ =D (39)

(Kr/D)
3.2 Estabilidade do estado incoerente

Nesta secao analisaremos a estabilidade linear do estado incoerente do mo-
delo de KRA no intuito de encontrar o acoplamento critico para sincronizagao.
Sabemos que o sistema pode exibir uma transicao para um regime de sincronizacao
quando o acoplamento excede um certo valor limiar. Para este dado acoplamento, os
osciladores espontaneamente sincronizam. Seguindo uma metodologia semelhante a
apresentada no trabalho de Strogatz e Mirollo [39], vamos linearizar a equacdo de
Fokker-Planck do modelo de KRA em torno do estado incoerente para encontrar as
condicoes que levam o sistema de osciladores ao regime sincronizado.

Partindo da equagao de Fokker-Planck,

op . 9%p 0 .
5 = D@ + %[TK sin(6 — ¥)p), (3.10)

vamos adicionar uma pequena perturbagdo na solucao incoerente py = 1/27 que
corresponde ao estado onde os osciladores estao distribuidos uniformemente em torno

de um circulo de raio unitéario, assim
0,t) = 1 +en(6,t) (3.11)
€ : :
P, o nw,

A perturbacao n é uma funcao arbitraria de 0 e t e sua intensidade é especificada
pelo parametro €, onde €e € R e 0 < € < 1. Devido a condicao de normalizacao:

OQW p(0,t)d0 = 1, temos que ter

/27r n(6,t)do = 0. (3.12)

Substituindo a solugao perturbativa na equagao de Fokker-Planck e to-

mando as derivadas em 6 obtemos

n

2
€e— = eD@ + (i + en) rK cos(f — 1) + rK sin(f — @/1)689. (3.13)

2T
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Como
27 )
ro= / @) p(0,t)db
0

2 ) 1
= / et6=¥) |:—+€T]:| do
0 2m
2
. / 0= (6., 1)db. (3.14)
0

Podemos definir r = er,, onde r, é o parametro de ordem perturbado. Escrevendo
a equagao (3.13) em termos do parametro de ordem perturbado e retendo os termos

da ordem O(e) temos

on 0%n K
i Dw + €5 cos(f — ), (3.15)
assim
o 0P 1
2% = Pom +o- Krp cos(6 — ). (3.16)

A equagao Eq. (3.16) governa a dinamica da perturbagao n. Ela serd uti-
lizada para encontrar as condigbes nas quais 7 extingue (aumenta), caso em que o
estado incoerente ¢ estavel (instével).

Uma vez que 7(f,t) é uma funcao periédica que tem periodo de 27 em 6,

podemos escreveé-la, de maneira conveniente, em termos de uma série de Fourier

[e.e]

n(0,t) = Z cn(t)e™ = c(t)e + ¢ (t)e ™ + (0, 1), (3.17)

n=—oo
onde ¢ = ¢; é o primeiro coeficiente da expansao e ¢* = ¢} é o seu conjugado
complexo. Como 7 éreal, c_; = c}j. O termo ¢y foi desconsiderado devido a condigao

Eq. (3.12) e o termo n* contém todos os harmonicos de ordem superior.
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Substituindo a expansao Eq. (3.17) no parametro de ordem perturbado

27 e
r, = / 67L(9—¢) < Z Cn(t)ein9> o
0

> 27
_ Z cn<t>e—iw/ 6i(1+n)9d0
n=-—o00 0
= Z cn(t)e 6, 121
= 2mc_i(t)e ™, (3.18)
assim
rp = 2mct(t)e . (3.19)

Sendo: 1,cos(¢p — 0) = Rlr,e!@=9] e utilizando o fato que R(f) = (f + f*)/2,
podemos escrever

rpcos(y — 0) = m [c*(t)e ™ + c(t)e] (3.20)
substituindo agora as Egs. (3.20) e (3.17) na equacdo que governa a dinamica da

perturbacao, Eq. (3.16), temos

0 : 0? , . K. . .
gn [cew + cfe 4 nL] = D% [ce’e +cfe ™ 4 nﬂ - 5 [celo + c*e"e] , (3.21)
Tomando as derivadas e agrupando os termos
o [Oc K o [OcF K ont 0?nt
0 —i6 * *
— + Dc— — Dc" — — - D =0, (3.22
‘ {aﬁ ¢ 26}“ [8t+ ¢ 20}%&5 g | =0 (3:22)

sendo essa equacao valida para qualquer 0, cada termo entre colchetes deve ser nulo.
Como o segundo termo entre colchetes é apenas o conjugado complexo do primeiro,

ele nao nos fornece nenhuma informacao nova, assim ficamos com duas equagoes

g—j = BK — D] c (3.23)
anJ_ 8277J_
5 =D 507 (3.24)

Vamos analisar a evolugao do modo fundamental ¢(¢) na Eq. (3.23) uma vez

que ele determina o comportamento de r(t)

r(t) = ery(t) = € [2mc*(t)e ] . (3.25)
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A Eq. (3.23) tem como solugao: c(t) = e onde
A= -K—D. (3.26)

Como c(t) é real, para termos sincronizagao, o parametro de ordem r(t) na
Eq. (3.25) deve crescer com o tempo, assim, é necessario que tenhamos A > 0. Se
A < 0 a perturbacao decresce com o tempo e, por sua vez r(t) — 0.

Assim, para A > 0 na Eq. (3.26), devemos ter K > 2D. O acoplamento

critico é obtido fazendo A =0

K, =2D. (3.27)

3.3 Abordagem termodinadmica

3.3.1 Analise do equilibrio

O modelo de KRA descrito pela Eq. (3.2) pode ser expresso de maneira

geral como
db
— = [0,t) + <), (3.28)
dt

onde a fungao de acoplamento é dada por f(6,t) = —Krsin(f — ¢). Quando o

sistema nao tem heterogeneidade de frequéncias naturais w; = w e a funcao de aco-
plamento é impar, isto é f(0) = —f(—0), o sistema obedece o balan¢o detalhado
e as solugoes para o estado estaciondrio correspondem a solugoes de equilibrio ter-
modinamico [31]. As consequéncias fisicas dessas condigoes seguem que a fungao f
pode ser interpretada como uma forca periédica conservativa, ou seja, o trabalho

realizado em um caminho fechado, quando a fase do oscilador varia de § — 0 4+ 27

é nulo
W = ff(@)dé’ =0 (3.29)
e a forca pode ser escrita em termos do gradiente de um potencial
0
f(0) = —=;V(0), (3.30)

00
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sendo V(0) = —Kr cos(¢ — 6) no caso do modelo de KRA. A distribuicao das fases

no equilibrio é uma distribuicao tipo Boltzmann dada por

T _
pea(0) = e, (3.31)
onde
21
Z = / e PV dp, (3.32)
0

é a fungao de particao determinada pela condicao de normalizagao fOQW Peq(0)dl = 1.
Comparando essa distribuicao com a Eq. (3.5) encontrada na resolugao da Fokker-
Planck para o modelo de KRA, identificamos o parametro 8 = 1/D.

Outra consequéncia do balanco detalhado que caracteriza o equilibrio ter-
modinamico é que no estado estaciondrio, a corrente de probabilidade se anula [40].
Podemos mostrar isso utilizando o formalismo da equacao de Fokker-Planck para
o modelo. Vamos comegar reescrevendo a equagao de Fokker-Planck Eq. (3.3) na

forma de uma equacao de continuidade

dp  0J(0,t)
5 = 50 (3.33)
onde
J(0,t) = rKsin(yp —0)p — D%, (3.34)

¢ a corrente de probabilidade.
Podemos relacionar a velocidade angular média do oscilador (ou frequéncia
média) com a corrente de probabilidade no estado estacionario. A frequéncia média

¢ definida como

Q= lim ¢t [ fdt. (3.35)

t—o0 0
De acordo com a condicao ergddica, a média temporal pode ser substituida por uma

média de ensemble Q = (df;/dt). Assim, utilizando a Eq. (3.2)
2
Q= (db;/dt) = (rKsin(yp — 6;)) = / rK sin(y — 6;)ps(0)do, (3.36)
0

onde usamos o fato que (&;(t)) = 0.
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A condicao para obtencao da solucao estacionaria é que para um tempo su-
ficientemente longo t — oo a distribuigao dp/0t = 0. Assim p(f, 00) = ps(6) implica
diretamente J(#, 00) = J; = constante, de acordo com a Eq. (3.33). Reescrevendo
o ultimo termo da Eq. (3.36) em termos da corrente de probabilidade no estado

estacionario, temos

2 21 ap
Q= / J,d6 + D/ 540 = 27, (3.37)

sendo que neste resultado consideramos a periodicidade da distribuicao de fases
ps(0 + 2m) = p,(6).

Esse resultado nos mostra que a velocidade angular média do oscilador estéa
diretamente relacionada com a corrente de probabilidade no estado estacionario.
Utilizando a distribuigao estacionaria Eq. (3.5) encontramos

dps K

00 - 6 Sin@b - 9)p5<9)7 (338>

e substituindo na Eq. (3.34) vemos que no estado estacionério a corrente de proba-
bilidade se anula J; = 0, mostrando que nesse estado a velocidade angular média
do oscilador nao tem um sentido preferencial.

Essas condig¢oes nos permite afirmar que o sistema de osciladores alcanca um
estado estaciondrio em que a distribuicao de fases ps(6) pode ser identificada com
a distribuigdo de equilibrio do sistema p.,(f) e grandezas termodinamicas podem
ser obtidas a partir dela. Com esse fim, primeiro vamos definir uma temperatura
generalizada T para o sistema considerando o valor do acoplamento critico Eq. (3.27)

K, 2D
T="Cf=2" .
K K (3:39)

Essa defini¢ao é conveniente no sentido de reduzir os parametros de analise e também
reescala para o valor unitario o ponto de transicao de fase do sistema T, = 1.
Assim, a distribuigao de equilibrio para o modelo de KRA em termos da temperatura
generalizada se torna
1 2r
pal8) = = exp [? cos(0 - M | (3.40)
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onde

Z =2nly(2r/T) (3.41)

é a funcdo de particdo. A distribuigao de equilibrio Eq. (3.40) sera utilizada na
préxima subsecao para obtencao da expressao para entropia do modelo.
O parametro de ordem Eq. (3.9) escrito em termos da temperatura genera-

lizada é dado por
- — ]1(2T/T)
- Io(2r/T)

Na Fig. (3.1) é mostrado o comportamento do parametro de ordem Eq. (3.42) em

(3.42)

funcao da temperatura. Para T' — 0, ou seja, K — oo o parametro de ordem tende
para r — 1 indicando que o sistema estd completamente sincronizado. Para T' = 1,
ou seja, K = K., o parametro de ordem ¢é nulo, correspondendo ao estado comple-
tamente incoerente, onde os osciladores estao se movendo de forma desordenada. O
sistema nao muda o seu estado, permanecendo completamente desordenado, para
todo T' > 1, ou seja, qualquer K < K.. Uma caracteristica importante desse sis-
tema de osciladores é a semelhanca de comportamento do parametro de ordem com
a magnetizacao de um sistema de spins em funcao da temperatura. Esta figura deixa
claro a utilidade da nossa definicao de temperatura.

O comportamento critico do parametro de ordem pode ser obtido expan-
dindo a Eq. (3.42) na regiao critica T' ~ T, = 1 que corresponde a r =~ 0. Expandindo
a razao das funcgoes de Bessel obtemos

r 7"3

Lo 5
PR s ot o(r’), (3.43)

considerando T2 ~ T? = 1, encontramos
r=2(T, — T)"/2 (3.44)

O expoente 1/2 para o parametro de ordem na regiao critica evidencia as carac-

teristicas de campo médio do modelo na transicao de fase.
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O 1 1 1 1 l!
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

T

FiGurA 3.1: Parametro de ordem r em funcao da temperatura T para o modelo de

Kuramoto com ruido aditivo.

3.3.2 Entropia

A entropia é uma das grandezas termodinamicas fundamentais [41]. Na
termodinamica do equilibrio, ela estd associada a direcao natural de ocorréncia
dos processos que envolvem distribuigao e transferéncia de energia entre estados de
equilibrio [42]. A entropia de um sistema isolado tende a aumentar, e esse aumento
pode ser interpretado microscopicamente como uma maior desordem das particulas
que compoe o sistema [41]. No caso de um sistema dissipativo de osciladores, como
é o caso do modelo de KRA, quando a temperatura se reduz abaixo da tempera-
tura critica, o sistema sincroniza exibindo uma transicao de fase continua, onde o
parametro de ordem aumenta indicando uma ordenacao interna do sistema. Essa
ordenacao deve refletir-se numa reducao da entropia do sistema, que acontece como
resultado de uma liberacao de energia na forma de calor para o ambiente.
A analise da entropia é importante para quantificar de um outro ponto de
vista o estado de ordem do sistema de osciladores, e a partir dela, obter outras
grandezas termodinamicas de interesse. Com o objetivo de obter uma expressao

analitica para a entropia do modelo de KRA, vamos adotar a definicao de entropia
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dada por Gibbs
S == [ pult) 10 p0)d5 (3.45)

onde aqui admitimos o valor unitario para a constante de Boltzmann kg = 1. Subs-

tituindo a distribuigao de equilibrio Eq. (3.40) na Eq. (3.45) obtemos

S—— /0 " peal0) [2% cos(0 — 1) — 2T (2r/T)] | do

integrando essa equacao, podemos escrever a entropia para o modelo de KRA como

2r 1,(2r/T)

TLGT) (3.46)

S =27 ly(2r/T)] —

Essa expressao estabelece a relacao da entropia, uma “mensuracao de desordem”,
com o parametro de ordem do sistema. A partir dela podemos estender a compre-

ensao termodinamica da transicao de fase no modelo de KRA.

’’’’’
.....

’’’’’

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T

FicurA 3.2: Entropia S em funcao da temperatura 1" para o modelo de Kuramoto

com ruido aditivo.

Na Fig. (3.2) mostramos o comportamento da entropia S expressa pela
Eq. (3.46) em funcao da temperatura 7. E possivel ver que na temperatura critica
T. = 1 a entropia é maxima S,,,,, indicando o estado de maior desordem do sistema.

A medida que a temperatura decai T' < T, a entropia diminui tendendo para menos
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infinito quando a temperatura vai para T" — 0. Esse comportamento para entropia
em T = 0 é semelhante ao que ocorre para a entropia de um gas ideal.

Os limites fisicos da entropia podem ser obtidos a partir da Eq. (3.46),
considerando primeiro o caso de temperaturas préximas a temperatura critica, ou
seja T' ~ T,,r =~ 0. Nesse caso as funcoes modificadas de Bessel tendem para
Io(2r/T) =~ 1+ r?/T?* e I;(2r/T)/1o(2r/T) = r/T e a expressdao para entropia se
torna

S =1In(27) — —. (3.47)

Quando T" = T, o parametro de ordem se anula » = 0, e o valor maximo para
entropia é S = Sy, = In(27). Assim, préximo da regiao critica, para T' < T, a

entropia diminui com

7,.2

AS =5 — Spaz = —T2

(3.48)

Considerando agora o limite de baixas temperaturas T" — 0,7 ~ 1, a funcao modi-

ficada de Bessel toma a forma Io(2r/T) ~ €*>"/T /\/47r /T e a entropia tende para
1
S = 3 In(7T), (3.49)

evidenciando uma divergéncia tipica de um gés ideal, quando 7" — 0 a entropia

tende para S — —oo0.

3.3.3 Energia interna

A energia interna do sistema de osciladores pode ser obtida a partir de outro

potencial termodinamico, a energia livre de Helmholtz
F=U-TS. (3.50)

A partir da fisica estatistica, sabemos que a energia livre estd relacionada com a

fungao de particao Eq. (3.41) da forma

F=-TlZ =—T}2rly2r/T))], (3.51)
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assim, utilizando a energia livre Eq. (3.51) e a entropia Eq. (3.46) podemos escrever
a energia interna da rela¢do termodinamica Eq. (3.50) como

L(2r/T)

U= arm)

= —2r? (3.52)

Esse resultado nos permite interpretar a sincronizacao como andloga a um processo
de resfriamento, onde a energia interna U do sistema de osciladores decai com o
aumento do parametro de ordem r, tendo como resultado uma liberacao de calor @)
para o ambiente. Na proxima subsecao vamos verificar como o sistema armazena

calor para uma dada temperatura por meio da andlise do calor especifico.

3.3.4 Calor especifico

O calor especifico C, por definicao, é a razao da quantidade infinitesimal de
calor d() absorvida por unidade de massa do corpo para um aumento infinitesimal
de temperatura d1'. No modelo de KRA, o calor especifico representa a quantidade
de energia na forma de calor que o sistema armazena por oscilador em uma dada

variagao de temperatura. Assim
dQ

C=_r (3.53)

Como estamos considerando processos em equilibrio termodinamico, podemos rela-
cionar a quantidade de calor com a variagao da entropia d@) = T'dS. Partindo da

Eq. (3.46) vamos definir convenientemente x = 2r /T e escrever a entropia como

Li(k)
S = In|27 ] — ) 3.54
H[ ™ 0</€)] K;[U(FL) ( )
Portanto,

0S
dS = —d 3.55
a/{/ K? ( )
e, uma vez que kK = %gg:g, podemos escrever k como um funcional k — L(k,T).

Assim

=i~ (2) ] () ar 0
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Efetuando as derivadas parciais

Definindo ®(xk) = 2 (223), podemos

Eq. (3.53) do modelo de KRA como

(3.57)

escrever a expressao para o calor especifico

k2D (k)

S (3.58)
N %q’(ﬁ)
2
,/J

15 | |
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Ficgura 3.3: Calor especifico C' em funcao da temperatura 7' para o modelo de

Kuramoto com ruido aditivo.

Na Fig. (3.3) mostramos o comportamento do calor especifico C' expresso

pela Eq. (3.58) em fungao da temperatura 7. Quando a temperatura é nula T = 0,

o calor especifico tende para uma constante C' = 0.5. Para T > 0 o calor especifico

aumenta monotonicamente com a temperatura até atingir um valor maximo em

T =1T., onde C'=2. Em T > T, o calor especifico se anula indicando o limite de

armazenamento de energia entre os osciladores do sistema.
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Assim como fizemos para a entropia, podemos obter analiticamente os limi-
tes fisicos do calor especifico. Partindo da Eq. (3.58), quando T" — 0 o parametro
k= 2r/T — oo e nessas condigoes temos I1(k)/Io(k) =1 —1/2k — O(1/k?%). Entao

b(r) = a% (22:5) ~ # (3.59)

e a expressao para o calor especifico se torna

1 T\ "'

Quando T' = 0 o parametro de ordem é r = 1 e a Eq. (3.60) fornece C' = 1/2. Esse
resultado pode ser obtido diretamente da expressao assintética da entropia para

baixas temperaturas Eq. (3.49) considerando que dS = dT'/2T nesse limite. Assim

1
= .61
ar 2 (3:61)

O limite do calor especifico em T = T, pode ser obtido facilmente utilizando

as expressoes da entropia Eq. (3.47) e pardmetro de ordem Eq. (3.44) na regiao

critica.
(Tc — T)
S == Sma:p - QT (362)
Assim
. dsS . AT.—T) 2 B
¢ = fim IO = [T— * ﬂ =2 (3:63)

uma vez que T, = 1.



Capitulo 4

Termodinamica de osciladores de fase

com ruido multiplicativo

Neste capitulo, propomos uma generalizacao do modelo de Kuramoto com
ruido aditivo e estudamos as suas propriedades termodinamicas. O ruido multipli-
cativo proposto para generalizar o modelo pode ser interpretado como um campo
agindo sobre as fases dos osciladores permitindo tanto o aumento quanto a redugao
do estado de sincronizagao. Nesse sentido podemos estender ainda mais a analo-
gia termodinamica obtendo, além da entropia e calor especifico, o campo externo
atuando sobre os osciladores e a susceptibilidade do sistema. A riqueza de compor-
tamento do modelo proposto é evidenciada nas analogias de comportamento com

sistemas magnéticos e sistemas fluidos.

4.1 Equacoes de Langevin e Fokker-Planck

Comecamos introduzindo uma equacao diferencial estocastica geral na forma
de Tto [43] que governa a dinamica dos osciladores acoplados

db;

—p = et illoh) + Ve{oH&(t) i=1,.. N, (4.1)

onde w; s@o as frequéncias naturais dos osciladores, enquanto que os termos f;({0})

e g;({0}) sao fungdes de acoplamento gerais e nao lineares das fases {0} = 60y, ...,0x

44
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e & é um ruido Gaussiano branco que obedece as relagoes

(G(t) =0 com (&(t)&;(t)) = 2Dd;;0(t — '), (4.2)

sendo D a constante de difusao das fases dos osciladores. Nosso propoésito é estudar
a termodinamica de osciladores de fase com ruido multiplicativo com funcgoes de

acoplamento dadas por

fi({0}) = £ sin(0; — 0;)

g:({8}) =1+ % X7 cos(6; — 6y).

(4.3)

Na Eq. (4.3) o termo f; é controlado pela intensidade de acoplamento K. De modo
geral, o acoplamento é um numero real cujo dominio vai de —oco < K < oo e
como ja foi dito, quando K > 0 a interagao ¢ atrativa e para K < 0 a interacao
é repulsiva. O termo g; é controlado pelo acoplamento de ruido o que determina
a intensidade da modulagao global do ruido. Devido a raiz quadrada no ultimo
termo da Eq. (4.1), o acoplamento de ruido assume valores reais delimitados entre
—1 <0 < 1. Um ruido modulado pelo estado do sistema é chamado na literatura
de ruido multiplicativo [33]. Os efeitos de um ruido multiplicativo similar ao nosso
foram analisados em [44] no qual foi demonstrado que os osciladores obedeciam uma
estatistica angular hiperbdlica.

A Eq. (4.1), com os termos f; e g; definidos pela Eq. (4.3), inclui dois
casos particulares importantes analisados anteriormente: o modelo de Kuramoto
convencional [16], considerando ¢;({#}) = 0 e o modelo de Kuramoto com ruido
Gaussiano branco proposto por Sakaguchi [19], onde ¢;({#}) = 1, o qual pode ser
facilmente alcangado tomando o = 0. Como definido na Eq. (4.3), o termo g; inclui
uma funcao periddica das diferencas de fases estabelecida pela funcao cosseno. Essa
funcao permite um acoplamento periédico com o banho térmico sem preferéncia
nas diferencas de fases, além de manter a invariancia do modelo com respeito a um
deslocamento constante das fases. Neste ponto de vista, o parametro o determina

fisicamente a intensidade de acoplamento do banho térmico ao estado do sistema e,
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nesse sentido, o ruido multiplicativo pode ser interpretado como um campo, como
sera mostrado posteriormente.
Considerando a Eq. (4.1) e a Eq. (4.3) podemos escrever explicitamente o

sistema de osciladores de fase com ruido multiplicativo como

do; K o=
S =wty ; sin(f; —0:) + | 1+ > " cos(8; — 6,)&(1) (4.4)

j=1
onde assumimos novamente frequéncias naturais iguais w; = w para os osciladores,
tendo em vista o equilibrio termodinamico do modelo, como discutido no capitulo
anterior. Aqui, o ruido multiplicativo é de modulagao global uma vez que o ruido
Gaussiano branco agindo sobre cada oscilador é modulado por todos osciladores, ou
seja, pelo estado do sistema. Exemplos de modulacao global de ruido no modelo
de Kuramoto foram mostrados em [45, 44]. Além disso, exemplos interessantes de
efeitos de modulacao local podem ser vistos em [46, 47], nos quais o ruido multi-
plicativo que afeta cada oscilador é determinado unicamente por seu préprio estado
dinamico.

Realizando agora a transformagao 6; — 6, + wt e utilizando a defini¢ao
discreta do pardmetro de ordem Eq. (2.35), podemos reescrever a Eq.(4.4) como a

seguinte equagao geral de Langevin

do;
dt

= Krsin(¢ — ;) + /1 +rocos(y) — 0,)&(t). (4.5)

A Eq. (4.5) é uma equacao desacoplada que governa a dinamica estocastica do oscila-
dor 0;(t), onde os efeitos dos outros osciladores do sistema aparecem nas quantidades
de campo médio r e ¥. A partir daqui denominaremos a Eq. (4.5) de modelo de
Kuramoto com ruido multiplicativo - KRM.

Tendo em vista uma anélise termodinamica, é interessante tomar o limite
do continuo e analisar o modelo de KRM a partir da evolugao de uma fungao de
distribui¢ao da fase. Portanto, a densidade de fase p(6,t) do oscilador, no limite

continuo N — 00, é governada pela equacao de Fokker-Planck nao linear

% - D% [(1+rocos(y —0))p] — % (7K sin(y — 6)p], (4.6)
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sendo que para obtengao da Eq. (4.6) assumimos a interpretagao de Ito para a
equacao estocastica do modelo de KRM.

A distribuicao estaciondria p,(#) dessa equagao é dada por
ps(6) o< [1 + 70 cos(p — §))F/Po~1 (4.7)

onde a constante de proporcionalidade da expressao acima ¢é obtida da condicao de

normalizacao fOQﬂ ps(8)df = 1. Realizando a transformagao de variaveis
z=(1—o%?)12 (4.8)
e utilizando a condigao de normalizacao, obtemos
ps(0) = N7z + sgn(o)vz2 — 1 cos(y) — 0)]”. (4.9)

Aqui, sgn(o) é a fungao sinal. A constante de normalizagdo N e o parametro v sao

K
N =21Pz2), e v=——1, (4.10)
Do

onde PY(z) é uma fungao associada de Legendre de ordem zero.
A expressao analitica para o parametro de ordem r no estado estacionario

é obtida no limite continuo N — oo

N 2m
W 1; - i0; 16
re A}l_l}éo N Zle /0 ps(0)edo, (4.11)
]:
e pode ser expressa como
2T Pl(Z)
_ i0-v) , (g\go — S800) By (2) 4.12
r= [ o = BO K (1.12)

Para este cédlculo e para obtencao da distribuicao estacionaria, utilizamos as fungoes

de Legendre definidas em Gradshteyn [48] (8.711.2)

Pl'(z) = (1/+1)(V+2)---(1/+m)/0” [z + V22— 1cos ] cosmpdp (4.13)

™

(D)™ —-1)--(r—m+1) cos mpdyp

N T /0 [2+\/z2—1cosg0]y+1.

(4.14)
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4.2 Estabilidade do estado incoerente

Nesta secao analisaremos a estabilidade do estado incoerente a partir da
equacao de Fokker-Planck do modelo de KRM. Sabemos que o sitema pode exibir
uma transicao para um regime de sincronizacao quando o acoplamento excede um
certo valor limiar. Para este dado acoplamento os osciladores espontaneamente
sincronizam. Utilizando a mesma metodologia do capitulo anterior, com base no
trabalho do Strogatz e Mirollo [39], vamos linearizar a equagao de Fokker-Planck
em torno do estado incoerente para encontrar as condigcoes que levam o sistema de
osciladores ao regime sincronizado.

Partindo da equagao de Fokker-Planck Eq.(4.6), vamos adicionar uma pe-
quena perturbacao na solucao incoerente

o(0,1) = % +en(0,1), (4.15)

onde e € Re 0 < e < 1. Devido a condi¢ao de normalizagao: fOQF p(0,t)do = 1,

temos que ter
2w
/ n(6,t)d6 = 0. (4.16)
0

Substituindo a solugdo perturbativa na equacao de Fokker-Planck Eq. (4.6) e to-

mando as derivadas em 6 obtemos

on 1 . an
o = D { ro cos(y — 0) (27r + en) + 2ero sin(v¢ 9)89 +e(l14rocos(y —0))
+ L + rK cos(yp —0) — rKsin(y — 6) n
5 T en i 59"
Como

2
= ¢ / 0= (6,t)dh. (4.18)
0

o
06"

(4.17)
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Podemos definir r = er,, onde 7, ¢ o parametro de ordem perturbado. Escrevendo
a equagao (4.17) em termos do parametro de ordem perturbado e retendo os termos

da ordem O(e) temos

on 0%n o K
€5 = D gz~ € 7p cos(¢p —0)| + €5 Tp cos(v — 0), (4.19)
assim
2
1
on _ D@ + —(K — Do)r,cos(¢p — ). (4.20)

ot 00  2rm

Esta é a equagao que governa a dinamica da perturbagao e que, por sua
vez, fornece o critério de estabilidade de um pequeno desvio da solugao incoerente.
Como 7 é periddica em 6, podemos escrever a perturbacao em termos de

uma série de Fourier

[e.e]

n(6,t) = Z cn(t)e™ = c(t)e + c*(t)e ™ + (0, 1), (4.21)

n=—oo
onde ¢ = ¢; é o primeiro coeficiente da expansao e ¢* = ¢} é o seu conjugado
complexo. Uma vez que 7 é real, c_; = ¢}. O termo 1 contém todos os harmoénicos
de ordem superior.

Substituindo a expansao (4.21) no parametro de ordem perturbado

2 0
r, = / e 0=¥) < Z cn(t)ei”9> do
0 =

00 27
_ Z Cn<t>6iw/ ei(1+n)9d9
n=-—o0o 0
— Z cn(t)e_iw5n7,127r
= 2mc_(t)e ", (4.22)
assim
r, = 2mc*(t)e . (4.23)

Sendo: 7, cos(¢)—0) = R [r,e*~9] e usando o fato que R(f) = (f+ f*)/2, podemos
escrever

rpcos(y — 0) = m [c*(t)e ™ + c(t)e] (4.24)
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substituindo agora (4.24) e (4.21) na equagao que governa a dindmica da per-

turbacdo, Eq. (4.20)

0 : . 02 . ) K—-—D . )

a [Cezﬁ_f_c*e—z@_'_nL} — D% [6610 _i_c*e—zﬁ_i_ni] + ( U) [6610 _i_c*e—zﬁ} :

(4.25)
Tomando as derivadas e agrupando os termos
0|0 K—-D o | Oc” K—-D
610 8_§+Dc_( 5 O'>C:|_|_6—19|:8_02€+DC*_( 5 U)C*:|+
8771_ 62771_

- D = 4.2

* { o Do |0 (42)

uma vez que essa equacao é valida para qualquer #, cada termo entre colchetes deve
ser nulo. Como o segundo termo entre colchetes é apenas o conjugado complexo do

primeiro, ele nao nos fornece nenhuma informacao nova, assim ficamos com duas

equacoes
oc 1
anL aQnL
=D . 4.2
ot 00? (4.28)

Vamos analisar a evolugao do modo fundamental ¢(t) na Eq. (4.27) uma vez que ele

determina o comportamento de r(t)
r(t) = erp(t) = € [2mc*(t)e ] (4.29)
A Eq. (4.27) tem como solugao: ¢(t) = e onde
A= %(K — Do) — D. (4.30)

Como c(t) é real, para termos sincronizagao, o parametro de ordem r(¢) em (4.29)
deve crescer com o tempo, assim, é necessario que tenhamos A > 0. Se A < 0 a
perturbagao decresce com o tempo e, por sua vez 7(t) — 0.

Assim, para A > 0 na Eq. (4.30), devemos ter K > D(2+0c). O acoplamento

critico é obtido fazendo A =0

K.=D(2+0) (4.31)
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A Eq. (4.31) mostra que para o = 0 recuperamos o classico K. = 2D da
Eq. (3.27) para o modelo de Kuramoto com ruido aditivo (KRA). Para ¢ < 0,
o ruido multiplicativo tende a enfraquecer a acao dispersiva sobre os osciladores,
permitindo que o sistema de osciladores sincronize com um acoplamento menor do
que o modelo de KRA. Por outro lado, para ¢ > 0 o ruido multiplicativo dificulta o
processo de sincronizacao, aumentando o acoplamento critico em relacao ao modelo
de KRA. Eq. (4.31) mostra que para ¢ = 0 recuperamos o cldssico K. = 2D do
modelo de Kuramoto com ruido aditivo (KRA). Para o < 0, o ruido multiplicativo
tende a enfraquecer a agao dispersiva sobre os osciladores, permitindo que o sistema
de osciladores sincronize com um acoplamento menor do que o modelo de KRA. Por
outro lado, para ¢ > 0 o ruido multiplicativo dificulta o processo de sincronizagao,

aumentando o acoplamento critico em relagao ao modelo de KRA.

4.3 Abordagem termodinamica

4.3.1 Analise do equilibrio

A equacgao de Langevin para o modelo de KRM Eq. (4.5) pode ser escrita

em uma forma geral como

do
o= 10,0 + Vg0, E(0) (4.3
podemos escrever sua equacao de Fokker-Planck correspondente, na forma de Ito,

sendo esta dada por

%~ D100, 0)0] ~ 10,0 (433)

A vantagem da interpretacao de Ito para equacao de Langevin com ruido multipli-
cativo Eq. (4.32) é a identificacdo direta das fungoes f e g com os coeficientes de

deriva e difusao da equacao de Fokker-Planck, respectivamente. De acordo com a
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Eq. (4.5) esses coeficientes sdo expressos por

f(0,t) =rKsin(y —0) (430

g(0,t) =1+ rocos(yp — 0).

Para demonstrar o equilibrio térmico, é mais conveniente tranformar a
equacao de Langevin com ruido multiplicativo para uma equacgao de ruido aditivo
e interpretar a dinamica do sistema como uma difusao sob a acao de um poten-
cial. E sempre possivel fazer isso para um sistema unidimensional [33] como o dado
pela Eq. (4.32). Partindo da equagao de Fokker-Planck Eq. (4.33), vamos fazer essa
transformacao considerando que o primeiro termo do lado direito pode ser escrito
como ,

S0 = 55| () vao| + 35 Vi van)| . )
Assim, podemos reescrever a equagao de Fokker-Planck como
o = D3 [Vigg i) - 3 | = - P vae o

Agora vamos definir uma nova distribuicao de probabilidade em uma nova

variavel ¢
P(¢,t) = v/ Dg(0)p(0, 1), (4.37)
esta transformacao deve obedecer a condi¢cao de normalizacao

P(6,t)dé = p(6,t)do, (4.38)

usando a definicao de P(¢,t) e integrando a expressao anterior, obtemos a trans-

formacao de varidveis

ooy = L [ (4.39)
VD Jo \/9(0)
A derivada parcial 0/00 se transforma como
% _ %% _ \/Lp_ga%’ (4.40)
assim
0 L 0 (4.41)

V50 = Doo
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Multiplicando a Eq. (4.36) por /Dg temos

OP(6,1) 3[13(13)] a[f B }p
————=D—|—==|—=]||—-—=|—=-D= —_—. 4.42
ot 96 |[vDos \vp)| “ae g PaaV?| o Y

Por fim essa equacao de Fokker-Planck em novas variaveis pode ser escrita como

OP(¢,t) 0P D

onde
1 f(0) 0
F(p) = — - D— 0 ) 4.44
(¥) @[ 7~ DoVt >L€(¢) (4.44)
Assim, a equacdo de Langevin correspondente a Eq. (4.43) é dada por
do
7 F(o) +£(1), (4.45)

sendo ¢ um ruido aditivo Gaussiano de média zero e variancia unitaria.

A equagao de Langevin com ruido aditivo simples Eq. (4.45) é similar a
Eq. (3.28) analisada anteriormente para o modelo de KRA, no entanto esconde
a sua complexidade na forga periddica dada pela fungdo F(¢). Para obter uma
expressao analitica para F(¢) é necessario avaliar a integral na Eq. (4.39) e inverter
a expressao resultante para obter a funcdo 6(¢) que aparece na Eq. (4.44). No
entanto, é possivel determinar se a for¢a de deriva F(¢) é conservativa e inferir se o
sistema alcanca o equilibrio térmico, mesmo sem uma expressao explicita para essa
fungao [49].

Primeiro, notamos que se F(¢) é conservativa, o trabalho em um caminho

fechado deve ser nulo

]{ F(¢)de = 0. (4.46)
Podemos agora escrever um ansatz [49] para a forca F
Flo) =2 — 2Lv(g), (4.47)
-2 |

onde o primeiro termo do lado direito é uma forca de nao equilibrio constante e o

segundo é uma forga conservativa derivada de um potencial V(¢). Para determinar
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formalmente que A = 0 e o sistema alcanga o equilibrio, vamos escrever F(¢) como

uma série de Fourier

F(p) = %ao + Z {an cos (%) + by, sin <n_7<_b)} ) (4.48)
n=1

onde, usando a Eq. (4.39)

1w
2V'D Jz \/g(0)

¢ a metade do intervalo transformado [—m, 7).

(4.49)

Os coeficientes a,, e b, usualmente sao dados por

an T/]—" Cos<¢)d¢
by T/ F(o sm< )d¢ (4.50)

Comparando a Eq. (4.47) com a série de Fourier dada pela Eq. (4.48) vemos que
A = ap/2 de modo que a questao de determinar se F(¢) ¢ conservativa e o sistema
alcanca o equilibrio térmico é equivalente a encontrar a condigao ag = 0.

Tomando

.
w=7 [ _Fo)o, (4.51)

e aplicando a mudanca de varidveis

1 o) do
ag = T /¢(T) ]-‘(gb(@))@de, (4.52)

utilizando a Eq. (4.39) temos

dp 1

- T (4.53)

Definindo §(£7) = +m e conhecendo F(¢) da Eq. (4.44) podemos escrever o coefi-

ciente ag como

0) Do
ag = TD/ [f—e—gﬁlng(é’) de. (4.54)
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O segundo termo do integrando desaparece devido a periodicidade de g(f). A inte-
gral do primeiro termo explicitamente é dada por

"), [T rKsin()—0)
. 9(0) 16 = /_7r 1+ rocos(y — G)de' (4.55)

Assim, numa integracao simples, encontramos

ag In(1 +rocos(yp —0)]" = 0. (4.56)

" TDo

Com isso, provamos que no sistema atuam forgas conservativas e ele relaxa para um
estado de equilibrio termodinamico.

Assim como fizemos no capitulo anterior, podemos demonstrar que o sistema
alcanca o equilibrio termodinamico por um outro caminho, analisando a sua distri-
buigao estacionéria. A distribuigao estacionéria Eq. (4.9) permite que as quantidades
fisicas obtidas a partir dela sejam independentes do tempo. Para que o equilibrio
termodinamico seja garantido, a condi¢ao de estacionariedade da distribuicao ps()
deve satisfazer o critério de balanco detalhado, produzindo uma corrente de proba-
bilidade nula no espaco de configuragao [40], nestes termos, podemos garantir que
a distribuicao estacionaria corresponde a distribuicao de equilibrio. Nesta subsegao
mostraremos que a distribuicao estacionaria satisfaz esse critério e relacionaremos
a frequéncia média do oscilador com a corrente de probabilidade no regime esta-
ciondrio.

Vamos comegar aplicando a condicao ergddica para a frequéncia média €2
do oscilador

t
Q = lim t‘l/ Odt . (4.57)
0

t—o0
Esta expressao pode ser calculada substituindo a média no tempo pela média
de ensemble da frequéncia, i.e. Q0 = (df;/dt). Utilizando a equagao de Langevin

Eq. (4.5), temos

Q- <%> — (K sin( — 0,)) = /OZW P I sin(w — 6,)ps(0)d6),
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onde <\/1 + ro cos(y) — Gi)&(t)> = <\/1 + ro cos(¢) — 91)> (&(t)) = 0 uma vez que
nao existe correlagao entre 6 e &. E conhecido que a equacgao de Fokker-Planck pode

ser bem definida em termos de uma corrente de probabilidade J como

dp  0J(0,1)
= (4.58)
Entao, comparando a Eq. (4.58) com a Eq. (4.6) encontramos
J(0,t) = rKsin(y — 6;)p(0,t) — D2 [(1+ 7o cos(v — 60;))p(0,1)]. (4.59)

00
A condicao para solucao estacionéria é que para t — 0o, temos dp/dt = 0. Assim
p(6,00) = ps(0) implica diretamente J(6,00) = J; = constante. Agora, utilizando
a condicao periddica de contorno ps(6 + 27) = p,(#), a expressao para 2 pode ser

escrita em termos da corrente de probabilidade estacionaria .Jg, como

0 = /0 " Jsdf + D/o ' % [(1+ 7o cos(v — 6;))ps] do.
= 21J,+ D[(1+rocos(vy — 2m))ps(2m) — (1 4 ro cos())ps(0)]

= 2nJ,. (4.60)

No entanto, podemos expressar .J; como

Js = (K — Do)rsin(¢ — 6;)ps — D[(1 + ro cos(y — 91))%’0;]
Tomando a derivada dp,/00 da Eq. (4.9)

dps _ vorsin(y —0)p,(0)
00  1+rocos(v —0;)

(4.61)

podemos escrever

Js=[K — Do(1+v)]rsin(y — 6;)ps, (4.62)

como v = K/Do — 1, obtemos precisamente J; = 0, o qual resulta na condigao de

equilibrio termodinamico. Assim, no regime estacionario 2 = 0, mostrando que a

velocidade angular média do oscilador nao tem um sentido preferido de rotagao.
Uma vez que o equilibrio termodinamico foi demonstrado, podemos afirmar

que a distribuigao estaciondria ps(f) na Eq. (4.9) é a distribuigao de equilibrio do
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sistema pe,(#) e estamos aptos agora a construir a termodinamica do modelo de KRM
a partir dela. O interesse principal aqui é analisar as implicacoes termodinamicas
da introducao de um ruido multiplicativo no sistema de osciladores, controlado pelo
parametro de acoplamento de ruido o. Para isso, utilizaremos a mesma definicao de
temperatura Eq. (3.39) feita para o modelo de KRA e definiremos uma “temperatura
efetiva” T, s; que escalona a transi¢ao de fase do modelo de KRM no valor unitério.
Considerando o acoplamento critico para sincronizagao obtido na segao an-
terior Eq. (4.31), vamos definir a temperatura efetiva T, ¢¢ do sistema de osciladores,
como
Ke

Ly=—2=(5+1)1, (4.63)

onde T'= 2D /K é a temperatura para o = 0, i.e., para o sistema com ruido aditivo.
Entao, para qualquer o a temperatura efetiva critica ¢ T.sr. = 1. Em termos da

temperatura, podemos escrever a distribuigao Eq. (4.9) de equilibrio

Peq(0) = %[z +sgn(o)vz2 — 1cos(y — 6)]”, (4.64)
onde
Z =27P%(2), (4.65)

é a fungao de parti¢do e o parametro de ordem Eq. (4.12)

_sgn(o) P (2

~—

= . 4.
" P (4.66)
Nas equagoes (4.64)-(4.66), z = 1/+/1 — ?r? e o parametro v é dado por
2
=——-1. 4.67
V= (4.67)

Na Fig. (4.1) mostramos o comportamento do parametro de ordem r em
funcao da temperatura efetiva 7., para diversos valores do acoplamento de ruido
o. O parametro de ordem foi implementado numericamente com o céalculo auto-
consistente da Eq. (4.66). Apesar da temperatura efetiva ser util na convergéncia

de todas as curvas para um unico ponto de transi¢ao, permitindo que se obtenha a
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FIGURA 4.1: Parametro de ordem r em funcao da temperatura efetiva T.;; para

varios valores de o.

relacao entre o e T' que leva o sistema ao inicio da sincronizagao, ela esconde muito
da influéncia de ¢ no comportamento do sistema de osciladores. Tendo em vista
estudar os efeitos do ruido multiplicativo que generaliza o modelo de KRA, a maior
parte de nossa andlise sera feita utilizando a temperatura 1" e considerando o como
um parametro independente.

Na Fig. (4.2) mostramos o espectro do parametro de ordem 7 no espago
(0,T.sf). A faixa preta corresponde a regido com r = 0, enquanto o violeta inferior
é a regiao com maxima ordem que corresponde a r =~ 1. E evidente a assimetria
entre as regioes com o > 0 e 0 < 0, mostrando que valores negativos de o favorecem
a sincronizacao. E interessante também observar que a presenca de o na definicao da
temperatura efetiva Eq. (4.63) permite a existéncia de uma “fase parasincronizada”,
i.e. a existéncia de um valor diferente de zero do parametro de ordem para 7" > 1
contanto que Tisr < 1. Isto ocorre para valores de o, na regiao entre T.rs = 0/2+1
e T.rr = 1. A fase parasincronizada se tornara clara na Fig. (4.3) abaixo.

Na Fig. (4.3) mostramos o comportamento de r como uma fungao do parametro

de acoplamento ¢ para as trés isotermas. Em todas as curvas vemos que, para uma
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FIGURA 4.2: O espectro do parametro de ordem r no espaco (T,¢f,0). A regiao preta
acima de Tory = Tipre = 1, define a regidao sem ordem r = 0. Note que a regiao
Tepfe < 1 contém toda a regiao de sincronizacao, incluindo aquela para qual 7' > 1,

que denominamos de uma “fase parasincronizada”.

dada temperatura 7' fixa, r é uma funcao decrescente de o. FEntao, observamos
que a curva T = 1 separa a regiao interna, antes mencionada como “fase para-
sincronizada”, estabelecida para T > 1, da fase sincronizada com 7" < 1. A fase
parasincronizada existe somente para o < 0 e para todas curvas nas quais T,py < 1
é verificada. A assimetria no comportamento de sincronizacao para os valores de o
e —o ¢é claramente mostrada, como discutido anteriormente.

Na Fig. (4.4) mostramos o comportamento do parametro de ordem 7 como
funcao da temperatura 7. Da esquerda para direita temos ¢ = +0.5, 0, e —0.5.
Podemos ver um comportamento tipico de campo médio onde o parametro de or-
dem decresce com a temperatura. A curva do meio, para ¢ = 0, corresponde ao
comportamento do parametro de ordem para o modelo com ruido aditivo simples
(KRA), para o qual T' = T,y e, consequentemente, as temperaturas criticas 7, e

Tesfc sao as mesmas. As curvas com acoplamento de ruido nao nulo apresentam
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FiGURA 4.3: O parametro de ordem r como fun¢éo do acoplamento de ruido o para
asisotermas T =1,T > 1eT < 1. A regiao T > 1 caracteriza a fase parasincronizada

com o < 0. A regiao T' < 1 corresponde a fase sincronizada.

uma assimetria entre o = 0.5, com 7, = 4/5, ¢ 0 = —0.5 com 7, = 4/3 a ultima
apresenta ordem mesmo para T' > 1. Note da Eq (4.63) que as duas curvas tém
respectivamente T.rr. = (1 +0.5/2)4/5 =1 e Toype = (1 —0.5/2)4/3 = 1. Assim
se torna claro que o conceito de temperatura efetiva é 1til para escalar todas essas
curvas em um Unico ponto de transicao Tesf. = 1.

O ruido multiplicativo na Eq. (4.5) apresenta alguns aspectos fisicos inte-
ressantes. Ao contrario do ruido aditivo simples, que somente aumenta a dispersao
desincronizando os osciladores, o acoplamento de ruido ¢ direciona o ruido aleatério,
amplificando ou reduzindo a sincronizagao do sistema. Isso significa que o parametro
o fisicamente acopla o banho térmico ao estado do sistema.

Uma vez que identificamos o papel do acoplamento de ruido o como res-
ponsavel pela inducao de uma transicao de fase continua no sistema de osciladores,
como mostrado na Fig. (4.3), vamos interpretar a sua atuacao, dentro do contexto
da termodinamica, em termos de um campo. Considerando a energia interna do

sistema como fungao da entropia e do parametro de ordem U = U(S,r), podemos
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T

F1GURA 4.4: O parametro de ordem r como uma funcao da temperatura 1" para trés
valores de o. Note que todas as curvas mostram um comportamento de campo médio

padrao.

escrever a equacao fundamental como
dU =TdS — Hdr, (4.68)

onde aqui definimos o termo Hy como o campo de sincronizacao. O sinal negativo
surge do fato de que um aumento do parametro de ordem, mantendo a entropia
constante, resulta em uma diminuicdo da energia interna do sistema. Assim, a
entropia e o campo de sincronizacao sao grandezas fundamentais para a compreensao
termodinamica do sistema. Vamos primeiro obter uma expressao analitica para
entropia S e logo em seguida, na se¢ao (4.4), deduzir uma expressao para o campo

de sincronizacao H;.

4.3.2 Entropia

A entropia é uma das principais grandezas na termodinamica. Ela nos per-
mite compreender o nivel de organizacao do sistema e como ele distribui energia
entre seus estados acessiveis. Além disso, ela nos permite estudar outras proprie-

dades termodinamicas do estado de sincronizacao dos osciladores, muito além da
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analise convencional do parametro de ordem.
A entropia de Gibbs em unidades da constante de Boltzmann kg é definida

para distribuigao Eq. (4.64), e resulta em
2
S = _/peq(e) In pey(0)dO = In N — le/ [Mz,0)]"In[A(2,0)]d0 ,  (4.69)
0

sendo a func¢do A(z, ) expressa como
Az,0) = z + sgn(o)Vz2 — 1cos(yp — 0). (4.70)

Aqui realizamos uma integragao por partes bem como utilizamos a condigao de
normalizacao N ! 027r p(0)dd = 1. O método de integragao do tdltimo termo da
Eq. (4.69) consiste em reescrevé-lo usando ¢ = A" onde ¢ é um parametro
auxiliar. Considerando que A nao é uma fungao de ¢ podemos escrever diretamente

lim,_,0 g—g} = A\ In A, tal que

/0 ’ [A(z,0)]" In[A(2,0)]df = lim 9 /0 W[)\(z, 6)]""7df = 2 lim iPBW(Z) :

©—0 Do ©—0 Dy
Entao, assumindo lim,_,g %Pfﬂ,(z) = [%Pg(z)hzy (veja Cohl [50]), isto resulta
em uma equacao geral para entropia
9 0
S = (1 . ”8_> In [20P2(2)] . (4.71)
v

Esta é uma equagao muito abrangente da entropia que é fungao das variaveis ter-
modinamicas r e T'. Note que o parametro v depende sobre a temperatura 1" via
Eq. (4.67) enquanto o argumento z é uma func¢ao do parametro de ordem r de
acordo com a Eq. (4.8). Ambos v e z sdo fungdes também do acoplamento de ruido
o. Assim, a entropia Eq. (4.71) engloba as propriedades termodinamicas gerais do
sistema.

E importante destacar que a Eq. (4.71) é analiticamente bem definida e
requer o conhecimento das derivadas das fungoes de Legendre com respeito ao seu

grau, cuja forma geral é dada por

OPU:) e a4l 1 @-1 C+1
7_—Py(z)ln—+ﬁ]§+>d (Q—z)’/“ln 5
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F1GURA 4.5: Entropia como uma funcao da temperatura 1" para valores de o. Note
que todas as curvas de entropia alcan¢am o valor méximo em In(27), o qual é o estado
completamente incoerente. Todas as curvas de entropia vao para S = —oo quando

T =0, que é o estado completamente sincronizado.

onde C* é um dominio definido em [51].

Na Fig. (4.5) mostramos o comportamento da entropia, Eq. (4.71), como
uma funcao da temperatura T E possivel observar que na temperatura efetiva
critica Tpppe = (0/2 + 1)T = 1 todas as curvas de entropia alcangam um valor
maximo constante. Quando a temperatura vai para zero, as curvas de entropia
divergem para menos infinito. Vamos analisar estes limites fisicos da Eq. (4.71)
obtendo os valores exatos. Primeiro, consideramos o limite da temperatura igual a
T. e onde o parametro de ordem r = 0 e, por sua vez, z = (1—0?r?)"1/2 = 1. Neste

limite a fungio associada de Legendre P%(1) = 1 e a entropia se torna
Spaz = In (27) (4.72)

o qual corresponde ao valor da entropia para o estado completamente incoerente.
Agora, consideramos o limite de 7" — 0. Neste limite, v = (2/Toc —1) — oo

e podemos utilizar a forma assintética da funcao de Legendre devido a Olver [52], a
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qual redefinimos em termos do parametro z como

cosh™(2)

2

1/2
: ) Io(vcosh™(z)) quando v — oo, (4.73)
2

P ~

onde I,,(k) é a fungao modificada de Bessel de primeira espécie de ordem n definida

anteriormente pela Eq. (3.7). Neste limite, a entropia é dada por

1 472 cosh_l(z)) I(e)
S = —tn | 220 ) [ (e)] — el 4.74
i (T2 i) - <7 (174
e 0S parametros a0 expressos agora como
_ I(g)
= vcosh™! = (1 - o%'?)71/2 = lim = A.75
e=vcosh (2), z=(1-07r") e 7= limr L) (4.75)

Quando 7" — 0 temos € — oo e, por sua vez, a funcao modificada de Bessel toma
a forma assintética I,(e) ~ e°/v/2me [52]. Assim tomando 7" = 0 na Eq. (4.74)

obtemos

-1
S(T = 0) = lim S = lim ~In (M) S —0. (4.76)

£—00 £—00 evz2—1
Neste limite a entropia assume o mesmo comportamento da entropia de um
gas ideal em T = 0. Assumimos também que para T = 0 as fases de todos os
osciladores tem o mesmo valor e consequentemente a densidade de fase do sistema é
equivalente a uma funcao delta de Dirac. Assim, este resultado é esperado uma vez
que o sistema de osciladores tratado aqui é descrito em um espaco de fase classico.
Note que a condicao de acoplamento de ruido fraco o ~ 0 também implica
v — oo e podemos utilizar a expressao da entropia Eq. (4.74) para encontrar, como
caso particular, a entropia do modelo com ruido aditivo, fazendo ¢ = 0. Assim,

considerando que
cosh™(2)/V22 —1~1 quando o — 0, (4.77)

e tomando o limite ¢ — 0 na Eq. (4.74) obtemos a entropia para o modelo de

Kuramoto com ruido aditivo (KRA), que resulta em

S =1In[2nly(k)] — k

(4.78)
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com
T N 27“0 T o Il(k>
b=lime=7" o no=lmr=70

(4.79)

A Eq. (4.78) ¢ equivalente a Eq. (3.46) obtida no capitulo anterior.

4.3.3 Energia interna

A expressao para energia interna do modelo de KRM pode ser obtida, como
fizemos anteriormente, a partir da energia livre de Helmoholtz F = U — T'S. Utili-

zando a fungao de particao Eq. (4.65), temos
F=-Thz=-Th\2rP’(2)], (4.80)

assim, conhecendo a expressao para entropia Eq. (4.71), podemos escrever a energia
interna do modelo de KRM como

U= —TV% In[27PY(2)]. (4.81)

E interessante observar que para o =~ 0, ou seja, v — oo, a func¢ao associada de
Legendre P%(z) toma a forma assintética definida na Eq. (4.73) e as expressoes da
energia livre e energia interna do modelo de KRM se tornam

F=-Tln l27r<%_1_(?> 1/210(6)] , e U= —Tc‘%, (4.82)

respectivamente, com parametros € e z definidos na Eq. (4.75). Tomando o = 0

encontramos

F = —T[2rly(k)] = —Tn[2rLy(2r0/T)). (4.83)

_ L(k)
U= Tk s =2, (4.84)

com parametros k e ro definidos na Eq. (4.79). As Eqs. (4.83) e (4.84) sao exatamente
a energia livre Eq. (3.51) e energia interna Eq. (3.52) do modelo de KRA, como

esperado.
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4.3.4 Calor especifico

Uma vez que conhecemos a entropia, podemos agora obter o calor especifico
do sistema de osciladores mantendo o acoplamento de ruido o constante. Isto requer
determinar C, = T (0S/0T), tomando as seguintes consideracoes: a entropia .5,
veja a Eq. (4.71), é explicitamente uma funcao S — S(v, z) sendo v e z fungoes da

temperatura 7T'. Assim
05 _ (98\ v (05\ 0
or — \ov). oT \9z),0T

] [(g_i)i—h— (1%>J (%l (3—3”

Aqui eliminamos a derivada 9z/9T considerando que o parametro z = (1 —o?r?)~1/2

ov
- (4.85)

é uma fungao direta de r, e utilizando a Eq. (4.12) obtemos

z = cosh [tanhl (ﬁ—(?%ﬂ , (4.86)

sendo o funcional z — J(v, z) uma funcdo altamente transcendental [53]. Isto nos

permite escrever a derivada

0z oJ\ Oov oJ\ 0z
o= (5).+ (), 77 457
a qual pode ser expressa na forma
0z 1 aJ\ Oov
D — et W 4.88
o~ 1— (%) ] (81/)Z8T (4.88)

Segue que as derivadas da Eq. (4.85) foram computadas utilizando as Eqgs. (4.66),
(4.71), e (4.86), resultando em

(aS)Z _ sen(o) {T_V(,,H)ﬁ} | (4.89)

ov 2 ov

22 —1

(g_f)y _ _,,aé‘_;ln 2P (2)] (4.90)
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<g—;’)u = —20Qp(ro)sinh [Q)(ro)] % = —g(z)% : (4.91)
(g—i)z = —20Q(ro)sinh [Q)(ro)] % = —§(2)% . (4.92)

onde QY(z) e Q(x) sao as fungoes associadas de Legendre de segunda espécie [53] e
5(2) = 20Q}(ro) sinh [Q%(ro)]. Levando em conta todas as derivadas acima, pode-

mos obter a equacgao para o calor especifico

2

+v(v+ 1)% In [27P)(z)] ,  (4.93)

14

O, =9(z,v) [7"? — (v +1) (%)2

sgn(o)v(v+ 1)s(2)

vz -1 (1 +§(z)%) .

Note que esta é uma expressao altamente transcendental envolvendo os parametros

Wz, v) =

(4.94)

r, v e z. Na Eq. (4.93) as derivadas parciais dr/dv e Or/0z sdo bem definidas
analiticamente.

Na Fig. (4.6) mostramos o calor especifico Eq. (4.93) como uma funcao
da temperatura T para tres valores de . Vemos que todas as curvas partem de
Co(T =0) = % e entao o calor especifico cresce continuamente até alcangar um
valor maximo na temperatura efetiva critica T,s¢. = (0/241)T = 1. O aumento na
entropia devido ao fluxo de calor para o sistema implica na redugao da sincronizagao,
o que sempre resulta em C,(T" > 0) > C,(0). A estabilidade termodinamica é
imediatamente satisfeita uma vez que C, > 0 para todo 0. Como esperado, note
que para 1" > T, o sistema alcanca um estado totalmente desincronizado e o calor
especifico se reduz a zero.

Podemos encontrar o valor exato do calor especifico C, para T' = 0. Pri-

meiro obtemos C, para T' — 0 considerando a expressao assintética da entropia

obtida da Eq. (4.74)

o o 2¢e 1 Lz ()
c V22— 1—V0'(I)(€)’

2 022 cosh™!(2)

(4.95)
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FIGURA 4.6: O calor especifico C,(T) como uma funcao da temperatura T para
valores de o. Todas as curvas partem de C, = % para T = 0 e crescem até alcancar

um valor maximo em T¢fy. = 1. Para T'> T, s, Cs = 0 como esperado.

onde temos definido

®(e) = == cosh™!(2(¢)). (4.96)

O calor especifico para T' = 0 requer as consideracoes

1 1 1
g — 00, 7‘,%1—2—5, € @(5) %(1_—02>2—€2, (497)
onde da Eq. (4.95) obtemos
oc [ 2¢ 1 z 1
lim 2o + ]cb €)== 4.98
emoo 2 Loz?  cosh™(2) 22 —1 © 2 (4.98)
lim vo®(e) = 0. (4.99)
E—0Q
Assim, todas as curvas de calor especifico convergem para
1
Co(T=0) = 3 (4.100)

Isto é precisamente o que obtemos para as curvas numeéricas. Note que este resultado
é equivalente ao valor do calor especifico em volume constante C, de um gas ideal

classico.
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Como foi discutido na expressao para entropia assintética, a Eq. (4.95) é
vélida também para um acoplamento de ruido fraco (¢ ~ 0). Em particular para

o =0, a Eq. (4.95) se torna

120 (k)
Coo = 7= o (h) (4.101)
Aqui,
(k) — lim d(c) = 20 (4.102)

o—0 o %’
sendo k e ry definidos em (4.79). Chamamos atengao para o fato de que a Eq. (4.101)

é equivalente a Eq. (3.58) para o calor especifico do modelo sem acoplamento de ruido

o, i.e., do modelo de Kuramoto com ruido aditivo (KRA).

4.4 FEfeitos de campo

4.4.1 Campo de sincronizacao

Agora, conhecendo os efeitos do ruido multiplicativo e a influéncia do aco-
plamento de ruido ¢ no estado de sincronizacao do sistema, estamos aptos a com-
preender o campo de sincronizacao H, agindo sobre o sistema, como funcao deste
parametro. Para tanto, vamos fazer analogias de H,; com o campo efetivo H.s¢
definido na teoria de campo médio para sistemas magnéticos [54].

A energia livre de Helmholtz F' = F(T,r), obtida por meio de uma trans-
formada de Legendre da energia interna U = U(.S, r), pode ser escrita, em sua forma
diferencial, como

dF = —SdT — H,dr, (4.103)

onde para isso, utilizamos a Eq. (4.68). Essa expressao nos permite obter a entropia
S e o campo de sincronizagao H, por meio da energia livre.

Antes de prosseguir com o campo de sincronizacao, € instrutivo demonstrar
a coeréncia da nossa expressao para energia livre Eq. (4.80) recuperando a expressao

da entropia de uma forma alternativa. Da Eq. (4.103), temos

S =— <Z_§)T = In[27P%(2)] + T@% In[27 PY(2)]. (4.104)
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Essa expressao pode ser definida em termos do parametro v. Para isso, vamos fazer

uma transformagao na derivada 0/0T = 0v /0T (0/Jv), e, usando a equagao (4.67),

temos Ov /0T = —(v + 1)/T, de modo que podemos escrever a entropia como
0 0 0
S =In[2nP)(2)] + (—v — 1)8_ In27P)(z)]. (4.105)
v
Entao, realizando uma mudanca de variaveis v/ = —v — 1, a derivada com respeito

a v transforma como 0/dv = o' /Ov (0/0V') = —0/0V', o que resulta em
0 , 0 0
S =In[27P°, _,(2)] —v v In27P°,_(2)]. (4.106)
v

Utilizando a propriedade das funcoes de Legendre PE™ (2) = PF™(z) e trocando

V' — v encontramos a expressao da entropia

S = (1 — Va%) 27 PY(2)] . (4.107)

que é a mesma da Eq. (4.71), como queriamos demonstrar.
Retomando o objetivo inicial, vamos estabelecer o campo de sincronizacao

H, que age sobre o sistema de osciladores, partindo da relacao termodinamica

Eq. (4.103) como
H,=— (8—F) , (4.108)
or ),

na qual a energia livre F' é dada pela Eq. (4.80). Na Eq. (4.108) um aumento no
parametro de ordem 7 resulta em um decréscimo na energia livre F', de modo que
OF/0r < 0, nessas condi¢oes Hy > 0. Isto tem analogia com o comportamento da
pressao, na termodinamica de sistemas fluidos P = — (0F/0V'), na qual o volume V'
é analogo ao parametro de ordem r. Aqui, chamamos atencao para a complexidade
deste sistema de osciladores, onde para baixas temperaturas 7' — 0, a entropia
se comporta como S(7) — In(T") — —oo e o calor especifico C, — 1/2, o que é
mais similar ao comportamento de um gas ideal classico do que o de um sistema
magnético. Para altas temperaturas, o sistema apresenta uma fase sincronizada e

uma fase parasincronizada, admitindo uma analogia direta com o magnetismo.
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A analogia com a teoria de campo médio para o magnetismo é melhor com-
preendida quando analisamos o campo H como constituido de duas partes, sendo
uma delas funcao de um campo externo agindo sobre o sistema, como resultado do
ruido multiplicativo, isso ficara claro posteriormente. Primeiro, precisamos determi-
nar a expressao completa para H, assim, sabendo que z = (1—02r?)"1/2, a derivada
parcial com respeito a r transforma-se da forma 9/0r = z30%r (0/9z). Utilizando a

Eq. (4.108), obtemos a expressao para o campo de sincronizacao

z

H, = nga2ra2 27 PY(2)], (4.109)

a qual pode ser expressa de uma forma simples

T(1 3 5+2,.2
H, = (1+ V)z20 7“1 sgn(o) | (4.110)
Z R

por meio da Eq. (4.66) e utilizando a relagio P!(z) = (22 — 1)Y/2dP%(z)/dz=.
Agora, para compreender melhor os efeitos do campo de sincronizagao sobre

o sistema, vamos decompor H, na forma
H,=Hy+ H,, (4.111)
onde definimos o campo interno H
Hy=H;(c=0,rT), (4.112)

o qual corresponde a parte que nao depende explicitamente de o. Portanto, podemos
obter a expressao de Hy tomando o limite ¢ — 0 na Eq. (4.110), que resulta em

L(2r/T)

Hy = lim H, = 2r = 2522/
0= " (2T

(4.113)

Note que o campo interno Hy leva em conta somente os efeitos do ruido aditivo
sobre o sistema.

O campo externo H, ¢ definido como

H, = H,(o,r,T) — Hy (4.114)
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o qual é diretamente relacionado aos efeitos do ruido multiplicativo que atua no
sistema de osciladores. Ele corresponde a parte do campo H, que depende explici-
tamente de o.

Aqui enfatizamos a diferenca particular da teoria de campo médio convenci-
onal para o magnetismo [54] e a decomposigao do campo de sincronizagao H, como
estabelecido na Eq. (4.111). Na teoria de campo médio, é definido um campo efetivo
como H.rp = com + H, onde ¢y ¢ uma constante, m ¢ a magnetizacao e H é um
campo externo que nao depende de parametros internos. Nesta tese, definimos um
campo de sincronizacao H, que tem um papel de um campo efetivo, o qual pode ser
analisado como sendo a soma de um campo interno Hy = 2r, como pode ser visto na
Eq. (4.113), com um campo externo H,, definido pela Eq. (4.114). No nosso caso,
o campo externo H, é longe de ser uma constante, ele é uma funcao que depende
intrinsecamente sobre r, T', e 0. No entanto, em muitos aspectos H, é similar ao
campo externo H no sentido de que age diretamente sobre o estado do sistema, por
meio do ruido multiplicativo, podendo tanto reduzir quanto ampliar o estado de

sincronizacao.

FiguraA 4.7: O pardmetro de ordem r como uma funcao do campo externo H, para
trés isotermas 7T'. Todas as curvas saturam em r = 1, andlogo a um sistema magnético.

A curva T = 1 separa a fase sincronizada T' < 1 da fase parasincronizada T > 1.
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4.4.2 Campo externo e susceptibilidade

Agora é possivel definir uma susceptibilidade isotérmica Y estritamente em

termos do campo externo H, como

OH
-1 c 4.11

através da qual podemos compreender melhor a resposta do sistema de osciladores

devido ao campo externo aplicado.

Na Fig. (4.7) mostramos as isotermas do parametro de ordem r como uma
funcao do campo externo H,. Note que todas as curvas tendem a saturar em r = 1
para valores grandes de H, analogamente a um sistema magnético. Isto diz respeito
ao fato de que H, exerce o papel de um campo externo, como esperado. As variaveis
conjugadas (r, H,) tem um valor méximo para ¢ = —1, e decrescem em diregao ao
ponto (0,0) para o = 1, i.e., T.sf = 1, o ponto final das curvas. A curva isoterma
T = 1 delimita a fase sincronizada T' < 1 da fase parasincronizada T" > 1. A fase
parasincronizada existe somente para H, > 0 e sua susceptibilidade é sempre finita
e positiva, exceto para T' = 1 onde ela diverge com H, — 0, como esperado, veja o
Cap. (5) onde o comportamento critico sera analisado em detalhes.

Na fase sincronizada, para T = 0.7, quando ¢ aumenta, H, decresce, e r
decresce alcangando um valor ndo nulo no primeiro zero de H,(r) = 0 o qual cor-
responde a uma sincronizagao espontanea, i.e., sincroniza¢ao em um campo externo
nulo. Isto é muito similar ao que acontece para o comportamento da magnetizagao.
A medida que o continua aumentar, r decresce e T, sy aumenta em dire¢ao 1.5 = 1,
para o qual r = H, = 0.

A fase sincronizada, para H, < 0, exibe um comportamento anémalo, uma
vez que permite uma regiao com y < 0 e uma divergéncia de y. Isto acontece
devido a dois fatos: primeiro, no modelo de Kuramoto r é definido como o médulo
de um nimero complexo que é sempre positivo. Isto difere de sistemas magnéticos
onde a magnetizacao m se torna negativa para campos externos reversos Hy < 0.

Segundo, H, é uma funcao de r e o com dois zeros. Entre estes dois zeros temos um
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minimo tal que 0H,/dr = 0 com x = oo. Uma situagao similar ocorre para liquidos
complexos tal como a agua, onde a densidade decresce com a temperatura na regiao

0°C' < T < 4°C.

0.4
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T
T
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FIGURA 4.8: Inverso da susceptibilidade xy~*

como uma funcao do campo externo H,
para isotermas fixas 7. As curvas T' = 1.3 e T' = 1 correspondem a fase parasincro-
nizada. A curva T = 0.7 corresponde a fase sincronizada. Note que a temperatura
critica T'=1 e o campo nulo H, — 0, x diverge em acordo com a Eq. (5.18), como

esperado.

Para um liquido, considere a identidade matematica

2,0,

onde p é a pressao e V o volume. Uma vez que a compressibilidade isotérmica

definida como

1 [0V
=—— = 4.117
=7 (%) - (1.117)
é sempre positiva, k7 > 0, entao, na regiao critica
oT oV
(3_19)‘/ < 0 implica que (8_T)p <0, (4.118)

satisfazendo a Eq. (4.116). Assim, o volume diminui com o aumento da tempe-

ratura, na regiao entre 0°C' e 4°C, o que constitui, de modo simples, na anomalia
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de densidade da agua. Matematicamente isto é facilmente compreendido porque
a pressao p(V,T) nao é uma funcdo linear de V', consequentemente ela tem um
extremo com derivadas nulas. O mecanismo fisico é mais complicado, mas é bem
estudado na literatura [55, 56].

Para nosso sistema, consideramos uma identidade similar

(ELEE,

) é sempre positiva, a susceptibilidade negativa y = < a‘z ) <0,
r /T

oT
OH,

Uma vez que (

Lol

gT > (. Assim, nessa regiao, o parametro de ordem

na regiao anomala, implica ( ) "
(o8

se comporta de maneira nao convencional, aumentando com a temperatura. Isto é
muito similar a anomalia na agua.

! como uma funcao

Na Fig. (4.8) mostramos o inverso da susceptibilidade x~
do campo H,. As temperaturas sao T' = 1.3 e T' = 1 para a fase parasincronizada,
e T = 0.7 para a fase sincronizada. Quando H, — 0 a susceptibilidade y tende
a valores finitos, exceto para a curva T = 1 quando ela diverge, como esperado.

Iremos abordar essa divergéncia entre outras propriedades do sistema na regiao de

transicao fase no capitulo seguinte.



Capitulo 5

Criticalidade de osciladores de fase com

ruido multiplicativo

Neste capitulo estudaremos o comportamento critico das quantidades ter-
modinamicas previamente estabelecidas, bem como, obteremos os expoentes criticos
de campo médio envolvidos. Ao final do capitulo obteremos uma relacao de flu-
tuagao-dissipagao para o modelo que relaciona a flutuagao do parametro de ordem

na regiao de transicao com a susceptibilidade do sistema ao campo externo.

5.1 Expoentes criticos

Comecamos o estudo pela andlise da expressao da entropia préxima a tem-
peratura critica T, que é obtida tomando os primeiros dois termos da fun¢ao asso-
ciada de Legendre expandida para r ~ 0 (equivalentemente z = 1), que resulta em
PY(z) 2 1+v(v+1)(z —1)/2. Segue da Eq. (4.71) que a entropia nesse limite ¢

dada por

2 2
veoT 4

R (5.1)

Sc = Smax -

Agora precisamos determinar as expressoes para os campos Hy e H, préximos da

regiao critica, onde a temperatura efetiva e o parametro de ordem sao Tesr ~ 1 e

76
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r &~ 0 respectivamente. Assim, expandindo H na Eq. (4.110) encontramos

1 1
H, = <§TV20'2 + §TV02) T (5.2)

Sabendo que v = 2/T'0 — 1, podemos escrever

2
m:%—w:m+m. (5.3)

Note que Hy = Hy(c = 0) = 2r/T corresponde exatamente a parte do campo
de sincronizacao que nao depende explicitamente do valor de o de acordo com a

definigao Eq. (4.112). Por outro lado, o campo
H, = —or, (5.4)

existe somente para o # 0 e tem o papel de um campo externo atuando sobre o
sistema. O sinal negativo em H, mostra que a sincronizacao aumenta quando —o
cresce, como discutido no final do capitulo anterior.

Para obter os expoentes criticos, primeiro tomamos os dois primeiros termos

da expansao do parametro de ordem r na Eq. (4.66) para z ~ 1 (ou r ~ 0), dados

por
2
. \/ﬁsgn(a)u(z e V2sgn(o)(v* + v + 1)V(z _ 1), (5.5)
2 8
Tomamos também a expansio de z = (1 — r2¢%)~"/2 para r ~ 0, que produz
r’e?  3riot
=1 5.6
2 + T g (5.6)

Agora, introduzindo a Eq. (5.6) na Eq. (5.5) e considerando (1 4 3r?¢?)1/2 ~ 1 4

21202, obtemos a expressao

vos vo 1 o

TZ[E(Q—I/2—I/):|:1—7:1—f+§, (5.7)

onde utilizamos v = 2/T'oc — 1 para encontrar o lado direito desta equagao.

Agora, sabendo que H, = —or, podemos escrever

1 o 1 H
N=1l—-=4-—=1-—---2 .
" T3 T o’ (5-8)
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com o parametro A dado por
vo® _ H} n H? H, 1
C8r3 82T 2rT? 273

(5.9)

Na regiao de transicao assumimos um pequeno desvio da temperatura critica, para

o qual usualmente é definido

T=T.-T=1-T. (5.10)
Agora observe que para T — T, = 1 e campo nulo H, = 0 temos A = —%. Entao a
Eq. (5.8) para H, = 0 e 7 — 0 resulta no parametro de ordem
1.11/2
o —1(1 _ * _m1/2 B
r 71}1)1{1) [A (1 T)} x (T. —=T)"* < 77, (5.11)

o qual estabelece o expoente critico f = % para o modelo. Isto foi obtido também
em outros contextos diferentes para o modelo de Kuramoto [57, 58]. Assim, para
apresentar uma descricao mais completa da transicao de fase, iremos obter nesta
tese os outros expoentes criticos importantes que nao sao atualmente apresentados
na literatura.

Diante disso, utilizando a Eq. (5.4) podemos expressar também a entropia

Eq. (5.1) como uma fun¢ao de H, na forma

r?  H H?
Sc:Smam____U - —. 5.12
T (5.12)
O calor especifico em campo constante H, é entao dado por
0S. B 2r2  2r dr I <7’ dr)
or | . \T dr/)"’

Cy, =T [ (5.13)

T2 TdT+

1/2

Considerando agora a Eq. (5.13) para o campo nulo H, = 0, 7 — 0, e r o< 7'/%,

obtemos

Cr,—o x 7%, (5.14)

onde em Cpy, permanece somente o termo (2r/T)dr/dT o qual se torna uma cons-
tante que produz o expoente critico a = 0. Além disso, observamos que ao longo da
isoterma T' =T, = 1 a Eq. (5.8) resulta em

1
A = —5Ho, (5.15)
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tal que para 7 =0 e H, — 0 obtemos a relagao entre r e H, como

_ : 1/3 1/6
r=— lim (gA)l/sHa/ o H)°, (5.16)

que fornece o expoente critico d = 3 para o sistema.

Partindo da defini¢ao do inverso da susceptibilidade xy ! e tomando a Eq. (5.15)

para o campo nulo H, =0, A = —1/2, e 7 — 0, resulta em
0H, .
X = [ ] = —lim 6Ar? o< 7, (5.17)
(97” Hoy=0 7—0

onde usamos r o< 7V/2. Isto mostra claramente que a susceptibilidade é divergente
X oxT1 7, (5.18)

com o expoente critico v = 1, como esperado.

Estes resultados concluem o estudo dos quatro principais expoentes criticos
do sistema. E importante notar que os expoentes criticos 5 = %, a=0,0=3¢
~v = 1 sao expoentes de campo médio e satisfazem respectivamente as leis de escala

de Rushbrooke e Widom.
a+20+y=2 e y=p(0-1). (5.19)

Neste sentido, nds temos entao realizado um estudo abrangente da termodinamica

e transicao de fase do estado de sincronizacao fornecendo seus expoentes criticos.

5.2 Relacao de flutuacao-dissipacao

Finalmente, é de interesse examinar a relacao entre a flutuacao do parametro

de ordem (r?) e sua funcao de resposta na vizinhanga da transicao de fase para o

qual 7 ~ 0. A probabilidade de flutuagdo w(r) do parametro de ordem pode ser
obtida como [59]

w(r) o« exp (AS), (5.20)

onde AS é a mudanca na entropia na flutuacao que pode ser expressa como AS =

—~Winin/T [60].  Aqui, Wy é o trabalho externo minimo que deve ser realizado
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sobre o sistema para produzir esta flutuacao reversivelmente. Na regiao critica,
o trabalho externo minimo é diretamente relacionado ao campo externo H,, Eq.
(5.4), de acordo com W, =[5 Hedr = —or?/2. Por outro lado, da defini¢do de
susceptibilidade, temos x ™ = [0H,/0r|; = —0, que permite reescrever a Eq. (5.20)

na forma
2

r
— 5.21

wlr) xexp (5. (5.21)

a qual é uma distribuicio Gaussiana cuja flutuagao quadratica média (r?) toma a

forma

(r*y =T.x. (5.22)

Esta é a relacao de flutuacao-dissipacao para o sistema de osciladores, relacionando
sua resposta linear y, devido a acao do campo externo H,, com as flutuacoes do
parametro de ordem em torno da regiao de equilibrio (r) = 0. De acordo com a
Eq. (5.17), a flutuagao quadrética média do parametro de ordem aumenta com 1/7
quando 7" — T,.. Necessariamente, uma relacao similar é conhecida em sistemas

magnéticos para flutuacao na magnetizacao [61].
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Conclusao

Nesta tese apresentamos a termodinamica dos estados de sincronizacao para
o modelo de Kuramoto generalizado com ruido multiplicativo. Mostramos que o
ruido multiplicativo tem o efeito de um campo que media a interagao entre o banho
térmico e as fases do sistema de osciladores. Tal interacao pode ser controlada pelo
parametro de acoplamento de ruido o levando o sistema a amplificar ou reduzir seu
estado de sincronizacao. Obtemos as expressoes analiticas para a distribuicao de
equilibrio e o parametro de ordem e isto nos permitiu derivar a entropia do sistema
de osciladores estabelecendo a relagao direta entre duas grandezas que quantificam
o estado de ordem-desordem do sistema. Com base nos esfeitos do ruido multi-
plicativo, estabelecemos a primeira lei da termodinamica para o sitema definindo
uma nova grandeza, a qual denominamos de campo de sincronizagao. Utilizando
a entropia e a definicao de campo pudemos obter o calor especifico e a suscepti-
bilidade do sistema respectivamente, sendo que essas grandezas ainda nao tinham
sido exploradas dentro do contexto do modelo de Kuramoto. Verificamos que para
baixas temperaturas o sistema de osciladores se comporta semelhantemente a um
gas ideal e que o estado sincronizado exibe um comportamento anémalo, andlogo
ao de liquidos complexos como a agua, para o qual notamos uma divergéncia nao
trivial da susceptibilidade.

Conseguimos obter o conjunto dos quadro expoentes criticos de campo
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médio @« = 0, 8 = 1/2, v = 1 e § = 3 para o sistema de osciladores acoplados
com ruido multiplicativo. Esses expoentes satsfazem as leis de escala de Rushbro-
oke e Widom. E importante destacar que € a primeira vez que esses quatro expoentes
foram obtidos para um sistema de osciladores de fase, permitindo assim, além de
uma extensao da andlise termodinamica de tais sistemas, uma melhor compreensao
do comportamento critico que leva a transicao para o estado sincronizado.

O modelo de Kuramoto generalizado com ruido multiplicativo proposto
nesta tese exibe um comportamento rico englobando caracteristicas de sistemas
magnéticos, gases ideais e anomalias de liquidos complexos. A modelagem de sis-
temas neuronais, onde a teoria de osciladores de fase tem um reconhecido papel
de importancia [62, 63], pode ser um rico campo de aplicagao para esse modelo.
Dentro deste campo destacamos a modelagem de avalanches neuronais, baseadas
no modelo de Ising, onde quantidades termodinamicas tais como susceptibilidade e

calor especifico sdo utilizadas para estudar a criticalidade destes sistemas [64, 65, 66].
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