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Resumo

As primeiras ideias que motivaram o surgimento do conjunto dos nimeros
complexos apareceram no século XVI, com o trabalho sistemético dos matematicos
da Italia renascentista em busca de uma férmula que solucionasse definitivamente as
equacgoes do terceiro grau. Desde entao levou-se cerca de trés séculos para que grandes
matematicos vencessem os obstaculos que embarreiravam a aceitagao dessa nova forma
de nimero, e para que fosse definido um novo conjunto cuja raiz quadrada de um
nimero negativo nao fosse tomada como um elemento absurdo.

Nesse trabalho serao abordadas as concepcoes basicas de um numero com-
plexo, a definigao do conjunto e as representagoes (algébrica, trigonométrica e de Euler)
de seus elementos, junto as operacoes definidas e a interpretacao geométrica de cada

uma delas.

Palavras-chave: Equacoes Algébricas; Formula de Cardano; Numeros Complexos;

Trigonometria; Formula de Euler; Vestibular.



Abstract

The first ideas that stimulated the appearance of the complex numbers came
on the 16th century with the systematic work of the Renaissance Italyas mathematici-
ans looking for a formula to solve permanently the third degree equations. Since then
it took about three centuries to great mathematicians solve the obstacles about the
acceptance of this new number form, and to define a new set where the square root of
a negative number could not be taken as an absurd element.

In this paper it will be discuss the basic concepts of a complex number, the
definition of the set and representations (algebraic, trigonometric and Euler) of their
elements, united with the defined operations and the geometric interpretation of each

one of those.

Keywords: Algebraic Equations; Cardanoas Formula; Complex numbers; Trigonome-

try; Euler’s formula; Entrance exam.
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Introducao

Nas escolas brasileiras a teoria basica dos niimeros complexos é apresentada
aos alunos no ensino médio. O seu estudo tem como principal objetivo ampliar a nogao
dos conjuntos numéricos, proporcionar a resolucao de equagoes algébricas e promover
a representacao geométrica de diversas operagoes conhecidas.

Compreender o conjunto dos nimeros complexos por um ponto de vista
histérico, desperta um novo significado na importancia do seu estudo. E partindo
desse ponto que o capitulo 1 faz um resumo da historia de tais nimeros, citando o
esforco de grandes matematicos na busca da definicao de um novo conjunto.

No capitulo 2 é apresentada uma definicao do conjunto dos nimeros com-
plexos, as representacoes algébrica, trigonométrica e de Euler, e as representacoes
geométricas de algumas operagoes. Apresentam-se ainda as propriedades que caracte-
rizam esse conjunto como um corpo.

A maioria das universidades, faculdades e institutos de ensino superior do
Brasil, adotam o Sistema de Selegao Unificada (SISU) como processo seletivo. A clas-
sificagao no SISU se baseia na nota do candidato no Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM), que nos seus objetos do conhecimento ndo contempla o estudo dos nimeros
complexos.

Os numeros complexos sao tradicionalmente abordados nos itens de algumas
instituicoes de ensino superior que possuem processo seletivo proprio, como a Univer-
sidade de Brasilia, o Instituto Militar de Engenharia e a Universidade Federal de Sao
Paulo. E nesse sentido que o capitulo 3 destaca o formato e a resolucao de algumas
questoes aplicadas nesses vestibulares, e que exigiram o conhecimento dos nimeros

complexos em diversos contextos.



Capitulo 1

Historia dos Niumeros Complexos

Em que momento a raiz quadrada de um numero negativo deixou de ser
um resultado absurdo? Quando na historia e na evolucao da prépria linguagem ma-
tematica e cientifica sentiu-se a necessidade de criar outro conjunto que, além de incluir
os numeros reais, ainda contemplava um novo ente matematico que nao poderia ser
considerado nem negativo e nem positivo?

Neste primeiro capitulo sera feita uma pequena abordagem histérica dos
Numeros Complexos, tendo como principais referéncias os livros: O Romance das
Equagoes Algébricas de Gilberto G. Garbi [10], Introdugao a Algebm de Adilson Gongalves
[17] e as notas histéricas de Joao Bosco P. de Carvalho do livro Trigonometria/Nimeros

Complezos de Manfredo P. do Carmo, Augusto C. Morgado e Eduardo Wagner [3].

1.1 As Equacoes Sem Solucoes

Os registros mais antigos de calculos que envolviam as quantidades ima-
gindrias sao relacionados a resolucao de equacoes algébricas, ja que até o século XVI,
equacoes como x? + 25 = () nao tinham solucao. Problemas como esse que envol-
viam raizes quadradas de niimeros negativos eram tratados com duvidas e com nomes
nada adequados como, por exemplo: “nimeros imaginarios”ou “numeros sofistica-
dos” (GARBI, 2009, p.58) [16]. Entretanto, o surgimento dos Nimeros Complexos nao
esta diretamente associado a resolucao de equacoes de segundo grau. Foi durante o tra-

balho dos matematicos do século XVI que, buscavam uma férmula para solucionar as
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equacoes de terceiro grau, que a necessidade de estudar casos onde os niimeros reais nao
contemplavam os resultados obtidos como raizes. Plantou-se, entao nesse momento,
da histéria a ideia inicial para a criacao de um novo conjunto, que viria a ser nome-
ado no século XIX por Gauss como “Numeros Complexos”(CARMO; MORGADO;
WAGNER, 2005, p. 150) [3].

Do modo andlogo como aconteceu com os demais conjuntos numéricos, a
aceitagao e a interpretagao, a simbologia dos calculos e a representacao geométrica
dos Numeros Complexos, aconteceu de forma lenta ao transcorrer dos séculos com o
trabalho de matematicos importantes de diferentes épocas, e que ajudaram a construir
o conceito e a formalizacao de tais niimeros.

A resolucao de equacgoes algébricas sempre foi um assunto de grande inte-
resse ao longo da histéria. Matemédticos antigos da Babilonia desenvolveram a técnica
de “Completar Quadrados”para o célculo das raizes das equagoes de segundo grau,
enquanto os gregos resolviam tais equagdes com o uso de régua e compasso (GARBI,
2009, p.20). Porém, o dominio da Matematica Grega enfraqueceu bastante apés a
Grécia ser conquistada por Roma e em seguida, com o fim do Império Romano e a as-
censao do Cristianismo, o desenvolvimento da Matemaética ficou ao encargo dos arabes
e dos hindus durante a maior parte da Idade Média (GARBI, 2009, p.20).

Os matematicos hindus muito contribuiram para o desenvolvimento da
Algebra, principalmente no campo da resolucao de equacgoes. Baskara é uma referéncia
imediata quando falamos de equacoes da forma ax? + bz + ¢ = 0 com a # 0, embora
a formula que garanta a resolucao de tais equacoes nao tenha sido descoberta por ele,
mas sim pelo matemadtico Sridhara, no século XI (GARBI, 2009, p.25).

Relembrando que para a equacao ax? + bz + ¢ = 0, com a # 0, suas raizes

Sao

1 To =

 =b+ Vb —dac ~ —b—Vb* —Adac
B 2a ¢ 2a ’
dependendo dos valores dos coeficientes poderia acontecer que o nimero A = b? - 4ac
assumisse valores negativos. Entretanto, isso nao perturbava e nem desagradava a
maioria dos matematicos até o século XVI, ja que uma equacao algébrica era motivada

por um problema real ou geométrico dos seus cotidianos. Caso a solugao apresentasse
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a raiz quadrada de um numero negativo era facil dizer que o problema proposto nao

tinha solugao (GARBI, 2009, p.27).

1.2 Os Matematicos Italianos Do Século XVI

O interesse dos europeus pelo estudo da matematica ressurge na época
do renascimento sobre uma forte influéncia do humanismo, e com a Europa ainda
recuperando-se das consequéncias da peste negra. O matematico italiano Scipione del
Ferro (1465-1526) por volta de 1510 encontrou uma forma geral de resolver equagoes
do tipo 2+ pz + ¢ = 0, mas morreu sem publicar a sua formulagiao (GARBI, 2009,
p.36).

Eram comuns as disputas entre os matematicos da época e Antonio Maria
Fior, discipulo de Ferro e conhecedor da técnica do seu professor, desafiou um ma-
tematico italiano de destaque nos meios cientificos conhecido por Tartaglia. A disputa
proposta por Fior envolvia a resolugao de varias equagoes do terceiro grau (GARBI,
2009, p.36).

Nicolé Fontana (1500-1557), apelidado de Tartaglia, nasceu na Bréscia e
ainda na infancia durante uma invasao das tropas francesas em 1512, foi gravemente
ferido por um golpe de espada que cortou sua mandibula. Este incidente deixou-lhe
uma profunda cicatriz na boca e um permanente defeito na fala, sendo apelidado de
Tartaglia, o gago [16]. Ao longo de sua vida fez trabalhos importantes onde demonstrou
conhecimentos de aritmética, geometria, algebra, balistica e estatistica. Entretanto, o
fato que o colocou definitivamente como uma referéncia entre os matematicos do século
XVT foi ter aceitado o desafio de Fior, onde nao s6 deduziu a resolucao para 2* +pr+qg=0
como também resolveu as equagoes do tipo 23 +p2®+q=0 (GARBI, 2009, p.37).

Vejamos como obter a solugao geral das equagoes de terceiro grau desenvol-
vida por Tartaglia (GARBI, 2009, p.38).

Tomando uma equacao do terceiro grau, 22 +aa? +bz+c=0, a ideia de Tar-
taglia foi mostrar que qualquer expressao com esse aspecto pode ser reduzida em uma
do tipo y*+py+q=0.

E imediato que, se a = 0, a equacao toma o aspecto desejado. Agora su-



Capitulo 1. Historia dos Numeros Complexos

. a . . ..
ponha para a # 0 e considere y = x + m, onde m = 30 com o intuito de eliminar o

coeficiente que acompanha z2.

Temos que:

P tar*+br+c=(y—mP+aly—m)?+bly—m)+c

3t azr?+br+c=(y—m)*(y—m)+aly> —2ym+m?) +by —bm+c
x4 azx? +br+c = y> —my® —2y*m+2ym? + ay? — 2aym +am?®+by —bm+c
x*+ar® +br+ ¢ =y* + (a — 3m)y* + (2m? — 2am + b)y + (am?® — bm + ¢).

E segue que:

a—é’m:a—é’%:a—a:O.

Desse modo, para resolver qualquer equacao do terceiro grau deve-se resolver
equacoes da forma: ® + px + ¢ = 0.
Supondo-se que z = A + B seja uma solucao da equacao 23+ pz + q = 0.

Temos que:

2> =(A+ B)3

x* = A%+ B*+ 3A°B + 3AB?
x* =A%+ B*+3AB(A+ B)
x3 = A% + B3 + 3ABu.

Facamos 23 = (-p)z + (-q) e 23 = A + B? + 3ABu, segue que 3AB = —p
e A% + B? = —q. Portanto:

ASB?’:—p—S A3—|—BSZ—
27 ¢ ¢

3
Nota-se que A% e B3 sao as raizes da equacao z + qx - P 0. De fato:

27

3
(A3)2 4 gA3 - 729—7:A6 - (A3 4 B3) A3 4+ A3B3 — AS — AS — B3 A3+ A®BP=0.
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Do mesmo modo, temos:

3

(B%)? - ¢B? - 1297 — BS — (A3 4 BB + AP
3
(B%)? - ¢B° - 12)7_36 A3B3 - BS 1 A3p3
(B - qBt- L — .
27

Pela férmula de Baskara, sabemos que as raizes desta equacao sao dadas por:

4p3
R AR e S

54
T = 5 =5 titin =5 +VE+EP
[§
4p?
A A —q
Ty = 5 +i = - VTG

Portanto, podemos assumir

A=+ P E P e B = - TP H ()

e temos

A= {F VA eB= {3 VPO

Como a hipotese de Tartaglia foi supor x = A + B, conclui-se que:

r=YF VPR R - VIO

A noticia de que Tartaglia havia desenvolvido a férmula para a resolucao de
equagoes do terceiro grau chega ao conhecimento de Girolamo Cardano, outra referéncia
entre os matematicos da Itdlia Renascentista. Cardano pediu a Tartaglia que lhe

revelasse tal formula para que fosse publicada em seu préximo livro. Tartaglia nao



Capitulo 1. Historia dos Numeros Complexos

concordou, defendendo que ele mesmo iria publicar sua descoberta, para desgosto de
Cardano (GARBI, 2009, p.37).

Nascido em Pavia em 1501, Cardano faleceu em Roma no ano de 1576.
Além de excepcional cientista, também foi um escritor muito influente e polémico,
publicando obras como Liber de Ludo Aleae, onde introduziu a ideia de probabilidade
e também técnicas para trapacear nos jogos. Sua maior obra, entretanto, foi o Ars
Magna, publicada na Alemanha em 1545 no qual apresenta as resolugoes de equagoes
de terceiro e quarto grau (GARBI, 2009, p.34). A partir desta obra, houve um grande
impulso a pesquisa em &algebra e por isso tal publicacao é considerada um marco do
inicio do periodo moderno da mateméatica (GARBI, 2009, p.34).

Apesar de ter publicado a resolucao das equacoes de terceiro e quarto grau,
nao foi Cardano o seu principal formulador. Apds muitas conversas e pedidos, e sob
a promessa de nao expor a descoberta de Tartaglia, Cardano conseguiu que este lhe
revelasse a solugao para as equacgoes de terceiro grau, e Ludovico Ferrari seu discipulo,
desenvolveu as técnicas para a resolugao das equagdes de quarto grau[17].

Cardano em certa passagem do Ars Magna escreveu que, dividir 10 em duas
partes de modo que o produto destas partes seja 40 era impossivel (GARBI, 2009, p.

53) [16]. Vejamos a resolugao desse problema pela féormula de Cardano:

r+y=10 22+ 2z -y +y? =100 (1)
—
x-y =40 4z -y =160 (2)

Facamos (1) - (2) e obtemos:

2?2 -2xy +y? = 60 = (v —y)? =-60 = 1 -y = +2/-15

Montando um novo sistema, temos:

z+y=10

r—y==22y/-15

= 27 = 10 £2/-15

Portanto,

T =95=EV-15y =5 £/—-15.
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Podemos verificar que de fato z + y = 10 e -y = 40 porém Cardano co-
mentou que o resultado desse problema era “tao sutil quanto inutil” (GARBI, 2009, p.

53) [16).

Percebe-se que a férmula desenvolvida por Tartaglia, e publicada por Car-

dano, parece nao ter sentido se (g)2 + (1—?)3 < 0 e ainda na Italia no século XVI, alguns

matematicos se depararam com20 czilcilo da raiz quadrada de um nimero negativo
durante a resolucao de algumas equagcoes do terceiro grau. A partir de entao, questoes
desse tipo passaram a incomodar os matematicos da época ja que nao s6 a resolucao
de algumas equagoes do segundo grau culminavam em raizes quadradas de nimeros
negativos.

O algebrista Rafael Bombelli nasceu em Bolonha em 1526 e no
ano de 1572, ano de seu falecimento, em seu livro L’Algebra parte Maggiore
dellArithmeticaa, sugeriu as primeiras ideias que levariam a formulacdo do
conjunto dos numeros complexos (GARBI, 2009, p. 51) [16]. Nessa obra, Bombelli
aplicou a férmula de Cardano para resolver a equacdo x® = 15z + 4, chegando
ao resultado z = /24 +/—121 + /2 — v/—121 (GARBI, 2009, p. 51) [16] .

Percebe-se que z =4 ¢é uma raiz para o exemplo, mas a ideia
inovadora de Bombelli foi continuar com os cdalculos tratando os numeros
m e m, como se fossem da forma a + v=be a - /—b
desenvolvendo nestes as propriedades validas no universo dos numeros reais.
Bombelli deduziu que x = a + V=b+ a—v/—-b = 4, e conclui de forma relativamente
simples que os valores de a e b deveriam ser iguais a 2 e 1, respectivamente.

Com esses valores, pode-se tirar a prova que de fato:

2+V=1P =2+ V/-121e (2—/-1)}=2- /121

Embora as dificuldades da féormula de Cardano ainda continuassem no
comeco do século seguinte, Bombelli proporcionou uma nova perspectiva nos calculos
que envolviam os “Numeros Complexos”dando uma grande contribui¢ao na elaboragao

de novas teorias. Suas ideias estimularam trabalhos de grandes matematicos do século
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XVII, dentre eles Thomas Harriot, Albert Girard e René Descartes.

1.3 Os Numeros Complexos nos séculos XVII e XVIII

O filésofo, fisico e matematico francés René Descartes (1596-1650) foi um
dos grandes responséveis pela evolu¢ao da matemética durante o século XVII (GARBI,
2009, p. 65) [16]. Ele desenvolveu a ideia de localizar em um sistema de coordenadas
o posicionamento de pontos no plano e no espago, no qual conhecemos hoje como
Geometria Analitica. Parte do estudo de Descartes dedicado a Geometria Analitica
era motivado pela busca da resolucao de equagoes algébricas. No seu livro Geometria,
primeiro apéndice da sua obra mais famosa O Discurso do Método publicada em 1637,
qualificou as raizes quadradas de nimeros negativos como “imaginarias’na seguinte
frase: "Nem sempre as raizes verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de uma
eqQuUacao Sao Teais. As vezes elas sio mmaginadrias”. Razao pela qual até hoje, nos
referimos a v/—1 como ntimero imaginario (CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005,
p. 152) [3].

Descartes influenciou de forma significativa os seus contemporaneos e, o
termo ”imaginario”, foi usado com frequéncia pelos seus sucessores para referenciar
a impossibilidade da representacao geométrica de algumas equagoes. A proposta de
Descartes para o estudo de uma nova geometria permitiu uma correspondéncia entre
os objetos da dlgebra e da geometria, e sem duvida contribuiram para um tratamento
diferenciado que viria futuramente no século XIX no estudo dos ntimeros complexos.

O filésofo e matemédtico alemao Gottfried Wilhelm Von Leibniz (1646-

1716) concluiu que expressoes da forma V a++vV—b+ V a — +/—b sao niimeros reais
[3]. Para n = 3, essas conclusoes ja eram conhecidas e foram estudadas pelos italianos

do século XVI e Bombelli, por exemplo, chegou a {’/2 + \/—121—1—{’/2 —v—121 =4

durante a resolucao de uma equacao do terceiro grau usando a férmula de Cardano.
Em suas pesquisas, Leibniz nao rejeita os casos em que se depara com

“Numeros Imaginarios”e em uma carta comenta com o mateméatico holandées Christian

Huygens, um caso irredutivel em que obteve a equacao \/ 1+ —3+\/ 1 —+/—3=6.

Leibniz qualifica os nimeros imaginarios através do seguinte comentario muito conhe-



Capitulo 1. Historia dos Numeros Complexos

cido e replicado por mateméticos de diversas épocas (CARMO; MORGADO; WAG-
NER, 2005, p. 149) [3]:

“O Espirito Divino expressou-se sublimemente
nesta maravilha da andlise, neste portento do
mundo das idetas, este anfibio entre o ser o nao
ser, que chamamos de raiz imagindria da uni-

dade negativa.”

No século XVIII, o mateméatico francés Abraham de Moivre (1667-1754)
fez avancos nos estudo dos nimeros complexos relacionando-os com a trigonometria.
Em seu tratado Miscelanea Analitica, publicado em 1730, de Moivre faz importantes
contribuicoes e apresenta a férmula que leva seu nome para poténcias de nimeros
complexos na forma trigonométrica (CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005, p. 113)

[3]. Em linguagem atual, a férmula de Moivre é representada por:
(cos x + i sen x)" = (cos (nx) + i-sen (nx)),

em que o simbolo i é a representacao da unidade imaginaria proposta por Euler em
1777. Entretanto, a representacao geométrica dos niimeros complexos viria a ser de-
senvolvida no século XIX por mateméaticos como Caspar Wessel e Jean Robert Argand
(CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005, p. 155) [3].

O século XVIII representou uma época de intensa producao no estudo dos
nimeros complexos, caracterizado pela formalizacao da escrita sobre o tema e pela apre-
sentacao de resultados relevantes e esclarecedores que mudaram o tratamento dado pe-
los matemaéticos sobre o assunto. Além de Abraham de Moivre, outros matemaéticos do
século XVIII contribuiram com trabalhos e artigos de destaque sobre os ”imaginérios”.
O sui¢o Johann Bernoulli (1667-1748) promoveu a andlise de alguns problemas que en-
volviam os logaritmos de nimeros imagindrios, e Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783)
evoluiu no estudo das expressoes de um nimero complexo a + by/—1 [16]. Porém, é

conclusivo que sobre esse tema, o matematico mais influente desse século foi o suico

Leonhard Euler.

10
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1.4 As Contribuicoes de Euler

Euler nasceu na Basiléia no ano de 1707 e morreu em 1783, passando os
dezessete tltimos anos de sua vida cego (GARBI, 2009, p. 98) [16]. Foi o maior
responsavel pela linguagem e notagao que usamos hoje na matematica, melhorando a
simbologia da sua época utilizando, por exemplo, a letra € como base dos logaritmos
naturais e ¢ para representar a unidade imagindria. Evoluiu o estudo das solucoes
gerais da soma de dois radicais particulares e, no seu livro Pesquisa sobre as Raizes
Imagindrias de uma equagao (CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005, p. 155), afirma
que as operacoes de adicao, subtracao, multiplicacao e divisao aplicadas em nimeros
da forma a + b, resultara da mesma forma a + b, com a e b reais, sugerindo assim de
forma sutil a ideia de que o novo conjunto em estudo seria um corpo. Na mesma obra,
Euler mostrou que toda equagao de grau impar possui pelo menos uma raiz real e que
as equacoes com coeficientes reais de grau par possuem raizes reais ou imaginarias aos
pares (CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005, p. 155) [3].

Estudando diversas operacoes como poténcias, logaritmos e funcoes trigo-
nométricas, Euler foi capaz de provar que toda raiz nao real de uma equacgao é da forma
a + ib e que todas as operacoes conhecidas atendem aos niimeros complexos para b=0,
ou seja, os numeros reais [16]. Ainda no campo dos nimeros complexos, Euler identi-
ficou as raizes da equacao z" = 1 como sendo os vértices de um poligono regular de n
lados e definiu a exponencial com ntimeros complexos no que em linguagem atual seria
representada pela férmula: €? = cos 6 + i-sen 6.

Embora seja reconhecida a producao e a evolugao dos conceitos sobre as
raizes imagindrias no século XVIII, faltavam ainda argumentos que garantissem a re-
presentacao geométrica de tais valores. Assim, no final do século XVIII e comego do
século XIX, ficou evidente a necessidade da elaboracao de novas regras e novos conceitos

que garantissem aceitacao de tais nimeros.

1.5 A Representacao Geomética

O Matemadtico inglés John Wallis (1616-1703), ainda no século XVII, foi

o primeiro a estudar de forma intensa uma representacao geométrica das raizes ima-

11
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gindrias, tentando representa-las através de segmentos trigonométricos [3]. Embora
nao tenha solucionado tal impasse, as ideias de Wallis motivaram o pensamento de
diversos matematicos ao longo de dois séculos até que Caspar Wessel (1745-1818), no
inicio do século XIX (CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005, p. 155) [3], apresen-
tou as primeiras caracteristicas da representacao geométrica dos nimeros complexos
familiares as quais conhecemos hoje, através de uma correspondéncia entre os valores
imagindarios e pontos no plano.

Os trabalhos e as publicag¢oes de Jean Robert Argand (1786-1822) merecem
o crédito por avancos significativos na tentativa de representar geometricamente as
quantidades imagindrias no inicio do século XIX (CARMO; MORGADO; WAGNER,
2005, p. 155) [3]. A ideia mais inovadora proposta em sua teoria enfatizava que os
valores imaginarios nao pertenceriam a reta real, embora fossem coplanares a ela. Re-
presentando as quantidades imaginarias como segmentos orientados no plano, Argand
trabalhou algebricamente com esses valores como se fossem vetores, imprimindo uma
interpretacao geométrica onde a soma de tais fatores tem como consequéncia a regra
do paralelogramo, e o produto promove rotagoes no modulo.

Evidenciou-se durante as tentativas de Wessel e Argand na busca de uma
representacao geométrica das quantidades imaginérias, a necessidade da criagao de um
novo ente matematico que compreendesse além dos nimeros reais outro formato de
nimero, definidos ap6s os trabalhos de Gauss como “Numeros Complexos” (CARMO;
MORGADO; WAGNER, 2005, p. 156) [3].

A teoria que motivou a formacao de um novo conjunto, hoje conhecido
como Conjunto dos Numeros Complexos, comeca a ser concebida com os trabalhos
de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) (GARBI, 2009, p. 112) [16] que, aproveitando-se
das ideias de Argand, pensou em numeros da forma a + ib como coordenadas de um
ponto no plano cartesiano que poderiam ser representadas por (a,b). Na representagao
geométrica desenvolvida por Gauss, o eixo horizontal e o eixo vertical do plano cartesi-
ano representariam respectivamente as quantidades, real e imaginaria, de um nimero
da forma a + tb. Tal plano bidimensional é conhecido como Plano de Argand-Gauss,
fazendo referéncia aos dois principais matematicos que desenvolveram as teorias dos

nimeros complexos como vetores no plano.

12
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Gauss foi o responsavel pela expressao “Numeros Complexos”para todo
numero que assumisse a forma a + ib, e também contribuiu com a simbologia das
operagoes que envolviam tais nimeros (GARBI, 2009, p. 112) [16], sendo essas utiliza-
das até os dias de hoje. No ano de 1799, em sua tese de doutorado, Gauss provou que
qualquer polinomio p(z) com coeficientes complexos de uma variavel e de grau n > 1
possui exatamente n raizes complexas, se contarmos as suas multiplicidades (CARMO;
MORGADO; WAGNER, 2005, p. 151) [3]. Esse é o chamado Teorema Fundamental
da Algebm.

Ainda no século XIX, precisamente no ano de 1837, o matematico irlandés
Willian Rowan Hamilton (1805-1865) reescreveu as defini¢oes geométricas de Gauss
formalizando a algebra dos nimeros complexos que usamos até hoje (Santos, 2014, p.
242) [24].

Novos conceitos matematicos podem demorar séculos para serem aceitos
embora motivem os esforcos de grandes pensadores. Neste resumo sobre a historia
dos Nuimeros Complexos, podemos observar que a formulagao de um conjunto nao era
a proposta inicial do estudo. Assim como o calculo da medida da diagonal de um
quadrado promoveu o surgimento do conjunto dos niimeros racionais, as tentativas de
solucionar as equacoes do terceiro grau promoveram o surgimento do Conjunto dos

Nimeros Complexos.
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Capitulo 2

Os Numeros Complexos

Nesse capitulo sera apresentada uma definicao dos Niumeros Complexos e
serdao demonstradas as propriedades que caracterizam esse conjunto como um corpo.
Além da apresentacao das formas algébrica e trigonométrica, serao discutidas também
nesse capitulo as representacoes geométricas de algumas operacoes, concluindo com a
apresentacao da Férmula de Euler e o resumo de algumas das principais propriedades
da funcgao exponencial em C.

As definicoes e as propriedades deste capitulo foram baseadas nos textos dos
livros: Varidveis Complexas e Aplicagoes de Geraldo Avila M, Trigonometria/Nimeros
Complezos de Manfredo P. do Carmo, Augusto C. Morgado e Eduardo Wagner [3],
Nimeros de José Carlos Santos [24] e Cdculo Volume 2 de George B. Thomas [26].

2.1 O Conjunto dos Numeros Complexos

Definicao: O conjunto dos nimeros complexos, indicado por C, é o conjunto
de todos os pares ordenados (r,y) de nimeros reais, em que para quaisquer dois ele-
mentos, (a,b) e (¢,d), tem-se a igualdade, a adigdo e a multiplicacao definidas conforme

segue:

a=¢c

b=d
(ii) Adicao: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b + d)

(i) Igualdade: (a, b) = (¢, d) <=

14



Capitulo 2. Os Numeros Complexos

(iii) Multiplicagao: (a,b)-(c,d) = (ac - bd, ad + bc)

Portanto, sejam R o conjunto dos nimeros reais e z um elemento de C,

temos:
z2€C <= 2= (z,y),onde, z, y € R

Definida a adi¢do em C para quaisquer elementos: z = (z, y), w=(u, v) e
t=(a, b), pertencentes a esse conjunto valem as seguintes propriedades:

(A1) Associatividade da Adic¢ao: z + (w + t) = (z + w) + t.

Demonstracao:

z 4+ (w+t)=(ry) + ((v,v) + (a,b))

2+ (w+1t)=(zy) + (v+ av+Db)

z+ (w+1t) = (r+ (uta), y + (v+b))

24+ (w+1t)=(x+u)+a (y+uv)+0b)

z4 (w+1t)=(z+w) +t

(Ay) Comutatividade da Adigao: z + w = w + z
Demonstracao:

z+w = (v,y) + (u,v)

z24+w=(r+uy+uv

z+w=(u+1z0+y)

z + w = (u,v) + (1,y)

24+ wW=w + z

(As)Elemento Neutro da Adigao: existe 0 € Ctal que 0 + z = 2z + 0 = 2.
Demonstracao:

Tome z = (z,y) e 0 = (0,0).

0+ 2z=(00)+ (z,y) = (0 + 2,0 +y) = (r,y) = 2

(A4) Inverso Aditivo:

Para todo z € C existe o elemento -z tal que z + (-z) = 0.
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Demonstracao:
Tome z = (1, y) e -z = (-z, -y).
2+ (-2) = (my) + (-w-y) = (z+(-z)y+(-y)) = (0,0) = 0.

Definida a multiplicagdo em C para quaisquer elementos: z=(z,y), w=(u,v)
e t=(a,b), pertencentes a esse conjunto valem as seguintes propriedades:

(M;) Associatividade da Multiplicagao: (zw)-t = z(w-t).

Demonstracao:

(zw)t = [(z.y)(u,v)]-(a.b)

(zw)t = [(zu - yv)a - (xzv + yu)b,(zv + yu)a + (zu - yv)b]

(zw)-t = [(zua - yva - 2vb - yub,xva + yua + zub - yvb)]

(zw)t = [z(ua - vb) - y(va + ub),x(va + ub) + y(ua - vb)]

(zw)-t = (z, y) (ua - vb, ub + va)

(zw)t = (x, y)-[(u, v)-(a, b)] =

(zw)t = z-(w-t)

(M;) Comutatividade da Multiplicacao: zw = w-z.
Demonstracao:

zw = (z,y)(u,v)

zw = (zu - Yu, yu + V)

zw = (ux - vy, uy + vr)

zw = (u,v) (x,y)

Zu = wz.

(Ms3) Elemento Neutro: 1 - z = z onde 1 = (1, 0).
Demonstracao:

1.z = (1,0)-(z, y) = 1z - 0y, 0oz + 1-y) = (2, y) = =

(M,) Elemento Inverso da Multiplica¢ao: Para todo z # (0,0) existe um

1

tnico w € C tal que zw = (1,0) denotamos w por z~! e o chamamos de elemento

inverso ou simplesmente o inverso de z.
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Demonstracao:

. _ T —Y
Seja z = (x, 0,0) e defina-se z71 = , .

] (x, y) # (0,0) (:L‘2+y2 x2+y2)
Pela definicao do produto de dois niimeros complexos temos que:

_ x Yy
227t = (z,y) ;

(o ylty) yrta(y),

“z 22+ 2 | 2242
o (x2+y2 0 )
$2+y2’$2+y2
72 4 12
z'zil ( 2 ygvo)
e +y
R s
2270 = — 5
]
zz7t = (1,0)

(M5) Distributividade: z-(w + t) = zw + zt.
Demonstracao:

z(w +t) = (z, y)[(u, v) + (a, b)]

z(w+t) = (z, y)[(u + a, v+ b)]

z(w+t) = [z(u + a) - ylv + b)x(v+b) + ylu + a)l
z(w + t) = [zu + za - yv - yb, zv + b + yu + ya/
z(w+t) = [(zu - yv) + (za - yb),(zv + yv) + (xb + ya)]
z(w+t) = [(zu - yv),(zv + yu)] + [(za - yb),(zb + ya)]
z(w+t) = (z, y)-(u, v) + (z, y)-(a, b) = 2w + zt.

Representa-se a subtragao e a divisao de dois nimeros complexos z e w por
z . )
z-w=2z+ (-w) e — = zw~', respectivamente.
w
Um conjunto nao vazio em que uma adi¢cao e uma multiplicagao estao de-
finidas e satisfazem as propriedades demonstradas acima é uma estrutura algébrica

chamada de corpo. Podemos chamar C de corpo dos niimeros complexos.
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2.2 A Forma Algébrica

2.2.1 Definicao da Forma Algébrica

Decorre das defini¢oes adotadas para as operagoes em C, que todo niimero
complexo da forma (z, 0) pode ser identificado pelo nimero real z.
De fato, sejam z = (x1, 0) e w = (x5, 0) dois elementos quaisquer de C.

Tem-se que:

1 = T2

(i) 2 = w <> (x1, 0) = (19, 0) < = 1) = X9
0=0

(ii) 2 + w <= (1, 0) + (v2, 0) = (1 + 22,0)

(iii) z-w <= (x1, 0)(x2, 0) = (x1-x3 - 0-0, x1-0 + 0-73) = (T1-72,0)

Note, podemos operar com os complexos (z,0) de modo semelhante ao que
fazemos com os reais.

Assim, ao fazermos essa identificacao temos que dentro de C tem uma cépia

de R:
R={(z,y) e C|y =0}

O ntmero complexo (0, 1) é denominado unidade imagindria e é represen-
tado por 4. Verifica-se pela definicao da multiplicacao em C que i? pode ser identificado
pelo nimero -1.

De fato:

i?=14i=(0,1)(0, 1) = (00 - 1-1, 0-1 + 1-0) = (-1, 0).

Dado o nimero complexo z = (z,y), temos:

z=(x,y) = (x, 0) + (0, y) = z(1, 0) + y(0, 1) = z + iy.

Doravante, qualquer z € C |, tal que z = (z, y) pode ser escrito de maneira
inica como z = z + 4y, com 7, y € R e 2 = -1. Tal expressao é por definicao a forma

algébrica do niimero complexo z.
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Indicaremos para qualquer niimero complexo z = z + 1, x como a parte real
denotada por Re(z), e y como a parte imagindria denotada por Im(z), e destacaremos

z como um numero imaginario puro quando z = 0.

2.2.2 Operacoes na forma Algébrica

Sejam a,b,c e d niimeros reais e sejam z = a + b e w = ¢ + id dois nimeros
complexos quaisquer, define-se a adicao, a subtracao e a multiplicacao conforme segue.

(i) Adigao

2+ w= (a+1ib) + (c + id)

Z2+w=a+1+c+id

2+ w=a+c+1ib +id

z+w= (a+c)+i(b+d).

(ii) Multiplicagao

zw = (a + ib)-(c + id)

zw = ac + tad + ibc + 1*bd
zw = ac + tad + tbc - bd
zw = ac - bd + iad + ibc
zw = (ac - bd) + i(ad + be).

2.2.3 Representacao Geométrica

A partir do fato que todo nimero complexo z é definido por um par de
ndmeros reais, podemos associar em um sistema de coordenadas cartesianas para qual-

quer z = (, y) um ponto cujas coordenadas sao z e y.
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Figura 2.1: Representagao geométrica de z = (x, y)

Esse sistema de coordenadas cartesianas no qual estao repesentados os
nimeros complexos é chamado de Plano de Argand-Gauss ou Plano Complexo, e iden-
tifica o eixo Ozr como o eixo real e o eixo Oy como o eixo imaginario. O ponto de
coordenadas (z,y) é chamado de imagem do nimero complexo 2.

Im‘

=
3

Figura 2.2: Imagem de z=(x,y)

No Plano de Argand-Gauss podemos ainda considerar o segmento orientado
de origem no ponto O = (0,0) e extremidade (z,y). Desse modo, o nimero complexo

%
z € representado pelo vetor Oz de componentes z e y.

20



Capitulo 2. Os Numeros Complexos

Im

0=(0,0) i Re

%
Figura 2.3: Vetor Oz

2.2.4 Conjugado e Médulo

O conjugado do nimero complexo z = = + 4y é definido por z = z - iy , e
sua representagao no Plano de Argand-Gauss é dada pela imagem simétrica de z em

relagao ao eixo real.
Im

r=(xy)

| B

F3

(=, —u)

Figura 2.4: Representacao geométrica de z

Para o nimero complexo z = z + iy, o médulo de z, serda denotado por |z|,

e é definido como a distancia do ponto (z, y) a origem do Plano de Argand-Gauss.
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Im

= (3:! y)

=
o

0 =(0,0)

Figura 2.5: Médulo de z

Assim podemos verificar facilmente, pelo teorema de Pitagoras, que

o= VT

2.3 A Representacao Geométrica das Operacoes

Pensando nos Numeros Complexos como vetores no plano podemos inter-

pretar geometricamente as operagoes com tais nimeros.

2.3.1 Interpretacao Geométrica da Adicao

Sejam z = (a,b) e w = (¢,d) dois niimeros complexos quaisquer.

Sabemos que:
z 4+ w <= (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b + d)

A soma de dois numeros complexos é representada por um vetor cujas com-
ponentes sao as somas das componentes dos vetores dados. Esse fato é conhecido como

a regra do paralelogramo.
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Im

z4+w=(a+cb+d)
b+d

Figura 2.6: Interpretacao geométrica da adicao

2.3.2 Um Numero Real Multiplicado por um Niumero Com-

plexo

Seja z = (a, b) um nimero complexo qualquer e seja A um nimero real.
— —
Temos que: A-z = A-(a, b) = (Aa, A\b), e os vetores Oz e A\-Oz terdo a

mesma orientacao se A > 0 e orientacoes opostas se A < 0.

I'm
i

-
N

A=0D

v

-

Figura 2.7: Multiplo de z com A > 0
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Im '

A< O

Figura 2.8: Multiplo de z com A < 0

A representacao geométrica da multiplicacao serd apresentada quando de-

finirmos a forma trigonométrica dos niimeros complexos.

2.4 As Propriedades do conjugado e do Maddulo

Faremos aqui a demonstracao das principais propriedades do conjugado e
do médulo dos nimeros complexos. Para isso consideraremos a, b, ¢ e d niimeros reais,
z = (a, b) e w = (¢, d) dois niimeros complexos quaisquer.

Proposicao 1: O conjugado do conjugado de um ntimero complexo é igual
ao proprio nimero complexo.

Demonstracao:

Sejaz=a+ ib,entioz =a—ib=—=zZ=a—ib=a+ ib=2z.

Proposicao 2: O conjugado da soma de dois niimeros complexos ¢ igual a
soma dos seus conjugados.

Demonstracao:

Z+w=(a+1ib)+ (c+id)=(a + c)-i(b + d)=(a-1ib) + (c-id)=Z+w

Proposigao 3: O conjugado do produto é igual ao produto dos conjugados.

Demonstracao:

z-w = (a+1b) - (c+ id)
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zZ-w = (ac + iad + ibc + i2bd)

~w = (ac + iad + ibc — bd)
zZ-w = (ac - bd) - i(ad + bc) = c(a - ib) - d(b + ia)
z-w= c(a - ib) —id (- ib + a) = (a - ib)-(c - id) = Zw

I\

Proposigao 4: O conjugado da divisao ¢ igual a divisao dos conjugados.
Demonstracao:

Para w # (0, 0), veja que pela propriedade anterior temos:

(i):<z.l):§.%:

z
w w w

Proposicao 5: A soma de um numero complexo z = (z, y) com o seu
conjugado ¢ igual ao dobro da parte real de z.

Demonstracao:

24+ Z=ux+ 1y + x-1iy =2z = 2Re(z).

Proposicao 6: O produto de um nimero complexo z = (z, y) pelo seu
conjugado ¢ igual ao quadrado do médulo de z, para todo z € C.

Demonstracao:

27 =2 4+ y* = (Va?+y?)? = |22

Proposicao 7: O moédulo de um nimero complexo z = (z, y) é igual ao
modulo do seu conjugado para todo z € C.

Demonstracao:

lz| = Va2 +y? = (Va2 + (=y)?) = [Z].

Proposigcao 8: O moédulo do produto de dois nimeros complexos é igual
ao produto dos modulos:

|z - w| = |z]-|lw|. V 2z, w € C.

Demonstracao:

2 wf? = (w)(FD) = (+2)-(wD) = |2l
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divisao dos

Proposicao 9: O mdédulo da divisao de dois niimeros complexos ¢é igual a

modulos:

z z
|—|=|—|,Vz,w€(c.

w |w|

Demonstracao:

z 1 1 ||
ol =l gl = el gl = (o

Proposigao 10: Desigualdade triangular: |z +w| < |z| + |w|, ¥ 2z, w € C.
Demonstracao:

0< (zv-yu) = 0 < (w)? - 2zvyu + (yu)* = 2zvyu < ()? + (yu)?.
Segue que,

2zvyu + (Tu)? + (yv)* < (w)? + (yu)’+ (zu)? + (yo)* =

(zu + yv)? < (2% + ) (u® 4+ 0v?) = (zu + yo) < /(22 + y2) (u® + 02).

Multiplicando ambos os termos da inequacao por dois e em seguida, adici-

onando (22 + y? + u® + v?) temos:

complexos.

2+ y? +u? + 0P 4 2zu+ 2yv < 24/(22 + y?) (U +0v2) + 22+ y? +ud + o
Portanto,

\/(a:+u)2+(y+v)2 < \/x2+y2—|—\/u2—|—v2: |z 4+ w| < |z] + |wl.

Observacao:

Sejam a,b,c e d nimeros reais e sejam z = (a, b) e w = (¢, d) dois nimeros

Para w # 0 define-se:

z Z-W

woow - w

Z_zw

w o |wf?

z _ (a+ib) - (c—d)

w (V2 + d?)?

z _ (ac+bd) + (be — ad)i
w o 2+ d? '

2.5 As Poténcias de 1

Sejan € Ne z € C, tal que z # 0. Define-se:

(i)2°=1,2"=ze2" =2"2Vn>1,
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Sabemos que i = -1 e tomando a definicao acima, temos que:

%=1
it =
i =-1
-3 2

Observagao: " = %t — " = 4057 — " = ({4)2.i" — " = 194"

— 1" =1",comqg,reNel<r<d4.

2.6 A Forma Trigonométrica

2.6.1 Numero Complexo na Forma Trigonométrica

Vamos deduzir uma forma para apresentar um numero complexo z=a+1ib,
com a, b € R, a partir da sua localizacdo no Plano de Argand-Gauss, enfatizando os
aspectos geométricos da imagem. Para isso, seja z € C e (a, b) a sua imagem no
Plano de Argand-Gauss. Sabemos que |z| = v/a2 + b% e definimos como o argumento
principal de z, indicado por Arg(z), a medida do angulo 6 (0 < 6 < 27) formado pelo

eixo real e o vetor Oz em sentido anti-horario, conforme a figura a seguir.
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Im

z=(a,b)

Figura 2.9: Argumento de z
Usando as razbes trigonométricas, para z # (0,0), tem-se que:
Re(z) = a = |z|-cos 6 ¢ Im(z) = b = |z|-sen 6.
Segue que, para qualquer nimero complexo na sua forma algébrica:
z=a+1ib <= z = |z|(cos 0 + i- senb).

A expressao z = |z|-(cos 0 + i-sen 0) é chamada de Forma Trigonométrica
do Numero Complexo z. Consideramos que o argumento ¢ pode ser substituido por

qualquer valor # + 2km, para k € Z, e em alguns casos serd conveniente adotar uma

expressao mais geral:
z = |z| - [cos(0 + 2km) + i - sen(6 + 2km)].

Observa-se que os nimeros complexos z e Z tém o mesmo modulo e argu-

mentos de sinais opostos.
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Im

z=(a,b)

z=(a,—b)

Figura 2.10: Argumento de Z

2.6.2 Multiplicacao na Forma Trigonométrica

Conhecida a forma trigonométrica podemos representar geometricamente
a multiplicacao entre dois nimeros complexos. Para isso, sejam z e w dois nimeros

complexos diferentes de zero, tais que:
z = |z]-(cos 0 + i-sen 0) e w = |w|-(cos ¢ + i-sen ).

Temos:

zw=|z|-(cos 0 + i-sen )-|w|-(cos p + i-sen p) =

zw=|z|-|w|-(cos 0-cos p+i-sen @-cos O+i-sen O-cos p+i*-sen O-sen @) =
zw=|z|-|w|- (cos O-cos p+i-sen p-cos O+i-sen O-cos p-sen O-senp) =

zw=|z|-|wl|-[(cos 0-cos p-sen O-sen @ )+i-(sen @- cos O+sen O-cos @)].

Decorre das férmulas da adicao de arcos da trigonometria que:

(cos -cos ¢ - sen B-sen p) = cos (0 + ¢)

(sen @-cos 0 + sen G-cos p) = sen (0 + ¢).
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Facamos t € C tal que t = zw.
t = zw = |z|-|w|-[cos (6 + ¢) + i-sen (0 + ¢)].

Portanto o produto z-w resulta no nimero complexo ¢ cujo médulo é igual

ao produto dos médulos de z e w, e cujo argumento Arg(t), é dado por pela soma dos

argumentos de z e w.

|| - [w]

L3

0+

0 Re

Figura 2.11: Representagao Geométrica da Multiplicacao

Observagao: Decorre da representagao geométrica da multiplicacao de dois niimeros

complexos, que o produto de z = |z|-(cos 0 + i-sen ) pela unidade imagindria tem

como consequeéncia a rotacao de

NS

__>
rad. do vetor Oz em sentido anti-horario. De fato,

™

i = (1,0) = cos g + i-sen 5 = iz = |z| - [cos(0 + §) +i-sen( + 7))
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Im L
1= Z
hY
1Y =
LY
® l“x -___f"'-‘.
b " o
hig -
L o
\ -
4
;L"'. i
[ RE

_+
Figura 2.12: Rotagao de frad do vetor Oz

2.6.3 Potenciagao na Forma Trigonométrica

Antes de citarmos a primeira formula De Moivre, para calcular poténcias de
um numero complexo z elevado a um expoente n inteiro qualquer, iremos provar por
inducao sobre k que a férmula da multiplicacao é valida para o produto de k£ nimeros
complexos.

Dados z1, 29, 23, ... , 2o € C, tais que, z4 = |24| - (cos (0,) + @ - sen (0,)),
a=123,...,k, queremos provar que:

2129 .2 = | 21| | 22| - |20 [cos (01 402+ . A-0,)Fi-sen(O1402+. . 40,)].

Para o = 2, temos de fato que:

21 - 29 = |21 - |22] - [cos(01 + 62) + 1 - sen(61 + 6)],
que ¢ a férmula da multiplicacao de dois niimeros complexos na forma trigonométrica
demonstrada anteriormente. Agora suponhamos que também seja valida para a = k,
com k € N, entao para a = k + 1 temos:

210290 2o Zarl = |21 2al [cos(O14. . 404 +i-sen(O1+. .. +0,)] Zasa

21290 oo Zag1=|21|"| 2] - |2aa | [cos(O1+. . AO0i1)+i-sen(O14. . +0411)]

A férmula é valida para k£ niimeros complexos como queriamos demonstrar.

Dado um nimero complexo z # 0 tal que z = |z|-(cos 8 + i-sen ), para n € N decorre
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da demonstracao acima que:

M=z 2
2= |z| - |z| - |2] [cos(0+ 04 ...+ 0)+i-sen(0+ 60+ ...+ 0)]
2" = |z|"(cos n® + i-sen nb).

e Primeira Lei De Moivre: Sejam n € Ne z € C.

2" = |z|™(cos nb + i-sen nb).

2.6.4 Radiciacao na Forma Trigonométrica

A partir da primeira lei De Moivre é possivel determinar raizes n-ésimas de
nimeros complexos

Sejam z € C e n € N. O niimero complexo w é uma raiz n-ésima de z se, e
somente se, w" = z. Desse modo, para z = |z|-(cosf+i-senf) e w = |w|-(cosp+i-seny),
temos que:

w" = z <= |w|"(cos np + i-sen ny) = |z|-(cos O + i-sen 0).

Incluindo todas as determinacoes do argumento de z, segue que:

wh =z <= |w|["=|z| enp =0 + 2kn, k € Z.

o wl=

w" = 2
o =42 ke Z.

w" =z <= w = {/|z]-[cos(HZET) + i - sen(HEZET)] k€ Z

e Segunda Lei De Moivre: Sejam n € N, zzw € Ce k € Z.

w = {/|z|-[cos(HEET) + i - sen(H2ET)].
Deduziremos a partir da segunda lei De Moivre as raizes da equagao

" = 2z, indicando por wj a sua k-ésima raiz.

wo = 3/l [eos(§) + i - sen(£)]. para & = 0.
w = {/]z]-[eos(#27) + i - sen(2)], para k = 1.

ws = /T [cos(BE2) + i - sen(E5)] para k = 2.

n n

w
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Wy = % |z|-[cos(”2+M) —i—i-sen(eﬁﬂTM)}, para k = n - 1.

w, = /2| [cos(% +2m)+i- sen(% + 2%)}, para k = n.
Wnt1 = /]2]-[cos(HE2E + 27) + i - sen(™2 + 27r)], para k = n + 1.
Wnio = {/]2]-[cos(BE2T + 27) + i - sen(PE2T + 27r)], para k = n + 2.

Observamos que o modulo de w; nao se modifica para wg, wi, wa, ..., Wp_1,
Wy, Wi, --- , € que 08 argumentos para k > n geram os mesmos valores obtidos para

0<k<n-—1,vistoque, k =n,n+ 1, n + 2 ..., promove angulos congruentes a:

0 0+2m 044
-, om0t W, ... . Podemos analisar que os valores negativos de k, fornecem as

)
n. n n
mesmas raizes obtidas anteriormente. Vejamos:
w_y = {/|z][cos(=2E) + i - sen(=2T)] = wy, para k = -1.

W_g = \”/|z|-[cos(9_n4”) + - sen(9_4”)} = wey, para k = -2.

n

2] [cos(=87) + i - sen(

n

W_3g =

9_716”)} = ws, para k = -3.
w_p, = {/|z|-[cos(& — 27) + i - sen( — 27)], para k = -n.
Desse modo, podemos concluir que a equagao w™ = z possui n raizes com-

plexas e que estas podem ser representadas no Plano de Argand-Gauss como pontos

da circunferéncia de centro O = (0,0) e cujo raio tem medida igual a |w| = {/|z|.
Im

wy

wy

|w|
wy

Wy—1 R’e

Wy 3

Figura 2.13: Raizes de z
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Observa-se que, os argumentos principais das raizes, wg, Wi, Wa, ..., Wp_1,
2
podem determinar uma progressao aritmética cuja razao é igual a r
n
De fato:
Argluy) =2
rg(wgy) = —,
g{Wo n
0+2r 0 2«
Arg(wy) = =— 4+ —,
n n o n
0+4r 0 2w
Arguz) = = = 222D
n n n
0+2n—1)m 6 2m
Arg(wn_1) = ft2n-lr_9, (n—1)—,
n n n

Tais raizes, por consequéencia, sao os vértices de um poligono regular de n

lados inscrito na circunferéncia de centro O = (0,0) e cujo raio tem medida igual a |w],

conforme podemos observar na figura a seguir.

Im

wy

ws

Wy

Wy— 1 Re

Wy g

Figura 2.14: Poligono Regular de n lados
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2.7 A Formula de Euler

Antes de comentar sobre a Férmula de Euler serd feito um resumo sobre
Séries de Poténcias, destacando as de Taylor/Maclaurin e a representacao das fungoes
seno e cosseno como tais. O objetivo principal dessa secao é definir a exponencial e*
de um nimero complexo z e deduzir algumas de suas propriedades. Essa secao foi

baseada no livro Cdlculo Volume 2 de George B. Thomas [20]

2.7.1 Séries de Taylor/Maclaurin

Recordando que uma série de poténcias em x é uma série dada por:

Sl (@) =coter ()t (@) + .t (@) + .,
em que os valores ¢,, n € N, sdo constantes reais que chamamos de coeficientes da
série.

Denominamos de série de poténcias centrada em a ou de série de poténcias

em torno de a, as séries que assumem a forma:
Yoo (x—a)"=cot+ca-(x—a)+c-(x—a)P+..+c(x—a)"+. ..,

Seja f uma funcao com derivadas de todas as ordens, em algum intervalo

contendo a. Uma série de poténcias representada por

Zf:o% (z—a)t =

fla) + HD (z —a) 4 Bl (g —a)2 + L@z —a)® 4.
¢ denominada de Série de Taylor da funcao f em torno de a. Para maiores detalhes
vide Cdlculo Volume 2 de George B. Thomas [26].

Uma série de Taylor em torno de a = 0 passa a ser chamada de Série de

Maclaurin, e assume a forma

Sonto B - (@) = J(0) + (0] - (@) + P )+ 5P (@) +

n=0 n!
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A Férmula de Taylor nos diz que se f é uma funcao que possui derivadas de
todas as ordens em um intervalo aberto I contendo a, entao, para cada inteiro positivo

n e para cada x em [ temos:

f(x):f(a)—ir@-(x—a)+%-(x—a)2+...+fnn—@-(x—a)”+Rn(x),

onde R, (z) = %11()8) (x — a)™*!) para algum c entre a e x. Dessa forma, para cada z

€ [, temos que:

flz) = Pu(x) + Ro(2),

em que P,(x) é o polindmio de Taylor de f(x) e R, (z) é chamado de resto de ordem n
(Thomas, p. 129) [26].
Se R,(x) — 0 quando n — oo para todo z € I, dizemos que a série de

Taylor gerada por f em z = a converge para f em I, e escrevemos

fx) =320 % (z—a)"
Para f(x) = e” temos f" = e” para todo n e temos que,

flo)=e" =300 D =1 4a+ S 2 4 2

n=0 n! n!

converge absolutamente para todo z. Para maiores detalhes vide (Thomas, p. 129)
[26].
Do modo analogo pode-se deduzir as fungoes seno e cosseno, em séries de

Taylor, que sao dadas conforme segue.
cos(x)zzzoo((z)nm, =1-G+5T &t -
) -1 7LZ,27L+1 :L‘S .1,5 1,7
Sen(x):ZnZO((Q)n—l-l)! :$—§+y—ﬁ+,

que converge absolutamente para todo z. Vide (Thomas, p. 131) [26].
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2.7.2 Formula de Euler

Queremos definir o nimero e* com z € C mas para isso, primeiro faremos
uma tentativa de representar o valor de e® para y um ntimero real e i é a unidade

imaginaria, e desse modo, temos que

. . )2 )3 ,L'4 iy)° i) 6 )7
e =1+iy+ @y 4 G Gr @) Gy

. . 2 ()3 4 ()5 )6 (T
e =1+iy— G — il + G+ il - G - i+
7

. 2 4 6 . 3 5
V=(1-L+%L L4 Ntily—L+L —L+.)

e = cos y+1-sen y.

Para quaisquer 71, T» € R sabemos que e*11%2 = ¢%1 . ¢¥2, Estendendo essa
ropriedade para qualquer nimero complexo z = z + 1y, podemos definir a exponencial
)

complexa como:
e* = e = e"(cos y + 1 - sen y).

Essa igualdade é chamada de Férmula de Euler, em homenagem ao ma-
tematico Leonhard Euler que estabeleceu a conexao da exponencial real com os ntiimeros
complexos.

Usaremos a Formula de Euler para demonstrar as proposigoes a seguir.

Proposigao 1: Seja ¢ a unidade imagindria, entao e™ + 1 = 0.
Demonstracao:

Temos que €™ = cos m + i-sen ™ = -1. Logo €™ +1=—1+4+1=0.
Proposicao 2: Seja i a unidade imaginaria, entdo i’ é real.
Demonstracao:

. . .. us
Podemos escrever a unidade imaginaria como e'z. De fato,

T __

s . . .
ezzcos§+z~sen2 1.
-7 1Z\1 2T -z 1 7
Logo i* = (e'z)' = e"2 = e"2 = —. O ntimero — € R .
e2 e2
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2.7.3 Propriedades da Exponencial Complexa

A partir da definicao acima, podemos demonstrar que as propriedades da
exponencial real sao mantidas para os nimeros complexos. Vejamos algumas:

(i) Seja z € C tal que z = 0. Entao e* = ¢ = 1.

Demonstracao:

z2=0<=2=0+1-0, temos e = "0 = €% (cos 0 + i- sen 0) = 1

w

(ii) Seja z € C tal que z =z + iy e w = a + 1b. Entdo e*™ =¢€*-¢

Demonstracao:

e*-e¥ = [e*(cos y+1i-seny)|-[e*(cos b+i-sen b)]
e* - e¥ = elat2) . [cos(y + b) +i - sen(y + b))

o7 . g — plata) | ilbry)

e? . oW — elatiy) | o(atib)

0F . o — prtw

(iii) Seja z € C tal que z = z + iy. Entao |e*| = e”.

Demonstracao:

€% = |e™*| = |e” - €] = |e?] - || = |e”| - |cos y + i - sen y|
le*| - 1 = le”|.

Sabemos que e” > 0 para todo z € R e assim |e*| = |e*]| = e”.

(iv) Sejam z € C e n € N. Entao (e*)" = ™.
Demonstracao:

Facamos por inducgao sobre n.

1 z

Para n = 1 temos (e*)! = €%, e a propriedade é verdadeira. Supondo que

seja verdade para n, fagcamos para n + 1.

(ez)nJrl — eN%.p% — pNFTZ — e(nJrl)z‘

Logo a propriedade é verdadeira.

1
(v) Seja z € C tal que z = z + iy. Entao e * = —.
62

Demonstracao:
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eF=eT.eW
e *=e"[cos(—y) +i-sen(—y)]
- [cosy — i - seny]

e F=e " e

Multiplicando o numerador e o denominador dessa tltima fracdo por e,

obtemos

e . e |eW)? 1

er . e er iy ez

como queriamos demonstrar.

(vi) Seja z um numero complexo. Entao e* # 0.

Demonstracao:

Facamos por redugao ao absurdo.

Suponha que seja verdade que exista z tal que e* = 0. Segue que:

e* = et = e"(cos y + i-sen y) = 0.

Como e” # 0 para todo =z € R, entao cos y + i-sen y = 0 para todo y. Como
nao existe y € R de tal sorte, que cos y = sen y = 0, segue e* # 0.

Da forma trigonométrica sabemos que um nimero complexo z nao nulo, é

representado por:
z = |z]-(cos 0 + i-sen 6).

Com a nocao da exponencial complexa apresentada nessa secao, podemos
reescrever a identidade acima como: z = |z| - €¥.

Um exemplo interessante da aplicabilidade da férmula de Euler estd na
prova da seguinte igualdade:

37r) —

cos(Z) — cos(3) + cos(3E) =

D=
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Resolucao:

Fazendo w = ¢

==
I
Q
=
©»
—~
~
SN~—
-+
o~
©»
D
S
—
~A
N~—
=
2
@}
N

Podemos reescrever cada parcela como:

COS(%) — w+;u*1’cos(27ﬂ') — W e 005(377() _ w3+2w*3

O problema se torna equivalente a demonstrar que:

wrw™ ! w?4w? w3tw™3 1 s w2+l wiigl wlH1
2 2 + 2 2 w w? + w3 1

— (w+w?) — (WS +w) + (Wl +1) =wd <= s —w’ +w —w+w* —w+1=0.
Veja que isso é a soma dos sete primeiros termos da P.G. cujo primeiro
termo é 1 e a razao é -w.
Somando a P.G:

(—w)"—1 1-1 0
—w—-1  —w-1

Spa =

Lembrando que w = €7, temos que w” = cos m + i-sen m = -1 e portanto,
a igualdade é realmente verdadeira.

O seguinte resultado mostra a importancia da Férmula de Euler em proble-
mas de alto grau de dificuldade e que aparentemente nao tém nenhuma conexao com

nimeros complexos.
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Capitulo 3

Itens de Vestibulares e os Numeros

Complexos

Esse capitulo apresenta a resolucao de vinte itens com nimeros complexos
que foram aplicados em vestibulares da FUVEST, UNICAMP, ITA, IME e UnB. O
objetivo é destacar os topicos mais importantes e as teorias complementares sobre esse
assunto que sao pontuadas nos processos seletivos de algumas instituicoes de ensino
superior que nao aderem ou aderiram parcialmente o Sistema de Selecao Unificada
(SISU).

As resolugoes apresentadas foram feitas por mim contando com a cola-
boracao de professores e amigos graduados ou mestres em matematica, e estao de

acordo com os gabaritos oficiais divulgados pelas universidades citadas.

3.1 Fundacao Universitaria para o Vestibular
(FUVEST)

Questoes retiradas da pagina oficial da FUVEST, vide [12], [13], [14] e [15].

3.1.1 22 fase (2015) - Questao 4

a) Calcule cos 3T e sen 37
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Resolucao:

Lembrando que cos (22)=2-cos?*x-1 e cos (22)=1-2sen’z, para x = 3{, tem-

se:

(i)cos‘%zQ-cosQ3—”—1<:>i5:2.00523_ﬂ_1<:>

2 —1/2
<:>2'COS23%:2_2\/§<:>COS%: 2\/_.
—V2
(ii) cos%:1—2~56n23§<:>7\/_:1—2~36n23§”<:>
2 3w 2+\/§ 3T 2+\/§
<~ 2-sen S = 5 (z)senng.

(b) Dado o nimero complexo z = /2 — V2 4+ iV2+V2 , encontre o me-

nor inteiro n > 0 para o qual 2" seja real.

Resolucgao:

p= V2 V2 iV V2 =2 (2 4 V) -

= 2:[cos (3) + i-sen (3F)].

Queremos 2" € R, logo:

2" =2"-[cos(n- ) +i-sen(n- )], € R <= sen(n-3) =0
sen(n-2)=0<=n-L=kr<=n=2% kel

O menor nimero inteiro n > 0 ocorre para k=3 e desse modo, obtemos n=8.

¢) Encontre um polindémio de coeficientes inteiros que possua z como raiz e

que nao possua raiz real.
Resolugao:

Para n = 8 sabemos que z® € R, ja que,

2% =28 [cos(3m) + i - sen(37)] = -256.
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Desse modo, obtemos z® + 256 = 0.
Um polinémio com raiz z e coeficientes inteiros, sem raizes reais pode ser

dado por: P(z) = 2% + 256.

3.1.2 22 fase (2014) - Questao 3

Os coeficientes a, b e ¢ do polinomio p(z) = x3 + ax?® + bx + ¢ sdo reais.
Sabendo que -1 e 1 + ia, com « >0, sao raizes da equagao p(z) = 0 e que o resto da
divisao de p(z) por (x - 1) é 8, determine

a) o valor de «;

b) o quociente de p(z) por (z + 1).

Resolucao:
Se 1 + i« é raiz de p(z), entdo 1 - ia também ¢ raiz. Sendo assim, temos
que {-1, 1+ iq, 1 - ia} é o conjunto solucao de p(z) = 0 e podemos decompor p(z)

COImMo.

pr)=(z+1) - (z—1—ia) - (x—1+ia) < p(x) = (x+1) - [(x — 1) + 2.
Para maiores informacoes ver (PERIGO, DEGENSZAJN, DOLCE, IEZZI, p. 588) [22]

Denotando os polindémios ¢(x) e r(z) como o quociente e o resto da divisao
de p(z) por (z - 1) respectivamente, pelo Teorema do Resto (PERIGO, DEGENSZAJN,
DOLCE, IEZZI, p. 579) [22] temos

p(r) = (x - 1)-qx) + r(x) e p(1)=8.

Segue que:
p()=(1+1)-[1-1)2+a?}=8<=a’=4<+<= a =2, pois a > 0.

Logo, p(z) = (x+ 1) - [(x — 1)* 4+ 2?] = (z + 1) - (2® — 22+ 5) e, 0 quociente
da divisao de p(z) por (z+1) é * — 2z + 5.
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3.1.3 22 fase (2004) - Questao 4

Considere a equagio 22 = az + (o — 1)z, onde a é um nimero real e Z
indica o conjugado do niimero complexo z.
a) Determinar os valores de « para os quais a equagdo tem quatro raizes

distintas.
Resolugao:
Facamos z = x + iy, tem-se:

P=az+(a-1)z<= @+w)P=alz+iy)+ (a-1)(z-1y)
< 22 + 2zyi - y? = axr + Qiy + az - Qiy - T + 1y =

< 2% -y + 2ayi = (2a-1)x + 1y.

Segue da igualdade de dois nimeros complexos na forma algébrica que:
-y =0Ra—-1)zelry=y
- . 1

A segunda equagao acima aponta que y = 0 ou x = 3

Para y = O:

72 = 2a— 1)z < 2* — (2a — 1)z = 0, que s6 admite duas raizes distintas

1
se (2a—1) # 0. Logo, o # 3"

1
Para z = —:

2
1 2 2 1 1 2 1 2 3 4 i
(5) —y :<204_1)'(§):>1_y :a—§:>y :Z—l—a,quesoadmlte

3
duas raizes distintas se 1 > (. Logo, o < —.

3 , .
Para a < 1 eq# 2 as raizes serao dadas por:

1 /3 1
2120722:204—1,23Z§+i Z—an4:§-i
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A resolucao desse item propoe uma discussao interessante envolvendo o
teorema fundamental da algebra.

Uma das versoes do teorema fundamental da algebra diz que: Um polinomio
p(z) com coeficientes complexos de uma variavel e de grau n > 1 tem exatamente n
raizes complexas, se contarmos as suas multiplicidades (CARMO; MORGADO; WAG-
NER, 2005, p. 151) [3].

2 = az + (a - 1)z possua

Com um olhar menos atento, esperamos que z
apenas duas raizes, e nao nos atentamos para o fato que z representa uma outra
variavel criando a possibilidade da equacao possuir mais do que duas raizes.

b) Representar, no plano complexo, as raizes dessa equagao quando o = 0.

Resolucgao:

Para a = 0 e z = = + 1y, segue do item anterior que:

1 V31 V3
=0 = (0,0 = -1= (-1, 0 = — — = (=, —
Zl ( 9 )7 2:2 ( ) )7 Z3 2 + ? 2 (27 2 )e
1 V3 1 , 3 .
24 = 5 —27 = (5, —7), cujas representacoes no plano complexo sao dadas conforme
a figura a seguir.
Im |

V3 2z

g = o
|
|
|
|
|
|
:

° ° : -
Za =31 | l Re

|2
|
|
|
|
:
V3 '

-2 [ L

Figura 3.1: Resolucao FUVEST 2004
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3.1.4 22 fase (2003) - Questao 8

Nos itens abaixo, z denota um nimero complexo e ¢ a unidade imagindria

(i* = —1). Suponha z # i.

a) Para quais valores de z tem-se Z+_Z =27
141z
Resolucao:
Z+1 . _ . . . ‘
1T =2<=z+1i =2+4+2iz<=7-2iz=2-i<= 2(1-2i)=2-1
1z
2—1 142 4+ 30 4+,3
= 2z = . = z = = z=—-+1i-.
1—2i 1+ 2 5 5 b
: : A
b) Determine o conjunto de todos os valores de z para os quais 3 é um
1z
ndmero real.
Resolugao:
Seja z =z + 1y, x, y € R. Temos:
. . . . 1
P e T g oD
14z 1+ i(x +iy) (1—vy)+ix
’ 1 1—y)—i 20 — (2?2 +y? —1)i
x—irz(y—l—-)..( Y) R r—(*+y )ZGR
(1—y)+izx (1—-y) —ix (1 —y)?+ 22

=2y —1=0<=22+¢y> =1

Os pontos tais que z? 4+ y?> = 1 definem uma circunferéncia de centro na

origem e raio igual a |z| = 1, e desse modo, o conjunto de todos os valores de z para
2t . .
0S quais — ¢ um numero real é
+ 1z

{z€C/|z| =lez#i}ouscjal +iz #0=2z#-1= 2 #1

3.2 Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP)

Questoes retiradas da péagina oficial da UNICAMP, vide [§].
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3.2.1 22 fase (2016) - Questao 12

Considere o polinémio ctibico p(z) = 23 — 3z +a, onde a é um nimero real.
a) No caso em que p(1) = 0, determine os valores de x para os quais a

matriz A abaixo nao é invertivel.

zr 1 0
A=10 = 1
a 3 x

Resolugao:
Lembrando que uma matriz nao é invertivel se, e somente se, o seu deter-

minante for igual a zero, temos:
det(A)=2*+a+0—ax—0—3zr =233z +a=p(z).

Desse modo, a matriz A nao serd invertivel nos valores iguais as raizes de

p(z).

Usando o dado que p(1) = 0, temos que:
p(l)=0=1-3+a=a=2.

Fatorando p(z) obtemos: p(x) = (z — 1)(2* +x — 2). As raizes de x?+1-2
sdao £ = 1 ou z = -2, que consequentemente também sao raizes de p(z).

Logo os valores para os quais a matriz A nao é invertivel sao: z=-2 ou z=1.

b) Seja b um nimero real nao nulo e 7 a unidade imagindria, isto ¢, i = -1.
Se o nimero complexo z = 2 + ib ¢ uma raiz de p(z), determine o valor de |z|.

Resolucgao:

Temos que p(z) = p(2+bi) = 0.

P —3z4+a=2+b)*-3-2+b)+a

22 —3z+a=8+12ib—6b> —b* — 6 — 3ib+a

22 —3z+a=(2-60*+a)+i(—b*+ 9)

22 —324+a=0.

Segue da igualdade de dois nimeros complexos na forma algébrica, que

—b® + 9b = 0.
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Resolvendo a equacao —b® + 9b = 0 temos que b = 0 ou b = £3. Pelo

enunciado do item, b # 0, logo:

2| = [2+bi] = V22 + b2 = A+ 9 =13

3.2.2 22 fase (2014) - Questao 23

O polinoémio cibico p(z) = 23 - 22 - 9x + 18 tem trés rafzes: r, -r e s

a) Determine os valores de r e s

Resolucao:
Pelas relagoes de Girard (PERIGO, DEGENSZAJN, DOLCE, IEZZI, p.
594) [22] temos:

b) Calcule p(z) para z = 1 + i, onde i é a unidade imagindria.
Resolugao:

p(14i) = (141)% - 2(1 + )% - 9(1+i) + 18 = 7 - 11..

3.2.3 22 fase (2005) - Questao 10

Um numero complexo z = = + iy, z # 0, pode ser escrito na forma trigo-

o . x Yy

nométrica: z = |z|(cos 0 + i - sen 6), onde |z| = /2% + y?, cos O = B e sen 6 = B
z z

Essa forma de representar os niimeros complexos nao-nulos é muito conveniente, espe-

cialmente para o calculo de poténcias inteiras de ntimeros complexos, em virtude da

formula de De Moivre:
[|z|(cos O + i - sen 0)]F = |z|F (cos kO + isen kO)

que é vélida para todo k € Z. Use essas informagoes para:

a) Calcular (v/3 + 1)
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Resolucao:

Dado que z = \/_—i-z' temos:

2| = \/(V3)2 +12 = 2; 0030— esenﬁ—;
Desse modo, Arg(z) =0 = E
Assim, z = v/3 + 4 pode ser escrito como z = 2(cos 5+ isen g).
Segue da férmula De Moivre, vide pagina 31, que:

2" = |2|?[cos(12 - £) +isen(12 - %))

212 = 212[cos(2m) + isen(27)]

2 = 4096-(1 + i-0)

2 = 4096.
2 2
b) Sendo z = g - z'g, calcular o valor de 1 + z + 22 + 23 +... + 21°
Resolugao:

Observe que 1 + z + 22 + 23 + ... + 2% é a soma dos dezesseis primeiros
termos de uma progressao geométrica em que a; = 1, a razdo ¢ = z e a;g = 2. Essa
soma pode ser calculada por:

16_1 16_1
Sie = a(q ) ?

qg—1 -1
\/_

\)

Escrevendo z =

‘°|§| |

na forma trigonométrica temos:

Ty
|z| = (‘/75)2+(‘[) 1; c 0:‘/7§esen€:‘/75
Desse modo, Arg(z) =0 = %
2 2
Assim, z = g + 2\/7_ pode ser escrito como z = cos § + i-sen 7.

Segue da férmula De Moivre, ver pagina 32, que:
210 = |2|"%[cos (16 - ) + i-sen (16 - )]
210 = 1%%[cos (27) + i-sen (27)]
6 =1.(1 +i0)
216 =1

E finalmente,

2161 1-1
16 z—1 z—1
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3.2.4 22 fase (2004) - Questao 8

Dada a equacao polinomial com coeficientes reais 2 - 522 + 97 - a = 0:

a) ENCONTRE o valor numérico de a de modo que o nimero complexo
2 4 i seja uma das raizes da referida equacao.

Resolucao:

A referida equacao polinomial tem coeficientes reais e se 2 + i € raiz, entao
2 - ¢ também € raiz (PERIGO, DEGENSZAJN, DOLCE, IEZZI, p. 592) [22].

Seja k a terceira raiz dessa equacao. Pelas relagoes de Girard (PERIGO,
DEGENSZAJN, DOLCE, IEZZI, p. 594) [22], temos:

2+i+2—i+k:—@:>k:1.

Substituindo z = 1, teriamos:

2 -51)2+9(1)—a=0=a=5

b) Para o valor de a encontrado no item anterior, determine as outras duas
raizes da mesma equacao.

Conforme resolucao do item anterior, as outras raizes sao 2 - 7 e 1.

3.3 Instituto Tecnolégico de Aeronautica (ITA)

Questoes retiradas da pagina oficial do Instituto Tecnolégico de Aerondutica,

vide [19].

3.3.1 Questao 12 (2016)

Considere as afirmagoes a seguir:
I. Se z e w sao nimeros complexos tais que z - 1w = 1-2i e w - z = 2 + 34,
~ 2 2 . .
entao z* + w* = -3 + 6.
I1. A soma de todos os ntimeros complexos z que satisfazem 2|z|>+22=4+2i
é igual a zero.

II. Se z = 1 - 4, entao 2° = 229(—1 +1).
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4 + 2i.

E (sdo) verdadeira (s)
a) apenas |
b) apenas I e II.
c) apenas [ e III.
d) apenas 1T e III.

e) I, Il e I1L.
Resolugao:

(I) Verdadeira

z—iw=1-—21 ' '
= w—1w=3+1 <=
w—z=24+3
. . 341 (34+14) - (1+1) 3+1+3i+1?
<~— (1 - =3 e w = — _
(L-jo=3+ie=w=10= 37057 1232

244

=1+ 2¢
5 + 22

Dado que w - z = 2 4+ 317 , temos:
1+ 2-2=2+83i<=z=-1-ie2>+w’=(—1—-1)2+ (1+2)* =
=(-1)2 (12 + 21 + i?) + 1* + 4i + (20)*> = - 3 + 64

(IT) Verdadeira
Sendo z = a + b, tem-se:

2022+ 22 =4+ 2i = 2(a® + V) + (a +ib)? = 4+ 2i => 3a® + b* + 2abi =

Da igualdade de dois niimeros complexos na forma algébrica, temos o se-

guinte sistema:

30> + 0% =4 3a® +b* =4
e 1

1
Substituindo b = ~ em 3a? + b? = 4, tem-se a equacao 3a* — 4a% + 1 = 0,
a

que ¢ uma equagao biquadrada cujas raizes sao -1, —\/g , \/g el.

Segue que:
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a=-1= b=-1, temos z; =-1 - 1;
G/:-\/§:>b:-\/§,tem0822:—\/§-i\/§;
a:\/§:>b:\/§,temosz3:\/§+i\/§;
a=1=Db=1, temos z4 =1 + 4.

Assim, verifica-se que de fato, z; + 29 + 23+ 24 = 0

(III) Falsa
Temos z = 1 - 4.

299 = (1) (1—4)

=1 =7 (1-14)
299 = (=20)% . (1— 1)
259 — (_2)29 . 2'29 . (1 _ ’L)

259 = 22 . (1 — %)

259 =2% . (=1 —14).
Gabarito: Letra B

3.3.2 Questao 3 (2015)

)19, entao o valor de 2-arcsen|Re(z)] + 5-arctg[2-Im(z)] é

igual a
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Resolucao:

5 = (1+\/§z‘)10 — (1+\/§z' . 1+\/§i)10 _ (_% + \/73

-)10 _ 27r)10
1-v3i 1438 :

27 :
i)' = (cos 5 + i-sen

Aplicando a primeira lei De Moivre, ver pagina 31, tem-se que:

(cos 3 + i-sen )10 = cos 2T

207
3 3

+ i-sen
= [cos (3 + 6m) + i-sen (3 + 6m)].

Assim,

2 —1 \/§

— 2m . 2r _ _ © Y,
—cos3+zsen3— 5 + 22

Re(z) = —% = arcsen|[Re(z)] = —% e Im(z) = ? = arctg[2-Im(z)] = g

(cos 2 + i-sen

" 2_71')10

3

Portanto,
2-arcsen[Re(z)] + 5-arctg[2-Im(z)] = 2-(
Gabarito: Letra D.

™

m
oo = —.
6 T3

3.3.3 Questao 4 (2004)

Considere a fungao f : R — C, f(z) = 2cos © + 2i-sen x. Entao, V z, y €
R, o valor do produto f(z)-f(y) é igual a:

a) flx +y)

b) 2f(x + y)

c) dif(x + y)

d) f(zy)

e) 2f(x) + 2if(y)

Resolucao:

A funcao f pode ser escrita na férmula de Euler como f(z) = 2¢™. Usando
essa notacgao, tem-se:

fz)f(y) = 2e' - 2e".

flx)fly) = de=

f(x)fy) = 4’y

f(x)-f(y) = 4lcos (x+y)+ isen (v+y)]
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f(x)-f(y) = 2[2cos (x+y) + 2isen (z+y)]
f(x)-f(y) = 2f (x+y).

Gabarito: Letra B.

3.3.4 Questao 4 (2003)

Das informagcoes a seguir sobre a equacio 2* + 2% + 22 + 2z + 1 = 0 e suas

solugoes no plano complexo:

I. A equacgao possui pelo menos um par de raizes reais.
IT. A equacao possui duas raizes de médulo 1, uma raiz de médulo menor
que 1 e uma raiz de médulo maior que 1.

ITI. Se n € N* e r ¢ uma raiz qualquer, entao > ,_; |5]* < 3.
E (sio) VERDADEIRA (S)

a) nenhuma.

b) apenas I.

c) apenas II.

d) apenas III.

e) apenas I e III.

Resolucgao:

, que é a soma dos cinco

(> - 1)

Para z # 1 tem-se 2* + 23 + 22 + 2 + 1 = 1

primeiros termos de uma P.G. cuja razao é z e a; = 1,

(* - 1)

z—1

A+ B+ 44 1=0

Logo, z° = cos (2km) + i-sen (2km), k € Z.
Usando a segunda lei De Moivre, vide a pégina 32, e sabendo que

z # 1, as raizes de 2° = cos (2km)+ i-sen (2km) sao:
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2o = cos 0 4 isen 0;

Z1 = €os %’T + 15en 2—“'
Zy = co0S 4; + isen 4?”,
Z3 = coS 65“ + isen %’T,
Z4 = COS %’T + isen & ?.

Observa-se que as raizes sao pontos que pertencem a uma circunferéncia do
plano complexo, cujo centro é (0,0) e o raio ¢é igual a |z| = 1.

Julgando os itens, tem-se que a afirmativa I é falsa, pois nenhuma das raizes
acima ¢é real.

A afirmativa II é falsa, pois todas as rafzes de z° = 1 tém médulo unitdrio.

Para a afirmativa III temos: X

z 1

Zk1Hk Zkl"k Zkl(%)*%ZQ

Como o item nao propde n — 0o, nao se pode obter > 7', \g]’“ = % Logo,
o somatorio proposto é estritamente menor do que %, e a afirmativa é verdadeira.

Gabarito: Letra D.

3.4 Instituto Militar de Engenharia (IME)

Questoes retiradas da pagina oficial do Instituto Militar de Engenharia, vide

I1s].

3.4.1 Questdo 3 (2015/2016)

Seja Z um numero complexo tal que 7 possui argumento igual a
i
3 —
Zﬁ e logs (2Z + 2Z + 1) = 2. Determine o numero complexo Z.

Resolucao:

Tome Z = z + iy, com z,y € R. Temos que Z = z - 4.

Segue que:

logs (2Z +2Z +1)=2=22+2Z+1=3 =7+ Z—-4=0.
7+7Z-4=0=a+iy+a-iy-4=0= 1 =2.

25



Capitulo 3. Itens de Vestibulares e os Numeros Complexos

Temos entao que Z = 2 + 1.

Denotando por W = A temos:
i

27 22+ 442 - 8 29% — 8)i 8 29% — 8
w22 221 Aty u Syt Q-8 g, 8 2 -8,
Zi (2—iy)i y+2i v Y2+ 4 Y2+ 4 Y2+ 4

3 I 3
Sabemos que Arg(W) = Zﬂ’ entao RTZ((;) = tg (ZW) Segue que:
2y%—8
2
E = 1l=y=-2+2/20uy=-2-2V2
y2+4

3
Entretanto, como Arg(W) = T inferimos que W estd no segundo qua-

drante.
Segue que:
Re(W) <0 8y <0
=y < -2
Im(W) >0 292 —8 >0

Portanto: Z = 2 - (2 4 2v/2)i.

3.4.2 Questdo 3 (2014/2015)

Descreva o lugar geométrico do niimero complexo z que atende a equacao
arg(z - z1) - arg( z - ») - arg(z - z3) = km

em que z; € real, e 2o e 23 sao complexos conjugados com parte imaginaria nao nula e

k é um numero inteiro. Obs: arg(z) é o argumento do nimero complexo z.

Resolucgao:

Tome z =x + iy, z1 = a, 29 = ¢ + id e z3 = ¢ - id, com a,c,d € Re d # 0.
Temos:

z-z1=(x-a)+yi, 2 -20= (T -c)+(y-d)iez-z3= (x-c)+(y + d)i.

Fagamos: arg (z-2z1 ) =, arg (z-29 ) = e arg (z - z3 ) = 7. Segue que:

—d d
ga=—"2gp=C"Cciyy=""
Tr—a Tr —cC r—cC
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Sabemos que « - 3 - v = km, logo a - km = 3 4 ~. Temos:

b
ty (o= k) = tg (5+9) = tg (@) = ;= 0T

= tg () - (tg B+1tgy) = tg a-tg B-tg vy

Segue que:

Y y—d y+d, vy y—d, ,y+d
T —a (as—c+:z—c)_(z—a) (ZB—C) (x—c)'
y 2y yly—d)(y+d)

r—a x—c (r—a)(lr—c)?

yr—o) =2z —a)  yy*—d)
(x —a)(z —c) (x —a)(z —c¢)?

y(y? — d?)

(z—¢)

xy - cy - 2zy + 2ay =

(x—a)?+y*=(c—a)?+ &

Se a # ¢, entao o lugar geométrico do complexo z é uma circunferéncia de

centro em C = (a,0) e raio R = /(¢ — a)? + d>.
Se a = ¢, entao o lugar geométrico do complexo z é uma circunferéncia de

centro em C = (a,0) e raio R = d.

3.4.3 Questao 6 (2003/2004)

Sendo a, b, e ¢ nimeros naturais em progressao aritmética e z um numero
complexo de médulo unitario, DETERMINE um valor para cada um dos nimeros a,
b, ¢ e z de forma que eles satisfacam a igualdade:
1 1 1 9
— + _b + — =z
A z z¢
Resolugao:
Facamos w = —, temos:
z

w* + w’ + w' = (£) e jw| = 1.

57



Capitulo 3. Itens de Vestibulares e os Numeros Complexos

Sabemos que (a,b,c) formam uma P.A. de razao r. Logo:

wa+wa+r+wa+2r:w—9 _— 1+wr+w2T:w—9—a _— wr+w2r:w—9—a_1.

A partir do fato que a, b, e ¢ s40 numeros naturais, podemos inferir que r
também é um numero natural. O enunciado solicita um valor particular para cada um
dos numeros a, b, c e z de forma que eles satisfacam a igualdade, ou seja, nao queremos

uma solugao geral. Sendo assim, se faz necessario testar valores convenientes como

w? = -1.
Fazendo r como um nimero impar, temos:
(W) = (-1) = w? =-1 = w = +i.
Tomaremos em particular w = 7 e r = 1. Segue que:
i'=i%%= 9-a=4k +1 a=-10 - 4k, para algum € Z.
Como a é um nimero natural devemos escolher £ também de modo conve-
niente.

1
Fazendo k = -3, temos a = 2, b = 3, ¢ = 4 e z = — = -1, que satisfazem a
i

igualdade proposta.

3.4.4 Questao 1 (2002/2003)

Seja z um numero complexo de moédulo unitario que satisfaz a seguinte

condicao z%" # -1, em que n é um nimero inteiro positivo.
n

DEMONSTRE que % ¢ um numero real.

Z2n

Resolucgao:
Dividindo o numerador e o denominador por z" # 0, temos

n
20 5 1
= o — —— .
1+Z2n Zln_}_z" Z=N 4 ogn

ZTL

Representando o niimero complexo z na sua forma trigonométrica, de acordo

com a féormula de De Moivre, ver pagina 31, tem-se
1 1

zn 420 cos(—nb) +isen(—nb) + cos(nf) + isen(nf)
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1

cos(nfl) — isen(nd) + cos(nb) + isen(nd)

1
2cos(nf)’

1
z7n 4 zn 2cos(nf)’

Conclui-se assim que, de fato, ¢ um numero real.

3.5 Centro de Selecao e de Promocao de Eventos

(CESPE/UnB)

Questoes retiradas da pagina oficial do CESPE, vide [4], [5], [6], [7].

3.5.1 2° dia (2015) Caderno tipo I

Considerando que, no sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xQOy,

cada ponto (z, y) do plano cartesiano seja identificado com um nimero complexo

z = & + 4y, em que i> = -1, julgue os itens 120 e 121 e faca o que se pede no item

122, que é do tipo C.

120 Se o quadrado de vértices nos pontos z, Z, -z e -z tiver area igual a 36

unidades de 4rea, entdo |z| = 2v/3 unidades de comprimento.

29 = 24213.

121 Se z; = 3[cos (15°) 4 i-sen(15°)] e 2o = 3[cos (45°) + i-sen(45°)] entdo

122 Assinale a opcao que apresenta um dos valores de /i

Resolucao:
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(120) Seja L a medida do lado do referido quadrado. Temos que L?* = 36 e

L=6
Im‘
L
2
_E i &
[ @
L
2
Re
® @
— z

Figura 3.2: UnB resolucao 2015

L
A partir do fato que T 3, segue que z = 3 + Ji e |z| = V32 + 32 = 3V2.

Item: Errado

(121) Aplicando a primeira lei De Moivre, ver pagina 31, tem-se:

1 1
21 = gcos (15°) + isen(15°)] = 27 = (5)°[cos (3 -15°) + - sen(3-15°)|—
, 1 oL .
= 23 = g[cos (45°) + i-sen(45°)].

Segue que, 24-23 =3[cos (45°)+ i-sen(45°)]= z,.

Item: Certo.

(122) Conforme a segunda lei De Moivre, ver pagina 32, temos que as raizes
ctbicas de i = cos 90°+ i - sen 90°, sdo da forma Zj, = [cos (24308 )° 4 j.gen (204360k)e]

para k = 0,1,2. Segue que:

V3 o1

Zy = c0s(30°) + i-sen(30°) = -t 52 ;
3 1
Zy = cos(150°) + i-sen(150°) = —% + El e

Zy = c0s(270°) + i-sen(270°) = -i.
Gabarito: Letra B
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3.5.2 2° dia (2014) Caderno tipo I

F.
L J

. : ! Pl

Figura 3.3: UnB texto 2014

Considere que, na figura apresentada, as coordenadas (z, y) das estagoes
sejam identificadas por nimeros complexos z = = + iy, em que ¢ é a unidade
imagindria (i = -1). Nesse caso, as coordenadas da estagao F; sdo identificadas pelo
numero complexo Z;. Com base nessas informagoes, julgue os itens 53 e 54 e assinale

a opcao correta no item 55, que é do tipo C.

L3 — Lo

53
Zy+ 2y

= i

54 |Z1Z6’2 - 228

55 O valor de (Z;)* ¢

>

64.
- 16 - 44,
16 + 21.
16 + 4.

) -
B)
C)
D)
Resolugao:

(53) Segue do enunciado que:
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Z2 = E2 = (—3,5) = -3 + 5’1,,
Z4 == E4 == (3,0) = 3.

Assim,
Zs—Zy  (245i)—(=3+5i) 245i+3-5 5 1 _,

= = = — = —— = -]
Zy + Zs 3+ (=3 +5i) 3—3+5i 5i Qi
Item: Certo.

(54) Segue do enunciado que:

Zy=F = (42) =-4+2ieZg=Eg=(6,-1) =6 - q
Assim,

707 = (-4 + 20)(6 - i) = -24 + 4i + 12i - 2> = -22 + 161.
Logo,

|2, Z6)* = (\/(—22)? + 162)? = 740.

Item: Errado.

(55) Segue do enunciado que:

Zr = By = (-2,2) = -2 - 24,

Assim,
(Z7)4 =(-2- 22')4 =[-2(1+ i)]4 = 16(1 + i)4 = 16[(1 +4)%]? = 16(2i)*
(Z7)* = -64.

Gabarito: Letra A.

3.5.3 2° dia 2° vestibular (2004)

Figura 3.4: UnB texto, 2° vestibular 2004
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Em 2001, um motor revolucionario, o Quasiturbine, foi criado por pesqui-
sadores canadenses. Ele possui a vantagem de, em uma unica rotacao, produzir o
quadruplo da compressao que se obtém com o motor de Wankel. A figura I acima
representa o esquema desse motor. No plano complexo C, o corte longitudinal da
superficie interior da camara em que gira o rotor, mostrado na figura II, pode ser

representado pelo conjunto

¥ ={z € C: z =+a2cos?t + b2sen?t x (cos t + i-sen t), t € [0,27]}

em que a e b sao nimeros reais positivos.
Com base nas informacoes acima e considerando os nimeros complexos
A =0,

B = Va2cos?t + b2sent x (cos t + i-sen t)

C = \/a?cos®(t + ) + b?sen?(t + 5) x [cos (t + 5) + isen (t + 5)]

D = \/a%cos*(t + ) + b2sen2(t + ) X [cos (t + 7) + i-sen (t + 7)]
E = \/CLQCOSQ(t +35) + b2sen?(t + 25) X [cos (t + 2T) + @sen (t + 2F)]

julgue os itens seguintes.

113 Existem numeros reais positivos a e b tais que o conjunto ¥ correspondente é

uma circunferéncia.

(1 +i)Va2+1?

1
114 O elemento de ¥ correspondente a t = % éz = 3

115 Considere o triangulo cujos vértices sao os pontos de C correspondentes aos

numeros complexos A, B e C. Nesse triangulo, a altura relativa ao vértice A é igual a
B < |C]
|B+ C|

116 A distancia entre os pontos de C correspondentes aos nimeros complexos B e

C' é constante, independentemente da escolha de t.

117 O quadrilatero cujos vértices sao os pontos de C correspondentes aos nimeros

complexos B, C, D e E admite um circulo inscrito, qualquer que seja a escolha de t.
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118 A area do quadrilatero formado pelos pontos de C correspondentes aos niimeros

complexos B, C, D e E éigual a 8 x |B| x |C].

Resolugao:
(113) Para a = b temos:

vV ={2¢€C: z=a(cost +isent) tel0 2r]} que é uma circunferéncia
de centro na origem (0,0) e raio igual a |a.

Item: Certo.

(114) Fazendo t = 7 temos:

Z = \/a%cos® () + V?sen®(§) x (cos § + isen T)
Va2 + b? " V2 V2
2

7 = 7 (—+i—)

2

1
7 = 5(1 + z')va2 +1)2.

Item: Certo.

(115) Na figura a seguir, podemos representar o triangulo ABC, retangulo em A, cujos

catetos medem |B| e |C|.

Im

Figura 3.5: UnB resolucao, 2° vestibular 2004, item 115

Segue da relacao métrica do triangulo retangulo que:
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Logo, h =

|B| x |C|

B-C|

Como os vetores @ e 1@ sao perpendiculares, temos |B — C| = |B 4+ C|.
1B| - €|

B-C|

|B—C| x h=|B| x|C]=h=

Item: Certo.

(116) Usando o fato que cos (t + §) = -sen t e sen (t + §) = cos t, tem - se

C = Va? sen? t + b2 cos? t x (-sen t + i-cos t).

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo do item anterior, temos:
|B—-C|=+IB]>+|C]?

|B—C| = \/(\/a20032 t + b2sen? t)2 + (Va2sen®t + b2cos?t)?

|B — C| = \/a*(cos? t + sen? t) + b(cos? t + sen? t)

|IB—C| = Va2 +1?

logo, independente de t.

Item: Certo

(117) Do fato que cos?(t) = cos*(t+7) e sen?(t) = sen*(t + ), podemos concluir

que |B| =

|D|. Do modo analogo podemos concluir que |C| = |E].

Como a diferenca entre os argumentos dos niimeros complexos que formam

T
esse quadrilatero é > podemos concluir que BCDFE ¢é um losango. Pelo Teorema de

Pitot, podemos provar que todo losango admite uma circunferéncia inscrita.

Im

Re

Figura 3.6: UnB resolucao, 2° vestibular 2004, item 117

65



Capitulo 3. Itens de Vestibulares e os Numeros Complexos

[tem: Certo.
(118) Pelo item anterior temos:
et I sl B 2|B| - |C]
[tem: Falso.

3.5.4 2° dia 1° vestibular (2004)

> 3
\

pr =t -
-

W,
&

Figura 3.7: UnB texto, 1° vestibular 2004

Existe uma associagao simples entre os pontos do plano cartesiano zOy e
os nidmeros complexos, em que cada par de nimeros reais (z, y) do plano cartesiano
corresponde ao numero complexo z = x + 4y. Fazendo essa associagao para o plano
20y apresentado no texto, considere que o canavial IIT mostrado tenha a forma de um
paralelogramo cujos vértices, no plano complexo, sejam a origem e os pontos zy, 23 €

™ ™

z1 + 2, em que z; = 2(cos § + i-sen g) e zp = 2(cos 7 + i-sen 7). Com base nessas

informacoes, julgue os itens a seguir.

42 Os quatro lados do canavial III tém comprimentos iguais.

43 Os nimeros complexos cos () + i-sen (3) e cos (§) + i-sen (§) sdo
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raizes da equacao z'6 = 1.
44 Os nimeros complexos z; e 2, satisfazem a identidade 2,2 = 3z,.

45 A drea do canavial III ¢ igual a 2[i — (cos + i - sen7)|.

Resolugao:

(42) Pela regra do paralelogramo, ver pagina 23, temos que a distancia entre
0s pontos z; e 21422 é igual a |25]=2 e, a distancia entre os pontos z3 e 21425 é igual
a |z1|=2. Logo, o quadrilatero referido é um losango.

Item: Certo.

(43) Pela segunda lei De Moivre, ver pagina 32, temos que as raizes de

z!% = 1 sdo da forma z = [cos (Z) + i -sen(2)], k=0, 1, 2,..., 15.

k:1:>z:cos%+z’-sen§ek:2=>z:cos%—l—z’-sen%.

Item: Certo.

(44) Pela primeira lei De Moivre, ver pagina 31, temos:

2

72 = 2%(cos & + i-sen %

) = 4(cos § + i-sen ) = 4z,.

Item: Errado.

(45) Seja S a drea do losango formado pela origem e pelos pontos 21, 22 e
21 + 29, cuja medida da diagonal maior é igual a |z; + 25| e cuja medida da diagonal
menor ¢ igual a |29 - z1|. Segue que:

_latanlla—al  (atz) (a—a) |23 — 21|

& 2 2 2

Do célculo no item anterior sabemos que z* = 4z, = 4(cos § + i-sen I)
Aplicando a primeira lei De Moivre, ver pagina 31, para calcular o valor de

292, temos:

2% = 2%(cos & + i-sen 2F) = 4(cos & + i-sen I) = 4i.
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Segue que

22 2 49 — 4(cosT + 1 - senZ , .
S:|22 1|:‘ ( 42 4)|:2]z—(003§+2-sen§)|.
Item: Certo.
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Comnsideracoes Finais

Tradicionalmente nos vestibulares da FUVEST, UNICAMP, ITA, IME e
UnB, os nimeros complexos compoem um dos contelidos de matematica mais impor-
tantes. A contextualizacao dos itens, a complexidade e a objetividade das questoes
evidenciam as propostas e as caracteristicas de cada instituicao, indicando também, o
perfil dos seus candidatos.

Nas resolucoes apresentadas fica evidente que o conhecimento limitado as
representacoes algébrica e trigonométrica dos nimeros complexos é insuficiente para
desenvolver as questoes de alguns processos seletivos. A teoria fundamental é abordada
nesses vestibulares associada a outros assuntos da matematica como as funcoes trigo-
nométricas, exponenciais, polinomios, geometria analitica e progressao geométrica, o
que favorece a aplicacao dos nimeros complexos em diversos contextos e potencializa
o grau de dificuldade dos itens.

A FUVEST e a UNICAMP abordam os nimeros complexos em questoes
abertas aplicadas na segunda fase dos seus vestibulares. Os itens exploram as operagoes,
a igualdade na forma algébrica e a aplicagao dos niimeros complexos nos calculos que
envolvem as fungoes polinomiais. No desenvolvimento das resolucoes, pode-se observar
que foram mantidas a linguagem e o grau de dificuldade nas diferentes edicoes.

Os vestibulares das instituicoes de ensino superior em engenharia exigem dos
candidatos um conhecimento complementar e diferenciado nas questoes que envolvem
os numeros complexos. Como exemplo desse fato, as fungoes trigonométricas inversas e

a formula de Euler apareceram em alguns itens do I'TA, enquanto algumas substituicoes
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de variaveis foram necessarias no desenvolvimento das questoes do IME que exigiram
calculos minuciosos e laboriosos.

As questdes solucionadas no capitulo anterior confirmam a tradicao do ITA
de elaborar itens de miiltipla escolha no formato de resposta multipla ou resposta tinica.
Ja o IME mantém um exame estruturado com itens abertos e enunciado objetivo,
seguido dos comandos determine ou demonstre.

Umas das principais caracteristicas dos vestibulares da UnB ¢ a aborda-
gem contextualizada dos objetos do conhecimento. Nos dois tltimos vestibulares, os
numeros complexos foram explorados em dois itens de certo ou errado seguido de um
terceiro item de multipla escolha. Além desse padrao, comparando com os vestibulares
de 2004, nota-se nos itens de 2015 e 2014 uma objetividade maior nos enunciados e
consequentemente nos calculos a serem desenvolvidos.

Atualmente, a educacao é um dos assuntos mais discutidos no Brasil e boa
parte se deve a proposta da Base Nacional Comum Curricular, a BNCC, que apresenta
os contetdos comuns a serem estudados em sala de aula para as areas de linguagem,
matematica, ciéncias da natureza e ciéncias humanas em cada etapa da educacao basica.

A primeira versao do documento [2], apresentada em setembro do ano pas-
sado, sugere que 60% do curriculo sejam dedicados aos contetidos comuns da educacao
bésica, e que o restante permita a adicao ou o aprofundamento dos contetidos respei-
tando as regionalidades. Em contrapartida, os textos referentes a area de matematica
indicam um reducionismo no conteido e assuntos como os nimeros complexos nao
foram contemplados na versao preliminar do documento.

E evidente que a uniformizacao do curriculo fortalece ainda mais o ENEM
como principal exame de acesso para o ensino superior. Seguindo essa tendéncia, os
nimeros complexos serao estudados por poucos alunos no ensino médio e a abordagem
desse contetido nos vestibulares ficara limitada as instituicoes de ensino superior que

ainda possuem processo seletivo proprio.
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