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RESUMO

Em meio ao crescimento urbanistico vivenciado atualmente, é facil notar a presenca
de um elemento estrutural comum, seja no meio residencial ou industrial: os dutos. Estes
sao componentes essenciais no nosso cotidiano, presente desde o processo de transporte
de matérias prima imprescindiveis para a sobrevivéncia humana, na mobilidade sistema
de exaustao dos veiculos automotores, até a utilizacao destes no contexto do conforto hu-
mano, sistemas de aquecimento, ventilacao e ar condicionado. Apesar de ser de extrema
importancia nas aplicagoes de engenharia, os dutos sao considerados como um dos prin-
cipais responsaveis por transportar para o meio externo o ruido gerado por importantes
fontes sonoras, como motores e ventiladores. Técnicas passivas e ativas de controle de
ruido sao comumente aplicadas aos dutos com o intuito de mitigar o ruido irradiado. No
entanto, para um projeto efetivo deste controle, se faz necessario o conhecimento do com-
portamento actstico das ondas sonoras que se propagam em seu interior. Um importante
exemplo pode ser citado: o projeto de um controlador ativo de ruido (CAR) em dutos,
no qual a completa identificacao do sistema actstico se faz necesséario, por exemplo, para
evitar instabilidades no sistema de controle e consequentemente aumentar sua eficiéncia.
Neste trabalho, as fungoes de transferéncia (FT) acusticas entre fonte de ruido e microfone
localizado no interior do duto, sao estimadas para algumas configuragoes e condicoes de
contorno. A FT analitica é desenvolvida no dominio da frequéncia, derivada da equacao
fundamental da onda e utilizando a transformada de Laplace e suas propriedades. Para
isto, considera-se meio fluido continuo, homogéneo, perfeitamente elastico, processo isen-
tropico, e ainda sistema linear e invariante no tempo. Além disso, o modelo de elementos
finitos do sistema considerado é desenvolvido para comparacao dos resultados. Ambos
os modelos apresentaram respostas semelhantes, embora a condicao de contorno aberto
adicione algumas diferencas entre as FTs quando do aumento da frequéncia de anélise.
No contexto do CAR, este trabalho também apresenta o desenvolvimento matemaético
para estimativa da pressao sonora no dominio do tempo no interior de dutos acusticos.
Partindo de FTs no dominio da frequéncia, utiliza-se transformada inversa de Laplace
para estimativa da pressao sonora em determinada localizacao no interior do duto, devido
a uma fonte sonora caracterizada pela sua velocidade de volume. As equacdes resultan-
tes sao implementadas em Matlab e os graficos sao discutidos em termos dos fenémenos

fisicos envolvidos.

Palavras-chave: Duto actustico; Ruido; Funcao de Transferéncia; Transforma de Laplace;
Controle Ativo de Ruido; Matlab.
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ABSTRACT

Amidst the urban growth currently experienced, it is easy to notice the presence of a
common structural element, whether in residential or industrial environment: the ducts.
These are essential components in our daily lives, present from the transport process of
raw materials essential for human survival in the exhaust system mobility of vehicles, to
the use of these in the context of human comfort, heating, ventilation and air conditio-
ning . Despite being extremely important in engineering applications, the products are
considered as one of the main responsible for transport to the outside noise generated by
major noise sources such as motors and fans. Technical passive and active noise control
are commonly applied to products in order to mitigate the radiated noise. However, for
effective design of this control, the knowledge of the acoustic behavior of sound waves that
propagate inside is necessary. An important example can be cited: the design of an ac-
tive noise control (CAR) in pipelines, in which the complete identification of the acoustic
system is necessary, for example, to prevent instabilities in the control system and thus
increase efficiency. In this work, the transfer function (TF) between acoustic noise source
and microphone located inside the duct, are estimated for some configurations and boun-
dary conditions. The analytical F'T is developed in the frequency domain derived from
the fundamental equation of wave and using the Laplace transform and its properties. For
this, it is considered continuous medium fluid, homogenous, perfectly elastic, isentropic
process, and further linear time-invariant system. In addition, the finite element model of
the system under consideration is designed to compare the results. Both models showed
similar response, although the open boundary condition add some differences between TFs
when increasing the frequency analysis. In the context of the CAR, this work also presents
the mathematical development to estimate the sound pressure in the time domain within
acoustic ducts. From the TFs in the frequency domain, it uses inverse Laplace transform
to estimate the sound pressure in a particular location within the pipeline due to a sound
source characterized by a volume velocity. The resulting equations are implemented in

Matlab and graphics are discussed in terms of physical phenomena involved.

Keywords: acoustic duct; Noise; Transfer function; Laplace transform; Active Noise Con-
trol; Matlab.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Atualmente, a conscientizacao da populagao quanto aos problemas que um ambiente
acusticamente inadequado acarreta a satde e o desconforto que o ruido causa na vida das
pessoas vém aumentando. A busca pela melhoria da qualidade de vida do ser humano
tem sido um dos objetivos fundamentais da ciéncia. Nessa busca as questoes que afetam

a satde e o conforto das pessoas ocupa lugar de destaque [I].

A comunidade cientifica, nos ultimos anos, tem voltado grande parte dos seus esfor-
¢os ao estudo e desenvolvimento de tecnologias que, de forma direta ou indireta, impliquem
em um maior indice de qualidade de vida, obtido através de produtos que proporcionem
para os individuos da sociedade maior conforto e melhor estado de saude [2]. Dentre os
maiores alvos desse campo de estudo estd o ruido acustico que pode ser definido como

uma onda sonora indesejada, prejudicial ao ser humano, um tipo de polugao sonora [3].

Estudo aponta que méaquinas e equipamentos que produzem ruidos a niveis excessi-
vos, podem a curto, médio e longo prazo provocar sérios prejuizos a saide. Dependendo do
tempo de exposi¢ao, nivel sonoro e da sensibilidade individual, alteracoes danosas poderao
se manifestar causando stress, perda do sono, hipertensao, depressao, falta de concentra-
¢ao, baixa produtividade, além de atingir também, o aparelho auditivo provocando perda

temporaria ou até definitiva da audigao [4].

As unidades de producao industrial concentram, em geral um nimero consideravel
de equipamentos, os quais, em conjunto ou isoladamente, podem produzir elevado nivel
de ruido. As figuras abaixo ilustram no ambiente industrial, algumas das principais fontes

geradora de ruido, propagado através de duto.



Fonte de ruido

Figura 1.2: Sistema de exaustao [6].

Silenciador traseiro

Catalisador

(ou tubo de alto fluxo)

Silenciador central
(Tubo perfurado de absorgéo)

Figura 1.3: Refinaria de petroleo [7]. Figura 1.4: Industria automotiva [g].

Exitem técnicas de controle de ruido comumente aplicadas a dutos com o intuito de
reduzir o ruido irradiado. As técnicas passivas de controle de ruido (CPR), que utilizam
de materiais absorventes, barreiras e silenciadores. Os silenciadores, por exemplo, sao
subdivididos em reativos, ilustrado na Fig. que consiste de um conjunto de elementos
tubulares, perfurados, de dimensoes transversais variadas, sem a utilizacao de materiais
absorventes [4] e os silenciadores dissipativos, exemplificado na Fig. fabricados com
dutos internos, perfurados revestidos com materiais absorventes tais como 1a de Basalto ou
fibra continua de vidro, onde a energia sonora incidente é transformada irreversivelmente
em calor. Estas sao eficientes na atenuacao de ruido em alta frequéncia, porém ineficientes,

volumosos e de alto custo em baixa frequéncia.



Material acustico
para absorver as
ondas sonoras

H H Fluxo barulhento

Figura 1.5: Silenciador reativo [9]. Figura 1.6: Silenciador dissipativo [9].

A Outra técnica é a de controle ativo de ruido (CAR) que utiliza-se do principio da
interferéncia destrutiva de ondas sonoras para cancelar o ruido indesejavel, através da ge-
racao de uma onda sonora de controle com pressao actustica invertida. Ou ainda, pode-se
dizer que esta técnica baseia-se na captacao do campo sonoro indesejavel incidente no duto
e, através do sistema de controle e do atuador, gera um campo sonoro de mesma magni-
tude e fase oposta ao ruido, resultando em um campo sonoro atenuado [10]. O diagrama
apresentado na Fig. ilustra um sistema de CAR do tipo feedback, em que o controla-

dor gera o sinal de antirruido apenas com base na medida realizada pelo microfone de erro.

Fonte do

Rudoplll —————————— = pP(2) = = = = = = — -
|
|——>S(Z)———>|
Alto Falante de - Microfone
Controle I de Erro

Ahorrk

Controlador F k
CAR

Figura 1.7: Diagrama de um sistema CAR do tipo feedbacK.

Em qualquer aplicacao de controle, a implementacao de sistema CAR requer o co-
nhecimento de um modelo matematico que caracterize o sistema, propagacao de ondas
planas em duto acustico. Neste caso, o modelo necessario compreende as funcgoes de
transferéncias que relacionam o microfone de erro e a fonte de ruido indesejével, chamado

também de caminho primério e identificado na Fig. por P(z), e a funcdo de transfe-



réncia que relaciona o alto falante de controle e o microfone de erro, chamado de caminho

secundario, identificado na Fig. [L.7] por S(z).

Sendo o duto um dos principais responsaveis por transportar para o meio externo
o ruido gerado por importantes fontes sonoras, a modelagem matematica da propagacao
sonora em seu interior, torna-se extremamente importante para fornecer informacoes sobre
comportamento fisico e actistico das ondas sonoras, necessarias para o desenvolvimento de
técnicas sendo estas passivas ou ativas. Nesse sentido, este trabalho e que tem como ponto
de partida o artigo de [12], procura contribuir matematicamente fazendo, primeiramente,
a modelagem analitica da propagacao sonora no interior do duto utilizando a transforma
de Laplace, descrevendo todos os célculos necesséirios para a obtencao das funcoes de
transferéncia entre o alto falante e o microfone no dominio da frequéncia, considerando
condigoes especificas e gerais de contorno, bem como o desenvolvimento matematico para
a obtencao das equagoes para a estimativa da pressao sonora no dominio do tempo, em
qualquer ponto no interior do duto, utilizando transformada inversa de Laplace a partir

das funcoes de transferéncia obtidas no dominio da frequéncia.

Para a modelagem analitica, serao considerados quanto a localizagao da fonte sonora,
duas configuracoes de duto. A primeira, duto com fonte na sonora lateral, ilustrado na
Fig. onde serdao analisados os casos: aberto-aberto, fechado-fechado, aberto-fechado

nas extremidades e, duto com condigoes de contorno gerais.

T

x Alto falante J

Microfone

Xs

Xm

Figura 1.8: Duto com fonte sonora na lateral.

A outra configuracao, duto com fonte sonora em uma das extremidades, conforme
Fig. [I.9] serao analisados os casos: extremidade direita aberta, fechada e duto com con-

digoes de contorno gerais.
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Figura 1.9: Duto com fonte sonora na extremidade.

Uma vez concluida a modelagem analitica da propagagao sonora no interior do duto,
serd apresenta a modelagem numérica utilizando o modelo de elementos finitos para a
comparagcao dos resultados obtidos a partir da aplicacao da transformada de Laplace, com
os resultados numéricos obtidos via método de elementos finitos, verificando se as funcoes
de transferéncia determinadas analiticamente estao produzindo resultados satisfatorios

com o sistema, fisico estudado, em termos de suas frequéncias de ressonancia.

1.1 JUSTIFICATIVA E MOTIVACAO

A exposicao ao ruido é o problema de satde ocupacional de maior destaque no
ambiente industrial. Uma das principais causas da incapacidade funcional é justamente
a diminuicao da capacidade de ouvir, causada pela ocorréncia de excesso de barulho no
ambiente de trabalho. Os efeitos dessa exposicao levam a lesoes das células sensoriais do

ouvido interno e tem como consequéncia a perda da audicao do trabalhador [I1].

A presenca de dutos em plantas industriais para viabilizar a ventilagdo ou exaustao,
tem como consequéncia um sinal sonoro indesejado que pode causar maleficios & satde
de trabalhadores e as pessoas que moram nas imediagoes de fabricas e industrias. Dessa
forma, o desenvolvimento detalhado de um modelo matemaético da propagacao sonora em
dutos, torna-se extremamente importante. Através desse modelo matematico é possivel
analisar as caracteristicas de transmissao das ondas sonoras e entender seu comportamento
fisico e actstico, simular em um computador a dinamica do sistema, compreender as
caracteristicas do sistema através do estudo e andlise dos polos e zeros das funcoes de
transferéncia e, ainda, obter a pressao sonora em qualquer ponto de interesse no interior

do duto.

Com um modelo mateméatico da propagacao sonora no interior do duto, pode-se
contribuir com o estudo e desenvolvimento de técnicas de controle acustico, sendo es-

tas passivas ou ativas e, consequentemente, garantir projetos de controle de ruidos mais



precisos, baratos e, sobretudo, proporcionar & sociedade maior conforto, através de equi-

pamentos que em conjunto ou isoladamente produzem o menor nivel de ruido possivel.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo deste trabalho é apresentar uma modelagem analitica de duto acustico
no dominio da frequéncia utilizando método da transformada de Laplace, considerando
propagacao sonora em meio fluido continuo, homogénio perfeitamente elastico, linear e
invariante no tempo. Interacoes fluido-estrutura nao serao abordadas. O comporta-
mento da pressao sonora no dominio do tempo também serd estimado. E para tanto, a
transformada inversa de Laplace sera aplicada nas fungoes de transferéncia previamente
determinadas. As equacoes estimadas serao implementadas via computacao simbolica em
ambiente Matlab. Para validacao dos resultados sera utilizado modelagem em elementos
finitos e resultados experimentais obtidos por outros pesquisadores. Desta forma, sera
possivel estimar a pressao sonora em qualquer posicao longitudinal do duto considerado,
bem como a funcao de transferéncia entre a fonte sonora e o sensor posicionado no local

de interesse, para condigoes de contorno gerais.

1.2.2 Objetivos Especificos

e Realizar uma revisao bibliografica sobre modelagem analitica da propagacao sonora
em dutos, visando aplica¢oes em sistemas de exaustao, HVAC (aquecimento, venti-

lacdo e ar condicionado) e controle ativo de ruido.

e Contribuir matematicamente para o desenvolvimento analitico de fungoes de trans-
feréncia em dutos acusticos considerando condicoes de contorno gerais, tendo como

base a publicacao do artigo de Pota [12].

e Comparar os resultados obtidos a partir da aplicacao do método da transformada

de Laplace com resultados numéricos via método de elementos finitos.

e Verificar se a funcao de transferéncia obtida analiticamente estd produzindo resul-
tados satisfatorios com o sistema fisico estudado em termos se suas frequéncias de

ressonancia.

e Desenvolver as equacoes analiticas de propagacao sonora no interior do duto no
dominio do tempo utilizando transformada inversa de Laplace a partir das fungoes

de transferéncia previamente estimadas.



1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho é dividido em seis capitulos de forma a possibilitar uma melhor com-
preensao dos itens necessarios para o desenvolvimento da dissertacao. Além dos capitulos,
é composto por um apéndice onde sao introduzidos conceitos mateméaticos com o propésito

de auxiliar o leitor na leitura dos textos.

No capitulo 2 é feita uma revisao bibliografica abordando os principais e mais re-

centes trabalhos desenvolvidos na area.

o capitulo 3 é apresentado as equacoes caracteristicas necessarias ao estudo da pro-
pagacao de ondas planas, unidimensionais, em dutos cilindricos, em meio inviscido esta-
cionério.

No capitulo 4 é feita a modelagem analitica do duto no dominio da frequéncia, de
modo a proporcionar o conhecimento das func¢oes de transferéncias que caracterizam o

meio ao qual se deseja controlar.

No capitulo 5 é feita a modelagem analitica do duto no dominio do tempo de forma a
fornecer equagoes capazes de produzir o conhecimento da distribuicao da pressao acustica
em cada ponto do interior do duto em um determinado instante, quando sujeito a uma
excitacao.

Por tltimo, no capitulo 6 sao apresentadas as consideragoes finais sobre a pesquisa,

ressaltando-se a importancia do tema e sugerindo pesquisas futuras.



CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo sera apresentada uma revisao bibliografica sobre alguns artigos cien-
tificos e trabalhos de dissertacao que tratam da modelagem de dutos actsticos. Durante
revisao bibliografica notou-se que nem todos os trabalhos tratam especificamente da mo-
delagem matemaética e sim, de uma modelagem utilizada para uma determinada aplicacao

especifica conforme apresentado a seguir.

Em 1993, [13] Mikhail em seu trabalho descreve sobre o efeito da viscosidade média
na propagagao sonora e atenuagao de ruidos em dutos e, como a viscosidade do meio
desempenha um papel importante na definicdo das caracteristica de propagacao de ondas
sonoras em dutos. Levantou a hipotese de que a viscosidade afetaria o inviscido onda
actstica indiretamente através do seu efeito sobre o fluxo significativo. Um modelo mate-
matico foi construido para descrever o problema na sua forma fisica em geral, sem impor
pressupostos a priori. O conjunto de equacoes que descrevem o modelo foram resolvi-
das considerando um duto bidimensional. Varios resultados numéricos obtidos levaram a

conclusoes interessantes.

Mina e Sarwat [14] em 1997, apresentam um método analitico para estudar o efeito
da viscosidade do meio, nimero de onda em propagacao do som e nimeros de atenuacao
do som em dutos circulares. O método baseia-se na variacao de parametros da solugao
correspondente ao caso das ondas acusticas inviscidas em dutos circulares. E construido
um modelo matematico para descrever o problema fisico em geral. Trés pressupostos
basicos foram considerados, a saber, cada quantidade de fluxo foi escrita como a soma
de uma meédia de fluxo constante e uma quantidade de fluxo actustico instavel. O efeito
da condutividade térmica do gas foi negligenciada, bem como nenhum fluxo significativo.
Os resultados para uma grande variedade de ntimeros de onda e ntimeros de Reynolds
mostraram que, para um meio viscoso, o numero de propagacao ¢ uma funcao fraca do

nimero de Reynolds, e como o nimero de Reynolds aumenta, o nimero de propagacao se



aproxima do seu valor nao-viscoso. Além disso, o nimero de propagacao é independente
do nimero de onda. Para o nimero de atenuacao, que diminui monotonicamente com o

aumento do nimero de Reynolds, desaparece quando o niimero de Reynolds é superior a
104.

Nunez [I5] em 2005, discorre sobre o problema de controle ativo de ruido e avalia
algumas metodologias de controle tanto numérica como experimentalmente. A analise é
restrita ao caso de ruido em dutos, onde o fenémeno de propagacao actustica é modelado
analiticamente. Em seu trabalho, Nunez apresenta trés abordagens para tal modelagem.
A primeira, formulada a partir das equacoes fundamentais da actstica, gera um modelo
de dimensao infinita para o duto. A segunda aproxima o modelo infinito por uma série
truncada de Taylor e a terceira formulagao realiza uma expansao modal, mas considera

tanto polos como os zeros do modelo infinito dimensional.

Em 2006, Pagneux, Lafarge, Auregan e Bi [16], em sua pesquisa sobre modelagem
da propagacao do sonora em um duto alinhado, nao-uniforme, utilizando o método de
propagacao multimodal, falam sobre uniformidades nao lineares, tais como impedancias
distribuidas. Estas podem ter uma influéncia direta sobre o desempenho nos forros de
motores turbofan (motor a reagao utilizado em avides projetados especialmente para altas
velocidades, que possui um 6timo desempenho em altitudes elevadas, entre 10.000 metros
e 15.000 metros. Um problema relevante para estudar estes efeitos é a de propagagao do
som num duto hard-walled de seccao transversal circular, equipado com uma regiao de
revestimento nao uniforme. Dadas as amplitudes complexas de entrada modal em uma
extremidade do duto, o problema consiste em calcular o resultado da amplitude na outra
extremidade do duto. Os autores apresentam um método de propagacao Multi-Modal
(MMPM) utilizado para modelar a propaga¢ao do som em diferentes guias de onda de
secao transversal com condi¢oes de contorno rigidas, na auséncia de fluxo, o objetivo do
método é de a projetar as equacoes acisticas de primeira ordem do movimento sobre a
base modal do duto de paredes rigidas e, em seguida, observar a mudanca dos coeficientes
de projecao ao longo do eixo do duto. Além disso, expandir a pressao sonora e a velocidade

axial em duas séries infinitas usando a base modal no duto rigido.

Ayub, Tiwana e Man [17] em 2009, realizaram uma pesquisa sobre a propagacao
sonora em duto com fluxo significativo, semi-infinito localizado dentro de um duto, porém,
infinito. O objetivo era obter toda a regiao de fluido dentro desses dutos, em movimento
com velocidade constante. Para isto, usaram a técnica de transformada integral e a
técnica de Wiener-Hopf utilizada para resolver sistemas de equagoes integrais e diferenciais
parciais bidimensionais com condicoes de contorno mistas, sobre o mesmo contorno. Os
resultados mostraram que o ruido indesejado pode ser reduzido por selecao adequada dos

diferentes parametros.



Dykas, Wroblewski, Rulik e Chmielniak [I8] propuzeram um método numeérico de
propagacao de ondas em dutos actsticas de modelagem com base na resolucao das equa-
¢oes de Euler nao lineares. A resolucao é feita com a utilizacao de um esquema numérico
de precisao de terceira ordem no espago e tempo. O método foi testado e validado com
sucesso. Os métodos acima apresentaram ferramentas eficientes para compreender e con-
trolar sistemas de duto, mas em aplicacoes industriais, o fluxo estd presente e tem um
efeito importante sobre o comportamento actustico destes sistemas. Assim, este parametro

foi incorporada em técnicas tedricas desenvolvidas.

Em 2012, Taktak, Majdoub, Bentahar e Haddar [19], realizaram uma pesquisa sobre
a modelagem numérica da pressao actstica dentro do duto forrado com fluxo assimétrico.
O desenvolvimento do método numérico é baseado na equacao de Helmholtz de conveccao
para calcular a pressao actstica no interior de um duto de simetria axial. A validagao
do método proposto foi feito por uma comparacao com a formulacao analitica para casos
simples de duto de paredes rigidas. O efeito do fluxo sobre a pressao actistica dentro destes
dutos, foram avaliados através de calculo com diferentes niimeros de Mach. Este método

é usado principalmente para prever a pressao aclustica dentro de sistemas de dutos.

Em 2014, Yuksel e Yilmaz [20] em sua pesquisa, realizaram o controle ativo de ruido
em duto acustico, no qual o meio fluido no interior do duto tem velocidade média de fluxo.
O modelo de duto foi estudado considerando condicoes de contorno arbitrarias, obtendo as
funcoes de transferéncia utilizando transformadas de Laplace para o sistema de dimensao
infinita. O trabalho foi desenvolvido para projeto de controlador, microfone apropriado
e cancelamento de ruidos. Foram obtidas aproximacoes das funcoes de transferéncia de
pequena dimensao, finita da funcao de transferéncia do sistema real. Verificou-se, que
para determinadas frequéncias as aproximacoes representaram o sistema real de forma
satisfatoria. Além disso, as simulacoes feitas das resposta no dominio do tempo e da
frequéncia de malha fechada mostraram que os controladores diminuiram com sucesso o

som indesejado que se propaga ao longo do duto.

Emmert [21] em 2014, apresenta uma ferramenta de simulacao de duto actistico para
baixa ordem chamada "taX", que utiliza o sistema de controle toolbox do Matlab. A
propagacao do ruido actstico € modelado através de um conjunto de equacoes diferenciais
lineares e invariante no tempo. O sistema actistico para simplificar a propagacao das ondas
actsticas é modelado utilizando as funcoes de Green’s que descrevem a transmissao de
ondas aciuisticas em uma rede de elementos actsticos. A propagacao das ondas acusticas
em cada um dos elementos actisticos podem ser representados pela matriz de dispersao,
que é a transformagao de Fourier da funcoes de Green’s. Os autores mostram que existe
uma equivaléncia entre os modelos de sistemas aeroactusticos e os modelos geralmente

usado na teoria de sistema de controle. A ferramenta oferece um eficiente calculo de
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valores e a flexibilidade para operar no tempo e no dominio da frequéncia. Além de
permitir simular fenémenos nao lineares, mesmo no quadro de sistemas acusticos de baixa

ordem.

Reilly [22] em 2015, desenvolveu um método de expansdo da propagagio sonora de
onda actstica em dutos de fluxo alinhados. No método, impedancia de fluxo é introduzida
como condicoes de contorno com o objetivo de proporcionar uma metodologia eficiente
para calcular a propagacao sonora da onda no interior do duto. A impedancia de fluxo
¢ implementada em um esquema de propagagao numérica, conhecido como o método de
expansao da onda (MAE), com a intencao de investigar propagacdo sonora em dutos
acusticos forrados. O Método é interessante porque utiliza solucoes fundamentais do
operador onda e, as solugoes precisas para as equagoes linearizadas da propagagao sonora
podem ser obtidas com apenas dois a trés pontos por comprimento de onda, o que é
significativamente menor do que os seis a dez pontos por comprimento de onda quando
comparado com o método tradicional das diferencas finitas e o método de elementos

finitos.

Apos revisao bibliografica, notou-se certa dificuldade em obter trabalhos que tratam
da modelagem analitica da propagacao sonora em dutos como esta dissertacao se propoe.
Portanto, no proximo capitulo serao apresentados conceitos basicos da actstica e seus
fundamentos matemaéticos para o estudo e desenvolvimento do modelo matematico que

caracteriza a propagacao sonoras em dutos e que serao discutidos nos capitulos 4 e 5.

11



CAPITULO 3

FUNDAMENTOS DA ACUSTICA APLICADOS A DUTOS

Neste capitulo, serd apresentada as caracteristicas da propagacao de ondas planas
em dutos circulares, de paredes rigidas, em meio estaciondrio inviscido, além do estudo

de modos actusticos de alta ordem.

3.1 PROPAGAGCAO DE ONDAS PLANAS EM MEIO ESTACIONARIO

O sistema actustico correspondente ao ambiente no qual se propagam as ondas sonora
neste estudo, trata-se de um duto de paredes rigidas e pequenas dimensoes transversais,
isto é, com o raio muito menor que o comprimento do duto, preenchido com um fluido
inviscido em que ondas de pequena amplitude se propagam como ondas planas. Estas sao
caracterizadas por possuir como frente de onda, planos paralelos de amplitude constante
normais a sua dire¢ao de propagacao [23]. A pressao sonora p e a velocidade da particula
u em todos os pontos de uma determinada secao transversal, no plano normal a direcao
de propagacao, tem a mesma amplitude e fase. Este plano é denominado de superficie de
fase ou wave front [24]. No caso do duto, a direcao de propagacao é o eixo longitudinal

representado pela direcao z. A Fig. ilustra o0 modo de propagacao de ondas planas.
Para estudar a propagacgao de ondas sonoras parte-se de trés equagoes:

Equacao da Conservacao de Massa, chamada Equacao da Continuidade,

ou @_

po@ + o 0. (3.1)

Equacao do Equilibrio Dinamico, também chamada de Equacao de Movimento,

ou @_

poa + B 0. (3.2)

Equacao da Energia, chamada Equacao de Estado, onde a propagagao de ondas
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Figura 3.1: Forma de propagagao de ondas planas.

sonoras é considerada um processo isentropico.

(@) - Lntp) ~ I _ 2 (3.3)
o)y  pPotp Po

Considerando ay = ¢, segue:

onde,

p
Po
P
Po
z
p/po << 1

p/po << 1
S

(@) _ ot [ ame o (3.4)
s Po+p Po

dp B

é a razao entre o calor especifico a pressao constante e o calor especifico
a volume constante;

é a velocidade do som no meio (m/s);

¢ a pressao instantanea (N/m?);

& a pressao estatica do ambiente (N/m?);

¢ a densidade instantanea (kg/m?);

¢ a densidade do ambiente (kg/m?);

¢ a coordenada axial ou longitudinal;

para pequenas pertubagdes;

para um meio estaciondrio;

entropia (KJ/KG.K).

Da Eq.(3.4)) segue:

pop =22 (3.5)



@_18})

o ot (3.6)
dp 10p

A substitui¢ao das Egs.(3.5)), (3.6) e (3.7) na Eq.(3.1]), eliminando a variavel u das
Eqgs.(3.1) e (3.2), através da diferenciagdo da Eq.(3.1]) em relagao a t e da Eq.(3.2) em

relagio a z, obtém-se a equagao unidimensional da onda [24]:

82 ) 82
— —c=—|p=0. 3.8
[aﬁ “o2|F (3:8)
A Eq.(3.8) é uma equagao diferencial linear, homogénia, com coeficientes constantes,

onde ¢ nao depende de z e t. Usando a técnica de separacao de variaveis obtemos a solucao

da Eq.(3.8) na forma:

p(z,t) = (Cre % + Chet™®) el (3.9)
Onde,
= =T ¢ a constante de propagacao;

é a frequéncia angular (rad/s);

> 2

é o comprimento da onda (m).

A Eq.(3.9) representa a superposicao de duas ondas progressivas com amplitudes C}

e (5 movendo-se em diregoes opostas.

A velocidade da particula u também satisfaz a Eq.(3.8)) e pode ser escrita na forma:

u(z,t) = (Cze ™77 + Ce*)el™t. (3.10)

Substituindo as Eqs.(3.9) e (3.10) na equacdo de equilibrio (3.2), obtém-se:

C
Cs = ,oTlc’ (3.11)
Cy = —%. (3.12)
Logo,
1 . o
u(z,t) = 7((716*7’“ — Cyed*?)elvt, (3.13)
0
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onde Zy; = poc é a impedancia caracteristica do meio, definida como a razao entre a

pressao sonora e a velocidade da particula para uma onda plana progressiva.

Para uma onda plana harmonica movendo-se ao longo de um tubo, podemos definir

a velocidade de massa acustica como:

v(z,t) = ?O(Cle’ﬂ“z — Cyed*?)elvt, (3.14)

Onde

Yy = (3.15)

<
S?

indica condigoes inviscidas e S é a area da secdo transversal do tubo. As constantes

Ch e Cy das Egs.(3.9), (3.13) e (3.14) podem ser determinadas através das condiges de
contorno impostas para o problema em estudo na secao (3.3) [24].

3.2 PROPAGACAO DE MODOS ACUSTICOS DE ALTA ORDEM EM DU-
TOS ACUSTICOS

Nos dutos com grandes secoes transversais, a propagacao sonora em seu interior, se

d& com a presenca dos modos actsticos de alta ordem [25].

Para estudar as limitacoes da teoria de onda plana, é necessirio considerar a pro-
pagacao de ondas tridimensionais em dutos [24]. Assim, para um sistema tridimensional,
as equagoes linearizadas correspondentes as Eqs.(3.1)) e (3.2), para um meio estacionério
inviscido sao :

Equacao da Conservacao de Massa - Equacao da Continuidade,

dp

po(V -u) + 5= 0. (3.16)

Equacao do Equilibrio Dinamico - Equagao do Movimento,

ou
VPtro 0. (3.17)

E =
Substituindo a Eq.(3.6) na Eq.(3.16) e diferenciando em relacao ao tempo ¢, obtemos

a equagcao:

0 1 0%
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Aplicando o operador divergente 7 na Eq.(3.17) e, em seguida subtraindo da Eq.([3.18))
tem-se a equacao:
1 9% 9
—— = =0. 3.19
2gp VP (3.19)
A equacao acima pode ser escrita na forma:
> p 2 2
conhecida como equagao tridimensional da onda [24]. Em que o Laplaciano 172 é dado

em coordenadas cartesianas (para dutos retangulares) por:

0? 0? 0?
=t 3.21
022 "o T o2 (3:21)
e em coordenadas cilindricas (para dutos cilindricos) por:
o 10 1 02 0?
— —+t 5=+t 5= 3.22
or? +r0r+r28@2 +022 (3.22)

3.3 DUTOS CILINDRICOS

A Fig[3.2] trata-se de um duto cilindrico em um sistema de coordenadas cilindricas.

Figura 3.2: Duto cilindrico em um sistema de coordenadas cilindricas.

A Eq.(3.20) da onda juntamente com o Laplaciano representado na Eq.(3.22), des-
creve a propagacao da onda em dutos cilindricos. Utilizando a técnica de separacao de

varidveis e considerando p uma funcao dependendo do tempo e de 6, obtemos:
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p(r, 0, z,t) = ZRm(r)ejmeZ(z)ejwt. (3.23)

A funcdo Z(z) é assumida de modo que:

0*Z

_ 2
o =k (3.24)

onde, k, ¢ o numero da onda que se propaga na direcao axial z.

Substituindo as Eqs.(3.23)), (3.24) na Eq.(3.20), obtém-se a equagao de Bessel para
R(r)

&R, 1dR., 2
) (k;g - m—) Ry, =0 (3.25)

onde, a solucao geral ¢ da forma:

R, = Cs3 (k1) + CyNyy (k1) (3.26)
com

k2 = k2 — k> (3.27)

onde,
k. € o nimero de onda que se propaga na direcao radial;
ko € o namero da onda ou constante de propagacao para meios inviscidos.
Jm € a funcao de Bessel de ordem m;

N,, ¢ afuncao Newmann de ordem m.

Quando r = 0, N,,(k,r) tende para o infinito. Porém, a pressiao sonora em toda

parte tem que ser finito. Portanto, a constante Cy tem que ser zero.

Novamente, a velocidade radial na parede (r = ry) deve ser zero. Portanto,

dJ (k,r)

= 0 para 7 =ry. (3.28)

Assim, k, assume apenas os valores discretos que satisfazem a equacao
J! (kro = 0). (3.29)

Reescrevendo o valor de £, correspondente a n-ésima raiz da equagao acima como
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kymn temos:

p(r,0,z,t) = Z Z T (K )€™ 3 (O e Fomn® 4 Oy, e R2mn?) (3.30)

m=0 n=1
com,

Komn = (k2 — k2, )2, (3.31)

MmN
onde, k;mn € Ky, 530 0s nimeros das ondas transmitidas para o modo (m,n), que se
propagam nas dire¢oes axial z e radial, respectivamente.

O primeiro zero de J (ouJ;) é zero e k.o1 = 0 e k.01 = k,, para o modo (0, 1),

entdao a Eq.(3.30) reduz-se & Eq.(3.9), que é a equagao de propagacao da onda plana.
Portanto, o modo (0, 1) corresponde & onda plana que se propaga sem atenuagao.

. . . , .
Nos dutos circulares, n representa o ntimero de zeros da derivada J! . A Fig.

mostra a distribuicao da pressao transversal onde n corresponde ao niimero de nés circu-

lares.
m
0 1 2
0
0 1,84 3,05
n 2
3,83 5,33 6,71
1
7,02 8,54 9,97

Figura 3.3: Linhas nodais para a distribuicao transversal de pressao num duto cilindrico
para m=3 e n=2 modos de ordem superior. Fonte: [20].

Os modos (1,0) e (0,1) possuem frequéncias de corte se k.10 e k.01 assumirem
valores reais, isto é, se ko for maior que k10 e k. o1. Assim, o primeiro zero de .J| ocorre
para 1,84 e o segundo zero de .J| ocorre para 3,83. Portanto, os nimeros de onda para
as frequéncias de corte serdao 1,84/rg e 3,83/ry, respectivamente. Em outras palavras o

primeiro modo diametral comecard a se propagar quando korg = 1,84 e o primeiro modo
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axissimétrico para korg = 1,84. Assim, se a frequéncia de exitagao é suficientemente

pequena, somente ondas planas poderao se propagar quando:

ou

ou

korg < 1,84, (332)
™
1,84
7 3.34
Fe LB 3.34)

onde, d é o diametro 2rq [24].

As frequéncias de interesse para silenciadores de motores de combustao interna sao

suficientemente baixas, de modo que as condi¢oes para uma maxima dimensao transversal

determinada pela Eqgs.(3.32)), (3.33) e (3.34) sao geralmente satisfeitas.

A velocidade de particula é encontrada através da substituicao da Eq.(3.30) na
Eq.(3.2) para diregao axial, isto é

Uz mn

Portanto,

ks mn/ko vezes,

op/0o

- - p/ : (3.35)
JWpPo

= Jo(krmn Jmb gjwt ZEMT [ S —jkzmnz _ () o +ikzmnz)
(Kpmnr)e’™ e k?opoc( 1,m,n€ 2,m,n€ )

para onda plana, a velocidade da particula para o modo (m,n) difere

para a mesma pressao acustica. A velocidade de massa, da mesma forma

que em dutos retangulares, nao faz sentido para modos de ordem superior.

Neste capitulo foram abordados alguns conceitos fundamentais na area de actustica

tendo em vista a modelagem da propagacao sonora em dutos nos proximos capitulos.

19



CAPITULO 4

MODELAGEM ANALITICA NO DOMINIO DA FREQUENCIA

Trataremos neste capitulo do modelo mateméatico de um duto actustico, ambiente
no qual se propaga as ondas sonoras. Este serd modelado considerando meio fluido con-
tinuo, homogéneo, perfeitamente elastico, processo isentrépico e ainda, sistema linear e

invariante no tempo.

A Figld.T] apresenta esquematicamente o duto em estudo.

i x Alto falante
—

Duto Microfone

Xs

Xm

L

Figura 4.1: Duto Acustico.

Os alto falantes (atuadores) sao utilizados como fontes de ruido e consistem em uma
bobina conectada a um diafragma de formato conico imersa em um campo magnético.
A alimentacao da bobina com a corrente elétrica provoca o deslocamento do diafragma,
causando o deslocamento da area do cone. Como sensor de medida do campo actstico é
utilizado um microfone. O duto acustico possui comprimento L, alto falante localizado
na posi¢ao x,, microfone na posicao x,, e serd modelado de modo a fornecer as funcoes

de transferéncia que caracterizam a propagacao das ondas sonoras em seu interior.

O modelo necesséario compreende as fungoes de transferéncia que relacionam a pres-
sao sonora captada pelo microfone e a fonte sonora caracterizada por sua velocidade e

volume.

A funcao de transferéncia analitica sera desenvolvida no dominio da frequéncia, de-
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rivada da equacao fundamental da onda, utilizando a transformada de Laplace e suas
propriedades. Além disso, as equacoes resultantes serao implementadas utilizando o soft-

ware Matlab e os graficos discutidos em termos de fenémenos fisicos envolvidos.

A propagacao das ondas actsticas dentro do duto é descrita pela Eq. unidi-
mensional da onda, porém, nao leva em consideracao a fonte de ruido e o alto falante. A
fonte de ruido, que excitara o duto, é inserido no modelo como uma condicao de contorno.
O alto falante adiciona massa no sistema e essa adicao de massa na equacao homogénea
da onda linearizada se traduz matematicamente em um termo nao homogéneo. Portanto,
a formula¢ao do modelo matematico do duto sera expresso pela equagao da onda [27]:

*p(z,t) 1 O*p(x,t)

IR ACILI N - 4.1
R pottz, (1)0(z = ), (4.1)

e as equacoes:
ou(z,t 1 Op(x,t
N (g) IR RRUCN)
x ch ot

= pott, (1)0(x — ), (4.2)

ou(z,t) N Op(z,t)

i e 0, (4.3)
onde
x é o deslocamento da particula (m);
o ¢ a densidade do meio (kg/m?);
é a variavel no tempo (s);
1) é o delta de Dirac;
Co é a velocidade de propagacao do som (m/s);

p(x,t) & a variagao da pressao actstica (N/m?);
u(z,t) & a velocidade da particula no ponto x no instante t (m/s);
U, (t) & a aceleragao da particula (m/s?) provocada por uma fonte externa

acustica posicionada em r = x,.

A fim de obtermos as funcoes de transferéncia que caracterizam a propagacao das

ondas sonoras no interior do duto, primeiramente aplicamos a transformada de Laplace

na Eq.(4.1):

L{%}—L{C—%-%} — L {pod(z — 22Vt (1)} (4.4)

Utilizando as propriedades (A.1.1), (A.1.2) e (A.1.3) das transformadas de Laplace
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temos:

82];(;27 2- 0_13 {52]3(:6, s) — sp(z,0) — ap(&;? O)} = pod(x — 24)(sUs, (5) — ua, (0)). (4.5)

Quando t = 0 a pressao inicial e a velocidade da particula sao nulas, entao:

Co

% _ (i) Pz, 5) = pod(x — 2)sUs (5). (4.6)

Fazendo § = = e adotando P"(z,s) = 82P(“T’S), escrevemos a Eq. na forma:

Ox2

P'(x,5) = B2P(x,5) + pod(x — 2.)sUs, (5). (4.7)

Podemos escrever a Eq.(4.7) na forma espaco de estado. Para isto, consideramos v;

e vy variaveis de estado, de modo que:
vy = P(x, s), (4.8)

v = P'(x,s) (4.9)

onde, v; = v1(z, s) e vg = va(x, ). Derivando as Eqs.(4.8)) e (4.9) em relagdo a x, obtemos:
vy = P'(z,s), (4.10)

vy = P"(z,s) (4.11)
onde, v} = v{(x,s) e vh = vh(z, s). Substituindo a Eq.(4.7) na Eq.(4.11), temos:

vy = P'(z,s), (4.12)
vy = B*P(x,s) + pod(x — x,)sU,.(s). (4.13)

Em termos de variaveis de estado, as equacgoes acima tem a forma:

v = g (4.14)
’U; = BQUl‘i‘pO(S(x_xs)Sst(s)v (4'15)

22



chamadas equacoes espaco de estado. Na forma matricial podem ser escritas:

HEE

Definindo na equacao acima:

(%1

V2

] + [(1)] poé(I - xs)SUms (3) (416)

0 1 0
A= , B= e g(z,s) =0d(x —xs)posUs. (s 4.17
[520 1] g(@,s) = o( )posUs, (s) (4.17)
podemos escrever:
vy vy
=A + Byg(x, s) (4.18)
v Vg

chamada equagao espaco de estado.

Deseja-se determinar a solu¢ao da Eq.(4.18), para isto escrevemos as Eqs.(4.14) e

(4.15)) na forma:

vi(z,s) = wvofx,s) (4.19)
vy(z,8) = B*vi(x,s)+g(x,s). (4.20)

Aplicando a Defini¢ao (A.1.1) da transformada de Laplace e a propriedade (A.2.2)
na Eq.(4.19), obtemos:

aVi(a,s) —v1(0,s) = Va(a,s), (4.21)

onde « representa a variavel de Laplace.
Agora, aplicando a Definigdo (A.1.1) da transformada de Laplace e as propriedades
(A.L.1) e (A.1.2) na Eq.(4.20)) segue:

aVy(a,s) —vy(0,5) = B*Vi(a,s) + G(a,s), (4.22)

onde G(a,s) = L{g(z,s)}.
Substituindo a Eq.(4.21)) na Eq.(4.22), isto é:

alaVi(a,s) —v1(0,5)] —v(0,5) = B*Vi(a,s)+ G(a,s) (4.23)
com algumas manipulagoes algébricas obtemos:
(0® = B%) Vi(a,s) = avi(0,8) +v2(0,5) + G(a, 5). (4.24)
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Entao, segue da equagao acima que:

1 1
(07 (0, 8) + —UQ(O, S) + mG(O&, S). (425)

= a2_52vl o — 32

V1<Oé, 8)

Aplicando a Defini¢ao (A.1.2) da transformada inversa de Laplace na Eq.(4.25)), isto

é:

L7V (a,8)} = E‘l{azfﬂQ}vl(O,s)jLﬁ_l{&2162}v2(0,3)+ﬁ_1{S;(i’;)z}.

(4.26)
Utilizando a Tab.(A.1) das transformadas de Laplace temos:
£ a = cosh fx (4.27)
o — 32 ’
1 1
-1
Dessa forma, a Eq.(4.26)) pode ser escrita como:
1
v1(z, s) = cosh Bzv(0, s) + 3 senh Bzvy(0, s) + L7 {52(?;)2} : (4.29)
Substituindo a Eq.(4.25)) na Eq.(4.21)), obtemos:
o? o a
Vé(()é, 8) = o2 — ﬂz vl(O, S) + mvg(o, S) + mG(O&, S) - vl(O, 8) (430)
052 _ 52 + 52 Q o
- ( pe —)62 v1(0,8) + prR— Bzvz(o, s) + pepT 52@(04, s) —v1(0, s)
52 a aG(a, s)
= = 52111(0,5) + e 521}2(0,5) + ol 2
Logo,
32 o aG(a, s)
VQ(Oé, S) = mvl(O, S) + mvg(o, S) + m (431)

Aplicando novamente a Definigdo (A.1.2)) da transformada de inversa de Laplace na
Eq.(4.31)) e utilizando a Tab.(A.1]), chegamos ao seguinte resultado:

vy(z, 8) = Bsenh Bavi (0, s) + cosh Brvy(0,s) + L7} {o;;}(fa,;)} : (4.32)
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Observe que as Eqs.(4.29)) e (4.32) podem ser escritas na forma matricial:

+

~—~

4.33)

va(x, 8) fBsenh Bz cosh Bz | |v2(0, s) q2(z, s)

[vl(a:,s)] _ lcoshﬁx %senhﬂ:v] [01(0,5)

(]1($, S)]

onde,

(4.34)

Az cosh Sz % senh Sz
€ = )
fsenh fx  cosh fx

~—~

qi(z,s) = L7 { Gla,s) } e go(z,s) =L {O‘G(O" ) } . 4.35)

042—52 QQ_BQ

Agora, deseja-se determinar ¢; = ¢1(z, s) e g2 = g2z, s) na Eq.(4.33)). Entao:

@lz,s) = L£7F { G(a, s) }

a? — ﬁ2
_ {poslj; Eg);axs }
S T | (4.36)
Logo,
ne %ﬁs(%l {oz2 g 626%} (4.37)

onde G(a, s) = posU.,,(s)e . Note que:

G(a,s) = L{g(z,s)}
= L{0(x —x5)posUs,(s)}
= posU,, (s)L{é(x — z4)}
= posUs,(s)e” "

em que, a ultima igualdade acima foi obtida usando a Tab.(A.1]).
Fazendo H;(a) = 2= e Ji(a) = e~*% na Eq.(4.37), obtemos:

22

@z, s) = %55(8)[,_1{1‘11(05)(]1(0{)}. (4.38)
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Aplicando o teorema ({A.3.1)) da convolucdo na Eq.(4.38)) obtemos:

_ posUy,(s) [* r— )i
Gz, s) = 5 /0 ha( A)ji(A)dA. (4.39)
Pela Tab. temos:
L1 {Hi(a)} = senh Bz = hy (), (4.40)
L)} =d0(x — x,) = j1 (). (4.41)
Entao,
_ posUn(s) 7 senh B(z — —x
aes) = P s b = 0600 - 2
posUsz,(s) [* —r
ol ete) /O FOVSON — 2,)dA (4.42)

onde, f(A) =senh B(z — \).

Pela propriedade (A.2.2)) do delta de Dirac segue:

flzs) ,zs <z

sU,. (s
g
0 ,Ls > X
senh f(z —xs) x5 <
posU. (5) (4.43)
g
0 JXs > T
Logo,
O 7x S a"ls
q(x,s) = . (4.44)
Senhﬁg_%)p sUg (s) ,x > x4
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Analogo ao que foi feito para determinar ¢;(z, s), obtemos ¢z(x, s) na forma:

0 ’l‘ S xS
Gz, 8) = . (4.45)
COShﬁ(l‘ - xs)pOSst<3) , X > X

Sustituindo a Eq.(4.44) na Eq.(4.29) para determinar vi(z,s) e a Eq.(4.45) na

Eq.(4.32) para determinar vy(x, s), encontramos os seguintes resultados:

cosh Bzvy (0, s) + %senh Bzuy(0, s) LT < T
vi(z,s) = (4.46)
cosh Bzv1 (0, s) + 5 senh Bavy(0, s) + W;}OSU%(S) LT > T
e
B senh Sz (0, s) + cosh Sxvg(0, s) L < g
vo(z,s) = (4.47)

B senh Bz (0, s) + cosh Bxvy(0, s) + cosh B(x — z4)posUy, (s) x> x4

Entao, a partir das Eqs.(4.46]) e (4.47), escrevemos:

. - -

0
eAr o (0, 5) ,x < X
'UZ(Oa 5)
vi(z,s)| ) ) (4.48)
U2(x7 8) B 0 7 7
eAr Ul( >3> + eA(xfxs)BposUzs(S) T > Ty
. _U2(07 S |
sendo esta solu¢ao da Eq.(4.18) em que:
h —x,) Lsenh — X
Ale—zs) _ | €08 Blx —xs) gsenh(x — ) (4.49)
fsenh B(x — xs) cosh B(x — xy)

B =
1

0] . (4.50)

Com a substituicao das Eqs.(4.8) e (4.9) na equagao (4.48)), esta pode ser escrita na
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forma:

P(0
eAx ( 78) LT < T, (a)
P'(0,s)
P(z,s) _ (1.51)
P'(x,s) ’
Az (07 S) Alz—zs)
e +e *)BposU,.(s) ,z >z, (b
o posUs, () (v

solu¢ao da Eq.(4.18]), porém, com substitui¢do das Eqs.(4.10) e (4.11) tem a forma:

P(z,s)

"(x,s

+ Bpod(x — x4)sU,, (). (4.52)

P'(z, s)]
P"(x,s)

Assim, para a posi¢do x = L, correspondente a extremidade do duto, a Eq.(4.51))

tem como solugao:

P(0,s)

+ A=) By sU, (s). 4.53
P(0.5) posUs, (s) (4.53)

P(L7 3) _ €AL
P'(L,s)

Na Eq.(4.53)), existem quatro incognitas, que sdo as condi¢oes de contorno:
P(0,s), P'(0,s), P(L,s) e P'(L,s). (4.54)

A propria formulacao do problema fornece duas dessas condicoes de contorno, uma
em cada extremidade do duto. Essas duas condicoes juntamente com a Eq. fornecem
as outras duas condigoes de contorno. Uma vez obtida as quatros condicoes de contorno
mais a Eq., pode-se determinar a pressao P(x,s) em qualquer ponto do duto. Este

procedimento serd detalhado na se¢ao seguinte.

Sao utilizados alto falantes elétricos como atuadores acusticos para o modelamento
do duto. Estes providenciam a aceleracao das particulas a partir do movimento do cone
do alto falante. Esta aceleracao 1, (t) é utilizada como entrada de pertubagio para o

duto actstico e assim, por conveniéncia, pode ser definida por [12]:
Qu(s) = sU,,(s). (4.55)

Na proxima secao, serd feito a modelagem analitica do duto com fonte sonora lateral

para diferentes configuracoes de duto. O objetivo é obter as fungoes de transferéncia entre
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o alto falante @), e o microfone que descrevem a propagacao sonora em seu interior.

4.1 DUTO ACUSTICO COM FONTE SONORA NA LATERAL

A Fig. consiste em um duto, um alto falante posicionado na lateral do duto e

um microfone.

i x Alto falante - Q,, J
[E—

i ‘

|

Duto ‘ Microfone

Xs

Xm

L

Figura 4.2: Duto Actstico com fonte sonora lateral.

Serao modelados os casos de duto: aberto-aberto, fechado-fechado, aberto-fechado,

nas extremidades, e duto com condicoes de contorno arbitrarias.

Para realizar as simulacoes numéricas em ambiente Matlab das fungoes de trans-

feréncia obtidas, foi adotado um duto de comprimento L = 3,58 m, um alto falante @,

posicionado em z, = 1, 2192 m, um microfone posicionado em x,, = 1, 8288 m, velocidade

do som ¢y = 343 m/s e densidade do ar pg = 1,21 kg/m?.

4.1.1 Caso 1: Duto Aberto-Aberto

Para o duto aberto-aberto, as condicoes de contorno sao:
P(0,s) = P(L,s) =0,

correspondente as posicoes em x =0 e x = L.

Note que a Eq.(4.53)) pode ser escrita na forma:

P(L,s) | coshBL # P(0,s)
P'(L,s) | |BsenhBL coshBL| | P'(0,s)

cosh B(L — xy) % 10
fBsenh B(L — x,) cosh (L — xy) 1
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Substituindo as condigdes de contorno da Eq.(4.56) na equac¢do acima e, em seguida,

desenvolvendo o produto obtemos:

0 _ SGHEBLP/(O, S) + senhBéL—xs)pOSst(s) (a)
(4.58)
P'(L,s) = cosh BLP'(0,s)+ cosh B(L — xs)posUy,(s) (b)
Considerando a Eq.(4.58ta) e isolando o termo P’(0, s), temos:
, _senh B(L — )
P'(0,s) senh 5L posU,.(s). (4.59)
Substituindo a Eq.(4.55)) na equacdo acima, obtemos:
hB(L — x4
P0,s) = —PosembBlL =) (4.60)

senh SL

Substituindo a Eq.(4.59) na (4.58b) e colocando o termo posU,,(s) em evidéncia,

encontramos a equagao:

senh B(L — x)
senh SL

P'(L,s) = {— cosh GL + cosh B(L — xs)} posUg.(s).  (4.61)

Agora, substituindo a Eq.(4.55) na equagao acima segue que:

senh B(L — xy)
senh S L

P'(L,s) = [— cosh SL + cosh (L — xs)] PoQp(S). (4.62)

Dividindo a equagao acima por @,(s) e usando as propriedades de soma de angulos

das fungoes seno-cosseno hiperbolicas, podemos escrever esta equagao na forma:

P'(L,s) _ M senh Sz (4.63)
Qv(s) senh L ’ '
ou ainda,
, ~ posenh B,
P(L,s) = senh BL @(s)-

Assim, determinamos as duas incognitas restantes, que sao as condicoes de contorno
P'(0,s) e P'(L,s). Uma vez que as quatro condi¢oes de contorno sdo conhecidas, a
Eq.(4.51) pode ser usada para determinar a pressao P(x,s) em qualquer lugar do duto.

Nosso objetivo aqui é determinar a funcao de transferéncia para trés configuracoes de
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duto ja mencionadas.

Entao, substituindo as condi¢oes de contorno obtidas, na Eq.(4.51ta) correspondente

azr <z temos:

P'(0,s)

P(0, s) ]

B

B cosh g ~ subse
Bsenh fx cosh Sz

0
P(0,s) |

Desenvolvendo o produto acima somente para P(x,s) determinamos:

P(z,s) = Se“gﬁxp/(o, 5).

Substituindo a Eq.(4.60)) na Eq.(4.65)), obtemos:

_ posenh Sz senh B(L — x;)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

P )
(z,5) Bsenh BL Qi)
Dividindo a equagao anterior por Qy(s), segue:
P(z,s)  posenh frsenh B(L — x,)
Qu(s) B senh BL '
Agora, substituindo as condi¢oes de contorno na Eq.(4.51}b), correspondente a x >
Ts, temos:
P(x, P(0, _
(Z‘ S) _ eA:v ( 8) + 6A(:Jc xs) | BPOQb(S)
P'(x,s) P'(0,s)

B [ cosh Bx %

| Osenh Jx cosh fx

0
P'(0, s).

N [ cosh B(z — ) % ] . [0
| Bsenh 3(z — ) cosh B(x — x) 1

Desenvolvendo o produto na Eq.(4.68)) para P(x, s), chegamos ao resultado:

senh f(x — xy)
B

Pla,s) = senh Sx

P'(0,s) +

Po@p(s).

31

] Po@b(8)- (4.68)

(4.69)



Substituindo a Eq.(4.60) na Eq.(4.69) temos:

h h B(L — x4
Plos) = ~ITIL ) g

senh f(z — x5)
B

po@y(s).  (4.70)
Utilizando as propriedades de soma de angulos das funcoes seno-cosseno hiperbolicas

e dividindo a a equacao obtida por Q(s), obtemos:

P(z,s)  posenhfr senh (L — x)
Qu(s) a fsenh GL

(4.71)

Quando substituimos as condi¢oes de contorno tanto na Eq.(4.51ta) como na Eq.(4.51}
b), para analisarmos o que acontece quando x = x,, encontramos o mesmo resultado.
Entdo, dizemos que quando x = x, por exemplo, na Eq.(4.71]), chegamos a equagao:

_ senh Sz senh B(L — x)

P(z,s) = Fsonh AL PoQu(S). (4.72)

Logo, dividindo a equagdo acima por Qp(s) obtemos:

P(xz,s)  posenhfrsenh (L — x,)
Q(s) fsenh SL

(4.73)

Portanto, das Eqs.(4.67), (4.71) e (4.73) determinamos a fun¢ao de transferéncia

para a configuracao de duto aberto-aberto, conforme apresentado a seguir:

_ posenh B senh B(L — xy) .

Pz,s) Jrenh it , (4.74)

Qn(s) posenh Sz, senh S(L — x)
B Bsenh BL

< T

,T > X
A Figld.3]a seguir, representa as respostas em magnitude e fase da funcao de transfe-

réncia para configuracao de duto aberto-aberto, para x > x4 de acordo com os parametros

geométricos e actsticos definidos no inicio da secao [4.1
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Figura 4.3: Respostas em magnitude e fase da fungao de transferéncia para o duto
aberto-aberto.

Os resultados apresentados serdo posteriormente comentados (na tltima segao deste
capitulo) e comparados com o modelo desenvolvido pelo método de elementos finitos, com
o intuito de verificar a validade dos resultados obtidos. A priori, os graficos apresentados
servem para mostrar o comportamento aciistico da propagacgao sonora considerando a con-
dicao de contorno especificada, note que a fungao transferéncia é composta praticamente

de ressonincias e anti-ressonancias.

4.1.2 Caso 2: Duto Fechado-Fechado

Para o duto fechado-fechado, as condigoes de contorno sao:
P'(0,s) = P'(L,s) = 0. (4.75)

Considerando a Eq.(4.53)) e substituindo a Eq.(4.55]), temos:

+ A=) BpoQy(s). (4.76)

Entao, substituindo as condigoes de contorno dada pela Eq.(4.75) na Eq.(4.76)),
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segue o resultado:

P(0,s)

o | T BrQu)

= e
0

P(L,s) ] AL

B

B cosh B ~ suhBL
Bsenh BL cosh BL

P(0,s)
0

[ cosh (L — z) —Senhﬁg_xs) ] [O

fsenh (L — xs) coshB(L — xy) 1] PoQs(S).- (4.77)

Desenvolvendo o produto acima, obtemos:

P(L,s) = cosh BLP(0,s) + w%@b(s) (a)
(4.78)
0 = fsenh SLP(0,s) + cosh S(L — x5)poQs(s) (b)
Entao, da Eq.(4.78b), segue:
cosh (L — xy)
P = — : 4.
(O’ 8) 6 Senh BL pOQb(S) ( 79)
Agora, substituindo a Eq.(4.79) na Eq.(4.78-a), obtemos:
hB(L — x4 hB(L — x4
P(L,s) = —coshBLCOS il zs) + X AL - z,) PoQs(s). (4.80)

Bsenh SL 15

Reduzindo a equacao acima ao mesmo denominador e utilizando as propriedades de

soma de angulos das fun¢oes seno-cosseno hiperbolicas, encontramos:

cosh Bz,

P(L,s) = —mpoQb(s)-

(4.81)

Dessa forma, determinamos as outras duas condigdes de contorno, P(L,s) e P(0, s).
Substituindo as condigoes de contorno obtidas e a Eq.(4.55) na Eq.(4.51}a), correspon-
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dente a x < x,, segue o resultado:

P'(x,s) P'(0,s)

P(z, s) ] e

P(0, s) ]

B

B cosh Bz senh fz
Bsenh fx cosh Sz

P(0,s)
0 )

Desenvolvendo o produto na equagao acima apenas para P(z, s), temos:
P(z,s) = cosh Bz P(0, s).

Substituindo a Eq.(4.79) na Eq.(4.83)), temos:

cosh (L — zy)
Bsenh L

P(x,s) = — cosh Bz Po@Qu(s).

Agora, dividindo a equagao acima por Q(s), temos:

P(z,s) _ pocosh Bz cosh B(L — )

@u(s) Bsenh 5L

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

Para x > z;, substituimos as condicoes de contorno e a Eq.(4.55) na Eq.(4.51)) de

forma que:

P [P0,
(:L”, S) _ eAa; ( ) + eA(a:—acs) . BpOQb(S)
P'(x,s) | P'(0,s
— eAa; P(27 S) + eA(x—ms) . BPOQ()(S)
[ cosh Bx senh Sz

_ B
| Bsenh Sx cosh Sz

P(0,s)
0

cosh (o —z) == ]
+ | Bsenh (x — x,) cosh B(x — ) 1 Po@b(S).

Desenvolvendo o produto acima somente para P(z, s), obtemos:

senh B(z — ;)
B

P(z,s) = coshpzP(0,s)+ PoQu(s).
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Substituindo a Eq.(4.79) na Eq.(4.87)), segue o resultado:

Cosﬁhsil(il gL%)po b(s) + Senhﬂ(ﬁx - xS)PoQb(S)'

P(z,s) = —coshpx (4.88)

Reduzindo a Eq.(4.88)) ao mesmo denominador e utilizando as propriedades de soma

de angulos das fun¢oes seno-cosseno hiperbolicas, temos:

cosh fxs cosh B(L — z)

P _ . 1
(2.5) O L) ) (4.59)
Dividindo a Eq.(4.89) por Qy(s), obtemos:

P(z,s)  pocosh Bz, cosh B(L — x) (1.90)

Qls) Bsenh AL

Para z = z,, anadlogo ao que foi feito para o caso duto aberto-aberto, fazendo x = z,

na Eq.(4.90) temos:

P(x,s)  pocoshpxcoshB(L — xy)
Qu(s) B Bsenh SL )

(4.91)

Portanto, das Eqs.(4.85), (4.90) e (4.91) determinamos a fun¢ao de transferéncia

para a configuracao de duto fechado-fechado na forma:

_ pocosh Bz cosh (L — x,)

, L < Tg
Pl Frenh (192)
Qb(S) £0o cosh Bxs cosh /B(L — .',U)
N Bsenh BL e

A Figld.4] representa as respostas em magnitude e fase da funcao de transferéncia

para configuracao de duto fechado-fechado.
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Figura 4.4: Respostas em magnitude e fase da fungao de transferéncia para o duto

fechado-fechado.

4.1.3 Caso 3: Duto Aberto-Fechado

Para o duto aberto-fechado, as condicoes de contorno sao:

P(0,s) = P'(L,s) = 0.

(4.93)

Substituindo as condigbes de contorno acima e a Eq.(4.55) na Eq.(4.53) temos:

0

+ eAll=2s) . B s
P'(0, ) Poi2sls)

0

P(L,s) ] AL

_ [ cosh BL %

| Bsenh L cosh L

0
P'(0, s)

[ cosh B(L — x) % 10
|Bsenh B(L — xy) cosh B(L — ) 1

Desenvolvendo o produto acima encontramos:

P(L,s) =  =2LP(0,s) + WPOQI;(S) (a)
0 = cosh BLP'(0, s) 4 cosh (L — x5)poQs(s) (b)
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Segue da Eq.(4.95}b) o resultado:

cosh B(L — xy)
cosh BL

P'(0,5) = Po@u(s). (4.96)

Substituindo a Eq.(4.96) na Eq.(4.95}a), obtemos:

_ senh 3L cosh (L — ;) n senh B(L — x)

P(L,s) = 3 cosh AL 3

PoQs(s)- (4.97)

Reduzindo a equagao acima ao mesmo denominador e utilizando as propriedades de
soma de angulos das fun¢oes seno-cosseno hiperbolicas, a Eq.(4.97) pode ser escrita na

forma:

senh [z,

P(L,S) = —meQb(S).

(4.98)

Logo, obtemos as duas incognitas restantes, que sdo as condigbes de contorno P(L, s)
e P'(0,s). Dessa forma, obtemos as quatros condigées de contorno para esta configuragao
de duto.

Substituindo essas condi¢oes de contorno e a Eq.(4.55) na Eq.(4.51}a), correspon-

dente a x < x,, segue o resultado:

Pz, P(0,
(@) | g | P09) (4.99)
P'(z, s) P'(0,s)
_ cosh Sz % 0
B senh fx coshfx| | P'(0,s) '
Desenvolvendo o produto acima para P(z, s), obtemos:
h
P(z,s) = Senﬁmp’(o, 5). (4.100)
Substituindo a Eq.(4.96]) na Eq.(4.100) temos:
senh fx cosh (L — x)
P = — . 4.101
(x75) /BCOSh/BL IOOQb(‘S) ( )
Dividindo a equag@o acima por Qy(s), obtemos:
P(z,s) _ P senhﬁxcoshﬂ([/—xs)' (4.102)

Qu(s) Boosh AL
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Para x > x,, substituindo as condigdes de contorno e a Eq.(4.55) na Eq.(4.51tb)

obtemos:

P 0
(13; 5) _ eAgc + eA(a:fo) . BpOQb(S)
P'(z,s) P'(0,s)
[ cosh Bx senh Sz

_ B
| Osenh Sz cosh S

0
P'(0,s)
N [ cosh B(x — xy) Senhﬂ’# ] . [0
| Bsenh 3(z — ;) cosh B(x — z) 1

] po@y(s).  (4.103)

Desenvolvendo o produto acima para P(z,s), temos:

)+ senhﬁ(ﬁx — )

Po@n(S)- (4.104)

Substituindo a Eq.(4.96]) na Eq.(4.104) obtemos:

senh Sz cosh f(L — z5)  senh f(x — xy)
B [ cosh SL + 16

P(z,s) = po@Qu(s).  (4.105)

Reduzindo a equacao acima ao mesmo denominador e utilizando as propriedades de

soma de angulos das func¢oes seno-cosseno hiperbolicas, segue o resultado:

_ senh Bz, cosh B(L — )

P = . 4.1
(1'7 8) /8 COSh /BL pOQb(S) ( 06)
Dividindo a equagao acima por @Q(s), segue:
P(z,s) _ posenh Sz, cosh B(L — x) (4.107)

Qls) B cosh AL

Por tltimo, substituindo z = x4 na Eq.(4.107) temos:

P(z,s)  posenh fxcosh B(L — xy)

ON Beosh L (4.108)

Portanto, das Eqs.(4.102)), (4.107) e (4.108)) determinamos a fun¢ao de transferéncia
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para a configuracao de duto aberto-fechado na forma:

_ posenh Sz cosh B(L — ;)

P(x,s)
@s(s)

[ cosh BL

_ posenh Bz, cosh (L — x)

[ cosh BL

< x4

9 —

LT > T

(4.109)

A simulacao da funcao de transferéncia para esta configuracdo de duto é ilustrada

na Fig[.5| representando as respostas em magnitude e fase.
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Figura 4.5: Respostas em magnitude e fase da fungao de transferéncia para o duto

aberto-fechado.

4.1.4 Caso 4: Duto com Condicoes de Contorno Arbitrarias

Nos trés casos modelados na se¢ao anterior foram considerados condi¢oes de contorno

especificas, também chamadas ideais. Em geral, condi¢oes de contorno sao dadas como
impedancias de ambas as extremidades do duto, por exemplo, como na Eq.(4.110f). Essas

impedéancias sdo conhecidas ou podem ser determinadas experimentalmente [12].

P(0,s

Zo(s) = Gy
(4.110)

P(L,s

ZL(S) - UEL,S;

A partir da Eq.(4.3) e considerando as impedancias dadas pela Eq.(4.110)), pode-se

escrever as condicoes de contorno do sistema actustico de forma generalizada, chamada
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condicoes de contorno arbitrarias e obter a pressao e suas derivadas em cada ponto do
duto.

De fato, considere a Eq.(4.3)), abaixo:

ou(z,t) N Op(x,t)

po ot ox =0

Aplicando a transformada de Laplace na equacao acima e utilizando as propriedades
e obtemos:

OP(z,s)

po(sU(x,s) —u(z,0)) + e

—0 (4.111)

OP(z,s)

=0 (4.112)

posU(x, s) +

Fazendo P'(x,s) = % chegamos a seguinte equacao:

posU(z,s) + P'(x,s) = 0. (4.113)

Para o caso de condicoes de contorno dadas como impedancias de ambas as extre-

midade do duto, a equacao acima tem a forma:

posU(L, s) + P'(0,s) =0 (4.114)

Entao, as impedancias dadas pela Eq.(4.110) quando substituidas na FEq.(4.114)),

com algumas manipulacoes algébricas, fornecem a pressao e suas derivadas em cada ex-

tremidade do duto, conforme a seguir:

P,s) = —Zy(s) /200;8)
(4.115)
P(Ls) = —Zy(s)2 gj)

chamadas condigoes de contorno arbitrarias.

Deseja-se determinar a funcao de transferéncia considerando as condicoes de con-

41



torno arbitrarias. Para isto, partimos da Eq.(4.53)) escrita na forma:

P(L,s) | [coshpL —=nbil P(0,s) |
P'(L,s) | 3senh L cosh BL P'(0,s) |
(4.116)
i . senh B(L—zs) ]
N cosh B(L — xg) —5— | |0 posUs. ()
| Bsenh (L — x5) cosh B(L — )]
Entao, desenvolvendo o produto acima, segue o resultado:
P(L,s) = cosh BLP(0, s) + #P(O, s) + WWSUIS(S)
(4.117)

P'(L,s) = QsenhLP(0,s)+ cosh BLP'(0,s)+ cosh (L — x4)posUs,(s)

Substituindo as condigoes de contorno arbitrarias, apresentadas na Fq.(4.115)) na
equagao Eq.(4.117)), com algumas manipulacoes algébricas encontramos o seguinte resul-
tado:

y -7
_ZL(S)Pp(fS,S) _ |:COSh 6[/ p;)é(:g) + SengBL:| P'(O, S) + WpOSUxS(S) (a)

P'(L,s) = [ﬁ senh BL_fois) + cosh 64 P'(0,s) + cosh B(L — x5)posUs,(s) (b)
0

Substituindo (a) em (b), na equagio acima para determinar P’(0, s) e considerando

a Eq.(4.55) temos:

(cosh B(L = ,)Z(s) + oz Pzl ) 250, (s)
(Z0(3)Z1(5)8% — p352)*85PL +(Zo(s) — Z1(s))pos cosh BL

P'(0,s) = (4.118)

Dessa forma, determinamos as quatro condi¢oes de contorno arbitréarias, a saber:
P(0,s), P(L,s), P'(0,s) e P'(L,s). (4.119)

Agora podemos determinar a funcao de transferéncia a partir das condicoes de con-

torno arbitrarias.

De fato, substituindo as condi¢oes de contorno na Eq.(4.51}a), correspondente a z <

xs, desenvolvendo o protudo apenas para P(z,s) e com algumas manipulac¢oes algébricas
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obtemos:
senh Sx

5
Substituindo a condi¢ao de contorno P(0, s) da Eq.(4.115) na equagio acima, obte-

P(z,s) = cosh fxP(0,s) +

P'(0,s). (4.120)

mos:
—Zp(s) N senh Sz

PoS B

P(z,s) = {cosh Bz } P(0, s) (4.121)

Substituindo a Eq.(4.118]) na equacao acima temos:

senh Sz cosh BxZy(s ssenh B(L—xg
(zete — cosh D) (cosh (L — ) Zp (5) + L2 AE=1)) sy (s)

(Zo(s)Z1(5) 5% — p3s?)* 25 + (Zo(s) — Zw(s))pos cosh SL

P(z,s) =

(4.122)

Dividindo a equagao acima por Q,(s), segue o resultado:

P(;E,S) - (sengﬁx - coshﬁxZo(S)) (COShB(L — xS)ZL(S) + %M)

oS

Qu(s)  (Zo(s)ZL(s5)52 — p%s%% +(Zo(s) — Z1(s))pos cosh BL

pos. (4.123)

Desenvolvendo o produto na Eq.(4.51}b), correspondente a x > =z, apenas para

P(z,s), com algumas manipulagoes algébricas obtemos:

senh Sz senh (z — ;)

P(x,s) = cosh fxP(0,s) + 3

P'(0,s) +

Po@p(s). (4.124)

Substituimos a condigao de contorno P(0,s) da Eq.(4.115) na equacao acima obte-

mos:

senh 5(z — ;)

P(z,s) = {— cosh BxZO(S) + senh o Po@Qu(s). (4.125)

Pos B ] Pl(0’8> "

Substituindo a Eq.(4.118) na Eq.(4.125)) e em seguida dividindo a equagao resultante
por QQy(s) temos:

P(z,s) B pos B B

p(Q)SQ <senh6r . cosh,B:J:Zo(s)) (COSh,B(L*IS)ZL(S) + 00 senhﬁ(fos))
Qu(s)  (Zo(s)Z(s)B2 — ,0(2)52)% + (Zo(s) — Z1(s))pos cosh L

senh 3(x — x5)po
3 .

(4.126)

Reduzindo a Eq.(4.126) ao mesmo denominador e usando as propriedades de soma
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de angulos das fungoes seno-cosseno hiperbolicas, encontramos:

P(z,s) B (/%82% — p2sZy(s) cosh 5353) %
Qy(s) (Zo(s)Z1(s)3? — pis?) Seng,BL + (Zo(s) — Z1(s)) pos cosh BL

[Zﬂs)p%s% — Zo(s)Z(s) cosh 5m8] cosh (L — )
[Z0(5)Z1(5) 8% — p3s?) =L + [Zo(s) — Z1(s)] pos cosh BL

(4.127)
Colocando os termos comuns em evidéncia na equagao acima, obtemos:
2.2 ( senh Sz, cosh x5 Zy(s) senh B(L—x) cosh B(L—x)Z1,(s)
P(a,s) _ " (e — i) (membjlios) , comilloaile) (4.128)
Qu(s) (Zo(8)Z1(s)5% — p%s%% + (Zo(s) — Z1(s))pos cosh BL '
Note que: fazendo x = x, por exemplo, na equacao acima, temos:
2 2 ( senhpx h BxZo(s) nh f(L—xs) cosh B(L—x5) 71 (s)
Pla.s) _ A (5 — i) (el ¢ cxbionils) (4.129)
Qu(s) (Zo(s)ZL(s)B% — p%s%% + (Zo(s) — Z1(s))pos cosh L '

Portanto, das Eqs.(4.123)), (4.128) e (4.129)) determinamos a fungao de transferéncia

para o duto com condigoes de contorno arbitrarias apresentada abaixo:

2.2 ( senh Bz cosh BxzZj(s) po senh B(L—xs) | coshB(L—xs)Z] (s)
PoS - B + s

8 Pos
P( ) (ZO(S)ZL(S)/32—0P352)%"'(ZO(S)—ZL(S))POS cosh L TS T (a)
58 = . (4.130)
Qb(s) p282 (senh Bxs  cosh BISZO(5)> (po senh B(L—zx) +cosh ﬁ(L*I)ZL(S))
- z Lo z - ,x>xs (b)

(Zo(s)Z1(5)B2—p3s®) *232E 1+ (Zo ()~ Z1(5))pos cosh BL

Para a simulacao da funcao de transferéncia para a configuracao de duto com con-
digoes de contorno arbitrarias, foi considerado como material acistico uma espuma de

poliuretano de 25 mm de espessura e os calculos da impedancia foram realizados utili-
zando a Eq}4.131| encontrada no artigo |28].

Co cy
1+ C; (%) —j.C5 (%) ] . (4.131)

Nesta equagao, C; = 0,0571, C, = —0,7540, Cs = 0,0870, C;, = —0,7320 sao

valores obtidos para este tipo de material, rg = 8445 é o fluxo de resistividade e p =

Z = pcy

343 m/s ¢ a velocidade do som.

A Figld.6] representa as respostas em magnitude e fase da fun¢ao de transferéncia
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para configuracao de duto com condigoes de contorno arbitrarias.
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Figura 4.6: Respostas em magnitude e fase da fungdo de transferéncia para o duto com
condicoes de contorno arbitrarias.

Pode-se observar que as fungoes de transferéncias correspondentes as configuracoes
de dutos aberto-aberto, fechado-fechado e aberto-fechado, sao casos particulares da funcao

de transferéncia obtida considerando condicoes de contorno arbitrérias.

De fato, para a configuracao de duto aberto-aberto, consideramos a funcao de trans-

P
feréncia dada pela Eq.(4.130fa) e calculamos lim (z, S). Isto é:
Zo(5)—0 Qp(8)
senh Bz cosh BxZp(s cosh B(L—xs)Zp (s senh B(L—xs
. P(z, s) - . p(2)52( Eﬁ _ foso())( B( . )Z1(s) 4 po g( ))
Zo(5)=0 Qp(5) Zo(5)=0 (Zo(s)ZL(s) 5% — p%s%% + (Zo(s) — Z1(s))pos cosh L

p(2]82 seng Bx (COSh ﬁ(L;xS)ZL (s) + P0 senhg(fos) )

= . 4.132
—p(%s?% — Z1(s)pos cosh BL ( )

Em seguida, calculamos lim do resultado acima e obtemos:
ZL(S)HO

. . P(z,s) po senh Sz senh B(L — )
lim lim = -
Z(s)=0 | Zo(s)—»0 Qp(S) B senh L

(4.133)
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Na Eq.(4.130tb) calculamos o hm (z, ) , onde obtemos o seguinte resultado:

$)—0 Qb( )
. P(J], S) B . pg 2(senl;jﬂmg B coshﬂpa;;Zo(s))(coshﬁ(Ls—:c)ZL(s) 4 &0 senhﬂB(L—:c))
Zo(s)—0 Qb( ) Zo(5)—0 (Zo<S)ZL(S)ﬁ2 _ pgsz)sengﬁL + (Z()(S) _ ZL(S))pOS cosh AL

2 25enhﬂgc9 cosh B(L—x)Z 1, (s) po senh B(L—x)

o pO B ( s . _I_ . B ) <4 134>

- Qsenh,BL _ 7 : :
—ps 1(8)pos cosh BL

P
Por tltimo, no resultado anterior, calculamos lim [ lim (z, s )} Logo,
Z1(s)=0 | Zo(s)=0 Qp(S)
lim - P(z,s) __posenh Sz, senh B(L — z) (4.135)
Z1(s)=0 | Zo(s)—0 Qp(S) B senh L

Como podemos observar, os resultados obtidos nas Eq.(4.133) e (4.135), sdo as

equacoes que caracterizam a funcao de transferéncia para a configuracao de duto aberto-

aberto.

Para a configuracao de duto fechado-fechado, a partir da funcao de transferéncia

P
dada pela Eq.(4.130ra) e calculando o lim (z, S) obtemos:
Zo(s)—o00 Qb( )
senh Bx cosh BxZy(s cosh B(L—xs)Z1, (s senh B(L—x5
hm P(z, s) B . pg 2( Eﬁ _ ﬁoso())< B( - )Z1(s) 4 po g( ))
s)=00 Qp(s) Zo(s)o0 (Zo() Z1(5) 3% — p3s?) M2 + (Zo(s) — Zi(s))pos cosh L

0382 co/s)l(:sﬁx (cosh B(L SzS)ZL(s) + 00 senhg(L—xS))

= ) 4.136
ZL(S)ﬁ2# + pos cosh BL ( )

P(z,s :

Calculando o lim lim , no resultado anterior, temos:
Z1(s)—o0 | Zo(s)—o0 Qb( )
P h hG(L — x4

lim [ lim (z 8)] _ _pocoshfreos Bl -z ) (4.137)

Z1,(s)—o0 | Zo(s)—oo Qb( ) 5senhﬁL

Agora, considerando a fungao de transferéncia dada pela Eq.(4.130b) e calculando
P(x,s)
lim

obtemos:
Zo(s)—00 Qb ( )

(0]
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Pz S) 0332 ( senl;ﬁa:s _ cosh BxsZp(s) )(cosh B(L—x)Z(s) + po senh B(L—x) )

lim = lim pLos : p

Zo(s)—oo Qp(S) Zo(s)=o0 (Zo(8) Z1(8) 5% — p%s%# + (Zo(s) — Zr(s))pos cosh BL

h B, ( cosh B(L—x) 7 h B(L—
p(Q) QCospOfa: (COS ( Sm) (s) + posenﬁ( x)>

= . 4.138
Zﬂs)ﬁw + pos cosh BL ( )
Agora, calculando no resultado anterior, o  lim [ lim )] temos:
Z1,(s)—o0 | Zo(s)—o0 Qb( )
P h Bz cosh B(L —
lim { lim (=, s)] = B Bz, cosh 5( 7) (4.139)
Z1,(s)—o0 | Zo(s)—o0 Qb( ) Bsenh BL

Como podemos observar, os resultados obtidos nas Eq.(4.137) e (4.139), sao as

equacoes que caracterizam a funcao de transferéncia para a configuracao de duto fechado-
fechado.

Para a configuracao de duto aberto-fechado, consideramos a fungao de transferéncia

P
dada pela Eq.(4.130ra) e calculando o lim (x s)
Zo(s)—0 Qb( )

Porém, este limite ja foi calculado

anteriormente onde encontramos:

P(.CE S) pg 2 senh Bz (cosh B(L S:cs)ZL(S) + PO senhg(L_zs) )
hm = senh senh SL . <4140>
—>0 Qb( ) p082 ZL<5)pOS COSh /BL

P
Entao, basta calcularmos agora o lim { lim (z, 5)

} . Dessa forma, obtemos:
ZL(S)HOO Zo ~>0 Qb( )

. P(z,s) po senh Sz cosh (L — zy)
lim lim = — .
Z1(s)—o0 | Zo(s)—=0 Qb( ) [ cosh BL

(4.141)

P
Considerando a fun¢ao de transferéncia dada pela Eq.(4.130rb) e calculando o lim (z,5)

Zo(s)—0 Qb( )

segue o resultado:

senh Bz ¢ cosh B(L—x)Zy (s senh B(L—=x
im = WYY : (4.142)
Zo(s)=0 Qp(S) —poszT — Z1,(s)pos cosh BL

P
Entao, basta calcularmos o lim [ lim (z,5)

} no resultado anterior de forma
Zr(s)—o0 | Zo(s)—0 Qb( )
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que:

lim [ lim

P(x,s)} __posenh Bxycosh B(L — x)
Z1,(s)—o0 | Zo(s)—0 Qb<8) n

Foosh AL (4.143)

Observamos que os resultados obtidos nas Eqs.(4.139) e (4.143)) sao as equagoes que

caracterizam a funcao de transferéncia para a configuracao de duto aberto-fechado.

Neste capitulo foram obtidos os graficos das funcoes de transferéncia para a configu-

racao de duto com fonte sonora na lateral. Para fins de comparacao, estes graficos serao
apresentados na Fig. [4.7]

Fungao Transferéncia Fungdo Transferéncia
50 ‘ ‘ T ! : : ‘ £0 T T ‘ ‘

— Duto Aberto-Aberto

T T ; T
—Duto Fechado-Fechado

bagnitude (dib)
MMagnitude (db)

K e ........ sl e

£k P ........ .........
00 I i i 1 I 1 i i | 00 1 i i | ] 1 i i |
0 100 200 300 400 500 600 70O 600 &S00 1000 0 100 200 300 400 400 GO0 700 GO0 500 1000
Freguéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
(a) (b)
Fungéa Transfaréncia Funcdo Transferéncia

.
S

T ————

T T :
Duto Aberto-Fechado ‘

' 17l

[*Y
S

Magnitude (dhb)
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o

)
1S

R i i | 1 i i 40 | \ \ | \ \ \ \ |

50 100 200 300 400 500 600 700 600 SO0 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Freguéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
(c) (d)

Figura 4.7: Respostas em magnitude para os casos de dutos: (a) Aberto-Aberto; (b)
Fechado-Fechado; (¢) Aberto-Fechado; (d) com Condigoes de Contorno Arbitrarias

A seguir seré feito a modelagem analitica do duto com fonte sonora localizada em

uma das extremidades.

4.2 DUTO ACUSTICO COM FONTE SONORA EM UMA DAS EXTRE-
MIDADES

A Figli.8 consiste em duto com um alto falante @), posicionado na extremidade

esquerda e um microfone.
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Alto falante- Q,

Duto i Microfone
|

Xs

Figura 4.8: Duto acistico com fonte sonora na extremidade esquerda.

Primeiramente serao obtidas as equagoes que descrevem a pressao sonora no domi-
nio da frequéncia, bem como as equacoes que representam as funcoes de transferéncia
considerando as configuracoes do duto com extremidade direita aberta, fechada e duto

com condicoes de contorno arbitrarias.

As funcoes de transferéncias serao simuladas adotando os mesmos parametros utili-

zados na secao anterior.

4.2.1 Caso 1: Duto Aberto

Para este caso, as condi¢oes de contorno mostradas abaixo, caracterizam a pressao
nula, extremidade direita do duto aberta e o efeito de um alto falante gerador de ruido

que excitard o duto na extremidade esquerda.
P(L,s)=0 e sU(0,s) = Qu(s). (4.144)
Observe que: da Eq.(4.113) temos:
P'(x,s) = —posU(x, s). (4.145)
Entao,
P'(0,5) = —posU(0, s). (4.146)
Substituindo a Eq.(4.144) na Eq.([#.146) temos:

P'(0,5) = —poQa(s). (4.147)

Substituindo as condi¢oes de contorno dadas pelas Eqgs. (4.144)) e (4.147) na Eq.(4.53)),
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segue:

0 | coshBL sengﬁL P(0,s) ]
P'(L, s) fBsenh BL cosh BL —poQa(s)

cosh (L — xy) senhﬁ(ﬁL ) [0
1

] Qu(s)po.  (4.148)
Bsenh f(L — xs)L  cosh B(L — xy)

Desenvolvendo o produto acima chegamos ao resultado:

0 = coshBLP(0,s) — =L poQ,(s) + =EE=po(s)  (a)

(4.149)
P/(L> S) = Bsenh BLP(()? S) — cosh SLPOQ(L(S) + COShB(L - xs)pOQb(S) (b)

Segue da Eq.(4.149ra) que:

_ senh BLpyQa(s) — senh B(L — x5) poQs(s)
P(0,s) = oo L . (4.150)

Substituindo as Eqgs.(4.144)) e (4.150) na Eq.(4.51}a), correspondente a x,, < x4 e

resolvendo apenas para P(z,,,s), obtemos:

senh Sx,,

P(ZL’m, S) = cosh ﬂme(O, 3) + B

P'(0,s). (4.151)

Substituindo as condigoes de contorno representadas nas Eqs.(4.147) e (4.150) na
Eq.(4.151) temos:

senh 8LppQa(s) —senh B(L — x5)poQy(s)  senh By,
B cosh BL B

P(ZL’m, S) = cosh me pOQa(S)'

(4.152)

Reduzindo a Eq.(4.152) ao mesmo denominador e usando as propriedades de soma

de angulos das funcoes seno-cosseno hiperbolicas, esta pode ser escrita na forma:

senh S(L — x,,)Q,(s) — cosh Bz, senh (L — x5)Qp($)
B cosh BL '

P2, s) = po (4.153)

Considerando a Eq.(4.51tb) para x,, > xs e desenvolvendo o produto apenas para
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P(z, s), obtemos:

senh Sz,

B

senh 5(z,, — )
B

P(xy,, s) = cosh fz,, P(0, s) + P'(0,s) + poQp(s). (4.154)

Substituindo as Eqgs.(4.144)) e (4.150) na Eq.(4.154) temos:

P(z,s) = coshfz senh BLpQ,(s) — senh B(L — x4)poQs(s)

B cosh BL
_SenhﬁﬁxmpoQa(S) + Senhﬁ%m - xS)PoQb(S)' (4.155)

Reduzindo a Eq.(4.155) ao mesmo denominador e usando as propriedades de soma

de angulos das funcoes seno-cosseno hiperbolicas, podemos escrevé-la na forma:

senh 5(L — x,,)
[ cosh fL

P(l’m, 3) = Po [Qa(s) — cosh 5stb(8)] : (4156)

Fazendo x,, = xs; na Eq.(4.153) chegamos ao resultado:

senh B(L — x,,)Qu(s) — cosh S, senh (L — x5)Qp($)

Pem, s) = po B cosh BL

(4.157)
Logo, a Eq.(4.158]) representa a equagao da pressao para o duto com extremidade
direita aberta, sendo Q,(s) e Qp(s) as entradas correspondentes aos alto falantes de ruido

localizado na extremidade esquerda e na lateral do duto, respectivamente.

senh B(L — x,,)Qu(s) — cosh fx,, senh (L — x4)Qp($)
[ cosh SL

Po T < x5 (a)

senh S(L — x,,)
[ cosh BL

[Qa(s) — cosh B, Qy(s)] tm >z, (D)
(4.158)

Po

4.2.2 Funcgao de Transferéncia: Duto Aberto

Quando Q,(s) = 0 na Eq.(4.158), tanto para z,, < xs; como para x,, > xs, obtemos

seguinte resultado:

P(zm,s)  senhB(L — xy,)

Qa(s) " BeoshBL

(4.159)
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Substituindo § = %, na equacao acima temos:

s
Playn, s) B po senh E(L — Tp)
Qa(s) il cosh iL
Co Co

pocosenh s(L — x,,)/co ' (4.160)
scosh(sL/co)

Logo, a funcao de transferéncia correspondente a esta configuracao de duto é:

Pz, s) poco senh s(L — x,,)/co

0.5 scosh(sbje) (4.161)

A Fig. representa as respostas em magnitude e fase da funcao de transferéncia
para o duto aberto.
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Figura 4.9: Respostas em magnitude e fase da funcao de transferéncia para o duto com
extremidade aberta a direita.

4.2.3 Caso 2: Duto Fechado

As condicoes de contorno para a configuragao de duto com extremidade fechada a
direita sao:

P'(L,s)=0e sU(0,s) = Quls). (4.162)

Substituindo as condi¢oes de contorno dadas pelas Eqs. (4.147) e (4.162)), na Eq.(4.53)
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obtemos:

i h L
PLs)] _ [eoshpr SREETT ppos) ]
0 | Bsenh L cosh L —poQa(s)
i h3(L — x4
cosh B(L — x) senh (L — 2,) 0
+ g - Qu(8) po-
| fsenh B(L — x5)L  cosh (L — x) 1
(4.163)
Desenvolvendo o produto acima, chegamos ao resultado:
P(L,s) = cosh L - P(0,s) — #poQa(s) + Wp()@b(s) (a)
0 = fsenh L - P(0,s) — cosh BLpyQa(s) + cosh B(L — x5)poQy(s) (b)
(4.164)
Da Eq.(4.164tb) determinamos:
P(0,5) = cosh BLpoQ.(s) — cosh B(L — xs)poQb(s). (4.165)

[senh 5L

Considerando a Eq.(4.51}a), correspondente a x,, < x, e desenvolvendo para P(z,, s)

obtemos:

senh Sz,

P(z,, s) = cosh Bz, P(0,s) + 3

P'(0,s). (4.166)

Substituindo as condiges de contorno dada pelas Eqs.(4.147)) e (4.165) na equacao

acima temos:

cosh SLpoQa(s) — cosh B(L — w5)poQs(s)  senh Sy,

ﬁsenh BL B pOQa(S)'

(4.167)

P(z,, s) = cosh fx,,

Reduzindo a equacgao acima ao mesmo denominador e utilizando as propriedades de

soma de angulos das fun¢oes seno-cosseno hiperbolicas, segue o resultado:

cosh (L — x,,)Qa(s) — cosh Sz, cosh (L — x4)Qp($)

P2, s) = po Fsonh AL (4.168)

Considerando a Eq.(4.51tb), correspondente a x,,, > x5 e desenvolvendo o produto
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para P(z,,,s) obtemos:

senh Bz,

B

senh 5(z,, — )
B

P(z,,s) = cosh fx,, P(0, s) + P'(0,s) + PoQu ().

(1.169)

Substituindo as condicoes de contorno representadas pelas Eqs.(4.147) e (4.165) na

Eq.([4.169), obtemos:

cosh 6LPOQQ(S) - COShB(L - xs)pOQb(s)

P(zy,s) = coshfz,

Bsenh BL
_SenhﬂﬁxmpoQa(S) + senhﬁ(zm - mS)poQb(S)- (4.170)

Reduzindo a Eq.(4.170) ao mesmo denominador e utilizando as propriedades de

soma de angulos das fun¢oes seno-cosseno hiperbolicas, chegamos ao resultado:

cosh (L — x,,)

Pl@m, s) = po Bsenh BL

[Qa(s) — cosh BzsQu(s)] - (4.171)

Fazendo x,, = x, na Eq.(4.168)), obtemos:

cosh B(L — x,,)Qa(s) — cosh Bz, cosh (L — x5)Qp($)
Bsenh L '

P(zm,s) = po (4.172)

Portanto, determinamos a equacao da pressao para o duto com extremidade fechada

a direita, conforme a Eq.(4.173

cosh B(L — x,)Qa(s) — cosh Bz, cosh (L — x4)Qp($)

Po Gsenh 5L s
P(zp,,s) =
o Cosgi(n[;l;gm> [Qa(s) — cosh Ba,Qy(s)] » Tm > Ts
(4.173)

4.2.4 Funcao de Transferéncia: Duto Fechado

Para o modelo descrito pela Eq.(4.173]), quando @Q(s) = 0 tanto para z,, < xs; como

para z,, > I, temos:
P(xma 8) Po COShﬁ(L — xm)

Qu(s) Bsenh L (4.174)
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- s . . ]
Substituindo 8 = =, Na equagao acima, segue:

S
Plem,s) pocosh E(L ~ )
Qals) 2 senh iL
Co Co

poco cosh s(L — z,,) /co
ssenh sL/cg

(4.175)

Assim, a funcao de transferéncia correspondente a esta configuracao de duto é:

P(zpy, s) _ Poco cosh s(L — x,)/co (4.176)
Qu(s) ssenh sL/cg ' '

A Figld.10| representa as respostas em magnitude e fase da fungao de transferéncia
para esta configuracao de duto.

Fungdo Transferéncia
50 T

Duto Fechado a Direita

= :
= OF- E
i)
=
= : : : : : :
E : : : : : :
g _SD_ ........... ............ ............ ............ ............ ...........
= : : : :

100 I i i | | |

0 100 200 300 400 500 600 700
Frequéncia (Hz)
200

[}
[}
T

(5]
[
T

Angulo de Fase (%)
=
_

[}

i i 1 1 i
a 100 200 300 400 500 500 700
Frequéncia (Hz)

Figura 4.10: Respostas em magnitude e fase da funcao de transferéncia para o duto com
extremidade fechada a direita.

4.2.5 Caso 3: Duto com Condicoes de Contorno Arbitrarias

As condigoes de contorno arbitrarias dadas como impedéancia sao:

P(L, s)
PoS

P(L,s)=—Z(s) e sU(0,s) = Qu(s), (4.177)

onde, P'(0,s) = —poQa($), visto anteriormente na Eq.(4.147).

Substituindo as condi¢oes de contorno dadas pelas Eqs.(4.147) e (4.177)) na Eq.(4.53)
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temos:

senh SL

pos

P'(L,s)

2L (L) | cosh L
_pOQa(S)

P(0, ) ]
| Bsenh 8L cosh BL

+ 8
| Bsenh 3(L — x,) cosh (L — xy) 1

_ cosh 5(L — ) e ' [O] - po@y(s).

(4.178)

Desenvolvendo o produto na equacao acima, obtemos:

D o LP(0,5) — P pQule) + I 0us) (@)
(4.179)
Pl(Lv S) = BSGDhBLP(O, 8) — cosh BLPOQa<S) + COSh6<L - xs)pOQb(S) (b)

Substituindo a Eq.(4.179}b) na Eq.(4.179a) chegamos ao seguinte resultado:

cosh ﬂLZl S Se!lh ﬂL Q cosh [3 L*IS Zl S senh /3 L— Ts @
( POS ( ) > Fo [L( ) ( ( POS ) ( ) ﬁ ) b( )

Z1,(s)Bsenh BL + cosh 6[/

pPoS

(4.180)

Considerando a equacdo Eq.(4.51ta), correspondente a x < xz; e desenvolvendo o

produto para P(x,,,s), obtemos:

senh Sz,

P(z,,s) = cosh Bz, P(0,s) + E

P'(0,s). (4.181)

Substituindo as condi¢oes de contorno dadas pelas Eqs. (4.147)) e (4.180)) na Eq.(4.181])

temos:

(ZL(S) cosh (L — x,,) + M) Qa(9)

Z1,(s)Bsenh BL
Lp—o + scosh SL

cosh 8z, <ZL(3) cosh B(L — z4) + M) Qv(s)
Zo()BsenhBL 4 o och BL .

£0

(4.182)

Utilizando a Eq.(4.51}b), correspondente a x,, > x, e desenvolvendo o produto para
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P(z, s), temos:

senh Sz,

B

senh B(z,, — )

P(zp,s) = coshfz,P(0,s)+ 3

P'(0,s) +

PoQs(5).
(4.183)

Substituindo as condigoes de contorno representadas nas Eqs.(4.147) e (4.180) na

Eq.(4.183) obtemos:

(ZL(s) cosh (L — @) + W) (Qu(s) — cosh BzQy(s))

—BZL(s)pZenhﬂL + scosh BL

P(zp,s) =

(4.184)

Fazendo x,, = x, na Eq.(4.182) encontramos:

(ZL(S) cosh B(L — x,,) + W) Qa(s)

Z1,(s)Bsenh BL
=, s cosh SL

P(z,,,s) =

cosh Sz, (ZL(S) cosh B(L — x,) + M) Qu(s)
% + scosh fL ’

(4.185)

Dessa forma, obtemos a equagao da pressao, conforme a Eq.(4.186| para o duto com
condigoes de contorno arbitrarias, em que Q,(s) = sU(0, s) e Qy(s) = sV, (s) representam,

respectivamente, os alto falantes localizado na extremidade esquerda e na lateral do duto.

( (ZL(S) coshﬂ(L—xm)—F%ﬂ(LiW)Qa(s)

Zy,(s)Bsenh BL

0 +scosh BL < ( )
X . T T a
cosh Bz (ZL(S) COShﬂ(L—Is)‘F%M)Qb(S) y m s
- Z 71 (s)Bsenh BL
Py, s) = LTS s cosh L (4.186)

(Z1(5) cosh B(L—w)+ L0222 ELZEm) ) (9, (5)—cosh Bs Qu (5))

Tm > s (b
BZr (s) SenhBLJrSCOShﬁL ym S ( )

\ PO

Note que: as Eqgs.(4.158]) e (4.173)) que caracterizam as equagoes da pressdo para as

configuracoes de duto aberto e duto fechado, podem ser obtidas a partir da Eq.(4.186)).
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Vejamos isto da seguinte forma: tomando . %1?1 P(z,, s) na Eq.(4.186}a) obtemos:
LS)—0o0

(ZL(s) COShB(L—.’Dm)—F%(L_W)Qa(S)
Z1,(s)Bsenh BL tscosh 8L

ZL%in)oo P(-Tma 5) = ZL%SILOO _ cosh Bxm (ZL(S) COSflOB(L—fEs)—‘r%M)Qb(S)
%;enw—&-s cosh L
_cosh B(L — 2,)Qa(s) — cosh By, cosh (L — ) Q(s)
- P Bsenh SL '

(4.187)

Agora, aplicando o lim  P(z,,, s) na Eq.(4.186}b) temos:

Z1,(s)—o00

lim  P(z,,s) = Ocoshﬁ(L—xm)

Z1(s) =00 p Bsenh AL [Qa(s) — Qu(s) cosh fx,,). (4.188)

Isto mostra que as Eqs.(4.187) e (4.188)) sao as equagdes que representam a Eq.(4.173)

da pressao para a configuragao de duto fechado.

Agora, tomando Z 1(1r)n P(x,,, s) na Eq.(4.186}a) segue o resultado:
r(s)—0

, senh B(L — x,,)Qu(s) — senh B(L — x,) cosh B, Qp($)
le(lgio Pem,s) = po 3 cosh BL :

(4.189)

Aplicando o lim P(z,, s) na Eq.(4.186tb) temos:
ZL(S)ﬁO

, senh 5(L — x,,)
1 P(x,,, =
ZL (lsr)n—>0 (%m ) po B cosh BL

[Qa(s) — Qu(s) cosh By, (4.190)

Logo, podemos ver que as Eqgs.(4.189) e (4.190), sdo as equagoes que caracterizam
a Eq.(4.158) da pressao para a configuracao de duto aberto.

4.2.6 Funcao de Transferéncia: Duto com Condicoes de Contorno Arbitrarias

Podemos obter a funcao de transferéncia com condi¢oes de contorno arbitrarias a
partir da Eq.(4.186) fazendo Qy(s) = 0. Dessa forma, tanto para z,, < =5 e x, > z,

obtemos:

(ZL(S> cosh B(L — ) + %ﬁ(bzm)) Qa(s)
P(y,,s) = : (4.191)

Z1,(s)Bsenh BL
s cosh BL
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Dividindo a equacao acima por Q,(s), chegamos a seguinte fungao de transferéncia:

P(ty,s) _ Zuls)cosh B(L — ap) + possenh AL =) | (4.19%

Qa(5) w + scosh SL

A Figld.11] representa as respostas em magnitude e fase da funcdo de transferéncia
para o duto com condic¢oes de contorno arbitrarias. O céalculo para obter a impedancia
aclistica para esta configuracao de duto é analogo ao calculo feito para obter a impedancia

actstica para a configuracao de duto dada pela funcao de transferéncia representada pela

Eq.([@.130).

Fung&o Transferéncia

Magnitude (db)

‘ i i i ‘
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Frequéncia (Hz)

Angulo de Fase ()

‘ ‘ i i i | i i i
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Frequéncia (Hz)

Figura 4.11: Respostas em magnitude e fase da funcao de transferéncia para o duto com
condicoes de contorno arbitrarias.

A seguir, apresenta-se uma comparacao entre os valores das frequéncias de ressonan-
cia encontrados analiticamente a partir da funcao de transferéncia obtida neste trabalho
e, experimentalmente apresentados pelos autores Pota e Kelkar [I12] em seu artigo obser-
vando os polos e zeros.

Para obter uma resposta em frequéncia entre o alto falante posicionado numa ex-
tremidade e o microfone, os autores realizaram um experimento com a outra extremidade
aberta e o alto falante no meio do duto desligado.

Os polos e zeros experimentais foram determinados diretamente a partir da resposta
em frequéncia gravada. Ja os polos e zeros analiticos foram determinados conforme seréd
mostrado a seguir, a partir da funcao de transferéncia dada pela Eq., correspon-
dente a configuragao de duto com alto falante localizado na extremidade esquerda com

extremidade direita aberta.

Assim, para determinar os polos e zeros analiticos, consideremos a Eq.(4.193), a
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saber:

P(zm,s)  pocosenhs(L — xp,)/co
Qa(s) scosh(sL/cy)

(4.193)

Como os zeros sao dados pelas raizes do numerador da Eq.(4.193)), queremos deter-

minar s, onde s = a + bj tal que:
poco senh s(L — x,,,)/co = 0. (4.194)
Sabendo que pgcy # 0, queremos determinar s tal que:

senh s(L — x,,)/co = 0. (4.195)

Das propriedades das fungoes hiperbélicas temos que senh(z) = — Entao,

es(L—wm)/co _ e—s(L—xm)/Co
2

senh (s(L — x,,)/co) =
_ % [es([,fzm)/co _ 6*S(L*$m)/00} . (4196)

Substituindo s = a + bj na Eq.(4.196|) segue que:

6s(L—;Bm)/co a+b3)[(L—zm)/co]

el
—  pl(L=am)/col+bj[(L=2m)/co]

_ pall—am)/eo] . bil(L—zm)/eo]

= edll=zm)/eolicos(b(L — ) /co) + jsen(b(L — x,)/co)]  (4.197)

e—s(L—xm)/co a+bj)[(L—2m)/co]

6_(
e~ l(L=am)/co]=bj[(L—am)/co]
pal(L—am)/eo] | g—bil(L—2m) /co]

= e olll=zm)/co] [cos(b(L — x,,)/co) — jsen(b(L — x,,)/co)]

(4.198)

onde, a tltima igualdade das Eqs.(4.197) e (4.198)) foram obtidas aplicando a Relacao de

60



Euler:

% = cosf + jsend. (4.199)

Entéao, substituindo as Eqs.(4.197) e (4.198) na Eq.(4.196|) segue:

- e[a@;iowm] ‘ (COS [b(L;zm)] + jsen [b(L;xm)])
[S(L — xm)} 1 ? 0
senh | ——| = =
Co 2 a(L—2m)
_e[iTm] . (COS |:b(L_:Cm):| _jsen |:b(L_$m)i|>
L co co
(] ) )
1
- 5 a(L—zm) a(L—xm)

+ (6[ i + e[_ <0 }) - jsen [”(L;—Oxm)]

L—x, b(L — x,,
+ jcosh [a( ’ )] sen [ (L-z )} . (4.200)
Co Co
Temos que senh [S(L;—fm)] é um nimero complexo. Entao, senh [S(L;—Oxm)] é zero se,
e somente se, as partes real e imaginaria forem nulas. Ou seja, se e somente se:
senh [G(L;Dxm)] cos [b(LZf’")] = 0
(4.201)

cosh [a(LC;O“T’")} sen [M] =0

co

Da Eq.(4.201) temos que:

a(L — x,,)

L—x, .
cosh [M} > (0, sempre, pois {
Co Co

|er

Agora,
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L—x,
Co

£ 0.

a(L —x .
senh {M} =0, se, somente se, a = 0, pois
Co

Entao, Eq.(4.200) é zero se, e somente se,

b(L — xp,
azOesen[( x)}:()
Co
se, e somente se,
b(L — xp,
a=0 e ( x):lm, ke Z
Co
se, e somente se,
cokm
a=0, e b= , keZ e L —x, #0.
L—x,

Veja que: se a # 0, entdo senh [%} # 0. Como cosh [G(Lc;oxm)} > 0 sempre,

devemos ter:

cos {MC;O‘T”‘)] =0 e sen [M} =0 (4.202)

Co

mas isto é impossivel. Entao, sendo s = a + bj, as raizes da Eq.(4.194)) sao da forma:

Cokﬂ' .
= ke Z. 4.203
T Lz < ( )

Portanto, os zeros da funcao de transferéncia dada pela Eq.(4.193)) sao da forma:

k
Sk = ol j rad/seq, k € Z. (4.204)
L—x,,
Ou ainda: "
S, = iLCO T rad/seg, k € Z7,. (4.205)

Agora, os polos da Eq.(4.193)) sdo dados pelas raizes do denominador. Entao, que-

remos determinar s onde s = a + bj tal que:

s cosh (-) = 0. (4.206)



Temos que:

cosh(z) = 5 (4.207)
Entao,
sL/co —sL/co
cosh (sL/cy) = ‘ —;6
1
= 35l eslleo 4 gmslieo ], (4.208)
Da Eq.(4.208) e aplicando a relacao de Euler obtemos:
6sL/co — e(a+bj)L/co
— eaL/coerjL/co
_ eaL/co . ebjL/co
= e/ [cos(bL/co) + jsen(bL/co)]. (4.209)
e—SL/Co 6—(a+bj)L/co
— efaL/cofbjL/co
_ 6faL/co . efbjL/co
e~ /o Jcos(bL/cy) — jsen(bL/cy)]. (4.210)

Substituindo Eqs.(4.209) e (4.210) na Eqgs.(4.208), obtemos:

et/ . (cos(bL/co) + jsen(bL/cy))

cosh[sL/cy] =
et (con(bL ) — fsen(bL )

(eaL/Co + e*aL/CO) -cos(bL/cy)

DN | —

1 (eaL/co _ e—aL/CO) - jsen(bL/co)

L bL L bL
= cosh <a_) cos <—) + jsenh <a_) sen (—) . (4.211)
Co Co Co Co

63



Entao,

L L bL L bL
s cosh (S—) =5 [cosh (a_) cos (—) + jsenh (a_) sen (—>] : (4.212)
Co Co Co Co Co

Assim, scosh <%> = 0 se, e somente se s = 0 ou cosh (%) = 0. Como cosh (%)

¢ um numero complexo, segue que cosh (%) = (0 se, e somente se, as partes real e

imaginaria forem nulas. Isto é, se, e somente se
cosh <%> cos (b—L>
co [&0]
senh <%> sen (b—L>
o o

Como cosh (%) > (0 sempre. Entao, Eq.(4.213)) é igual a zero se, e somente se,

bL
a=0 ecos|{— ) =0,
Co

bL s
— =2k-1)=, keZ
CO ( )27 e )

0,
(4.213)
0.

se, e somente se,

se, e somente se,

TCy

a=0 e b:(2k—1)2L,

keZ,L+0.

Observe que se a # 0, entao senh (%) # (0. Como cosh (%) > 0, devemos ter:

bL bL
cos (—) =0 e sen (—> =0, (4.214)
Co Co
0 que nao acontece.

Segue que, as raizes da Eq.(4.206) sao da forma:

TCo .
=0 = (2k—1)— ke 7.
s ou s=( )2Lj, €

Portanto, os polos da funcao de transferéncia dada pela Eq.(4.200)) sao da forma:

TCo

j rad/seg, k€ Z. (4.215)
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Ou ainda:

A tabela (4.1) apresenta os resultados das frequéncias de ressonancia observada ex-

perimentalmente pelos autores [12] e as frequéncias obtidas analiticamente neste trabalho

TCo

sp = £(2k —1)——7j rad/seg, k€ Z’.

com as Eqs.(4.205) e (4.216)), para a configuragido de duto com extremidade aberta a

direita.

Os parametros considerados para os célculos analiticos sao os mesmos apresentados

na secao [A.1]

Tabela 4.1: Comparacao das frequéncias analitica e experimental para o duto com

2L

extremidade aberta.

Mode Polos (Hz) Zeros (Hz)

No. | Analitico | *Experimental || Analitico | *Experimental
1| £24,09; 99,07/ 96,77/
5 | £72,2j 82,904 198, 1§ 191, 2/
3 | £120,4; 131,35 987,25 983,45
4 +168,67 +172, 85 +396, 25 +377,85
5 | £216,8; 921,25 495,35 476,97
6 | £265,05 | +264,9j 594, 4] 571, 4
7 +313, 15 +315,67 +693, 57 +668, 27
8 +361, 35 +359, 25 +792, 55 +767,25
9 4409, 57 4407, 87 +891, 675 +857, 15
10 +457,79 +453,97 4990, 75 +951, 65
11 +505, 97 +502, 37 +1089, 87
12 | 554,15 546,07 1188, 8)

13 +602, 35 4599, 05 +1287,97
14 | £650.45 | +638,2j | +1387,0;

15 4698, 67 4695, 87 41486, 17
16 +746, 85 +739,65 41585, 17
17 +795,05 +788, 05 +1684, 27
18 | +£843,2] | 483415 | £1783,3)

19 | 891,45 884,75 1882, 45
20 | £939,5; | +923,9; | +1981,4;

*Resultados obtidos pelos autores [12]
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4.2.7 Caso 4: Sistema Alto-falante - Duto 4+ Microfone

Uma vez estabelecido o modelo matematico para o duto, pode-se obter as func¢ao
de transferéncia total para a configuracao de duto com extremidade aberto e fechado a
direita. Esta corresponde a funcao de transferéncia do alto falante juntamente com as

funcoes de transferéncia do duto e do microfone, conforme ilustrado na Figl4.12)]

| Funcio DE TRANSFERENCIATOTAL |

FUNCAO DE FUNCAO DE FUNCAO DE
TRANSFERENCIA - TRANSFERENCIA - TRANSFERENCIA
DO ALTO FALANTE DO DUTO DO MICROFONE
Voltagem Voltagem de
aplicado ao saida no
alto falante microfone

Figura 4.12: Funcao de Transferéncia Total.

O modelo do alto falante considerado é a combinacao de um cone do alto falante de
8 polegadas e um amplicador MPA-(100W), que sdo modelados pela seguinte funcao de

transferéncia [12]:

sU(xg,5) k. s?
sz (S) B 82 + 2C-'L'sw1'ss + W%S 7

(4.217)

onde u(xg,t) é a velocidade da particula na localizagdo no ponto xg, v, (t) a tensdo

aplicada ao alto falante e k,_, w,, (.. sao os parametros de identificacao do alto falante.

Os microfones sao normalmente considerados como elementos lineares nas frequén-
cias de interesse. Neste trabalho, o microfone utilizado tem uma sensibilidade de —65
dB (0 dB = 1V/ubar = 10V/(N/m?) entre 70 Hz - 161 Hz. Adota-se para o modelo
do microfone um ganho de 0,0056V/(N/m?) em que este ganho representa a fungio de

transferéncia do microfone [12].

Dessa forma, a funcao de transferéncia total F'T},, ¢ dada por:

sU(xs,s) P(am, s)
Vi, Qals)

FToota1 = -0, 0056. (4.218)

66



Substituindo a Eq.(4.191)) na equacao acima:

k. s Pz, s)

FT = )
total 82 + 2C:c5w:css + W%S Qa<3)

-0, 0056. (4.219)

Considerando os valores dos parametros de identificacao do alto falante:
ky, = 0,15, w,, =2740r/s, (., =0,25 (4.220)

e, substituindo na equacao Eq.(4.217)), escrevemos a func¢ao de transferéncia total na

forma:
8,4 x 107152 Pz, s)

Flipta = :
Rl T2 A0 + 640072 Qa(s)

(4.221)

A seguir, serao apresentadas as funcoes de transferéncia total para as configuracoes
de duto com extremidade direita aberta e fechada. Além disso, as fun¢oes de transferéncia
dos dois modelos de dutos foram simuladas em Matlab e os graficos das respostas em

magnitude e fase apresentados.

4.2.7.1 Duto Aberto

Para a configuracao de duto aberto dada pela Eq.(4.193)), a funcao de transferéncia

total tem a forma:

8,4 x 107452 pocosenh s(L — x,,)/co
s? +407s + 640072 scosh(sL/cy)

FTiga = (4.222)

A implementagao da Eq.(4.222)) é ilustrada na Fig}d.13| Esta representa as respostas

em magnitude e fase para o duto com extremidade aberta a direita.
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Fungdo Transferéncia Total
50 T T T T T T
: : : Duto Aberto 4 Direita
= . :
= 0 P P X S S
i)
=3
= : : : :
= ; { b :
g A0k ........... ey , .......... .......... .........
= : : : : : :
-100 1 I i 1 I 1
a 100 200 300 400 500 500 700
Fregquéncia (Hz)
200 T T T T T T
: ] Duto Aberto & Direita
%: 1DD P | ........... FEEEEEEEEE T -
z :
L]
[T
i)
=3
=)
=
[=23
=
T ]
2200 1 1 i 1 1 |
a 100 200 300 400 500 500 700
Frequéncia (Hz)

Figura 4.13: Respostas em magnitude e fase da funcao de transferéncia total para o
duto com extremidade aberta a direita.

4.2.7.2 Duto Fechado

Para a configuracao de duto fechado, dada pela Eq.(4.176)), a fungdo de transferéncia
total tem a forma:

8,4 x 107452 poco cosh s(L — x,,)/co
52 4+ 407s 4 640072 ssenh sL/c

FThoa = (4.223)

A implementagao da Eq.(4.223)) é ilustrada na Figl4.14] representando as respostas
em magnitude e fase para o duto com extremidade fechada a direita.

Fungdo Transferéncia Total
50 T T T T T T
: : : Duto Fechado & Direita
= T T
=
i)
=3
=
=
[=23
(T
=
100 I i i 1 I I
a 100 200 300 400 500 500 700
Frequéncia (Hz)
100 T T T T T T
= : : Duto Fechado & Direita
o : :
g D N [ | LD TR EEEEE coua T DR o TR o T
[T
= : : : : : :
% _1DD_ ......... ........... ............ FERE £ CERRE R .......... ......... -
= : : : : : :
=
=
200 I i i 1 I 1
a 100 200 300 400 500 500 700
Frequéncia (Hz)

Figura 4.14: Respostas em magnitude e fase da funcao de transferéncia total para o
duto com extremidade fechada.
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Neste capitulo foram obtidas os graficos das funcoes de transferéncia para a confi-
guracao de duto com fonte sonora na extremidade esquerda. Para fins de comparacao,

estes graficos, em magnitude x frequéncia, estao apresentados na Fig.

Fungéa Transfaréncia Fungéa Transferéncia
50 T T 1 T T T 50 T 1 T T T
: : Duto Aberto & Direita : || Luto Fechado & Direita
= ] Iy - -
2 A T L) S NREY IS Tl ok
o =
E : : : : 2 : : : : :
% Ak HRURTRTRINY KRR ............ s % 1] AR ............ .......................
E : : : = : : : : !
Am | i i | I 1 Am I i i | 1 I
i} 100 200 300 400 00 GO0 70 0 100 200 300 400 a0 GO0 70
Freguéncia (Hz) Fraquéncia (Hz)
(a) (b)
Fungdn Transferéncia Total Fungéo Transfardncia Tatal
50 T T T T 7 T 50 T T T T T T
: : : Duto Aberto & Direita : : | Duto Fechado & Direita
z h ; = : : : " i
| PO OO DO O S DR e h= F : ;
Lif i}
E E
g Z
g _50_ ........................... %
= =
Am 1 1 i | | 1 Am I | i | 1 I
0 100 200 300 400 500 600 70 0 100 200 300 400 500 GO0 a0
Freguéncia (Hz) Fraquéncia (Hz)
(c) (d)
Fungéo Transferéncia
W71 7 T B
§ B b e
§O&JUIJ1 1Rl %\|§Hl
NG AN
g : : : ; : : ; ;
50 ! ! ! : ! L B ¥
40 \ \ I i | I I | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Frequéncia (Hz)
(e)

Figura 4.15: Respostas em magnitude x frequéncia para os casos: (a) Aberto a Direita;
(b) Fechado a Direita; (c) Aberto a Direita; (d) Fechado & Direita; (e¢) com Condi¢oes de
Contorno Arbitrarias
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A Tab. apresenta todas as fungoes de transferéncia obtidas neste capitulo para
as configuracoes de duto com fonte sonora localizada na lateral e na extremidade esquerda
do duto.

Tabela 4.2: Tabela das Funcoes de Transferéncia.

Funcao de Transferéncia
Aberto-Aberto

po senh Sz senh 5(L — x)

) S :Es
Pz,s) B senh SL
Qu(s) po senh Sz g senh B(L — x) S
_ X Tg
B senh 5L ’
Fechado-Fechado
po cosh B cosh (L — )
_ , Ts
Duto com P(z,s) Psenh SL
Fonte -
Sonora na Qls) _ro cosh S, cosh S(L — ) ,T > T
Lateral Psenh fL
Aberto-Fechado:
po senh Bx cosh B(L — xy)
— , L < x4
P(r,s) B cosh L
Qs (s) posenh Sz cosh (L — x) >
_ X Tg
B cosh L ’

Condigoes de Contorno Arbitrarias:

2 2 ( senh Bz cosh BxZg(s) pg senh B(L—xg) | cosh B(L—xs)Z (s)
Pos B - B + s

p0S -
P([L’, S) (ZO(S)ZL(SWQ_’%SQ)%"’(ZO(S)—ZL(S))POScosh,BL y U= Ts

Qb(s) 2.2 ( senh Bzs  coshBxsZg(s) pg senh B(L—x) | cosh B(L—x)Z (s)
Pos B p0s B + s

(Zo(s)Z1(5)82—pds®) *23EE +(Zo(s)—Z1(s))pos cosh BL

, T > T
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Fechado a Direita:

P(zp,s) pocosenh s(L — x,,)/co

Qal(s) scosh(sL/co)
Duto com Aberto a Direita:
Fonte
Sonora em P(xm,s)  pococoshs(L — xy,)/co
uma das Qa(s) ssenh sL/cg
extremidades

Condicoes de Contorno Arbitréarias:

P(zym, 5) _ Z1(s) cosh B(L — x,,) + %ﬁ(hxm)
() Zu(e)BsenhBL 4 s cosh L

PO

Aberto a Direita:
Alto-Falante

8,4 x 107452 hs(L —x,,
+ Duto + Flip = —— 220 8 pocosenh s(L — zpm)/co

s2 + 407s + 640072 scosh(sL/cy)

Microfone

Fechado a Direita:

8,4 x 107452 poco cosh s(L — x,,)/co

FTiga = :
Rl T2 L A0ms + 64007 ssenh sL/cg

A seguir serd feita a modelagem do duto em elementos finitos para a validacao dos

resultados analiticos.

4.3 Modelagem do Duto em Elementos Finitos para Validacao dos Resultados

Analiticos

O modelo numérico foi modelado via método dos elementos finitos (MEF). Utilizou-
se o software comercial ANSYS 16, disponivel na instituicao académica e licenciado para
atividades de pesquisa e ensino. Esta modelagem numérica foi realizada apenas para va-
lidar o modelo analitico quanto as frequéncias de ressonancia encontradas analiticamente

na fun¢ao de transferéncia, visto que nao foi realizada a validagao experimental (nao era
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objetivo deste trabalho).

Nao é objetivo aqui ajustar o modelo numérico ao analitico e vice-versa, nem tam-
pouco realizar um estudo entre as diferencas obtidas entre os dois modelos. Esta compara-
¢ao é apenas para verificar se a funcao de transferéncia obtida analiticamente esta produ-
zindo resultados satisfatérios com o sistema fisico estudado em termos de suas frequéncias
de ressonancia, ou seja, se ambos os modelos reproduzem estas frequéncias em valores pro-

Ximos.

O procedimento numérico via MEF envolve, basicamente, quatro etapas: construgao
do modelo geométrico; geracao da malha de elementos finitos; definicao e aplicacao das

condicoes de contorno e solu¢ao do problema no dominio da frequéncia.

Assumiu-se que o duto uniforme circular possui parede rigida, considerando por-
tanto somente elemento aciistico no modelo, sem interacao fluido-estrutura. Primeira-
mente tratar-se-4 do modelo do duto com as extremidades abertas ou fechadas, uma vez
que a modelagem deste se difere do duto quando considerado um material actstico de

impedancia arbitriria nas extremidades.

Para isto o duto com as dimensoes geométricas descritas anteriormente foi mode-
lado utilizando elementos denominados no software de FLUID30 (fluido actstico 3D) e
SURF154 (para modelar a impedancia de radiagdo na extremidade aberta do duto). Tais
elementos foram definidos com comprimento de 0,04 m para geracao de uma malha que
produza resultados confiaveis (recomenda-se que o elemento tenha tamanho menor que
1/12 do comprimento de onda acistica). O modelo construido possui 7735 elementos e
8736 nos.

O elemento FLUID30 se caracteriza por possuir oito nés com quatro graus de liber-
dade cada: translacoes em z, y e z, e pressao. Para especificar a auséncia ou presenca de
estrutura na interface do elemento se utiliza o parametro KEYOPT(2), disponivel apos
especificagdo do elemento no software. Desta maneira, KEYOPT(2) = 1 define a ausén-
cia de acoplamento entre o fluido e estrutura para o elemento FLUID30, enquanto que
KEYOPT(2) = 0 indica a presenca de uma estrutura na interface do fluido (ANSYS Inc).
Neste trabalho a primeira opgao foi a utilizada (KEYOPT(2) = 1) para caracterizar os
elementos acusticos ao longo do volume do duto implicando portanto na presenca apenas

do grau de liberdade pressao, uma vez que foi assumida a condicao de paredes rigidas.

Para os elementos FLUID30 foram estabelecidas as seguintes constantes (designadas
como Real Constants): Pressio de referéncia igual a 20 x107¢ N/m?, Densidade igual a
1,21 m/s? e velocidade do som igual a 343 m/s. Na extremidade aberta do duto, a qual
irradia ruido para o meio externo, deve-se impor uma condicao de contorno de impedancia

de radiacao. Como a impedancia acustica é definida pela razao entre a pressao acistica e
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a velocidade da particula, o deslocamento do fluido (graus de liberdade de translag¢do) na
terminacao aberta deve ser considerado. Sendo assim, os elementos actusticos da extremi-
dade aberta devem ser modificados para FLUID30 com o parametro KEYOPT (2) = 0
(observa-se nas figuras apresentadas nos resultados, que os elementos modificados no mo-

delo alteram sua cor para roxa). A condigdo de impedancia de radiacao [29] pode ser
expressa matematicamente pela Eq.(4.224)

2
Z, = % @ +5(0,6)kal , (4.224)

onde p é a densidade média do fluido, ¢ é a velocidade do som, S é a area da secao

transversal do duto, k é o niimero de onda e a é o raio do duto.

Como a impedancia de radiagao Eq.(4.224) resulta em um valor complexo, é neces-
sario inserir no ANSYS®) tanto a componente da parte real quanto da parte imaginéria
deste parametro. De acordo com o método utilizado neste trabalho, descrito por [30], a
condicao de impedéancia complexa de radiacao é modelada utilizando o elemento SURF 154
(elemento plano). Para isso, devem ser gerados estes elementos do tipo plano na superficie
da extremidade aberta do duto, justamente onde os elementos aciisticos foram modificados

para FLUID30 com graus de liberdade de deslocamento e pressao em cada no.
A parte real da impedancia de radiacao é modelada utilizando o parametro VISC,
uma propriedade de material do elemento SURF154 (Material Props no ANSYS). Este

parametro ¢ indicado pela Eq.(4.225). A parte imaginéria, Eq.(4.227)), ¢ modelada através
da propriedade ADMSUA (massa adicionada por unidade de area), uma constante (Real

Constants) do elemento SURF 154.

2,,,2
VISC = Re(Z)) = pa4:;” , (4.225)
Im(Z
apMsvA =12 6 61 (4.226)
w

onde w é a freqiiéncia angular em rad/s.

No intuito de simular a fonte sonora foi aplicado um fluxo de massa unitério, de-
nominado no software em questao por FLOW, nos noés localizados exatamente na area
ocupada pelo alto-falante. Esta carga foi aplicada tendo em vista que as particulas do
fluido proximas ao alto-falante se deslocam com uma determinacao velocidade e acelera-
¢ao. A velocidade da particula (m/s) é obtida dividindo o fluxo (FLOW) pela densidade
do fluido.

73



A solucao do modelo foi realizada através de analise harménica na faixa de frequéncia
de 1 a 700 Hz, com incremento de 1Hz. Os valores da pressao acustica (real e imaginaria)

no duto foram obtidos no n6 onde se localiza o microfone (posigao 1,82m).

Um parametro importante entre os dois modelos: o analitico, aqui proposto e o
modelo numérico em elementos finitos, que deve ser analisado é o tempo de simulacao
computacional. Neste trabalho foi utilizado um computador com as seguintes especifica-
coes: Intel Core 15, CPU 2.3 GHz, 6 GB RAM e sistema operacional de 64 bit. O tempo
de simulagao com o software Ansys para simular o modelo do duto na faixa de frequén-
cia especificada foi de 19 minutos e 46 segundos. J& para simular o modelo analitico,
o software Matlab gastou 0,71 segundos. Mostrando portanto a grande vantagem de se

trabalhar com o modelo analitico.

Ja quando se trata de modelar o duto com material actistico inserido em suas ex-
tremidades, o modelo de elementos finitos se difere do descrito acima pelos elementos
utilizados para modelar o material actstico. Neste caso, o fluido acistico continua sendo
modelado com o elemento FLUID30. No entanto, os elementos presentes na posicao onde
h& material actstico, ou seja, os elementos FLUID30 nestas localizacoes precisam rece-
ber uma propriedade de material que especifique o modelo de material aciistico que sera
considerado na solugao. Neste modelo nao é necessario utilizar o elemento SURF154, e
consequentemente nao é necessario atribuir aos elementos fluid30 a condigao de estrutura

presente.

Neste trabalho utilizou-se 0o modelo de material actstico idealizado por [3I]. No
software este modelo é obedece a equacao 4, e é especificado pela linha de comando
TB,PERF,2,DLB. Os parametros de entrada requeridos por este modelo sao: resistividade
ao fluxo (ro), densidade do ar p., velocidade do som no ar (cair), e ainda as constantes
c1, Cg, C3 € C4, 08 quais sao definidos pelos autores como 0.0571, -0.7540, 0.0870 e -0.7320

respectivamente. Note que a impedancia acustica do material é uma funcao da frequéncia

().

Zc = PairCair |:1 + C’1 (pairf) - ng (pairf) :| (4227)

To To

Para fazer a simulagao com condig¢oes de contorno arbitraria no duto, considerou-se
a insercao, na extremidade do duto, de uma espuma de poliuretano com as seguintes
caracteristicas: densidade = 33.9kg/m?, espessura = 25 mm, resistividade ao fluxo =

8445rayls/m. Este material actistico foi caracterizado experimentalmente por [28§].

Para que a malha tenha ao menos um elemento ao longo da espessura do material
actustico, o tamanho do elemento neste modelo foi alterado para 0.025 m. Obteve-se

portanto um total de 21.024 elementos e 23.780ns. Isto fez com que o tempo de simulacao
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aumentasse para 58 min.

4.3.1 Duto com Fonte Sonora Localizada na Lateral - MEF
4.3.1.1 Duto Fechado-Fechado

A Fig{l.16representa o modelo do duto em elementos finitos com fonte sonora lateral

e extremidades fechadas.

Fonte sonora

-~

= H
Fechado % Fechado

Figura 4.16: Modelo de duto em elementos finitos com fonte sonora na lateral.

O resultado do modelo de duto fechado-fechado, em elementos finitos e analitico é
mostrado na Fig[.17]

Func&o Transferéncia Duto Fechado-Fechado - MEF
?0 T T T T T T

H H | H H MEF
L A oo R S Analitico [

Magnitude (db)

230 i i i i i i
0 100 200 300 400 500 600 700
Frequéncia (Hz)

Figura 4.17: Resultado em elementos finitos e analitico
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Observa-se no resultado, analisando a magnitude da resposta em frequéncia, que
o nivel do sinal do método analitico é superior ao MEF. Além disso, existe uma boa
correlacao quanto a precisao da localizacao dos picos de frequéncia em ambos os métodos.

Apresentam maior desvio proximo a frequéncia de 650H Z.

4.3.1.2 Duto Aberto-Fechado

A Figld.18|representa o modelo do duto em elementos finitos com fonte sonora lateral

e extremidades aberta a esquerda e fechada a direita.

Fonte sonora

~

=t==

Aberto Fechado

Figura 4.18: Modelo de duto em elementos finitos com fonte sonora na lateral.

O resultado do modelo de duto aberto-fechado, em elementos finitos e analitico é

mostrado na Fig[4.19

Funcg&o Transferéncia Duto Aberto-Fechado - MEF
50 T T T T T T

MEF
Analitico

Magnitude (db)

i i i i i i
0 100 200 300 400 500 600 700
Frequéncia (Hz)

Figura 4.19: Resultado em elementos finitos e analitico
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Observa-se no resultado que a medida que a frequéncia aumenta hi um amorteci-
mento significativo no modelo numérico quando comparado com o modelo analitico. Isto
se deve ao modelo de elementos finitos, uma vez que estamos modelando a extremidade

aberta do duto com uma absor¢ao sonora dependente da frequéncia (como pode ser ob-

servado nas Eqgs.(4.225)) e (4.226]), ou seja, quanto maior o valor da frequéncia, maior a

absorcao sonora, e consequentemente maior o amortecimento.

Outro ponto importante é que no modelo analitico apresentado nao esta sendo con-
siderado amortecimento no fluido. Um fator de amortecimento &, pode ser incorporado
no modelo analitico adicionando este fator £ ao argumento do seno e cosseno hiperbélico
das funcoes apresentadas analiticamente. Como o objetivo aqui é apenas mostrar que as
frequéncias de ressonancia do modelo analitico coincidem com as do modelo numérico,
entao as curvas nao serao ajustadas, podendo este ser um trabalho futuro. Justifica-se,
portanto a diferenca observada entre as curvas analitica e numérica. No entanto, nota-se
que os valores das frequéncias de ressonincia sao muito proximos, principalmente nas

frequéncias abaixo de 500H z.

4.3.1.3 Duto Aberto-Aberto

A Figl4.20|representa o modelo do duto em elementos finitos com fonte sonora lateral

e extremidades abertas.

Fonte sonora

~

P
Aberto Aberto

Figura 4.20: Modelo de duto em elementos finitos com fonte sonora na lateral.

No resultado apresentado na Figld.21] observa-se que o amortecimento da curva nu-
meérica aumentou com relagao ao modelo anterior, isto se deve a absorcao sonora presente
em ambas as extremidades do duto (ao invés de apenas uma extremidade). Mas este
comportamento nao impede de verificar que as frequéncias de ressonancia calculadas com
o modelo analitico estao préximas em ambos os modelos, validando portanto o modelo

desenvolvido analiticamente.
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Func&o Transferéncia Duto Aberto-Aberto - MEF
50 T ‘ T ‘

MEF
Analltico

Magnitude (db)
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Figura 4.21: Resultado em elementos finitos e analitico.

4.3.1.4 Duto com Material Acustico Poroso em Ambas as Extremidades

No modelo de duto apresentado na Fig/d.21] foi considerado a insercao de espuma,
material actistico poroso, em ambas as extremidades do duto [£.22] Dessa forma, o com-

primento do duto total modelado se mantém 3,58 m.

Fonte sonora

Espuma 1

Espuma

25mm f

25mm

Figura 4.22: Duto com material acistico poroso nas extremidades.

A Figld.23] apresenta o resultado da analise dos dois casos acima.
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Funcéo Transferéncia Duto com espuma nas extremidades
70 T T

. . . . | MEF
i i i i i Analitico
L poeeseeee oo :

Magnitude (db)

0 100 200 300 400 500 600 700
Frequéncia (Hz)

Figura 4.23: Resultado em elementos finitos e analitico.

Neste resultado, observa-se a aproximacgao de ambas as curvas nas frequéncias de
ressonancia. Nota-se também que acima de 400 Hz a funcao de transferéncia obtida pelo

MEF se torna bem mais amortecida que a fun¢ao de transferéncia obtida analiticamente.

Isso deve-se as consideracoes de cada modelo.

4.3.2 Duto com Fonte Sonora Localizada na Extremidade Esquerda - MEF

4.3.2.1 Duto Aberto na Extremidade Direita

A Figld.24) representa o modelo do duto em elementos finitos com fonte sonora

localizada na extremidade esquerda e extremidade direita aberta.

Fonte

Aberto

Sonora ]

Figura 4.24: Duto com fonte sonora na extremidade esquerda e aberto na extremidade
direita.

A Fig[d.25] a seguir apresenta o resultado da andlise dos dois casos acima.
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Funcgdo Transferéncia Duto Aberto na Extremidade Direita
60 T T T T

[ ——wEF
— Analttico

50

Magnitude (db)

| | | | I i
0 100 200 300 400 500 600 700
Frequéncia (Hz)

Figura 4.25: Resultado em elementos finitos e analitico.

No resultado, a influéncia da condicao de contorno no modelo de elementos finitos
imposta na extremidade aberta, pode ser observada mais uma vez, onde a diferenca entre

as duas curvas se acentua conforme a frequéncia aumenta.

Para a configuragao de duto aberto na extremidade direita, a Tab[4.3abaixo, mostra
os resultados das frequéncias de ressonancia numérica, analitica e experimental. Sendo

que as frequéncias de ressonancia experimental foram apresentadas pelos autores [12] na
Tab4.1] do capitulo anterior.
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Tabela 4.3: Comparacao das frequéncias de ressonancia

Freq. ressonancia (Hz) | Erro (%) | Freq. ressonancia (Hz) | Erro (%)
Analitico | *Experimental MEF | *Experimental

24 23

72 83 13,25 70 83 15,66
120 131 8,39 117 131 10,68
168 173 2,89 164 173 9,20
216 221 2,26 211 221 4,52
264 265 0,37 258 265 2,64
311 316 1,58 305 316 3,48
359 359 0 352 359 1,94
407 408 0,24 400 408 1,96
455 454 0,22 AT7 454 1,54
503 502 0,19 495 502 1,39
951 046 0,91 043 546 0,54
999 599 0 591 599 1,33
647 999 1,41 638 599 0
695 696 0,14 688 696 1,14

*Resultados obtidos pelos autores [12]

Analisando os valores apresentados na tabela, pode-se verificar que o erro entre o
modelo analitico e experimental é menor que o erro entre o modelo em MEF e experi-

mental. Isto é uma vantagem para o modelo analitico.

4.3.2.2 Duto Fechado na Extremidade Direita

A Figld.26] representa o modelo do duto em elementos finitos com fonte sonora

localizada na extremidade esquerda e extremidade direita fechada.

Fonte

Fechado

sonora

Figura 4.26: Duto com fonte sonora na extremidade esquerda e fechado na extremidade
direita.

A Figld.27] a seguir apresenta o resultado da andlise dos dois casos acima.
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Funcéo Transferéncia Duto Fechado na Extremidade Direita
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Figura 4.27: Resultado em elementos finitos e analitico.

No resultado mostrado na figura acima observa-se a grande aproximacao entre os
dois modelos, principalmente pelo fato de que neste modelo numérico nao hé a insercao

de absorcao sonora para modelar a extremidade aberta, sendo assim, o duto é modelado

como tendo extremidades rigidas e reflexivas.

4.3.2.3 Duto com Material Actstico Poroso na Extremidade Direita

Neste modelo é considerado a insercao de material actistico apenas na extremidade

direita, visto que na extremidade esquerda esté localizada a fonte sonora.

Fonte

Espuma

sonora T

25mm

Figura 4.28: Duto com fonte sonora na extremidade esquerda e material actstico poroso
na extremidade direira.

A Figl4.29| a seguir apresenta o resultado da andlise dos dois casos acima.
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Fung¢&o Transferéncia Duto com espuma na extremidade direita
?0 T T T T T T

MEF
: Analitico
B0 e e
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0 100 200 300 400 500 600 700
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Figura 4.29: Resultado em elementos finitos e analitico.

No resultado apresentado na figura acima, observa-se que as respostas dos métodos
analitico e MEF apresentam boa aproximacao até proximo de 200 Hz. No entando, o
resultado analitico apresentou uma resposta mais suave quanto a variacao de magnitude,

principalmente quanto aos picos inferiores indicados no MEF.

Nesta secao foram obtidos os graficos via método de elemento finitos para a validagao
dos resultados analiticos. Para fins de comparacao estes graficos sao apresentados a seguir.
Estes correspondem a configuracdao de duto com fonte sonora lateral sendo considerado:
duto fechado-fechado Figf4.30] aberto-fechado Fig[4.31], aberto-aberto Fig/4.32]e duto com
material actstico nas extremidades Fig[.33] A outra configuracao trata-se duto com fonte
sonora na extremidade esquerda sendo considerado: duto aberto na extremidade direita

Figld.34] duto fechado na extremidade direita Fig{4.35| e duto com material actstico na
extremidade direita Fig{4.36]
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Figura 4.36: Resultado em elementos finitos e analitico.

No proximo capitulo serao desenvolvidas as equacoes analiticas da propagacao so-

nora no interior do duto no dominio do tempo aplicando a transformada inversa de Laplace
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nas funcgoes de transferéncia determinadas neste capitulo. Através dessas equacgoes sera

possivel analisar a pressao actustica em cada ponto do interior do duto.
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CAPITULO 5

MODELAGEM ANALITICA NO DOMINIO DO TEMPO

Neste capitulo, sera feito a modelagem analitica no dominio do tempo. O objetivo
é fornecer equacoes capazes de produzir um conhecimento da distribuicdo da pressao
actstica em cada ponto do interior do duto, em um determinado instante quando sujeito

a uma excitacao.

As duas funcoes transferéncia que trataremos neste capitulo sao de interesse pratico,
principalmente quando se trata da modelagem do campo sonoro no interior de um duto
para fins de controle de ruido. Ja vimos no capitulo 1, como principal exemplo de controle
ativo de ruido, o esquema béasico de um controlador ativo de ruido (CAR) denominado
CAR Feedback, ilustrado na Fig[l.7, Este esquema é apresentado novamente, agora na
Fig. apenas para iniciarmos o estudo deste capitulo. Lembrando que nesta figura P(z)
representa o caminho primario, S(z) representa o caminho secundario e, o sinal da pressao
sonora obtido no microfone de erro é de interesse para que o controlador atue no sistema

de modo a reduzir o nivel de ruido neste sensor.

Duto Acustico

Fonte do
Ruido il =~~~ ——~—~~————~— PP2) = = = = = = = |
|
I |
Qa
Alto Falante de' Microfone
Controle b de Erro
Iv(n)
Controlador Feedback| e(n)
CAR

Figura 5.1: Controle ativo de ruido do tipo feedback

Desta maneira, trataremos de dois casos neste capitulo. O caso 1 trata da deter-

minagao da pressao sonora no dominio do tempo (p(t)) no microfone devido somente a
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fonte de ruido localizada na extremidade esquerda do duto. Para isto serd necessario
desenvolver a fungao transferéncia entre a fonte de ruido (Q,) e a pressao p,,(t) no micro-
fone. Note que a extremidade oposta a fonte de ruido serd considerada aberta. A funcao
transferéncia P(z) ja foi desenvolvida no capitulo anterior no dominio da frequéncia (a
qual denominaremos aqui de F'T)(s)), dada pela Eq.(4.193). Portanto, o objetivo sera

utilizar a transformada inversa de Laplace para obter ft,(t).

Ja o caso 2 trata da determinacao da funcao transferéncia S(z) no dominio do tempo
(fts(t)), a qual estabelece a relagao entre a fonte de controle @y, ou seja, a fonte sonora
localizada na lateral do duto e a pressao p,,(t) no microfone. Para este caso, as condi¢oes
de contorno consideradas para o duto acustico é fechado-aberto. A funcao transferéncia
S(z) sera denominada de F'Ty(s) e ja foi previamente desenvolvida no capitulo anterior,
dada pela Eq. considerando apenas a equacao em que x,, < .

5.1 Caso 1: Duto Aberto com Fonte Sonora na Extremidade Esquerda

Duto

Fonte do

Ruido il ———~~~—~———— - > ftlt)— — — — — — — |
I Aberto

Qa

Microfone

1,82m |

Figura 5.2: Duto aberto com fonte sonora na extremidade esquerda.

A partir da Eq.(4.193)), descrita a seguir, aplica-se a transformada inversa de Laplace

para obter a fungdo transferéncia no dominio do tempo (ft,(1)).

P(zm,s)  pocosenhs(L — x,,)/co
Qals) scosh(sL/co)

FT,(s) = (5.1)

Entao, para calcular a transformada inversa de Laplace da F'T,(s), primeiro deter-
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minamos na equagao acima:

senh (s(L — x,,)/co)
scosh(sL/cy)

1 es(L—xm)/co _ e—s(L—zm)/co

s

esL/co + e—sL/co

1 es(fom)/co(l . e*S(L*CEm)/COe*S(L*HCm)/CO)

— g . esL/co(l + e—sL/co e—sL/co)
—2s(L—xm)/c

L e erstfeg L eI

S | + e—2sL/co

1 1— 6—25(L—azm)/c0
_ . 67‘%7"/60.

S 1+ e—2sL/co

1 efsxm/co _ efszm/006f2s(L7xm)/co
- g ’ 1+ e—2sL/co

1 e—SZCm/Co o e—S(QL—JCm)/Co
- g ’ 14+ e—2sL/co

1 efsxm/co 675(2L71m)/co
= g . [1 T €_2sL/c0 - 1 + e—QSL/co :|

1 —sTm 1 —s(2L—2m)
= — ¢ %0 - —— ¢ <o

—2sL
s (1+ e <o )

= G(s) - e % —G(s) e

onde,

1 Tom B (2L — z,)

G(S) = T 7 —2sL\> - -
s (1 +e z0L> o o

Pela tabela de transformada inversa de Laplace, temos:

1
—
8(1+6 00>

1, setel,
= g(t)Z{

0 , c.c

LYG(s)) = £

onde, I, = [2ka, (2k + 1)a], com k= 0,1,2,... e a = 2L/cy.
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A func¢do ¢(t) é chamada fungdo onda quadrada definida em Como

FT(s) = D@mS) o (Gls) e — G(s) - e )

Qa(s)

entao, aplicando a transformada inversa de Laplace na igualdade acima, temos:

E_I{FTP(S>} = pocoL H{G(s) - e — G- e}
= poco [L7HG(s) - e} — L7HG(s) - e2}]

= ppCo [ﬁ_l{G(S) . e—smm/co} _ E_l{G(S) . e—s(ZL—xm)/co}}

I (G FOE (R PO
Poco [u (t - i—;”) —u (t - 2/36;0%)} g(t). (5.3)

Logo, a fungao de transferéncia entre a fonte de ruido (Q,) e a pressao p,,(t) no

microfone é dada pela equacao:

FLo(t) = poco [u (t - x—m) —u <t - M)} g(t) (5.4)

Co Co

onde, u é a fun¢ao degrau unitario definida em

E importante notar que a funcdo transferéncia obtida no dominio do tempo é de
ordem muito elevada (infinitos po6los), uma vez que a mesma é caracterizada por uma
série geométrica. Isto ¢ de grande importancia pois atribui ao modelo a caracteristica
de duto unidimensional infinito. Devido a esta caracteristica, neste capitulo, o duto
¢ formulado com comprimento muito maior que do capitulo anterior para contornar o
efeito fisico imposto por esta modelagem matematica. Por conveniéncia adotou-se um

comprimento igual 1000m.

De posse da fungao transferéncia ft,(t), pode-se considerar uma determinada en-
trada q,(t) em m/s? que corresponde a aceleragao da particula nas proximidades da fonte,
para se obter a pressao sonora, p,,(t), em uma determinada posi¢ao (z,,) para o microfone.
Para isto, é necessario calcular a convolugao entre a entrada ¢,(t) e a fungao transferéncia

ft,(t). A posic@o considerada para o microfone é z,, = 1.828m.
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A fonte sonora considerada é tonal em 250H z localizada na extremidade esquerda,
a qual possui amplitude de deslocamento da particula igual a 1,5 x 107 m, o que corres-
ponde a aproximadamente uma pressao sonora de 1Pa rms, uma vez que a pressao sonora

se relaciona com o deslocamento da particula através da Eq.(5.5) [32]:
pressao = rwrycy (5.5)

onde, x é o deslocamento da particula em metros, w é a frequéncia angular.

Portanto, ¢,(t) é dada por:
qa(t) = zw?sen(wt). (5.6)

O fluido no interior do duto possui velocidade do som igual a 343m/s e densidade
igual a 1.21Kg/m3.

Para este caso, encontra-se com facilidade na literatura classica da area ([33], [23]),
a solugao harmoénica da onda sonora unidimensional obtida a partir da solucao da equacao

da onda, para a validacao da ft encontrada.
p = (zwroco)cos(w(t — z/co)). (5.7)

No entanto, é importante ressaltar que Eq.(5.7)) é valida apenas para comportamento

harmonico da onda sonora.

J& a pressao sonora estimada usando a funcao de transferéncia desenvolvida neste
trabalho, pode ser obtida a partir de qualquer tipo de fonte sonora, seja ela harmonica, do
tipo degrau, rampa, ruido branco, etc. Esta é a vantagem de se ter a funcao transferéncia

no dominio do tempo.

Para ilustrar os resultados gerados, utilizou-se o software Matlab para gerar o grafico
da func¢ao de transferéncia dada pela Eq., via transformada inversa de Laplace ilus-
trado na Figl5.3] o grafico da pressao sonora estimada a partir da funcao de transferéncia
dada pela Eq.(5.4) no dominio do tempo entre p,,(t) e gq(t) conforme a Fig. e o
grafico da pressao sonora no microfone estimada via equacao da onda, dada pela Eq.
e representado na Figl5.5
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Fung&o Transferéncia
Tempo (s)
e qu(t).
Pressdo Sonora estimada via fungdo transferéncia

ZS/Wjed) apnyduy

(ed) apnyjdury

Figura 5.3: Funcao transferéncia obtida via transformada inversa de Laplace entre p,,(t)

éncia no dominio do

de transfer

a0

Tempo (s)
tempo entre p,,(t) e q,(t).
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timada utilizando a fung

Figura 5.4: Pressao sonora es



Pressdo Sonora estimada via equaco da onda

Amplitude (Pa)

Figura 5.5: Pressao sonora no microfone estimada via equagao da onda.

Analisando as Figs[5.4]e observa-se a concordancia entre os resultados validando
a funcao transferéncia obtida aplicando a transformada inversa de Laplace. Analisando
também a Fig[5.4] observa-se que a pressao sonora inicia seu comportamento oscilatorio
em 0.0053 s, como pode ser observado na Fig[5.6] Ou seja, exatamente o tempo necessério
para que o som na velocidade de 343 m/s percorra a distancia de 1.822 m, a qual é a

posicao do microfone com relagao a fonte sonora.

Presséo Sonora estimada via fungéo transferencia

Amplitude (Pa)

I X 0.005371 |
; Y- -09702

-1
-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
Tempo (s)

Figura 5.6: Inicio da oscilagao do sinal mostrado na Fig. 5.4
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5.2 Caso 2: Duto Fechado - Aberto com Fonte Sonora na Lateral

Neste topico a transformada inversa de Laplace é aplicada na Eq.(4.109) desenvol-
vida no capitulo anterior a fim de obter a funcao transferéncia no dominio do tempo do
caminho denominado secundario, conforme mostrado na Fig.. E importante notar que

para a configuracao apresentada, x,, < x,.

Duto

Fonte do
Ruido il — -~~~ ~—~~—~=———— - > fift)— — — — — — - |

- T
Microfone

1,82m |

Aberto

Figura 5.7: Duto fechado-aberto com com fonte sonora na lateral.

Considerando a Eq.(4.109)) apresentada novamente abaixo, porém denotada agora

por FT,(s).
P(z,s)  posenh Bz cosh B(L — x)

T Quls) G cosh AL

Queremos determinar a fungao transferéncia (fts(¢)) no dominio do tempo. Para

FTy(s) (5.8)

isto, fazemos (§ = % e obtemos:

P(p,, s) senh(si[;") cosh(s(L — xs))

FTi(s) = Qb—(s) - TP scosh(%)

(5.9)

Para calcular a transformada inversa de Laplace da Eq.(5.9)), note que:

gZm _gtm S(L—IS) + 7S(L_zs>
STm e 0 —e €0 e co e co
h|{— h(s(L —z5)) = - - .
sen ( ” >cos (s( T4)) ( 5 ) ( . >

1 [ eS(L_x,S+x’VVL)/CO _|_ e_S(L_mS_I‘"L)/CO ]

4

_es(L—xs—xm)/co - e—s(L—:cs-i-:cm)/co

= senh(s(L — x5 + z,,)/co) — senh(s(L — x5 — x,,)/co)-
(5.10)

Assim, para calcular a transformada inversa de Laplace da EqJ5.9] basta calcular a

transformada inversa de Laplace da equacao:

senh(s(L — x5 + 2,,)/co) senh(s(L — x5 — 24,) /co)
sL — Poco sL
scosh(%) s cosh(27)

— | PoCo (5].].)
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Podemos simplesmente chamar z;—x,, := y,, para a primeira parcela da Eq.(5.11)) e
Ts+ Ty = Zy para a segunda parcela. Dessa forma, o cilculo da transformada inversa de
Laplace funcao de transferéncia dada pela Eq. segue diretamente os passos da Eq.(5.2]).

Entao,

(5.12)

Portanto, a funcao de transferéncia no dominio do tempo (ft4(t)), a qual estabelece
a relacao entre a fonte de controle (), ou seja, a fonte sonora localizada na lateral do duto

e a pressio p,,(t) no microfone é dada pela equagao:

a0 = -t 2) o e 22

+p0co [u (t - ZC—’:) —u (t - Mc;oz’”)} 9(t)

onde, u ¢ a funcao degrau unitario definida em e g(t) a fungdo onda quadrada
definida em [A-3.21

(5.13)

A fonte sonora (, tem as mesmas caracteristicas descritas no caso 1, ou seja, QQ, =

Q.. E uma fonte tonal em 250H 2z com deslocamento da particula igual a 1,5 x 105 m.

A Figl.§ ilustra a funcao transferéncia dada pela Eq.(5.13)) estimada no dominio
do tempo entre p,,(t) e g(t).
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Figura 5.8: Fungao de transferéncia no dominio do tempo entre p,,(t) e gy(t).

A Figl5.9 ilustra a pressao sonora no dominio do tempo na posi¢do do microfone,

estimada a partir da fung¢ao de transferéncia dada pela Eq.(5.13) e a fonte sonora g,(t).

Pressdo Sonora estimada via funcéo trans &rencia

iy
|

s
4

-

o=
n

-DE

Armplitude (Pa)

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 ] 09 1
Tempo (3)

Figura 5.9: Pressao sonora estimada utilizando a fun¢ao de transferéncia no dominio do
tempo entre p,,(t) e qy(t).

Analisando o inicio do sinal mostrado na Figl5.9) conforme apresentado na Figl5.10]
pode-se observar que no instante de tempo 0,001709 s a onda sonora proveniente dire-
tamente da fonte sonora atinge o microfone de 0 s até 0,001709 s, o percurso percorrido
pela onda sonora corresponde a 0,6 m. No periodo de tempo entre 0.001709 a 0, 008789 s,

a pressao sonora obtida no microfone se refere apenas a onda diretamente da fonte g,(t).
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No entanto, quando o instante de tempo ¢ igual a 0,008789 s, a amplitude aumenta, ou
seja, hé interferéncia de ondas, entre a onda proveniente diretamente da fonte sonora e da
onda refletida pela extremidade fechada. Veja que o instante de tempo igual a 0,008789

s, corresponde a um percurso de aproximadamente 3 m (1,22 m + 1,82 m).

Pressao Sonora estimada via fungéo transferencia

T T T T T T T
T U U A O S - SOOI S S O Pt S . (SR
O S {10 O
SR ) NS PSSP JSUSSSNS S S S SO PR 1 8 O O
R R R 0 O A L W 1
X 0.008789
: : 3 Y:-0.9946 3 3 :
e P RInes frmmeefenes e I\j S R o
A5kt LI A Y S
X 0.001709
Y:-1.04
I S T, . gt fooeoeioo.] T [ [ I i
-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

Tempo (s)

Figura 5.10: Inicio da oscilagao do sinal mostrado na Fig.5.10.

Por se tratar de um modelo com configuracao especifica, a validagao deste com
outro modelo analitico nao sera realizado por nao se encontrar tal equacionamento com
facilidade na literatura, tal como no caso 1. No entanto, o resultado apresentado na

Figl5.10)/demonstra a validade dos resultados de acordo com a fisica envolvida no processo.

96



CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS

6.1 CONCLUSAO

Neste trabalho foi feita uma revisao bibliografica de pesquisas desenvolvidas na area
de modelagem analitica em dutos. Durante a revisao, observou-se uma certa dificuldade
em encontrar trabalhos cientificos que tratam especificamente da modelagem matematica
da propagacao sonora em dutos. Muitos deles apresentam uma modelagem voltada para
uma determinada aplicacao especifica e além disso, partem de modelos mateméticos e

equacoes ja determinadas.

Dessa forma, nesta dissertacao, foram apresentados todos os célculos necessérios
para obtencao do modelo matematico que caracteriza a propagacao das ondas sonoras em
dutos actusticos. As equacoes foram desenvolvidas detalhadamente para que as anélises,
por exemplo, das caracteristicas de transmissao das ondas sonoras bem como seu com-
portamento fisico e actustico, da simulagao em um computador da dinamica do sistema,
das informacoes das caracteristicas do sistema através da observacao dos polos e zeros
das funcoes de transferéncia e, ainda, da pressao sonora em qualquer ponto no interior do

duto, sejam realizadas com mais rigor e precisao.

Os conceitos basicos e fundamentos matematicos das caracteristicas de propagacao
de ondas planas se propagando em dutos circulares, de pequenas dimensoes transversais,
em meio estaciondario inviscido, foram apresentados com o objetivo de contribuir para

entendimento dos capitulos que tratam da modelagem matematica no duto.

Foram estimadas as fungoes de transferéncia (F'T) entre a fonte de ruido e o micro-
fone, localizado no interior do duto para determinadas configuracoes e condig¢oes contorno,
utilizando o método de transformada de Laplace, a partir da equacao da onda. O estudo
analitico dessas funcoes, por exemplo, para configuracao de duto com extremidade aberta

e fonte sonora na lateral, observando polos e zeros para analisar as frequéncias de resso-
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nancia, quando comparadas com as frequéncias de ressonancia obtidas experimentalmente

pelos autores [12], apresentaram 6tima aproximacao entre os dois resultados.

Considerou-se o modelo de elementos finitos para comparacao dos resultados analiti-
cos validando a funcao de transferéncia. Com o métodos de elementos finitos observou-se
concordancia entre os resultados. Por exemplo, verificou-se uma excelente aproximacao
quanto a precisao da localizacao dos picos de frequéncia em ambos os métodos, quando se
analisa a funcao de transferéncia para duto fechado-fechado em elementos finitos e anali-
tico, com fonte sonora localizada na lateral do duto. Ambos os modelos mostraram boa
abordagem, embora a condi¢ao de contorno aberto adicione algumas diferencas quando

do aumento da frequéncia de anélise.

Para contribuir ainda mais com estudo do CAR, este trabalho apresentou uma for-
mulacao analitica para estimativa da pressao sonora no dominio do tempo no interior
do duto. Partindo das func¢oes de transferéncias no dominio da frequéncia, utilizou-se a
transformada inversa de Laplace obtendo assim as funcoes de transferéncia para a esti-
mativa da pressao sonora em determinada localizacao do duto, devido a uma fonte sonora
caracterizada pela sua velocidade e volume. Validada através do método de elementos

finitos.

Em geral, todos os resultados obtidos foram satisfatérios e muito importantes em

relacao ao que foi a proposto neste trabalho.

6.2 TRABALHOS FUTUROS

Destaca-se que o modelo matematico apresentado pela Eq.(4.193), apresenta um
nimero infinito de polos e zero. Entao, tal modelo nao é adequado quando se pensa em

projetos de controle que requerem modelos de dimensao finita.

Para a obtencao de modelos de dimensao finita sao apresentadas como sugestao duas
técnicas baseadas no modelo de dimensao infinita. Sao as técnicas: Expansao por série

de Maclaurin e a Representagao modal.

Outro ponto a ser sugerido é que as curvas de frequéncia de ressonancia dos modelos
analitico e numérico sejam ajustadas. Ja que o objetivo aqui foi mostrar que os graficos
das frequéncias de ressonancias obtidas a partir dos modelos analitico € numérico estao

préoximos um do outro.
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APENDICE A

DEFINICOES E CONCEITOS MATEMATICOS

A.1 Transformada de Laplace

Definigao A.1.1 (Transformada de Laplace). A transformada de Laplace de uma fun¢ao
f(t), denotada por F(s) = L{f(t)} é definida da seguinte forma [34):

L{0) / 0 (A1)
onde,
f(t) € a fungao do tempo t, tal que f(t) =0 para t <0,
s € a varidvel complera denominada varidvel subsididria,
L ¢é o operador de Laplace,

F(s) é a transformada de Laplace de f(t).

A.1.1 Propriedades das transformadas de Laplace

Propriedade A.1.1.

L{af(t) £eg®)} = al{f)}+eal{g(t)}

(A.2)
= 1 F(s) £ cG(s),
onde c1 e cy $ao constantes.
Propriedade A.1.2.
L{f(1)} = sF(s) - F(0). (A.3)
Propriedade A.1.3.
LA{f"(t)} = s*F(s) — sf(0) = £'(0). (A.4)
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Definicao A.1.2 (Transformada Laplace inversa). A transformada inversa de Laplace
de F(s) designada por L~ {F(s)}, € outra fungdo f(t) com a propriedade que L{f(t)} =
F(s). Isto é, o processo matemdtico de se passar de uma expressao com varidvel complezxa

para expressio no tempo de modo que L~ {F(s)} = f(t) [34)]

A.2 Delta de Dirac

Definicao A.2.1 (Delta de Dirac). A "funcdo"delta de Dirac € definida por meio das

sequintes propriedades:
0 0
5@»:{ o7 (A.5)

oo, =20

/m5@M$:1 (A.6)

onde, —00 < x < oo € um real. Nao define a "fungdao"delta para argumentos complexos[35)].

A "funcao" delta em (A.2.1) definida nas Eqgs.(A.5) (A.6) é aplicada em z = 0.

Podemos generalizar para o caso em que ¢ aplicada em x = a:

5(x—a)—{ 0, z#a (A.7)

00, T=a

/00 d(z)dr =1 (A.8)

oo

A rigor 0(z) nao é uma funcao, e sim o que chamamos de distribui¢ao, ou funcao
generalizada. Por exemplo, se §(0) é igual a infinito, se interpretarmos a integral em (A.6)
no sentido de Riemann, como o limite de uma soma, chegariamos a um resultado também
infinito, ao invés de ser igual a um. No entanto, para muitas aplicacdes (x) obedece as

regras do calculo aplicaveis a fungdes bem comportadas. (VIANA, 2013).

Assim, seja f(x) uma fungao "bem-comportada”, ou seja, satisfaz a defini¢ao classica

da definicao de funcao. Entao vale a seguinte propriedade:
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A.2.1 Propriedade do delta de Dirac

Seja f(x) uma fungdo "bem-comportada, ou seja, satisfaz a definicao classica da

definicao de funcao. Entao,

/Oo 5(z — a)f(x)dz = f(a). (A.9)

A.2.2 Propriedade do delta de Dirac (Para sub-intervalos finito da reta real)

Seja f(x) uma fungao "bem-comportada", definida no intervalo [c,d] da reta real.

Entao,

d B fla) , seac€]ed
/C 5z — a)f(x)de = { A (A.10)

A.2.3 Derivada do delta de Dirac

Embora §(z) nao seja uma funcdo, no sentido estrito da palavra, é possivel dar a
ela uma interpretacgao rigorosa (na teoria das distribuigoes) tal que seja possivel obter a
sua derivada ¢'(z), e usar os recursos do calculo usual para trabalhar com ela. Para isso,
sempre imaginamos que a funcao delta, bem como sua derivada, estejam multiplicadas
por uma fungdo "normal" f(z) e integradas de —oo a co. Portanto, segue a propriedade
fundamental da derivada do delta de Dirac [35].

A.2.4 Propriedade da derivada do delta de Dirac

A derivada de primeira ordem do delta de Dirac é dada por:

/OO 8 (x —a)f(x)dr = —f'(a). (A.11)

—00

Esta propriedade pode ser generalizada para derivada de ordem m do delta de Dirac,

de modo que:

/00 0™z —a)f(x)de = (—=1)"f"(a). (A.12)
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A.2.5 Transformada de Laplace do delta de Dirac

A transformada de Laplace do delta de Dirac é dada por:

LA{5(t—a)}= /000 e "6t — a)dt = e, (A.13)

onde a > 0. Caso a < 0, entdo L{d (t —a)} = 0.

A.3 Convolucao

Definigao A.3.1 (Convolugao de duas fungoes). A convolugao de duas funcoes f(x) e

g(z) é

F(2)  gla) = / " F (gl — t)dt = / " fo — (e, (A.14)
com f(z) % g(x) = g(x) * f(x) 7.

Teorema A.3.1. Se L{f(z)} = F(s) e L{g(x)} = G(s), entao

LA (@) g(x)} = L{f(x)} L{g(x)} = F(s)GC(s). (A.15)

Segue diretamente do teorema que:

Se L7V {F(s)} = f(t) e L7 {G(s)} = g(t), entdo
LH{F(5)G(s)} = f(2) % g(a) = / " F(t)g(e — t)di = / fe - tygtyde. (A16)

Defini¢ao A.3.2 (Funcao onda quadrada). A fun¢ao onda quadrada é a fun¢ao periddica

f(t), repreesntada graficamente por:
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Figura A.1: Funcao onda quadrada. Fonte:|[37]

Definigdo A.3.3 (Degrau unitario). Define-se a fun¢do degrau unitdrio u, = u,(t — a)

para todo t > 0 como

0, 0<t<
ua(t—a):{l’ =t (A.17)

A.4 Tabela das Transformadas de Laplace

A tab.(A.1}Adaptada) pode ser encontrada em [36].

Tabela A.1: Transformadas de Laplace

f(t) = LTHF(s)} | Fs) = L{f(D)}
1. senh(at) =
2. cosh(at) =
3. St —c) e "
4. ucf(t —c) e"“F(s)
4. 1 z
5. | Onda quadrada m
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