~

Universidade de Brasilia

Instituto de Fisica

GUsTAVO GARCIA DE MELO

Universidade de Brasilia - Instituto de Fisica

SIMETRIA CONFORME E COVARIANCIA GALILEANA

BRASILIA
2015



i



UNIVERSIDADE DE BRASILIA

Instituto

de Fisica

GUSTAVO GARCIA DE MELO

SIMETRIA CONFORME E COVARIANCIA GALILEANA

Orientador: Ademir Eugénio de Santana

Coorientador: Sérgio Costa Ulhoa

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAO FINAL DA DIS-
SERTACAO DEFENDIDA PELO ALUNO GUSTAVO GARCIA
DE MELO, E ORIENTADA PELO PROF. DR. ADEMIR EU-
GENIO DE SANTANA.

Dissertagao apresentada ao Instituto de Fisica da
Universidade de Brasilia como parte dos requisi-
tos exigidos para a obtenc¢ao do titulo de Mestre
em Fisica.

BRASILIA

20

15

iii



Ficha catalografica elaborada automaticamente,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

Mb28s

Mel o, Gustavo Garcia de

Sinetria Conforme e Covariancia Galileana /
Gustavo Garcia de Melo; orientador Ademir Eugénio de
Sant ana; co-orientador Sérgio Costa U hoa. --
Brasilia, 2015.

55 p.

Di ssertagdo (Mestrado - Mestrado em Fisica) --
Uni ver si dade de Brasilia, 2015.

1. Gupo Conforne. 2. Covariancia Galileana. 3.
Teoria de Canpos. 4. Fisica Matenmética. |. Santana,
Adem r Eugénio de, orient. Il. U hoa, Sérgio Costa,
co-orient. Ill. Titulo.




“Simetria Conforme e Covariancia Galileana.”

Por

Gustavo Garcia de Melo

Dissertacdo submetida ao Instituto de Fisica da Universidade de Brasilia como
parte dos requisitos para a obtencdo do grau de Mestre em Fisica.

Aprovada por:
Prof. Ad¢mir Eugemo de O{{Ztana
IF/UnB (Orientad

Prof. Ronni Ge aldo Gomes de Amorim
UnB/Gama

Prof Ednardo Paul\%pamol

UNICEUB

Prof. Dr. Fernando de Oliveira Albuquerque
Coordenador de Pés-Graduacao
Instituto de Fisica



Resumo

O objetivo desta dissertacao é explorar uma versao preliminar de uma formulacao covariante
para teorias de campos nao-relativisticas com simetria conforme. Primeiro, revisamos tal simetria
e como se obtém o grupo conforme do espaco de Minkowski. Segundo, revisamos o grupo de
Galilei, que é o grupo de simetria da fisica nao-relativistica, a covariancia e a variedade Galileana.
Por fim, baseando-se em resultados da literatura para férmions unitarios, apresentamos o grupo
conforme da variedade galileana, seus geradores infinitesimais e transformacoes finitas associadas,
tendo os campos escalar e eletromagnético como exemplo.

Palavras-chave: Fisica Matemaética, Teoria de Campos, Covariancia Galileana, Grupo Con-
forme.

Abstract

This dissertation explores preliminary results of a covariant formulation for non-relativistic field
theories with conformal simmetry. First, we review such symmetry and how to obtain the conformal
group of the Minkowski space. Second, we review the Galilei group, which is the symmetry group
of non-relativistic physics, the galilean covariance and the galilean manifold. Finally, based in
available results regarding fermions at unitarity, we present the conformal group of the galilean
manifold, its infinitesimal generators and associated finite transformations, presenting the scalar
and electromagnetic fields as examples.

Keywords: Mathematical Physics, Field Theory, Galilean Covariance, Conformal Group.
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Notacao

x' representam as coordenadas espaciais;

x# representam as coordenadas em espaco-tempos de Minkowski, com métrica diagonal;

24 representam as coordenadas da Variedade Galileana;

r* representam coordenadas no cone de luz.
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Capitulo 1

Introducao

Um sistema de férmions unitdrios é um conjunto de particulas de spin 1/2 que interagem
através de um potencial de curto alcance, ajustado de tal maneira que entre pares interagentes
se forme apenas um estado ligado de energia zero. Quando o potencial se reduz ao de contato,
o sistema se torna invariante por escala, que é uma das simetrias conformes. Esse sistema foi
reproduzido experimentalmente com elétrons de baixa energia [1], através de ténicas de ressonancias
de Feshbach, que confinam atomos frios. Como resultado, um sistema de muitos férmions em baixa
velocidade submetido a auto interagdo requer uma teoria de campos conforme nao-relativistica.
Como primeira tentativa de construir uma teoria desse tipo, Son [2,3] estudou, preliminarmente, a
invariancia de De Sitter da equagdo de Schrodinger, com um andlogo gravitacional ao sistema de
férmions.

A invariancia de escala é uma simetria fundamental na natureza, e nao se manifesta de modo
trivial, j& que uma teoria fisica descreve fendmenos em um intervalo especifico de distancia espacial,
proporcional ao inverso da massa da particula mediadora. Por exemplo, a forga fraca se restringe
ao tamanho da eletrosfera atomica e a forca forte ao espago onde quarks e glions ficam confinados
para formar hadrons. A invaridncia se mantém apenas para interacoes de contato, quando o
comprimento caracteristico é zero, ou quando o comprimento caracteristico é infinito, como sao
o eletromagnetismo e a gravitacao, ja que fétons nao possuem massa, assim como os gravitons,
de acordo com o modelo padrao [4]. No caso de baixa energia, além de férmions unitirios em
fisica atomica, ha outros casos de sistemas fisicos que também sao descritos por teorias de campos
conformes nao-relativisticas. Um exemplo ¢é o caso, em matéria condensada, das transicoes de fase
de segunda ordem em pontos quanticos criticos [5]; outro é, em fisica nuclear, no limite em que o
comprimento de espalhamento de nicleons vai para o infinito [6].

Para cada simetria de um sistema fisico, como a simetria conforme, esta associada uma grandeza
conservada: teorema demonstrado por Emmy Noether em 1915 [7]. Exemplos bem conhecidos
incluem simetrias do espaco e tempo. Assim, quando um sistema fisico é invariante por translagoes
espaciais (homogeneidade espacial) havera conservagdo do momento; se for invariante por rotagoes
(isotropia espacial) haverd conservagdo do momento angular; se for invariante por translagoes
temporais (homogeneidade no tempo) a quantidade conservada é a energia. No caso das chamadas
simetrias internas, o sistema fisico ao ser invariante por transformacoes de calibre (gauge) locais,
haverd conservagao de carga.



A teoria eletromagnética, por exemplo, é conhecida por ser invariante por translagoes e rotagoes
do espago-tempo; e invariante de calibre pelo grupo U(1), ou seja uma teoria de calibre abeliana,
simetria a qual estd associada a conservagao da carga elétrica [4]. Em 1909 Bateman e Cunningham
[8,9] demonstraram, entretanto, que as equagoes de Maxwell sdo invariantes por um conjunto de
transformacoes das coordenadas do espaco-tempo mais abrangentes que a simetria de Poincaré;
conjunto conhecido como o grupo das transformacoes conformes. Estas transformacoes sao mais
abrangentes no seguinte sentido. O grupo de Poincaré é constituido por 10 parametros associado
as simetrias do espaco-tempo 4-dimensional: 4 translagoes, 3 rotagoes espaciais e 3 boosts; por sua
vez o grupo conforme ¢é definido por 15 parametros, que, além das 10 transformagoes de Poincaré,
incluem uma dilatacao global e outras 4 transformagoes chamadas de transformacoes conformes
especiais [10,11]. Essas 15 transformagoes, geometricamente, preservam o angulo formado entre
geodésicas do espago-tempo, incluindo situagoes além da geometria plana [10,11].

O outro elemento das simetrias do campo eletromagnético, o grupo de calibre, inicia-se com
Weyl [12], que propds, em 1918, uma generalizacao da Relatividade Geral em que transformacoes
locais de escala seriam possiveis, na esperanca de abordar com um mesmo principio geométrico a
gravitacao e o eletromagnetismo. Apesar das dificuldades encontradas, sua ideia, conhecida como
invariancia de calibre abeliana, deu origem as teorias de calibres nao abelianas, a base do modelo
padrao da fisica de particulas.

Na medida que novas particulas elementares foram sendo propostas e descobertas, como o posi-
tron, a invaridncia das equagoes passaram a ser estudadas em detalhes. Assim, Dirac [13] mostrou,
em 1936, a invaridncia conforme da equacao de onda para a particula relativistica sem massa de
spin-1/2. Em 1939, Wigner, utilizando o conceito de invariantes de simetrias, encontrou todas as
representacoes unitarias irredutiveis do grupo de Poincaré, estabelecendo a primeira classificagao
geral das particulas subatomicas [14]. Fisicamente, no caso de Wigner, os invariantes sdo a massa,
associada ao quadrado da norma do momento linear, e o spin, associado ao quadrado da norma do
vetor de Pauli-Lubanski [4]. Este procedimento seria extendido com éxito na constru¢ao do modelo
de quarks e gliions com o grupo de calibre SU(3), cujas classificagdes de representacoes permitiram
prever a existéncia de barions até entdo desconhecidos e que foram observados experimentalmente
[15,16].

Mais recentemente, em 1998, Maldacena [17], apresentou o que é conhecido como correspon-
déncia Anti-de Sitter/Teoria de Campos Conforme (em inglés, sigla AdS/CFT). Descoberta no
contexto de teoria de cordas, onde é comum tratar teorias de campos em hipersuperficies imersas
em espacos de dimensoes arbitrarias, tal correspondéncia conjectura sobre conexoes entre a teoria
quantica de campos e a gravitagdo, e em sua forma original relacionava uma Teoria de Campos
Conforme num espago-tempo 4-dimensional a geometria do espago anti-de Sitter em 5 dimensoes.
A medida em que foi estudada, a correspondéncia foi extendida para considerar diferentes situacoes,
como o acoplamento forte num plasma de quarks e glions em cromodindmica [18], a termodiné-
mica de buracos negros [19] e em matéria condensada, onde os sistemas sdo experimentalmente
acessiveis, que ¢ o caso dos férmions unitarios [2,3].

Apesar destas aplicagdes citadas e de trabalhos recentes como o de Son [2], o caso nao-
relativistico das teorias conformes, em particular para equagoes descrevendo sistemas de spin 1
e spin 0, permanencem em muitos aspectos inexplorados, apesar da importancia para a fisica da
matéria condensada. Um procedimento para levar adiante, por exemplo, os resultados preliminares



de Son [2], é explorar a nogao de covariancia Galileana, como introduzida por Takahashi [20] e de-
senvidos ao longos das tultimas duas décadas em varias dire¢oes, como a formulagdo covariante dos
limites nao-relativisticos das equacoes de Maxwell, os chamados limite elétrico e limite magnético
[21,22], a formulagao covariante da Equagao de Schrodinger para particulas de spin 0 [23,24,25] e
a equagao de Pauli-Schrodinger, descrevendo particulas de spin 1/2 [23,24,25], ou ainda a formula-
¢ao covariante do limite p6s-Newtoniano da Relatividade Geral, a chamada gravitacao Galileana
[26,27]. Entretanto, as transformagoes conformes nao foram ainda exploras neste contexto; o que
seria de interesse, como enfatizado acima, para a analise do analogo gravitacional do gas de fér-
mions unitarios. Nosso principal propoésito aqui é desenvolver a formulagao conforme associada
a teorias descritas pela covaridncia Galileana. Especificamente, demostramos que a equacao de
Schrodinger para particulas de spin 0 e os limites elétrico e magnético das equagoes de Maxwell
sao teorias conformalmente invariantes.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No capitulo 2, as transformacoes conformes
sao descritas, iniciando por uma a breve descricao histérica da sua origem na analise complexa,
e a resolucao de problemas de potencial. Prosseguimos entdao a caracterizar as transformacoes
conformes como um grupo de simetria em termos de espacos métricos e quais sdo as consequéncias
fisicas associadas. Sao explorados os geradores de transformacoes infinitesimais e se estabelece a
algebra de Lie do grupo conforme, isomorfo & algebra de Lie de um grupo especial ortogonal (SO).
Dedicamos o capitulo 3 a estabelecer a variedade, o grupo, e a covariancia galileana, que sao a
base da fisica nao-relativistica. Sao apresentadas como aplica¢oes o caso da representacao escalar,
da representacao de spin-1/2, e os limites nao-relativisticos elétrico e magnético das equagoes de
Maxwell. No capitulo 4, construimos a noc¢ao de covariancia conforme a partir do espaco-tempo
Galileano, que é um espago de De Sitter (4,1). Neste caso fica evidente a importancia de utilizar-
mos a noc¢ao de covariancia Galileana. Como aplicacao, inicialmente demonstramos que equacao de
Schrodinger para particulas livres massivas e de spin 0 sao conformalmente invariantes. Na sequén-
cia, mostramos que os limites elétrico e magnético das equagoes de Maxwell sao conformalmente
invariantes. Para deduzir esses resultados, mostramos que a simetria conforme nao-relativistica se
realiza como um grupo SO(5,2). A dissertagdo se encerra no capitulo 5 com as conclusoes finais
e perspectivas futuras.



Capitulo 2

Simetria Conforme

Tendo sua origem mateméatica na Analise Complexa, a Fisica emprega simetrias conformes,
entre outros, em problemas de potencial, como no potencial eletrostatico criado por uma dada
distribuicao de cargas e no escoamento de fluidos em torno de obstaculos. Também ¢é aplicada, e
é o caso desta dissertacao, como uma categoria da Teoria de Campos.

Deve-se notar que a maioria das teorias de campos nao sao invariantes por transformagoes de
escala, nem por transformagoes conformes em geral. As que sao recebem o nome de uma Teoria
de Campos Conforme e sao estudadas em detalhes principalmente em transi¢oes de fase, onde a
teoria se torna invariante por escala no ponto de transicao, e em teoria de cordas, onde a teoria de
campo bidimensional feita sobre a superficie-mundo varrida por uma corda evoluindo no tempo é
uma teoria de campo conforme.

Na se¢ao 2.1 deste capitulo iremos caracterizar as transformacoes conformes do plano complexo
e fazer uma aplicacao tipica em problemas de potencial para o escoamento de fluidos. Na secao
2.2 iremos introduzir de forma sucinta o instrumental basico da dissertacao, fazendo a conceitu-
acao de Grupos e Algebras de Lie e demais conceitos associados. A secdo 2.3 tratard de como
as transformacgoes conformes se comportam do ponto de vista da métrica, e identificaremos os
novos geradores infinitesimais que se unem aos ja conhecidos momento linear e angular do grupo
de Poincaré, que é um subgrupo do grupo conforme. O formalismo bésico que se segue sera ba-
seado em Hamermesh [28] e Hassani [29]. A parte dedicada a simetria conforme serd baseada em
Blumenhagen e Plauschinn [10], Di Francesco, Mathieu e Sénéchal [11], ¢ Wheeler [30].

2.1 Transformacoes Conformes

Sejam duas curvas continuas, ¢; e cg, que se intersectam em um ndimero finito de pontos e
pertencem a um plano xy. Estabelecendo uma transformacao de coordenadas através do par de
equagoes u = u(x,y) e v = v(x,y) pode-se levar de forma tnica pontos do plano xy ao plano uv e
vice-versa, logo ha inversa e trata-se de uma bijecao. Com essa propriedade as curvas c; e ¢y sdo
levadas a outras curvas ¢} e ¢, no plano uv e os pontos de interse¢ao sao mantidos.

O descritivo conforme deste tipo de transformacao se deve ao fato que o angulo formado nos
pontos de interse¢do entre as curvas c¢; e ¢y e o angulo formado nas curvas transformadas ¢} e ¢,
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Figura 2.1: Transformacao conforme entre dois sistemas de coordenadas ortogonais. Imagem
retirada de [10].

¢ 0 mesmo, ou seja, se preservam. Isto estd ilustrado pela figura 1, na passagem de coordenadas
cartesianas (z,y) para coordenadas parabdlicas (u = 2xy, v = z* — y?). Vamos mostrar agora
quais sao as condigdes necessarias para isso.

Seja w(z) uma funcao complexa analitica, com z = x + iy, e que tem u e v como suas partes
real e imaginaria. O jacobiano da transformacao de coordenadas é dado por

J=det " "),
Uy Uy
da analiticidade de w(z) valem as equagoes de Cauchy-Riemann, u, = v, e u, = —v,, logo

J = (u +ul),
e, como w'(z) = u, — iu,, tem-se claramente que
J=|w'(2)%

Dos critérios de analiticidade de fungoes complexas a derivada nao se anula, logo o jacobiano é
sempre positivo, o que concorda com o anteriormente posto de que a transformacao é uma bijecao.

Seja zp algum ponto em que c¢; e ¢y se interceptam no plano zy, wy o ponto correspondente no
plano uv, z um ponto arbitrario sobre ¢; com w sendo seu correspondente em ¢;. Por meio das

relagoes:
[7eY
z—zg =re",
s
w— wy = r'e'”,

dw) _dw

dz dz =2

/
w—wy o
7:761(04 oz)’
zZ— 2 r

—i¢
e 0’
Z2=z0

5



podemos inferir que no limite em que z tende a zy, a tende a (7, que é o dngulo entre a tangente da
curva ¢; em zg e o eixo x. Similarmente o’ tende a wq, mas agora se referindo ao ponto wg na curva
;. Logo a diferenga entre o angulo das tangentes é ¢y = (; — w;. Tomando 2z como pertencente a
curva ¢y e procedendo de forma analoga concluimos que ¢g = (5 — wo. Assim

Cl—C2=w1—w2

e esta demonstrado que o angulo entre as curvas permanece 0 mesmo.

A titulo de exemplo fisico seja u o campo de velocidades do escoamento bidimensional de um
fluido incompressivel (V -u = 0) e irrotacional (V x v =0). Da primeira condigdo existe uma
fungao de fluxo v(x,y) tal que

u = (Oyv, —0,1,0)
=V x (v2).

Da segunda, ha um potencial de velocidade pu(z,y) tal que
u = V.

Ambas abordagens se reduzem a resolver o problema de Laplace para p e v. Pode-se construir
entdo um potencial de velocidade complexo, 2, tal que Q(z) = u + iv, que é uma fungio analitica
que resolve o problema de Laplace e respeita as condi¢oes de contorno originais.

Seja o problema do escoamento contra uma parede plana, matematicamente equivalente ao
fluxo estar restrito ao semiplano superior. Sua solucao é u; = upZ, com u; nulo abaixo da reta
real, sendo fécil verificar que o potencial complexo correspondente é Q;(2) = ugz.

O problema do escoamento contra paredes que formam 90° entre si, matematicamente equi-
valente ao fluxo estar restrito ao primeiro quadrante do plano xy, é possivel de ser resolvido ao
transformar esta condicao de contorno na do problema anterior através da transformacao conforme
w = 2%, j4 que os argumentos serao dobrados e o primeiro quadrante serd levado ao semiplano
superior. Como o problema de Laplace permanece o mesmo em uma transformacgao conforme das
coordenadas o potencial complexo que resolve este problema serd ,(z) = ugz?. O potencial de
velocidade e a funcido de fluxo sdo u = up(z? — y?) e v = 2ugxy, e o campo de velocidades é
u = 2up(x, —y,0).

Vamos agora apresentar os rudimentos de variedades diferenciaveis, tensor métrico e a teoria
de grupos e algebras de Lie necessarios para o estudo de simetrias conformes mais gerais.

2.2 Formalismo basico

2.2.1 Variedades diferenciaveis, tensores e métrica

Uma variedade diferenciavel M é uma colecao de pontos conexos tal que a vizinhanca de cada
um deles é localmente similar a um espaco euclidiano n-dimensional, onde n sera a dimensao
da variedade. Por exemplo, qualquer superficie suave no R? serd uma variedade bidimensional
pois pode ser aproximada por seu plano tangente. Ser localmente similar a um espago euclidiano
significa que, para uma vizinhanca V,, de um ponto m € M, existe uma bijecdo diferenciavel



Om : Vi — R™ chamada mapa, tal que se m for alterado de forma continua em V,, sua imagem
em ¢(V,,) também ird se alterar de forma continua.
Como ¢(m) € R" pode ser definido um conjunto de fungées z#(m) : V,, — R tais que

p(m) = (2°(m), 2" (m), ..., 2" (m)).

Estas sao as coordenadas de m em M. Variedades diferenciaveis entao se tornam de primeiro
interesse pois quando a passagem de uma carta da variedade (¢, V;,) para outra distinta (¢/, V)
for diferenciavel, entao os resultados da analise no R™ podem ser importados. Quando ¢ for k
vezes diferenciavel, a variedade é do tipo C*. Se ¢ for uma funcio real analitica, entdo a variedade
diferenciavel é dita suave e de classe C*°.

Um tensor T ﬁfﬁ;f?%@q com p componentes contravariantes, ¢ componentes covariantes, e ordem
p 4+ q € um objeto matematico definido em variedades diferenciaveis tal que numa transformagao
de coordenadas 2" = f(x*) se transforma como

—— ox'r 9z’ Qx'% ox™ OQx™ Ox™ brba...by
mimsz..mg ; ; 8l’b1 abe ce aaj‘bp agj‘/ml 833/”12 ce al’/mq ning...nqg"
7 (3

Daqui em diante sera usada a convencao da soma de Einstein, onde se soma sobre indices repetidos,
aub“ = CL(]bO + albl + ...+ CLd,Ibdil.

Por exemplo, para dois pontos infinitesimalmente préximos na variedade, z* + dz* e z*, o
diferencial se transforma como um tensor contravariante de ordem 1 pois na transformacao de
coordenadas para x

dz™ = aimdx”.
oxr”

Uma func¢do escalar dependente do ponto da variedade seria um tensor de ordem 0, pois seu
valor ndo muda ao mudarem as coordenadas do ponto, que permanece fixo, enquanto vetores sao
tensores de ordem 1, podendo ser contra ou covariantes. Tensores de segunda ordem podem ser
representados por matrizes quadradas [29]. Campos tensoriais dependentes do ponto da variedade
sao amplamente empregados em Fisica, como o tensor de Faraday no Eletromagnetismo ou o tensor
de momento-energia, que é o termo de fonte do campo gravitacional na Relatividade Geral [12],
o que faz deles e as variedades diferenciais em que estao inseridos objetos-chave para o estudo de
fisica contemporanea.

Algumas propriedas algébricas basicas de tensores sdo:

e Tensores do mesmo tipo podem ser combinados linearmente para criar um novo tensor. Por
exemplo, A% 5 = bB' 5+ cC" 5, onde b e c sdo escalares constantes;

o Tensores de tipos diferentes podem ser multiplicados para criar um novo tensor que possua
o mesmo nimero de componentes contra e covariantes independentes. Por exemplo, A" afy =

“w .

B aCB"N



o Tensores podem ser contraidos uns dos outros e de si mesmos e terem sua ordem reduzida.
Por exemplo, A* = B**C,5,DPE7. Quando um tensor de ordem 2 se contrai de si mesmo
obtemos um escalar que é o trago da matriz que o representa, T} = tr(T" ).

Em uma variedade diferencial com geometria nao-especificada a derivada parcial de um tensor
nao se transforma como um tensor [29], sendo necessario introduzir o conceito de derivada covari-
ante. A titulo de exemplo vamos considerar um campo vetorial V* no R? descrito em coordenadas
polares (r,0), '

V =V'¢
=V + V%,

onde os vetores da base sido 7 = (cos,sinf) e § = r(—sin 6, cosf).

0
arf - O, aef = -,
,
o,0=" Dy p—
r
As derivadas parciais do vetor sao
VO -
OV =0V i+ 0,V +— |0,
r

VTN &
oV = (00" = V)i (o + 22 )6,
r
Definimos entao a derivada covariante D, para vetores contravariantes como
D, V® =0,V* +T%,V°,

onde I'%,, € conhecida como conexao afim ou simbolo de Christoffel. Das derivadas dos vetores da

base vé-se que I'Y , =17 = %, I'"py = —7, e todos os outros termos sao nulos. Assim,
V@
DTVT = 87«VT7 D’rvg = aTv9 + —,
r
VT
DoV’ = 9V — 1V, DyV? = 9,V? + —.
r

Para o caso de coordenadas cartesianas na auséncia de campo gravitacional, como ¢ esta disser-
tagao, a derivada covariante coincide com a derivada parcial usual. Para o estudo das derivadas
covariantes de vetores covariantes, tensores de ordens maiores, mistos ou nao, bem como demais
propriedades algébricas e analiticas de tensores, recomenda-se a leitura de [29].

O interesse especial desta dissertagao é sobre o tensor métrico, um tensor simétrico covariante de
ordem 2. Um tensor com essas caracteristicas permite definir a conexao afim [29], o intervalo entre
pontos da variedade e também a norma de vetores contravariantes. Dois pontos infinitesimalmente
proximos z* + dx* e x* tem sua distancia definida por

ds® = g, (v)dz"dx”, (2.2.1)
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onde g, ¢ o tensor métrico. A norma de um vetor contravariante X* ¢ definida de modo similar,
2 v
X = g (x)X'X".

A Eq. (2.2.1) é a definigdo de elemento de linha. Por exemplo, no espago euclidiano tridi-
mensional descrito por coordenadas cilindricas (r, 6, z) o intervalo entre pontos infinitesimalmente

proximos ¢ dado por
ds? = dr® + r’d6? + dz?

logo a forma do tensor métrico é

1 0 0
gi; = 0 7’2 0
0 0 1

No caso da relatividade restrita o elemento de linha é a definicdo da nocao de intervalo entre
eventos no espaco-tempo [4], a grandeza que se preserva numa transformagio de Lorentz,

ds* = —cdt* + da* + dy* + dz*.

Fazendo ¢ = 1, a métrica deste espago-tempo, conhecida como métrica do espago de Minkowski
M31 ¢ escrita como

100 0
o 100
=10 01 0

0 00 1

Esta métrica indica que o intervalo entre eventos (t4,x4) e (tg,Xp) pode ser:

o Nulo, quando c?(ty — t5)? = (x4 — xp)?, os eventos residem no mesmo cone de luz pois a
informagao poderia ser propagada de um evento a outro via fotons;

« Positivo, quando ¢?(t4 —t5)? < (x4 — xp)?, um intervalo do tipo espago, e os eventos estao
causalmente separados;

« Negativo, quando c*(t4 — tp)? > (x4 — xp)?, um intervalo do tipo tempo, e os eventos
admitem relacao causal.

A ultima propriedade interessante da métrica a ser aqui abordada é que, quando o determinante
de uma métrica g,, ¢ nao-nulo, ela possui uma inversa g"” contravariante que satisfaz

g‘uagal/ - 5,“41”

onde ¥ é a delta de Kronecker. Isto permite [29] efetuar o abaixamento e levantamento de indices
de um tensor. Por exemplo, para tensores T}, e V*,

Tuy — guozTocV’
Vi = 9.V



2.2.2 Grupos e Algebras de Lie

Um conjunto G munido de uma operagao (-) é dito um grupo (G, -) se seus elementos g; € G
satisfazem as seguintes definigoes:

Definigao 2.2.1. Fechamento: Vg1,9: € G, ¢1 - g2 = g3 € G;

Defini¢ao 2.2.2. Associatividade: Vg1, 92,95 € G, 91+ (92 - 93) = (91 - 92) - g3;
Definicao 2.2.3. Elemento Identidade: 47 € G tal que Vg€ G valei-g =g -1 = g;
Definigao 2.2.4. Elemento Inverso: Vg € G, dg7' € Gtalque g- gt =g 1 g =1i.

Quando a operacao é comutativa, o grupo é dito Abeliano. O nimero de elementos em G
determina sua ordem, podendo ser finita ou infinita, e a natureza dos elementos determina se o
grupo é discreto ou continuo. Por exemplo, o conjunto de niimeros complexos {1,i, —1, —i} forma
um grupo abeliano discreto e de ordem finita em relagdo a multiplicagdo. Os niimeros inteiros 7Z
formam um grupo abeliano discreto de ordem infinita em relagdao a operagao de adi¢ao. O grupo
das matrizes reais n-dimensionais de determinante nao nulo, GI(n), forma um grupo nao-abeliano
continuo de ordem infinita em relagao a operagao de multiplicagdo matricial.

O caso de interesse desta dissertagao sdo os grupos a n-parametros finitos continuos. Seja um
elemento a deste grupo denotado por seus parametros, a = (a°;...,a"!) = (a"). Este grupo seré

dito um Grupo de Lie quando

¢ = [f(a;0),

= ... a0, ),

onde f, a operagao do grupo, é uma funcao analitica, podendo assim ser expandida em uma série
de Taylor convergente em termos dos parametros a” e b*. Podemos reescrever os axiomas de grupo
em termos de f como:

o A associativa: para duas transformacoes sucessivas @’ = f(z;a) e 2" = f(2';b), existe um

elemento ¢ = f(a;b) tal que " = f(x;¢).

A existéncia de elemento identidade: existe um "0"pertencente ao grupo tal que x = f(x;0) =

f(0;2);

« A existéncia de elemento inverso: para 2’ = f(z;a) existe um elemento a™' tal que z =

f(a',a™t).

A operacao do grupo é uma funcao analitica, de classe C'°, logo todo grupo de Lie e seus
elementos constituem uma variedade diferenciavel suave. Portanto grupos de Lie possuem estrutura
algébrica, constituindo um grupo e satisfazendo seus axiomas, e possuem a estrutura topoldgica
de uma variedade diferenciavel.

Fazendo z'* = z# + dz* e usando z™* = fA(z°,... 2" 1 6a’, ..., 5a" 1), pode-se escrever dz*

como
daxt = F¥(x)da”,
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onde

Fl'(z) = (8}”2{@{; a)> K

e a = 0 se refere ao elemento identidade. A transformacao infinitesimal de uma funcao J(x*) é
dada por
J(z™) = J(z") + dJ(zH)
0J

— At

=J+ p dx

=J+ (0,J)F}'éa”

= J 4+ i(—iF6a"0,)J

= (1+1i6a"X,) J(z*),

onde os geradores infinitesimais do grupo sao dados por
X, =—iF'o,.

O operador que gera a transformacao finita associada ao parametro a” ¢ obtido pela exponenciacao
de seu gerador infinitesimal [11,12],
AV
X = eza Xl,7

pois este aplicado a J coincide com sua expansao em série de Taylor. A insercao da unidade
imaginaria é feita por conveniéncia, uma vez que em uma representacao matricial o operador serd
explicitamente hermitiano.

Munindo um grupo de Lie, G, com um novo operador bilinear chamado parentésis de Lie, [-, -],
pode-se criar a Algebra de Lie dos geradores infinitesimais, g. Esta dlgebra é um campo vetorial
sobre G [28,29] que satisfaz as seguintes defini¢oes:

Definigao 2.2.5. Bilinearidade: [uX, +vXg, X,| = u[X,, X | +v[X3, X,] e
[Xy, uXo + 0X5] = u[X,y, Xo] + v[ X, Xp];

Definicao 2.2.6. Propriedade Alternante: [X,, X,] = 0;
Definigao 2.2.7. Identidade de Jacobi: [X,, [Xs, X,]] + [X,, [Xa, X5]] + [ X3, [ X, Xa]] = 0.

E tentador associar esta operagio ao comutador de Heisenberg, [A,B] = AB — BA, mas isto
nio ¢ um requisito. Por exemplo, o produto vetorial no R? satisfaz uma dlgebra de Lie. Algebras
de Lie podem existir independentemente de um grupo, assim como dois grupos distintos podem
possuir a mesma algebra. A propriedade de bilinearidade e a propriedade alternante implicam que
o paréntesis de Lie é um operador anticomutativo. No caso de realmente se tratar do comutador
de Heisenberg, obtem-se que

[XOH‘Xﬁ] = CZBX’W
onde Cj5 = —Cj, sdo escalares chamados constantes de estrutura da algebra, que a define de
modo tnico [28,29]. Quando se tratar de um grupo comutativo, as constantes de estrutura serao
nulas. Finalmente, se um conjunto de operadores {C;} comutar com todos os geradores do grupo,
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[Ci, X,,] = 0, entdo estes operadores serao multiplos do operador identidade. Tratam-se dos inva-
riantes do grupo, os operadores de Casimir. Isto é facil de verificar pois a transformagao geral é
dada por exp(ia?X,), que quando expandida em série de poténcias retorna

1
(CoexpliaX,)] = i L+ ia7X, = S (a?P(X)* + .
=0,

j& que cada poténcia comuta com os Cj.
A proxima secao se dedica a generalizar as transformacoes conformes para variedades além do
plano complexo, com especial atencao ao caso do espaco de Minkowski.

2.3 Grupo e Algebra Conforme

Seja g, 0 tensor métrico de um espago-tempo. Uma transformacao conforme das coordenadas

¢ uma transformacao inversivel ' = T'(x) que deixa a métrica invariante a menos de um fator de
escala [10,11],
G (#) = M) gy ()
o' aiL'/B (231)
= oun 0 9010

Com esta definicdo pode-se verificar que a transformacgao conforme preserva angulos, ja que o
angulo formado pela interse¢do de duas curvas com coordenadas a* e b* e suas respectivas curvas
transformadas, a’* e b'*, é dado por

g, (x')da™ db™
(o T P2 G )2
B A(x) g (z)dat db”
 (A@) g (x)dar da”) V2 (A(w) g (@) db da) /2

cos 0 =

Quando A(z) for infinitesimal, a métrica se transforma como

9 (%) = M) g ()
= G () + AN(2) g ().

Quando a métrica se transforma de forma mais geral, g;“, = g + 09, pode-se mostrar [11] que
a acao do sistema, S, varia como

1
65 = 5 / G T"6g,,d%,

onde g é o determinante da métrica, assumida positiva, e T"” é o tensor de energia-momento. Para
a teoria ser invariante por essa transformacao ¢ necessario que D, 7" = 0 [11], onde D,, denota a
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derivada covariante nas novas coordenadas. Como na transformacao conforme dg,, = A(2)g,w, a
variagao da acao é

1
== iz d
58S g/\/ETM)\(:B)dx

Uma vez que A(z) e o dominio de integracao sdo arbitrarios e a agdo precisa ser um extremo temos
que teorias que sao conformalmente invariantes devem ter tensor de energia-momento com traco
nulo, T" = 0.
# ~ ~ . /. .
As transformacoes conformes sao de interesse fisico pois para pontos pertencentes ao cone de
luz, caracterizados na sec¢ao anterior por

ds® = g, datdx”
0,

qualquer que seja a métrica g,, sua multiplicacdo por alguma funcao dependente do ponto do
espaco-tempo sera uma nova métrica que preserva a estrutura do cone de luz. Isto exclui o grupo
formado pelas transformacgoes conformes como um grupo de simetria para uma teoria de particulas
massivas, ja que estas nao podem ser aceleradas até a velocidade da luz.

Da definicao dada pela Eq. (2.3.1) vemos que:

e A composicao sucessiva de tranformacoes conformes é fechada, pois resulta numa transfor-
macao que tambem é conforme;

o H& um elemento identidade, A(x) = 1;
o As transformagoes sdo associativas;

« Elas possuem uma elemento inverso, A(z)™!.

Assim, o conjunto das transformagoes conformes forma um grupo. O grupo das transformagoes de
Poincaré, que tem como métrica original a de Minkowski, é um subgrupo natural que corresponde
a A = 1. Usaremos 7, para a indicar essa métrica em d-dimensoes com assinatura (-,4,+,+,...).
Procedemos com transformagoes infinitesimais z/# = x* + €* para determinar os geradores do
grupo e sua algebra de Lie. Partindo da Eq. , a métrica se tranforma em primeira ordem

de € como 5
0x'® 0z’ o o
i o8 = (05 + 0 (8] + D) (2.3.2)

= N + (Oues + Ouep),
Na passagem de uma linha para outra na equacao acima esta implicita a contracao com indices da
métrica para abaixamento de indices e que o produto das derivadas parciais de € foi desprezado por

se tornar um termo de segunda ordem. Como trata-se de uma transformacao conforme o termo
entre paréntesis acima deve ser da forma f(x)n,,. Para determinar o escalar f(x) multiplica-se a

esquerda a Eq. (2.3.2) com n*” e contraimos,
" (Oper + Oven) = f(@)mun™”.
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Contando duas vezes os termos diagonais do lado esquerdo e lembrando que a contracao da métrica
com si mesma da a dimensao do espaco-tempo, vemos que a forma do termo entre paréntesis deve
ser

2
0,6, + 0y€, = —=04€“N0 2.3.3
1 n=g i

que faz o fator de escala se tornar
2
Az)=1+ g(()aea.

O escalar 0,€“ passara a ser escrito abreviadamente como 0 - €.
Tomando 0” em Eq. ([2.3.3]) para obter uma equagao diferencial contendo apenas ¢, e atentando
que em coordenadas ortogonais as derivadas parciais comutam, temos

2
0" (0p€r + Ovey) = gay(a )N,

0,(0-€) + e, = 2(‘3“((‘3 - €), (2.3.4)
onde [ ¢é o simbolo para o operador de d’Alembert, 9,0".

Quando d = 2 a equagdo acima se reduz a (e, = 0, e como pode ser visto em [10,11] isso
implica a existéncia de infinitos tipos diferentes de transformagoes conformes, o que estéd associado
a0 exposto na secao anterior ja que existem infinitas fung¢ées complexas analiticas pelas quais
duas coordenadas podem se transformar. Os geradores infinitesimais para d = 2 definem uma
algebra infinito-dimensional conhecida como dlgebra de de Witt, cuja extensao central é a dlgebra
de Virasoro [10].

Aplicando mais uma derivada parcial na Eq. (2.3.4)),

0,040 )+ D, = 20,0,(0-¢).

Apo6s permutar os indices 1 com v e adicionando-a a ela mesma,

4
d
Substituindo a Eq. (2.3.3]) dentro do operador de d’Alembert, isolando a equacao e multiplicando
por n* d/2,

20,0,(0 - €) + 00,6, + 0u6,) = ~0,0,(0 - €).

dn"0,0,(0 - €) + n"n,, 000 - €) — 2" 0,0,(0 - €) = 0.
Como 7**0,0, = O e a contracao da métrica com si mesma ¢ d, temos apds nova divisao por 2,
(d—1)0(0-¢) = 0. (2.3.5)

Esta ultima equacao diferencial implica que a transformacao infinitesimal e# é no maximo quadra-
tica em x*, uma vez que 0 - € deve ser no maximo linear. A forma explicita de ¢ é entdo dada

por
e = a" + bz, + Py, (2.3.6)
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onde, por simetria, c#*? deve ser simétrico nos tltimos dois indices.
O termo constante a* nao sofre restrigoes referentes a Eq. (2.3.3)), e corresponde a uma transla-
cao infinitesimal gerada pelo operador de momento linear, P, = —id,, j4 bem conhecido da algebra

do grupo de Poincaré.
Fazendo o mesmo para ", através da Eq. (2.3.3),

2
Du(brar®) + 0, (b ar®) = g77W(ac“bcwxﬁ).

Como 9,z = oy e 0°aP = nhe, )
b“l, -+ bu,u = gnﬁabaﬁﬁwj.

Deste modo b pode ser separada em um termo simétrico e outro antisimétrico,
b;w = SN + muyy,

com s = bl
O termo antisimétrico m,, gera rotagoes infinitesimais,

't = (6" + mH)a¥,
tendo o operador de momento angular como gerador infinitesimal,
M,, =i(x,0, — x,0,),
que, novamente, ja integrava a algebra do grupo de Poincaré.
O termo simétrico ¢ responsavel por uma transformacao infinitesimal de escala,
" = (1+ s)z.

Como isto é algo distinto do usual de Poincaré, vamos investigar seu gerador infinitesimal, que sera
chamado D. Dos conhecimentos desenvolvidos preliminarmente sobre grupos de Lie e observando

a equacao acima temos
I
<ax > "
0 ’
S s=0

portanto a forma do gerador infinitesimal D é
D = —iz"0,, (2.3.7)
com transformacao finita dada por e*z*

Vamos buscar agora mais condi¢des de contorno para obter mais restricdes sobre a forma de
c**f. Tomando 9, na Eq. (2.3.3)) tem-se, apés permuta de indices,

2

0,06, + 0,0,€, = gﬁp(ﬁ “€)Nuws (2.3.8a)
2

0,0,€, + 0,0,€, = gay(a C €)Npus (2.3.8b)

0,0,€, + 0,0,€, = Zau(a “€)Mp- (2.3.8¢)
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Adicionando a Eq. (2.3.8b]) com a Eq. (2.3.8¢]) e subtraindo delas a Eq. (2.3.8a)),

2
20,0,¢, = g(—n,wap + NppOu + Mp0,) (0 - €). (2.3.9)

que utilizada na Eq. (2.3.6)) retorna a forma geral de 0,(0 - €),
0,(0 - €) = 0, (b, + 2¢4,2")

= 2¢},,-
Quando a equagao acima é usada na Eq. (2.3.9),
o 2
20,0, (cpapr xﬁ) = g(—nw, 2 2¢] ) A N 267, + Moy - 20%)

Copr = NpvTu + NppTv — NuwTp;

1

feita a identificagao r, = ;cJ,. A transformagdo conforme devida ao termo quadratico na Eq.

(2.3.6) ¢, entdo,

o't = ot 4 22Vt — aPr, (2.3.10)

e recebe o nome de Transformacao Conforme Especial, daqui em diante abreviada como TCE.
A transformacao finita associada é
e

T
R s T (2.3.11)

e pode-se verificar que a Eq. (2.3.10)) é a transformacao infinitesimal correta fazendo

, ox'™
ot =t + —dr”. (2.3.12)
orv
Uma forma mais intuitiva e direta de verificar que esta é uma transformacao conforme é observar
que ela se trata de uma inversao de x* com relacao a esfera unitaria, seguida de uma translagao
por r*, e outra inversao do vetor resultante,

1
(——7"“)2:?—?7“-:10—1—7"2,

que permite verificar a Eq. ao tomar 1/x? como fator comum na fracio. A Figura 2 ¢ um
diagrama para este processo.

Para obter o gerador infinitesimal das TCEs basta se referir a Eq. , pois ja estd na
forma infinitesimal adequada, encontrando

K, = —i(21,2"0, — 2°0,).
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Figura 2.2: Representagdo diagramdtica para uma TCE. Imagem retirada de [10].
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Quando a transformacao conforme nao é uma transformacao de Lorentz gera-se efeito de acele-
racao nas coordenadas, que, entre outros, se traduz pelo Principio da Equivaléncia no surgimento
de um campo gravitacional na passagem de um referencial a outro, tendo como uma das con-
sequéncias ser necessario redefinir a massa de repouso, adicionando a energia potencial associada
a tal campo & energia usual mc?. Outra caracteristica das transformacoes conformes é que apenas
comparagoes locais de comprimentos e intervalos de tempo, via raios de luz, sdo significativas, ja
que a métrica passa a depender do ponto.

Obtidos todos os geradores, resta agora verificar suas relagbes de comutacdo. As seguintes
relacoes algébricas sao tteis para determinar as relagoes de comutacao entre os novos D e K, com
os ja conhecidos P, e M,

[Iavaﬁ] = =03,

[xavaﬁ] = —TNap;
[AB,CD] = A[B,C|D + AC[B, D] + [A,C|DB + C[A, D]|B

Utilizando as relagoes acima em conjunto com as relagoes de comutacao ja conhecidas do grupo
de Poincaré temos as seguintes regras de comutagao que definem a algebra de Lie do grupo conforme
[10,11]:

[P,tu a/:?] Z(n,uapﬁ T]#BP ) (2.3.13&)
[Maﬁ lW] Z(nﬁu av T nal/MBu nauMBu - nﬁyMa/J,), (2313b)
(D, P,] =P, (2.3.13c)
[K,m P =2i (n,WD M,,), (2.3.13d)
[ ] = Z(nyaKB Nus Ko )7 (2.3.136)
[ D] =iK,. (2.3.13f)

Todas as outras relacoes de comutacao sao nulas.
Diferentemente do grupo de Poincaré o operador P? = P*P, nao é um operador de Casimir ja
que
[D,P'P,| = 2iP"P,,
(Ko, P*P,] = 4i(P,D — M,,P").

Numa transformagao conforme P*P, = m? se transforma como

/ ' plv 1 " 1 v) _ m2
Gur PP = M) <A<x>P ) <A<x>P ) G

sendo invariante apenas para m = (. Tal caracteristica refor¢a que o grupo conforme é um grupo
de simetria para teorias nao-massivas.

2.4 O grupo conforme como um grupo de rotacoes em duas
dimensoes adicionais.

O grupo conforme de um espago-tempo d-dimensional como o da se¢do passada é isomorfo ao
Grupo Especial Ortogonal SO(d, 2) com métrica nap = diag(—1,1,1,...,—1,1), [10,11]. Para isto
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definimos operadores Jup, com A, B € {0,1,...,d—1,d,d + 1}, sujeitos a seguinte identificagao:
1 1
2 2

Das defini¢oes acima e das relagoes de comutagado exibidas das equagoes de Eq. (2.3.13a]) até Eq.
(2.3.13f]), pode-se verificar [10,11] que a relagao de comutacao satisfeita pelos diferentes Jap é

J/W = Ml“’? Jd,d+1 =D, Jd’# = (PH — Kﬂ)? Jd+1,,u = (PH + KH) (241)

[JaB, Jop) = i(MapJee + necJap — NacIep — NepJac),

que é a relagdo de comutagao carateristica dos grupos SO(p, q).

Assim, vemos que o grupo conforme do espago de Minkowski usual da relatividade restrita,
M3 & isomorfo ao grupo SO(4,2). De forma mais geral, o grupo conforme de MP¢ ¢ isomorfo
a0 SO(p+1,q+1).

O numero de parametros livres dos grupos SO n-dimensionais é %n(n — 1), que no caso do
SO(4,2) sao 15: 4 operadores de momento linear, 6 de momento angular, 1 de dilatagao, e os 4
das TCEs. Esse isomorfismo é mais claro ao escrever o espaco-tempo M?>! como a superficie de
um cone em duas dimensoes adicionais, como pode ser visto em [30]. Isto é feito pela imersao de
z* em um vetor 6-dimensional X4, A indo de 0 & 5, que tem como componentes

X" = Az, Xt =) X® = ;w,

onde A\ é um nimero real positivo. Assim, os pontos deste espago-tempo 6-dimensional que per-
tenciam ao espaco-tempo original sao os que obedecem a relacao

gap XXV = X1X, — 2X*X°

=0
sendo a métrica do espago
Nuw 0 0
gap=10 0 =1}, (2.4.2)
0 -1 0

onde 7),,, é a métrica original de M*!. A métrica gap pode ser diagonalizada para nap, a métrica
do espaco de Minkowski M*2. Assim o grupo formado pelas rotacoes neste espago, X'4 = C5 X7,
tem como geradores infinitesimais justamente os geradores identificados na Eq. .

Os momentos angulares J,p sao representados como matrizes antisimétricas, logo eles podem
ser expandidos nesse espago em termos da seguinte base de matrizes:

€ Osx2
M v = : ’
[ K ]AB ! (02><4 02><2>

0 0 0 0 —dp O

0 0 0 0 u O

B 0 0 0 0 4u O
Fuas==110 0 0 0 455 of

Sup 01 —6u; —0is 0 0

0 0 0 0 0 0



0 0 0 0 0 —bu

0 0 0 0 0 6,

0 0 0 0 0 6
(Kdap=—i| 0 0 0 6 |

0 0 0 0 0 0

0u0 —0u1 —0um 63 00

Ogxa Osx1 Oaxy
[D]AB = —17 | O1x4 0 —1
01><4 1 0

O termo entre colchetes indica qual operador do grupo conforme estd sendo representado pela

matriz antisimétrica 6 x 6 de linha A e coluna B. Os termos €,, do momento angular sao matrizes
antisimétricas 4 X 4 que geram via exponenciacao transformacao de Lorentz A, = exp (%eww’“’)
usual em M3!,

Quando as matrizes acima sao usadas na exponenciagao para obter a rotacao finita recuperamos
as transformagoes conformes descritas ao longo do capitulo. Por exemplo, Py deve gerar uma
translacio a® em 2°. Como a rotacdo 6-dimensional é da forma X4 = C4XP adequamos a

representacao matricial de 4y com a métrica g contravariante

[Po) = g™ [Po]ms

S OO OO
OO OO OO
OO O oo o
OO oo o
SO OO O
O OO O OO
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que permite calcular a seguinte matriz de rotagao

0 000 a 0
0 000 0 0
0 000 0 0
.0_

exp(zaPo)_exp 0 000 0 0
0 000 0 0
—a® 000 0 0

0 000 a 0 0000 0 0

0 000 0 0 0000 0 0

0o 00000 1looo0oo0o o o

=110 0000 o|/T2loooo0o o0 o

0 000 0 0 0000 0 0

“a® 000 0 0 0000 —a% 0
1 00 @ 0
0O 100 0 0
1o o010 0o o0
=lo oo01 o 0
0O 000 1 0
—a®> 0 0 0 —a%%/2 1

O termo cubico em a’P, e os termos subsequentes sdo nulos. A rotacdo de X'4 no espaco 6-
dimensional é, entao,

1 00 a’ 0\ /X°
0O 1 00 0 0] X!
wa_| 0010 0 of|x?
1 0 001 0 0l |Xx3
0O 000 1 ol |Xx*
—a® 0 0 0 —a%°/2 1) \X°
X0+ a0Xx*
Xl
X2
— e
X4

X5 — X%" + 1 X*(—a%")
Da defini¢do 2# = X#*/\ = X#/X* vemos que a rotagdo de X4 equivale em M>! a
X/O
0
re = X4
= 2% +d’.

Como outro exemplo, a dilatagao é dada por
0 0 O
0 0 1
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que premite obter a rotagao no espago 6-dimensional,

X' = exp(iAD) X4

1 0 O XH
0 e 0 X+
0 0 € \X°

Il
N~ __

Sua projecao em M3t é

= Mt
que é a transformacao finita para o operador de dilatacdo D. As demais transformacoes podem
ser recuperadas de forma similar [30].
Encerrada essa exposi¢ao béasica da simetria conforme, vamos agora explorar a segunda parte
necessaria para desenvolver o objetivo desta dissertacdao: a covariancia Galileana, formulagao co-
variante da Teoria de Campos Nao-relativistica.
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Capitulo 3

Covariancia Galileana

A simetria galileana é tipica do regime de baixas velocidades (v/c < 1), como na mecénica
classica, em dindmica de fluidos e teoria de muitos corpos [20], e na mecanica quantica no regime
da equagado de Schrodinger, que descreve a matéria condensada [5], principalmente em transigoes
de fase em pontos quanticos criticos, superfluidez e fisica atémica-molecular [6].

Mesmo no regime ultrarelativistico (v/c & 1) esta simetria pode ser encontrada, como na teoria
da interacao forte [31], e quando se quer descrever particulas em um referencial estabelecido no
cone de luz [32]. Torna-se entdo interessante buscar uma estrutura covariante, como feito no
capitulo anterior, para estudar as simetrias e invariantes desta teoria, tarefa que torna-se extensa
ao trabalhar com componentes individuais.

Este capitulo se baseia em Abreu, Santana e demais colaboradores [22,23,24,25], sendo possivel
encontrar em [24] uma revisao histérica da relatividade galileana. A segdo 3.1 comega estabelecendo
a variedade e a métrica necessarias para formular covariantemente a fisica galileana e os diferentes
tipos de espagos que sao contidos na variedade. Na secao 3.2, partindo dos vetores que sao
invariantes de Galilei, construimos o grupo de Galilei e na secao 3.3 sao tratados como exemplo
a Equacgao de Schrodinger obtida pela representacao escalar, a equacao de Pauli-Schrodinger pela
representacao de spin-1/2; e os limites nao-relativisticos do eletromagnetismo, como feito por Le
Belac e Lévy-Leblond [21], que recuperam os fenomenos da eletrostatica e da magnetostatica.

3.1 Variedade Galileana

Considere a distancia entre dois pontos x e y no R3. Sabe-se que ela é invariante sob rotacao
e translacao do sistema de coordenadas e é dada por
r?=x’+y>-2x-y.
Na fisica newtoniana esta distancia é invariante pela transformagao pura de Galilei,
x =x+ vt,

daqui em diante chamada de boost. Na relatividade restrita uma transformacgao de Lorentz preserva
o intervalo entre eventos no espaco-tempo, mas o comprimento acima seria contraido e os intervalos
de tempo dilatados.
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A transformacao pura galileana faz as coordenadas espaciais passarem ter o tempo como pa-
rametro, entao se torna interessante promover os vetores do espaco euclidiano para um espaco de
dimensdo maior tal que o tempo entre como coordenada e r? permaneca invariante. Isto pode ser
implementado observando a seguinte expressao,

1
S mx.y i Y (3.1.1)

Esta expressao pode ser interpretada como o produto interno de vetores num espago pentadimen-
sional G, que serd chamado Variedade Galileana, com produto interno dado por

gapry? =x -y — aty® — 2Oyt (3.1.2)

Claramente a métrica do produto interno acima nao é a métrica de Minkowski. Ela ¢é, explicita-
mente,

1 00 O 0
010 O 0
(9aB)sxs =10 0 1 0 0 |, (3.1.3)
0O 00 0 -1
000 -1 0

que possui forma similar a da métrica apresentada na Eq. (2.4.2)) do capitulo anterior. Para que
este tipo de produto interno gere a Eq. invariante (3.1.1]), base de onde comegou esta argumentacao,
fazemos a seguinte imersao:

=z,

zt = bt,
5 x?

T = —

2z’

onde 1 < i < 3, para coincidir com as componentes de x em R?, e o tempo ¢ ¢ multiplicado em z*
por b, uma velocidade, para correta dimensionalidade. Daqui em diante ela sera assumida implicita
e unitaria (1 m/s, por exemplo). Com esta escolha é facil ver que x terda norma zero,

logo os vetores que serao invariantes galileanos no espago G sao os de norma nula.
O tensor da métrica estd sujeito a condicio (gap)~' = ¢*”. Como a matriz acima é a sua

prépria inversa, tem-se que o abaixamento e levantamento de indices 4 = gapx® se d4 como:
xr;=x',
Ty = —iL’S,
Ty = —SLA,
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onde 1 < i < 3. Assim como em Minkowski, a norma de algum x geral pertencente a G pode ser
tanto positiva, nula, ou negativa, ja que

rar? = x? — 22025, (3.1.4)
A geometria da Variedade Galileana pode abarcar:

« O espaco de Minkowski com assinatura (-,+,+,+), quando 2% = x2 — (z%)2, sob imersdo
4

— X x
r = (x, V2 ﬁ)a
« O euclideano, quando 2? = x2, sob imersao z = (x, z%,0).

Um espaco correlato a este particularmente interessante é um em que vetores se transformam
linearmente como 4 A B
" =U'ge
a2 2t -

BLRRRYARY.

A representagdao matricial desta transformagao linear é

5

).

Is 0 0
11
e A
0 T

onde I3 é a matriz identidade 3 x 3. Vale que U = U~! e o produto interno da Variedade Galileana

Sse transforma CcOoImo
A B A B _ /M _ IN
gapry” = UpgapUnz™y

/M, IN

=SMNT Y
/ / 1414 15 15
=Xy -—rvy try’,

onde U diagonaliza a métrica de g para s,

o O O

SMN =
—1
0

SO OO -
OO o~ O
OO = OO
_— o o o O

Tal métrica é a de um espaco chamado de de Sitter em 4+1 dimensoes, isomorfa ao M1,
Definida a estrutura métrica, vamos agora estudar as transformacoes que formam o grupo de
Galilei.
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3.2 Transformacoes de Galilei

O grupo de Galilei, G, é definido pelas seguintes transformacoes:

x' = Rx + vt +a,
' =t+0b,

onde R ¢é a matriz de rotacao, v é a velocidade do boost, a é uma translagao espacial pura, e b
é uma translacao temporal pura. Denotando uma transformacao de Galilei das coordenadas pela
quadrupla g = (b,a, v, R), é direto verificar as propriedades de grupo [23,24],

» O elemento identidade é dado por (0,0,0, 1);
« A inversa de uma transformagdo é g~' = (—b,—R~'(a — bv), —R~'v, R™1);

o As transformacoes sao fechadas, ja que duas transformacoes consecutivas ¢; e go formam
uma transformagao de Galilei dada por gogy = (by + b1, a3 + Roag + bjva, va + Rovy, ReRy),
0 que permite verificar a associativa.

Os operadores que geram as transformagodes em x e t sdo:
e P = —1V, o operador que gera as translacoes espaciais;
o J=—i1x xV, 0 operador que gera as rotagoes;
« B =1tV, o operador que gera os boosts;
e H =10, o operador que gera a translagdo temporal.

As relagoes de comutacao nao nulas sao dadas por:

[Ji, Jj = iEiijk; (3.2.1&)
[Ji, B]] = iEijkBk; (3 21b)
[Ji, PJ] = ieijkpk; (321C)
[B;, H] = —iB;. (3.2.1d)

Sendo P? e (B x P)? os operadores de Casimir [23,24]. Como provado por Inénii e Wigner [33]
através desta representacao unitaria nao é possivel obter a dindmica da mecanica newtoniana.
Para isto é necessario efetuar uma extensao central do grupo de Galilei.

Seja A um grupo de Lie e A = R x A sua extensdo central. A extensdo altera as relacoes de
comutacao dos geradores infinitesimais a; de A, com 7 € N, da seguinte maneira:

[ai, a;] = cfsar + Bijao,

[CLZ‘7 CL()] =0.

Os cfj sao as constantes de estrutura originais, ag ¢ o vetor da base que estende o grupo, e 3;; ¢
o elemento central da algebra estendida. Para o grupo de Galilei escolhe-se estender a relacao de
comutacao nula entre os operadores de boost e momento,
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Deste modo passam a ser trés os operadores de Casimir [23,24]:

M = ml,;

P2
v 2m’
S?=(J-BxP).

U se associa a energia potencial, S com o momento angular intrinsico do sistema. Mais a frente
se mostrara que m é, de fato, a massa.

Vamos agora analisar as transformacoes do ponto de vista das componentes. Em termos delas,
as transformacoes de Galilei se ddo como

t" = Ry’ + vzt + ',
.T/4 — $4 + b,
A |
i = 2° + o R’ + §v2x4.

A forma de 2 pode ser verificada utilizando gy vz 2™V = 0. Logo a matriz da transformacao de

Galilei G tal que 2™ = GM 2" + o™ ¢ dada por

RI RS RY o' O
R? R R: 0 O
GN=| R R R} v 0 (3.2.3)
0 0 0 1 0
v RS wRy wRy iv? o1

Como matrizes de rotagdo sdo ortogonais, RTR = I, a inversa G, = (G¥)™! ¢

1

R} R} R 0 —v

R? R2 R 0 —?

Gy =| R} R} R 0 —°
—v R, —uR, —uvR, 1 %V

0 0 0 0 1

Da quinta linha desta matriz é facil ver que numa transformacao de Galilei 05 é um invariante,

0, = G5 Moy
o (3.2.4)

= —um,

onde —im é um rétulo para este invariante do grupo. Além disso, como G,N G = 1, o operador
de d’Alembert nao se altera,
4, 0™ = G MGHA,,0,0°
= 0,04
= —k?%
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onde —k? é outro invariante.
E facil perceber que o momento linear classico p = mv muda em orientagao devido a rotacao e
depois em orientacao e médulo devido ao boost. Porém, pode-se construir um vetor p™ invariante

em G tal que

pM = (p,p’

— (3.2.5)
= E),

assim,
gunp™'p" = p? = 2mE
=0,

que é a relagao de dispersao classica na auséncia de energia potencial, onde E é identificado como a
energia cinética, p%/2m. E importante notar que a Eq. traz consigo uma imersao implicita,
j& que a quarta e a quinta componente poderiam ser escolhidas de forma diferente. Esta imersao é
especialmente conveniente, além da relacao de dispersao ja citada, por concordar com o fato de 05
ser um invariante, ja que derivadas parciais nas coordenadas sao associadas em mecanica quantica
ao operador de momento,
PA = (pa _E7 _m)
= —i0a
= (=iV, —i0;, —105);

logo, a massa é o invariante i0s;, podendo ser encarada como geradora das translagoes na quinta
dimensao.

Como se sabe do grupo de Poincaré e do grupo conforme, quando a transformacao é da forma
't = Gar? + a? os geradores infinitesimais associados sio o momento linear, P4, e o0 momento
angular, M4p, que se identifica com os geradores obtidos anteriormente da seguinte formas:

C; = My, K; = Ms; = —B; + x; B,
1
D= M54, Jz - ieijk:Mjk'

As relagbes de comutagao definidas nas Eqs. de (3.2.1a]) até (3.2.1d)), além da relacdo do grupo
estendido na Eq. (3.2.2), passam a ser escritas como em [23]:

(i, Jj] = i€iji [J;, C;] = i€, Cy,

[Ji, K] = i€ Kk [Ji, Pj] = i€ P,

D, K;] =iK;, (D, P5] = iP5,

[Py, D] = iPy, [Py, Ki] = iP, (3.2.6)
[K;,C}] = i0i;D + i€y, [C;, D] = iC;,

[P, C}] = i6;; Py, (55, Ci] = iP,

[P, K] = i6i; Ps
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Vale notar que a ultima relagdo de comutacao listada é mais uma forma de ver que o invariante
M = ml, citado anteriormente na extensao central, ¢ mesmo a massa, pois fizemos P; = —P* =
—m.

Vamos agora usar a identificagdo de mecanica quantica Py = —id4 para obter a equagao de
Schrodinger na representacao escalar e a equagdo de Pauli-Schrédinger na representagao de spin
%, e usaremos a transformacao de vetores galileanos para obter os limites elétrico e magnético do
eletromagnetismo.

3.3 Exemplos

3.3.1 Representacao escalar e a Equacao de Schrodinger

Seja ¢(x?) uma funcao escalar em G. De Py PM = 0, entdo

D™ b

(V? = 20,05)¢, (3.3.1)
0.

Como 95 é um invariante, dsp(z?) = —ime(z4), temos
o) = e (1),
que utilizada em conjunto com a Eq. (3.3.1)) resulta em

(V? —20,05)¢ = 0,
e~ (V2 — 28,(—im)ip) = 0.

Como a exponencial nao se anula obtemos

D06 1) = 5V 1),

onde 1) é a funcao de onda para a particula livre. Logo, a representagao escalar retorna a equagao
de Schrodinger para a particula livre com h = 1.

3.3.2 Representacao de spin % e as equagoes de Pauli-Schrodinger

A equacao de Dirac é a equagao de onda para particulas massivas de spin-1/2, possuindo apenas
derivadas de primeira ordem, dada por

(iv™On — k) =0, (3.3.2)

onde os objetos matematicos Y™ sdo tais que ao multiplicar a equacdo acima pelo operador dife-
rencial conjugado retornamos a equacao de Klein-Gordon.

(ivNOn + k) (iv™Onr — k)Y = (=N yMOnOwr — K2 — ik(vN O — M Ou )1
(=" yMon0n — k)Y = 0.
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Para que a equacdo acima coincida com a equacdo de Klein-Gordon os v devem obedecer uma
algebra de Clifford,

1
AMAN = 5{7M,7N} = gM",

e sua representagao matricial é a mesma de [23],

i (oi O 4 _ 0 0 5_ (0 \/512

onde as o; sdo as matrizes de Pauli e [, é a matriz identidade 2 x 2.
Logo, com v sendo o spinor @ = (i), sua substituigdo com as y* na Eq. (3.3.2) e com k=0

retorna o par de equagoes
0 -V + I,V205x =0,
—12\/§a4¢ —o0-Vx=0,

que sao as equagoes de Pauli-Schrodinger. Fazendo 9, = 0; e usando o invariante i05 = m pode-se
verificar [24] que ¢ e x satisfazem individualmente a equagao de Schrodinger, sendo equagoes de
onda descrevendo uma particula massiva nao-relativistica de spin 1/2.

3.3.3 Os limites elétrico e magnético das equagoes de Maxwell

Vamos considerar aqui o caso restrito de tranformacoes galileanas puras, sem translagoes e
quando a matriz de rotacdo é a identidade. Neste caso um vetor galileano X# se transforma como
X4 = G4XPB, tendo componentes

Xli — Xz + UiXéL,
X/4 — X4

1
XP=X"4+v-X+ 5V2X4.

Tomando a 4-corrente usual j* = (p, j) definida no espago de Minkowski, vé-se que as imersoes na
variedade galileana j* = (j, p,0) e j* = (j, 0, p) se transformam de duas formas, respectivamente:

o =p, (3.3.3a)
i=j+pv; (3.3.3b)
e ) )
p=p+jv, (3.3.4a)
i =j (3.3.4b)

O primeiro par de equagdes esta associado ao chamado limite elétrico e o segundo par ao limite
magnético, dois limites nao-relativisticos distintos para o eletromagnetismo, assim definidos por Le
Bellac e Lévy-Leblond [21]. A nomeagao é assim escolhida pois, para um vetor que se transforma
por Lorentz, a primeira imersao corresponde ao limite nao-relativistico v/c < 1 e |j|< ¢|p|, isto é,
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ser um vetor do tipo tempo. Tais condi¢oes implicam carga liquida se deslocando suficientemente

devagar, logo o campo elétrico ¢ o dominante, tipico da eletrostatica, £ > cB. Naturalmente a

segunda imersao ¢ o limite nao-relativistico para vetores do tipo espaco, associados a condigoes

em que ha corrente mas nao ha acumulo de carga, tipico da magnetostatica, quando F < ¢B.
Em termos do tensor de Faraday, F4p, as equagoes de Maxwell sao

0 Fup = jp, (3.3.52)
O Fap + 0aFgy + OpFya =0. (3.3.5b)

Para obter equagoes diferenciais em termos dos campos elétrico e magnético usamos a forma
explicita do tensor de Faraday,

0 Bs —By, ¢ d;

—B; 0 B, Ccy  doy
Fap=1| By —-B1 0 cz dz|,

—cp —cg —c3 0 R

—dy —dy —d3 —R O

que aplicada as equagdes Eq. (3.3.5a) e (3.3.5b|) resulta em

VB:O, V'C:j4—64R,
VXC+84B:0, V'd:j5+85R,
de+85B:O, VXB—84d—65c:j.

Os campos sao dados por

CZVA4—84A, BZVXA,
d=VA; - 05A,
onde A ¢é o potencial vetor.

De acordo com as Egs. (3.3.3a)) e (3.3.3b]), para obtermos o limite elétrico escolhemos as
seguintes imersoes

xA = (Xata())? jA = (j70>P)> AA = (Aa()? —Qb)

Assim 0, = 0; e podemos considerar i05 = 0 um invariante. Se fizermos ¢ = -0, A =0, d=E éo
campo elétrico e as equagoes de Maxwell resultantes dessas escolhas sao

V-E=p, V-B=0,
V xE=0, V xB—-0,E =], (3.3.6)
E =-Vo, B=V xA.
A escolha de calibre 9444 = 0 se reduz a V - A = —9,¢, o calibre de Lorenz. O movimento de

cargas elétricas é capaz de criar um campo magnético, mas um campo magnético que varia no
tempo nao criaria um campo elétrico.
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Para obter o limite magnético seguimos as equagoes Eq. (3.3.4a)) e (3.3.4b)), logo permutamos
apenas as coordenadas 4 ¢ 5 de j4 e A4, mantendo a escolha para z”. Desta vez ¢ = E é o campo
elétrico, R = 0 e d = 0 por suas proprias defini¢goes, e as equagdes de Maxwell obtidas sao

V-E=p, V-B=0,
VxE+9B=0, V xB =j, (3.3.7)
E=—V¢— 0A, B=VxA.

A escolha de calibre 94A4 = 0 se reduz a V- A = 0, o calibre de Coulomb. A variacdo temporal
do campo magnético cria um campo elétrico mas nao o contrario, valendo a lei de Ampere para a
magnetostatica.
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Capitulo 4

Teoria de Campos Conforme
nao-relativistica

Neste capitulo rededuzimos parte dos resultados de Son [2]. Iremos nos ater as transformacoes
conformes das coordenadas da fisica nao-relativistica e a algebra de seus respectivos geradores.
Estudamos como casos particulares a simetria conforme nao-relativistica da equagao de Klein-
Gordon e como novidade o caso de spin 1, das equagoes de Maxwell. Nao nos dedicaremos as
questoes que cercam a busca do andlogo gravitacional ao gas de férmions unitarios.

Na secao 4.1 mostramos que a equacao de Schrodinger para a particula livre possui sime-
tria conforme. Formamos o grupo conforme nao-relativistico a partir dos geradores infinitesimais
relativisticos que comutam com a massa e identificamos que o grupo estd contido no SO(5,2).
Usamos entao os geradores infinitesimais para obter as transformacoes conformes finitas da fisica
nao-relativistica. Na secao 4.2 retomamos dois dos exemplos do capitulo anterior, a representagao
escalar e os limites elétrico e magnético das equagoes de Maxwell, para investigar quais restri-
¢Oes sao necessarias a geometria do espaco 7-dimensional para que as teorias de campo da fisica
nao-relativistica tenham simetria conforme.

Ao longo deste capitulo os operadores escritos com til denotam operadores relativisticos.

4.1 O grupo conforme nao-relativistico

Um géas de férmions unitarios interage através de um potencial de contato. Logo, a Hamilto-
niana do sistema pode ser considera a Hamiltoniana de particulas livres contanto que a funcao de
onda do sistema 1) esteja restrita a seguinte condicao quando duas particulas com momento de
spin opostos colidirem [2]:

i C

¢<XI7X27"';X%7X27"‘) — +O(’X1—XJ’|>,

T J
|XiT - Xj|
onde X;-r denota a posigdo da i-ésima particula com momento de spin +1/2 e xj denota a posicao

da j-ésima particula com momento de spin -1/2.
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Para que o sistema de atomos frios tenha invariancia conforme o primeiro passo é mostrar que
a equacao de Schrodinger livre possui tal simetria. Para isso, tomemos a equacao de Klein-Gordon
sem massa em 4+1 dimensdes, que é uma equagao conformalmente simétrica obtida do invariante

b,Pr =0,
4
Op = =0y + 07y
=1
= 0.

0 4
Trocando 2° =t e z* por coordenadas no cone de luz, z* = \% , a equacao de Klein-Gordon

passa a ser escrita como
20 at)
Ox~ Ozt
i-2- = —m, a coordenada z* do

De modo andlogo ao capitulo anterior, se escolhermos P_ = — o= =
cone de luz assume papel de tempo e chega-se a equacao de Schrodinger para a particula livre,

(22m88+ - a2> Y =0, (4.1.1)

assim o grupo das simetrias desta equagao esta contido no grupo conforme original.
Com p e v indo de 0 a 4, sdo 21 os geradores infinitesimais do grupo conforme relativistico: 5
de P*, 5 de K*, 1 de D e 10 de M*. Usando a identificagdo da Eq. (2.4.1]) feita no Capitulo 2,

- - - - - 1 - - - 1 - -
J = MM, J* =D, T = S (PM = K"), Jo = S (P' 4+ K"),

os J* tem como relacio de comutacio a do grupo especial ortogonal

[jAB’ jCD] — i(nADjBC + 77B()jAD o nACjBD o nBDjAC),

com métrica nyn = diag(—1,1,1,1,1,—1,1), se tratando entao do grupo SO(5,2) de @ =21
parametros livres, um grupo 7-dimensional.

O grupo conforme nao-relativistico ¢ formado pelo conjunto dos operadores que comutam com
a massa, Pt = M = mI. As relacdes de comutacio nao-nulas do grupo conforme usual eram:

(N1, W) = i ¥ o NI — p P B — o N2),
[M*, P] = i(n"* P" — " P*),
[D,f’“] — —iP*,
[D, k") = i K"
]
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Os operadores H = P~ e P! = P integram o grupo conforme nao-relativistico trivialmente. Os
outros elementos sao:

M :Mij’
Ki:MiJr )
B MiO+Mi4
= \/§ ,
D=D+M""
5 1 Moo . ]\7[04 M40 . M44
=D+ —
V2 V2 V2
— D™
K+
C="—
2~ ~
1 K%+ K*

2%

A dilatacdo D é corrigida por M*~ pois isto é necessario para garantir a invariancia da Eq. ,
j4 que a mera escala z# — e z# seria linear em e* na derivada parcial em x* e quadratica nas
derivadas parciais espaciais.

As componentes de 1 até 3 de z# se transformam por D como e?Prt = erx?. Usando o fato
que D e MM comutam, podemos usar a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff para Separar a
exponencial da soma como produto de exponenciais para obter as transformacoes de 2° e z*,

eAD 0 —iAMO4 ei)\f) 20
— e IAMO 0

e (2 cosh A + % sinh \),

™

eMPrt = eMasinh A + 2t cosh \).

Como cosh A £ sinh A = e**, vemos que 7 e 2~ se transformam como

op + (@’ cosh XA+ z*sinh \) + e* (2% sinh A + 2* cosh \)
et =
V2
y 20t + xtet (4.1.2)
-t ——

V2

op —  eMa®cosh A+ z*sinh \) — e* (2 sinh A 4 2* cosh )

V2 (4.1.3)

e T

Como desejado ™ dilata-se quadraticamente para termos a invaridncia da Eq. (4.1.1)).
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Os boosts nao-relativisticos das coordenadas espaciais sao obtidos através da exponenciagao do

operador .
i

V2

onde os termos nao-nulos e o termo onde a expansao da série é truncada sao dados por

K' = (:ciao — 2% + 20" — x48i)

2
ﬂ(—xoﬁi — 20" + 21‘ (:}%) (xiﬁo + xi84) (—2°0" — 2%0")| 2"

2
. (—2° — %) + ! (;%) (—xia%“ — a:i84a:4) :

Como 0°2° = —1,
w; K

e = ot vt (4.1.4)

0

O efeito em z° e 2* é obtido de modo idéntico,

V2 20 \v2

3
1 ( Vi > (2°8° + 210 (_Ioaz' _x4ai) (xia())] 20

2
i 0 — [1 _ (z°0%) + L < y ) (—l’oﬁi — x4ai) (2°0°)

3\V2
i 2
0o, Yt Yo 4
T+ + —(x +z),
V2 4( )

2
etk gt = [1 S (z'0") + L ( = ) <—$08i — x48i) (z°0%)

Logo 2T e 2~ se transformam como .
L
eyt = ot (4.1.5)

KT~ 20 — 2t + V2ut + %vf(wo + 2%

©r T V2 (4.1.6)

2

_ 35
=z +vx'+ Ez:ﬁ.
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A transformacdo de 2~ concorda com a imersio z4 = (x,t X—) do capitulo anterior, pois num

' 2t
boost x — x + vt a ultima coordenada se transforma como
X vt
— = — +X-V+ —t.
2t 2t 2
Para obter a transformacao conforme galileana é conveniente reescrever o operador C' em termos

das coordenadas z7,

C= —\/_((x + 24270, — x2(8o+84))

— ( (2'0; + 270, +270-) + (x* — 2x+x_)8_>
C

onde 01 = am% = V2(0y £ ;). Pode-se provar por inducdo que quando C é aplicado n-vezes em
2' e ¥ chega-se as relacoes 4
C'x' = 2"n! (x)"a",
Crzt =2"n! (a) 2,
C'r~ = 2n—1n| ($+)n 1 2’

que permitem calcular as transformacoes finitas

o o /\\"cr\ .
iINC i 7
o= (S() )

= (1 + Azt + (M) + .. ) ! (4.1.7)
1=t
, > /A\"Cn
A (Z () '> o+
nmo\2/) nl (4.1.8)
o+
T 1t
, > /A\"Cn
€Z>\CZL‘_ — (Z () '> o
o \2/) nl (4.1.9)
X2 1
=z T
21— Xzt
Novamente a transformagao de = concorda com a imerséo 4 = (x,t, ’5—:), pois esta é apenas uma
forma extensa de escrever que quando x — 7 et — —)\t
x? x? B x2 ax? 1

— =t —— .
o T AL-MN) 2% 2 1N
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As equacoes de Eq. até a Eq. , acrescidas das translacoes geradas por P! em a?,
H em zt, e M em x, sdo as versoes finitas das isometrias obtidas por Son [2] em sua equagao
(20). Com todos os operadores e suas respectivas transformagoes determinadas, a algebra de Lie
do grupo conforme nao-relativistico é dada [2] por:

[Mzg Mkl] (5z'k'Mjl 4+ SR — itk — 5jk:Mz'l>7 [Mzg Pk] (5sz] 5jkpz’>’
(M9 K" = i(6" KT — §7F K, [D, P'| =
(D, H] = —2iH, D, K] = (4.1.10)
[D,C] = 2iC, [H,C] = zD
[P K9] = —id" M.

Quando comparada as relagoes de comutagao obtidas na Eq. , a ultima relagao de
comutacao aqui obtida é a mesma relagdo de comutagdo que gera o grupo de Galilei extendido.
As diferengas por um fator de 2 em algumas rela¢oes de comutagao se devem ao fato do operador
de dilatacao D definido neste capitulo ser diferente do definido no capitulo 3 como D = Mys.

Como discutido no comego da se¢io, o grupo conforme nao-relativistico esté contido no SO(5, 2),
um grupo de rotacgoes pseudo-ortogonais. Vamos utilizar esse fato para estudar a invariancia con-
forme nao-relativistica da equacao de Klein-Gordon, obtida através da representacao escalar, e das
equacoes de Maxwell.

4.2 Aplicacoes

4.2.1 Representacao escalar

De modo analogo ao desenvolvido na ultima secao do capitulo 2, passamos para um espaco
com duas dimensoes adicionais onde as transformagoes conformes podem ser representadas como
rotacoes, com métrica dada por

Nw 0 0
NMN = 0 0 —1
0 -1 0O

A agao do invariante P, P* em uma fungao escalar ¢(x*) é dada por

P, P"yp(a*) = k*(at),
(8,0" + k*)y = 0.

Para assegurar a invaridncia conforme em 7-dimensoes fazemos a transformagao de ¢ (z*) para

P(x?) tal que . .
PM Py, 25 2 ) (P P* —2P%P%)q)

Logo queremos que ~ N
2P° Py = k.
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A forma mais simples de fazer isto é que 1 se transforme por fatores de fase em 2° e 29,

Jat, 2%, 2%) = exp (’;ﬁ) esxp (‘jg”) D).

Comparado ao obtido no capitulo anterior ¢ permanece sendo funcdo de onda associada a

equacdo de Klein-Gordon original, retornando & Schrédinger por 2% = %

4.2.2 As equacoes de Maxwell

Bateman e Cunningham [9,10] obtiveram em 1910 que o campo eletromagnético possui simetria
conforme em 341 dimensoes do espaco-tempo na auséncia de fontes, e esta simetria s6 vale sob
essas condigoes [34]. Vamos retomar o exemplo desenvolvido no capitulo anterior e restringi-lo tal
que essas condigoes sejam satisfeitas. Por concordancia de notacao os indices agora irdo de 1 a 7.
Com a métrica e Tensor de Faraday Fap = 04Ag — OgA4 dados por

100 0 0 0 O
0100 0 0 0
001 0 0 0 0

gas=l000 0 -1 0 o],
000 -1 0 0 0
000 0 0 0 -1
000 0 0 -1 0

0 By —By ¢ dy er N
—B3; 0 By ¢ do e fo
B2 —Bl 0 C3 d3 €3 fg
FAB = —C1 —C2 —C3 0 R S T s
—dy —dy —d3 —R O v Vv
—e€1 —€9 —e€3 —S -U 0 |74
- —f —fs =T =V -W 0

as equagoes de Maxwell Eq. ({3.3.5a]) e (3.3.5b]) implicam que os campos e seus divergentes sao
dados por

B=VxA, V-B =0,
c=VA;— 04A, V-c=j,—04R— 0T — 075,
d=VA; — J5A, V-d=j5+0:R— 0V — 0;U,
e =VAs — A, V-e=js+ 04U+ 055 — W,
f =VA; — 0;A, V- -f=j4,40,V+0T+ oW,
e que os rotacionais sao
Vxc+04sB=0, V xB—0,d—0s5¢c— 0sf — e =,
V xd+ dsB =0, V xe+ B =0,

fo+87B:O
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Com z4 = (x,t,0,2% 27) e i05 = 0, na auséncia de termos de fonte j* recuperarmos o limite

elétrico das equagoes de Maxwell pela imersao
Ay = (A(X, t),0, —o(x,t, 2% 27, Ag(t, 2°, 27, A7(t,x6,x7)) ,

tal que os resultados obtidos nas equagoes Eq. (3.3.6) podem ser importados para este espaco
7-dimensional como

c=e=1f=0, B=VxA,
d=E=-V¢, V-E=-0V—0;U=0,
VxB-0E=0, VxE=0.
Como U = F55 = —0gAs e V = F5; = —07As, o divergente do campo elétrico pode ser reescrito
em termos do potencial escalar ¢ como
—V?¢ = —2050;0,
(—V2 + 20607 ) ¢ = 0. (4.2.1)

A acao de PAP4 numa funcdo escalar ¢ é dada por
PAPytp = (=V7 + 20,05 + 20507 ) .

Como 05 = 0, a Eq. decorre diretamente da invaridncia conforme expressa por PAP, = 0.
Caso tivessemos considerado no inicio uma densidade de carga nao-nula j5; = p tal condi¢cao nao
seria satisfeita.

Como restricao final, para que o gauge

aAAA == V . A - 84145 - 86147 - 87146

=0
se reduza ao gauge de Lorenz, V - A = —0,¢, deve-se fazer
0 A7 + 07:46 = 0, (4.2.2)
que ¢ satisfeita diretamente caso A; = Ag e restrinjamos a teoria ao hiperplano 7 = —af.

Para recuperarmos o limite magnético das equacoes de Maxwell na auséncia de termos de fonte
definimos a imersao

Ay = (A(x,t), —p(x,t,2°% 27),0, Ag(t, 2%, 27), Ay(t,a:6,x7)) ,

que permite importar os resultados obtidos nas equagoes Eq. (3.3.7)) para este espago 7-dimensional
como

d—e—f—0, B=VxA,
c=E=-V¢— A, V.E=-0T -85S =0,
V xB=0, VxE+9B=0.
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Para calcular o divergente do campo elétrico acima é 1til antecipar o calculo para resgatar o
gauge de Coulomb. Como
OsAt =V - A — O5A7 — 07 Ag
=0

e queremos V - A = 0 nas 5-dimensoes originais, deve-se novamente fazer a escolha da equagao
Eq. satisfeita por A; = Ag, 7 = —2%. O gauge de Coulomb implica que V- E = —V2¢.
Usando isso, a condi¢ao da equagao Eq. acima, e que S = Fyg e T' = Fy7, o divergente de
Eé
—V?¢ = —05(04 A7 — 0r Ay) — 07(04 A6 — D As)
= —04(86147 + 87A6) —|— 28687144
= —205079,

que é novamente a Eq. , portanto o limite magnético também concorda com o invariante
conforme PAP4 = 0.

Sintetizando o resultado final, o limite elétrico com simetria conforme das equagoes de Maxwell
¢ dado por

= (x, t,0,25 —x6) , Ay = (A(x7 1),0, —o(x,t,2%), Ag(t, 2°), Ag(t, xﬁ)) ,
B=VxA, E=-Vo,
vV.B=0, V.E=0,
VxB-0E=0, V xE=0,
V-A=-00,

e o limite magnético com simetria conforme da equagoes de Maxwell é dado por

= (x,t, 0, 2%, —:c6) , Ay = (A(X, t), —o(x,t,2%),0, Ag(t, 2°), As(t, :c6)) ,
B=VxA, E=-Vé— A,

V-B=0, V-E =0,

VxB=0, V xE+0,B =0,

V-A=0.

Isto torna explicita a simetria conforme nao-relativistica do eletromagnetismo. Son e Nishida
consideraram em [2,3] o andlogo gravitacional de férmions de spin 1/2 que interagem apenas por
potencial de contato. O exemplo acima nao pode ser usado para estender seus resultados para
um gas de férmions que interagem eletromagneticamente, formando um gas de Coulomb, pois a
simetria conforme do eletromagnetismo é quebrada na presenga de fontes [34].
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho estudamos as simetrias conformes associadas ao grupo de Galilei. Especifica-
mente, mostramos que a equacao de Schrodinger descrevendo particulas massivas escalares e os
limites nao relativisticos das equacoes de Mawell, o limite elétrico e o limite magnético da repre-
sentacao de spin 1, sdo invariantes conformes. Iniciamos nosso estudo no capitulo 2 apresentando
a definicdo de simetria conforme. Estudamos entdo o grupo conforme de M? 1! enfatizando a
construcao dos geradores infinitesimais e as respectivas transformacoes das coordenadas do espago-
tempo. Passamos entao a algebra de Lie do grupo e seus invariantes. Apresentamos a identificacao
que conecta o grupo conforme de M?? com o grupo de rotagoes SO(p+1, ¢+ 1) em duas dimensdes
adicionais.

No capitulo 3 fazemos um resumo da nocgao de covariancia associada com o grupo de Galilei,
construido a partir da invariancia da distancia entre pontos do espago e do tempo. Identificamos
que a métrica de tal variedade pode ser diagonalizada para a do espaco de Minkowski M*!,
Apresentamos a matriz de transformacio G4 andloga a matriz de transformacio de Lorentz A
tal que 2" = Alx”. Em seguida exibimos a extensao central do grupo de Galilei, identificamos
as novas componentes do momento linear com a massa e a energia cinética, e tratamos como
exemplos a representagdo escalar, que retorna a equagao de Schrodinger, a representacao de spin-
1/2, que retorna as equagoes de Pauli-Schrédinger, e os limites elétrico e magnético das equagoes
de Maxwell, associados a eletrostatica e a magnetostatica, respectivamente. Esta revisao nos
conduz ao resultados originais desse trabalho, e desenvovidos na sequéncia, no capitulo 4, onde
deduzimos o grupo conforme nao-relativistico partindo das simetrias da equacao de Schrodinger
livre, que é, como mostramos, conformalmente simétrica. Construimos os geradores infinitesimais
e transformacoes finitas dessa invariancia e listamos a algebra de Lie do grupo. Sua representacao
como um grupo de rotagoes em 7-dimensoes conduziu-nos ao estudo da representacao de spin zero
e spin 1, de modo natural. Estes resultados generalizam aqueles encontrados por Son [2,3] para
a equacdo de Schrodinger, por termos utilizado a covariancia Galileana. E este procedimento que
permitiu demonstrar a invaridncia conforme dos limites nao relativisticos do campo de Maxwell.
Ainda esta em aberto, contudo, encontrar uma representacao matricial para seus operadores tal
qual a apresentada na se¢ao 2.4 para o SO(4,2).

Essa representacao apresenta uma dificuldade para tratar o caso de spin-1/2, associada a im-
possibilidade de definir diretamente um conjunto de 7 matrizes v de Dirac independentes e um
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analogo do pseudoescalar v° = iy?y1v2y? de M3, necessdrio para tratar teorias quirais. Este
problema ¢ inerente a estrutura da algebra de Cliford para dimensodes impares, apesar de ja haver
formas de contornar tal problema em 5-dimensoes, a partir de imersoes em espagos dimensoes altas
[35]. Este aspecto serd abordado no desenvolvimento futuro deste trabalho. Uma outra possivel
aplicacao para o método adotado nos exemplos da se¢ao 4.2 é explorar a simetria conforme da te-

oria de fluidos classicos, para os quais ja existem teorias de campos nao-relativisticas consagradas
[20,25].
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