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RESUMO

Nesta tese a formulagao do método dos elementos de contorno é desenvolvida para a
anélise de estruturas formadas pela associacao tridimensional de placas espessas. Esta
abordagem apresenta seis graus de liberdade por no, trés deslocamentos e trés rotagoes.
E construida a partir da associacdo das formulacoes de elasticidade plana e placas de-
formaveis por cisalhamento. A partir destas, dois deslocamentos vem da formulagao
plana, um deslocamento e duas rotagoes da formulagao de placas. Para que se obtenha
a terceira rotacao, uma equacao da drilling rotation ¢ incluida aplicando a equagao
integral de contorno na elasticidade plana na expressao analitica da rotacao, oriunda
da teoria da elasticidade. No arranjo tridimensional, cada placa ¢ definida como uma
sub regidao e os termos locais sao calculados. Apods a necessaria transformacao dessas
equagoes para um plano de referéncia comum, as condi¢oes de compatibilidade de des-
locamentos e rotagoes, e equilibrio de momentos e forcas de superficie sao impostas.
Vérios testes numéricos sao utilizados para validacao de ambos, problemas de elastici-
dade plana e para a formulacao de associacao de placas. Finalmente, estes resultados
sao comparados com solugoes analiticas e aqueles obtidos com o método dos elementos
finitos.

Palavras Chave: Elasticidade Plana, Drilling rotation, Método dos elementos de

contorno, Associagao de placas deforméveis por cisalhamento.



ABSTRACT

In this thesis a boundary element formulation is developed for the analysis of struc-
tures formed by three-dimensional association of plates. A plate boundary element
formulation is developed with six degrees of freedom per node given by three displace-
ments and three rotations. It is built from the association of plane elasticity and shear
deformable plate formulations. From these formulations, we have two displacements
from plane elasticity, one displacement and two rotations from the shear deformable
plate formulation. In order to obtain three rotations, an equation for the out of plane
rotation (drilling rotation) is included applying plane elasticity boundary integral equa-
tions in the analytical expression for rotation. In the three-dimensional assembly, each
plate element is defined as a sub-domain for the use of multi regions technique. Af-
ter the necessary transformation of these equations to a common reference system,
displacement-rotation compatibilities and traction-moment equilibrium conditions are
taken into account. A number of numerical tests is presented for both, plane elasti-
city and shear deformable plate association problems. These results are compared to
analytical solutions and finite element results.

Keywords: Plane Elasticity, Drilling rotation, Boundary Element Method, Folded

shear deformable plates.
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h — Espessura de uma placa.
i — Indice variando de 1 a 3.
4 — Indice variando de 1 a 3.
k — Indice variando de 1 a 3.
n — Vetor normal.

p — Forcas de superficie generalizadas.
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q — Carga de dominio da formulagao de placas.

t — Forcas de superficie, vetor unitario tangente ao contorno ou espessura de uma placa.
u — Deslocamentos.

v — vetores unitarios das coordenadas locais de placas associadas.

x — Coordenadas.

A — Area.

C — Matriz de rigidez completa.

C,, — Constante presente na formulacao de placas.

C, — Constante presente na formulacao de placas.

C;; — Termos livres das formulacoes de placa e elasticidade plana.

C;; — Matriz devido as condigoes de compatibilidade.

D — Combinagao linear de derivadas da solugao fundamental para deslocamentos (Elas-
ticidade plana) e Constante presente na formulagao de placas.

E — Modulo de elasticidade.

E;; — Matriz devido as condigoes de equilibrio.

F' — Forca genérica.

G, G — Vetor de Galerkin, Médulo de cisalhamento.

I — Momento de inércia.

J — Jacobiano da transformagao entre o espago paramétrico e o espago cartesiano.
Ky, K1 — Fungoes de Bessel modificadas.

L — Medida de comprimento, operador diferencial das equacoes de Navier generaliza-
das.

M — Momentos fletores.

N — Funcoes de forma.

P — Ponto genérico, carregamentos ou Solu¢ao fundamental para forcas de superficie
generalizadas (Placas).

) — Forca cisalhante.

R — Respostas numeéricas ou analiticas.

S — Combinagao linear de derivadas da solucao fundamental para forgas de superficie
(Elasticidade plana).

T — Solugao fundamental para forgas de superficie (Elasticidade plana) ou matriz de
transformacao.

U — Solugao fundamental para deslocamentos (Elasticidade plana).

W — Solugao fundamental para deslocamentos generalizados (Placas).

X — Ponto localizado no dominio.
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1 INTRODUCAO

A necessidade de projetar teve inicio com as primeiras tentativas do ser humano
em alterar o seu ambiente de forma a torné-lo mais favoravel. Inicialmente, estruturas
j& existentes na natureza eram aproveitadas, como cavernas para protecao, pedras e
pedacos de madeira como armas etc. De maneira a torné-las mais eficientes, o homem
inventou maneiras de altera-las, por exemplo, atritando uma pedra de maneira a tornar
sua borda mais afiada, facilitando o uso para o corte. Estruturas rudimentares desen-
volvidas para agricultura, assim como o uso de animais, também foram determinantes
para que fosse possivel deixar o nomadismo e se fixar em um local. Até este ponto, casas
e edificagoes eram feitas com materiais primitivos e eram totalmente dependentes das
habilidades manuais daquele que as estivesse construindo. Mais tarde, com a evolugao
da técnica, ocorrida em diferentes momentos dependendo da civilizacao, os procedi-
mentos usados na construcao foram padronizados, tornando-os cada vez mais seguros
e melhorando a durabilidade daquilo que se estivesse construindo. Destas necessidade
bésicas, surgiu a demanda pelo estabelecimento de uma ciéncia como a engenharia
que definisse ferramentas de célculo e padronizagoes. Atualmente demandas criadas
a partir da evolu¢ao da humanidade levaram ao projeto de equipamentos, maquinas
e estruturas cada vez mais audaciosas que exigem um nivel extremamente alto de es-
tudos e técnicas. Como exemplos temos os arranha-céus, dénibus espaciais, geradores
hidrelétricos, carros, avioes e etc. Na Figura 1.1 vemos uma destas aplicagoes.

Grande parte da efetividade destes projetos vem da correta aplicagao de técnicas
para escolha de materiais e das dimensoes. Para que seja possivel dizer se uma estrutura
é segura, devem ser identificados a que espécies de esforgos ela estéd submetida e como
ela suportara essa carga. Essas definigoes passam pelo entendimento de como esses
esforgos sao distribuidos na estrutura e também do conhecimento da resisténcia do
material do qual ela é construida.

Os primeiros estudos que relacionam a aplicagao de forcas as deformagoes foram
feitos por volta de 1678 por Robert Hooke, cujo sobrenome ¢é extremamente familiar
a maioria dos estudantes das engenharias mecéanica, civil e relacionadas. Apesar desse
longinquo inicio, grandes avangos na teoria da elasticidade nao foram obtidos até o ano
de 1821 no qual Navier publicou seus estudos acerca das equacoes de equilibrio. Este
desenvolvimento foi seguido por Cauchy que estudou as equacoes basicas da elastici-
dade e desenvolveu o conceito de tensao em um ponto. Varios outros cientistas cujos
nomes figuram nos livros de teoria da elasticidade continuaram o desenvolvimento desta

disciplina, entre os principais podemos citar, Bernoulli, Lord Kelvin, Poisson, Lamé,



Figura 1.1: Carro de automobilismo da categoria Férmula 1, exemplo de projeto com utiliza-
cao das técnicas e materiais mais avancados.

Green, Saint-Venant, Betti, Airy, Kirchhoff, Rayleigh, Love, Timoshenko. A totalidade
destes autores desenvolveu a forte base matematica presente nos livros e formulagoes
usadas atualmente, sendo muito dos seus desenvolvimentos homenageados em denomi-
nagoes como a viga de Timoshenko, teoria de placas de Kirchhoff-Love, principio de
Saint-Venant, coeficiente de Poisson, solu¢ao fundamental de Kelvin para elasticidade
[1].

A partir dos anos 70 uma poderosa ferramenta despontou no mundo da engenharia,
o computador. A potencialidade de realizar repetidos célculos em um tempo pequeno
e de sistematizar certas atividades, levou os pesquisadores a aplicar alguns conceitos
como analise matricial de estruturas a uma configuragao mais abrangente. Surgiram as-
sim os métodos numéricos como o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método das
Diferencas Finitas (MDF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC). As equagoes
das formulagoes analiticas levam a uma grande dificuldade de solugao para geometrias
e carregamentos que nao sejam matematicamente bem comportados, assim a maioria
das solugoes anteriores para problemas praticos, partiu de generosas simplificagoes das
situagoes reais. As técnicas numeéricas expandiram a possibilidade de aplicagoes e nao
so facilitaram o dimensionamento de pecgas, como agilizaram imensamente o processo.
O incremento do poder computacional dos computadores também foi decisivo para a
sua aplicagao em larga escala e esta intimamente ligado a sua evolugao.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC), entre outras técnicas, tem sido
fonte de pesquisas cientificas ao longo das tultimas décadas. Seu uso, em comparagao
ao Método dos Elementos Finitos (MEF), contudo é consideravelmente menor. Isso

se deve a versatilidade e adaptabilidade do MEF e a extensa pesquisa realizada, que



o tornou um método robusto e deu origem a varios programas comerciais, como o
Ansys, Nastran, Abaqus etc. Apesar disso, o MEC oferece algumas vantagens, entre
elas temos, a redugao da dimensao do problema, uma vez que apenas o contorno ¢é
discretizado. Um esfor¢o computacional menor quando da reconstrucao de uma malha,
vantagens em problemas onde o fenémeno de interesse é predominantemente localizado
no contorno. Também podem ser citadas desvantagens entre as quais, dificuldades no
tratamento de problemas nao-lineares, um sistema de equagoes resultantes formado
por uma matriz cheia e nao simétrica, cujo tempo de solugao cresce bastante com o
tamanho do problema. Esta tultima caracteristica faz com que, em seu estado puro, o
MEC nao seja uma técnica adequada a problemas de larga escala. O problema do tempo
computacional do MEC pode ser atenuado atualmente, através da aplicagao daqueles
que ficaram conhecidos como métodos rapidos dos elementos de contorno. Entre eles, se
destacam a expansao em multi polos [4] e a Aproximagao Cruzada Adaptativa (ACA)
[5].

As estruturas sdo comumente classificadas de acordo com suas caracteristicas fisicas
e as vezes no modo como sao carregadas. Como exemplo temos as barras e vigas que
podem possuir o mesmo formato mas se carregadas axialmente recebem a primeira
classificacao e se fletidas, a segunda. Este caso é andlogo ao de chapas e placas. Neste
caso a chapa seria um equivalente bidimensional da barra e as placas das vigas. Outros
tipos sao os arranjos conhecidos como treligas, porticos e grelhas, cada um com suas
particularidades quanto ao tipo de deslocamentos e carregamentos. A andlise desse
tipo de estrutura é importante uma vez que sua aplicagao pratica ¢ muito comum e
o desenvolvimento de pegas e componentes mais resistentes e leves ¢ uma demanda
constante. Esses tipos de configuracao sao aplicadas nas mais diversas areas, desde a
engenharia civil, com coberturas e telhados sustentados por treligas, lages em prédios,
vigas sustentadoras de edificios e muitos outras. Nas telecomunicacoes e distribuicao
de energia com estruturas de antenas e torres de transmissao. Na engenharia mecénica

como fuselagens de avioes, chassis automobilisticos e muitos outros.

1.1 Revisao Bibliografica

Nesta tese o tema da associacao de placas espessas através do MEC sera abordado e

a inclusao da rotagao ws serd o seu foco. Para tanto, os seguinte temas serao revisados:

e As teorias desenvolvidas para placas e elementos planos como chapas.
e A drilling rotation e seu desenvolvimento em outros métodos numéricos.

e A associagao de placas no MEC e suas limitagoes.



As teorias classicas para placas nao sao suficientes para uma descrigao precisa de
seu comportamento quando a relacao entre espessura e a maior aresta é relativamente
grande. Essa ocorréncia é devido ao negligenciamento de deformacoes cisalhantes pre-
sentes no fenémeno, por isso as teorias de placas deforméveis por cisalhamento, apesar
de mais complexas, sao preferiveis no caso de uma formulagao com maior aplicabilidade.

A primeira teoria para descri¢ao do comportamento de placas foi proposta por Kir-
chhoff [6] em 1850. Ela ficou conhecida como teoria de placas finas e ¢ suficientemente
precisa para a maioria das aplicagoes praticas. Em alguns casos, porém, ela é compro-
vadamente falha, mesmo que as placas tratadas nao sejam classificadas como espessas.
Sao exemplos de situagoes como estas, placas que possuem concentradores de tensao e
aquelas anisotropicas com grande diferencas em suas propriedades direcionais.

Uma teoria mais abrangente foi proposta por Reissner [7] em 1947. Essa teoria
assume uma variagao da tensao ao longo da espessura da placa, levando em conside-
racao assim também uma variacao das deformacoes cisalhantes. Por partir de uma
suposicao relacionada a tensao, é dita como sendo uma teoria de placas deforméveis
por cisalhamento baseada na tensdo. A teoria de Mindlin [8] foi proposta com base
em uma suposi¢cao de um campo de deslocamentos variavel através da espessura da
placa. De maneira semelhante ao caso da placa de Reissner, como partiu da suposi¢ao
de variacao linear dos deslocamentos ao longo espessura, esta ¢ dita como teoria de
placas deforméveis por cisalhamento baseada nos deslocamentos. Teorias de mais alta
ordem também foram obtidas, como a teoria de Reddy onde variagoes quadraticas das
deformagoes cisalhantes sdo assumidas [9]. Essa ¢ uma teoria de segunda ordem.

Formulagoes do MEC para placas estao bastante estabelecidas com solugoes funda-
mentais para a teoria de Kirchhoff e para as teorias de Mindlin e Reissner [10]. Um dos
primeiros trabalhos utilizando o MEC com estas formulagoes foi feito por Weeén [11].
Seu desenvolvimento completo, contendo o tratamento de singularidades, imposi¢ao de
condigoes de contorno e calculo de tensoes ¢ descrito em varios livros [12, 13]. Intme-
ros trabalhos publicados tratam de aplicacoes especificas como formulagoes dinamicas
[14, 15| e anisotropia [16, 17, 18].

As formulagoes de elasticidade plana foram desenvolvidas nos primoérdios do MEC
e sao facilmente encontradas em varios livros textos comuns aos estudantes iniciantes
no assunto. Podemos incluir aqui, além daquelas citadas acima, as referéncias [19, 20|.
Um dos primeiros trabalhos a tratar de uma formulacao do MEC para elasticidade
tridimensional foi publicado no artigo [21].

Para que seja possivel lidar com um problema de associacao de placas, que é essen-
cialmente tridimensional, com uma formulagao bidimensional é necessario tratar cada

placa como uma subregiao do problema. O problema global ¢ entao montado apods a



imposicao das condi¢oes de compatibilidade e equilibrio em arestas comuns entre estas
placas. Para o caso de duas regioes que compartilham o mesmo plano, o procedimento
¢ bastante simplificado. Contudo no caso de placas associadas contidas em planos ge-
néricos, uma dificuldade surge durante a imposicao das condi¢oes de compatibilidade,
por conta da auséncia de uma rotacgao na dire¢ao x3 local. O procedimento comumente
adotado foi criar restricoes que permitissem a solu¢ao do problema em casos especifi-
cos. A geometria deveria ter as arestas que uniam as placas alinhadas a um dos eixos
do problema e os carregamentos nao poderiam provocar um desalinhamento com essa
diregao apos a deformagao. Dessa maneira as condigoes de compatibilidade poderiam
partir do principio que a rotacao em questao, tem um valor nulo, evitando assim os
erros de nao considera-la na formulagao. Sao exemplos de trabalhos que adotaram
essas restrigoes [22, 23, 3, 24|. Essa dificuldade pode ser superada com a inclusdo da
rotacao ws que ¢ diretamente relacionada aos deslocamentos da elasticidade plana u;
€ U2 [25]

Uma das abordagens utilizadas por pesquisadores que trabalham com o MEF para
tratar de estruturas formadas por placas ou cascas envolve a obtencao de um elemento
finito através da combinacao adequada de elementos finitos de membrana e placas.
As Formulagoes do MEC criadas para esta situagao se baseiam em um procedimento
semelhante, no qual sao combinadas as equacgoes integrais das duas formulagoes, dando
origem a uma formulacao acoplada, que considera os efeitos fletores e de extensao da
placa. Como mostrado no paragrafo anterior, a auséncia de uma rotacao em torno do
eixo w3 causa dificuldades numéricas no tratamento desse tipo de estrutura. No caso
do MEF, essa auséncia causa o aparecimento de singularidades na matriz de rigidez,
o que foi solucionado usando elementos de membrana que continham esse grau de
liberdade adicional [26]. No caso do MEC esta questao foi aparentemente ignorada até
0 momento.

Inicialmente, a rotagao ws, também conhecida como drilling rotation, foi incluida
apenas com o intuito de melhorar a precisao do elemento finito e acelerar a sua conver-
géncia, sendo assim uma alternativa mais barata do ponto de vista computacional. Em
1984 Allman [27] desenvolveu um elemento finito triangular que representava o des-
locamento com uma variagao quadrética usando apenas conectores nos vértices, dois
deslocamentos e uma rotagao. Isto resultou em deformagoes e tensoes com distribuigao
linear ao longo do elemento. Esta foi uma das primeiras tentativas bem sucedidas de
inclusdo desta rotagao no MEF, na sequéncia outro elemento foi desenvolvido por 28]
usando a formulagao livre de Bergan e Nygard [29].

Outros autores, abordaram o problema usando uma variedade de metodologias

como [30, 31, 32, 33]. Todos eles se basearam em uma alteragdo da fungao de forma,



feita de modo a incluir o grau de liberdade (gdl) adicional de rotagao, seguindo o
trabalho inicial publicado por Allman [27]. Este procedimento foi realizado em conjunto
com uma estratégia de impor que esse gdl incluido se igualasse & rotacao da teoria da
clasticidade. Em [34] os autores descobriram que o tridngulo de Allman toma uma
forma tipica de aproximacao por particao da unidade, o que permite uma extensao
direta para métodos sem malha e de contorno. Neste trabalho foram apresentados
resultados para o MEF e para Element-free Galerkin Method.

Um dos primeiros trabalhos a tratar do tema na comunidade do MEC utilizou
o procedimento descrito em 34|, tratado no paragrafo anterior. Esse trabalho foi
publicado em [25]. O procedimento adotado, utilizou elementos de contorno lineares
descontinuos, continuos e semi descontinuos. A inclusdo da rotagao se deu através da
funcao de forma o que levou o sistema de equagoes resultante a ter uma inconsisténcia
entre namero de variaveis e equagoes. Esse problema foi contornado com inclusao de
um funcional que quando minimizado, igualava a rotacao recém incluida aquela da
teoria da elasticidade. Este procedimento resultou em bom acordo com resultados
disponiveis na literatura e solugoes analiticas.

A tatica adotada nesta tese é independente da fungao de forma e usa as expres-
soes analiticas do problema no ponto anterior a sua discretizacao. De tal maneira que
para incluir o sexto grau de liberdade na formula¢ao acoplada (placas e membranas),
uma expressao foi obtida através de derivadas da equacao integral de contorno para
deslocamentos na elasticidade plana e da definigao da rotagao oriunda da teoria da
elasticidade. Esta nova equacao é entao incluida nas matrizes de influéncia da formu-
lacao do MEC para elasticidade plana e é diretamente dependente dos deslocamentos e
forgas de superficie. Duas das principais vantagens da presente abordagem em relagao
a outras técnicas numeéricas, como o MEF, sao as expressoes analiticas obtidas para a
rotacao ws que é aproximada apenas durante a discretizagao do problema, e sua facili-
dade em ser estendida para elementos de mais alta ordem [35]. Os resultados obtidos
aqui, apresentam também uma melhor precisao quando comparados com aqueles obti-
dos em [25]. Como desvantagens, temos a necessidade da integragao de equagoes hiper
singulares, que devem ser tratadas adequadamente.

Utilizando o método descrito acima, neste trabalho, o MEC é aplicado na formu-
lagao para associacao de placas que originalmente apresenta cinco graus de liberdade,
dois oriundos da elasticidade plana e trés das placas deforméveis por cisalhamento.
Esse procedimento padrao, baseado na combinagao dos comportamentos extensores e
fletores, é acoplado em um tnico sistema de equagoes |3|. Tanaka et al. [22, 23] utilizou
também este procedimento para simular a vibracao livre de estruturas elasticas forma-

das por placas com o MEC. Os dois trabalhos utilizaram o método de sub regices do



MEC o que lhes permitiu gerar um sistema de equagoes em coordenadas locais e impor
condigoes de compatibilidade e equilibrio, transformando-as para o sistema de referén-
cia global. Com a inclusao do sexto grau de liberdade nesta formulagao, através do
procedimento anterior, foram obtidos resultados numéricos para varias configuragoes

que foram comparados com respostas analiticas e obtidas com o Ansys.

1.2 Divisao do trabalho
Esta tese esta dividida em 8 capitulos, que abordam os seguintes topicos:

1. Introdugao ao assunto, revisao bibliogréfica e divisao do trabalho;

2. A teoria da elasticidade voltada aos problemas de elasticidade plana e triaxial, e

equacionamento de placas deforméveis por cisalhamento;

3. A formulagdo do MEC para a elasticidade plana e placas deformaveis por cisa-

lhamento;

4. Obtencao da formulagao do MEC para a rotacao ws através de duas abordagens

distintas;
5. Formulacao para associacao de placas e aspectos relativos & implementacao;

6. Resultados numéricos obtidos para a formulagao plana com enfoque nas respostas

para ws;
7. Resultados numéricos obtidos para a formulagao de associagao de placas;

8. Conclusoes e propostas para trabalhos futuros.



2 TEORIA DA ELASTICIDADE

2.1 Introdugao

A Elasticidade é um ramo da ciéncia que trata, principalmente da determinagao
das tensoes, deformacgoes e distribuicao de deslocamentos em um soélido eléstico sob
a influéncia de carregamentos. Para tal, modelos mateméticos foram desenvolvidos
possibilitando a anélise de problemas com aplica¢oes praticas e tedricas na engenharia.

Como exemplos destas, podem ser citados:

e Anélise estrutural no &mbito da engenharia civil com a determinacao de tensoes
e deformagoes em elementos, como placas, cascas, vigas e aplicagdoes em geo

mecanica envolvendo a anélise de solo, rochas e concreto.

e Anélise estrutural no &mbito da engenharia mecénica como o projeto de pegas e
partes de maquinas e equipamentos, para as quais sao levadas em consideragao a

anélise de tensoes, problemas de contato, fratura e fadiga.

e Na ciéncia dos materiais, com a determinacao de campos de tensao em solidos

cristalinos nas proximidades de uma discordancia.

e Aplicagbes em engenharia aeronautica e aeroespacial.

A teoria desta disciplina também constitui a base para estudos mais avancados
como plasticidade e viscoelasticidade, além do emprego de métodos computacionais
para a solu¢do de problemas com geometrias e carregamentos mais complicados [1].

Nesta secao a teoria da elasticidade sera abordada cobrindo os aspectos bésicos
das relacoes entre tensao e deformacao, relagoes cinematicas e condi¢oes de equilibrio
onde as definigoes serao particularizadas para o caso da Elasticidade Plana e de Placas
Espessas. A partir deste capitulo e ao longo do restante desta tese a notagao indicial
sera utilizada. Indices com letras gregas (o, 3) terdo variacdo de 1 a 2, enquanto

indices com letras romanas terao variacao de 1 a 3.

2.2 Elasticidade

Nesta secao varios conceitos da teoria da Elasticidade serao tratados e ao final,
consideracoes serao feitas para que sejam especificadas para o caso da Elasticidade

Plana.



2.2.1 Relacao entre deformacoes e deslocamentos

Os solidos elésticos mudam de forma, ou seja, deformam quando sujeitos a um car-
regamento. Essas deformacoes podem ser quantificadas uma vez que seja conhecido
o campo de deslocamentos por todo o corpo. Deve ser levado em consideragao que a
hipotese de um meio continuo estabelece que ha um campo de deslocamentos abran-
gendo todos os pontos de um sélido elastico. Na Figura 2.1 ¢ mostrado um exemplo

de barra sofrendo uma deformacao sobre a acao de um carregamento axial.

Figura 2.1: Exemplo de barra sofrendo uma deformacao sobre a agdo de um carregamento
axial.

Considere agora a Figura 2.2. Nela tém-se dois pontos Fy e P ligados por um
vetor de posigao relativa r na configuragao inicial. Apds o corpo em questao sofrer
uma deformacao, estes pontos passam a ocupar as posigoes P) e P’ e sdo ligados
por um vetor r’. Para o caso elastico de pequenas deformacoes, a diferenca entre as
configuragoes pode ser ignorada [1]. Considerando essa anélise, um corpo elastico solido
¢ dito deformado quando a distancia relativa entre dois pontos quaisquer se altera, o

que nao acontece no chamado movimento de corpo rigido.

/ ’ \
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Figura 2.2: Deslocamento de um ponto dentro de um corpo elastico sélido, inicialmente na
configuragao nao deformada em linha cheia e na deformada em linha tracejada [1].

Usando coordenadas cartesianas e definindo vetores de deslocamento u® de P, para

P e u de P} para P’. Considerando também que estes pontos sdo vizinhos, é pos-
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sivel usar uma expansao em série de Taylor ao redor do ponto F, para expressar as

componentes de u, como mostrado na equagao (2.1):

. 0 8’&1 8u1 8u1
uy = U1+8$1T1+ 7’2“‘

8U2 8u2 8u2

0
Ug = Uy + ; 17‘1—1- ; 27‘2+ 5:1:37"3
du ou ou
0 3 3 3
= 2.1
Us u3—|—517’1+327‘2+937“3 (2.1)

onde u; sao as componentes do vetor de deslocamentos. A mudanca do vetor de posi¢ao

relativa pode ser escrita como:

Ar=r —r=u —u° (2.2)

0 que, a partir de (2.1), resulta em:

Ary = - -
" 81’1 " 81’2 " 81’3 "3
8uQ 8uz 8uQ
Ary —
"2 81’1 rt 01'2 "2 81’3 "3
8U3 8u3 8U3
Ars = 2.3
"3 81’1 nt 81’2 2t 81’3 "3 ( )
ou em notacao indicial
A’l"i = Uy 475 Z,] = 1, 2, 3. (24)

O termo u; ; ¢ o tensor do gradiente dos deslocamentos e suas componentes sao, de

acordo com [1]:

Oup  Our  Oduy
8901 89c2 8m3

o o— | Ouz Oup Oug
ul"y o oy Oxa Oxs (25)

Ous  Ouz  Oug
o1 Oxo oxs

Este tensor pode ser divido em uma parte simétrica e em uma antissimétrica como

mostrado nas equagoes (2.6) e (2.7):

1
gy = 5 (g +ug) (2.6)
1
wig = 5 (Ui — uja) (2.7)
que sao conhecidos como os tensores de deformacao e de rotacao, respectivamente. Um
vetor dual pode ser associado ao tensor de rotagdo usando w; = —1/2e;;wy;. Assim,
tem-se:
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1

wWp = W32 = 5 (U3,2 - U2,3) (2-8)
1

Wy = Wiz = 5 (U1,3 - U3,1) (2-9)
1

W3 = Wo1 = 5 (U271 — U172) (210)

Essas componentes representam rotagoes de corpo rigido em torno dos eixos coor-
denados e, como tal, nao contribuem para o estado de tensao. O vetor w3 é a rotagao
de corpo rigido em torno do eixo x3, também conhecida como drilling rotation.

A relagao entre deformagoes e deslocamentos ficou estabelecida pela equagao (2.6).

2.2.2 Compatibilidade de deformacoes

Com o intuito de garantir que se obtenha uma solucao tnica e continua para o
campo de deformagoes, é necessario obter algumas relagoes adicionais. Uma vez que a
deformagao é diretamente relacionada aos deslocamentos, basta que encontremos um
campo de deslocamentos tnico e continuo para que o campo de deformagoes tenha o
mesmo comportamento. Porém o mesmo nao funciona no sentido inverso, ou seja, um
campo de deformacoes tinico e continuo nem sempre produzird um campo de desloca-
mentos com as mesmas caracteristicas. Com o intuito de garantir isso, as deformagoes
devem satisfazer relagoes conhecidas como condig¢oes de compatibilidade.

Para alcangar essa relagao, [1] utiliza um processo de eliminagao dos deslocamentos
das expressoes nas quais sao estabelecidas sua relagao com as deformagoes. Adotando
a notacgao indicial e derivando a equacao (2.6) duas vezes, primeiramente em rela¢ao a
x e depois em relagao a x;, tem-se:

1

Eijkl = 5 (Ui,jkl + uj,ikl) i 7, k,l=1,2,3. (2-11)

e realizando algumas trocas de indices obtém-se as seguintes relagoes:

1
Eklij = 5 (ki + Wi ki)
1
Ejlik = 3 (Wjrik + Wi jik)
1
it = 5 (Uikjt + Unijt) (2.12)

Considerando a continuidade dos deslocamentos, a ordem das derivadas pode ser

alterada e as expressoes podem ser manipuladas de maneira a resultar em:

€ijkl + Eklij — €ikjl — Ejlik = 0 (2.13)
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Estas expressoes sao conhecidas como equagoes de compatibilidade de Saint-Venant.
Esse sistema leva a 81 equagoes mas é possivel mostrar que muitas delas sao idénticas
ou repetigoes e apenas seis delas tem significado pratico. Estas seis relagoes podem ser

determinadas fazendo k = [, em notacao escalar sao dadas por:

82811 82822 . 82812
0x3 0r? 0,01,
02522 82833 —9 82823
03 O3 D903
02533 82811 —9 82813
or? ox? 0x3014

02511 . 0 _0523 I 0531 L 8812
01'201'3 N 8:171 8:171 01'2 01'3
82822 . 0 _8831 i 8812 i 8823
01'301'1 N 81’2 81’2 01'3 0:)31
82833 0 ( 8812 i 8823 i 8831)

0x10x, B 03 B 03 oy 0o

(2.14)

Pode-se ainda mostrar que as seis equagoes apresentadas acima nao sao totalmente
independentes e que existe uma relagao diferencial entre elas. Contudo, ¢ mais conve-

niente utiliza-las nesta forma.

2.2.3 Tensoes e equilibrio

Nesta secao as defini¢coes e propriedades dos vetores de forga de superficie e tensor
de tensoes serao estabelecidas, assim como as equagoes de equilibrio de forcas. Estas
relagoes sao outra parte das equagoes necessarias para a solugao de um problema geral
de elasticidade.

A ideia geral por tras da relacdo entre forgas de superficie, é que para que seja
mantido o equilibrio, a aplicacao de forgas externas induz o aparecimento de forgas

internas. Elas sao convenientemente categorizadas em duas classes:
e Forcas de corpo
e Forcas de superficie

As forcas de corpo sao proporcionais & massa do corpo e sao resultado de um agente
externo. Sao exemplos a forga peso, que ¢é gerada por campos gravitacionais, forgas
magneticamente induzidas e as inerciais. As forgas de superficie, como o nome indica,
sempre atuam na superficie do corpo.

Para quantificar a natureza das forcas distribuidas dentro de um corpo continuo

s6lido, deve-se analisar a acao de um conjunto de carregamentos arbitrarios. Uma

12



AF

Figura 2.3: Representagao de um soélido genérico sob a agao de carregamentos arbitrarios.

022

v 091
; 12

0923

P 011

032

031 0-13

033

T

T3
Figura 2.4: Planos coordenados com respectivos valores de tensao.

secao é feita nesse corpo e nela pode-se observar uma érea AA com o vetor normal
dado por n, na qual atua uma forga resultante AF. Dessa maneira o vetor de forgas
de superficie é definido como:

AF

t"(x,n) = Al{lqlgo A (2.15)

que ¢ um vetor que também depende da normal, que por sua vez define a orientacao da
area. Agora considerando a mesma situagao, s6 que dessa vez com AA coincidindo com
os trés planos formados pelos eixos coordenadas (z3, x3), (z3,21) e (1, z3) e alinhados
com a diregao positiva dos eixos perpendiculares, como mostrado na Figura 2.4. Nesse

caso o vetor de forcas de superficie, para cada umas das faces, fica:
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€3

Figura 2.5: Plano obliquo mostrando normal e uma resultante de forga de superficie.

tn(X, n— 81) = 011€1 + 012€9 + 013€3 (216)
tn(X, n— 82) = 091€1 + 0922€9 + 093€3 (217)
tn(X, n = 63) = 031€1 + 0392€9 + 033€e3 (218)

na qual e, e, e e3 sao os vetores unitarios nas dire¢oes dos eixos coordenados. Os nove
termos que multiplicam esses vetores sao as componentes daquele que é conhecido como

o tensor de tensoes. Escrito em forma matricial, fica:

011 012 013
0= 021 022 0323 (2.19)

031 032 033
onde os termos da diagonal com sub indices iguais sao as tensoes normais, enquanto
aqueles de fora da diagonal, com sub indices diferentes, sao conhecidos como tensoes
cisalhantes. Este tensor ¢ simétrico e portanto apresenta apenas 6 componentes dis-

tintas.

Analisando agora um vetor de forcas de superficie em um plano obliquo, como o

mostrado na Figura 2.5, para o qual o vetor normal pode ser representado por:

n = nje; + ne€y + nses (220)

onde ny, ny e ng sao os cossenos diretores do vetor unitario n. Considerando o equilibrio
deste elemento piramidal em relacao as forcas atuantes no plano obliquo e nos planos

coordenados,

14



t" = nit"(n = e;) + not"(n = e3) + n3t”(n = e3) (2.21)

e usando as equagoes (2.18) a (2.21), pode-se escrevé-lo na seguinte forma:

n
t = (0'11711 + 0921M9 + 0'31713)61 + (0’12711 + 092919 + 0'32713)62 +

(01311 + 023N + 033n3)€3 (2.22)

que em notacao indicial e considerando a simetria do tensor de tensoes, toma a forma

da equagao (2.23):

t? = O4N; (223)

Esta expressao mostra a relacao existente entre a forga de superficie e o tensor de
tensoes.
Seguindo a discussao mostrada em [1], as equagoes de equilibrio assumem a seguinte

forma:

05,5 + b, =0 (224)

onde b; sao as forgas de corpo. A equagao (2.24) representa as 3 equagoes envolvendo
os campos de tensoes que devem ser satisfeitas para que um corpo esteja em equilibrio
estatico. Para o caso da Elasticidade Plana, em notagao escalar, a equacao (2.24) toma

a seguinte forma:

80'11 80’21

ey oy 1Y (2.25)
0o1g 0099 .
a—m+a—lé+b2—0 (2.26)

2.2.4 Comportamento do material em regime elastico

Finalmente, para complementar as equacoes ja apresentadas, é necessario que se
leve em consideragao as propriedades do material analisado. Isso ¢ expressado ma-
tematicamente, no caso da elasticidade linear, pela Lei de Hooke que introduz uma
relacao entre tensoes e deformagoes através das propriedades mecanicas do material
em questao. Intuitivamente isso pode ser entendido como até que ponto um mate-
rial ird se deformar quando sujeito a um determinado esfor¢o e de que maneira esta

deformacao ocorre.
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A lei de Hooke se baseia em um modelo matematico que considera cada uma das
componentes de tensao dependente linearmente de todas as componentes de deforma-
gao. A equagdo (2.27) apresenta essas relagoes ja levando em consideragao a simetria

dos tensores.

( o11 \ Cu Cip Ciz Cu Ci5 Cie ( €11 \
022 Ca1 Cop Coz Coyy Cos Cog €22
Os3 | _ Cs1 Oz Cs3 O3 Cs5 Cse €33 (2.27)
012 Cun Cip Ciz Cu Cis Cye €12
023 Cs1 Cs2 Csz Csu Css g €23
| 013 i Co1 Ce2 Coz Cos Cos Coo ] Es )
que em notacao tensorial e indicial assume a forma compacta:
0ij = Cijki€rl i, 7,k 1 =1,2,3. (2.28)

onde Cjjx; ¢ um tensor de quarta ordem que contém todos os pardmetros necessarios
para caracterizar qualquer tipo material, com um total de 81 componentes. Contudo,
varias consideracoes podem ser aplicadas, tais como a simetria dos tensores de tensao
e deformacao e o conceito da energia de deformacao. Desta maneira, considerando
também que se trata de um material homogéneo e isotropico, chega-se a seguinte

relacao:

Oi5 = Agkkéij + 2,u€ij (229)

onde ¢;; ¢ o delta de Kronecker, definido por:

i1
5y =4 Pt (2.30)
parai # j, 0

A e i sao conhecidas como as constantes de Lamé e sao relacionadas aos modulos de

Elasticidade F, coeficiente ou razao de Poisson v e modulo de cisalhamento G por:

Ev
A= 1+ v)(1—2v) (2:31)
1)

A equagao (2.29) é a lei de Hooke generalizada para solidos elasticos que sao for-
mados de um material isotropico e linear. A forma inversa desta relagdo, na qual as

deformagoes sao obtidas a partir das tensoes, é dada por:
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1 A
Eij = @ <Uij — makk&j) (233)

As equacgoes governantes de elasticidade podem ser obtidas substituindo as relagoes
tensao deformacao da equacao (2.28) nas equagoes de equilibrio (2.24). Esse resultado

¢ usado nas relagoes entre deformagoes e deslocamentos (2.6), para resultar em:

pu i+ (B + Aug g+ b =0 (2.34)

que sao conhecidas como as equagoes de Navier para os deslocamentos.

2.2.5 Condicao de Tensao Plana

A condigao de tensao plana pode ser assumida quando estéd sendo analisada uma
placa fina que nao sofre carregamentos na direcao de sua espessura. As tensoes oq1,
099 € 019 880 entao assumidas como independentes da coordenada 3. A tensao oz é
nula e a deformacao e33 é dada por:

—U

1 (€11 + €22) (2.35)
—v

As relagoes tensao deformacao ficam entao:

€33 =

1

11 = E(O’u — 1/0'22) (236)
1

E99 = E(O’Qg — 1/0'11) (237)
14+v

€12 = E 012 (2-38)

2.3 Teoria de placas deformaveis por cisalhamento

A placa é um elemento estrutural com formato plano cujas dimensoes sao gran-
des quando comparadas a sua espessura e sujeita a um carregamento transversal que
causa deformagoes de flexao em conjunto com alongamentos. Na maioria dos casos, a
espessura nao € maior que um décimo da menor dimensao no plano. Por conta disso,
é possivel evitar o uso de formulagoes tridimensionais para a sua analise. Do ponto de
vista computacional isso resulta em menores custos uma vez que a ordem dos elemen-
tos é reduzida em um. A dita teoria de placas espessas, ¢ uma extensao da teoria de
Kirchhoff-Love [6], ou teoria de placas finas, que leva em consideragao as deformagoes
cisalhantes através da espessura da placa. Por isso, também ficou conhecida como

teoria de placas deformaveis por cisalhamento [2].
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Figura 2.6: Situag@o de equilibrio para um elemento de placa. Os carregamentos foram
separados em duas imagens para facilitar a visualizacao.

As teorias de placas espessas foram desenvolvidas assumindo uma forma para o
campo de deslocamentos ou para o campo de tensoes como uma combinacao linear
de fungoes desconhecidas e a coordenada da espessura. As duas principais teorias de
placas espessas que incorporam a deformacao transversal cisalhante sao: a teoria de
Mindlin [8] e a de Reissner [7], que foram propostas de forma independente. E possivel
encontrar na literatura referéncias a teoria de Mindlin-Reissner categorizada como
teoria de placas com deformacao cisalhante de primeira ordem. As duas teorias nao
sao iguais apesar de possuirem uma estreita relagao. A principal distingao entre as duas
estd no modo como foram derivadas. A teoria de Reissner foi derivada do principio
variacional da energia complementar de deformacao, com a suposicao de variagao linear
de tensao flexural e distribuigao parabolica de tensao cisalhante. A teoria de Mindlin,
por sua vez, foi formulada assumindo uma variacao linear de deslocamento através da
espessura da placa, mantendo a deformagao na diregao transversal nula. As diferengas
exatas e suas consequéncias foram apreciadas analiticamente e numericamente em [36].

Neste Trabalho a teoria de Reissner sera utilizada.

2.3.1 Equacgoes de Equilibrio

As equagdes de equilibrio podem ser obtidas de duas maneiras, utilizando o principio
de deslocamentos virtuais ou o equilibrio de um elemento de placa tipico como aquele
mostrado na Figura 2.6.

Este elemento tem dimensoes dxy X dxy X h e esta sujeito a um carregamento q por
unidade de area. De acordo com o descrito na Figura 2.6, o equilibrio de momentos ao

redor do eixo x; é dado por:
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a]\422
8252

OMs
81’1

Mggdl’l — <M22 + dl’g) dl’l + Mlgdilfg — <M12 +

0Q1 dxy

dx
Qldng <Q1 + 8—:6161561) dl’gT +

dl‘l) dIQ -

0 d
Q2 + &dl’g dflfldl'g + qdl’ldiﬁgﬁ =0 (239)
81’2 2

Simplificando esta expressao e eliminando as multiplicagoes de termos infinitesimais,

obtém-se:

OMas n OM;s
01'2 0:)31

Procedendo da mesma maneira, considerando o equilibrio de momentos ao redor do

Q=0 (2.40)

eixo w9 e realizando as mesmas simplificagoes, chega-se a:

8]\411 + 8]\421
0:)31 01'2

Considerando agora o equilibrio de forcas na direcao do eixo x3, obtém-se:

— Q=0 (2.41)

0 0
—Qldl’ldl’g — dil’ldl’g + <Q1 + %) dl’ldl’g + (Qz + %) dl’gdl’l + quldx2 =0
1 2
(2.42)
que simplificada resulta em:
Q1 | 002
— 4+ —= =0 2.43
0:)31 * 01'2 +q ( )

As igualdades (2.40), (2.41) e (2.43) representam as equagoes governantes em sua

forma diferencial e quando escritas em notacao indicial resultam em:

Mopp—Qa = 0
Qat+q = 0 a,B=1,2. (2.44)

2.3.2 Relacgoes tensoes resultantes - deformacoes

Antes de deduzir as relagdes entre tensoes resultantes e deformacao, algumas equa-
¢oes Tuteis serao apresentadas. Para um material isotropico linear a relagao tensao -

deformagao é dado pela equagao (2.45) [2]:
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( [ R
o1 1—p2 1—p2 €11
0922 vk 0O 0 0 €22
1—v2 1—22
13 0 0 0 G 0 c13
\ 023 ), 0 0 0 0 @& \ £23 /

onde E é o médulo de elasticidade e v é a razao de poisson. O moédulo de cisalhamento
pode ser obtido pela expressao G = E/(2(1 + v)). A relagao entre tensoes resultantes

e os momentos fletores e forgas cisalhantes sao definidas como:

h/2

Maﬁ = / S(,’go'agdl’g (246)
—h/2
h/2

Qo = / Oa3drs (2.47)
—h/2

A partir destas expressoes as relagoes entre tensoes resultantes e deformagcoes sao
obtidas usando o teorema do trabalho minimo de Castigliano, definindo a energia

complementar dada pela equagao (2.48) [13]:

I, =11, — II. (2.48)

onde II; ¢é a energia de deformacao e II. caracteriza o trabalho realizado ao longo do

contorno, estes termos sao dados por (2.49) e (2.50):

1 MaﬁMag(l + V) - I/MaaMgg 2 1
II; = = — — Mo + = Qo Qp ¢ A (2.4
479 /Q{ (1—2)D G, 1Moo 7 Qa€ (2.49)
I, = / (Myw, + Myw; + Quws) dT’ (2.50)
r
nas quais

Mn = Magngna
Mt = Magngta

Qn = p3 (2.51)
Wy = WyNy
wy = w,it,

onde os termos M,,, M;, Q,,, u,, u; sao, respectivamente, o momento em torno da dire-

¢ao normal, o momento em torno da dire¢ao tangencial, o cisalhamento normal (Figura

20



Figura 2.7: Ilustragao mostrando as varidveis do problema de placa espessa em um ponto do
contorno [2].

2.7), o deslocamento normal e tangencial em um ponto do contorno. Os vetores n, e
. sao, respectivamente, os vetores normais e tangenciais para um ponto no contorno.
As constantes D, C,, e C§, na equagao (2.52) dependem diretamente das propriedades
do material.

Agora, de maneira a encontrar um minimo da energia complementar para as equa-
goes governantes (2.44) devemos multiplica-las por uma fungao ponderadora w; e
integra-las ao longo do dominio. De modo a encontrar o minimo, devemos entao es-

crever o variacional dessa expressao e entao iguald-la a zero, como mostrado em (2.52)
[13]:

5| [ {0ans = Qv+ (Qu + s} an] =0 (252)

onde § é o operador variacional [37]. Utilizando a integracao por partes para eliminar

os variacionais de derivadas, resulta em:

Ma5(1+y)_VM695aﬁ _i B
/Q { { =D B = wap | 6 (Mo

N [% g — wa] 5 [Qa]} 40 =0 (2.53)

implicando que para a igualdade se tornar verdadeira:
Ma5<1 + V) - VM9€5aﬁ q

— 8. — We s =10 2.54
(1—12)D G, T el (254

— Ws.q — Wy =0 (2.55)

onde rearranjando os termos e inserindo as seguintes substituigoes:
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obtém-se:

Xasg = 5(Wap+wsa)
wa = Wq+ W3 o (256)
1—v 2v 1+v
Maﬁ = D B (2Xaﬁ + :vaéaﬁ) + D Cn q5a5
Qa = Cswa (257)

na qual d,5 ¢ o delta de kronecker, xqp ¢ a deformacgao de flexao e ¢, ¢ a deformacao

cisalhante. A equagdo (2.57) é a lei de Hooke generalizada e representa a relagao

entre tensoes resultantes e deformagoes. As constantes apresentadas nestas equagoes

possuem valores:

3
p - B
12(1 - 12)
5FEh
Cn = 6v
h
c, — % (2.58)

Substituindo os valores das constantes em (2.58) na equagao (2.57), resulta em:

1—v qu

2v
= D «a «a T 6& 75@
<w Bt ws +1_wawy B)+(1—V))\2 8

1—v

= D
2

N (W + W3.4) (2.59)

que sao as relagoes entre resultantes de tensao e deslocamentos generalizados, onde
A =+10/h é o fator de cisalhamento.

As equagoes de Navier generalizadas podem ser obtidas aplicando a equagao (2.59)

nas equagoes governantes (2.44):

na qual:

22



Las = Dl_”{(v X2) bos + 70,0,

2 —v

1—

La3 = D( 9 )

1—-vY\ s
Ly = D(——) N0y

1—
Ly3 = D( )A2V2 (2.61)

onde L;; é o operador de Navier generalizado, V2 é o laplaciano bidimensional e b; sao

as forgas de corpo generalizadas, dadas por:

v
(Tt
by = gq (2.62)

by, =

2.3.3 Tipos de condicoes de contorno

A formulagao de placas possui variaveis relacionadas a duas rotagdes em torno dos
eixos r1 e xy e relacionadas a uma deflexao em x3. Assim, quando da resolugao do
problema, é necessario definir condi¢oes de contorno adequadas e que possibilitem a
sua resolucao. Nesta secao, os termos w, se referem as rotagoes e w3 ao deslocamento

na dire¢ao z3. De maneira geral podemos resumir as possibilidades de restrigoes como:

Contorno engastado, onde: w; =0, w,, =0 e ug = 0.

Contorno simplesmente apoiado, onde: w; =0, w3 =0 e M, = 0.

Contorno guiado, onde: w,, =0, w; =0 e p3 = 0.

Contorno livre, onde: M, =0, M; =0 e p3 = 0.
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3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

3.1 Formulacao do MEC para Elasticidade

Nesta se¢ao a formulagao do método dos elementos de contorno para elasticidade
seré desenvolvida. Os itens a serem abordados englobam a obtencao da equacao integral
de contorno (EIC), a obtengao da solugao fundamental e a especializa¢do da EIC para
um ponto qualquer, dentro do dominio, exatamente no contorno ou externo a ele.

Entre as vérias possibilidades de obtencao das equagoes integrais de contorno para
elasticidade, podemos utilizar o teorema da reciprocidade de Betti. A formulagao é
obtida a partir deste teorema, considerando dois estados equilibrados, um no dominio
do problema e o outro naquele conhecido como espago fundamental, com varidveis
(ui, t;,b;) e (uf,tf,bF), respectivamente, onde u; e u; sdo os deslocamentos, t; e t}
sao as forcas de superficie, e b; e b} sao as forgas de corpo. Ao longo deste capitulo
os indices serao alterados de letras romanas para gregas assim que a formulacao for
especificada para problemas bidimensionais. A derivagao descrita nesta se¢ao segue
aquela desenvolvida em [12].

O processo se inicia integrando a equagao de equilibrio (2.24) ao longo do domi-
nio, representado por €2, e ponderando-a por u;. Dessa maneira, chega-se & seguinte

expressao:

Q

As tensoes o5, as forcas de corpo b; e deslocamentos u; sao fungoes da posigao (z1, g, 3)
no dominio §2. A fun¢ao ponderadora u; foi escolhida arbitrariamente e ainda nao esta

definida. Considerando a integral do termo o;; ;u; , usando a regra do produto da

1)

derivacao,

e fazendo ¢’ = 0y e f = u;, é possivel reescrevé-la como:

/UijvjufdQ:/(aijuf),de—/U,-jz—:;‘de (32)
Q Q Q

onde o segundo termo do lado direito da equagao acima foi obtido considerando que:
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_ L * *
Oijllij = Oijg (ui; +ui;)

i7j
o'ijg;’(j (33)

na qual a simetria de 0;; e a propriedade (AB)? = BT AT foram empregadas. Usando

agora o teorema da divergéncia que estabelece:

Q r

onde I' é o contorno de um dominio €. Levando em consideracao a relagao entre forgas
de superficie e tensoes mostrada na equagao (2.23), o primeiro termo do lado direito

da equagao (3.2) fica:

Q T r

assim, a equagao (3.2) pode ser reescrita como:

/O'Z]Ju;kdﬂ:/tzu;kdr—/alj€:}dﬂ (36)
Q r Q

Substituindo agora (3.6) em (3.1), obtém-se:

Q r Q

Agora, deve-se mostrar que:

/o'ijgjde:/U;jgide (38)
Q Q

e para isso leva-se em consideracao que, a, = 0;;a;; ¢ a relacao entre tensoes e
deformagoes para um corpo homogéneo e isotropico dada pela equagao (2.29), repetida

aqui por conveniéncia.

O’,’j = )\Ekkéij + 2#8,']'

A sequéncia de manipulages partindo do termo no lado esquerdo da equagao (3.8)

fica:
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/Qaijejde = Aerk0ijes; + 2ugig;;dQ
Aéijaijéijafj + 2u5ij5;-kjd(2
(Adij0i565; + 2pue];) €4;dQ
(Adijens + 2,uafj) €i;dS2

U:jEide (39)

I
S~ —S—

provando a igualdade (3.8). Usando as equagoes (3.7) e (3.8), pode-se afirmar que a

seguinte relagao ¢ verdadeira:

Q r Q r

conhecida como o teorema do trabalho reciproco de Betti.

3.1.1 Equacao integral de contorno para elasticidade

A partir do desenvolvimento matematico desenvolvido na se¢ao anterior, que resul-
tou na expressao (3.10), deve-se fazer agora com que o termo b} corresponda a uma
carga pontual de moédulo unitdrio em um dominio de extensao infinita, que pode ser

representada pela func¢ao delta de Dirac §(X — X’) como:

bt = 6(X — X')e; (3.11)

onde a componente do vetor unitario e; corresponde a uma carga de médulo unitario na
direcao positiva z; aplicada em X’'. A funcao delta de Dirac é utilizada em aplicacoes de
engenharia em casos em que excitagoes sao idealizadas como ocorrendo em um ponto.
Forgas concentradas em problemas elasticos e fontes geradoras pontuais em analises
de transferéncia de calor sdo dois exemplos comuns de seu emprego. Apesar de sua
utilidade matematica, a contra parte real de uma carga concentrada nao existe, uma
vez que uma imposicao de carregamento desta maneira iria gerar tensoes localizadas
altissimas que nao seriam suportadas pelo material.

Uma propriedade chave do delta de Dirac para as formulagoes do método dos

elementos de contorno, envolve a identidade:

/ f(X)o(X —X"d = f(X) (3.12)
Q
conhecida como propriedade de selegao [38|. Utilizando-a é possivel escrever que:
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Q Q

A aplicagao desta carga unitaria na equagao de Navier (2.34), torna possivel a
definicao dos campos correspondentes de deslocamentos e forgas de superficie no espaco

fundamental, escritos como:

u;, = Uij(X/,X)ej (314)
tr = T,-j(X',X)ej (315)

Substituindo as solugbes obtidas acima e considerando (3.13), a equagao (3.10) se

torna:

w(X) = /F Uy (X', X)t5(X)dT'(x)

- / T35 (X, X )y (X)dT(x) + / Ui (X, X)b, (X)dAX)  (3.16)

Essa expressao é conhecida como identidade de Somigliana ou equagao integral de

contorno para os deslocamentos. Na forma matricial e para duas dimensoes a equagao

(3.16) fica:
[ 1(¢
Uy _ / Un Ui 1 dF—/ Uy T+
U9 I U21 U22 t2 I U2
Uy Un | [0
/ e ' Lao (3.17)
| Un Usp | ( b

A identidade de Somigliana para tensoes pode ser obtida a partir de (3.16) derivando

Ty T
Ty I

a em relacao ao ponto fonte X', o que resulta em:

ui,k(X') = AUzy,k(X/7X>t](X>dF(X)
— /Tijk(X’,X)uj(X)dF(x)Jr/UZ-]-,k(X’,X)bj(X)dQ(X) (3.18)

onde Ui, e T} 1, s@o as derivadas das solugoes fundamentais. Substituindo agora (3.18)

na lei de Hooke para materiais isotropicos e homogéneos (2.29) chega-se a:

0;;(X / Dy;;(X (x)dI'(x)

/ Sy (X!, %)y (x)dT(x / Disy (X1, X0, (X)dQUX)  (3.19)



na qual os termos Dy;; e Si;; sao obtidos a partir das derivadas das solucoes funda-

mentais U;; e Tj;, e da aplicagao da Lei de Hooke.

3.1.2 Solucgoes Fundamentais

A solucao fundamental tem papel crucial para as formulagoes do MEC. Sua exis-
téncia faz com que seja possivel aplicar a técnica e a sua definicao esté relacionada
com o desenvolvimento matematico que resulta na identidade de Somigliana. Na segao
anterior considerou-se que o termo b; fosse igualado a uma carga pontual na direcao
de e; aplicada em um dominio infinito. Substituindo essa defini¢ao, representada pela

equagao (3.11), na equacao de Navier (2.34), tem-se que:

pug s+ (1 + Auj g+ 0(X = X)e; = 0 (3.20)

onde os termos de deslocamentos sao aqueles do espaco fundamental, correspondentes
a carga unitaria pontual aplicada. A soluc@o desta expressao dara origem a equagao
conhecida como solucao fundamental para a elasticidade. De maneira geral, um resul-
tado obtido a partir da equagao governante de um problema com carregamento devido
a uma forca pontual e unitaria dard origem & uma solucao fundamental aplicavel as
formulagoes do MEC.

Entre os varios métodos de solugao deste problema, seré aqui apresentado o método
que utiliza o vetor de Galerkin (G), uma estratégia que visa simplificar a equagao do

problema através da seguinte substituicao:

*
u; = Gipr —

7

7 Gk (3.21)
1%

Substituindo (3.21) em (3.20) resulta em:

P 7 1
MGz’,kkjj—mGk,mjﬂL: (Gj,km'j - mGk,jkij) +6(X=X")e; =0 (3.22)

que pode ser convenientemente simplificada para:

,uGi,kkjj + (S(X - X/)el- =0 (323)

Essa equacao também pode ser escrita na forma:

uVA(VAG) +6(X — X')e; =0 (3.24)
Fazendo F; = V2@, chega-se a:

puVA(F) 4+ 6(X — X)e; = 0 (3.25)
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X’ (Ponto fonte) .

xT3 u;(‘)

Figura 3.1: Ponto fonte e campo nos quais estao localizados uma carga pontual unitaria e as
deslocamento correspondente.

que possui resposta conhecida. Para o caso bidimensional a solugao de (3.25) é:

1
F,=——1In(r)e, a=1,2. (3.26)
2T

com o correspondente vetor de Galerkin dado por:
G L2 (3.27)
= ———r7"In(r)e .
Pode-se substituir este tltimo resultado em (3.21) e, dessa maneira encontrar a

solucao fundamental para os deslocamentos:

1 1
= —4v)In | - 2
uy G {(3 v)In (r) dap + r,arﬁ] e (3.28)
e a partir de (3.14), chega-se finalmente a solu¢ao fundamental bidimensional para os
deslocamentos:
*(XX/)—; (3 —4v)In ! 0ap + Tar (3.29)
ap e - 8mu(l—v) I '

Esta solugao representa o deslocamento na direcao [ no ponto X causado pela
aplicacao de um carregamento pontual unitario na dire¢do o no ponto X’. A relagao
entre estas grandezas varia com a distancia r. Uma representagao esquematica destas
grandezas pode ser visualizado na Figura 3.1.

A expressao da solugao fundamental de forgas de superficie é obtida de (3.29),
usando as relagoes entre deslocamentos e deformagoes, e na sequéncia entre tensoes e

deformagoes a partir da equagao (2.23), o que resulta em:
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* _ * .
t. = TN

Aerrdij + 2pel;| ny

2

[
1 * * 1 * *
— [)\5 (ukk + ukk) 0ij + 2= (u” + u”)} n;
(Mg 105+ o (uy; +up ;)] ng (3.30)

Desta forma, a solugao fundamental bidimensional para forgas de superficie é:

. 1 or
T = e {% (1 —20)6ap + 2r o1 8] + (1 — 2v)(nar g — ngr,a)} (3.31)
Os termos contidos nas equagoes integrais de contorno para deformagao e tensoes
sao obtidos diretamente das solu¢oes fundamentais de deslocamento e forcas de super-

ficie e sao dados por:

N / 1
(X67’Y(X ,X) m [7“7(1667 + 7'756067 — (3 — 4V)T,'y§aﬁ + 7“707’757"7»}/] (332)
1 or
T, (X' = — 1 —20)0as + 214
aﬁp/( 7X) 471_(1 . I/)T' {ax’yan [( V) B + T, 7175] +
0 2
8_:1 |:(1 — QV)(SQQ + ; (7‘70[(557 + 7’75(50[7 — 27‘@7",57‘77)}
(1 —2) [n (M) oy (M)H (3.33)
r r
onde 5 5
r oy — Tal,
v
e por:
, 1
Dyap(X',x) = (=) {(1 = 20)(rsdsa — 1400 + Talpy) + 2rarsry} (3.35)
) p or
Syap(X',x) = T — 2% (1 = 20)8ap7 y + (1800y + Talpy )V — 4rorsr,]
+2v(narary + ngrary) + (1 = 20) (2047075 + ngday + nadsy)
—(1 —4v)n, 045} (3.36)

3.1.3 Equacao integral de contorno de elasticidade especificada para pon-

tos no contorno

A equagao integral de contorno dada pela expressao (3.16) é vélida para o ponto
fonte posicionado em qualquer localizacao do dominio. Consideracoes adicionais preci-

sam ser feitas para que seja obtida uma equacgao vélida para qualquer posicao do ponto
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fonte. Os detalhes dessas consideragoes podem ser encontrados em varias referéncias
[38, 12] mas consistem basicamente em posicionar um ponto no contorno do problema
e envolvé-lo por uma extensao do dominio. Em seguida, emprega-se um processo limite
no qual o tamanho dessa extensao diminui até que o novo contorno seja igual ao con-
torno original. Deste processo surgem termos livres que quando avaliados fazem com
que a equacgao integral de contorno para problemas bidimensionais adquira a seguinte

forma:

Cas (X Y1) = / U (', %)t (x)dT'(x)

. ﬁ T7 5 (%, x)us (x)dT (x) + /Q * (X, X)bs(X)dQX) (3.37)

na qual x representa um ponto no contorno e f significa uma integragao no sentido do
valor principal de Cauchy. O termo livre para o caso bidimensional em um contorno

suave é:
, 1
CQB(X) = 55015 (338)

3.2 Formulacao do MEC para Placas Espessas

Como no caso da formulacao do MEC para elasticidade, a formulacao de placas
¢ desenvolvida a partir de uma representacao integral das equacgoes diferenciais do
problema. Assim, integrando as equagdes governantes (2.59) ao longo do dominio,

representado por €2, e ponderando-a por w; chega-se a seguinte expressao:

/Q (Mass — Qa4 (Qu + qJul)d2 = 0 (3.39)

na qual a funcao ponderadora w; foi escolhida arbitrariamente e ainda nao esta definida.

Aplicando a segunda identidade de Green e utilizando as seguintes relagoes:

Pa — MQBTLB (340)
ps = Qana (3.41)
resulta em:
/pjw;dejL/qw;dQ—i-/Qa(wz+w§7a)d9+/Maﬁwzﬁd(lzo (3.42)
r Q Q Q

Substituindo os termos de resultantes de tensao, M,z e QQ,, por suas relacoes com os

deslocamentos generalizados dadas pelas equagoes (2.59) e aplicando na sequéncia o
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segundo teorema de Green para o quarto termo do lado esquerdo da equagao, resulta

em:

/pjw;df + / Qr(wa + w3 4)dS2
r Q

D(1—v) 2v
— 5y ——— | Wy ot —— Oa ar
/Fwaﬁ { 5 lw ng + wgny + =) WMy 5} }

D(1—v) . . 2v .
_/1_: 2 |:wawa75ﬁ + wﬁwa,ﬁa + 7(1 — l/) wvwa7576a6:| ar

* Vq * _
+/Q [qw3 + A= n 5a5wa75} dQ2 =10 (3.43)

A segunda integral do lado esquerdo da equagao (3.43) pode ser decomposta usando
novamente a segunda identidade de Green e fazendo uso das relagoes em (3.41), de tal

forma que se chega a:

[ @t unaie = [ Quad2+ [ Qe
Q Q Q
— [ Quund2+ [ Quwanadr ~ [ Q;uwnde
Q T Q
= /pgwgdf‘—l—/ (Qhwa — Qh qws) dS2 (3.44)
T Q

Substituindo agora (3.44) em (3.43) e rearranjando os termos, chega-se finalmente a:

* * * I/ *
/I: [wjpj — P 'LUj} dF —l—/ﬂ |:’LU3 + mww] qu

+ / (Mg 5 — Qi )we + QF yws] d2 =0 (3.45)
Q

3.2.1 Equacgao integral de contorno para placas espessas

Analogamente ao que foi feito para a EIC de elasticidade, o processo anterior resulta
no teorema da reciprocidade de Betti para placas de Reissner. Uma vez mais, para que
seja possivel aplicar o MEC, devemos escolher o estado ()* como aquele para um espago
fundamental de extensao infinita, carregado em um ponto X’ por cargas generalizadas

concentradas e pontuais. Assim a equagao (3.45) pode ser reescrita como:
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/F [ (X', ) () — P2y(X, 3w (x)] d0(x) +

14

[ | )+ 2w x| adno) +
/Q (M 5(X, X) — Qi (X, X))o (X)AX) +
/ Qi (X!, X ) (X)dQ(X) = 0 (3.46)

na qual x é um ponto localizado exatamente no contorno e X é um ponto localizado no
dominio. Como explicado anteriormente, para encontrar as solugoes fundamentais do
problema, deve-se fazer com que as equagoes governantes sejam resolvidas para uma

carga pontual unitaria, portanto:

iaps( X, X) = Qi (X', X) = —6(X, X)dia (3.47)
QX X) = —0(X', X)dis (3.48)

onde uma vez mais o delta de Dirac foi empregado. Usando a sua propriedade de
selecao, é possivel encontrar a equacao integral de contorno para um ponto fonte no

dominio, como sendo:

wX) [ Py (0dr () = [ WX )y ()0 (x)
+ /Q[WZ’Q(X’ X) + m Z(,g(X’ X)] q(X)dQ(X) (3.49)

onde W (X', x) e Pj(X’,x) sao as solugoes fundamentais para deslocamentos e forgas
de superficie generalizadas, respectivamente. Ela representa um deslocamento no ponto

X na dire¢ao j devido a uma carga unitaria aplicada em X’ na direcao i.

3.2.2 Solucgoes fundamentais

A expressoes para estas solugoes fundamentais foram obtidas por [11] e sdo, para

deslocamentos generalizados, dadas por:

Y = gy (BBE) — (1 = 1) (2In(:) = Dldy — [BAG) +2(1 = Wlrar s}

W;3 = _Wga: 8 D
1

Wi, = STDI— )% [(1—v)2*(In(z) — 1) — 81n(2)] (3.50)

(2In(z) — Drr,
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Para forcas de superficie generalizadas, as expressoes sao:

. -1
s = g [(4A(2) +22K1(2) + 1= 1) (0ayn + 7amy)

+(4A(2) + 1 + v)ryng — 2(8A(2) + 22K (2) + 1 — )1 o7 7 1]
2

. A
P~/3 = o [B(Z)nv — A(2)r 7 0]

P = —(18;”) {(28 - Zi In(z) — 1) Mo + 273@7;”]

P = ——r, (3.51)

onde

A(2) = Kol2) + g [Kl(z) _ ﬂ (3.52)
B(2) = Kol2) + % [Kl(z) _ ﬂ (3.53)

nas quais Koy(z) e K;i(z) sao fungoes de Bessel modificadas, z = Ar, r é a distancia
absoluta entre o ponto fonte e campo.
A equagao (3.49) representa a identidade de Somigliana generalizada para placas

de Reissner.

3.2.3 Equacgao integral de contorno de placas especificada para pontos no

contorno

Levando o ponto X’ para um ponto localizado exatamente no contorno, na posi-
¢ao x', e assumindo que os deslocamentos generalizados w; satisfazem o critério de

continuidade de Holder, a equagao (3.49) pode entao ser reescrita como:

Col () + P x)us () = [ W5 )y ()0 )
+ /Q[ a2, X) + m ZH(X X)] q(X)dQ2(X) (3.54)

na qual { representa o valor da integral no sentido do valor principal de Cauchy e
Ci;(x") sdo os termos livres oriundos do processo limite do tratamento da integral do
termo F;;. O valor de Cj;(x’) é $0;; para contornos suaves. Esse termo pode também
ser calculado através de consideragoes a respeito dos deslocamentos de corpo rigido
generalizados. A equagao (3.54) é um conjunto de 3 equagoes, duas para rotagdes em

torno dos eixos z; e T9, € uma para o deslocamento na diregao x3.
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3.3 Discretizacao do problema e Método dos Elementos de Contorno

As equagdes integrais de contorno (3.37) e (3.54), possuem complexidade alta e é
possivel encontrar solugoes analiticas somente para problemas com geometria e condi-
¢oes de contorno simplificadas. Diante disso, e de maneira a ter uma metodologia de
aplicagao generalizada, deve-se abandonar a ambicao de obter uma resposta exata e
resolvé-lo através de uma aproximacao. O método dos elementos de contorno ¢é a téc-
nica numérica aplicada para a resolugao aproximada de equagoes integrais de contorno.
O procedimento comumente adotado consiste em dividir o contorno do problema em
varios pedacos ou elementos e realizar a integracao separadamente para cada um deles
[12] como mostrado na equagao (3.55) e (3.56) para elasticidade plana e placas espessas,

respectivamente.

Copl(XJtalX) = Z/ S )13 ()

- Z ][ (X', x)ug(x)dle(x) (3.55)

Colx)uy(x) = > [ Wi xp(dr.(x
- Z]{ P, x)w; (x)dT(x) (3.56)

na qual foram desconsideradas as cargas de dominio e N, ¢ o niimero total de elementos.
A Figura 3.2 mostra uma geometria genérica discretizada grosseiramente em ele-

mentos de contorno.

Figura 3.2: Discretizagdo de um problema em elementos de contorno.

A variagao das incégnitas do problema deve ser aproximada por valores tomados em

um nimero de pontos chamados de nés e interpolados através de fungoes interpoladoras,

35



X2

Figura 3.3: Representacao de quatro tipos de elementos, a) lineares continuos, b) lineares
descontinuos, ¢) quadréticos continuos, d) quadraticos descontinuos.

conhecidas como fungoes de forma. Uma vez que os valores nodais sao parametros, as
variaveis do problema podem ser tiradas da integral. Os termos restantes sao entao
integrados, o que leva a uma equagao puramente algébrica. Para que seja possivel
resolver o problema, deve-se escrever um numero de equacoes correspondente ao de
valores nodais, isso é feito alterando a posicao do fonte. A técnica mais comum é
utilizar os préprios nds para esse posicionamento mas outros métodos podem também
ser usados. O passo seguinte ¢ utilizar as condi¢oes de contorno do problema e resolver
o sistema de equacgoOes resultante usando, por exemplo, eliminagao gaussiana. Com
posse dos resultados nodais, é possivel calcular as variaveis do problema em qualquer

ponto do dominio.

3.3.1 Funcoes de forma

Para descrever a geometria do problema e também para aproximar o campo de
deslocamentos e forgas de superficie, funcoes de forma devem ser utilizadas. FEstas
expressoes sao obtidas tipicamente através da seguinte logica: a fungao ®; é deduzida
de tal maneira que tenha valor 1 no né i e 0 nos demais. As fungdes de forma variam
também de acordo com a posigao de seus nos no espago parametrizado £ = [—1,1] e
quanto & ordem da funcao interpoladora. Considere a Figura 3.3, nela sao mostrados
exemplos de elementos de contorno lineares e quadraticos, continuos e descontinuos:

Tomando o exemplo da funcao de forma linear descontinua com nés localizados em

¢ =[—2/3,2/3], partindo de uma equagao linear genérica:
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N(§) =a+b (3.57)

para a primeira funcao de forma tem-se:

Ni(§=—-2/3) = a+b(—2/3)=1
Ni(€=2/3) = a+b(2/3)=0 (3.58)

o que resulta em a = 1/2 ¢ b = —3/4, para a segunda funcao de forma:

Ny(§ =—2/3) = a+b(—2/3)=0
Ny(€=2/3) = a+b(2/3)=1 (3.59)

o que resulta em a = 1/2 e b = 3/4. Assim as fung¢oes de forma lineares descontinuas

com nos localizados em & = [—2/3,2/3] do espago paramétrico sao:
3 (2
N¢ = —|(=—
o - 3(3-¢)
3 (2
N5 (€) = (5 +£) (3.60)

na qual o sobre escrito d é usado para diferencia-las das fungoes de forma lineares
continuas.

Quando ¢ usada a mesma funcao interpoladora para aproximar a geometria e as
variaveis nodais tem-se aquilo que é conhecido como elemento isoparamétrico. Neste
trabalho contudo, serao utilizados elementos diferentes, continuos para a geometria
e descontinuos para as variaveis nodais. Isto é feito por conta da maior facilidade
da implementagao e da conveniéncia de fungoes interpoladoras descontinuas para o
tratamento das hiper singularidades. Para elementos lineares entao, além de (3.60), as

fungoes de forma lineares continuas sao dadas por:

Ni(€) =
N5 (&) =

—~
[a—
I
m
~—

(1+¢) (3.61)

N DN -

Para elementos quadraticos descontinuos, que podem ser obtidos por procedimento

anélogo, as fungoes de forma sao dadas por:
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vie = €(36-3)

N(O) = 136

Ni(&) = 5(2£+§) (3.62)

SIS 8” 4 '
e para elementos quadraticos continuos:

NiE) = (E-1)

N5(€) = 1-¢&

N§(©) = gE(E+) (363

Uma vez de posse das fungoes interpoladoras, pode-se agora expressar a geometria
e as variaveis nodais em fungao de £ e dos valores nodais (constantes) destas grandezas.

Para o caso da geometria, temos:

zi(€) = Ni(&)z; + N5(€)a] (3.64)
i(€) = Ni(€)z; + N5(€)i + N5(€)a; (3.65)

Para o caso das variaveis nodais a interpolagao pode ser representada de uma forma
diferente, mais conveniente para a posterior integracao. Cada componente dos vetores
nodais deve ser interpolada pelas fungoes de forma, em uma representacao matricial
para o caso da elasticidade plana, a variacao dos deslocamentos em um elemento ¢é

dada por:

{Zgg} _ s - (3.66)

uy(§) 2 ui
— P 3.67
{ ) } €9 (3.67)

e para as forcas de superficie,
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nas quais:

y(8)

@5 (8)

t
{m@)} = ao] " (368
;
t
ty
{u(&)} - ai99 h (3.69)
t

5

] (3.70)
0 N 0 N 0 N

Sao as matrizes de fungoes de forma para vetores com 2 componentes. Neste caso o

sobre escrito é o grau da fung¢ao interpoladora e o sub escrito o tipo de fun¢ao de forma,

se continua ¢ ou descontinua d.

Para o caso da formulagao de placas espessas a aproximagao fica da seguinte forma:

wo(€) ¢ = B8] (3.71)

para os deslocamentos generalizados e
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wy(§) ¢ = E3(6)q w3 (3.72)

para as forgas de superficie generalizadas,

nas quais:

pi(
]92(
]93(

o
~—
—

) ¢ = a9 (3.73)

™~
s
i~

780"
S—
3

=N

pi(
]92(
]93(

) ¢ = Ei©q p (3.74)

™~

Ni(g) 0 0 N 0 (3.75)

(3.76)
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Sao as matrizes de fungoes de forma para vetores com 3 componentes.

3.3.2 Integracgao dos elementos

De posse das equagoes descritas na secao anterior, deve-se alterar o dominio de

integracao, para isso é necessario calcular o jacobiano, que ¢ dado por:

7= S5 (B 3.77)

i=1
na qual a convencao de somatoério da notacao indicial para o indice j ¢ utilizada e dim
é a dimensao do problema.

Para as integrais contidas no lado direito da equagao (3.55) para um caso bidimen-
sional de elasticidade plana, a inclusao das fungoes de forma lineares e alteragao do

dominio de integracao resulta em:

[ it = [ Uz xe) @b ]

3.78
1 t% ( )

1 1

/F T35(x', x)us (x)dT, = / T2y (% (€).x(9)@Y(€) T (E)de { (3.79)

1 uy
Para o caso da formulacao com elementos quadraticos, as relagoes se tornam:

!
f

1 t2
[ st mnaear. = [ Uz, x@) @30T
Te -1 t5
.

£

(3.80)
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/F T4 (X', X)us(x)dT, = / T ((0). X(€) (e S (3.81)

\ J
Repetindo o mesmo procedimento, agora para as integrais contidas na equagao
(3.56) da formulacdo de placas espessas, a inclusdo das fungoes de forma lineares e

alteracao do dominio de integracao resulta em:

| Wi e, = [ W (xS (3.82)

[ P ar. = [ P xe)EO I | (3.83)

e

\ V

/ W (<, x)p; (x)dT, = / WO XE)EHEI € {13 (3.84)
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[ ot xueaar. = [ Py xO)ZHOIds  ud (3.85)

\ Vs

Essas integrais podem ser solucionadas utilizando métodos analiticos em alguns
casos, porém a dificuldade de implementacao faz com que métodos de integragao nu-
mérica como a quadratura gaussiana sejam amplamente aplicados. Uma cuidadosa
avaliacao destas integrais deve também ser feita sempre que o elemento a ser integrado

contenha o n6 onde esté posicionado o ponto fonte.

3.3.3 Integracao Numeérica

As integrais das formulagoes de elementos de contorno apresentadas neste trabalho

possuem, em sua maioria, a seguinte forma (3.86):

1= [ Fye.9©0 (3.56)

1
na qual F;; é uma solugado fundamental genérica, ®; ¢ uma fungao de forma, J(&) é o
jacobiano da transformagao para o espago paramétrico e £ é o parametro desse espago.
De maneira geral essas integrais possuem uma solugao analitica complicada, as vezes
possivel [39, 40|, de tal maneira que para generalizacdo da técnica convencionou-se
utilizar métodos de integracao numérica. O primeiro passo para isso, ja foi mostrado
na Equacgao (3.86), que é a mudanga de variaveis para o espago isoparamétrico. Apos
isso, técnicas de integracao numeéricas podem ser facilmente aplicadas.

Entre as técnicas de integracao mais conhecidas, podemos citar a regra do trapézio,
regra de Simpson e a quadratura de Gauss. Devido a sua alta precisao e seu relativo
baixo custo computacional a maioria dos métodos utiliza a quadratura gaussiana. A
aproximacao numeérica de uma integral, de maneira geral, é feita através de um so-
matorio da funcao avaliada em certos pontos, multiplicadas por fungdes peso. Como

exemplo, avalia-se a fungao genérica:
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/_ £(6)de (3.87)

aproximada por:

I= Z FEW; (3.88)

onde W; sao as func¢oes peso, & sao as coordenadas paramétricas correspondentes aos
pontos de integracao, cujo total é n. Utilizando a regra do trapézio com n = 1, a

resolucao seria:

/_ O~ J(=1)+ 11 (3.89)

em que os pontos de integracao sao —1 e 1 e os pesos sao iguais, de valor unitario.
Como dito anteriormente, a quadratura gaussiana possui uma maior precisao, para um
numero semelhante de pontos de integragao, quando comparada as regras de Newton-
Cotes. Neste método é assumido que a fungao a integrar pode ser escrita como um

polinémio na forma:

f&) = a0+ a1+ al® + ... + &’ (3.90)

na qual os coeficientes podem ser ajustados de maneira a obter o melhor ajuste de
G

Na quadratura Gaussiana a localizagao dos pontos de integracao é escolhida de
maneira que a equagao (3.88) resulte no valor exato, se a fungao f(x) for um polindémio

de grau 2n — 1 ou menos, de tal maneira que [41]:

b n
/ P(z)dx = ZPm(fi)VVi, m<2n-—1 (3.91)
@ i=1
O calculo dos pontos e pesos de Gauss pode ser feito substituindo P(x) = 1,

Py(x) = x ..., Pop_1(z) = 227! na equagdo (3.91) e resolvendo as 2n equagoes resul-
tantes para W; e x;, 1 = 1,2, ....n.

A Tabela 3.1 mostra o grau do polinébmio que pode ser integrado analiticamente
com a quantidade de pontos de integragao correspondente.

Desta maneira a integragao da equagao (3.86) sera dada por:

1

I= [ Ri€.00@I© dE~ Y Ri€ Q@I (92

onde & sao os pontos e Wy, os pesos da quadratura Gaussiana. A equagao (3.92) podera

ser aplicada para todas as integrais apresentadas neste capitulo, exceto quando o ponto

44



Tabela 3.1: Quantidade de pontos de Gauss de acordo com o grau do polindémio que pode ser
integrado exatamente.

N° de pontos de Gauss Grau do polindémio

1 1
2 3
3 5

fonte estiver contido no elemento integrado, o que nos leva aos procedimentos a serem

descritos na segao seguinte.

3.4 Tratamento de singularidades

Quando o ponto fonte pertence ao elemento que esté sendo integrado, surgem dois ti-
pos de singularidades nas expressoes (3.78), (3.79), (3.82) e (3.83). Aquelas envolvendo
os termos 175 e P;; sao fortemente singulares de ordem O(r!) e aquelas envolvendo os
termos U5 e Wi sdo fracamente singulares de ordem O(In(r)). A abordagem utilizada
neste trabalho é a transformacao de coordenadas desenvolvida por Telles [42]. Esse
procedimento ¢ suficiente para lidar com as integrais singulares de ordem O(In(r)).
Para o calculo das integrais contendo os termos Tj,, F;; foram feitas consideragoes
de corpo rigido, uma maneira indireta de realizacao dos calculos. Finalmente, para
as derivadas de solugoes fundamentais, ou combinagdes das mesmas, os procedimen-
tos descritos acima nao sao efetivos e técnicas como a subtracao de singularidades ou
tratamento analitico, devem ser adotados. A seguir, serao mostradas as descrigoes de

algumas das técnicas utilizadas para o tratamento de singularidades.

3.4.1 Técnica de subdivisao de elementos

Esta técnica consiste na subdivisao do elemento a ser integrado em sub intervalos.
Ela foi desenvolvida por [21] pra problemas bidimensionais e tridimensionais, relaci-
onando o nimero de divisoes ao maior erro na quadratura gaussiana. Dividindo o

dominio de integracao em M intervalos resulta em [43]:

1 M n
[ st =51 303 rew, (399)
- m=1 1=1
na qual:
- 1
§i= (M —2n+1+&) (3.94)
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3.4.2 Técnica de transformacgao de variaveis

Esta técnica também conhecida como transformada de Telles, foi obtida em [42],
para tratar de integrais quase e fracamente singulares. Ela envolve uma mudanca de
variaveis, feita de tal maneira, que o jacobiano é convenientemente igualado a zero,
no caso de singularidades fracas ou alterado para um valor 6timo no caso de quase
singularidades. O efeito desta transformagao é que os pontos de Gauss se concentram
nas proximidades da singularidade o que melhora a precisao nas regides de rapida
variagao da fungao [43].

A transformagao de Telles deve ser deduzida de tal maneira, que o jacobiano re-
sultante cancele a singularidade ou torne seu efeito menos intenso, o suficiente para
que a quadratura gaussiana padrao a calcule com precisao. Telles [42] prop6s uma
transformacao baseada em um polinémio de grau 3 para lidar com as singularidades no

intervalo de integragao [—1,1]. Considerando o seguinte polindémio de grau 3 genérico:

(&) = a€® +b&* + € +d (3.95)

Impondo as seguinte condigoes:

d*n B

d—£2|77 =0 (3.96)
dn

gl =0 (3.97)
n1) = 1 (3.98)
n(-1) = -1 (3.99)

“ = +1§2 (3.100)
b= 1f§2 (3.101)
c = ff; (3.102)
d = —b (3.103)
onde £ é o valor de £ que satisfaz:
n(&) =1 (3.104)

dado por:
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&=/ + | + e — n*|+ 1 (3.105)

na qual £ é a posigao do ponto fonte no dominio paramétrico e,

= -1 (3.106)
O jacobiano neste caso é dado por:
dn _ 3(£-¢)°
= 1= _ 3.107
€= 1 (3.107)

3.4.3 Consideragoes de corpo rigido generalizados

As integrais contidas nos termos 775 e P;; apresentam singularidades fortes quando
o ponto fonte pertence ao elemento sendo integrado. As técnicas descritas acima nao
sao suficientes para garantir a precisao necessaria a integracao. Felizmente, este calculo
pode ser feito indiretamente através das conhecidas consideragoes de corpo rigido.

Assim, os termos a serem subtraidos da diagonal da matriz H sao dados para a

clasticidade plana por [12]:

os(x) = —/FTQB(X’,X)CZF(X’) a,f=1,2. (3.108)

e para a formulagao de placas por:

) = — /F [P (%) + (—1a) Pa(x', x)] dD(x) (3.100)
Ch(x) = —/Pig(X,,X)dF(X,) i=1,2,3. (3.110)

onde os termos Cgj e C’fj incluem as respectivas sub matrizes diagonais e termos li-
vres Cy; [13]. Os sobrescritos e e p indicam as constantes relativas respectivamente a

elasticidade plana e placas deformaveis por cisalhamento.
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4 FORMULACOES DO MEC PARA DRILLING
ROTATION

4.1 Introducgao

Neste capitulo, duas abordagens diferentes serao apresentadas para o calculo da
rotagdo em torno do eixo x3 com o MEC. A primeira desenvolvida pelo coorientador
desta tese [25], tem como base um enriquecimento da func¢ao de forma pela rotacao e
o uso de conceitos da teoria de partigdo da unidade (partition of unity). A segunda
abordagem, desenvolvida ao longo desta tese de doutorado, se baseia na definicao da
rotacao do ponto de vista da teoria da elasticidade, e seu desenvolvimento parte da
equagao integral de contorno em um procedimento semelhante aquele aplicado para se

obter, por exemplo, a equacao integral para tensoes ou deformacgoes.

4.2 PUBEM e XBEM

Uma das primeiras abordagens bem sucedidas ao problema da inclusao da rotacgao
w3 em uma formula¢ao do MEC foi obtida por Leung & Baiz (2013) [25]. A técnica uti-
lizada se baseou em um procedimento analogo aquele aplicado no MEF, que consiste em
alterar de maneira conveniente a fun¢ao de forma com o intuito de incluir essa rotagao.
A primeira parte do titulo desta se¢ao, PUBEM (Partition of Unity Boundary Element
Method), estéa relacionado & particao da unidade empregada no desenvolvimento desta
formulagao. A segunda parte, XBEM (Extended Boundary Element Method), é devido
ao enriquecimento da formulac¢ao com a rotagao, em uma alusao ao XFEM.

Em [25], elementos de contorno de quatro tipos foram utilizados:

e FElementos lineares continuos:

Np = (-9 (4.1)

Nf = 0+9 (1.2
e Elementos lineares descontinuos:

v = 31(G-9) (4

N¢ = Z@%) (4.4)
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e Elementos lineares semi descontinuos, continuos a direita:

3

Ny = Z(1-g) (4.5)
3 (2

Ny = Z (= 4.6

o= 2(5+e) (46)

e Elementos lineares semi descontinuos, continuos a esquerda:

3 (2

Ni#e = — |- 4.7

= 2(3-¢) (47)
3

Nyde = g(14—5) (4.8)

A partir destas expressoes, funcoes de forma enriquecidas foram desenvolvidas
usando as estratégias apresentadas em [27], no qual foi mostrado que as componen-
tes normal u, e tangencial u; dos deslocamentos podem ser representadas da seguinte

maneira;:

Uy, = a1+ CL2£ —+ CL3£2 (49)
w = a4+ asé (4.10)

onde £ é a coordenada paramétrica, mostrada na Figura 4.1. Os cinco coeficientes de-
vem ser avaliados a partir dos conectores nos extremos do elemento. Contudo, existem
seis conectores, dois deslocamentos e uma rotagao para cada um dos nés e o problema
fica sobre determinado. Adotando a estratégia usada por [27|, sdo consideradas as

seguintes condi¢oes de contorno:

Ung=m1 = Up
Uge——1 = u;
Upje=1 = UL
Uge—1 = uj (4.11)

onde o sobrescrito, neste caso, indica o nimero do n6é. A quinta condi¢ao de con-
torno ¢é escolhida como sendo a diferenca entre as derivadas em relagao a normal dos

deslocamentos nos extremos do elemento:

U, B ou,,
O =1 O je=ma

onde 1)* é uma grandeza relacionada a rotaciao. Esta aproximacao leva ao desenvolvi-

=yt —y? (4.12)

mento do elemento que ficou conhecido como triangulo de Allman. Usando as condigoes
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X2

Ty

Figura 4.1: Representagao esquematica da coordenada paramétrica £ no plano xz; — x3 e do
sistema local n — ¢t para o caso de um elemento linear continuo.

de contorno (4.11) e (4.12) & possivel escrever o campo de deslocamentos em fungao

dos conectores da seguinte maneira:

1
M1 13 1 &2 ] Up,
un | | 3—3 0  —z+7 )
= 1 ¢ Uy +
Ut L 0 5 9 0 | ¢1
(2
M1 £ 1 &2 Up
1, £ 0 1_ &
272 N R (4.13)
0 145 0 t
L 2t3 02

\

A equagao (4.13) esté escrita em coordenadas locais como mostrado na Figura 4.1
e deve ser transformada para o sistema global, dessa maneira as func¢oes de forma defi-

nitivas podem ser encontradas. A transformacao pode ser feita pela seguinte equagao:

Uy ny —ng 0 U,
up 0= 1| mn2 mng O Uy (4.14)
Y 0 0 1 (0

na qual n; e ny sao as componentes do vetor normal. Seus valores podem ser obtidos

a partir das coordenadas do elemento e das fungoes de forma através de:

ni(§) = NGEEE
na(§) = G (4.15)

onde J(§) é o jacobiano dessa transformacao, dado por:
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1 = (289" (20 w16

Aplicando a equacao (4.14) em (4.13) , fica:

1 ¢ 2 _ 1 Uy
{ulo} oz 0 m(T g "
o 1 ¢ e 1 2
U2 0 55 me(¥ g "
1, ¢ e _ 1 up
s ts 0 —mly—g ,

_'_ 1 13 §2 1 ut (417)
R T 02

O subscrito 0 foi acrescido para distinguir os deslocamentos obtidos desta forma das
formulagoes convencionais. Definindo o seguinte termo:
5 B ga

o = 5 (4.18)

a equagao (4.17) pode ser simplificada para:

iy (10 &©)(-n) )
= N¢ > ul
{ Us, } © 01 &(&)(—n2) | "
T 0 &©n ] “

+ N5 01 GO Cm) Zg (4.19)

onde os valores de &; sao definidos de acordo com a posi¢ao dos nos de cada tipo de
. ) 2 _ 2
elemento, por exemplo para o elemento linear descontinuo temos que §; = —% e {& = 3.

A nova fungao de forma (4.18) permite uma representacao geral da equacao (4.19)

COImo:

uy

o G N IR GICR B
{“} ) ;Nﬁ(g)lo ! A&(&)(—@] ¥ (4.20)

onde o termo A é um valor arbitrario introduzido por [34] que pode ser utilizado para
fazer com que as rotacoes se igualem aquelas da elasticidade. Cabe ressaltar que até

o momento as rotagoes desenvolvidas nesta formulagao nao correspondem as tedricas.
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Figura 4.2: Relagao entre derivadas no sistema local e global.

A equagao (4.20) possui a forma de uma parti¢ao da unidade como indicado em [34].
Por conta disso, o processo descrito aqui, originalmente desenvolvido para um elemento
finito, foi facilmente estendido ao método dos elementos de contorno e também para
métodos sem malha.

O grau de liberdade rotacional dentro da formulagao de elementos finitos foi ori-
ginalmente incluido como uma maneira de incrementar a precisao do elemento, de tal
maneira que nao havia preocupagao se a rotacao calculada correspondia ou nao a aquela
da teoria classica. No caso em que a ideia fosse modelar elementos para placas ou vigas,
algumas consideracoes adicionais devem ser feitas para impor esta correspondéncia.

Primeiramente deve-se considerar o campo de rotagoes em torno do eixo x3 dado
pela teoria da elasticidade como apresentado na equagao (2.10), repetida aqui por
conveniéncia utilizando a notacao apresentada em [25]:

1

wy =¥ = — (U2,1 - Ul,z)

2

A Figura 4.2 reproduzida de [25], ajuda a visualizar a transformacao entre as deri-

vadas locais e globais necesséarias nos proximos passos. A relagoes sao dadas por:

o0 0.0
9%, o or,
0 0 0
= —_— — Ng—— 4.21
a[i’g ™ 81’2 2 0:)31 ( )
e suas inversas sao:
oo _ 9 9
81’1 N 182%1 2852’2
0 0 0
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Assim (2.10), pode ser expressa como:

v = 1 8qu _ 8u10
N 2 0:)31 01'2
. 1 8u20 n28u20 8U10 8U10
_ { G- (m S g 8%)] (4.23)

incluindo agora o campo de aproximagao dos deslocamentos descritos com os conceitos

de partigdo da unidade, encontra-se a forma discretizada da equagao (4.23):

g =

1 0 -
B [m@—i'l (Nﬁug - Nﬁkgﬁnﬂﬁﬁ)

(Ngug - NBAéﬁnQW)
- ( suy — Nﬁkfﬁnﬂﬁﬁ)
- (Nﬁul NAégmiy)” )] (4.24)

Levando em consideracao agora que as normais sao constantes para elementos lineares,

a equagao (4.24) pode ser escrita como:

1
lph = 5[ J <n1N5u§—n2NﬁUf>

01
- 022 (n2N5u2 - n1N5u1>
+ (—nlngNﬁAégw + n1n2Nﬁ>\églpB>
+ 822 (m3NsAEsw? + nlNBAggwﬁ)} (4.25)

A expressio (4.25), considerando que a terceira linha se anula e que n? +n3 = 1, se

reduz a:

h elem 861 a]\/vl 1 052 8N2 9
v = v ( +& a@) Y+ ( +& a@) Y? (4.26)

onde U™ ¢ a rotagao do elemento, baseado nos deslocamentos no sistema local [33]

dado por:

0:)31 0:2"2

A equagao (4.26) pode entao ser expressa como:

pelem — 2 (87“” a“”) (4.27)
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!ph — welem+% <N1(£)£d§l(£) +él(£>£d]vl(£)> wl

dis dE dis dE
A g déx(€) - .. dE dNo(€)
+ 5(%(&) & O )wQ (4.28)

na qual a coordenada local ég é relacionada a paramétrica por [12]:

a1 (4.29)
di J(€)
Em [25], Leung & Baiz (2013) comentam que os termos contendo coordenadas
normais locais Z; que multiplicam w® desaparecem, o que reforca as suposigoes apre-
sentadas em [27], que relacionam as rotagoes as derivadas nas direges tangenciais.

Especificando a equacdo (4.28) para os nos, tem-se que:

e = gelem 4 %@ (20 — ' —¢?) a=1,2. (4.30)

a qual é uma expressao similar aquela apresentada em [33]. Desta equagao pode-se
concluir que ¥ nao correspondem exatamente as rotagoes tedricas mas possuem uma
estreita relacdo. Leung & Baiz (2013) [25] observam que para haver essa correspon-

déncia, é necessario que A = 2.J(£) e a0 mesmo tempo,

1 2
getem = ¥ H ‘QW (4.31)
1 /0u, Ou, Pt 4 1p? B
2 (a:el 8@) SR (4.32)

4.2.1 Relacao entre as rotacoes e a rotacao da teoria da elasticidade.

Por conta da inclusao da rotagao em torno do eixo z3 na formulagao, é necessério
incluir mais uma relagao para cada né de maneira que o sistema de equacoes formado
possa ser resolvido. Essas relagoes podem ser obtidas criando um funcional que é, ao
mesmo tempo, usado para impor que as rotagoes calculadas sejam aquelas da teoria

da elasticidade. Assim, definindo o seguinte funcional, temos:

I, 6) = /F (getem — ) dr (4.33)

onde o termo 1™ & o campo de rotaces verdadeiro e v é um parametro de penalidade
que, neste caso, nao tem influéncia sobre a solugao do problema. Este parametro se

torna importante apenas quando usado com o funcional da energia potencial total,
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para balancear sua contribuicao ao problema bidimensional classico. Para incluir esta

equagao no sistema, deve-se altera-la para sua forma discretizada, que fica:
ONy(§) 2 2
—Uing — usn
Dy (=i — ugna)

ON; (& ONy (¢
+8;:Z’(2) (—uj,ni — ugna) + 8?2’(2 ) (—uf ni — u%ong)] (4.34)

que pode ser reduzido para:

gh 1 {3]\71(5) (—ul 1

elem 2 8:%2 Uny — u2n2) +

Vi = 5 J1(£) {dz\;l;@ (—ulny — ubna) + d]‘;zé@ (=, — ugn2)]

= [Blixa[dolax1 (4.35)

onde os termos que continham derivadas em relacao a dire¢ao normal foram ignorados,
uma vez que nao estdo definidas para o elemento de contorno [25]. A explicagao
para isso é que a diregao normal nao é diretamente descrita em funcao da varidvel
paramétrica &.

De maneira analoga o campo de rotacoes reais em sua forma discretizada é dado

por:

7 = 5 MO + Na(©)47] = NIealdylas (4.30)

Tomando o primeiro variacional da equagao (4.33) em relagdo ao campo de rotagoes

e igualando-o a zero com o intuito de minimizar o funcional, obtém-se:

oIl (u,@ﬁ) _ “hT (,h _ Th _
T_Aaw (v —")dl =0 (4.37)

Apos substituir a forma discretizada de ¥" e 1 e transformando também para o

dominio paramétrico do elemento tem-se que:

[
[0dy]5 /_1 [Kyxopyug ™ (€)dE [5d8;]ﬁxl =0 (4.38)
onde
Kurow] = [Nl(f)Jn—l)d]\gg(g) Nl(f)%d]\;lg(g) Ni(§)N1(§)
No(€) 75 50 No(&) 7555 Na( N (€)
M55 N 755 M(ON(6)
ny dN2(&) na dN2(€) (439)
N2(£)@ dé N2(£)@ dé N2(£)N2(£)
(§
60,6y = |l ul, 01 b, @, 0] (4.40)

Estas equagoes sao usadas apenas no elemento onde esta o ponto fonte e cada uma

das linhas ¢ incluida na linha correspondente a rotagao do né no elemento.
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4.2.2 Equagoes integrais com elementos de contorno

A equacao integral de contorno para elasticidade plana foi derivada no capitulo
3 e é dada pela expressdo (3.37). Apos o extenso desenvolvimento apresentado na
secdo anterior, o sistema formado por esta equacdo se altera. E feita a inclusdo de
rotagoes como variaveis nodais, da forma fraca do residuo do campo de rotagoes para o
elemento (4.38) e o acréscimo das fungoes de forma enriquecidas (4.18). Considerando

todas estas alteragoes, a equagao integral de contorno se torna:

Chi Ciy 0 us) Hipet Higt Hipe! us)
C5 C5 0 ust o+ | Hypt Hype' Hype! ust o+
0 0 1 wd Kal Kag Kag wd

3\

2 2 2 2 *mf *mf *mf mp
H™ H{"™ Hig™ U(fo Ne 2 Hyy Hy; Hys Uy,
Hyp® Hage? Hyp? | Qw2 o+ Y > | Hy Hy Hy” | )
Koy Koz Ko L I B w™?

[ B 8 B

Ne 2 | GTT Gy 0 £
=) Greogmf oo | { e (4.41)

m=lA=11 0 1 0

onde ¢ é ponto fonte contido no elemento m, o sobre escrito § se refere & numeragao
do n6 no elemento sendo integrado. Para um caso linear pode assumir valores 1 e 2.
O sub escrito a assume valores 1 ou 2 de acordo com a posi¢ao do ponto fonte no
elemento. A matriz G?;B ¢ inalterada nesta formulagao em relacao a convencional, os

termos H;;mﬁ , contudo sao obtidos a partir da seguinte integral:

1

X {NB

4.3 Equagao integral de contorno para rotagao no plano

G
LA e L

Tl*l (X/> X) T1*2 (X/> X)
T2*1 (X,7 X) T2*2 (X,7 X)

1 0 —mAp
0 1 —nphés

] } J(§)de  (4.42)

A principal contribui¢ao deste trabalho se origina da derivagao de uma expressao
analitica para o calculo da rota¢do em torno do eixo x3. A equacgao (3.37) da valores
para deslocamento em pontos de colocagao especificos, os pontos fonte, que podem ser
posicionados em qualquer local. Como mostrado na Secao 2.2 as derivadas da expressao
do deslocamento precisam ser calculadas para que seja possivel encontrar um resultado

para a equagao (2.10). Neste caso, as derivadas sdo calculadas em relagdo ao ponto
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fonte e, levando em consideracao que apenas as solugoes fundamentais sao funcao desta
variavel, a expressao para a derivada da equagao (3.37) em relacdo a x’ é dada pela

equacao (3.18) no qual o ponto fonte foi levado ao contorno:

Ug o (X') =2 b{ Ung (X', x)tg(x)dT (%) —ﬁT;ﬁﬁ(x’,x)uﬁ(x)dF(x) (4.43)

onde o simbolo f representa uma integracao no sentido do valor principal de Hadamard
[12]. As derivadas das solugoes fundamentais de deslocamento e forgas de superficie
foram apresentadas na igualdade (4.43), e sd@o dadas pelas equagoes (3.32) e (3.33).
Substituindo (4.43) na expressao (2.10), chega-se a equagao integral de contorno para

a rotacao em torno do eixo x3:

ws(x') = —7§ (T34 (X, %) — Ty (', %)) us(x)dT(x)

+]£ ( 50 (X, %) — Ufm(x’,x)) ts(x)dl(x) (4.44)

Analisando a equagao (4.44) podem ser observadas algumas caracteristicas. Pri-
meiramente, trata-se de uma expressao analitica para a obtencao da rotacao em torno
do eixo x3, aproximacoes serao feitas apenas quando o contorno do problema for dis-
cretizado. A rotagao depende diretamente das variaveis u, e t, e ndo necessita de um
ws nodal. E portanto uma resposta secundaria, assim como as tensdes mas que pode
ser calculada paralelamente no sistema de equagoes original.

Em sessoes posteriores sera mostrado como a rotacao calculada através da elasti-
cidade plana influenciard nas rotagoes das formulacoes de placas. Basicamente esta
rotacao pode mudar de orientacao quando da imposigao de condi¢oes de compatibili-

dade entre placas localizadas em diferentes planos.

4.3.1 Equagao integral de contorno para rotagao no plano com elementos

de contorno

Combinando as equagoes (3.37) e (4.44), obtém-se:

11 2 0 ufl Ne nnos Hﬁm Hgn 0 u?m
500 Cs 0[S ust S>> | H HR 0| Q up”
0 0 1 wit ) TN HE Hg' 0 0
Ne mnos | GG 0 | (e
=y Y |G a0 g (4.45)
Ko e ) 0
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para a formulagao de elasticidade plana modificada, onde Ne é o ntumero de elementos
no problema, nnos é o niumero de nos por elemento, s é o ponto fonte. Os termos das

novas matrizes de influéncia sao dados por:

1

HYY = 7[_ 1T55q>,7j(§)d§ (4.46)
1

Gt = f Ut (4.47)
1

Hyy' = 7[_ 1Ng (Ts1 — Tig) J(£) d€ (4.48)
1

Gyy = ][_ 1N;§ (U1 — Usss) J(€) dE (4.49)

A matriz de fungoes de forma para o caso de elementos de contorno lineares é dada

por:

N¢ 0
P, = K 4.50

e para o caso de elementos quadréticos:

N$ 0 0
®,=1 0 NI O (4.51)
0 0 N

Neste ponto, a formulacao aqui apresentada difere da convencional pela presenga
dos termos (4.48) e (4.49), relacionadas com a equagdo recém desenvolvida para a
rotacao em torno do eixo x3. Portanto, as novas matrizes de influéncia elementares

para elasticidade plana sao:

[ g g
HI OHD 0 (4.52)

mn - ppmn
| Hy' Hy

HS

[ qmn g
G = | gm gm oo (4.53)

mn mn
L G3 1 G32

O desenvolvimento necessério para a implementagao e resolugao do sistema foi
apresentado. Convém ressaltar que todo a manipulacao matematica independe da
funcao de forma utilizada no problema, ao contrario do que acontece na formulagao

apresentada por [25], cuja derivagao foi bastante simplificada pelo grau da fungao de
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forma, se beneficiando também do fato da normal ser constante ao longo do elemento.
Todas as integrais apresentadas podem ser resolvidas utilizando a quadratura gaussiana
sempre que o ponto fonte nao pertencer ao elemento sendo integrado. Nos casos em
que isto ocorrer, consideragoes de corpo rigido serao usada para resolver as integrais
da formulagao original. Os termos que foram acrescentados possuem singularidades e

serao tratados da maneira explicada a seguir.

4.4 Tratamento de singularidades

Quando o ponto fonte pertence ao elemento que esté sendo integrado, surgem dois
tipos de singularidades nas expressoes (4.48) e (4.49). Aquela envolvendo o termo T};5
¢ fortemente singular de ordem O(r~?) e aquela envolvendo o termo U* oy C fracamente
singular de ordem O(r~!). A abordagem utilizada neste trabalho ¢ a mesma apresen-
tada em [44]. Existem duas maneiras principais de tratamento para estas integrais, a
subtragao de singularidades [45] e sua interpretagao no sentido dos valores de Cauchy e
Hadamard, calculando diretamente a parte finita destas integrais. Especificando para o
caso de elementos retilineos, nos quais o Jacobiano e as normais sao constantes ao longo
do elemento, o tratamento destas integrais pode ser feito analiticamente. Considere
novamente as expressoes (4.48) e (4.49). Os termos subtraidos podem ser separados

da seguinte maneira:

Hyp' =7[ 551 Ny J (€) dE — 7[ vy NI (€) dE (4.54)
Gys' = ][ Uz Ny J(€) d€ — ][ Uts o NI (€) dé (4.55)
-1 _1
E possivel realizar entdo as seguintes operacoes para cada um dos dois tipos de
integral:
1 ’ LN N
I = ap Ny () J(§) d§ = Fog ¥ 75 d€ (4.56)
-1 —1(5"'5)
onde
sy = Tag, J(E)(€ =€)
e
1
B=f U, NUOIOdE = 525, : (457)
-1 E 5
onde
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/
Zzﬁ’y = :zﬁ,'yj(g)(g - 5 )
Os termos 5., € 5,5, sao constantes e, por isso, podem ser retirados das integrais.
Os resultados para os termos remanescentes podem ser calculados analiticamente e sao

dados pelas equagoes (4.58) a (4.61) dependendo agora apenas do ponto fonte &, no

sistema de coordenadas intrinsecos. As respostas analiticas sao apresentadas abaixo.

/_1 6]171& d§ = %((2 —3&) In(4 — 4&) + (=2 +3&) In(—4(1 + &)) —6)  (4.58)

/_11 5]175;0 d§ = i((Q + 3&) In(4 — 4&)) — (2 + 3&) In(—4(1 + &)) + 6) (4.59)

PN e 46643 (-1HE)In(-1 &) —3 (=1 + &) In(l — &)
/_1md£_ ; 1(-1+8) ° (4.60)

bONg 4466 —3(—1+&)In(—1 — &) +3(—=1+&5) In(1 — &)
/_1@%_ ) 1(-1+8) ° (4.61)

Elementos lineares serao retilineos independente do problema a ser tratado. Os
elementos quadraticos contudo, podem descrever curvas parabdlicas, o que inviabiliza
a abordagem discutida acima, uma vez que as normais e o jacobiano deixam de ser
constantes. Assim a formulagdo aqui apresentada é apliciavel & classe de problemas
cuja geometria a ser tratada, envolve apenas segmentos formados por linhas retas. Os

resultados para elementos quadraticos, considerando estas restrigoes, sao dados por:

1 d
| e de=—266 - Do n(—6 — 1) - GlnL - &) -2 (4.62)
1€ 8

/_l VE e ( - 9_53) In(4 — 4&)) + (9753 - ) In(—4(¢y + 1)) — 9750 (4.63)

1€ =& 4
1 d
/ N ge = 3360+ 2) (6 In(—6 — 1) — & In(1 — &) —2) (4.64)
1 &—¢& 8

LNt 3/ 1
/_1 Eep™ = 5(50—1”2‘650)1“(‘50‘”

gy (66— 2) (1~ &) + 12) (4.65)
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1 Nd —1852 19 9
2 S dé = 0 (&5 — 1) &(In(=& — 1) — In(1 —
s LR B SR C s

/1 Ny i - 3(3
1 (€ —&)? o §(§0_1_2(3§0+1)1n(—§0—1)

g1 B+l —G)+ 12) (4.67)
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5 FORMULACAO ACOPLADA PARA
ASSOCIACAO DE PLACAS E ASPECTOS
COMPUTACIONAIS

5.1 Introducgao

Neste capitulo, os aspectos finais da implementagao serao abordados. Até o mo-
mento as duas formulac¢oes, de membrana e placas deforméveis por cisalhamento, foram
apresentadas paralelamente ao longo do capitulo 3. A contribuicao deste trabalho com
a equagao integral de contorno para a rotagao ws, assim como a formulagao desenvol-
vida por [25] foram obtidas e apresentadas por todo o capitulo 4. As se¢bes a seguir,
tem a intengao de agrupar estas formulagoes em uma s6 e dar os detalhes finais a

respeito da implementacao da formulagao para associagao de placas no espago.

5.2 Associagao de Placas Espessas

Este trabalho trata da associacao de placas utilizando o método dos elementos de
contorno. Como explicado anteriormente, a abordagem considera a combinacao das
formulagoes capturando os comportamentos fletores e extensores de uma placa.

Para cada um dos pontos de colocagao, tem-se agora 6 graus de liberdade, as
equagoes (3.37), (4.44) e (3.54) podem ser combinadas, de tal maneira a resultar no

seguinte conjunto de equagoes para um sistema local, escrita na forma matricial:

HP O w GP 0 P b
= + (5.1)
0 H°P u 0 G*°pP t 0
6x6 6x1 6x6 6x1 6x1

onde

Ui w1
u = UZ W = w2 (52)
w3 us

sao os deslocamentos generalizados,

tl my
t=1< t p=9q ma (5.3)
0 t3
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sao as forcas de superficie generalizadas e b é o vetor cargas de dominio oriundo das
formulagoes de placa. Os termos HP, GP, H®P e G°P sao as matrizes de influéncia das
formulagoes de flexao de placas ()P e elasticidade plana modificada (), como abordado
em [3].

As fungoes de forma descontinuas (3.60) e (3.62) sao utilizadas para aproximar os
deslocamentos generalizados e forcas de superficie ao longo do elemento. Assim, para

a formulagao acoplada, expandindo a equagao (5.1) tem-se:

(eroer,eny 0 0 0] [ W)
51 52 53 0 0 0 Wésl

cy ct, ¢ty 0 0 0 u! N
0 0 0 P ool wu

0 0 0 ¢ oz ol uw

00 0 0 0 1| w)

P PRT OPET 0 0
Py PRt PR 00

0
0

Ne nnos 1 mn mn mn mn
P. P. P. 0 0O O

ZZ/ P 31 32 33 . J(é)d& U::rm
0
0

o o 0 0 0 ummoup u”
o 0 o um up "
0 0 0 U" Uz 0 )
i m m m ] ( m )
Wnn Wmn Wl3n 0 0 0 Py !
W Wash Wor" 0 0 0 Py
Ne nnos 1 mn mn mn mn
W. W. W. 0 0 0 t
=D 3D Bl I I Gl P32 S XY
=1 =1 71 0 0 0 " 1" 0 7"
0 0 0 0" Ty' 0 ty"
I 0 0 0 T T3 0_ \ 0 )

Para a qual a composicao das fungoes de forma tem a seguinte configuracao:

(N2 0 0 0 0 0]
0 N O 0 0 0
s |0 0 N 0 00 55)
0 0 0 NI O 0
0 0 0 0 NioO
0 0 0 NI N O

Nestas equagoes é possivel notar que hd um desacoplamento entre as formulagoes

e para uma mesma placa, as respostas devido & extensao e flexao sao independentes.
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Regiao 2

T3 Regiao 1

X2

€

Figura 5.1: Representacao esquemética de duas placas coplanares.

Contudo, quando duas placas acopladas por uma aresta estao contidas em diferentes
planos, as respostas oriundas da flexao em uma placa podem afetar os graus de liber-
dade de extensao na outra e vice versa. Isso se deve a imposicao de compatibilidades
para deslocamentos e forcas de superficie generalizados para sistemas de coordenadas

diferentes. A proxima secao detalha melhor o motivo desta ocorréncia.

5.3 MEC com sub regioes

Pelo fato da possibilidade de termos uma ou mais placas unidas por arestas, a
abordagem aqui empregada ¢ o método das sub regioes, o que torna necessario a
imposicao das condi¢oes de compatibilidade e equilibrio ao longo de uma aresta comum.

Em se tratando de um caso simples de placas que pertencem ao mesmo plano,
mostrado na Figura 5.1, condi¢oes de compatibilidade para deslocamentos u; e rotagoes

w; sao dadas por:

SN

ST S
<70

(5.6)

onde o sobrescrito se refere ao ntimero da regiao. Para o equilibrio de forgas de superficie

t; e momentos p; |24, 46]:

64



M
Yo =0
m=1

M
o =0 (5.7)
m=1

onde M é o namero de regides conectadas. Agora, considerando a estrutura represen-
tada na Figura 5.2, pode-se analisar um caso mais geral, onde as placas nao comparti-
lham o mesmo plano. Sdo dados os sistemas de coordenadas globais (O — z1 — xs — x3)
e locais (O — 2} — 2}, — 2%). Com o intuito de impor as condigoes de compatibilidade
e equilibrio na aresta, agora é necessario transformar as varidveis para o sistema de
referéncia global. Seguindo o apresentado em [3|, é necessario utilizar a matriz de

transformacao, T, o que resulta em:

/
Lo

>

T3 1

Figura 5.2: Associagao de placas mostrando os sistemas de coordenada global e local.

u’l U1 wé 91
[T]q wy ¢ =9 w2 p» [TI{ wi p =4 6 (5-8)
ul us wh 05

para os deslocamentos generalizados e

t) 131 —ph my
[T]q ty p=9q t2 ¢» [TI{ P p =19 me (5.9)
pg t3 0 m3

para as forcas de superficie generalizadas. A matriz T' é formada pelos vetores unitarios

(v, v2 v3) nas diregoes dos eixos coordenados locais x;, x5 e x3, dada por:
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-1
1 1 1

Vi V3 V3
2 .2 .2
Vi V3 V3
3 o3 o3
Vi Vg V3

(5.10)

Utilizando procedimento analogo aquele descrito para o caso de duas placas co-

planares, agora ¢ possivel impor as condicoes de compatibilidade e equilibrio para o

sistema de equacgoes geral.

Arranjando as equagoes de diferentes regides em um tnico sistema, a forma matricial

para as placas associadas fica:

1 1 1
R T

o o HY -HY o
0 0 0 0 E»
0 012 0 Cgl 0

( 3\
e
0 u%’
2 2
o | ]
Ex usy
0 ¢l
(2)

\ t21 J

\

J

0 ¢
G;2) tg2)

(5.11)

na qual o sobre escrito (7) indica a sub regido do problema, os sub escritos 1 e 2 indicam

os elementos das matrizes e vetores pertencentes somente aquela regiao. Os sub escritos

cruzados 12 e 21 indicam elementos das matrizes e vetores pertencentes a regiao 1 e

na interface com a 2 e vice versa. As matrizes Eq5 e Eo; sdo devido as condigoes de

equilibrio, Ci5 e Cy; sao aquelas devido as condigoes de compatibilidade, dadas por:

0
0
0

1
Ty

1 1 1
o T T T
1 1 1
o T ) 7
1 1 1
o T T T

Y 79 0 0 0
TV 0 0 0
™V TP 0o 0 0
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0
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1
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1
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(5.12)



[0 0
0 0
B = ?2) ?2)
Ty Ty
Ty Ty
Ty Ty
e
[0 0
0 0
Ciz = T(()l) T(()l)
12 11
Ty Ty
Ty Ty
[0 0
0 0
0 0

C'21 =

2 2
T Ty

2 2
T T

5.4 Aspectos computacionais

(2)
11

(2)
31

(2)
21

0
0
0

79 0
0o 7
0o TV
0 T

1)
)
7

0

0

0

0
0
0
T35
~Ty3
T35

(5.13)

(5.14)

(5.15)

As rotinas usadas para gerar os resultados desta tese, partem de codigos ja imple-

mentados [47] e foram alterados de maneira a acomodar esta nova versao da formulagao

para associacao de placas deforméaveis por cisalhamento e da elasticidade plana com

rotagdo. Todos os programas foram implementadas em codigo do software Matlab. A

maior parte dos procedimentos computacionais j& foram descritos nesta tese de maneira

implicita.

Os programas desenvolvidos seguem a seguinte rotina basica:

1. Entrada de dados;

2. Geragao de visualizacao da geometria e das condi¢oes de contorno do problema

(Figura 5.3);

3. Verificagao de interfaces e sub regioes;

4. Geragao de Malha para o problema;
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Figura 5.3: Exemplo de visualizagdo de geometria e condigbes de contorno.

5. Montagem das matrizes de influéncia para cada uma das sub regides com resolu-

¢ao das integrais;
6. Posicionamento destas matrizes no sistema global;
7. Imposicao de condi¢oes de compatibilidade e equilibrio;
8. Solugao do sistema equivalente por eliminagao gaussiana;
9. Transformagao dos deslocamentos e forgas de superficie para o sistema global;

10. Geragao de tabelas e graficos contendo as respostas para visualizagao e avaliagao.

Todas as integragdes numéricas realizadas utilizam 10 pontos de Gauss, a menos

que seja informado outro valor explicitamente.
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6 RESULTADOS NUMERICOS PARA
ELASTICIDADE PLANA

6.1 Introducao

Este capitulo apresenta os resultados obtidos para a rotagao ws em problemas de
elasticidade plana (tensdo plana). As respostas serdo comparadas com solugoes anali-
ticas, sempre que estas estiverem disponiveis, e com os resultados obtidos utilizando a
formulagao desenvolvida em Leung & Baiz (2013) [25]. Os erros relativos apresentados
neste capitulo e no seguinte foram calculados sempre que havia uma solugao analitica

disponivel e foram obtidos a partir da equagao (6.1):

Erro(%) = abs <RR#R) x 100 (6.1)

onde R™™ ¢ a resposta numérica e R*" a analitica.

6.2 Solugao analitica bidimensional para uma viga

Um dos problemas a ser tratado nesta secao é o caso da viga bidimensional. A
solucdo para este problema foi encontrada por Timoshenko [48]. Trata-se da solugao
bidimensional para uma viga em balango, submetida a uma carga cisalhante distribuida
em uma de suas extremidades. As expressoes para os deslocamentos nas diregoes x; e

T sdo apresentados, respectivamente, nas equagoes (6.2) e (6.3).

uy (21, 29) = —% {(u +2) (xg — %2) + (6L — 3:61):51] (6.2)
ug (21, 29) = 6% [%2(4 +5v)2y + 3v(L — x1)w3 + (3L — xl)xﬂ (6.3)

Uma vez que se dispoe de expressoes para u; € ug, Uma expressao analitica para a

drilling rotation pode ser obtida a partir de:

. 1 8uQ(x1, ZL’Q) 0u1(:)31,x2)
w(xy, x2) = 5 < oy . (6.4)
Substituindo (6.2) e (6.3) em (6.4), tem-se:
w(xy, 29) = P [0*(2v + 1) 4+ 12 (2Lay — 2} + 23) ] (6.5)

24E1
Augarde e Deeks, 2008 [49] analisaram o efeito devido as diferentes maneiras de

se impor as condigoes de contorno para este problema, concluindo que esta solugao
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especifica nao é completamente vélida para as condi¢oes de contorno comumente uti-
lizadas em simula¢oes numéricas, principalmente préximo a regiao com deslocamentos
restritos. Esta conclusao possui grande importancia para a avaliagao de esquemas
adaptativos de analise, uma vez que a distribui¢ao de tensao é diferente daquela dada
pela solugao analitica. Apesar disso, de acordo com o principio de Saint-Venant, esta
solugao ¢ aplicavel para a regiao de interesse, ou seja, o lado oposto & regiao engas-
tada da viga. Uma comparagao mais precisa pode ser obtida utilizando exatamente as

mesmas condicoes de contorno usadas na obtencao da solugao analitica de Timoshenko.

6.3 Viga em balango com baixa razao de aspecto

A analise da viga em balango mostrada na Figura 6.1 é um dos testes mais comu-
mente utilizados para a avaliagao de novos elementos que incluem a drilling rotation.
Este problema foi utilizados em vérios artigos [25, 31, 34| e foi desenvolvido para avaliar
o desempenho de elementos usados para problemas de tensao plana em relagao a flexao
no plano por pesquisadores do MEF [28|. A raz@o de aspecto desta viga é 4 : 1, ou
seja, 4 unidades de comprimento na horizontal para 1 unidade na vertical. Por conta

disso, é referida nesta tese como "viga com baixa razao de aspecto"ou "viga curta".

X2
A

X1

48 m

Figura 6.1: Ilustracdo da viga em balango. A carga cisalhante distribuida na ponta da viga
tem valor resultante P = 40N, a espessura é ¢t = 1 m.

A solugao analitica para este problema é mostrada na se¢ao 6.2 desta tese. Muitos
dos trabalhos anteriores usaram a solugao analitica de Timoshenko para o desloca-
mento vertical, dire¢ao o, porém nenhum utilizou a solugao analitica para a drilling
rotation dada pela equacao (6.5). Aplicando as equagdes (6.3) e (6.5) e utilizando as
propriedades do problema, ' = 30kPa, v = 0.25, é possivel encontrar os seguintes

resultados para o ponto A (x; = 48, x5 = 0):

u; = 0.355333m
wy = 0.010750 (6.6)
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Os resultados analiticos e aqueles obtidos em [25] para elementos lineares totalmente
descontinuos sao usados para comparacao e verificagao de convergéncia. A Figura 6.2

mostra um exemplo de malha com 20 elementos lineares descontinuos.

10r

y(m)

1 1 1 J

0 10 20 30 40 50
x(m)

Figura 6.2: Exemplo de um modelo discretizado em elementos de contorno lineares desconti-
nuos para a viga curta. Neste caso foram utilizados 20 elementos.

As Figuras 6.3 e 6.4 apresentam os resultados obtidos em fung¢ao do nimero de
pontos de colocagao, para este caso, dois por elemento. Nesta simulacao foram consi-
derados que os nés da aresta na posicao r; = 0m possuem os deslocamentos restritos
nas diregoes x; e xo. O carregamento distribuido é imposto na direcao x5 e locali-
zado na posicdo x; = 48m. E possivel verificar que os deslocamentos verticais sao
quase os mesmos, contudo a rotagao ws apresenta comportamentos distintos para as

duas formulagdes. Ambos convergem com malhas mais refinadas porém para valores

diferentes.
0.36
0.355F
0.35f
T
=, 0345
=]
0.34f
0.335F —*— Este trabalho
—<— Leung & Baiz (2013)
Resposta analitica
033 Il Il Il Il Il
0 50 100 150 200 250 300
N° de noés

Figura 6.3: Anélise de convergéncia do deslocamento us no ponto A para a viga curta.
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Figura 6.4: Analise de convergéncia da rotagdo ws no ponto A para a viga curta.

Os erros relativos foram calculados de acordo com a equacao (6.1) utilizando como
solugbes analiticas os valores dados em (6.6). Os resultados sdo apresentados nas
Figuras 6.5 e 6.6 em escala logaritmica.

A Tabela 6.1 mostra a comparagao dos resultados para o caso da malha mais re-
finada usada nesta analise, que contém 280 nos, considerando a formulacao proposta
e aquela apresentada em [25|. Os resultados foram obtidos usando o mesmo tipo de
elemento e as malhas sdo exatamente iguais. E possivel notar que os resultados deste
trabalho possuem melhor acordo com as solugoes analiticas para a drilling rotation,
com resultados cujo erro é inferior a 1%. A Tabela 6.2 mostra os valores de desloca-
mento vertical e drilling rotations no ponto A (z; = 48, x5 = 0) para cada uma das

malhas utilizadas.

Tabela 6.1: Comparacao dos resultados para o ponto A (x; = 48, xo = 0), usando 280 nos.

Este Erro | Leung & Baiz (2013)  Erro | Analitico
trabalho (%) [25] (%) [48]

uy  0.355259 0.0264 0.355241 0.0260 | 0.355333

w 0.0106564 0.8941 0.010520 2.1396 | 0.010750
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Figura 6.5: Erro calculado para us em fungdo do nimero de nés para viga curta.
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Figura 6.6: Erro calculado para ws em fungao do ntmero de nés para viga curta.
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Tabela 6.2: Resultados obtidos para a viga curta.

Pontos de Us Uy €ITO w3 W3 €ITo

Colocagao [m] (%) ] (%)
40 0.333320 6.195 0.010033 6.672
80 0.349391 1.672 0.010489  2.425
120 0.352802 0.712  0.010585 1.531
160 0.354071 0.355 0.010621  1.199
200 0.354683  0.183  0.010638  1.039
240 0.355027  0.086  0.010648  0.950
280 0.355239 0.026 0.010654 0.894

6.3.1 Resultados para condicoes de contorno corrigidas

Como mencionado anteriormente, a solugao analitica utilizada foi obtida para um
conjunto especifico de condigoes de contorno [48]. Contudo, de acordo com [49] reprodu-
zir exatamente as restrigoes de deslocamento e carregamentos impostos é essencial para
obter resultados comparaveis. A Figura 6.7 mostra as condi¢oes de contorno usadas
por Timoshenko [48] quando da obtengao desta solugao. Uma andlise deste problema

de acordo com essas condi¢oes também foi realizada e os resultados sao apresentados

a seguir e comparados com a solucao analitica.

X2

X1

h=12m

Figura 6.7: Modelo da viga com condig¢oes de contorno corrigidas. A resultante de carga na
extremidade da viga é igual P = 40 N e possui distribui¢ao parabodlica. Os deslocamentos uy
(vermelho) e ug (azul) variam de acordo com a solugao analitica.

L=48 m
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Figura 6.8: Resultados de uo no ponto A para a viga curta com condigoes de contorno
corrigidas.
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Figura 6.9: Resultados de w3 no ponto A para a viga curta com condi¢ées de contorno
corrigidas.
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Figura 6.10: Erros relativos para us em funcao do ntimero de pontos de colocagao em escala
logaritmica com condigbes de contorno corrigidas.
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Figura 6.11: Erros relativos para ws em funcdo do nimero de pontos de colocacdo em escala
logaritmica com condigbes de contorno corrigidas.

Como é possivel verificar, os resultados se aproximam ainda mais da solugao ana-
litica nas Figuras 6.8 ¢ 6.9 quando comparados com aqueles das Figuras 6.3 e¢ 6.4,

especialmente para ws, indicando que os valores obtidos em trabalhos anteriores se-
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riam melhores se as exatas condi¢oes de contorno tivessem sido utilizadas. A Figura
6.11 mostra claramente que a formulagao apresentada em [25] ndo converge para a
resposta analitica, enquanto a apresentada neste trabalho converge progressivamente

para este valor.

6.4 Membrana de Cook

A membrana de Cook é um problema teste proposto para avaliar o caso geral
de elementos finitos quadrilaterais em malhas distorcidas. Nao possui uma solugao
analitica conhecida mas varios trabalhos obtiveram solu¢oes numéricas empregando o
MEF. Com o intuito de comparar nao apenas os deslocamentos verticais mas também a
rotagao ws, os resultados em [31] e [25] serdo usados. A Figura 6.12 mostra a geometria
do problema e suas condig¢oes de contorno. Foi utilizado o mesmo niimero de elementos

para cada lado do problema.

T P
B1 16 m

44 m 44 m

48 m

Figura 6.12: Modelo da membrana de Cook. As propriedades mecénicas sao: FE = 1Pa,
v =1/3. O carregamento distribuido tem resultante P = 1 N e espessura t = 1 m.

Um exemplo de malha para este problema é mostrado na Figura 6.13. A distri-
buicao de deslocamentos totais para esta geometria é apresentada na Figura 6.14. Os
resultados para a convergéncia desta simulagao sao apresentados nas Figuras 6.15 e
6.16 para o ponto B, nas quais ¢ possivel comparar os desempenhos da formulagao
proposta e [25]. Assim como no problema anterior, os deslocamentos verticais uy sao

quase 0s mesmos enquanto a rotagao ws converge para valores diferentes.
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Figura 6.13: Exemplo de malha para a membrana de Cook com 40 elementos lineares descon-
tinuos.

Total displacement

30
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Figura 6.14: Distribuicao de deslocamentos totais para a membrana de Cook.
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Figura 6.15: Resultados de deslocamentos para a membrana de Cook no ponto B(r; =

48, x5 = 52).
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Figura 6.16: Resultados de rotagdes para a membrana de Cook no ponto B(z1 = 48, x9 = 52).

Por nao haver uma solucao analitica para este problema, nao é possivel afirmar qual
das solugoes possui maior precisao. Entretanto, considerando a Tabela 6.3 que mostra

os resultados obtidos em [31] com elementos finitos quadrilaterais (enhanced Allman
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quadrilateral elements) e malhas refinadas, é possivel verificar um melhor acordo com

os resultados obtidos com a formulagao proposta nesta tese.

Tabela 6.3: Resultados para a membrana de Cook usando 320 pontos de colocagao. Desloca-
mentos verticais e drilling rotations no ponto B(x1 = 48, x9 = 52).

Presente trabalho [25] [31]
Us 23.95424 23.95350  23.889
w3 0.88508 0.79919  0.88733

A Tabela 6.4 mostra os valores para o deslocamento vertical e a rotagao no ponto

B(zy = 48, x5 = 52) para cada malha utilizada.

Tabela 6.4: Resultados para a membrana de Cook.

Pontos de colocagdo  wus [m] ws
32 23.06819 0.82733
64 23.73513 0.86641
96 23.85813 0.87532
128 23.90233 0.87919
192 23.93515 0.88262
256 23.94733 0.88416
320 23.95329 0.88505

6.5 Viga em balango com alta razao de aspecto

Esta segao trata da analise de uma viga, assim como o primeiro exemplo deste ca-
pitulo. As consideragoes feitas em relagao as condig¢oes de contorno impostas quando
da obtencgao da solugao de Timoshenko, obviamente, também sao vélidas aqui. Con-
tudo, as dimensoes e razao de aspecto da viga, fazem com que a distin¢ao entre as
solucoes obtidas seja minima. Por conta disso, as condi¢oes de contorno mais simpli-
ficadas apresentadas na Figura 6.17 serao utilizadas. Este problema foi resolvido em
[31] utilizando o MEF com um elemento que inclui a rotagao ws. A razao de aspecto
desta viga é 100 : 1, por conta disso, é referida nesta tese como "viga com alta razao
de aspecto"ou "viga fina". A solugao analitica é a mesma ja apresentada para o pri-
meiro exemplo deste capitulo. Aplicando as equagoes (6.3) e (6.5) para extremidade

carregada da viga, tem-se:
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T P

T

100m

Figura 6.17: Modelo para a viga com alta razdo de aspecto. As propriedades mecénicas sao
E =1MPa, v = 0.3. A resultante de carregamento na ponta da viga tem valor P=1N e a
espessura ¢ t = 1 m.

y [m]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 6.18: Exemplo de malha para a viga com alta razao de aspecto contendo 202 elementos
de contorno.

uy = 4.0002m
ws = 0.0600

Um exemplo de malha para este problema ¢ mostrado na Figura 6.18. Os resulta-
dos obtidos utilizando-se elementos lineares descontinuos sao apresentados nas Figuras
6.19, 6.20. As Tabelas 6.5 e 6.6 apresentam os valores obtidos para cada uma das
malhas utilizadas. Nestas tabelas o erros na comparacao das solugoes analiticas com
as respostas numéricas sao também apresentados. Para malhas pouco refinadas o erro
¢ inaceitavel, atingindo valores de até 82%. Na malha mais refinada, com 4040 nos,
o erro obtido para os deslocamentos foi da ordem de 5.6%. E possivel observar que a
convergéncia é bastante lenta para os deslocamentos verticais e rotagoes. A partir de
3232 nos, a convergéncia da rotagao para de ocorrer e oscilagdes do resultado em torno
da resposta analitica sao observados. Esse comportamento se torna evidente quando

observados os erros para as tltimas 3 malhas.
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Figura 6.19: Resultados de deslocamentos us para a viga com alta razdo de aspecto na
extremidade livre.

0.08

0.07 i

0.06

0.05f

0.04

0.03

0.02 : : : : .| —*— Este trabalho
—<&— Leung & Baiz (2013)
Resposta analitica

1

001 \ L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

N° de nés

Figura 6.20: Resultados de rotagoes w3 para a viga com alta razao de aspecto na extremidade
livre.

Este problema de acordo com [38|, apresenta sérios problemas para a anélise com o
MEC devido a relativa proximidade entre os lados de sua geometria, uma vez que sua

razao de aspecto é muito alta.
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Tabela 6.5: Resultados para a viga com alta razao de aspecto em x1; = 100 m.

Pontos de Colocagao u3" = 4.000275 Erro (%) w$"=0.060001 Erro (%)

404 0.709318 82.268 0.012469 79.219
808 1.733632 56.662 0.027092 54.847
1212 2.491654 37.713 0.038179 36.369
1616 2.966058 25.854 0.045368 24.387
2020 3.260558 18.492 0.050264 16.228
2424 3.449674 13.764 0.052089 13.186
2828 3.576264 10.600 0.059251 1.250
3232 3.664382 8.397 0.065844 -9.739
3636 3.727867 6.810 0.075641 -26.067
4040 3.774979 5.632 0.056773 5.379

Tabela 6.6: Resultados para a viga com alta razao de aspecto. Deslocamentos verticais e
rotacoes na extremidade livre.

Este trabalho Leung & Baiz (2013) [25] Resposta analitica
Us 3.774979 3.774979 4.000275
w3 0.052089 0.056772 0.060001

Em [50] foram investigadas as causas da lenta convergéncia para a solugao analitica
de um problema semelhante, com razoes de aspecto L/H = 5, 10, 20, para elementos
de contorno constantes. Esta causa foi descartada pois a mesma geometria, sob um
carregamento de tracao, convergiu rapidamente. Contudo, a proximidade dos elemen-
tos pode ser importante para a rotacao, que sofreu problemas de convergéncia assim
que o nimero de pontos de colocagao se tornou muito alto. O mesmo problema nao
foi verificado para a formulagao apresentada em [25], o que corrobora a explicagao
uma vez que o enriquecimento das fungoes de forma nao inclui hiper singularidades
no problema. O baixo grau da ordem de interpolagao do elemento e sua dificuldade
em descrever a forma fletida da viga também ¢ indicado como um fator importante.
Neste trabalho foram adotadas duas estratégias diferentes: aplicagao de sub regioes, o
que torna as distancias relativas entre os nés maiores e o aumento no ntmero de pon-
tos de Gauss, que melhora a precisao da integragao. Os resultados obtidos utilizando
a ordem quadratica de interpolagao dos elementos serao apresentados paralelamente

aqueles obtidos com a formulagao linear na préoxima segao.
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6.5.1 Viga com alta razao de aspecto com sub regioes

A aplicagao desta técnica melhora o resultado para este problema por conta da
diminuigao da razao de aspecto promovida pela divisdo do dominio. As comparagoes
serao realizadas dividindo o dominio em 2 e 4 sub regioes. A convergéncia dos resultados
para 2 sub regioes sao apresentados nas Figuras 6.21 e 6.22. Para a convergéncia do
problema resolvido com 4 sub regioes as respostas sao apresentadas nas Figuras 6.23 e
6.24.

2 Subregides
4.5 T T

4 pE———

351 1

—%— Linear descontinuo
0.51 —<&— Quadrético descontinuo ||
Resposta Analitica

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
N° de nés

Figura 6.21: Convergéncia para o deslocamento us para o caso da viga com alta razao de
aspecto e 2 sub regides.
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Figura 6.22: Convergéncia para a rotagdo ws para o caso da viga com alta razao de aspecto
e 2 sub regioes.
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Figura 6.23: Convergéncia para o deslocamento us para o caso da viga com alta razao de
aspecto e 4 sub regioes.
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Figura 6.24: Convergéncia para a rotagdo ws para o caso da viga com alta razao de aspecto
e 4 sub regioes.

E possivel observar que para elementos quadraticos a convergéncia se da de maneira
rapida, enquanto para os elementos lineares a discretizacao mesmo com 4 sub regioes
se mostrou pouco efetiva em acelerd-la. A oscilagao da resposta para a rotagao ws é
bastante minimizada com elementos quadraticos mas continua ocorrendo com o uso da

interpolagao linear.

6.5.2 Viga com alta razao de aspecto com aumento no ntiimero de pontos

de integracao

Nesta secao os numeros de pontos de integragao serao alterados e o resultados de
convergéncia comparados. As Figuras 6.25 e 6.26 mostram a variagao da resposta para
diferentes nimeros de pontos de integracao (PG):

Para este caso nao foi observada uma variagao significativa dos resultados. Por-
tanto a quantidade de pontos de integracao tem pouca efetividade na melhoria da
convergencia.

O aumento no grau da fun¢ao de interpolagao foi a técnica mais efetiva na melhoria
da convergéncia deste problema. Dessa maneira, pode se inferir que o problema esta na
dificuldade da funcao linear em reproduzir a forma fletida da viga. Mesma conclusao
obtida em [50].
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Figura 6.25: Anélise de convergéncia dos deslocamentos us para a viga com alta razao de
aspecto considerando diferentes ntimeros de pontos de integracao.
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Figura 6.26: Analise de convergéncia das rotagoes w3 para a viga com alta razao de aspecto
considerando diferentes niimeros de pontos de integracao.
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7 RESULTADOS NUMERICOS PARA
ASSOCIACAO DE PLACAS

7.1 Introducao

Os resultados desta se¢ao foram obtidos a partir de um coédigo de elementos de
contorno para placas associadas que combina a formulacao de elasticidade plana com
drilling rotation e a formulacao de placas espessas. Os problemas apresentados aqui
foram, em sua maioria, analisados anteriormente em [3]. Para validagdo dos resulta-
dos, as respostas desta referéncia, na qual estao contidas solugoes analiticas de alguns
problemas, foram utilizadas. Para aqueles problemas que nao possuem solu¢ao ana-
litica disponivel, uma resposta numérica obtida com o MEF com o auxilio do Ansys
foi obtida. A analise foi feita utilizando o elemento SHELL181 que é adequado para a
anélise de estruturas formadas por cascas ou placas de finas a moderadamente espessas.
Este elemento é quadrilateral de 4 nos e possui 24 graus de liberdade, 6 para cada um
dos noés. Trés deslocamentos nas diregoes x1, x5 € x3 e trés rotagoes em torno dos eixos
x1, To € x3 |51, 52].

Os erros relativos apresentados nesta secao foram calculados sempre que havia uma
solucao analitica disponivel e foram obtidos, assim como no capitulo anterior, a partir

da equagao (6.1).

7.2 Associagao em L

Este modelo é composto por duas placas associadas de maneira a formar uma
estrutura em “L”. Este problema foi resolvido em [3|, no qual pode ser encontrada a
sua solucao analitica. O modelo foi discretizado usando duas sub regides, uma para
cada placa, com 12 elementos lineares descontinuos cada. As propriedades e dimensoes
sao dadas na Figura 7.1, onde Ly = 1m, Lo =1m, L3y =2m, t; =0.1m e t; = 0.1 m.
A carga ¢é distribuida ao longo da aresta superior, orientada na dire¢ao x3 com valor
g = 1N/m. As propriedades mecéanicas sao £ = 100kPa and v = 0.0.

A distribuigio do deslocamento total (e = \/u3 + u3 + u2) pode ser visualizada
nas Figuras 7.2 e 7.3 para as formulagoes deste trabalho e o MEC convencional. A
Tabela 7.1 apresenta a comparacao dos resultados com os obtidos analiticamente em
[3] para um ponto na extremidade da placa superior, na mesma aresta que recebe
o carregamento. Quando comparado com a solucao de Euler-Bernoulli, o erro é de
0.625% e quando comparado com a solugao de Timoshenko é de 0.3741%. Nao ha

diferenga significativa entre os resultados das Figuras 7.2 e 7.3 o que ¢ esperado pois
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Figura 7.1: Dimensoes e condigoes de contorno para a estrutura em “L” [3].

nao sao geradas as rotagoes ws no problema.
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Figura 7.2: Distribuigdo do deslocamento total para a estrutura em “L” obtidos com a formu-
lacao deste trabalho.
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Figura 7.3: Distribuigdo do deslocamento total para a estrutura em “L” obtidos com a formu-
lacao convencional do MEC.

Tabela 7.1: Deslocamento na direcao z3 calculado na ponta da placa comparado as solugoes
analiticas.

Método de Solugao Deslocamento maximo na dire¢ao w3
MEC convencional 0.16100
MEC com drilling rotation 0.16100
Solugao de Bernouli Euler 0.16000
Solugao de Timoshenko 0.16040

7.3 Associagao em L em angulos nao-retos

Este exemplo ¢ uma variacao do problema anterior, com a diferenca que o angulo de
juncao entre as placas pode ter valores superiores a 90°. Estes exemplos sao utilizados
para demonstrar a capacidade da formulacao em modelar estruturas de placas associa-
das por um angulo arbitrario. O modelo foi discretizado usando duas sub regioes, com
12 elementos lineares descontinuos cada. As propriedades e dimensoes sao mostradas
na Figura 7.4, naqual Ly =1m, Ly =1m, L3 =2m, t; =0.1m e t, = 0.1 m. A carga
distribuida na borda superior tem valor ¢ = 1 N/m. As propriedades mecénicas sao
E =100kPa e v =0.0.

As Figuras de 7.5 a 7.10 apresentam a distribui¢do de deslocamento total para a

estrutura com as duas placas unidas por angulos de 91°, 95° 120°.
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3 : //9

]i

T Ll

L,
Figura 7.4: As dimensdes e condigbes de contorno para a estrutura unida por um angulo
arbitréario 6 [3].
Total displacement
0.16
0.14
10.12
10.1

10.08

10.06

0.04

0.02

-0.5 -05

Figura 7.5: Deslocamento total para a estrutura unida por um angulo 8 = 91°obtido com o
MEC convencional.
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Total displacement

0.16

0.14

10.12

10.08

10.06

0.04

0.02

-0.5 -05

Figura 7.6: Deslocamento total para a estrutura unida por um angulo 8 = 91°obtido com a
formulagao deste trabalho.

Total displacement
: 0.18

0.16
0.14

10.12

10.08

0.06

0.04

0.02

-05 -05

Figura 7.7: Deslocamento total para a estrutura unida por um angulo 8 = 95°obtido com o
MEC convencional.
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Total displacement

0.18

0.16

0.14

10.12

10.08

0.06

0.04

0.02

-0.5 -05

Figura 7.8: Deslocamento total para a estrutura unida por um angulo 8 = 95°obtido com a
formulagao deste trabalho.

Total displacement

0.2

10.15

0.05

-05 -05

Figura 7.9: Deslocamento total para a estrutura unida por um angulo § = 120°obtido com o
MEC convencional.
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Total displacement

0.2

10.15

10.1

0.05

-0.5 -05

Figura 7.10: Deslocamento total para a estrutura unida por um angulo # = 120°obtido com
a formulagao deste trabalho.

Para este caso, uma pequena diferenca entre os resultados da formulacao deste
trabalho e a convencional é observada. Como mencionado anteriormente nao é esperado
que haja diferenca entre os resultados, uma vez que nao ha drilling rotation neste
problema. A diferencas neste caso podem ser devidas a erros de truncamento. Os
resultados para um ponto na extremidade carregada da placa superior sao reunidos
na Tabela 7.2. Também ¢é mostrada uma comparacao com as solugoes analiticas de
Bernoulli-Euler e Timoshenko. Os erros relativos sao calculados e apresentados na

Tabela 7.3. Todos os erros sao inferiores a 1% mostrando a precisao da simulagao.

Tabela 7.2: Deslocamentos calculados para um ponto na extremidade carregada da placa
superior comparados com a solugao analitica para os trés diferentes angulos.

Deslocamento, diregao x5 6 =91° 6 =95 6 =120°
MEC convencional 0.1618 0.1654  0.1653
MEC sem drilling rotation  0.1620 0.1656  0.1654
Solugao de Bernouli-Euler  0.1610  0.1646  0.1645
Solucao de Timoshenko 0.1614  0.1650  0.1648
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Tabela 7.3: Erro calculado para cada uma das configuracoes em relacao as teorias de viga de
Bernouli-Euler e Timoshenko.

0=91° 6=95" 0=120°
Solucdo de Bernouli Euler (%) 0.3712  0.6039  0.5139
Solucao de Timoshenko (%)  0.1237  0.3804  0.3869

7.4 Viga em formato de caixa

Este modelo é formado por quatro placas dispostas de modo a se posicionarem
como a parte lateral de uma caixa. As arestas localizadas no plano (z; —x3) em x3 = 0
possuem deslocamentos restritos em todas as diregoes. Os carregamentos sao impostos
como mostrado na Figura 7.11. A indicacao das dimensoes sao dadas na mesma Figura,
na qual L1 = 0.8m, Ly =2m, Ly = 0.2m, 0.1m e 0.05m. A espessura das placas é
t1 = 2.0mm. A carga distribuida ao longo das arestas indicadas na Figura 7.11 tem

valor resultante F' = 5000 N. As propriedades mecanicas sao F = 70 GPa and v = 0.3.

xs3

T

Ls

X2

Ly

Figura 7.11: Dimensoes e condig¢oes de contorno para a viga em forma de caixa em balanco.

O modelo foi discretizado usando quatro sub regides, cada uma contendo 24 ele-
mentos de contorno lineares descontinuos. A Figura 7.12 apresenta a distribuigao de
deslocamento total na estrutura sujeita aos carregamentos indicados na Figura 7.11

para um valor de L3z = 0.1m.
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Total displacement 0.045

0.04
r  10.035
- 10.03
- 10.025

- 10.02

0.015

0.01

0.005

Figura 7.12: Deslocamento total para a viga em formato de caixa em balango para Ls = 0.1m.

Os resultados nas Figuras 7.13, 7.14 e 7.15 sao comparados com os resultados obti-
dos com o MEF (Ansys), a formulagao convencional de associac¢ao de placas do MEC e
a solucao analitica de Bernoulli-Euler. O plano x,-z3 apresentado nas Figuras a seguir

esta posicionado em z; = 0.8 m.
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L,=0.05m

0.12 T
—&— MEC

—&— MEC sem (,03

0.1 Solugéo Analitica BE
— — MEF

0.08

=» 0.06

0.04

0.02

Figura 7.13: Deslocamento na dire¢gao x3 para a viga em formato de caixa em balango para

L3 = 0.05m.

L3:0.l m
0.03 ‘
—&8— MEC
—— MEC sem w,
0.025 Solucéo Analitica BE o
- — MEF »

0.02
=, 0.015
=]

0.01

0.005

Figura 7.14: Deslocamento na direcdo x3 para a viga em formato de caixa em balango para
L3 = 0.1m.
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S L,=0.2m

x 10
7 T
—&8— MEC
—&— MEC sem w, 2
6r Solugao Analitica BE =l
- — MEF 7

Figura 7.15: Deslocamento na diregao x3 para a viga em formato de caixa em balango para

L3 = 0.2m.

O acordo dos resultados com a solucao analitica parece estar relacionado a razao
de aspecto da caixa (Lg/Ls). Com seu aumento, as duas solugoes, a deste trabalho e
a convencional, desviam dos resultados obtidos com o MEF (Ansys). Mesmo assim,
quando comparados com os resultados da formulagao convencional, o presente trabalho

apresenta um melhor acordo.

xs3

T

Ls

X2

Ly

F

Figura 7.16: Dimensoes e condigoes de contorno para a viga em forma de caixa em balango
sujeita a um momento em sua extremidade livre.
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A Figura 7.16 apresenta a mesma geometria porém com os carregamentos impostos
de maneira a gerar um binario em sua extremidade livre. A Figura 7.17 apresenta a
distribuicao do deslocamento total na viga caixa sujeita aos carregamentos descritos.
Os Resultados nas Figuras 7.18, 7.19 e 7.20 sao comparados aqueles obtidos com o

MEF (Ansys) e a formulagao convencional do MEC para associa¢ao de placas.

Total displacement

0.1

- 10.08

© oo
O FRPORLN

- 10.06

0.04

0.02

Figura 7.17: Deslocamento total para a viga em formato de caixa em balango sujeita a um
momento para L3 = 0.1m.

Os deslocamentos calculados para Lz = 0.05m sao muito elevados causando uma
interferéncia da placa inferior com a placa superior. Estes resultados, apesar do acordo
obtido, nao possuem significado fisico. Para L3 = 0.1 m, os presentes resultados estao
em bom acordo com aqueles obtidos com o MEF (Ansys) mas o MEC convencional mos-
tra um comportamento diferente, resultando em deslocamentos menores. Finalmente,

para L3 = 0.2m a influéncia da inclusao da drilling rotation parece ser negligenciavel.
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L3=O.05 m

0.2 T T
—x— MEC
o1sH — - MEC sem W,

*  MEF

0.05f

-0.15

-0.2 : :
-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 005 01 015 0.2

Figura 7.18: Deslocamentos em x5 = 2m para a viga em formato de caixa em balanco sujeita
a um momento para Lz = 0.05m.

L3=0.l m
0.1

—x— MEC
0.08f| . —. —.MEC sem w,
* MEF

0.06

0.04

0.02

_I(\I
\(YJ o -
5

-0.02

-0.04

-0.06

—-0.08

-0.1 i i i i
-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 005 01 015 0.2

Figura 7.19: Deslocamentos em x5 = 2m para a viga em formato de caixa em balanco sujeita
a um momento para L = 0.1m.
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L3=0.2 m

01 T T

—*— MEC
0.08f| . —. — . MEC sem 0, |

* MEF WSS S0A0
0.06 eI |
0.04} L s R |
0.02 ! |
_IN

> O <
-0.02 | |
-0.04 ‘ : P ek ok KK |
-0.06 % L e o 3K |
-0.08 |

-0.1 i i i i
-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 005 01 015 0.2

x2/L2

Figura 7.20: Deslocamentos em x5 = 2m para a viga em formato de caixa em balango sujeita
a um momento para Lz = 0.2m.
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7.4.1 Resultados usando elementos quadraticos

O problema com os carregamentos indicados na Figura 7.11, foi resolvido utilizando
também elementos quadréticos com 24 elementos por subregiao. Uma malha mais
refinada com a interpolacao linear foi também incluida, com 40 elementos por sub

regiao. As Figuras 7.21, 7.22 e 7.23 mostram o plano xs-x3 posicionado em x; = 0.8 m.

L,=0.05m
0.12 ‘ ‘
—&— Elementos quadréticos (96)
—©— Elementos lineares (160)
o1l —— Bernoulli-Euler
— - — - MEF Ansys

0.08

_IN

S 0.06]
0.04

0.02

Figura 7.21: Deslocamentos uo para o lado alinhado com a diregao x5 localizados nas coor-
denadas x1 = x3 = 0m para L3 = 0.05m. O namero de elementos das simulacGes é indicado
na legenda.

A Tabela 7.4 apresenta o erro relativo dos resultados quando comparados a solugao
analitica de Bernoulli-Euler (BE).

Tabela 7.4: Deslocamentos us méximos obtidos com o MEC comparados a solugao analitica
de Bernoulli-Euler.

Ls 02m  Erro (%) 0.1m  Erro (%) 0.05m Erro (%)
Linear 0.011892 9.1 0.049388 6.44 0.20426 3.48
Quadratico 0.011716 7.49 0.046772 0.8 0.18463 6.47
BE 0.0109 0.0464 0.1974

O refinamento da malha e a alteracao da fungao de forma melhoraram o acordo

quando comparado a resposta anterior.
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L3=0.1 m

0.03 ‘ ‘
—f&— Elementos quadraticos (96)
—©&— Elementos lineares (160)
|| —*— Bernoulli-Euler M
00250 MEF Ansys g2

0.02
_IN
=, 0.015
X

0.01

0.005

Figura 7.22: Deslocamentos ug para o lado alinhado com a dire¢ao 9 localizados nas coor-
denadas 1 = 3 = Om para Ls = 0.1 m. O nimero de elementos das simulagoes é indicado
na legenda.

<107 L,=0.2m
7 T T
—&— Elementos quadréticos (96)
—©— Elementos lineares (160) ,
6 | —*— Bernoulli-Euler /
— — - MEF Ansys a2

Figura 7.23: Deslocamentos uo para o lado alinhado com a diregao x5 localizados nas coor-
denadas 1 = z3 = Om para L3 = 0.2m. O namero de elementos das simulagoes é indicado
na legenda.
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7.5 Associagao em L com carregamento lateral

Este problema foi simulado com o intuito de avaliar o caso em que a rotagao ws
¢é relevante no que diz respeito a imposi¢ao das condigoes de compatibilidade. Este
modelo foi discretizado usando duas sub regioes, cada uma contendo 60 elementos de
contorno lineares descontinuos. As propriedades mecanicas, dimensoes e carregamentos
sao dados na Figura 7.24. Como ¢é possivel observar, o carregamento colocado na lateral
impoe uma rotagao ao redor do eixo x3, a mesma direcao da rotacao ws da placa
superior. Os resultados sao apresentados nas Figuras 7.25 para o MEC com rotagao

incluida, 7.26 para o MEC convencional e 7.27 para o MEF.

@

xT3 o / / /

AR
Zo

X Ly

Ly

Figura 7.24: L-shaped structure, L; = 1.0m, Ly = 2.0m, Ls = 1.0m, ¢t = 0.1 m (espessura
da placa). E =100kPa, v =0e ¢ =10N.

Para que seja possivel comparar os resultados obtidos com a formulagao do MEC
deste trabalho, MEC convencional e MEF (Ansys), a Figura 7.28 é apresentada. Este
grafico mostra os deslocamentos nas dire¢oes x; e x5 para a placa superior, projetados
no plano x;-z5. Indica claramente que os resultados obtidos com a formulagao apresen-
tada neste trabalho tem um melhor acordo com a solugao obtida com MEF (Ansys). A

formulagao convencional produziu valores que sao uma ordem de magnitude menores

(Figura 7.26).
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Total displacement

0.1

0.09

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

Figura 7.25: Resultados obtidos com a formulagdo do MEC apresentada nesta tese.

Total displacement

0.025

10.02

N

10.015

10.01

0.005

Figura 7.26: Resultados obtidos com a formulagao do MEC convencional.
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NODAL SOLUTI ON
STEP=1
SUB =1
T ME=1 OCT 16 2013
USUM (AVG) 13: 41: 50
RSYS=0 PLOT NO. 1
DWX =. 109643
SMX =. 109643

0 . 024365 . 04873 . 073095 . 09746

. 012183 . 036548 . 060913 . 085278 . 109643

Figura 7.27: Resultados obtidos usando o MEF através do ANSYS com o elemento Shell181.

Placa superior

1.4 T
Placa néo deformada
x  Placa deformada (MEC sem (‘)3)
12 ¢  Placa deformada (MEC desta tese)
Placa deformada (MEF Ansys)
1 |
0.8 1
' 0.6 i
0.4 1
0.2 1
(] |
—0.2 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2
X

Figura 7.28: Resultados para a placa superior projetados no plano xi-xs.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

8.1 Conclusoes

Nesta tese uma nova formulagao do MEC foi desenvolvida para a anéalise de es-
truturas formadas pela associagdo tridimensional de placas espessas. A abordagem
apresentada, contém seis graus de liberdade por no, trés deslocamentos e trés rotagoes.
Ela foi construida a partir da associacao das formulagoes de elasticidade plana e placas
deforméveis por cisalhamento. A primeira delas sendo modificada para incluir a rotagao
em torno do eixo x3, perpendicular ao plano da placa. Esta rotacao foi incluida com a
aplicagao da equacao integral de contorno da elasticidade plana na expressao analitica
da rotacao, oriunda da teoria da elasticidade. No arranjo tridimensional, cada placa
foi definida como uma sub regiao e os termos locais foram calculados de maneira inde-
pendente em coordenadas locais. As condi¢oes de compatibilidade de deslocamentos
e rotagoes, e equilibrio de momentos e forcas de superficie foram impostas desconsi-
derando as restri¢goes comumente adotadas em formulagoes do MEC. Finalmente, o
sistema global foi montado, as condigoes de contorno impostas, resolvendo-o por elimi-
nacao gaussiana. Varios testes numéricos foram utilizados para validacao. Inicialmente
para problemas de elasticidade plana, com o intuito de verificacao da precisao das rota-
¢oes obtidas. Depois problemas com associacao de placas foram avaliados de maneira
a verificar o efeito das modificagoes propostas. Os resultados foram comparados com
solucoes analiticas e aqueles obtidos com o método dos elementos finitos.

A rotagdo ws também conhecida como drilling rotation foi calculada a partir de
uma expressao exata, dada por uma equacgao integral de contorno. Os resultados
foram avaliados através da comparagao com varios trabalhos disponiveis na literatura
para o caso da elasticidade plana. Uma comparagao foi também realizada com a
formulagao previamente desenvolvida, que utilizou conceitos de particao da unidade
e um elemento enriquecido pela rotacao em questao. Os resultados deste trabalho
foram consistentemente melhores quando comparados as solugoes analiticas e resultados
obtidos com elementos finitos. Para o caso da viga fina, a convergéncia foi problematica
quando utilizados elementos de contorno lineares e apenas uma sub regiao. O problema,
reconhecidamente dificil para o MEC, foi satisfatoriamente solucionado quando aplicou-
se elementos de contorno quadraticos.

Na segunda parte deste trabalho, a formulagao desenvolvida apresentou uma me-
lhoria na analise de estruturas formadas pela associacao de placas. A equagao integral
de contorno para a rotagao (4.44), foi incluida na parte correspondente a elasticidade

plana da formulacao acoplada. Dessa maneira, as condi¢oes de compatibilidade de ro-
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tacoes puderam ser plenamente satisfeitas entre placas acopladas em qualquer diregao.
Para os problemas em que a rotagao em torno do eixo x3 nao ocorria, os resultados ob-
tidos na formulagao apresentada e na convencional (sem a rota¢do wsz) nao mostraram
diferengas significativas. Mostrando que a inclusao do grau de liberdade nao afeta a
formulagao original. Para o caso em que a rotacao é imposta através de carregamen-
tos laterais, os resultados mostraram um melhor acordo com aqueles obtidos usando o
MEF.

A formulagao desenvolvida se mostrou bastante robusta, sem qualquer limitagao
quanto a geometria ou tipo de condigoes de contorno. Desta forma, o MEC pode ser
considerado uma alternativa interessante para a analise da associagao de placas no
espago, competitivo com o MEF que é o principal método numérico usado para anéalise

estrutural.

8.2 Trabalhos Futuros

Neste trabalho a formulacao base do MEC para a associagao de placas foi esten-
dida com a inclusao da rotagao ws. O calculo de deslocamentos e forgas de superficie
generalizadas foi realizado e desta maneira restam como possibilidade de trabalhos

futuros:

e Eliminacao das restrigoes de elementos retilineos, com um tratamento mais geral

para as hiper singularidades presentes na formulagao;

A inclusdo do calculo de tensoes para formulagao recém desenvolvida;

A avaliacao da inclusao de um momento correspondente a rotagao ws;

Aplicacao de métodos rapidos com o intuito de tornar o programa apto a tratar

problemas de larga escala;

Inclusao da rotacao ws na formulagao de cascas.
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