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Resumo

Nesta dissertacao de Mestrado apresentamos uma nova prova do Teorema de
Davenport (1937), e a prova de Terence Tao que a conjectura de Chowla implica
a conjectura de Sarnak.

Na primeira parte do trabalho apresentamos a teoria basica das L-fungoes bem
como uma variacao método de Vinogradov, usando as identidades de Vaughan.
Em seguida, usamos estas ferramentas para mostrar o Teorema de Davenport. A
principal referéncia desta parte sao os capitulos 5 e 13 do livro Analitic Number
Theory de Henryk Iwaniec e Emmanuel Kowalski, [9].

A prova que a Conjectura de Chowla implica na Conjectura de Sarnak é baseada
em principio de grandes desvios, obtido por uma variagao do método do segundo
momento. A exposicao é inspirada na primeira parte do artigo de Peter Sarnak,
intitulado Three Lectures on the Mobius Function Randomness and Dynamics, [16].

Palavras-chave: Ortogonalidade da funcao de Mobius, Método de Vinogradov,
Identidades de Vaughan, Formas Bilineares, Desigualdades diofantinas, L-funcoes,
Regiao livre de zeros, caracteres de Dirichlet.
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Abstract

In this Master’s thesis we present a new proof of Davenport’s Theorem (1937),
and the Terence Tao’s proof that Chowla conjecture implies Sarnak’s conjecture.

In the first part of this work we present the basic theory of L-functions and a
variation of the Vinogradov’s method using the Vaughan’s identities. Then we use
these tools to prove Davenport’s Theorem. This section is based on chapters 5 and
13 of the reference Analytic Number Theory by Henryk Iwaniec and Emmanuel
Kowalski, [9].

The Chowla’s Conjecture implies Sarnak’s Conjecture is based on a principle
of large deviations obtained by variation of the second moment method. The
exposition is inspired on the first part of Peter Sarnak’s article entitled Three
Lectures on the Mobius Function Randomness and Dynamics, |16].

Keywords: Mobius orthogonality, Vinogradov’s Method , Vaughan’s Identities,
Bilinear Forms, Diophantine inequalities, L-functions, Region free of zeros, Diri-
chlet’s Characters.
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A Matemaéatica é a rainha das
ciéncias e a Teoria dos Numeros
¢ a rainha da Matematica.

Carl Friedrich Gauss



Sumario

Teoria de L-Funcoes|

2.1 Definicao e Prelimmares] . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
2.2 Contando zeros de L-funcoes| . . . . . . . . . . . .. ... ... ...
2.3 A Regiao livre de zeros| . . . . . . . . .. ...

3

Somas Exponenciais - Teorema de H. Davenport|

3.1 Formas Bilinearesl . . . . . . . . ... ...
(3.2 Somas TipoleTipollf. . . ... . ... ... ... ... ... ...
[3.3 Método de Vinogradov| . . . . . . ... ...
[3.4 Identidades de Vaughan| . . . . . .. ... ... ... ... ...
[3.5 Teorema de H. Davenport| . . . . .. ... ... ... ... .....

Aspecto Dinamico da Funcao de Mobius|

[4.1  Fluxos - Entropia Topologica] . . . . . . ... ... .. ... ....
(4.2 Conjectura de Sarnak|. . . . . . .. ... ... .00

5

Apendice]

b.1  Carateresl . . . . . . .
(5.2 Funcoes Inteiras|. . . . . . . . ...

[b.2.1 Teorema de Fatoracao de Hadamard| . . . . .. .. ... ..
0.3 A Funcao Zeta de Riemann| . . . . . ... ... ... .. .. ....




JOSIMAR



Introducao

Existe uma lenda na Alemanha sobre Barbarrosa (o imperador Federico I): ele
era muito querido pelo povo alemao e dado que ele morreu numa guerra, seu corpo
foi enterrado num tumulo distante. Originou-se uma lenda de que ele ainda estava
vivo, dormindo numa caverna da montanha Kyfthduser, mas acordaria e voltaria,
depois de centenas de anos, quando o povo alemao precisasse dele.

Dizem que alguém perguntou a Hilbert:

Se wvocé wvoltasse a vida, como Barbarrosa, depois de quinhentos
anos, o que vocé faria?

Respondeu Hilbert:

- Perguntaria se alguém jd provou a hipdtese de Riemann.

A hipétese de Riemann, formulada pela primeira vez por Bernhard Riemann
em 1859, é para muito matematicos o problema em aberto mais importante na
matematica contemporanea. Ela é uma conjectura sobre a distribuicao dos zeros
da funcao zeta de Riemann. Esta fungao é definida como segue: para Re(s) > 1,

()= no=JJa-p"",

p

onde o produto acima percorre sob os niimeros primos p. Em seguida, estendemos
esta funcao meromorficamente a todo plano complexo, para maiores detalhes vide
Apéndice[5.3] Esta conjectura afirma que os zeros nao triviais da funcao zeta estao
localizados na reta Re(s) = 1/2.

Muitos matematicos de grande reputacao tentaram provar ou refutar essa
afirmacao, mas até hoje este problema continua em aberto. Em matematica,
muitas vezes para tentar resolver um problema procura-se alguma equivaléncia
que permita por em jogo novas ferramentas; vejamos agora uma forma distinta de
olhar este problema.

Considere os nuimeros naturais, 1,2,3,4,5,... e em seguida, descarte aqueles
que sejam divisiveis pelo quadrado de um nimero maior que 1, isto é, apagamos
da lista os nimeros 4, 8,9, 16, 18, ... desta forma obtemos todos os naturais livres
de quadrados

1,2,3,5,6,7,10,11,13,14,15, ...
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Cada um dos numeros na lista anterior, exceto o um, tem uma fatoracao tunica
como produto de primos distintos, alguns destes naturais, livres de quadrados,
sao o produto de um nimero par de primos distintos e outros de um nimero
impar de primos distintos. Chamaremos um ntmero natural de “bom” se ele for
o nimero um ou produto de um numero par de primos distintos, caso contrario,
chamaremos de “mau”. Assim 6 = 2.3 é bom e 30 = 2.3.5 é mau. A hipdtese
de Riemann é equivalente a dizer que, para qualquer natural n suficientemente
grande, a diferenca numérica entre os niimeros bons e os maus no intervalo [1, n]
nao é muito grande, veja Teorema abaixo. Para tornar esta discussao mais precisa,
considere a funcao de Mobius, p : N — C definida por

1, sen =1;
p(n) == < (—=1)", sen é produto de r primos distintos;
0, se n nao ¢é livre de quadrados.

A fungao de Mobius claramente codifica a estrutura multiplicativa de um ntmero
livre de quadrados. Por suas diversas propriedades esta funcao é uma das mais
importantes em teoria dos nimeros. Veremos algumas destas propriedades interes-
santes no capitulo seguinte. Usando esta funcao podemos formalizar a discussao
feita acima através do seguinte teorema

Teorema. A hipdtese de Riemann € equivalente a afirmacdo que Ve > 0 tem-se
que

M(z) =3 pln) = O+,

n<x

Demonstracao. Veja [18], Teorema 14.25. O

E bem conhecido que a hipotese de Riemann é equivalente a varios outros
problemas de matematica. Uma caracteristica importante sobre a equivaléncia
acima é que podemos dar um argumento heuristico, usando a teoria de probabili-
dades, que sugere que M (x) = O(z'/?+°) e portanto que a hipdtese de Riemann
¢ verdadeira. Este argumento é explicado abaixo:

Vamos lancar N vezes uma moeda “honesta”’, com N suficientemente grande.
Seja X a varidavel aleatéria que conta o nimero de caras obtidas nestes N lancga-
mentos. Supondo que os lancamentos sao independentes entao podemos afirmar
que X tem distribuigao binomial, media y = N/2 e variancia 0> = N/4. Pela
desigualdade de Chebyshev temos que

N1/2
2

>>1 1
- 4K2°

P(|X - g\ < KN'?) =1-P(|X - g| > 2K

10s sfmbolos O(g) e o(g) representam as notacoes de Landau, veja o Apéndice



ORTOGONALIDADE DE MOBIUS 5

Seja Y a varidvel aleatdoria que denota o ntmero de caras menos o nimero de
coroas, isto é, Y = X — (N — X) = 2(X — N/2). Usando esta igualdade na
expressao obtemos a seguinte desigualdade

1
IP’( Y 2KN1/2) >1———.
Y] < 1K?
Tomando K = N¢/2, temos que
P<|Y|<N1/Q+E)>1—;:1—L -1 (1)
~ T 4(N¢/2)? N2 Nooo

isto é, com probabilidade préximo de um o nimero de caras menos o nimero de
coroas tem crescimento limitado por N1/2+¢,

Assumindo que p(n), para todo n livre de quadrados, é uma varidvel aleatéria
que toma valores em {—1, 1} com probabilidade uniforme e supondo que p(n)’s sao
independentes podemos pensar em M () como sendo a varidvel aleatéria Y. Assim
concluimos de que a igualdade M(x) = O(z'/?*¢) e a Hipétese de Riemann
(pelo teorema acima) sao verdadeiras com probabilidade préximo de um.

Este argumento mostra a forte relacao que existe entre a Hipétese de Riemann
e a importancia de estudar o comportamento da funcao acumulativa de Mobius
(Fungao de Mertens).

Outro resultado que desperta nosso interesse em estudar a funcao de Mobius
vem do fato de que o comportamento desta funcao estd intimamente relacionado
ao Teorema dos Numeros Primos (TNP), que diz que o niimero, m(z), de nimeros
primos menores ou iguais que x é assintoticamente igual a x/log z, isto é,

tim ") 4
T—00 Togz

que é um dos principais resultados em Teoria Analitica dos Numeros. Veremos
mais adiante que o TNP é equivalente a p(n) ter assintoticamente valor médio
nulo, isto é,

S ) = ofa).

n<x
Em [16], Peter Sarnak, expressa a igualdade acima simplesmente dizendo que a
fungao de Mobius é ortogonal a fungao constante igual a 1. Caso geral, nos dizemos
que p(n) é (assintoticamente) ortogonal a £(n) se a igualdade abaixo é satisfeita

> un)é(n) = ofx), (2)

n<N

para fungoes aritméticas &(n).
No Capitulo 1 apresentaremos as defini¢coes e propriedades basicas de algu-
mas fungoes multiplicativas e alguns resultados classicos da Teoria Analitica dos
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Numeros. Por ultimo veremos algumas equivaléncias do TNP ressaltando aquela
que envolve a funcao de Mdébius.

No Capitulo 2 expomos a teoria basica das L-fungoes, nos concentrando nos
problemas de como estao distribuidos seus zeros no plano complexo. Usando esta
ferramenta vamos provar o Teorema dos Nimeros Primos Generalizado, que nos
diz qual é o comportamento assintético da funcao acumulativa dos coeficientes de
Dirichlet da derivada logaritmica de uma L-funcao. Resultado chave na abordagem
adotada no capitulo seguinte.

No Capitulo 3, iremos estudar o comportamento assintotico de no caso em
que £(n) = e(an), que se trata do resultado provado pela primeira vez por H. Da-
venport. Mas aqui nao seguiremos as ideias originais dele, vamos demonstrar esse
resultado fazendo uso do Capitulo 2, do método de Vinogradov, das identidades de
Vaughan e de alguns fatos elementares sobre formas bilineares, seguindo de perto
a abordagem de H. Iwaniec e Kowalski |9].

Por tltimo, no Capitulo 4 abordamos o comportamento dinamico do fluxo de
Mobius seguindo as notas de uma palestra apresentada recentemente por Peter Sar-
nak no Institute for Advanced Studies (IAS) e também a primeira parte do artigo
de Peter Sarnak, intitulado Three Lectures on the Mobius Function Randomness
and Dynamics.

Também no Capitulo 4, apresentamos uma conjectura devida a Sarnak e alguns
resultados sugerindo que ela seja verdadeira.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Resultados Basicos

Nesta secao apresentaremos as propriedades basicas satisfeitas por algumas
funcoes aritméticas que serao necessarias a frente. A propriedade fundamental da
funcao de Mobius é dada no seguinte teorema

TEOREMA 1.1 (Identidade de Mobius). Para todo n € N

> nld) = {é e

caso contrdrio.
dln

Demonstracao. Se n =1 entao a férmula é facilmente verificada.

Para todo n > 1, denotamos por n = pj*...p% a fatoracao unica de n em
poténcias de primos distintos. Chamamos de N = p;...p, o radical de n. J& que
p(d) =0 a menos que d seja livre de quadrados, temos

S uld) = uld).

dn d|N

A ultima soma contém 2" parcelas, cada uma correspondendo ao um subconjunto
de {p1,...,p -}, uma vez que os divisores de N estao em correspondéncia um-a-um
com tais subconjuntos. O niimero de subconjuntos com k elementos é o coeficiente
binomial de r tomado k e para cada divisor d, determinado por tal subconjunto,
temos que p(d) = (—1)*. Assim

Sui =3 (1) o= -1y =0

dN k=0

e isto completa a demonstracgao. ]
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A identidade dada no teorema anterior é a principal razao para a peculiar de-
finicao da funcao de Mobius, que pode parecer um pouco artificial. Em particular,
a definigao de p(n) como 0 quando n nao é livre de quadrados parece ser desmo-
tivador. Por outro lado, a fun¢do de Liouville A(n), que é idéntica a fungao de
Mobius nos inteiros livre de quadrados, se estende aos inteiros nao livre de qua-
drados e por isto parece ser muito mais natural trabalhar com ela. Porém, esta
funcao nao satisfaz a identidade obtida no teorema acima, e este é o motivo de
darmos atencao especial a funcao de Mobius.

Uma das razoes pelas quais o Teorema ¢ fundamental, é porque ele nos
permite deduzir uma férmula de inversao que ¢é 1til em questoes envolvendo com-
binatéria.

TEOREMA 1.2 (A Férmula de Inversao de Mébius). Sejam f e g duas fungoes

aritméticas. Se
) =3 g(d)

din

g(n) = > u@d)f (5)

d|n

entao

e reciprocamente.

Demonstracao. Trocando a ordem de somas temos as seguintes igualdades
n
Sou@df (5) =D uld) Y gle)
dn din el5

=Y uld)gle)

des=n

= 9e)Y_nuld)
d|z

eln
= g(n),

onde na ultima igualdade usamos a Identidade de Mobius. A reciproca se prova
de forma analoga. O]

Outra identidade que podemos obter a partir do Teorema [1.1| é que o cresci-
mento médio da fungao acumulativa de Mébius é limitado, como mostra o teorema
abaixo.

TEOREMA 1.3. Para todo n > 1, temos

<

n<x
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Demonstracdo. Seja x um nimero real positivo. Note que
x
n)|—| =1,
> ul )M

onde [z] denota a parte inteira de z. De fato,

Soum)[2] =3 uld) = 1.

n<x n<r din

Usando que [z] =z — {z} e a identidade que acabamos de mostrar segue que
T x x
1= Y um) 5] = D um)= = > ) {S}
n<e n<e n<x

somando nos extremos da igualdade acima, a segunda parcela a direita e a desi-
gualdade triangular obtemos

[+ S {2 <1+ D {E} < 1e 0+ X {2}

2<n<x

<l+{z}+[z]-2+1=ux,

onde na tltima desigualdade usamos que {z/n} < 1. Finalmente, cancelando o
fator x obtemos o resultado desejado. [

Além disso, uma relacao muito usada em Teoria Analitica dos Numeros que
necessitaremos mais adiante é dada no seguinte teorema

TEOREMA 1.4 (Identidade de Abel). Sejam a(n) uma fungdo aritmética e

n<x

onde A(z) =0 se x < 1. Seja f: R — R uma fun¢do com derivada continua no
intervalo [y, x], onde 0 < y < x. Entdo € vdlida a sequinte igualdade

S e =A@ ) - AW - [ AwFO@ )

Demonstracao. Ja que A(x) é uma fungao degrau com salto f(n) nos inteiros, a
soma em (|1.1)) pode ser expressa como uma integral de Riemann-Stieltjes

> o) = [ FwdA),

y<n<z
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Usando a féormula de integracao por partes segue que

 w)AW) - / " A ()
~ f)Aw) - [ " A f (1)t
]

Como mencionamos anteriormente, a funcao Zeta e a funcao de Mdbius estao
relacionadas, a primeira relagao é dada por

TEOREMA 1.5. Seja s = o + it um numero complexo, se o > 1 entao

1 )
((s) =2 n’

n=1

Demonstracao. Usando a definicao de Zeta, a formula do produto de Series de
Dirichlet e a Identidade de Mobius temos que

Usando produto de Euler e a desigualdade triangular podemos verificar que se
o > 1 entao ((s) # 0 e isto completa a prova do teorema. ]

A funcao de Mobius frequentemente aparece relacionada com outras fungoes
aritméticas. Ja vimos sua relacao com a funcao Zeta, e seguir vamos mostrar que
ela também esta relacionada com a funcao de von Mangoldt, definida por

A(n) logp, sen = p* para algum primo p e k > 0;
n) =
0, caso contrario.

Esta funcao possui, entre outras, a seguinte propriedade

LEMA 1.1. Sen > 1, temos

logn =Y A(d) (1.2)

din
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Demonstracao. Se n = 1 o lema é certamente verdadeiro pois, ambos lados sao
T ay :
zero. Caso n > 1, escrevemos n = [[,_, pp* assim

logn = Z ax log(pr)-

k=1

Considere agora a soma do lado direito de ((1.2)). Os termos nao nulos sao os

divisores d da forma p}*, com m =1,2,...,a, e k=1,2,...,r. Portanto
' ag
Z A(d) = Z Z A(py) Z Z log pi, = Z ay log(py,) = logn.
d|n k=1 m=1 k=1 m=1

]

O préximo lema mostra como estao relacionadas as funcoes de Mobius e von
Malgoldt

LEMA 1.2. Sen > 1 temos
= Zu( log— = Zu )logd
din dln
Demonstragao. Segue do Lema|l.1|e da Férmula de Inversao de Mobius que

:Zu( log— lognZu Zu(d)logd

dln dn din

== u(d)logd

dln

Agora relacionamos a funcao de Von Mangoldt com a funcao Zeta.

LEMA 1.3. Para Re(s) > 1 temos

Tw=T5

Demonstragao. Como Re(s) > 1 entao ((s) é absolutamente convergente entao
usando a definicao de Zeta, produto de Series de Dirichlet e o Lema temos

C<Z Zst ZZ

n>1 n=1 m>1 [>1 nm=l
1 log [
B DS Dt TS}
>1 nll >1
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1.2 O Teorema dos Numeros Primos

Seja w(z) o nimero de primos p < x. Euclides provou que existem infinitos
primos. Em particular 7(z) — oo quando z — oo, e o estudo do comportamento
de m(x), como funcdo de x se intensificou bastante a partir do século dezoito.

Inspecionando suas tabelas, Gauss (1792) e Legendre (1798) conjeturaram que
m(x) se comportaria assintoticamente como x/log z, isto é

()

log z

lim =1.
Tr—r0o0

Esta conjectura foi provada em 1896, independentemente, por Jacques Salomon
Hadamard e Charles-Jean de La Vallée Poussin e este resultado ficou conhecido
na literatura como o Teorema dos Numeros Primos. Atualmente existem muitas
provas deste resultado (Veja [2], para uma delas). Nesta se¢do estamos interessados
em mostrar algumas equivaléncias deste teorema, sendo para nés a mais importante
aquela existente com a funcao de Mobius. Para isto definimos antes as fungoes de
Chebyshev

DEFINIGAO 1.1. Para x > 0 definimos a fungio W de Chebyshev por

V(x) => An).
n<x
Ja que A(n) = 0 a menos que n seja poténcia de um primo, podemos escrever
U(z) como segue
U(x) = ZA(n) = Z Z log p.
n<x m>=1 pgml/m

Vamos verificar que a soma sobre m ¢ finita. De fato, a soma é vazia se /™ < 2,
isto é, se m > log x/log2, portanto

U(x) = Z Z log p.

m<logyz pLal/m

Podemos expressar a funcao ¥ de forma ligeiramente diferente, introduzindo
outra funcao de Chebyshev.

DEFINIGAO 1.2. Para x > 0 definimos a fungao ¥ de Chebyshev pela equagao

V(z) = Z log p.
psT
Note que ¥(z) pode ser reescrita como

V(z)= > /™). (1.3)

m<logy x
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O seguinte teorema relaciona os dois quocientes V(z)/x e ¥(x)/x
TEOREMA 1.6. Para x > 0 temos

U(z) dI(x) . (log x)?
T r  2y/xlog?2’

E portanto

T i

lim <‘If(ar) ﬁ(%)) _0

T—00

Demonstrag¢ao. Da equagao ((1.3) temos que

0K U(z) —d(z)= > /™).

2<m<log, x
Segue da defini¢ao de ¥(z) a desigualdade trivial ¥(z) < zlogx, assim

0< U(x) —d(z) < Z V™ log(z/™) < (log, 2)v/x log v

2<m<log, x

_ logx.\/—ilogx _ Va(logz)®
log2 2 2log 2

dividindo por x obtemos o resultado.

13

O

Agora usaremos a identidade de Abel para expressar a fungoes J(x) e m(z) em

termos de integrais

TEOREMA 1.7. Para x > 2 temos

(o) = 2 / QIO

- log x tlog®t

Demonstracao. Seja a(n) a fungao caracteristica dos primos, isto é a(n) = 1 se n

for primo e a(n) = 0 caso contrario, temos

m(x) = Zl = Z a(n), Y(z)= Zlogp = Z a(n)logn.

p<x 1<n<zx p<x 1<n<z

Tome f(z) =logz em (|1.1)) com y = 1 obtemos

ﬁ(x):Zlogp: Z a(n)logn:ﬂ(x)log:c—w(l)logl—/j@

p<x l<n<z

dt,
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0 que prova a primeira identidade pois m(t) = 0 para t < 2. Para a segunda
identidade, definimos b(n) = a(n)logn, assim podemos escrever

mx)= ) %, 9(x) = b(n).

%<n<x n<T

Tomando f(z) =1/logz em com y = 3/2 obtemos
SRTRLC LT Iy O

_logx_ logg 3 tlog®t

o que prova a segunda afirmagao pois ¥(t) = 0 se t < 2. ]
Apresentamos, em seguida, a primeira equivaléncia do TNP.

TEOREMA 1.8. O Teorema dos Numeros Primos é equivalente a afirmagao

~1 (1.4)

r—oo I

Demonstracao. Pelo Teorema basta provar a equivaléncia acima com respeito

a fungao J(x). Do Teorema
U(z)  w(x)logz l/x it)dt
2

x x T t

1 9 1 o9t
llogs o) | logx [0,
T T r Jo tlog“t
entao para mostrar que o TNP implica (1.4]) é suficiente mostrar que

lim 1/ @dt =0.
2

T—00 T t

Pelo TNP, 7 — O( 1

logt) para t > 2. Assim

i[@dt:()(i[%). (1.5)

Decompondo o intervalo de integragao e usando majorantes triviais temos
Idt_/ﬁdt / dt _ VEo e
o logt )y, logt ) glogt " log2  logy/z’

Dividindo por x ambos membros da desigualdade acima segue de (1.5 que

lim 1/ @dt:(),
5 T

r—00 I
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mostrando que a igualdade (|1.4]) é verdadeira. Reciprocamente, suponha que
vale (|1.4]), portanto 9(t) = O(t) e

1 ToO(t 1 Todt
w1y o [ )
x Jo tlog“t x  Jo log”t

usando novamente as cotas triviais temos

/x dt :/ﬁ dt +/$ dt <\/§+x—\/§
5 log?t o log’t  Jzlogit  log?2  log®a

Dai segue imediatamente que

1 ToO(t
ng/ (2 dt -0, quando x — o0
T Jo tlogt

o que conclui a prova. O

Para finalizar este capitulo provaremos que o TNP esta fortemente relacionado
com a ortogonalidade da funcao de Mobius. Mais explicitamente temos o

TEOREMA 1.9. O Teorema dos Numeros Primos € equivalente a identidade

n<x
Para demonstrar o teorema acima precisamos da seguinte definigao.

DEFINIGAO 1.3. Para todo x > 1 definimos
H(z) = Zu(n) log n.
n<e

O préximo teorema nos da informagoes sobre o comportamento assintético de

M (x)/z, mostrando que ele pode ser obtido através do comportamento assintético
da fungao H(x)/(xzlogx).

TEOREMA 1.10. Temos

lim (M(”’U) _ @) ) ~0 (1.6)

T—>00 xr xr lOg Y

Demonstra¢ao. Tomando f(t) = logt no Teorema obtemos

H(z) = Zu(n)logn = M(x)logx — /156 MT(t)dt.

n<x



16 JOSIMAR

Portanto se x > 1 temos

M(z) H@) 1 /mM(t)dt
ot

x rlogr xlogx

Dai para provar o teorema basta mostrar que

lim —— / Mt(t)dt:O. (1.7)

z—oo x log x

Usando a estimativa trivial M (z) = O(z) obtemos

/fMT(t)dt:O(/lxdt) = O(z)

dai segue que (|1.7)) é verdadeira e logo (|1.6)). O
Vamos agora provar a condicao suficiente do Teorema [1.9] isto é

TEOREMA 1.11. O Teorema dos Numeros Primos implica que

lim M(z)

T—00 €T

=0

Demonstragao. A ideia é usar o TNP na forma ¥ (z) «~ x para provar, pelo teorema
anterior, que H(z)/(xlogz) — 0, quando x — oo. Para isto necessitamos da
seguinte identidade

— H(z) = — Zu(n) logn = Zu(n)\ll (%) : (1.8)

n<x n<x

(Ver [2], pag 92). Como ¥(z) ~ x, dado € > 0 existe uma constante A > 0 tal que
se x > A entao

v
‘ (z) — 1‘ < €.
x
Em outras palavras, tem-se
|V (z) — x| < ex, quando = > A. (1.9)

Escolhemos x > A e decompomos a soma do lado direito de ([1.8)) em duas parcelas
do tipo 3, + 2, <y Onde y = [z/A]. Observe que na primeira soma n < /A4,
e portanto x/n > A. Dai podemos usar (1.9)) para escrever

“If <f) —E‘ <e£, se n < y. (1.10)
n n n
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Somando e subtraindo x/n temos

o () = Yot (2w (2) =)

() -5)

tomando médulo, usando a desigualdade triangular, a estimativa (1.10) e o Teo-
rema [L.3] obtemos

[Suwe ()| <o Pl () -

n<y n<y
x
<z+te — < x+ex(l+logy)

<x+ex+exloga.

Isto conclui a estimativa da primeira soma. Passamos agora para a segunda soma.
Agora temos y < n < x assim n > y + 1. Portanto

z
<

< A

SR

pois y < #/A <y + 1. A desigualdade z/n < A, implica que ¥(%) < W(A). Por
tanto a segunda soma estd limitada por zW(A), logo a soma inteira em ((1.7]) estd
limitada por

(1+e)z+exlogar +a2V(A) < (2+ V(A))x + exlogz,
se € < 1. Em outras palavras, dado algum ¢ tal que 0 < € < 1 temos

|H(z)] < (2+ VY(A))z +exlogz, se x> A

ou equivalentemente
|H(z)| 2+ U(A)
< + €

xlogx log x

Agora escolha B > A tal que > B implica (2 4+ ¥(A))/logx < €. Logo para
x > B temos
|H ()|

< 2e
xlogx

o que mostra que H(x)/(zlogz) — 0 quando z — 0. O

A condigao necessaria do Teorema (1.9, é dada no seguinte teorema.
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TEOREMA 1.12. A relagao
M(z) =o(x), quando x — oo (1.11)
implica V(x) « z, quando x — 0.

Demonstragao. Primeiro vamos mostrar que podemos expressar W(x) pela féormula

V(z) =z — Y u(d)f(g) +O(1), (1.12)

onde f é definida no pardgrafo seguinte. Em seguida, usando que M (z) = o(z)
mostramos que a soma no lado direito de é uma fungao o(x) quando r — 0.

A fungao f mencionada acima é dada por f(n) = og(n) — logn — 27, onde ~y
é a constante de Euler-Mascheroni [ e o9(n) = d(n) é o nimero de divisores de n.
Para obter (1.12]) consideramos as seguintes identidades

=31 @)=Y Am), 1=% [%}

n<e n<x n<x

Da Férmula de Inversao de Mobius obtemos as trés igualdades
n n 1
1=Y uld)oe (5) . Am) =Y p(d)log =[] =3 u(a).
d|n dln dln

Usando estas seis igualdades mostramos que

o] = 9w~ 2y =30 (1= A - 21 | 1))

= HZ@ C”Zn,u(d) (Jo (E> — log 4 2’7)
= 3" uld)(o0(a) —logg —27) = Y u(d)f(q)-
= =

Desta igualdade segue ([1.12). Portanto a prova do teorema estard completa se
mostramos que

Z,u(d)f(q) =o(x), quando x — oc. (1.13)

LA constante de Euler-Mascheroni «y é definida por

) 1
v = nh_}ngo [Z oo —logn] .

m<n
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Para isto, vamos usar a seguinte identidade: (que pode ser obtida através de um
argumento geométrico simples, para maiores detalhes 2], Teorema 3.17.)

Sl i) =Y umF () + 3 reM (5) - F@ME),  (114)

qd<z
q,d

n<a

onde a e b sdo nimeros reais positivos tais que ab =z e F(x) =3 _ f(n).
Vamos mostrar que F'(z) = O(y/x). De fato, é suficiente usar a férmula (veja
[2], Teorema 3.3)

> oo(n) = zlogx + (2 — 1)z + O(V/x),

n<x

e a relacao
Zlogn = log[z|! = xlogx — x + O(log x)

n<x

para concluir que

F(z) :ZJo(n)—Zlogn—?yZl

n<x n<x n<x

=zlogz + (2y— 1)z + O(Vx) — (xlogx — x + O(log x)) — 2z
= O(vz) + O(log )
— 0(va)

Logo existe uma constante B > 0 tal que |F(z)| < By/z para todo « > 1. Usando
esta estimativa na primeira soma de (|1.14]) obtemos

‘ZM(TL)F (%) ‘ gBZ\/%gAJx_:%, (1.15)

para alguma constante A > B > 0. Agora seja € > 0 e escolha a > 1 tal que
A/y/a < €. Usando a desigualdade ([1.15)) temos que

e (2)] <

n<b

para todo x > 1. Vamos lidar agora com segundo somatoério de ((1.14). Note que
a depende de € e nao de z. J4 que M(x) = o(x), quando z — oo, para 0 mesmo e
escolhida acima, podemos afirmar que existe ¢ > 0 tal que

[M(x)] _ €

r>c= e
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onde K é uma constante positiva (que serd calculada em breve). Usando estas
desigualdades, a segunda soma de ([1.14]) é limitada por

S (D) [ < S pm6 L = oy

n<a n<a n<a

sempre que x/n > ¢, para todo n < a. Portanto a estimativa acima permanece
verdadeira para x > ac. Tomando

K=y

n<a

e substituindo na ultima desigualdade ficamos com

’Zf(n)M(%)‘ <ex, sex>ac.

n<a

O dltimo termo de ([1.14)) pode ser estimado como segue

|F(a)M(b)| < AVa|M(b)| < Av/ab < eVby/ab = ex/zb < ex,
desde que \/r > a, ou x > a®. Juntando todas as estimativas concluimos final-
mente que

> nld)f(g)] < 3ex.

qd<z
q,d

sex > a’ex > ac, onde a e ¢ dependem de e. Isto finaliza a prova do teorema. [J

Em resumo, vimos neste capitulo que o TNP nos garante que M (x) = o(z),
ou seja,
S ) = ofa).
n<
Este fato é o primeiro resultado de ortogonalidade da fungao de Mobius, neste caso
com respeito a funcao constante igual a um. No Capitulo 3, veremos outro caso
de ortogonalidade da funcao de Mdobius.



Capitulo 2

Teoria de L-Funcoes

2.1 Definicao e Preliminares

E muito dificil atualmente mover-se pela Teoria dos Ntimeros sem encontrar a
funcao Zeta ou uma L-fungao, mas por que elas sao tao importantes? Uma boa
analogia pode ser feita com matrizes. Em Algebra Linear uma matriz é a maneira
mais canonica de codificar todas as informagoes de uma transformacao linear. Sua
importancia esta no fato que as propriedades das transformagcoes lineares estao
relacionadas as propriedades das matrizes e as propriedades destas sao faceis de
serem identificadas.

De maneira similar, varios dos objetos de interesse na Teoria dos Niumeros
(Corpo dos Numeros Algébricos, Representagoes de Galois e Formas Automérficas)
podem ter algumas de suas informagoes codificadas em objetos analiticos chamados
de L-fungoes. Como no caso de matrizes, podemos re-interpretar propriedades dos
objetos citados acima em termos das propriedades das L-fungoes. Além do mais
podemos mostrar que as L-fungoes associadas a uma classe de objetos coincide com
aquelas associadas a outros e estas conexoes estao relacionadas a varios teoremas
profundos do século 20 em Teoria dos Numeros, incluindo entre eles o Teorema de
Modularidade para Curvas Elipticas.

Como ja mencionamos, a teoria de L-fungoes é uma ferramenta da Teoria
Analitica dos Numeros contemporanea que tornou-se muito importante, mesmo
que em grande parte sua estrutura teorica ainda seja de carater conjectural.

Nesta teoria sao construidas, entre outras coisas, generalizagoes da fungao Zeta
de Riemann e as L-séries para caracteres de Dirichlet. Neste texto estes serao
os exemplos que usaremos em geral, para ilustrar as propriedades deste tipo de
funcao.

Vamos comecar nossa exposicao deste assunto pela definicao abstrata das L-
funcoes.

21
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DEFINIGAO 2.1. Uma L-fun¢ao é uma fun¢ao complexa denotada por L(f,s) sa-
tisfazendo as sequintes condigoes 1) e 2)

1) Tanto a série de Dirichlet como o produto de Euler de grau d > 1

=S N =T[0-a@p )" (L= adplp ™), (21)

n>1

com Af(1) =1, A¢(n) € C, a;(p) € C; devem ser absolutamente convergentes
para Re(s) > 1. Os a;(p), 1 < i < d sdo chamados de raizes locais ou
parametros locais de L(f,s) em p, e satisfazem

la;(p)| < p para todo p.

2) Deve ezistir um inteiro q(f) > 1, chamado o condutor de L(f,s), tal que
a;(p) # 0 para todo 1 < i < d, sempre que p 1 q(f). Um primo p 1t q(f) é
chamado de nao ramificado.

Além das condicoes anteriores deve existir uma funcao, chamada de Fator Gama,

definida por
d

HF(Hk) (2.2)

onde k; € C (chamados de parametros locais de L(f,s) no infinito) devem ser
reais ou aparecer junto com seu conjugado. Além do mais, para todo j =1,...,d,
devem satisfazer Re(k;) > —1.

fs—7r2

Esta ultima condi¢ao nos diz que 7(f, s) nao tem zeros em C e nao tem polos
para Re(s) > 1.
Em seguida definimos o conceito de L-funcao completa.

DEFINIGAO 2.2. Uma L-fung¢ao completa A(f,s) associada a L(f,s) é uma fun¢ao
da forma

A(f,s) = a(f)2(f. $)L(f, 9), (2.3)

onde L(f,s) € uma L-funcao, v(f,s), q(f) sao o fator gama e o condutor de
L(f,s), respectivamente. Além disto exigimos que A(f,s) admite uma extensdio
meromorfa, de ordem 1 (veja defini¢ao a todo plano cujos polos estao no
mdximo em s =0 e s =1, e também que satisfaca a equagao funcional

A<f7 8) = 6(f)A(?, - 8),

onde f ¢ uma funcdo associada a f (dual de f) mediante as igualdades Ag(n) =

Ar(n), v(f,s) = v(f,9), a(f) = q(f) e e(f) é um nimero complexo de valor
absoluto 1, chamado de “nimero principal” de L(f,s).
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ExEMPLO 2.1. A func¢ao Zeta de Riemann

() =S n = [[a-p)"

n=1 D

€ o exemplo mais cldssico de uma L-funcao de ordem 1, onde A\¢(n) =1 para todo
n € N e ai(p) = 1 para todo p primo. Além disso, basta tomar q(¢) = 1 e todos
0s primos sao nao ramificados. O fator gama € dado por

v(¢,s) = 7~*/*T (g) )

Observe que €(¢) = 1 e a equagdo funcional da L-fung¢ao completa neste caso € a
conhecida equacao funcional da fungao Zeta de Riemann

75T (g) C(s)=rn"72T (1 S 5) c(1—s).

EXEMPLO 2.2. Uma L-série de Dirichlet € uma funcdo da forma

L(x,s) =) X::)’

n>1

onde x € um cardter de Dirichlet mdédulo q (veja defini¢ao do Apéndice), dado
que o cardter é completamente multiplicativo, tem-se que

2

X\n X\P X\P ey

Do) = S T XEL XOE T xw)
“~ n . p p g

Pela defini¢ao de cardter temos x(1) = 1, |x(p)] < 1 < p e o condutor q(x) = q,

pois se p1q(x) entao (p,q(x)) =1 e x(p) # 0. Podemos provar que o fator gama

¢ dado por
r (5+6) 7
2

onde § =0 se x(—=1) =1, ed =1 se x(—1) = —1 e o nimero principal é dado
por e(x) = i "1(x)/\/q, onde T(x) € definida na Se¢io equacao (5.2). Para
maiores detalhes veja [9], Capitulo 3. Também podemos provar que a equagao
funcional é dada por

(NI

v(s)=m

A(Sa X) = €(X)A(1 - Sa%)a
veja (9], Teorema 4.15.
Procuramos estimativas para varias quantidades relacionadas com L( f, s). Para

uma L-funcao fixada, em geral, o tinico parametro de interesse é s € C. Mas
quando estamos interessando em estimativas que sejam validas para um conjunto
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de L-funcoes é importante levar em conta o grau, o condutor e os parametros locais
de cada uma delas.

A maioria dos resultados para L(f, s) sdo expressos convenientemente em ter-
mos do seu condutor analitico dado por

d
a(f.s) = a(f)as (NI T(s + ksl +3). (24)

Usamos a notagao

q(f) = al (TR +3).

Observamos que q(f) = ¢(f) H;l:l 3 =3%(f) e portanto d < log q(f). Além disso

vamos usar com frequéncia a estimativa

q(f,s) < a(f)(ls| +3). (2.5)

Se L(f,s) e L(g, s) sao L-fungdes segue diretamente da defini¢ao que L(f, s)L(g, s)
também é uma L-fungao com condutor ¢(f)q(g) e condutor analitico q(f, s)q(g, s),
fator gama v(f, s)v(g, s) e nimero principal £(f)e(g).

Além disso, L(f,s) é outra L-funcdo por construcdo, com o mesmo grau, con-
dutor, fator gama e £(f) = £(f). Quando L(f,s) é inteira, fixado t € R a L-
funcdo deslocada dada por L(g,s) = L(f,s + it)L(f,s — it) tem fator gamma
V(g,8) = ([, s +it)y(f, s —it).

Se f = f dizemos que f é auto-dual. Neste caso a serie de Dirichlet da L-
fungdo tém coeficientes reais e o nimero principal é real, e portanto e(f) = +1.
O ntmero ¢(f) é chamado de sinal da equacao funcional. Por abuso de notacao
vamos dizer que L(f,s) é auto-dual quando f o for.

A proposicao abaixo é originalmente devido a Shimura e de grande importancia
em diversas aplicacoes.

PROPOSICAO 2.1. Se L(f,s) € auto-dual com e(f) = —1, entdo L(f,3) = 0.

Demonstra¢ao. Tomando s = 1/2 na equagao funcional e observando que o fator
gama é nao nulo temos a identidade L(f, %) = —L(f, 2) o que implica imediata-
mente que L(f, 3) = 0. O

Sejam L(f,s) e L(g, s) duas L-fungdes de grau d e e, com componentes locais no
infinito k; e v;, e raizes locais o, (p) e 5;(p), respectivamente. Para cada p { ¢(f)q(g)
fixado, defina

Ly(f @ g,9) = [ [(1 = ci(p)B;()p™) "

i7j
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Dizemos que o par de fungoes f e g tem uma Convolucao de Rankin-Selberg
se existe uma L-funcao de grau d - e, tal que

Lifegs) = [[ L(fogs [[ HE).
pta(f)alg) pla(f)alg)

onde

H(p~*) = [[@=%@p )", com |yp)<p,

j=1

com seu fator gama dado por

Wf©gs)=n dESHF(Sﬂ“’]),

onde Re(u; ;) < Re(k; +v;) e |pij| < |kil + |v;]. Além disso, o condutor divide
q(f)°q(9)? e L(f ® g, s) possui um polo em s = 1se g = f.

Chamamos L(f ® g, s) de convolugao de Rankin-Selberg de f e g, ou quadrado
de Rankin-Selberg se g = f.

Note que se existem L(f ® f,s) ou L(f ® f,s) as estimativas das raizes locais
k; podem ser melhoradas para |a;(p)| < \/p e Re( ) > —

Observando que q(f @ g)lq(f)q(g)? segue de que
a(f ®g.5) < a(f) alg)(ls] +3)*. (2.6)

EXEMPLO 2.3. Note que a funcgdo ((s) € autodual e o quadrado de Rankin-Selberg
de ((s) € a prdpria fungio ((s). Mais geralmente, dois cardteres de Dirichlet
quaisquer x1 € X2 admitem uma convolugao de Rankin-Selberg dada por L(x; ®
X2,8) = L(xs,s), onde x3 € um cardter primitivo induzido pelo produto x1X2-
Observamos que temos x3 = Xi1Xa2 Se, por exemplo, os condutores q; de x; sao
coprimos (Lembre-se que Ly = Ly X Ly se (m,n) = 1). Em particular, o
quadrado de Rankin-Selberg de L(s,x) ¢ ((s).

Vamos estabelecer agora uma férmula exata, conhecida como “equacao fun-
cional aproximada”que fornece expressoes analiticas convenientes para L(f,s) na
faixa critica, onde a série nao é absolutamente convergente.

Antes de prosseguir introduzimos mais algumas notagoes. Seja f : C — C é
uma fungao, denotamos por (caso existam)

/f dze/f

<k>

as integrais complexas ao longo das retas k = Re(s) e k = Im(s), respectivamente.
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TEOREMA 2.1. Sejam L(f,s) uma L-fun¢ao e G uma fung¢ao par que é holomorfa
e limitada na faiza —4 < Re(u) < 4 ¢ G(0) = 1. Fizado X > 0 para todo s
pertencente a faixa 0 < o < 1, temos

U9 =S () +er 2 ML () -r e

onde Vi(y) € uma fun¢do suave definida por

_ L[ a8 ) du

v;<y>—2m(!y G Lt
’ _ %—sV(fal__S)
E(f78)'_’€(f)Q(jj ’V(f,s) .

A dltima parcela € nula, isto €, R =0 se A(f,s) € inteira, caso contrdrio
) A(f,s+u) G(u) ,
2 X",
¢*?y(f,5) u

Demonstracao. Considere a integral de Lebesgue

U=—3=s

R = res + res
u=1—s

]()(>f>5):: §%gt/p)(uA(f78%_u)(;£?) du,
®3)

Afirmacao: a integral I(X, f, s) existe e é finita. De fato, como Re(u) = 3 tem-se
que G(u) é limitada, pela defini¢ao de L-func¢ao completa temos

A(f,s+u) =q(f)*7(f, s + u)L(f,s + u),

sendo L(f,s) é uniformemente convergente para Re(s) > 1+ 9, 6 > 0. Resta
estudar o comportamento de y(f,s) para o fixada e t — oo. Pela definigao de
v(f,s) em basta analisar o crescimento de I'(z +iy) quando y — co. Usando
a Férmula de Stirling [1

, [2n x+ iy oty
Iz +iy) = x—l—z’y( - > -0(1),

para todo y suficientemente grande. Usando o simbolo f < ¢ de forma equivalente
a f=0(g) temos

(z +iy)"" = exp((x + iy) log(z + 1y))
= exp ((z + iy)[log(z” + y*) + iarg(z + iy)])
< exp (zlog(z* + y*) — yarg(z + iy))
= exp (—yarctan(y/z)) exp (zlog(z* + y°))
< exp (—yarctan(y/z))y”*, A= A(x).

Veja apéndice, proposicao
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Como arctan (y/r) < § quando y cresce, logo I'(z +iy) — 0 quando y — oo
dai pelo teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que a integral
existe.

Para todo T" > 0, podemos usar o Teorema dos Residuos para transladar a

integracao da reta Re(s) = 3 para a reta Re(s) = —3, como segue
/D+/D—|— /D+ / D—27rz(res+ res—{—r_es)D (2.8)
<IT> <-T>"

onde (a)~ indica a integragao sobre a reta Re(s) = a percorrida no sentido de cima
para baixo (analogamente para < a >7) e

D := D(u) = X“A(f, s+ u) Gi“).

Nosso proximo passo € obter estimativas para
M = / D(u) du
<T>

Seja u = v+ 1w, s = 0 + it, como G(u) é limitada em —4 < Re(u) < 4 entao

dv +dT

3
M:/?’X““TA(f, (o +v) +i(t+T))G(v +it) T

dv
v+ T

<</3 X°A(f,(c +v)+i(t+T))

—/3 U u(f (o 4 v) it + T))d
=] ar (o +v)+1 .

Ja que a L-fungao completa A(f, s), para todo T' # 0 fixado, é uniformemente
limitada nos segmentos de reta v £ 7, com —3 < v < 3, segue que

3 . .
v—1T 1 3
M<< /_3 mdv = Tarctan?.

Desta forma M — 0 quando 7" — oo. O mesmo acontece com a tultima integral
no lado esquerdo de (2.8). Assim

/D+ / D = 2mi (res—i— Jres + res)D (2.9)

3) -
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Passamos agora ao cdlculo dos residuos. Como s = 0 é um polo simples de D
temos que

res D = lig%X“A(f,s +u)G(u) = A(f, s).

u=0
Além disso, se A(f, s) é inteira, os dois tltimos residuos sao zero e logo R = 0.

Caso A(f,s) nao seja inteira, usando (2.9)), a equagao acima e a definicao de R,
temos que

1 G(u
X1+ 5 [ XA+ 0D du = A7) + Ralf)(f.9)
(=3)"
Fazendo a mudancga de variaveis ©u = —v, obtemos

G(u)

J@afﬁy+£§/f¥uAgﬁ-wo du = A(f,s)+ Ra(H)"*1(f.s)  (2.10)

®3)

usando a equagdo funcional para A(f,s —u), segue que a integral acima satisfaz a
seguinte identidade

1
L[ xags - 0@
211
(3)

du = /X‘“A f,l—s+u)G(u> du

27rz

:6(f> (X 7f71_8)
Substituindo esta tltima igualdade em ([2.10) ficamos com
A<f7 S) = I(X7 fa S) + €(f)I<X71,7, 1- S) - RQ(f)S/27(f7 S)' (211>

Expandindo em séries de Dirichlet (absolutamente convergentes), e usando a notagao
q = q(f), temos

1 du
I(X, f,s) = %/X"A(f,SJrU)G(U)U
(3)
1 u S4+% —s u du
(3) "z
1 Y X\ du
—q2z>‘f %/X W(f,S‘l-U)( 7;/_) G(“)Z
n>1
(3)

Y A )2jrz/Xu7(§&;’Jg>u) GSL) (XT/G)_ du.
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Fazendo uso da definicao de Vj na ultima expressao da igualdade acima obtemos
a igualdade

108 1.9) = 0 oy o-s(1 oV (557 ).

n=1

Analogamente, para I(X !, f,1 — s) temos

= 1 du
(XL 11— = %/X_“A(f,l - s+u)G(u)7
3)
1 1—s
=_— [ X
o 7"
3)

0y M- svie (M)

= %qmv(ﬁ $)> AT;(T?-

Fiy(f,1—s+u) Z 7§<SLG(U)d—u

u
n=1

Portanto da igualdade ({2.11]) obtemos

A(Fs) = a9 (f, ) [Z My, (X”ﬂ) el Y 2y (%) _ R] |

n

Dividindo ambos os membros da equacdo acima por ¢*/2v(f, s), finalmente obtemos

ED. 0

2.2 Contando zeros de L-funcoes

Um dos assuntos mais profundos da teoria de L-fungoes é a distribuicao dos
zeros de L(f,s).

Vamos iniciar esta segao com um teorema que dé informagoes sobre a loca-
lizacao dos zeros de uma L-funcao e que também mostra que a sequéncia dos
reciprocos tem norma ¢17¢(N) finita.

LEMA 2.1. Seja L(f, s) seja uma L-fungdo. Todos os zeros p’s de A(f,s) estdo na
faiza critica 0 < o < 1. Além do mais para todo € > 0 temos

> ol < 4o,
p#0,1

Demonstrac¢ao. Dado que a expansao em produto de Euler de L(f,s) é absoluta-
mente convergente e y(f,s) é nao nulo para Re(s) > 1, entao pela defini¢ao de
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L-fungao completa nao existem zeros de A(f, s) nesta regiao. Invocando a equagcao
funcional, podemos observar que o mesmo ocorre para Re(s) < 0.

Para provar a segunda afirmacao basta mostrar que o expoente de convergéncia
x do conjunto de zeros p’s da nossa L-funcao, definido por

ﬁ:inf{ae(O,oo):Z|p|_a<oo},

p#0

¢ menor ou igual do que um.

Para isto consideramos a funcao inteira h(s) = A(f,s)(s)"(s — 1)", onde r é
a ordem do polo em s = 1 de A(f,s) (que é a mesma em s = 0 pela equacao
funcional).

Note que h tem ordem um e seus zeros diferentes de 0 e 1 sao também zeros
de A(f,s). Seguindo as mesmas ideias da prova do Teorema de Fatoracao de
Hadamard (veja Apéndice, Teorema (5.3))), concluimos que x < 1. ]

Note que se p = f + 47y é zero de A(f,s), entdo 7 é um zero do dual A(f,s).
Portanto, pela equacao funcional, os pontos refletidos na linha critica p* =1—p =
1 — 8+ iy é um zero de A(f,s) (com sua correspondente multiplicidade).

E claro que nao existe simetria entre os zeros triviais de L(f,s) que vém dos

s+k;
polos de I'(—5).

Daqui em diante usamos a notacao log para denotar o ramo principal do loga-

ritmo complexo. As proximas proposicoes (elementares em andlise complexa) nos

fornecem dois resultados que serao uteis no restante de todo este capitulo.

PROPOSIGAO 2.2. Se z1, ...,z sGo nimeros complexos tais que Re(z;) > 0 entdo
log(zy ...« 2zx) =log(z1) + ...+ log(z).

PROPOSICAO 2.3. Sejam U C C aberto, fi,...,fn : U — C fungoes holomorfas
tais que f;(2) #0 para todo z €U ej=1,....n. Se f = fi- fa-...- fn entdo

/ n /

TEOREMA 2.2. Seja L(f,s) seja uma L-fungdo. Existem constantes a = a(f) e
= b(f) tais que

(s(1— ) A(f8) = e T (1 - 2)erlv. (2.12)

P
p#0,1
Portanto
L 1 ~!
— — =—1 - — )
7 (f:5) QogQ+7(f s)—b+ 2 S_ (2.13)

Ambas expressoes sao absolutamente convergentes em subconjuntos compactos que
ndo tém zeros ou polos (lembre-se que r € a ordem do polo de L(f,s) em s =1).
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Demonstragao. Dado que a fungao A(f,s) tem no méximo polos em 0 e 1 entao
(s(1 —5s))"A(f,s) é uma funcao inteira, dai pelo Teorema de Fatoragdo de Hada-
mard temos

h(s) = (s(1 — s))"A(f, s) = e9®) P(s),

pois h(s) nao tem zeros em s = 0. Por defini¢ao de L-fungdo completa, temos que
A(f,s) é de ordem 1 o que implica que h é de ordem 1. Logo o género de h satifaz
pw<1 grau(g) < leo posto de h satisfaz § < 1; donde concluimos (2.12)).

Vamos provar agora que | implica (2.13)). Considere s tal que 0 < Re(s) <
1 e |s| < |pmin|, onde 0 < |pmm| |p| para toda raiz de L(f,s). Entao temos de

que
1 — £)es/P
A(f,S) _ P?l':()[,l ( ,D)
eatbs [3(1 _ S)]r

Observe que todos os fatores do lado direito da igualdade acima tém parte real
positiva. Logo podemos tomar o logaritmo em ambos lados e usar a Proposi¢ao
para concluir que

log ( (“’;f) = {log (1 - f) + 5] “r(logs +log(1—s)).  (2.14)

p#0,1 p p

Derivando os dois lados da equacao acima com respeito a variavel s, e aplicando a
Proposigao [2.3] ficamos com

L 1 ! r r d S S
—f(f,s)zﬁlogq%—l(f,s)— % {log (1——) +—} . (2.15)
v 5 5 Foret p) P

Proximo passo é mostrar que podemos trocar a ordem da soma com a derivada na
igualdade acima. Para isto vamos usamos a seguinte desigualdade de interpolagao:

s (1-2) 2= [ o L] < [

onde 3 é um caminho unindo os pontos 0 e s, suave por partes e que nao intercepta
os zeros p’s. Agora observamos que se s € K, onde K é um compacto no interior
da faixa critica que nao possui os zeros de L(f,s), entdo podemos afirmar que o
integrando ao longo de 3 satisfaz a seguinte estimativa:

11 12| 1
_— —| = <L —. 2.16
p— p‘ FHEOES L (2:16)

u(i-3)+;

z=p p

1
_’ |dZ|7

O que mostra que

D

p#0,1

>

fory |p|2
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Do Lema segue que o lado direito da estimativa acima é finito e portanto
podemos concluir do Teste-M de Weirstrass que o lado esquerdo converge uniforme
e absolutamente nos compactos no interior da faixa critica. E assim concluimos que
podemos trocar a ordem da soma com a derivada em . Obtendo desta forma
igualdade nestes compactos. Para finalizar a prova basta usar a estimativa
para mostrar que o lado direito de pode ser estendido analiticamente
a todo o plano menos os zeros e polos de L(f,s). Com a série que aparece em
(2.13) convergindo absolutamente nas partes compactas do dominio acima. O

Supondo que a derivada logaritmica de L(f,s) possui expansao em série de
Dirichlet para s # p podemos escrever

- = f, =Y Ag(n)n”*, (2.17)
n>1

para alguma sequéncia (Af(n)). Esta notagao é inspirada no Lema e serd
reservada neste texto para o caso em que os coeficientes Ay(n) sao suportados nas
poténcias de primos. Neste caso os coeficientes da série de Dirichlet, em termos
das raizes locais «;(p), é dado por

Zoz] ¥ log p. (2.18)

De fato, segue da definicao de L-funcao que
d
=TT - s~
p j=1

J& que |a;(p)] < p temos que (1 — «(p)p~*)~! tem parte real positiva. Portanto
podemos tomar o logaritmo na igualdade acima e usar a Proposicao para ver

que
log L(f,s) ZZ log(1 — a(p)p™*).
p J=1
Pela definicao de L-funcao podemos concluir que a convergéncia acima é absoluta
e uniforme nas partes compactas de {s € C : Re(s) > 1}. Derivando com respeito
a varidvel s e usando que |a;(p)p~*| < p'77 < 1, temos

Zzl_a 08P S S S k) oy (2.19)

p j=1 p j=1 k=1

0 que queriamos provar.
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Para cardteres de Dirichlet, vamos mostrar que A, (n) = x(n)A(n). De fato,
observe que |x(n)A(n)| < log n, garante a convergéncia absoluta da série de Diri-

chlet com coeficientes x(n)A(n), para Re(s) > 1 e assim podemos usar o produto
de Series de Dirichlet para ver que

l
Lx, ZX ZX ZX ):ZXZ(S)ZA(TZ>

n>1 m>1 n>1 >1 n|l

B x()log
- Z T

>1

= _L/(X7 3)'

e portanto

Em particular, para a funcao ¢ temos x(n) = 1 e usando o resultado acima pode-
mos ver que A¢(n) = A(n).
Agora passamos a analise da distribuicao dos zeros das L-funcoes.

PROPOSIGAO 2.4. Seja L(f,s) uma L-fun¢do de grau d > 1. Denote por p’s os
zeros de A(f,s) diferente de 0, 1.

(1) O nimero de zeros p = 8 +ivy tais que |y —T| < 1, é chamado de m(T, f) e
satisfaz

m(T, f) < logq(f,iT), (2.20)

com uma constante absoluta.

(2) Para todo s na faiza % < o < 2, temos

- - > L > S%p«logq(f,s), (2.21)

s+ k;
|s+E;]<1 4

com uma constante absoluta.

(3) A constante b(f) em satisfaz
> Re(p™). (2.22)

Demonstra¢ao. Vamos provar, em primeiro lugar, a equacao ([2.22)). Multiplicando
a equagao funcional por (s(1 — s))" temos

(s(1 =) A(f,5) = (f) (s(1 = 5))" A(f, 1 = s).
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Pela primeira parte do Teorema [2.2], podemos reescrever a equagao acima como
segue

a(f)+b(f)s _ f) slp _ a(F)+b(f)(1-s) L =8Y s
e 1 e’’’ =¢e(f)e (1 — Je :

p#0,1 p#0,1 P

Aplicando logaritmo, seguindo as mesmas ideias da demonstracao do Teorema
anterior, temos que o lado esquerdo da igualdade acima é dado por

a+ bs + Z {log <1 — f) + f} (2.23)
p#0,1 P P

enquanto que o lado direito é dado por

loge +a(f) +b(1—s)+ > {log (1—1;S)+1:S]. (2.24)

p#0,1 P

De fato, na tltima equacdo usamos que b = b(z) Para mostrar isso basta pegar
a segunda igualdade no Teorema para f e f, fazer o conjugado na segunda
equacao e subtrair da primeira.

Lembrando que ([2.23)) é igual (2.24]) e derivando estas duas expressoes com

respeito de s ficamos com

b+2{ P -_—1+1}:—5+Z {#é—l}.

prog P85 PP p#0,1

Agrupando a somas, obtemos

- 1 1 11
2 Re(b(f)) = b(f) +0(f) = _,;;1 L_p+ 1_S_ﬁ+;+5} . (2.25)

Usando a desigualdade triangular, a cota 0 < Re(p) < 1 e o fato que a soma acima
¢é absolutamente convergente para s € K, com K compacto

< |p| 72,

Pl

1 1 ‘_ |1 — 2 Re(p)]

+ —| = — <
s—p l=s=p| |s=plll=s=0n " |s—pl[l-s—

assim (s—p) ' +(1—s—p)~ ! < |p| 2 para s # p, e similarmente p~ 1+ < |p| 2.
Desta forma as series

e I

S J—
p#0,1 P p#0,1

sao, usando Teste-M de Weierstrass, absolutamente convergentes pelo Lema [2.1}
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Desta forma podemos decompor o somatoério em (2.25) e a pela observagao
sobre os zeros feita antes da Proposicao [2.2] podemos ver que o primeiro somatdrio
acima € nulo e juntando todos fatos temos

1 1 1
et = - Y [ o1] =23 me ().
proa L0 P pr01 NP
Em seguida, vamos mostrar (2.20)). Sejam 7' > 2 e s = 3+ iT. Da equagao
(2.18), temos que
d
k k
aj(p)flog p,  sen =p~;
Af(n) ._ ]; J( )
0, caso contrario.

Usando a desigualdade triangular junto com |a;(p)| < p e que n = p* temos

[As(n)]| = gZpklogp:dnlogpgdnlogn.

j=1

d
> aj(p)*logp
j=1

Portanto segue da desigualdade triangular, da estimativa acima, o fato s = 34T
e desigualdade que aparece acima da equagao (2.5 temos que

L/
—(f,s)| = ZAf(n)n’s < Zd nlogn|n™% = Zdlogn n'—?
L n=1 n=1 n=1
=> n?dlogn = d{'(2) < logq(f). (2.26)

n>1

Pela férmula de Stirling, para —1/2 < o < 2, temos que

/

1
3 loga+ (1) <loga(f.5)

(veja [9] pag. 151). Observe que para todo zero da forma p =  + iy temos

1 3-8
re(o5) ~mmgre ey ¢ 0<A<!

entao
2

1 3
——— < Re < :
9+ (T'—~)? (S—p> 44 (T —v)?
Tomando a parte real de e usando obtemos

I/ 1 o 3r 2r
_ = =] L -1
Re(L(f,s)) 20gq—|—Re<7(f,s))+zp:Re(p )+9+T2+4+T2

—;Re< ! +%>.

s—p
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Entao das estimativas acima
1
" Re (Tp) < loga(f,iT) +loga(/) < a(f,iT).
p

Portanto 1
E —_— = lo )T 2.27
P 1+(1 —7)2 < gq(f,z >7 ( )

dai, se |y — T| < 1, temos

1 1 .
ém(T, f) < Z T+ (T =2 < logq(f,iT)

p

donde segue ([2.20)). Para provar (2.21]), escrevemos s = o + it e de ([2.26]) tem-se

~(f,8) = =2 (F.5) + (F.3 4 it) + Ollos a(, ).

Em seguida, aplicando ([2.13))

L 1 ~! r r 1 1 1
Ers) =21 Tifs)—b+ " - )= Clogg+b
(f8) = gloga+ —(f,) = b+ T+ T Xp:(s_vap) S logg +

/

Y . T T 1 1
—;(f,?)—l—’bt)— —sz: (m—f—;) + O(logq(f,s)).

34at 2+t
Dai podemos obter a seguinte igualdade

L ! 1 1
S LU =) —;(S_p— BM_p) +O(loga(f.s)).

(2.28)
No somatdrio separamos os zeros com |s — p| < 1 e estimamos o restante por

loga(f, ), j4 que para |s — p| > 1
1 1 <1+ 1 < 4
s—p 3+it—p| 13+idt —p| = 1+ (T — )2
assim podemos usar a estimativa em (2.27]).
Além do mais, no outro caso podemos reduzir os termos na soma, isto é

2 (Sip—3+i1t—p>: 2 <s%p)

ls—pl<1 ls—pl<1

pois o segundo termo na soma nao satisfaz a condicao |s — p| < 1. Substituindo
em ([2.28))

r

ST =T+ T - Y o Ollog a(f.))

ls—pl<1
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Agora por definigao de y(f, s) e o fato que T'(s + 1) = sT'(s) segue que

(f, 8) = w5/ ﬁ M

i S+ k‘j

aplicando derivada logaritmica

~! d 1 I s+ k;
= e — — (1
(f,5) = =5 logm ;s+kj+ZF +

2
d 1 F s+ k;
=——1 — —d —
o= 3 - X (1075)

ls+k;|<1

= — Z —:k + O(log 4o ($)).

o J
‘S+kj|<1

Para ver que a tultima igualdade é verdadeira basta usar a Férmula de Stirling,
para obter assintoticamente a seguinte igualdade

I 1
“(2)=log z — —
r (2) = log 2 2z

o que implica que

I’ S+/€j
ZF(1+ 5 )<<;log(]s+kj\+3)zlogqoo(s).

J

Portanto ([2.21)) segue. ]

2.3 A Regiao livre de zeros

No estudo das L-fungoes precisamos com frequéncia fazer calculos ou estima-
tivas de integrais complexas numa regiao livre de zeros de L(f,s) para varias f.
Sabemos que todos os zeros nao-triviais das L-funcoes estao localizados na faixa
critica 0 < Re(s) < 1. Nesta se¢do sob certas condigoes, determinamos uma
sub-regiao da faixa critica que é livre de zeros.

Na préxima se¢ao usamos o nosso conhecimento sobre auséncia de zeros nesta
regiao para obter aproximagoes assintoticas para a funcao acumulativa dos coefi-
cientes da série de Dirichlet para a derivada logaritmica de L(f,s) (Teorema de
Primo Generalizado).

No que segue apresentamos dois resultados que nos dao a localizacao de alguns
zeros reais de uma [L-funcao e também nos mostra uma nova regiao do plano
complexo livre de zeros.
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LEMA 2.2. Seja L(f, s) uma L-fungao de grau d com Re(As(n)) = 0 para (n,q(f)) =
1. Suponha que em primos ramificados |a;(p)| < p/2. Entdo L(f,1) # 0. Além
disso, ser >0 € a ordem do polo de L(f,s) em s =1, entdo existe uma constante
¢ >0 tal que L(f,s) tem no mdximo r zeros reais no intervalo

d(r +1)logq(f)

Demonstragdo. Sejam [; os zeros reais de L(f,s) tais que
a parte real de (2.21)) para s € R com s = ¢ > 1, temos

oc>1-—

% < B; < 1. Tomando

L T r 1 1
_Ref(f,s) — Re; — Res — + |s§<1ReS s + Z Res

é igual a O (logq(f,s)). J& que s = o > 1 entao

roor T r
Re—-=—<7r e Re = .
S o s—1 o—1

Destas estimativas temos que

!/

> Re L . > Re ! <Re£(f,s)—|—

s+ k; S — L
|s+kj|<1 T ls—pl<1 p

r

+0 (logq(f,s)) .

o—1

Dado que s = 0 > 1 e Re(k;) > —1, segue que Re(1/(s + k;)) > 0 para todo j.
Assim

Z Re ! <Re%(f,s)+ﬁ+0(logq(f,s)).

spl<t 0P
Note que podemos ignorar no lado esquerdo da desigualdade acima os zeros cuja
parte imaginéria é ndo nula e os zeros com < 1/2; pois para estes zeros p = +i7y
temos !
o—pf >0,

Re = 5 =
oc—p |o—pl

A Re(s) =1

B+ iy

A

Y

we

AT \\&
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Além disso, como uma condicao para a validade da equagao (2.21)) é que o < 2,
temos da desigualdade (2.5 que

log q(f,s) <logq(f) +dlog(o + 3) <logq(f) + dlog(5),

isto é, log q(f,s) < logq(f). Portanto

!/

Z ! <Re£(f,a)+

o—B; o

— + O(log (/). (2.29)

Como, por hipétese, Re(As(n)) > 0 para (n,q(f)) = 1 temos

L/
ReZ™(f,) <0, (2.30)

onde Ly, é o produto de Euler de L(f, s) restrito a primos nao ramificados (veja a

identidade (2.17)).

Em seguida, vamos estimar a contribui¢ao de primos ramificados, para a pri-
meira parcela do direito da desigualdade (2.29), usando o fato que |a;(p)| < p/2.
Neste caso, segue de que (observando que agora a soma é feita apenas sobre
os divisores primos de ¢(f))

d
Zz%_a 1ogp ZZP “logp <d ) logp < dlogq(f).

2_ 1—0o
pla(f) i=1 i platr) =1 <P pla(f)

Usando as estimativas obtidas acima para os termos na soma do lado direito de

[2.29] segue que

Z U_lﬁj <5 - 7+ O(dlogq(f)). (2.31)

Suponha que f3; = 1 para algum j. Entao (interpretando um zero como um polo
de ordem negativa) temos que r < 0, assim da estimativa acima temos

1—7r 1
1t ;U —5 = O(dlogq(f)),
Bi#1

como os termos da soma no lado esquerdo sao positivos e 1 —r > 0 podemos tomar
o tao perto de 1 quanto se queira. Assim o termo do lado esquerdo da desigualdade
acima alguma hora serd maior que O(dlog q(f)) que é uma contradi¢ao. Portanto
B; =1 nao é possivel, daf concluimos que L(f,1) # 0.

Suponha que f; > 1 — ¢(d(r 4+ 1)logq(f))™" para 1 < j < n. Escolhemos
convenientemente o = 1 + 2¢(dlogq(f))~". Tomando ¢ suficientemente pequeno
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temos que |0 —f;| < 1. Além disso, fazendo manipulagoes algébricas simples temos
que

—1>U—5J

dlogq(f) -1 B 2c c
bc+cﬂr+1ﬂ ~ 1 Togan T A+ Doga(f)

Somando agora sobre os zeros e usando a estimativa (2.31)) temos

dlogq(f) 1 r
nm <Za—ﬁj <3 + O(dlogq(f)).

J
Pela escolha de o temos 1/(c — 1) = dlogq(f)/2¢, logo

ndlogq(f) r
Toref(r+ D) < (e +OM) dlosals)

Isto implica que

r
7’L<T’+m+0(c)

e n < r se ¢ é suficientemente pequeno. O que conclui a prova. O

TEOREMA 2.3. Seja L(f,s) uma L-fun¢do de grau d tal que as convolugoes de
Rankin-Selberg L(f ® f,s) e L(f ® f,s) existem, a iltima tem uwm polo simples em
s =1 e a primeira € uma funcdo inteira se f # f. Suponha que para todo primo
ramificado, |a;(p)|* < p/2. Entdo existe uma constante ¢ > 0 tal que L(f,s) nao
tém zeros na sequinte Teqiao

~ d*log(q(f)(|t] +3[)°

exceto possivelmente um zero real simples B < 1. Se tal zero existir entao f €
necessariamente auto-dual.

c>1

(2.32)

Figura 2.1: A regiao livre de zeros.
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Demonstragao. Para t € R, seja L(g, s) uma L-fungao definida por
L(g,s) = C(s)L(f,s +it)*L(f,s —it)’L(f & f,s + 2) L(f @ f,s = 2it) L(f & f, 5)?
de grau (1 + 2d)2. Da desigualdade ([2.6)

q(g) = 3(fw>(f®ﬁﬁwﬁ?®@%ﬂﬁf®ﬁ®2
<q(f,it)'a(f @ f,2it)'q(f @ f)?
< q(f) 1t + 3)5,

Entao o seu condutor analitico satisfaz

a(g) < q(f) 1 2(Jt| + 3)5" (2.33)

A definigao de L(g,s) foi feita de modo que os coeficientes, em primos nao ra-
mificados, da serie de Dirichlet de menos a derivada logaritmica sejam reais nao
negativos.

De fato, para um primo p ndo ramificado, o fator local em p para L(g, s) posto
na forma terd “rafzes” 1 com multiplicidade um, o;p™ e @;p~* com multiplici-
dade dois, a;a), com multiplicidade dois, ajaxp*® e a;a,p—?" com multiplicidade
um, onde v, oy, percorre as raizes para L(f, s). Portanto para todo k£ > 1, a soma
das k-ésimas poténcias destas “raizes” é dada por

2

]-‘I‘Zak k‘zt Z—k —kit >0,

assim Ay(n) > 0 para algum n coprimo com g(f).

Seja p = 3 + iy um zero de L(f,s) com > 5 e v # 0 (zero nao real). Vamos
fixar agora t = v na defini¢ao de L(g, s). Afirmamos que L(g, s) tem um polo em
s = 1 de ordem menor ou igual a 3. De fato, sabemos que a funcao zeta tem um
polo simples em s = 1 (veja o Apéndice) e por hipétese L(f ® f) tem polo simples
em s = 1. Além disso, nenhuma L-fungao pode ter polos em s = 1 + iy, v # 0
pois uma L-fungao completa A(f, s) tem polos no maximo em s =1 e s = 0 entao
se L(f,s) tivesse um polo em s = 1 + it, y(f, s) teria que ter um zero no mesmo
ponto o que nao acontece.

Dado p = 47y um zero de L(f,s), segue que 8 é um zero de L(g, s) de ordem
maior ou igual que 4. Portanto pelo Lema temos

C

(1+2d)%(r+1)logq(g)

Usando a equagao (12.33)) podemos ver que

g<1—

d*log q(g) < d"logq(f)(Jt] + 3).
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Portanto, ja que r < 3, obtemos a seguintes desigualdades

¢ c

Plogalg) ~ ' dlog(a(/)([] +3))

para algumas constantes ¢ > 0 e ¢ > 0. Isto prova o teorema para os zeros nao
reais de L(f, s).

Passamos agora a anélise do caso dos zeros reais de L(f,s). Agora serd conve-
niente tomar ¢t = 0 na defini¢ao de L(g, s). Note qualquer zero de L(f,s) é zero
de L(g,s) com multiplicidade pelo menos 4. Por outro lado, o ponto s = 1 é um
polo de L(g,s) de ordem 3 se f # f e de ordem 5 se f = f, pois por definicdo
para uma L fungao deslocada precisamos que L(f, s) seja inteira.

Por tanto se f fosse auto dual, pelo Lema a fungao L(g, s) teria no maximo
5 raizes reais f3; satisfazendo

B =1-—

b<1—

(2.34)

(L42d)%(r +1)logq(g)’

mas como cada 3; tem multiplicidade pelo menos 4, segue que sé pode acontecer
um zero real nessa regidao. De fato, se 5; ndo é um zero simples de L(f, s) entao
B; é um zero de ordem pelo menos 8 para L(g, s) o que é uma contradicdo. Este
unico zero, se existir, é conhecido como zero excepcional ou zero de Siegel. Isto
conclui a prova, a menos de mostrar que o possivel zero excepcional de L(f,s),
caso f seja auto dual satisfaz 5y < 1.
Considere
L(h,s) = ((s)L(f.8)°L(f ® [, s).

Assumindo L(f,1) = 0, segue-se que L(h, s) é inteira, pois o zero duplo se cancela
com os polos de ((s) e L(f ® f, s). Usando raciocinio andlogo ao caso anterior po-
demos ver que os coeficientes da serie de Dirichlet de menos a derivada logaritmica
de L(h,s), quando suportados em poténcias de primos, sdo nao negativos. Mais
precisamente, para primos nao ramificados p e £k > 1 temos que os fatores lo-
cais de L(h,s) é da forma com rafzes 1 com multiplicidade um, o;(p) com
multiplicidade dois e o;(p)@;(p) com multiplicidade um, assim

2
S

J
Usando a equagao (2.17)), temos que

Ll
——hs ZZAh )p e

p k=1

> 0. (2.35)

Como Re(s) > 1 é simplesmente conexo, L(h, s) é analitica nesta regiao e L(h, s) #
0, entao existe um ramo do logaritmo tal que log(L(h, s)) é uma funcao analitica
em Re(s) > 1 e além do mais log(L(h, s)) é uma primitiva de L'/L(h, s).
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Levando em conta que as somas do lado direito da série acima convergem em
subconjuntos compactos da regiao Re(s) > 1, obtemos a seguinte igualdade,

l0g Lk, 9) = 303 po— M) (236)

p k>0

onde todos os coeficientes sao nao negativos.

Seja 0g < 1 o maior zero real de L(h, s), o que corresponde a primeira singula-
ridade de log L(h, s) quando s decresce. Note que oy existe pois ((—2) = 0.

Pelo Lema de Landau (veja Lemal[5.1)do Apéndice) a serie converge para
todo real o > 0y, assim por (2.36]) tem-se log L(h,c0) > 0 e |L(h,o0)| > 1. Tomando
0 — 09, obtemos uma contradigao. Desta forma L(f,1) # 0 e 5y < 1. ]

2.4 0O Teorema dos Numeros Primos Generali-
zado

Como vimos no capitulo anterior, o TNP possui muitas equivaléncias, uma
delas era a seguinte:
U(x) = ZA(n) ~ T
n<x
Motivados por este resultado, vamos a estudar agora o comportamento assintético
de somas do tipo

U(f.x) = 3 Asn). (2.37)
n<e

A expansao assintotica obtida sera chamada de Teorema dos Numeros Pri-
mos para L-funcoes, ou Teorema dos Numeros Primos Generalizado. Por abuso
de notacao, usaremos simplesmente TNP para nos referir a estes resultados as-
sintéticos.

Uma parte importante destas expansoes se refere ao controle rigoroso do erro.

A estratégia adotada aqui privilegia resultados explicitos nos parametros em
detrimento a otimalidade das estimativas.

Como poderé perceber o leitor os resultados sao cada vez mais forte a medida
que aumentamos nosso conhecimento sobre a regiao livre de zeros de L(f,s). Um
dos melhores resultados conhecidos atualmente é que L(f,s) ndo tem zeros na
regiao (2.32)) exceto possivelmente o zero excepcional 8 no caso em f é auto-dual.

Nesta secao vamos considerar que o zero excepcional esta no intervalo abaixo:

' g 3a()

Note que esta informagao sobre a localizacao de 3y ¢ obtida diretamente do Teo-
rema 2.3} tomando ¢ = 0.

<Br <1 (2.38)
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Em geral, ainda nao temos uma cota forte para os coeficientes de L(f, s). Mas
como veremos cotas para A¢(n) em média serao suficientes para nossos propdsitos.

Antes de prosseguir destacamos que vamos provar o teorema sob a seguinte
hipotese:

D 1As ()P < xd®log? (xq(f)) (2.39)

n<e

Em geral, nao se sabe ainda qual é precisamente a classe de L-fungoes que
satisfaz esta exigéncia, mas queremos observar que no entanto se trata de uma
suposicao razoavel, ja que ela é valida para distintas classes de f, por exemplo, a
fungao Zeta de Riemann. De fato, pelo TNP ¥(z) ~ x entao

S 1AM P < log?(3).

n<x

Assumindo a estimativa (2.39) e que y € [1,z] temos, usando a desigualdade
de Cauchy, as seguintes estimativas

( > |Af(n)\> < D INmP Y 1=y )y M)

r<n<r+y r<n<zr+ty r<n<zr+ty r<n<zr+ty

=y < RIS !Af(n)\2>

n<r+y n<x

<y ((x +y)d®log*((z + y)a(f)) + xd* log*(zq([)))
< y(2ed’ log?(22q(f)) + wd” log*(zq(f)))
< ayd®log*(zq(f)),

desta forma obtemos a estimativa

Y [As(n)] < dyzylog(aa(f)). (2.40)

z<<n<r+y

Agora estamos pronto para enunciar e provar o Teorema do Numero Primo
Generalizado.

TEOREMA 2.4 (Teorema do Numero Primo Generalizado). Seja L(f,s) uma L-
funcao na qual € a regiao livre de zeros com no mdximo um zero excepcional
real By no intervalo , onde ¢ € uma constante positiva. Supondo que vale a
cota (2.39) temos

= n _'Tx—-zfi T exX __Cd_410g1; ogx 4
U(f.a) = 3 Asln) = ra= 40 ((wep (B ) (dloga()' )

n<e

(2.41)
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para x = 1. Por convencao o termo xPr /Bf nao estd em (2.41)) se o zero excepcional
nao existe.

Demonstragao. Seja ¢ : R — C uma funcao tal que ¢ tem suporte em [0,z + y],
$(z) =1sel < z<xel|p(z) <1 caso contrario. Os parametro z,y sao fixos
porém arbitrarios e y serd escolhido no intervalo 1 < y < x. Desta forma temos
que

> )

r<n<r+y

Y. Agn)o(n)| <

r<n<r+y

=Y Ap(n)g(n)| =

< dy/xylog(xq(f)).

Portanto obtemos a seguinte igualdade assintética

= 22 Asln)on) + O (A og(aa( )

Considere a seguinte funcao

min(1,1+x_z>, 0<2<z+y;
y

0, z>T+y.

¢(2) =

A funcao assim definida satisfaz as condi¢oes mencionadas acima. De fato, temos
quesel<z<xentéol<1+x’z. Dai ¢(z) = 1se 1 < z < x. Agora se
r<z< (z) = 1+ == Além disso como
T <z < x+ysegue que —1 < == < 0, desta forma |¢(2)| < 1 parar < z < z+y.

Integrando por partes repetidamente (levando em conta que a funcao ¢ é
continua e ¢(z + y) = 0) obtém-se

5~ ( s+v—
[t B [T e i

Analisemos agora o comportamento assintotico, para casos particulares do lado
direito na tultima igualdade
/ @' (2)2°dz << s |

Parav =1
Para v = 2 (ja que ¢"(2) =

1 T+y B 1 x0+1
S 2)2° T dz < .
S+ ) / ¥ EE
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Portanto a Transformada de Mellin de ¢(z) (veja o Apéndice, defini¢ao satisfaz
A Tty z° T
o(s) = / #(2)2* 'dz < —min (1, —> , (2.42)
0

5] |sly

para s = o + it, % <o<2
Pela Férmula da Transformada Inversa de Mellin

o(z) = QLM / d(s)z%ds. (2.43)
(2

Dado que esta tultima integral converge absolutamente, temos que

S Apm)é(n) = S Apm)=m [ S(sinsds = == [~ (f 905 (249)
7 L

= 21
"z (2) (2)

Definimos a seguinte regiao, que sera necessario para nosso propésito

A { tit|o>1 = }
=q9s=o0+it|o - ,

~ 0 dtlog(a(f)(Jt] +3))
onde ¢; = 2¢/3, ou ¢; = ¢/3, dependendo se o zero excepcional estd na metade
direita do segmento (2.38]) ou ndo (com a possibilidade da nao existéncia). Seja
Z a fronteira desta regidao. Observe que todos os zeros de L(f,s) estdo a uma
distancia de Z maior ou igual que ¢/6d*log(q(f)(|t| + 3)).

Re(s)=1

Nosso préximo passo é estimar para s € Z cada parcela do lado esquerdo de

(2.21)), isto &,
L r r 1 1
- = - — <1 . (245
7 (f.5) + + ) s, <loga(fs).  (245)

s s—1 S
[s+kj|<1 [s—p|<1

J
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Como os zeros estao a uma distancia maior ou igual que ¢/6d* log(q(f)(|t|+3))
de Z, podemos usar a estimativa dada em ([2.20) com p = o + i~y para verificar que

B Ly o' log(al )l +8) _ Gatloglal/ (1 +3) ;1
ls—p|<1 [t—vI<1
< os@N( £8) |

Cc

Usando a definicao de condutor analitico obtemos

log q(f, it) = log <Q(f) [Tt + ksl + 3)) < log <Q(f)(|t| +3) [ (ks + 3))

j=1 j=1

= log(a(f)) + dlog([t| + 3) < log (a(f)([t] +3))-

Usando as duas estimativas acima temos

3 %p < d*log? (a(f)(It] +3))

S
ls—pl<1

Agora vamos estimar a primeira soma do lado esquerdo de (2.45)). Pela desigual-
dade triangular e o fato que |Re(s)| < |s| segue que

1 1
Z k; S Z lo + Re(k;)|

s+
|s-+kj|<1 Tl lo+Re(k))|<1

Como s € Z temos que

[1 + Re(k;)]d* log (a(f)([t] +3)) — c1
d*log (q(f)([t] + 3)) '

Entao usando a regra de L'Hospital e o fato que Re(k;) > —1

o+ Re(k]) =

1 1
li =
t—g*noo o+ Re(k’]) 1 + Re(k;])

Se denotamos por K = min{Re(k;)}, obtemos a seguinte estimativa
J

1 1
Z 0'+R€<k7j) < Z O""K

o+ Re(k;)|<1 lo+Re(k;)|<1

< < d.

1+ K

Além disso, para s € Z
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ri_ o | _rdflog(a(f)(t[+3) | _
’S’ STol = |aog @A+ 30 —ar| ~ W)
e r r_ rdlog (a(f) (It +3))

< =
s—1] " |o—1] ¢
Juntando as estimativas acima na equagao (2.45)) temos que para s € Z

/

~ 2 (.9) < dtlog? (a(1) (1] +3)) (2.46)

Na sequéncia vamos mostrar, usando o Teorema dos Residuos, que podemos mover
a integra¢ao do contorno Re(s) = 2 para Z na equagdo (2.43). Antes de aplicar
o Teorema dos Residuos, vamos analisar o que acontece com a integral nas linhas
horizontais. Para isso tome t € R e mostremos que

!/

lim [ = (f,5)0(s)ds =

De fato, para oy < Re(s) < 2, onde oy é a parte real (associado a t) de um ponto
que pertence a fronteira da regiao livre de zeros, temos

/[]’;(f $)d(s )ds—/ ]Z(f $)o(s )d0<</2%<f’3>x_2d"'

- % iz
<t>

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e observando que,
se t — oo entao o — 1, ficamos com

2 I/ 2 2 I 2
lim 1["0v2](0)f(f’ s)x—da = / lim —(f, s)m—da = 0.
—1 1

Agora, aplicando o Teorema dos Residuos na equacao ([2.44) obtemos
~ ~ 1 I/ ~
S Asm)otm) = ro(1) ~ 6050 + o [ =7 (93l

Observamos que a presenca do residuo envolvendo o zero excepcional depende
apenas de sua existéncia e localizacao com respeito ao contorno Z.
Para s =1 ou s = 3 temos

o) = [ =1z 4 06) = =+ 0.

enquanto que a integral de linha sobre Z pode ser estimada, usando ([2.46)) e ([2.42)),
pela seguinte expressao

f/—mm( )%<umwwmwmw%ﬂm§mﬁn,
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onde T = z/y e o(T) = 1 — ¢;/d*log(q(f)T). De fato, suponha primeiro que
T > |t| + 3, entédo |s| < Tq(f) e

’ d
[ omin (1,75 ) o U + 30 a1 < e og? )T [
S
Z0{ls|<Tq(f)} Zn{lsl<Ta(f)}

< d'a" D log? (q(f)T).

Por outro lado, se T' < [t| + 3, o integrando vai para zero quando |s| — oo e assim
a integral acima é finita.
Agrupando os resultados acima obtemos

2’ 4 3
W(f.) = o= 5o+ 0 (@74 + 27 M) l0g(xa(f)), (247)

onde T' esta sujeito apenas a restricao 1 < T' < z. Escolhendo T' = exp(%\/log x)
temos que

&1

270 = exp(o(T)log z) = exp <(1 " Jilog (@(F) exp (%\/@))> logm)

B < —3cid*logx )
~ PP Blog(a(f) + Viog )

Além do mais, tem-se que para dito valor de T’

1 —3cid*log
T72=0 <exp ( .
3log(q(f)) + Vlogx
Portanto, substituindo as duas tltimas igualdades em ([2.47]) obtemos o resultado
desejado. ]

OBSERVACAO 2.1. Epossz’vel simplificar o erro comprometendo levemente a “for¢a”
do resultado. Por exemplo, temos

Bs

w(.) = o= 5o 0 (Valleexp (5 vioe)

De fato isto é verdade, porque este erro é menor do que [2.41] e portanto esta
afirmacao € trivial dado o resultado obtido acima.
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Capitulo 3

Somas Exponenciais - Teorema de
H. Davenport

Os métodos de crivos (veja o Apéndice) é uma ferramenta de grande utilidade
em numerosos problemas da Teoria Analitica dos Numeros. Eles apareceram ao
estudar problemas aditivos como a Conjectura dos Primos Gémeos e a Conjectura
de Goldbach. No estudo destes métodos, o matematico noruegués Viggo Brun foi
um dos primeiros a introduzir o procedimento de exclusao-inclusao para atacar os
problemas que neles apareciam. Por exemplo, o crivo de Eratdstenes segue essa
linha.

Nos 50 anos que sucederam os trabalhos de Viggo Brun muitas ramifica¢oes do
procedimento de exclusao-inclusao foram desenvolvidas, e este procedimento ainda
se constitui uma técnica fundamental em diversos tipos de crivos. Embora as ideias
principais sejam elementares, é necessario incorporar argumentos analiticos para
obter estimativas mais finas. Desafortunadamente os métodos de crivos nao sao
poderosos o bastante para fornecer, por exemplo, niimeros primos em sequéncias
gerais.

Nesse contexto, Vinogradov (1891-1983), considerado um dos criadores da Te-
oria Analitica dos Numeros Moderna, inventou um novo método para aproximar
somas exponenciais

1<n<N

onde, como em todo o restante deste capitulo, e(«) := exp(2mia), f uma funcao
suave tomando valores complexos que é chamada de funcao de amplitude e N é
um inteiro positivo chamado de comprimento da soma.

Neste capitulo estudaremos uma variante do Método de Vinogradov usando
as Identidades de Vaughan e Formas Bilineares para estudar o comportamento
assintotico da soma

S uln)efan) (3.1)

n<x

o1
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Vamos comegar o capitulo, lembrando uma estimativa para Formas Bilineares sobre
segmentos diadicos usando a Desigualdade de Cauchy.

3.1 Formas Bilineares

O nucleo da Teoria dos Numeros Primos consiste na distribuicao dos ntimeros
primos em segmentos curtos, em progressoes aritméticas, em polindmios homogéneos
e em outras sequéncias esparsas semelhantes. Este territério se expande para os
corpos numeéricos, onde os ideais primos desempenham o papel de primos.

Agora gostaria de passar por um territorio diferente, aquele de problemas en-
volvendo numeros primos que dificilmente podem ser tratados pelos métodos das
L-fungoes (a teoria de L-fung¢oes normalmente é adequada para estudos envol-
vendo fungoes aritméticas multiplicativas). Estes métodos que vamos apresentar
em seguida sao baseados no conceito de Formas Bilineares. Considere a soma

Sp(x) =Y f(p).

psT

onde f é uma funcao aritmética definida em primos, nao necessariamente em todos
os numeros inteiros (certamente pode-se estender f a todos os inteiros arbitraria-
mente, porém uma extensao natural pode nao ser facil de ser feita). Ao estudar
a soma acima, para uma funcao f particular, é comum fazermos uso de outras
somas relacionadas a ela. Mas muitas vezes, nem a série de Dirichlet associada

> fmn,

nem a serie de Fourier

> fn)e(nz),

tém propriedades boas o suficiente para tirarmos as conclusoes que desejamos.
Entao procuramos relaciona-las com outras somas ou funcao dando lugar, de al-
guma maneira, as Formas Bilineares.

Para estimar Formas Bilineares comegamos olhando para somas duplas do tipo

\Il(oé’ﬁ) = Zzamﬁn¢(m>n)> (32>

onde o = (), B = (B,) s@o vetores em C™ e C", respectivamente e

® = (p(m,n)) (3-3)

é uma matriz de tamanho m X n com entradas complexas.
Dada ® o objetivo é dar estimativas nao triviais para V(q, ) véalidas para
vetores a e § arbitrarios, isto é, estimativas para a norma do operador representado
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pela matriz ®. Muitas vezes, uma tentativa de usar a estrutura especifica desses
vetores traz de volta uma imagem espelhada da situacao original. Assim é natural
a pergunta, qual é a vantagem de organizar as quantidades originais em Formas
Bilineares? Uma das chaves para esta resposta é que as sequéncias « e (3 sao
essencialmente independentes uma da outra e portanto o cancelamentos em V(c, )
é possivel, via as propriedades da matriz de coeficientes ¢(m,n).

Uma das estimativas, nem sempre a melhor possivel, é dada por

@ (a, B)I* < A%[lal |87, (3.4)

onde A = A(®) é a norma do correspondente operador linear e

> =D laml®, NIBIF =" 15l

A forma mais transparente de estimar ¥ («, ) é usando a desigualdade de Cauchy,
para isto escolha primeiro m estar na soma externa e n na soma interna obtendo

(e, ) <[Py | D Bud(m,n)| - (3.5)

Trocando a ordem do somatdrio obtemos

Z Z Bn¢(mv n) = Z Z Bnlgng Z ¢(m7 nl)q_b(mv n2)' (36)

m

Os termos onde n; = no, sao chamados de termos da diagonal, e note que eles nao
colaboram de forma determinante nos cancelamentos na soma interna pois além

de serem nao negativos
> lo(m,n)P,
n

sua a quantidade de parcelas é da ordem de da raiz do nimero de entradas da
matriz. Por outro lado, para a maioria de ny,ns fora da diagonal poderiamos
encontrar consideraveis cancelamentos na soma

Z (b(mv ”1)5(7”7 n2)7

por causa das variagoes independentes de sinal de ¢(m,ny), p(m,ny). Como se
organizar esta ultima, para explorar estes cancelamentos depende muito das ca-
racteristicas particulares de ®. A continuacao vamos explorar algumas destas
técnicas.
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3.2 Somas Tipo I e Tipo 11

Um dos grandes problemas em Teoria Analitica dos Numeros é, dada uma
funcao f : N — C, encontrar estimativas da soma

V=>"fp),

onde p percorre sobre os nimeros primos. Esta soma estd também intimamente
relacionada a

S =3 Am)f(n),

onde A é a fungao de Von Mangoldt. Note que S pode ser obtido a partir V'
tomando f(n) igual a f(n)logn, quando as contribui¢oes dos termos n = p” séo
pequenas. Mas, as vezes, na pratica é mais facil trabalhar com a soma S.

Se f é uma fungao suave com suporte compacto em R, podemos expressar S
em termos dos zeros de ((s), integrando — f(’(s)/{(s), onde f é a Transformada
de Mellin de f. Assim obtemos

S=F1) =Y f(=2n) =" flp),

n>0

para ver isto basta usar e uma generalizacao do Principio do Argumento
que ¢ dada pelo Teorema 3.6 da referéncia [5] .

Muitas fungoes aritméticas interessantes f : N — Z nao sao definidas em todos
os numeros reais, assim a formula anterior nao pode ser aplicada, em tais casos,
preferimos de usar a notagao sequencial, A = (a,) em lugar da funcao f(n) = a,.
Neste contexto, podemos apelar ao seguinte principio.

Principio de Aleatoriedade de Mobius

A funcao de Mébius p(n) muda de sinal “aleatoriamente”, desta forma para
uma sequéncia “razodvel” (isto serd discutido no préoximo capitulo) de nimeros
complexos A = (a,), a soma

M(A, x) = Z pu(n)ay,

n<x

¢é relativamente pequena devido ao cancelamento de seus termos.

Como mencionamos acima nao vamos dar ainda uma definicdo precisa de
sequéncias razoaveis, mas para tentar tornar intuitiva a discussao que segue suge-
rimos que o leitor pense neste momento sobre sequéncias “razoaveis” como sendo
aquelas que nao sao obtidas por construgoes muito rebuscadas. Na pratica, grande
parte das sequéncias que trabalhamos sao razoaveis, mas uma exce¢ao importante
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acontece quando se joga com pesos de crivos que conspiram com a funcao de
Mobius.

Veremos a seguir como o problema de estimar as somas citada acima pode ser
transformado no estudo de dois tipos de somas, e como estas podem ser analisa-
das com argumentos conhecidos em Teoria Analitica dos Niumeros. Esta decom-
posicao em duas somas ¢é parte essencial do Método de Vinogradov, que veremos
na préxima secgao.

Lembramos que alguns dos argumentos ao longo desta se¢ao nao serao dados
de maneira formal, j& que nosso objetivo aqui é expor as ideias essenciais usadas
no tratamento das somas do tipo S e dar uma nocao do Método de Vinogradov.

Seja A = (a,) uma sequéncia de nimeros reais, nao negativos. Defina

) = ZA(n)an (3.7)

n<x

Sabemos que, da Férmula de Inversao de Mobius

:Zu( log Z,u ) log d.
d

din din

Substituindo esta identidade em B.7 temos

Zu (log d) Aqg(z), (3.8)

onde

Ay(z) = Z Ay, (3.9)

n<x
n=0(mod d)
As quantidades Ay(z), bem como A4(x)logd sdo “razodveis” se a sequéncia a,
é também “razoavel”. Portanto, de acordo com o Principio de Aleatoriedade de
Mébius, esperamos que a contribui¢ao das parcelas com d’s muito grande em (3.8))
seja desprezivel, e assim a soma S(A, x) deva ser bem aproximada por

S(A, D, x) Zu (log d)Aqg(x) (3.10)

d<D

para D relativamente pequeno. Agora para d < D as quantidades A4(x) pode
satisfazer (em média)

Aa(w) = g(d)A(z) + ra(),

onde ¢g(d) é uma fungao multiplicativa com 0 < g(p) < 1 para todo p, A(z) =
Ai(z), e r4(x) o termo de erro, que é relativamente pequeno. Aqui g(d) repre-
senta a densidade da subsequéncia de elementos a, com n sendo divisivel por d.
Naturalmente assumimos que g(d) é multiplicativa, para usar a ideia intuitiva de
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que a divisibilidade por primos distintos sdo “eventos independentes” (isto nao é
exatamente certo em modelos mais fortes de crivos).
Escrevemos

==Y pd)(logd)g(d), R(D)= - u(d)(logd)ra(D)

d<D d<D
Substituindo estas defini¢oes em (3.10]) obtemos
S(A, D,z) = H(D)A(x) + R(D)

A funcao de densidade g usualmente satisfaz condigoes de regularidade (distri-
buigao sobre primos), assim existe o limite de H(D) quando D tende a oo, i.e.
H(D) — H(oo) =: H com

ZM (log d)g(d) (3.11)

Portanto, a discussao acima nos conduz a seguinte férmula assintotica
S(A,z) ~ HA(x), quando z — co. (3.12)

Embora nao se possa ignorar o termo de erro arbitrariamente, conjectura-se que a
féormula assintética acima seja verdadeira para sequéncias A = (a,) que aparecem
naturalmente. Esta férmula ja havia sido obtida por varios argumentos heuristicos,
por exemplo, pelo Método do Circulo (Veja [9], cap 20).

Claro, que a prova rigorosa desta expansao assintética é feita de maneira um
pouco diferente da apresentada aqui. O que deve ser resaltado é que a féormula
heuristica que aparece em , em vAarios casos naturais em que S pode ser
avaliada rigorosamente, nunca deixou de ser valida.

Vamos ver, usando as notagoes acima, o Método de Vinogradov de maneira
abstrata. Comecamos aplicando repetidamente o processo de inclusao-exclusao
para reordenar S(A, x) em somas de dois tipos

Si=> Y cyam (3.13)

d<D dn<x

= Z Z Bm'ynamm (3.14)

mn<z
M<m<N

que sao as chamadas somas do Tipo I e somas do Tipo II respectivamente, onde
Qdy B, Yo S840 nlmeros reais independentes (essencialmente limitados) e D, M, N
sao parametros adequados (nem pequenos nem grandes em relagao a x).

Observe que a soma do Tipo S; pode ser escrita como

=) agdi(z), (3.15)

d<D
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onde Ay é definido em [3.9]
Assumindo alguma regularidade na variagdao da sequéncia a, pode-se mostrar
que Ay(z) é pequeno para qualquer d < D devido a cancelamentos de seus termos.
A soma do tipo Sy pode ser vista como uma Forma Bilinear com coeficientes
Bm, Yn- Para obter estimativas é conveniente separar S, em Formas Bilineares
sobre segmentos diadicos

B(M,N) = Z B Z VO -

M<m<2M N<n<2N

Como na secao anterior, podemos usar a Desigualdade de Cauchy para encontrar
limitantes como segue

BN < (z W) S S il 3 s

Combinando os resultados para somas tipo S; e Sy podemos deduzir um limitante
para S(A, z) que é frequentemente forte. Na proxima segao fornecemos detalhes
do Método de Vinogradov em contextos particulares.

3.3 Método de Vinogradov

Nesta se¢ao, desenvolvemos uma férmula para somas sobre primos usando mo-
dificacoes das ideias originais de Vinogradov. Os argumentos sao de natureza
combinatéria e tém muito em comum com métodos de crivos. Defina (,(x) =
(1 +w(n,+/z))™! para 1l < n < x, onde w(n,/z) é o nimero de primos p|n com
p < y/x. Se n élivre de quadrados, temos

1 sen tem um fator primo < /x;
Z ﬁn/P(‘r) = { b \/_

0 sen é primo com /r <n < .
plnp<vz

De fato, para o segundo caso nao existe nenhum termo na somatoria, dai o resul-
tado € trivial. Para o primeiro caso, observamos que um inteiro positivo geral, livre
de quadrados, tem sua decomposicao em fatores primos dada da seguinte forma

n = piP2...pPr COM p; # p; para ¢ # j. Suponha que pi,p2,...,pr < /2 com
r < k, dai

T

Z Bn/p(x) = Zﬁplmpi—wiﬂ--.pr = Z(l + (7’ — 1>>71 = Z% =1.
i=1 i=1

pln.p<VE i=1
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Portanto para qualquer sequéncia de niimeros complexos A = (a,), denotando por
b : . .
> 7 a soma restrita a nimeros livres de quadrados, temos

b b b

Zan: Z Ay + Zb Ay, = Z a, + Z ap + Zb Ay,

1<n<gz 1<n<yz Vz<n<z 1<n<y/z Vr<p<z Vr<n<z
n#p
= > at D an Yy Bt Y an Y Bupla)
VE<p<e 1<n<yz  p<vz Va<n<z  p<yE
(n,p?)=1 pln (n,p?)=1 pln
b
= Dt Y Anl@)am
Vr<p<z p<V@,mp<e
(m,p)=1

Desta forma obtemos a seguinte igualdade

b b
DIRED BRI 3p SEREIN
Vi<p<e  1<n<z p<y/Empse
(m,p)=1
Seja P(z) o produto de todos os primos p < z com 2 < z < y/x. Aplicando a
identidade acima a subsequéncia de nimeros a,, com (n, P(z)) = 1, obtemos

b

b
dooa= D = Y Y Bul@)am (3.16)

Va<p<z l<nsz 2<p</T, mp<a
(n,P(z))=1 pim,(m,P(z))=1
A fim de chegar ao resultado que da o conceito do Método de Vinogradov, va-
mos estimar o erro que obtém-se ao retirar certas restricoes nas somas sobre os
elementos da sequéncia.
Nosso intuito é retirar a restricao a nimeros livres de quadrados e a condicao
ptm. O erro cometido ao negligenciar estes termos pode ser estimado usando a
Desigualdade de Cauchy por

1 1
2 2
Sl < (z w) z)
n<x
Vp>z,p2|n

< [JA(@)|Je222, (3.17)
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onde || A(x)|| é definido por

| A@)]] = (Z\an\2>

n<x

N

A isto acrescentarmos os termos a; e a, com p < 1/z e estimamos sua contribuigao,
usando novamente a Desigualdade de Cauchy, por

> ol < [JA(z)]]25. (3.18)
n<f

Em seguida, tiramos a condicao (n, P(z)) = 1. Para isso primeiro fazemos uso da
Formula de Legendre

> an= Y pld)Ad(x). (3.19)

n<T d|P(z)
(n,P(2))=1

Observe que este fato pode ser provado, lembrando a propriedade fundamental da
funcao de Mobius

Z an:Zan Z p(d) Z Za'n_ Z (d)Aa(z).

n<z n<a d|(n,P(2)) d|P(z) n<z d|P(z)
(n,P(2))=1 dln

Separamos os termos Ag(x) com d </ e estimamos os demais. Primeiro pela
Desigualdade de Cauchy, denotado por 7(n) a funcao divisor que é definido como
o numero de divisores positivos de n, segue que

Z [Aa(@)] < D) laan]

d|P(z dn<zx
d>\f d|P(2),d>v/T
1 1
(E ) (X0
dn<x dn<z
d|P(z),d>\/x d|P(z),d>\z
<A@ 323 rlan)”
dn<x
d|P(2),d>+/x

N|=

<[ A@)(zlog3z)z | > r(d)d!
d|P(2),d>\/T
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Vamos estimar agora a ultima soma que aparece no lado esquerdo da desigualdade
acima. Aplicamos o Truque de Rankin E| para o = 2¢ > ( como segue

Yoo rddt <a ) r(d)d T < [Ja+ 2

d|P(z),d>\/x d|P(z) p<z

< o H(l +p—1—5)2z35 < JZ_€C(1 +€)2z35

P

. 1 log x 9¢3

<z o 1+- =exp (— (1+logz)™,
€ log z

onde a ultima desigualdade vem do fato que ((s) < ﬁ para valores de s perto de
1 (veja Lema [5.4) no Apéndice), e a ultima igualdade vem da escolha ¢ = 1/ log 2.

Usaremos estas estimativas poder demonstrar o préximo teorema, que nos dara
uma ideia clara do Método de Vinogradov. Este método normalmente é usado para
estudar as somas exponenciais tipo Weyl, para maiores os detalhes veja [9], Sec¢ao
8.5, mas a variante que estamos interessados aqui, como veremos, conserva as
ideias originais deste método.

2,3¢

TEOREMA 3.1. Seja 2 < z < v/x. Para qualquer sequéncia de nimeros complezos

A = (a,) temos

> oa= Zu )Aa() — Z ﬁm ) D ampte(a 2)VallAd)]], (3.:20)

PST d|P(z (m,P(2))= mp<z
d<xf 2<p<y/T
; ‘ b, , .
onde P(z) € o produto de todos os primosp < z, >~ € a soma restrita aos nimeros

livres de quadrados, Aq(x) é definido poru |,8m )| <1 ee(z,2) (que também
depende de A) satisfaz

2 log x
le(z, 2)| < 7 + exp (—QIng) (log 3z)2". (3.21)

Demonstracao. Defina

b
1
(7,2) = = | D - Z Ad@)+ > Bula) > am
VAl | 4 _ mp<z
sz d|P(z (m,P(z))=1 P
d<f 2<p<VT

1Seja (a,) uma sequéncia de niimeros reais nao negativos, logo para todo a > 0 temos

E ap <% E apn® < a7 E anpn®

n>x n>x n>1

esta observagao é conhecida como “Truque de Rankin”.
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Vamos mostrar que &(z,z) assim definida satisfaz a condicao (3.21)) o que vai
concluir nossa prova. De fato, primeiro tomamos o moédulo na igualdade acima

b

‘E(ZB,Z)‘ \/_||-AH Za’p Z d)Ad( ) Z 5m($) Z amp

p<a d|P(z) (m,P(2))=1 mp<a
d</x 2<p<V/T

em seguida, separamos a soma dupla considerando os casos p|m e p{ m e usando
a equagao (3.16]), obtemos que a expressao do lado direito acima é igual a

1
me Z at Y Zﬁm )amy = Y pl(d)Ag(x

1<n<z 2<p<y/T, mp<x d|P(z)
(n,P(z))=1 plm,(m,P(z))=1 d<z

Dado que a soma sobre os numeros livres de quadrados é igual a soma sobre
todos os termos menos a soma sobre os termos nao livre de quadrados, temos que
expressao acima pode ser reescrita como

b
m St Y =Y at Y Bul@amy — S u(d)Adx)].
pP<VT

1<n<zx 1<n<zx z<p<y/x, mp<z d|P(z)
(n,P(2))=1  Vp>z,p?|n plm,(m,P(2))=1 d<vz

Usando a férmula de Legendre (3.19)), na expressao acima, obtemos que |e(z, z)| é
igual a

1 b
NG| dapt > pdAax) = D ant DD Bul@)am

p<VT d|P(z) l<n<z 2<p<V/@, mp<z
A>T Vp>z,p*|n plm,(m,P(2))=1

Agora mostramos como estimar cada parcela desta ultima expressao. Por exemplo,

usando a desigualdade (|3.18))

7y <Y an] < JA®@)||27.

p<\/w n<Vz
Além disso, segue da Desigualdade de Cauchy e da estimativa (3.17) que

M\»—‘

S oal< Y <A@z,

n<e n<e
Yp>2z,p%|n Yp>z,p%|n
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Por ultimo, usando a duas estimativas que aparecem acima do enunciado do
Teorema [3.1] temos

-

3 n(d)Au()| < [JA()]|(2 log 32)? (exp (‘%) " Hogz)geS)Q

d|P(z)
d>+\/z

. 1 _ log o
— | AG) | Tog 32) (exp ( 21ng)) (1 +log2)

< || A(2)| |2 (log 32)" (exp (_ log z )) |

2log 2

Observe que na soma dupla temos que, se p|m e n = mp entdo n nao é livre de
quadrados, dai a soma é nula. Aplicando a Desigualdade Triangular juntamente
com as estimativas acima obtemos o resultado desejado. O

OBSERVAGAO 3.1. Mais precisamente temos[3.20] com B,,(z) = (1 +w(m, v7)) 7!,
onde w(m,\/x) € o nimero de primos p|m com p < +/x, mas propositalmente
nao fizemos uso explicito desta expressao para enfatizar que isto ndao € necessdario.
A primeira soma no lado direito de ¢ do tipo S1 (veja com D = \/x),

enquanto a soma dupla do lado direito de 3.20| € da forma [3.14] com M = z e
N = /.

Portanto, vimos que o método de Vinogradov aplicado a somas sobre primos
permite expressa-la em fungao de somas do tipo S; e S5, as quais podem ser
estudadas pelas ideias descritas na se¢ao anterior.

Na proxima secao veremos as Identidades de Vaughan que junto ao método
estudado aqui permitird chegar ao objetivo deste capitulo, isto é, o Teorema de
Davenport.

3.4 Identidades de Vaughan

As Identidades de Vaughan sao algumas identidades encontradas por R. C.
Vaughan (1977) de muita utilidade em Teoria dos Ntimeros, por exemplo, ajudam
a simplificar o Método de Vinogradov para somas trigonométricas. Vale ressaltar
também que elas foram muito importante na demostragao do Teorema de Bombieri-
Vinogradov, que é considerado o teorema mais importante da teoria multiplicativa
de nimeros. A primeira destas identidades é dada na seguinte proposicao.

PROPOSICAO 3.1. Sejam y,z > 1. Logo para tudo n > z temos

An) = Y p(d)log 3 = DS uBAC) + Y D~ pBIA). (3.22)

bln beln beln
b<y b<y,c<z b>y,c>z
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Demonstracdo. Sabemos pela féormula de inversao de Mobius que

= Z 11(b) log b

bln

Portanto basta separar a soma acima nas parcelas onde b < y e b > y, onde
1 < y < n é arbitrario. Para obter a formula desejada basta trabalhar na parcela
onde b > y. Para esta soma podemos usar a identidade [I.2] e ficar com

> nb)logT = > u®) Y A = D D ub)Ale
bln bln oy be|n

b>y b>y b>y

Portanto

= ub)log T =" ub)log 3 + > p(b)log 3

bn bln bln
b>y b<y

=Y ub)log 7+ 3 D" ub)A(e
o e

=Y u®)log 7 + 3D uBAC) + 3D nb)A(
% . e

=Y ub)log T+ > Y ub)AC) ~ 3 D nb)AE)
“ e s

A 1ltima igualdade véem do fato que para n > z temos

DD A =D A Y ub) =D Aln) =

beln €<z b % n<z

c<z

]

Similarmente, existe uma identidade envolvendo a funcao de Mobius, estd é
dada na seguinte proposigao.

PROPOSIGAO 3.2. Sejam y,z > 1. Se m > max(y, z) entdo

DI NI IO (323)

belm belm
b<y,c<z b>y,c>z
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Demonstracao. Pela identidade de Mobius

S S ubule) = 3 ) S ple) = plm). (3.24)

belm blm ol

Decompondo a soma do lado esquerdo de (3.24) em quatro somas onde b < v,
b>y,c<z c>z temos

p(m) = Y u®)ule) + > pbule) + Y > pb)u(e) + Y > ulb)u(o).

belm belm belm belm
b<y,c<z b<y,c>z b>y,c<z b>y,c>z

(3.25)
Levando em conta que por hipdtese m > max(y, z) temos

DO uule) =D )Y ule) = p(m) =0.

be|lm blm o msy
b<y b<y

Assim, separando a soma do lado esquerdo da equacao acima, com as restri¢oes
c < zec> ztemos

S ulb)ate) = =30 S ub)nle)

belm belm
b<y,c>2 b<y,e<z

Analogamente podemos mostrar que

YO uule) = =>> ub)u(o).

bc|m bc|m
b>y,c<z b<y,c<z
Substituindo estas igualdades em (3.25]), obtemos o resultado desejado. n

3.5 Teorema de H. Davenport

As somas exponenciais desempenham um papel importante no desenvolvimento
da Teoria de Numeros desde Gauss, quando foram utilizados para provar a lei da
reciprocidade quadratica. Como obtemos uma soma exponencial? Consideramos
o seguinte problema: temos uma funcao f definida num conjunto finito A e que
assume valores no conjunto de inteiros nao negativos menores que um certo V.
Queremos medir, de alguma forma, que tao bem distribuidos estao os valores de
dita fungao. Diremos que os valores estao bem distribuidos se a funcao assume
cada possivel valor, aproximadamente o mesmo nimero de vezes. A chave estd em
que entendemos por aproximadamente, e como medir isto. Vamos ver um exemplo.
Na seguinte tabela, tomamos N = 12
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#{f(x) = n}

— =
o oo otk W~ OB
~J

Tabela 3.1

Para medir a distribuicao de uma forma quantitativa, dividimos a circun-
feréncia unitaria em 12 partes iguais, e atribuimos a cada subdivisao um “peso” cor-
respondente ao nimero de vezes que a funcao assume um dado valor, como vemos
na figura abaixo

Figura 3.1: No exemplo acima o valor 2 é assumido 9 vezes.

O vetor mostrado nesta figura ¢ a média de todos os vetores que ligam o origem
com cada uma das subdivisoes da circunferéncia, tomado com pesos indicado em
vermelho. Intuitivamente, quanto mais distribuidos os valores da fun¢ao, menor
seria o modulo do vetor média. Porém, o fato que o vetor média seja pequeno
nao ¢é suficiente para que os valores da funcao estejam bem distribuidos, pois se
os valores se concentram ao redor de dois pontos opostos, eles podem se cancelar,
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dando como resultado uma média pequena. Por outro lado, se distribuimos os
valores da funcao contando os pontos de dois em dois, a média obtida pode ser
grande. Por isso, para obter um conceito razoavel de boa distribuicao, precisamos
que o vetor média seja pequeno se distribuirmos os valores contando os pontos em
blocos de vérios tamanhos.

Como calcular o médulo do vetor média algebricamente? Para isso uma boa
ideia é usar os nimeros complexos. Os pontos marcados na circunferéncia unitaria
sao dados por £, 71 =0,1,..., N — 1 onde

¢ 271 2 w 2
—e — | =cos | — sen | —
XPp i i isen i

é uma raiz N-ésima da unidade em C. Se denotamos por (k) = £* para todo k in-
teiro e distribuimos os valores contando os pontos de cem ¢, ondec=1,2,..., N—1
o vetor média é dado por

#AZ#{xeA fla) =k} - (k) = # 72 vef ()

zeA

Este tipo de somas sao chamadas somas exponenciais. Se os valores da funcao
estao bem distribuidos, esta soma seria pequena em valor absoluto para todo c.
Por isso é bastante relevante encontrar cotas para tais somas.
Agora como um exemplo das numerosas aplicagoes do método descrito nas
secoes anteriores provamos a estimativa de H. Davenport para somas exponenciais.
Seja a« € R. Pelo Teorema de Aproximagao Diofantina de Dirichlet (veja o
Apéndice, Teorema existem inteiros a, g tais que
a

1
a——| < — com (a,q)=1. 3.26
i (a,q) (3.26)

Usando esta aproximagao, vamos deduzir uma cota para a soma

S(a;x) = Ze(an)u(n). (3.27)

nx

TEOREMA 3.2. Suponha que « satisfaz (3.26). Entao para x > 2 temos

S(a, 1) < (227 + ¢ 2z + x5)(log z)?, (3.28)
onde a constante implicada é absoluta.

Antes de apresentar a prova deste teorema, vamos mostrar alguns fatos sobre
somas exponenciais. Com o intuito de provar o Teorema vamos estimar a
soma exponencial abaixo, como segue: primeiro passo usamos a cota trivial, isto

Z e(an)| < Z le(an)| = Z 1=N

1<n<N 1<n<N 1<n<N
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Em seguida, observamos que se a = 0 a soma acima ¢é exatamente N. Por outro

lado, se a # 0

elam) — e(a(N+1)) —e(a) e(% +a) [e(%) — e(—%)]
2,4 ) e(3) — e(—5)

=y e(a) — 1 e(5
_ sen(ﬁaN)e (Q(N N 1>> '
sen(ma) 2
Definimos a fungao distancia ao inteiro mais préximo || - || : R — [0,1/2], como

segue

1 1
Jall = - |t - 5

Uma vez que a fungao inteiro mais proximo é peridédica de periodo 1 em R basta
entendé-la no intervalo [0, 1]. Note que |sen(wa)| = 2||«||, obtemos

Z e(an)

1<n<N

a ¢ Z.

sen(raN) ‘ < 1 1

<
sen(ma) | |sen(ma)| ~ 2|’

Portanto segue da estimativa trivial e da anterior que

S e(an)| < min (Nﬁ)

1<n<N
Tomemos, em seguida, um nimero real z(m) > 0, pela estimativa acima temos

que
Z e(amn)

1<n<N

1
<min|(N,— .
\mm<’mMm0

Agora, dado que a exponencial complexa tem moédulo um, segue que

. 1
Z Z e(amn)| < Z min <N,x(m),2|‘am“>. (3.29)

Im|<M [1<n<N |m|<M
n<z(m)

Nosso proximo passo € estimar a soma
X 1
E min [ N, —— | .
[l
Im|<M

Para isso, dividimos a soma sobre m em blocos de ¢ termos consecutivos (com
talvez um bloco incompleto). Observe que o nimero de tais blocos é menor ou
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igual que 1 + 2Mq~'. Vamos mostrar primeiro como obter a estimativa em um
dos blocos. A soma restrita a um bloco é dada por

> i (N ).
= lac(my +m)|

onde my é o primeiro inteiro pertencente ao bloco. Da condicao [3.26|e do fato que
0 < m < q segue que

am 1
a(m;+m)=am +—+0 (—) :
q q
Como m percorre de 0 a ¢ — 1 e (a,q) = 1, o ntimero am atravessa o conjunto
completo de residuos mod ¢. Pondo am = r(mod ¢) a soma sobre o bloco pode
ser reescrita como

. 1
2 min (N’ H<r+b>/q+0<1/q>u) |

onde b é o inteiro mais préximo de gam;. Existe uma quantidade finita de valores
de r na soma para os quais a segunda expressao no minimo ¢ maior ou igual a NV,
aqueles para os quais o minimo residuo absoluto é pequeno. Para estes, devemos
tomar /N como o valor de aquele minimo. Para os outros valores de r, se [ denota
o minimo residuo absoluto de (r + b)( mod ¢) temos

b 1 z
It +0(—>H>>—.
q q q

Portanto a soma acima satisfaz

q/2

) 1 q
2 min (N’ r|<r+b>/q+0<1/q>u> <N+

=1

Usando as cotas estabelecidas acima, encontramos uma estimativa para a soma
sobre todos os blocos, que é dada por

: 1 -1 -1
Z mm(]\f,w> < (1+2Mgq )(N—I— Z ql )

1<I<q

=N+2MNqg ' +(2M +q) Y 17!

1<i<q

< N+2MNg '+ (2M + q) logq.

A ltima desigualdade devido ao fato que

©dt
Z l_lé/ — =loggq.
R

1<i<q
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Portanto

1
> min (N, —) < (M4 N+ MNqg™' + q)log2q. (3.30)
o 2[|aml|

Similarmente para x(m) = x/m encontramos uma estimativa seguindo os mesmos
passos dados acima (considerando separadamente o caso em que 1 < m < ¢g/2 e
seu complementar no intervalo [1, M]), isto é

1
Z min (£ —) < (M +xq " + q)log 2qz. (3.31)

m’ 2||aml|
1<m<M

Juntando todas estas cotas obtemos o seguinte lema.

LEMA 3.1. Para qualquer nimero x(m) > 0 temos

Z Z e(amn)| < (M + N+ MNg ' + q)log 2q, (3.32)
Im|<M [1<n<N
n<z(m)
Z Z e(amn)| < (M + zq~" + q) log 2q. (3.33)
1<m<M |[mn<x

Demonstrac¢ao. Para provar (3.32), simplesmente basta usar as estimativas ((3.29))

e (3.30). Enquanto a prova de (3.33)) segue diretamente de (3.29)) e (3.31)). ]

Agora, vamos procurar cotas para formas bilineares gerais, como

B(xz;N) = Z

N<n<2N

Z Yme(amn)

mn<z

onde 7, sdo nimeros complexos com |7,,| < 1. Usando a Desigualdade de Cauchy

B%:;N)g( 3 1) 3 (Z ’yme(amn)>2

N<n<2N N<n<2N \mn<x

<N S bl | Y elamun)elaman)

1<mi<mo<z/N N<n<2N
nmo<x

< 2N ZZ Z e(a(my —ma)n)|.

1<mi<mao<z/N | N<n<2N
nmo<T
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Vamos aplicar (3.32) com M = %, a soma do lado direito da desigualdade acima
para obter

2N Z Z Z e(a(my —mo)n)| <K (£ + N+ 2 + q)x log 2q.

1<mi<mae<z/N |[N<n<2N
nmo<x

desta cota deduzimos o seguinte resultado.

LEMA 3.2. Para quaisquer nimeros complexos u,, B, com |ay,| < 1, |B.] < 1,
temos

zm:n; QpBne(amn) < (% + % + g +q)zz2(logz)>. (3.34)
m>M;L>N

Demonstracao. Pela desigualdade de Cauchy e pela estimativa anterior temos

S antelamn) < (X 18 XY lamonlx

mn<zx N<n<z/M M<mi<mo<z/N
m>M,n>N

X Z e(a(my — mg)n)
N<n<z/M
nmo<x

<z ZZ Z e(a(my —ma)n)

M<mi<me<a/N N<n<z/M
nmo<x

<<(— 7 - )1
+ + — 4+ q)zrlog2q.
Vi N q g 2q

Notando que 2¢q < z para x suficientemente grande, basta tomar a raiz quadrada
para obter o resultado desejado. O]

Passamos agora a demonstracao do Teorema (3.2

Demonstracao. Pela Identidade de Vaughan

An) = Y pd)log 3 = 3 D" pBIACQ) + D - u(b)A).

bln be|n beln
b<y b<y,c<z b>y,c>z
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Substituindo esta identidade na soma S(a;z) temos

S(a;z) = Z e(an)A(n)

n<a
—Z an) [Zu log = > ub)Ae) + ZZu(b)A(C)]
- ey -
= Z Ze(an),u(b) log% — Z Z Z e(an)u(b)A(c
" :‘SZ " bszc/lzéz

+ Z Z Z e(an)u(b)A(c

n<T ben

b>y,c>z
= Z Ze(alm)u(m) logl — Z Z Ze(almn)/\(n)u(m)
—l—ZZZealmn J(m )+O( )
oA

2 . . . 214 .
Escolhemos M = N = x5 e estimamos a s duas primeiras somas da tultima igual-
dade acima aplicando (3.33]), o que nos fornece

ZZe (adm)p(m)logl| < Z

Im<x m<M
m<M

Z e(alm)logl| <

Im<x

log x Z

m<M

Z alm‘

Im<x

< log :1:($% + 2q~ " + ) log 2qx

< (25 +2¢7" + ¢q)(log )%

Da mesma maneira a segunda soma podemos estimar como segue

ZZZQ(le”)A(H)M(m) < Z Z e(admn)A(n)

Imn<x m<M |lmn<z
m<Mn<N n<N
< logz E E e(almn)
m<M |mn<zx

< log x(x% +2q " + q)log 2qx

< (:L'% +2q "+ q)(logz)*.
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Para estimar a tltima soma de S(a; ), vamos transforma-la numa Forma Bilinear
e assim aplicar o Lema |3.2] Para isso fazemos a mudanca de variavel in = k e
definimos ¢(k) como segue

(k)= An)<) An)=logk.

nlk,n>N nlk
k>N

Desta forma c¢(k)/logk < 1, e aplicando [3.34] temos

SUNTS etatmn)Amyum)| = 1333 e(amk)A(n) u(m)

Imn<z mk<z,k>N
m>Mn>N m>Mn>N,n|k

I3 X Am | etamb)utm)

mk<z n>Nnlk
m>M,k>N

= logx ZZ 1Z(§2€e(amk)u(m)

mk<x
m>M, k>N

< (25 + 2" + q) 222 (log ).
Juntando as estimativas para as trés somas acima obtemos
4 3 % 1
S(a;x) < (mg +aq !t + q> (logz)? + <x3 +aqg 4+ q) z2(logz)?
< (q%x% + q_%x + m%> (logz).
Isto conclui a prova. O

Levando em conta as mesmas ideias da demostracao acima, mas usando a Iden-
tidade de Vaughan para a fungao de Mcbius em lugar da funcao de Von Mangoldt,
obtemos o seguinte resultado.

TEOREMA 3.3. Suponha que « satisfaz (3.26). Logo para x = 2 temos

1
Z p(m)e(am) < (q%x% tq 74 x%> * 22 (log x)t. (3.35)
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Neste parte do trabalho vamos lembrar a resultado obtido no capitulo anterior.
Pela observagao [2.1] do Teorema do Nimero Primo Generalizado temos

B

:ZAf(n) :Tx—zﬁ—;—i—O( q(f)xexp( 2d4\/@>>

n<x

Assim para um carater primitivo de Dirichlet y médulo ¢, sabemos que sua L-
funcdo é de ordem 1 (y é completamente multiplicativo). Além disso, é bem
conhecido que se x é nao trivial entdo L(x,s) é inteira e caso contrario ela tem
um polo simples em s = 1 com residuo 1 (veja o Apéndice, Teorema Portanto
temos que

ZX = 0,& — x;X <\/_:L‘ exp (——@)) (3.36)

onde d, = 1 se x é o caracter trivial e, d, = 0 caso contrario.

Na sequéncia vamos ver um teorema que nos permitird tirar a parte principal
da estimativa acima. Nao apresentaremos aqui a demonstracao deste importante
resultado devido a tecnicalidade envolvida em sua prova (para maiores detalhes,
veja 9], pag. 122 e 123).

TEOREMA 3.4 (Siegel). Para qualquer cardter de Dirichlet real x mddulo q, temos

para qualquer € > 0, com uma constante c(e) > 0 dependendo sé de €. Se e < % 0
valor explicito desta constante nao é conhecido.

Um resultado de muito interesse para nosso estudo se deduz diretamente do
teorema anterior, mais explicitamente, temos a seguinte estimativa.

COROLARIO 3.1. Para um cardcter primitivo de Dirichlet x modulo q > 2, temos

ZX < qz(logz) ™, (3.37)

p<T

> x(n)p(n) < az(loga) (3.38)

n<x

para todo A > 0. A constante implicada depende sé de A.

Demonstracao. Dado que o caracter é nao trivial temos em que 9, = 0.
Além do mais, do Teorema de Siegel acima tem-se que o zero excepcional é uni-
formemente limitado entao o segundo termo do lado direito de ¢é limitado
por z/(logz)* com A > 0, desta forma temos

ZX ) < gr(logz) ™,

n<e
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Agora observe que

> x(p)logp+ D x(M)logp=> x(n)A

pPST pk<a,k>2 n<x

Podemos estimar a segunda soma do lado esquerdo da equagao acima, como segue

Y. x(Mlogp| < Y logp< Y logp < Vrloga.

pk<z,k>2 pk<z,k>2 p</T

Juntando as estimativas acima temos

ZX logp<<(1\/_> ++/xlogx.

pP<T

De esta forma obtemos a seguinte cota
Z x(p)logp < /qz(logz) ™. (3.39)
P
Finalmente fazendo uso da Férmula de Abel, temos
dt
ZX Ylogp = longX 2)log2 — ZX .
pPsT psT p<t
Desta ultima igualdade e da equagao segue que
ZX Ylogx < \/qr(logz)™* + .
p<T

Se dividimos por log x e redefinimos a constante A, obtemos |3.37]
Agora vamos provar [3.38 Para isso escrevemos

D x()+ ) xmp(n)=1—=> x(mu(m) > x(p),

p<zT n<x l<m<zx pm<p<z/m

onde p,, representa o maior divisor primo de m.

Seja r > 0 o nimero de divisores primos de m. Pelas restricoes que aparecem
na soma interna do lado direito temos que m'/" < p,, < /m, assim m < x7/"+1),
Portanto usando a estimativa [3.37 a soma interna sobre p satisfaz

> xlp) < % <log %) -

P

m
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Observando que logm < 25 logx segue que logz < (r + 1)log ;- e dado que
(r+1)* < 2" = g(m) concluimos que

>0 o VT (i)<m

m \logx m(log x)

Finalmente, somando sobre m obtemos a estimativa (3.38) com um fator extra
(log z)?, reescrevendo A obtemos dito resultado. O

Usando as somas de Gauss podemos obter estimativas para a correlacao da
fungdo de Mobius com caracteres no grupo aditivo (Z/qZ)* de classes residuais
moédulo m. Usando ((5.3)) e as relagdes de ortogonalidade dos carédteres temos

S utme () = S utm)—s 3 xdamyr(x)

m<z m<z T(mod )
m;u m 3 o) 3 e (%)
- 3 utmn(m) 3 (%) PIRTL
- 5 wmx(m)olo) (%)
= 3 i (%)

Portanto usando a estimativa (3.38)) obtemos

> u(m) ( ><<q:c(log:c) A, (3.40)

m<x

Agora seja o um numero real. Pelo Teorema da Aproximacao Diofantina, dado
() > 1 existe um nimero racional a/q com (a,q) =1, 1 < ¢ < @ tais que

< —. (3.41)
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Usando novamente a Férmula de Abel, temos

S o~ S (2o

m<x m<x

:e(m_—)zu (5) e e-3) ()

m<x

(oo (7)) (=) (o)

Portanto usando ([3.41]) obtemos a seguinte desigualdade

o< (+25) [ ()

m<z m<y
para algum 1 < y < z. Usando a estimativa , na desigualdade anterior
obtemos

)

> u(m)e(am) < (1 + 2(}%) (¢ y (logy)~)

m<x

< (q + %) z(log ) 4. (3.42)

parax >2e A > 0.

Finalmente, usando o fato que ¢ < @), podemos estimar a soma ({3.1]) como segue:
Primeiro separemos a soma em questao em dois casos.
Primeiro caso: se ¢ < zQ! da estimativa ([3.42)) temos

Z p(m)e(am) < (q + %) 2(log z) >4

m<zx
< Q"2 (logx) 4.
Segundo caso: se Q! < ¢ < Q do Teorema [3.3] m segue que
Z,u (am) < (q2x% 4+ q 2 +x5) 227 (log z)*

m<zx
< Qizi(logz)" + 219 (log )",
Portanto somando estas estimativas obtemos
Z p(m)e(am) < Q' a?(logx) 5 + Qiz (log z)* + 270 (log 2)*.
m<zx

Fazendo a escolha @ = z(logx)™*4, temos o seguinte resultado, que torna-se o
teorema principal deste capitulo.
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TEOREMA 3.5. Para qualquer nimero real o e x > 2 temos

Z p(m)e(am) < x(logz) . (3.43)

m<zx
para todo A > 0, onde a constante na expansdio assintotica so depende de A.

Como falamos anteriormente, esta estimativa foi provada pela primeira vez em
1937 por H. Davenport (|6]), mas fazendo uso de outras ferramentas da Teoria
dos Numeros, ja que a demonstracao apresentada aqui faz uso de métodos nao
existentes naquela época.

No préximo capitulo, vamos estudar a ortogonalidade de Mobius de um ponto
de vista diferente. Com os resultado obtidos nela a ortogonalidade da fungao com
a fungao constante igual a um (equivalente ao TNP) e o Teorema de Davenport se
tornarao casos particulares.
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Capitulo 4

Aspecto Dinamico da Funcao de
Mobius

No capitulo anterior, apresentamos o Principio de Aleatoriedade de Mobius.
De uma maneira informal, ele diz que a funcao de Mobius nao esta correlacionada
com nenhuma sequéncia &(n) chamada de, naquele momento, “razodvel”. Por nao
correlacionada entenderemos

> u(n)é(n) =o (Z If(n)l> : (4.1)

n<z n<T

O objetivo deste capitulo é ver alguns aspectos do Principio de Aleatoriedade
identificando o que entendemos por sequéncias “razoaveis”. Com objetivo de defi-
nir este conceito, poderiamos usar as ideias e notagao de complexidade computaci-
onal. Isto é, £ é “razoavel” ou de baixa complexidade se é de classe polinomial P,
ou seja, cada valor de £(n) pode ser calculado em O((logn)?) passos para algum
B = B().

Isto nos leva a questionar se ;4 € P. Esta é uma pergunta interessante, mas
sua resposta ainda permanece em aberto. Supondo que pu € P, temos uma fungao
£(n) € P para o qual o Principio de Aleatoriedade nao é satisfeito. Para ver
isto, basta definir a funcdo dada por £(n) = —1 se n é primo e zero caso contrario.
Entao é um resultado recente que £(n) € P, veja [1]. Além disso,

oY ntn) = £ S et~

n<T n<T

Esta observacao, mostra que o ponto de vista de complexidade computacional nao
é a nocao correta para formular-se o Principio da Aleatoriedade de Mobius ou
i — aleatoriedade.

Portanto temos que procurar outro ponto de vista para estudar este conceito
de aleatoriedade. Sera mais conveniente para nossos propdsitos trabalhar com

79
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sequéncias £(n) limitadas e estudar um caso particular desta aleatoriedade, a cha-
mada de ortogonalidade, lembramos que isto é

S uln)(n) = ofa) (4.2)

n<e

Neste contexto vimos nos capitulos anteriores que as fungdes £(n) = 1 (equivaléncia
do TNP) e £(n) = e(an) (Teorema de Davenport) satisfazem a ortogonalidade com
a funcao de Mobius. Do mesmo modo, existe um resultado devido a Wirsing que
diz que se £(n) é real, multiplicativa e —1 < £(n) < 1, entdo £ e ortogonal a y se,
e somente se, a série de coeficientes nao negativos sobre primos

Z 1+&(p)

» p

diverge, veja |21]. Por outro lado, se substituimos &(n) por £(n + a) ou mais
geralmente por £(n + a1)é(n+ az)...&(n+a;) com 0 < a1 < az < ... < a, entdo
a ortogonalidade com p ainda estd em aberto. Por exemplo, as correlacoes locais
de 1 consigo mesma, isto 6, > u(n + ar)pu(n + ag) -+ p(n + ap) com ay,...q
como acima. Este fato inspirou a seguinte conjectura devido a Chowla.

CONJECTURA 4.1 (Chowla). Sejam 0 < a1 < as < ... < a; € ky,ko,...ky em
{1,2} nao todos pares, entio quando N — oo temos

Z pFr(n + a)p’ (n +ay) ... (n 4 a;) = o(N).

n<N

A conjectura de Chowla parece uma afirmacao de que, para n escolhido ale-
atoriamente entre 1 e x. As “varidveis aleatérias” p(n + 1),...,u(n + k) sao
assintoticamente independentes entre si, quando x — co. Mas isto nao é bem for-
mulado, j& que por exemplo, os “eventos” u(n) =0 e u(n+4) = 0 tem uma forte
correlagao entre si, basicamente devido a ambos serem fortemente relacionados
ao “evento” de n ser divisivel por 4. Uma interpretacao mais precisa da conjec-
tura é que as “varidveis aleatérias” u(n + 1),..., u(n + k) sdo, assintoticamente,
condicionalmente independentes par a par.

Veremos mais a frente que existe uma forte relacao entre esta conjectura e o
Principio de Aleatoriedade, mas especificamente o caso da ortogonalidade.

Passamos a apresentar agora o ponto de vista dinamico introduzido por Peter
Sarnak, que ajudara na procura do formalismo para o Principio de Aleatoriedade.
Por 1ltimo veremos também a conhecida conjectura de Sarnak.

4.1 Fluxos - Entropia Topolégica

DEFINIGAO 4.1 (Fluxo). Um fluzo F, é um par F = (X, T), donde X é um espago
topologico compacto, e T : X — X uma aplicacdo continua. Se existe um x € X
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e uma fungio f € C(X) tal que &(n) = f(T"x)p>1, dizemos que £(n) e realizada
pelo fluzo (X, T).

Note que uma sequéncia dada pode ser realizada por muitos fluxos. Vejamos
isto no seguinte exemplo.

EXEMPLO 4.1. Seja £(n) uma fungdo aritmética que assume valores num conjunto
finito A C R. Denotemos por Q = AN o espaco de configuracies de & com a
topologia produto. Como A € finito (logo compacto) seque do Teorema de Tychonoff
que § € compacto. Seja T : Q — Q a aplicagao deslocamento definido por

T(l’l,.ﬁlﬂ'g, .. ) = ($2,.I'3, .. )

Sejam £ = (£(1),£(2),...) € Q, f = m (projecdo na primeira coordenada) e para
k € A arbitrdrio seja x = (k,§) € Q2. Entao

T(x)=¢ T'z)=(En),&n+1),...) = f(T"(x)) = &(n).

Assim & € realizada pelo fluzo (Q,T). Também existe outra realiza¢ao de & medi-
ante o fluro Fg = (X¢,T), onde X¢ € o fecho em Q da drbita de & determinada

por T, isto €, X¢ = {Tjg}j:mw, e aplicacao continua € a restricao de T ao fecho
da orbita.

Note que se £(n) ¢ realizada pelo fluxo F' e n(n) por G logo £(n+ a)n(n +b) é
realizada pelo fluxo produto F' x G = (Xp x X¢,Tr x T¢).

Para medir a complexidade de um fluxo F', consideramos a Entropia To-
poldgica h(F'), introduzida por Adler (1965). Para nosso propdsito sera suficiente
considerar este conceito em espacos métricos devido a Bowen.

Sejam (X, d) um espac¢o métrico compacto e T': X — X uma fung¢do continua.
Definimos para cada n natural uma nova métrica sobre X da seguinte maneira:

dy(z,y) = max {d(T"(z), T(y)) : 0 < i <n}.

Usando esta métrica faremos algumas definicbes que vao ser importantes para a
definigao de Entropia Topolégica. Observe que se (X, d) é um espaco métrico entao
a topologia induzida por d,, em X ¢é mais grossa que a topologia induzida por d.
Logo se (X, d) é um espago métrico compacto entao (X, d,) também é um espago
métrico compacto.

DEFINIGAO 4.2. Sejam n um nimero natural, ¢ > 0 e¢ X um espaco métrico
compacto. Um subconjunto Y de X de diz (n,e€)-separado com respeito a funcgdo
T se para qualquer x,y € Y, x # y tem-se d,(x,y) > €. Denotemos por

N(n,e) = max{#Y : Y € (n,¢)-separado com respeito a T'}.
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DEFINIGAO 4.3. Seja (X, d) um espago topoldgico compacto. F = (X, T) um fluzo,
entao a Entropia Topologica é definida por
h(F) = lim lim sup M.
=0 nooo n

Observe que X é compacto, logo N(n,e€) é finito, assim o limite que aparece
acima expressa o crescimento exponencial médio de subconjuntos “distinguiveis”
por T

Existem outras definicoes de Entropia Topoldgica, devido a Adler e Dinan-
burg. No que segue apresentamos estas definicdes e mostramos que todas elas sao
equivalentes.

A defini¢ao dada por Adler é a seguinte: dados (X,d) um espago métrico
compacto, € > 0 e n € N considere uma cobertura de X:

Y={AC X :diamy,(A) =€ e A é aberto}.

Como (X,d,) é compacto podemos encontrar uma sub-colegao finita Ay, ..., A,
que cobre X. Denote por S(n,€) o menor r € N tal que Ay, ..., A, é uma cobertura
de X. Defina h(F, €) por

1
h(F,¢) := limsup — log S(n, €).
n—oo 1

Observando que a funcdo € — h(F, €) é monétona ndo-crescente podemos garantir
que existe o limite

heoo(F') := lim h(F€).

e—0
A definigao dada por Dinanburg é como segue. Um subconjunto Z C X é chamado
de conjunto (n,€)-gerador se para todo = € X existe z € Z tal que d,(z,2) < €.
Em outras palavras, X = U,czBy, (z,€). Seja

M(n,e) = min{#Z : Z é (n,¢)-gerador}

entao por argumentos semelhantes dados acima existe

o 1
hyer (F) = 11_{% hgl_?ogp - log M (n, €).

OBSERVACAO 4.1. As definigcoes acima podem ser dadas de forma semelhante para
fluxos continuos ¢ = ¢;.

Note que as trés definigoes apresentadas acima estao relacionadas a mesma
ideia. A Entropia Topolégica indica se o crescimento do nimero de érbitas que
se distinguem ao longo de um tempo finito (arbitrario) cresce exponencialmente.
(caso h(F') > 0).
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Vamos mostrar agora que as trés defini¢oes de entropia coincidem. Se um
conjunto Y um conjunto (n, €)-separado cuja cardinalidade é exatamente N(n, ¢)
dizemos que Y é um subconjunto (n, €)-separador maximal. Note que tais conjun-
tos sao (n,€)-geradores. De fato, suponha por absurdo que existe um = € X tal
que, para todo y € Y temos d,(x,y) > e. Entao Y U{z} é um conjunto (n,e¢)
separador e isto contradiz a maximalidade de Y. Portanto M (n,€) < N(n,¢€), logo
hger (F) < R(F). Por outro lado, para todo € > 0 temos N(n,e) < M(n,€/2).
Portanto

1 1

h(F) = limlim sup — log N (n, €) < limlimsup —log M (n, €/2) = hye,(F).
=0 psoco N =0 psco N

Observamos que S(n,2¢) < M(n,e€), pois o diametro de uma bola de raio € é

menor ou igual que 2¢ e assim qualquer cobertura por bolas de raio € é uma

cobertura por conjuntos de diametro menor ou igual a 2¢. Note também que
S(n,2¢) < M(n,e) < S(n,e/2), desta forma

1 1
heob(F') = lim lim sup — log S(n, 2¢) < limlim sup — log M (n, €) = hyer (F).

=0 p 500 N =0 psoo N

1 1
TS 1 < Tl 1 _ .
hger (F) 11_1}1(1) hin_)solip - log M (n,e) < 11_1}1(1) hglj)lip - log S(n,€/2) = heop(F)
Isto prova a afirmagao. Vamos na sequéncia dar um exemplo simples do calculo da
Entropia. Advertimos porém que mas na maioria dos casos o calculo da Entropia
nao é facil de ser realizado.

EXEMPLO 4.2. Consideremos o fluro definido por T, sendo T uma isometria e
um espago métrico (X,d) compacto. Entdo temos que d,, = d e assim N(n,e) =
N(1,¢), isto €, N(n,€) nao depende de n. Portanto

logN(1,¢e) 0
— =0

h(F) = lim lim sup
=0 nooo
A proxima proposicao estabelece a razao do nome de Entropia Topoldgica. Isto
é, porque a entropia depende unicamente da topologia, apesar de ter sido definido
usando a estrutura métrica do espaco.

PROPOSICAO 4.1. A Entropia Topoldgica nao depende da métrica escolhida. Se
duas métricas induzem a mesma topologia entao a entropia do fluro € invariante.

Demonstrag¢ao. Considere duas métricas d e d’ que induzem a mesma topologia.
Para € > 0, defina

d(e) = sup {d'(z,y) : d(z,y) < e},
z,yeX
Ja que d e d’ induzem a mesma topologia em X tem-se que §(e) — 0 quando € — 0.

Se U é um conjunto tal que d,(z,y) < € para todo z,y em U, entdo sup (d, (z,v))
z,yelU
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é menor ou igual que 0(¢). Logo, se Y é um conjunto (n, €)-gerador minimal, na
métrica d,, entdao Y é um conjunto (n,d(€))-gerador com a métrica d,. Portanto
temos que

1 1
lim limsup —log M (n,d(e)) < lim lim sup — log M (n, €).

5(6)=20 pnooo N =0 pooo N

O mesmo argumento, trocando as métricas d e d’ nos fornece a desigualdade oposta.
Isto prova o resultado. O

Em seguida, vamos ver um resultado que relaciona a Entropia Topoldgica de
um fluxo composto com uma fungao continua sobrejetora e a Entropia do fluxo
original, devido a Bowen.

X = {T*a,),k >0} e f(T*(a,)) = ary1, k = 0 (como no exemplo . Se (ay)
¢ realizada por outro fluro (Y, o), entio h(Y,o) > h(X,T).

TEOREMA 4.1. Seja (a,,) uma sequencia limitada, realizada pelo fluzo iX, T), onde

Demonstracao. Dado que (a,,) é realizada por (Y, o), existem uma fungao continua
g:Y — Ceum ponto y € Y tal que a, = g(¢"(y)). Denote Y = {o"(y),n > 0}
o fecho da érbita por o para o ponto y € Y. Logo (a,) é realizada também pelo

fluxo (Y, o). Considere o seguinte diagrama comutativo
Y
:
X

onde h é uma funcao continua sobrejetora definida como segue

—y
lh
T

HX

Temos que h(y) = (an)ns0 € X € h(z) = (anik)ns0 € X, dado que X é compacto
segue que h(z) € X.
Portanto h(Y,o0) > h(Y,0) > h(X,T). O

Furstenberg teve a ideia de estudar £(n) como o tempo de retorno de um
sistema dinamico. Assim podemos entender o conceito, que até agora era informal,
de sequeéncia “razoavel”usando a ideia de Entropia Topoldgica. Na proxima secao
apresentaremos esta ideia, assim como uma nova forma de enunciar o Principio de
Aleatoriedade de Mobius, mais precisamente o caso da ortogonalidade.
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4.2 Conjectura de Sarnak

DEFINIGAO 4.4. Um fluro F € deterministico se h(F) = 0. A sequéncia &£(n) €
deterministica se ela € realizada por algum fluxo deterministico.

Agora vamos ver um resultado que mostra que a funcao de Mobius é em algum
sentido aleatéria.

TEOREMA 4.2. A fungdo de Mébius p(n) é nao deterministica.

Demonstragdo. Sejam X = {—1,0, 1}, T a aplicagao deslocamento em X, w =
(u(1), pu(2),...) € X. Defina

Xy ={T'(w)};50 € X

Entao M = (X, Thr) é um fluxo de Mobius, onde Ty, é a aplicagao T restrita a
XM.

Agora considere n = (p?(1),p(2),...) € Y = {0,1}V. Se definimos Yy =
{T9(n)} 50, obtemos o fluxo S = (Ys,T5s), conhecido como o fluxo livre de qua-
drados.

Podemos munir aos conjuntos {0,1, —1} e {0, 1} da topologia discreta na qual
sao compactos e usar o Teorema de Tychonoff para garantir que os conjuntos X e
Y sao compactos.

O fluxo S é denominado livre de quadrados, pois as componentes de 1 sao zeros
e uns, dependendo se o valor na posi¢ao n é ou nao livre de quadrados e, o ponto
importante e que S é um fator do fluxo M, no seguinte sentido.

Considere a fungao 7 : Xy — Ys, dada por 7(xq,2,...) = (2%,23,...). Note
que m(w) = n, m é continua e sobrejetora, e além do mais o diagrama abaixo é

comutativo

Ty
Xy — Xy

YST)YS

Para calcular a entropia do fluxo S. Usamos em Yg a métrica dada pela res-
tricao da métrica d : {0,1}N x {0,1} — R definida por d(z,z) = 0 para todo
z € {0,1} e para z # y € {0,1}" por

1
d(z,y) = o onde n = min{i € N: z; # y;}.

Note que a métrica definida desta maneira induz a topologia produto em Yj.
Podemos provar que a Entropia Topoldgica de S é dada por

h(S) = log 2%,
T
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usando a ideia de conjuntos admissiveis (veja [13]).

Agora como S é um fator de M temos que h(M) > h(S) = log25, logo
h(M) > 0 e p(n) é ndo deterministica. Além disso, observe que qualquer outro
fluxo que realize u(n) (pelo teorema |4.1)) também é ndo deterministico. O

Com objetivo de apresentar a Conjectura de Sarnak, vamos dar a seguinte
definicao.

DEFINIGAO 4.5. A fung¢ao de Mébius p é ortogonal a um fluro F' se é ortogonal a
todas as sequéncias £(n) realizadas por F', isto é,

> un)E(n) = o(x).

n<x

Finalmente temos a conjectura de Peter Sarnak que tambem é conhecida como
Lei da Aleatoriedade de Mobius.

CONJECTURA 4.2 (Lei da Aleatoriedade de Mobius). A funcao de Mdobius p é
ortogonal a qualquer fluro deterministico limitado, isto €, p € ortogonal a qualquer
sequencia & deterministica limitada.

A Lei da Aleatoriedade de M6bius é satisfeita para um grande ntimero de fluxos,
por exemplo, podemos mencionar alguns deles:

1. Se F' é o fluxo trivial (isto é, s6 um ponto) a lei de aleatoriedade é equivalente
ao Teorema dos Numeros Primos (veja capitulo 2).

2. Se F' ¢ finito (X finito) a lei de aleatoriedade é essencialmente o Teorema
dos Numeros Primos para Progressoes Aritméticas.

3. Se F' é arotagao do circulo (Xr = R/Z e Ty = x+ «) a lei de aleatoriedade
pode ser provado usando o Teorema de Weierstrass E| e o Teorema de H.
Davenport (veja capitulo 4).

A distribuicao das érbitas em um fluxo deterministico geral pode ser bastante
irregular e o leitor pode ser um pouco cético quanto a validade da Conjectura de
Sarnak. No entanto, o proximo resultado mostra que ela ¢ pelo menos tao realista
quanto a Conjectura de Chowla.

TEOREMA 4.3. A conjectura de Chowla tmplica a conjectura de Sarnak

Vejamos primeiro um resultado que nés vai ajudar na prova do teorema acima.

1O teorema de Weierstrass afirma que se f é uma funcio continua em X entdo existem m € N

e constantes ¢; € X tal que
m

fl@) = ) cxe(ka)
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PROPOSICAO 4.2. Assuma a conjectura de Chowla. Logo para algum m > 1, algum
e > 0, e coeficientes cq, . .., ¢y limitados em modulo por 1, temos

> e) < Cexp(—ezm/C') + Ox%oo;m,ﬁ(l)7 (43)

1 m
Pl=Y ¢ '
(‘m;cu(n—l—z)

onde C' é uma constante € 0y o0:m (1) vai para zero quando x — oo para m, € fixos
(uniformemente na escolha de coeficientes ci,...,cp), e n € escolhido uniforme-
mente e de maneira aleatoria de 1 a x.

Demonstracao. Seja k um inteiro par, suficientemente grande a ser otimizado adi-
ante. Pela desigualdade de Chebyshev

m k

Z cip(n + 1)

i=1

1 m
Pl1=S e '
(‘m ilC/L(n‘i‘Z)

Ze| < ! K
(em)*

Expandindo a k-ésima poténcia e usando a desigualdade triangular, podemos li-
mitar o lado direito da desigualdade acima por

1 ‘ .

- |Ep(n + 1) ... u(n+ i)l (4.4)
(em)

1<it,.. i <M

Os termos da soma sao sempre limitados por 1. Pela conjectura de Chowla, podem
de fato ser limitados por 0,—,00m(1) a menos que nenhum dos indices i1, ..., i
ocorra um numero impar de vezes, de modo que estes k indices sao, de fato,
agrupados em no méaximo k/2 classes. Entao nds estamos enfrentando agora um
problema de combinatéria enumerativa, que consiste em contar quantas k-uplas

(1,...,1) sao desta forma. Pode-se estimar essa contagem como segue: olhando
para iy, ..., de esquerda para a direita, hd dois casos: cada j é ou “novo”(se i,
nao ¢é igual a nenhum dos i1, ...,%;_1), ou “repetido”. No primeiro caso, existem

no maximo m escolhas para 7;. No segundo caso, ha no maximo k. Além disso, no
maximo k/2 dos casos sdo “novos”, portanto uma vez que forem decididos quais
indices j sdo novos ou repetidos, ha no méaximo m*/2k*/? escolhas restantes a serem
feitas (assumindo que m > k). Assim a contagem total é limitada por 2Fm*/2kk/2,
Usando esta cota, podemos majorar |4.4] por

1
(em)*

k)2
R 40 ns() = () s
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Se escolhemos k como sendo o maior inteiro par menor que €¢2m/10, obtemos

1 m Ak k/2
]P) - i ‘ 2 < 5 n—00,€,m 1
m;cu(rrl—z) € ( ) + Onoo.emik(1)

e2m

Ae2m, €2m/20
< <1062m) + 0n—>oo,e,m,k(]->

em 2
= exp (2—0 log (g)) + Ox—>oo,e,m(1)'

tomando 1 < C' < 21 obtemos o resultado desejado. O

Apresentamos agora a prova do Teorema (4.3

Demonstracdo. Seja f uma sequéncia deterministica, sem perda de generalidade
podemos supor que f toma valores reais e ¢ limitada por 1. Sejam ¢ > 0, m > 1
e f. o arredondamento de f para o multiplo mais préximo de € menor que um.
Assim, a partir da hipdtese de entropia zero, hd no maximo exp(0m,—oce f(Mm))
diferentes valores para a m-ipla (fe(n +1),..., f«(n +m)), com n variando sobre
os numeros naturais. Seja S, o conjunto de todas essas m-uplas. Da proposicao
anterior e da cota para a uniao, temos que

P sup > €
(e15e-yCm )ESM

< (C exp(—e*m/C) + oxﬁoo;mﬁ(l)) exp(Om—sooie.f(M)).

26)

< (C eXp(_EQm/O) + 0x—>00;m,6(1)) eXP(Om—so0ie, (M)

1 « _
E;cm(njLz)

Portanto

P <'% Zfe(n +i)p(n +1i)

O lado direito da tultima desigualdade pode ser simplificado como mostramos
abaixo

P (‘% Zfe(n +i)u(n +1)

> 6) < €+ 0pyoome(1),

se m ¢é suficientemente grande dependendo de e, C'. Agora, da caracterizacao da
esperanca EX = [(1— F(x))dx — ffoo F(z)dz, e da limitagao do integrando por
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um temos
Elif( +i)u(n +19) /119’ 1§:f( +ipu(n+i)| >e|d
— (n+i)un+1i)| = — (n+i)un+1 € | de
mei3 8 0 mei3 8
0 1 m
_/ 1=P (|~ L+ i +i)| > e | de
-1 m i1
< €+ Oxﬁoo;m,e(l) - 1 + €+ Ox%oo;m,e(1>~
Portanto
1 & ,
Eaz;fg(n—kz),u(n—l—z) < Opyoomme(1) + 2€.
Mas, pela invariancia por translacgao da funcao f. temos
Efc(n+i)u(n+ 1) Zf n) + 0z—oom (1),
7L<fL‘

para cada 1 < ¢ < m. Isto segue dado que pela proposicao anterior n é escolhido
de forma uniforme em [1, x|, entdao para 1 < i < m fixo temos

< AE) + -+ L] 0

T—00

Efun+iuln i)~ + 3 flmu(n)

n<x

Desta forma

m

E%ng(n—i—z) (n+1) Zfe n) + 0z—oom(1).

=1 n<:Jc

Isto nos fornece (para uma escolha apropriada de m)
|3 Fmn(n)| < (02mes (1) + 2610

e assim

| D2 ()| < (0rmses (1) + B

deixando € ir a zero suficientemente devagar em funcao de z, obtemos a Conjectura
de Sarnak. 0

Assim temos descrito as ideias de Sarnak para definir de alguma maneira a
aleatoriedade da funcao de Mobius. Além do mais vimos também suas razoes para
acreditar neste fato. Isto torna interessante e relevante o ponto de vista dinamico,
pois o que esta por traz da aleatoriedade de Mobius é a Hipotese de Riemann.
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Capitulo 5
Apendice

DEFINIGAO 5.1 (Métodos de Crivos). Seja A um conjunto finito de objetos e P um
congunto indexado de nimeros primos tal que para cada p € P nos temos associado
um subconjunto A, de A. O problema de crivo ¢ estimar, superiormente e
inferiormente, o tamanho do conjunto

S(A,P) = A\ Uyep A,

Esta é a formulacao do problema no conterto mais geral possivel. E claro, a
resposta ‘explicita’ é dada pelo familiar principio da combinatoria de inclusao-
exclusao. Mais precisamente, para cada subconjunto I de P, denotamos por

Entao o principio de inclusdo-exclusao nos fornece

#HS(AP) =D (—D)*#A,

ICP

onde para o conjunto vazio ) nds interpretamos Ay como sendo o préprio conjunto
A. Esta férmula € a base para muitas questoes em teoria de probabilidades.

Em teoria dos niumeros nos frequentemente tomamos A como sendo um conjunto
finito de inteiros positivos e A, como sendo o subconjunto de A consistindo de
elementos de que estao em certas classes de congruéncia maodulo p. Por exemplo,
se A € o conjunto dos nimeros naturais menores ou iguais que x e A, € o conjuntos
dos nimeros em A divisiveis por p, entao o tamanho de S(A,P) ird ser o nimero
de inteiros positivos n < x que sao coprimos com todos os elementos de P.

DEFINIGAO 5.2. [Simbolos de Landau/

Em matemdtica, la notacao de Landau, também conhecida como notagao de
ordem € uma notacao para d comparacao assintotica de funcoes. Se f e g sdo
fungoes complexas num entorno do xy, entdao

91
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1. f=0(g) quando x — x se e somente se existe € > 0 tal que |f(x)| < €|g(z)]
para tudo x num entorno do x.

2. f=o0(g9) quando v — xo se e somente se para tudo € > 0 temos que |f(x)| <
elg(z)| para tudo x num entorno do xy.

Além do mais, se f(z) e g(x) duas fungées definidas para x > xq e g(x) # 0,
Vx > x9. Os simbolos
=o(g), O(9)
f(z)

significam respectivamente que % — 0 quando x — o0 e que S estd
limitado para x suficientemente grande. A mesma notacdo € valida para x
tendendo para —oo.

3. fr~g, com f eg definidas numa vizinhan¢a de um ponto xo (finito ou infi-
nito) significa que % — 1 quando x — xy e sao chamadas assintoticamente

1gUAILS.

LEMA 5.1 (Lema de Landau). Seja a, = 0 para todo n > 1. Suponha que a serie

= E apn”®

n>1

converge absolutamente para todo s com Re(s) > og, mas ndo para algum s com
Re(s) < 0¢; em outras palavras, oy € a abscisa de convergéncia absoluta de f(s).
Entao s = oo é uma singularidade de f(s), i.e, f(s) ndo possui continua¢ao
analitica a uma vizinhanca de oy.
: PR “ .

Equivalentemente, se o € finito, ), ., ®* converge em Re(s) > o e a funcdo f

admite continuacdo analitica em torno de s = o, entdo a serie Y, _, *= converge
nzL n

em Re(s) > o — € para algum € > 0.

Demonstracdo. Mostraremos a segunda forma do lema. Seja a =1+ o, dai f é
analitica em a e portanto

*) (g
S)ZZf k?'( )(S_a)k7

k>0
sendo esta série absolutamente convergente num disco aberto de centro em a e raio

maior que 1, pois f é analitica em o.

Temos que
logn)*
) (q) — (_1)k G Gullogn)®
F9(a) = (-1 Y R

n>1

9=y el

k>0 n>1

logo
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neste disco. Como o raio de convergéncia é maior que 1, para algum e > 0 temos
que a expressao acima valida com s = 0 — ¢, logo a — s = 1+ € > 0, e desta forma
os termos na série dupla sao nao negativos, permitindo a troca dos somatorios.
Assim temos que

flo—q =3ty (e

n>1 k>0
- 2 : In (1+€)logn _ Z an
a o—e¢’
n=1 n n=1 n

isto ¢, a série ) ., ® converge para s = 0 — ¢, logo também converge em Re(s) >
o — €. ]

DEFINIGAO 5.3 (Transformada de Mellin). Seja ¢ : (0, +00) — C. A transformada
de Mellin de ¢ € definida por

o) = | " g()eelda

e sua transformada inversa € dada por

c+ioco R
o) =5 [ o blds

270 J eioo

A transformada gg(s) existe se a integral

| 1otaiat s
0

¢ limitada para algum k > 0, em tal caso a transformada inversa existe se ¢ > k.

PROPOSIGAO 5.1 (Férmula de Stirling). A formula assintdtica de Stirling

o-() el o

¢ vdlida para os angulos cujo |arg(s)] < m— e com a constante dependendo de .
Demonstragao. Veja [10], pag. 321. ]

TEOREMA 5.1 (Aproximagao Diofantina de Dirichlet). Seja o um nimero real e
n um inteiro. Entao existem inteiros k e b com 0 < k < n, tais que

—1 1
— <ka—-b< —.
n n
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Demonstragao. Note que cada um dos n + 1 nimeros da forma a; = i — [ial,
1=0,1,...,n pertencem ao intervalo 0 < a; < 1. Assim pelo principio da casa de
pombos existem no minimo um intervalo da forma [, %), 0 < r < n, que contém

dois destes elementos, que sao denotados por a,, e a;. Para tais m e j temos que
Ogam—aj<%ou0<aj—am<%,da1’

—1 1

— <y —aj < —;

n

L < o [ma] - (o — [ja]) < »
—_— mo — [To — o — (6% —
n J J n

— < (m—j)a— ([ma] - [ja]) <

Y

S |-

tomando B = [ma] — [ja] temos
n— ya—B| < -
m—j)a— —.
J n

Para completar a demonstracao basta observar que, se m > j é suficiente tomar
k=m —j e b= B. Por outro lado, se m < j tomamos k =j —m e b= —B. Isto
conclui a prova. O

5.1 Carateres

DEFINIGAO 5.4 (Cardter de Dirichlet). Um cardter de Dirichlet é uma fungdo x
definida sobre os inteiros tomando valores complexos com as sequintes proprieda-

des:
¢ Existe um numero k € N tal que x(n) = x(n + k) para tudo n.
¢ Se (n,k) > 1 entao x(n) =0; se (n, k) =1 entao x(n) # 0.
¢ x(mn) = x(n)x(m) para tudo m,n € N.

OBSERVACAO 5.1. Se (a,k) = 1, o Teorema de Euler diz que a*® = 1(mod k),
dai

X(@)?® = x(a?®) = x(1) = 1.

Portanto para todo a primo relativo com k, x(a) é uma p(k)-ésima raiz da unidade.

No caso geral, seja G um grupo abeliano finito. Um homomorfismo y : G — C*
é chamado carater de G. Portanto (na notagao multiplicativa) y tem a propriedade

x(zy) = x(z)x(y) paratodo z,y € G,
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X(1) =1e x(z)™ =1, onde m = |G| é a ordem de G. Os caréteres de G' formam
um grupo G com a multiplicacao dado por

(x1x2)(x) = x1(x)x2(z) para todo z € G.

G é chamado o grupo dual de G, o elemento identidade é o carater trivial xo(z) = 1
para todo x € G. Note que se G é um grupo ciclico de ordem m e g um gerador
de G, cada carater de G ¢é do tipo

Xo(T) = e2riay/m o g — g7

para alguma classe residual a(mod m). O inverso do cardter x é o cardter Y = x !
definido por Y (z) = x(x).

OBSERVACAO 5.2. Note que um cardter de Dirichlet mod q é um cardter no grupo
(Z/qZ)*. Para cada q, existe um cardcter de Dirichlet tomando valor 1 em todos os
inteiros n coprimos com q, este cardcter € chamado de cardcter principal modulo

q.

Associado a cada carater y, além de seu modulo m, estd um nimero natural
m*, seu condutor. O condutor é o menor divisor de m tal que y pode ser escrito
como Y = XoX*, onde Yo é o cardter principal médulo m e x* é um carater a
modulo m*. Para alguns carateres o condutor ¢é igual ao modulo, tais carateres
recebem o nome de primitivos.

PROPOSIGAO 5.2 (Relagoes de Ortogonalidade). Sejam xi e xo dois cardteres de
G. Entao

> xi(@)xa() :{ |§| ¢ X1 =X

v se X1 7 X2
e sua relacao dual. Se x,y € G entao
1 1G] se z=uy;
Soxontry={ 512 22y
x€G

Demonstragao. Para a primeira afirmagao, se x1 = x2 logo x1(z)xz(z) = 1 para
todo x € G e dado que existem |G| homomorfismos distintos tem-se a primeira
igualdade, agora se x1 # X2 existe um y € G tal que x1(y)xz2(y) # 1, desta forma
temos

1= x12®) > xi@)xa) =Y xa@)xa(r) - > xi@)xew)xi(@)xa(@)

= Z x1(z)xz(z) — Z x1(zy)xa(zy)
zeG zelG

— Y @) - Y @) = o.

zeG zeG
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Clomo 1 (y)Xa(y) # | tem-se

S i(@)a() = 0.

zeG

A segunda afirmagao segue do fato que os caréteres sao distintos, dai o grupo dual
de G 6 um grupo ciclico de ordem m e portanto G e isomorfo a G. O

Os carateres de G formam um sistema ortogonal completo, assim uma funcao
f G — C tem sua expansao de Fourier

|G|wa

PelG

6 =3 fo)P

geG

com coeficientes

No caso de fungoes em classes residuais, e sobre corpos finitos, os carateres aditivos
e multiplicativos estao presentes e sao necessarios para transformar a expansao de
Fourier de um sistemas em outro, ao fazé-lo aparecem as somas de Gauss.

Consideremos as somas de Gauss associadas com carateres em classes residuais,
digamos mod m, para um carater multiplicativo y(mod m) defina

)= Y x(be(-). (5.2)

b(mod m)

multiplicando por Y(a) e somando sobre y obtemos, usando as relagoes de ortogo-
nalidade acima, que

a 1 _ B
)= oy 2 X0 se (am)=1 (5.3)

x(mod m)

Esta é a expansao de Fourier de carateres aditivos em funcao de carateres multi-
plicativos. Similarmente

@@= 3 X0 se(@m)=1 (5.4)

b(mod m)

Um resultado importante a respeito da existéncia de polos das L-series de Dirichlet
¢ o seguinte teorema

TEOREMA 5.2. Seja x um cardter de Dirichlet de mddulo q. Entao L(x, s) estende-
se a uma fung¢ao holomorfa em Re(s) > 0 com um polo simples em s =1 se x é
principal. Caso contrario L(x,s) é holomorfa também em s = 1.
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Demonstracao. Se x é principal, temos que
L(x,s) =¢(s) [[(1=p7).
plq

Entao o resultado segue do polo simples de (.
Agora se x nao é principal, por somagao parcial podemos escrever

Lx,s) =Y (x()+ ...+ x(n)(n™* = (n+1)7°).
n=1
Das relagoes de ortogonalidade, sabemos que x(1) + ...+ x(¢) = 0, assim x(1) +
...+ x(n) é limitado para todo n. Enquanto,

nF—n+1)F=n1—-(1+1/n)")=sn""+0(n*?),

onde a constante implicada pode ser tomada uniforme sobre s em conjuntos com-
pactos. Consequentemente, a representagao em soma de L(y,s) dada acima con-
verge uniformemente para Re(s) > ¢ para todo € > 0. Isto conclui a prova. O]

5.2 Funcoes Inteiras

DEFINIGAO 5.5. Seja f uma fungao inteira com zeros {ai,as, ...} tomados com
suas multiplicidades e ordenados tal que |a1| < |as] < .... A funcdo f € chamada
de posto finito se existe um inteiro p tal que

E |a,| P < 0.
n>1
Se p € o menor inteiro que satisfaz a desigualdade acima, entao dizemos que f tem

posto p. Uma fung¢ao com sé um numero finito de zeros é dito ser de posto zero.

DEFINIGAO 5.6. Seja f uma fungdo inteira de rango p com zeros {ai,as,...}. A
chamada forma estandar de f é dado por o sequinte produto

P() = [ Eolz/an).

onde
22 2P
Ep(z):(l—z)exp (Z—i-?—f—?) .
DEFINIGAO 5.7 (Fungoes de género finito). Uma fungao f tem género finito se f
tem posto finito e f pode ser expresso como seque

f(2) = 2"t P P(2),

onde P(z) estd na forma estandar, g € um polinomio e m é a multiplicidade do
zero em z = 0. Sep € o posto de f e q € o grau do polindmio g, logo p = maz{p, q}
¢ chamado o género de f.
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DEFINIGAO 5.8. [Fungoes inteiras de ordem finito]

Uma funcgao inteira f € de ordem finito se existem wma constante positiva a e
um o > 0 tal que |f(2)| < exp(|z|*) para |z| > ro. Se f nao é de ordem finito se
diz que tém ordem infinito.

Se f tem ordem finito logo o nimero A = inf{a : |f(z)] < exp(|z|*)} para |z|
suficientemente grande € chamado de ordem de f.

5.2.1 Teorema de Fatoracao de Hadamard

Nesta secao vamos provar o fato que cada funcao de ordem finito tém genero
finito. J4 que uma fungao de género finito pode ser factorado de uma forma
particular agradavel, isto fornece um teorema de fatoragao.

LEMA 5.2. Sejam f uma funcgdo inteira nao constante de ordem X com f(0) =1
e {ay,aq,...} os zeros de f levando em conta sua multiplicidade e ordenados tal
que |a1| < lag] < .... Se um inteiro p > A — 1 entdo

78] = P o

para z # ai,ag, . . ..
Demonstracao. (Veja [5], pag 289). ]

TEOREMA 5.3 (Teorema de fatorizarao de Hadamard). Se f é uma fun¢ao inteira
de ordem finito de ordem X, entao f tem género p < \.

Demonstracao. Seja p o inteiro maior menor ou igual a A, assim p < A < p + 1.
Primeiro vamos provar que f tem posto finito e que o posto nao pode ser maior que
p. Sejam {ay,as, ...} os zeros de f contados com sua multiplicidade e ordenados

tal que |ai| < |az| < .... Devemos provar que
D an| P < oo, (5.5)
n=1

Sem perda de generalidade podemos assumir que f(0) = 1. De fato, se f tem um
zero na origem de multiplicidade m e M (r) = max{|f(2)| : |z| = r}. Entao para
algum € > 0 e |z| = r temos que

log |f(2)2™™| < log[M (r)r—™
e

log (exp(r!)) — mlogr

A+2e

]
<r T —mlogr < r T

se r é suficientemente grande. Dai f(z)z~™ é uma funcao inteira de ordem A sem
zero na origem. Ja que a multiplicacao por um escalar nao afeta ao ordem, a
suposigao f(0) = 1 estd justificado.
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Seja n(r) = numero de zeros de f em B(0;7) entdo n(r)log2 < log M(r)
(Veja [5], pag. 284). Desde que f tem ordem A, log M (r) < P3¢ para algum € > 0,
disto segue que lim n(r)r~**+9 = 0. Por tanto n(r) < r** para r suficientemente

r—00
grande.

Como |a1| < laz| < ..., k < n(|ap]) < |ap|* < para todo k maior que algum
inteiro kg temos que

’ak‘*(pﬂ) < D/ O
para k > ko. Desta forma se € é escolhido tal que A + ¢ < p + 1 (lembre-se que
A< p+1)logo Y |ag|~®*Y é dominado por uma serie convergente e ([5.5) segue.

Seja f(z) = P(z)exp(g(z)) onde P é um produto canonico na forma estandar.
Temos que para z # ay,

'(z P'(z
FE) gy, PO

fz) P(z)

Usando o Lema [5.2] ficamos com

—p! Z(&" — 2)7 D) — gD ()
n=1

5]

Porém da defini¢ao da forma estandar de P(z) podemos notar que

. ni;(an — e = 2 ﬁ((j))} |

dzP

para z # aq,ds, .. ..
Por tanto ¢+ = 0 e g tem que ser um polinémio de grau menor ou igual que

p. Assim o género de f < p < A O

5.3 A Funcao Zeta de Riemann

A fungao Zeta de Riemann ((s) tem seu origem na identidade expressa pelas
duas férmulas

onde n percorre os inteiros positivos, e

1\ !
@ =TI(1-%) .
p

onde p percorre os numeros primos. Esta fungdo é uma das mais estudadas em
Teoria Analitica dos Numeros pelo grande nimero de propriedades que possui.
Nesta secao s6 mencionaremos algumas propriedades que serao de utilidade em
nosso estudo. Para um estudo mais profundo desta funcao sugerimos ao leitor o
livro [18]. Vejamos o seguinte lema conhecido como a Férmula de Soma Parcial
de Euler.
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LEMA 5.3. Seja ¢(x) alguma funcao com derivada continua no intervalo (a,b).

Logo se [z] denota o maior inteiro que nao excede x entao
Ly
a<n<b / o(z)dx +/ T — [z] — §)q§ (z)dz+
1 1
+ (a—[a] - 5)d(a) — (b= o] - 5)6(0)

Demonstracao.

b [b] a b
[ el >das—/M 416/ >dm—L][x]¢<x>dm+/[b][x]¢<m>dx

[b]-1

Além do mais

/ab (x - %) ¢'(v)dx = (b - %) o(b) — (a - %) d(a) — /ab¢(x)dx

Portanto
/ng dx—f—( —a+ )qb( )+

/ab (x e - %) ¢(2)dz =

[b]

[a]+1

0 que prova o resultado. O

s

Agora, como um casso particular, seja ¢(n) = n=°, onde s # 1 e sejam a e b

inteiros positivos. Logo

1 blfs_ 1-s b _ _1 2 1
_:—a_s/ wd:ﬁ'_i_Q(bs_as)

ns 1—s st

b

n=a+1

Tomando o > 1, a = 1, fazer b — oo e somando 1 a ambos lados, obtemos

g(s):s/loox_[x]_l/zdﬁ L 1 (5.6)

st s—1 2
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Ja que [x] —z+ % e limitada, esta integral é convergente para o > 0, e convergente
uniformemente em toda regiao finita na direita de ¢ = 0. Assim define uma fungao
analitica em s, para ¢ > 0. Portanto o lado direito fornece uma continuagao
analitica de ((s) até o = 0, e podemos ver claramente um polo simples em s = 1
com residuo 1. Agora vejamos uma aproximacao da funcao Zeta para s perto de
um.

LEMA 5.4. Para s tendendo a 1, temos

((s) = —== +7+0(ls ~ 1)),

onde v € a constante de Fuler Mascheroni.

Demonstracao. Da equagao (5.6)), temos que

, 1 , > [z —z+ 3 1 > [z —z+ 3 1
£1_r>r% [C(s)——s_l] —£1_IH {s/l BEpa— da:+§ —/1 2 d:v+§
i [T / —d+ =
n—oo 1
) mH dg " dx
= am Zm/ e ;“]

-1
, 1
= Zm—ﬂ“—k’g"]

-1
. 1
=l Za—log”]—v
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