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RESUMO

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) € um método em que necessita
de informacdo apenas do contorno do dominio para a solucdo da equacao
governante. O método é deduzido do Teorema de Green e utiliza as solugdes
fundamentais para determinar varidveis desconhecidas. Nesta técnica existe uma
singularidade quando o ponto fonte for coincidente com o ponto campo. Para
resolver esse problema, geralmente sdo empregadas integracfées numéricas
especiais e/ou integracdo analitica. Com o intuito de evitar a integracdo analitica,
uma técnica alternativa, conhecida como Método dos Elementos de Contorno virtual
(MECYV), é implementada para resolver o problema de singularidade. Esta técnica é
aplicada no conhecido problema de Motz, utilizado neste trabalho como referéncia.
Neste sentido, o principal objetivo deste trabalho baseia-se na investigacdo da
distancia 6tima de um contorno virtual utilizando a técnica do MECV. A distancia
entre o contorno real e o contorno virtual € definida como um percentual do tamanho
do elemento () e a precisdo da solugao numérica é avaliada para cada incremento
deste f. Outra distancia a ser avaliada é a influéncia do fator (a) no interior do
elemento linear descontinuo utilizado. O MECV regular é aplicado e o problema
discretizado com tamanhos de elementos iguais e diferentes. Nesta técnica os
pontos fontes sdo colocados no contorno virtual externo ou interno ao dominio. Com
base nos resultados obtidos, pode-se observar que a utilizagdo do MECV externo
fornece valores muito precisos com um g de 9% e «a de 10%. A aplicacdo do

MECV externo discretizado com elementos de tamanhos diferentes néo

demonstraram resultados satisfatorios.

Palavras Chave: Métodos dos Elementos de Contorno, Contorno Virtual, Problema
de Motz.



ABSTRACT

The Boundary Element Method (BEM) is classified as a boundary method
once no informations inside the domain are required for solving the governing
equation. The method is deduced from the Green’s Theorem and uses the
fundamental solutions for determining the unknown variables. In this technique when
the source point coincides with the field point singularities arise. Generally special
numerical integrations and/or analytical solutions are employed for solving the
singularities. An alternative technique called as Virtual Boundary Element Method
(VBEM) is implemented to solve the singularities and avoid analytical integrations. A
potential problem as well-known as Motz’s Problem is used as benchmark. In this
sense the main goal of this work relies on investigating the best distance of a virtual
boundary using the VBEM technique. The distance between the real and virtual
boundary was set as a percentual of the element size () and the numerical solution
accuracy is taken into account as the value this g increase. Other distance to be
evaluated is the influence of factor («) inside the linear discontinuous element.
MECYV is applied and the problem discretized with same lengths and different lengths
of elements. In this technique the sources points are is taken out to the virtual
boundary external or internal to the domain. The formulation with the external MECV
have presented highly accurate results for a g of 9% and for a a of 10%.

Discretization with elements different lengths has not demonstrated satisfactory

results.

Keywords: Boundary Element Method, Virtual Boundary, Motz’s Problem
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1 INTRODUCAO

Os métodos numéricos dedicados para analise de problemas de engenharia
tém evoluido significativamente nos ultimos anos. No desenvolvimento destes
métodos grande esforgcos sdo empregados com o objetivo de aumentar a precisao
numérica e a confianga em projetos de engenharia. Neste sentido os métodos
numéricos devem gerar solucbes com um grau de confianca satisfatorio, permitindo
assim que haja uma reducéo significativa do custo de projeto devido a necessidade
de realizacdo de iniUmeros prototipos para testes experimentais. A técnica numérica
para analise de engenharia mais popular € sem duvida o Método dos Elementos
Finitos (MEF) a qual é fundamentada na representacéo e solugdo aproximada de um
problema de valor de contorno (PVC) em termos de equacdes diferenciais parciais.
Outro método concorrente ao MEF é conhecido como Método dos elementos de
contorno (MEC) que também resolve a mesma classe de problemas, porém baseado

em equacdes integrais.

Para que as simulagdes computacionais tenham resultados precisos e
eficientes, trés fatores podem ser levados em consideracao: o tipo de problema, o
grau de precisdo e tempo computacional. Sendo assim, a escolha do método
numérico mais apropriado na solucdo de um problema esta relacionada as suas
caracteristicas, as quais sao geralmente apresentadas sob a forma de vantagens e
desvantagens.

No MEF a equacédo diferencial governante é substituida por equacdes
integrais que sao aproximadas por equacdes algébricas. O dominio do problema é
inteiramente dividido em subdominios, que sdo os elementos finitos, formando as
malhas (Becker,1992). Essa discretizacdo faz com que o método necessite de
informacdo de todo o dominio do problema resultando em matrizes esparsas e
simétricas. Esta € a caracteristica mais evidente, mas contribui para que o numero
de equacdes geradas possa aumentar muito o custo computacional. Em
contrapartida, o MEF possui facilidade em se modelar e aplicar as condicdes de
contorno. Para (Becker,1992), é o método mais desenvolvido comercialmente para

problemas ndo-lineares e sua matematica é bem familiar para os engenheiros.
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No MEC apenas o contorno é discretizado, o que garante a geracao de
malhas somente na superficie do problema, esse € um dos motivos que faz do MEC
uma ferramenta mais vantajosa sobre os métodos de dominio. Outras vantagens do
MEC podem ser destacadas em Katsikadelis (2002), entre elas esta, a facilidade da
aplicacdo das condi¢cées de contorno, inclusive em problemas tridimensionais com
alta precisdo computacional; aplicacdo em problemas com peculiaridades
geomeétrica, resolucdo de problemas com equacdes parciais muito complexas,
aplicacdo do método em dominios infinitos e um custo computacional pequeno
devido a entrada de dados ser apenas do contorno. A implementacdo numérica do
MEC possui um sistema de equacdes algébricas lineares onde suas matrizes sao
cheias e nao simétricas, mas este inconveniente é contrabalancado pela dimensao
de matrizes menores quando comparadas com as matrizes do MEF. Outra
desvantagem desse método € que ele é menos utilizado na comercializagdo e sua
matematica € mais complexa. Além disso, o tratamento da integracdo singular leva
mais tempo quando comparados com outros métodos. A Figura 1.1 representa um
mesmo problema gerado com malhas para auxiliar na comparagao de cada um dos

métodos.

\ )
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAYZ
NSRS

MEF MEC

Figura 1.1 — Classificacdo dos métodos numéricos.

A representacao da equacao integral de um PVC pode ser interpretada como
a solucdo exata do problema. No entanto os erros introduzidos na solugcado sao
provenientes da discretizacdo do problema, com a consequente aproximagdo da
geometria e variacdo funcional dentro de cada elemento e finalmente pelo tipo de
integracao numérica empregada. Alternativamente estes erros podem ser reduzidos
com o aumento da discretizacao do problema, mas a qualidade das solucdes sera
dependente da preciséo do tipo de integracdo numérica utilizada.

A principal dificuldade neste processo de integracao consiste no fato de que a

integracdo das solugbes fundamentais, conhecidas por Kernels, serem
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frequentemente singulares, ou seja, tendem ao infinito quando o ponto fonte e ponto
campo sao coincidentes. Podem-se identificar cinco tipos de integrais dependendo
da Kernel e da posicao relativa do ponto de colocacdo com respeito ao elemento a
ser integrado, as quais sdo: regular, quase singular, fracamente singular, fortemente

singular e hipersingular.

As integrais singulares podem ser evitadas aplicando-se uma técnica
conhecida como método dos elementos de contorno virtual (MECV), o qual consiste
em um offset do contorno real Guzelbey (2000). O contorno virtual sera utilizado
para posicionar o ponto fonte toda vez que este for coincidente com o ponto campo,
ou seja, quando a Kernel for singular. A utilizagdo de contornos virtuais possui
vantagens como, o tratamento analitico é bastante reduzido, pode-se facilmente
estender 0 uso de um programa ja implementado para outras formulag¢des (trocar as
solucdes fundamentais) ou trocar o tipo de elemento (trocar as funcbes de forma).
No caso de haver integrais singulares para tratar, muitas integrais analiticas devem
ser refeitas quando se troca solugdes fundamentais ou funcbées de forma. Em contra
partida, ha também desvantagens, a modelagem precisa de um contorno extra, o
que introduz novos parametros empiricos para serem ajustados (distdncia do
contorno virtual ao contorno real). Desta forma, o custo computacional pode

aumentar.

1.1 REVISAO SOBRE APLICACAO DE CONTORNOS VIRTUAIS

Os primeiros estudos envolvendo contorno virtual (colocacdo do ponto fonte
fora do contorno) e suas principais aplicacées para problemas de engenharia foram
desenvolvidos na década de 90. Desde entdo, o método foi continuamente aplicado
em diversos tipos de problemas, apresentando resultados satisfatorios. Na literatura,

este método também é apresentado como contorno ficticio ou contorno artificial.

Um dos trabalhos pioneiros a empregar contorno virtual foi Sun et al (1991)
apud Jiangiang et al (2011), a finalidade era eliminar a integral singular e manter as
vantagens da equacao integral de contorno.

Com base no MECV, Huanchun et al (1997), implementaram um sistema de
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equacoes lineares para satisfazer as condi¢cdes de contorno. O método foi aplicado
em um dominio Q ocupado por uma placa fina e elastica com contorno I'. O dominio
foi estendido a um dominio infinito Q" com contorno virtual I’, como mostrado na
Figura 1.2. Uma carga transversal e um momento de flexdo normal sdo distribuidos
sobre o contorno virtual. As equacbes integrais discretizadas no contorno virtual
foram solucionadas usando minimos quadrados e a distancia entre o contorno virtual
e 0 contorno real (offset) utilizado, foi de 20% do comprimento do lado da placa.
Com esse método as vantagens do MECV sao mantidas e os célculos iterativos das
integrais sédo evitados.

Figura 1.2 — Contorno real e virtual de uma placa fina e elastica..

Guzelbey et al (2000) testaram algumas técnicas empregando contorno virtual
em uma viga engastada com carga vertical. Nas técnicas utilizadas foram
examinadas a distancia (offset) entre o contorno real e o virtual, entre 0,01 e 10
offsets, com 1 offset correspondente ao comprimento do elemento. Na integracéao
com singularidade, devido a programacao usada no estudo, o método de contorno
virtual foi realizado, integrando o ponto fonte virtual com todos os nds do elemento
considerado. Assim que a singularidade fosse eliminada a integracdo do MEC
tradicional era imediatamente adotada. O método também é satisfatério quando
aplicado em geometrias mais complexas devido a sua caracteristica hibrida.

O mesmo conceito foi usado por Kanber et al (2003), em problemas de
elasticidade de contato. Um dos modelos usado como estudo ilustrado na Figura 1.3
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foi um problema de contato entre um cilindro rigido elastico e uma superficie
cbncava. Os resultados concordaram muito bem com uma variedade de contornos
virtuais. Os autores constataram que o método pode ser utilizado em geometrias
mais complexas e aplicado facilmente em todo tipo de programa de elementos de

contorno.

L

(a) (b)

Figura 1.3 — (a) Cilindro rigido elastico em contato com uma superficie céncava; (b) Discretizagcao do
cilindro elastico e da superficie céncava. Fonte: Kanber et al (2003).

Weian et al (2005) aplicaram a técnica de elemento de contorno virtual em
problemas de elasticidade para analisar o comportamento mecénico dos meios
piezoelétricos. O método supbe que existem cargas ficticias atuando sobre o
contorno virtual no interior de um dominio infinito. Desta forma, o método do
contorno virtual € desenvolvido juntamente com as equacdes fundamentais para
problemas planos piezoeléctricos. As solucdes numéricas demonstraram precisao

aceitavel deste método.

O método do contorno virtual também foi aplicado por Li et al. (2006), com a
finalidade de evitar o calculo da integral singular no contorno. O método foi
constatado ser um dos mais utilizados métodos numéricos, para analisar os solidos

magneto-eletroelasticos com cargas virtuais determinadas por minimos quadrados.

Lai et al. (2011) também aplicaram MECV com a finalidade de estabelecer
uma relacdo de mapeamento entre o ponto fonte sobre os contorno reais e virtuais.
A distancia entre os contornos virtuais e contornos reais (offset) foram discutidos
junto com a discretizagdo do contorno virtual. Sun et al (1991) apud Lai et al (2011) e
Silva (1996), estudaram a distancia dentre o contorno real e virtual. Sun et al (1991)

apud Lai et al (2011) demonstrou que a distancia (offsef) d minima entre o contorno

virtual e o real esta relacionada com o nimero de elementos N, do contorno. A
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sugestédo é supor que o comprimento total do contorno virtual L, e o tamanho de
qualquer elemento sobre o contorno virtual sdo iguais, assim a distancia minima é
dado por d=(L, /N,)/2. Para elementos discretizados com tamanhos diferentes, o

offset € o comprimento da metade do elemento menor. Para reduzir a complexidade

computacional, os elementos ndo devem ser muito pequenos.

A geometria do contorno virtual pode ser arbitraria e para Sun et al (1999)
apud Weian et al (2005) é estabelecido uma razédo entre o contorno virtual e o real.
No entanto, & observado que a precisdo do resultado ndo é satisfatéria quando
offset se torna muito proximo. Isso acontece devido a interferéncia da singularidade
da solucao fundamental. Para Silva (1996), quando um ponto fonte x € retirado para

fora do dominio a uma distancia d=¢L, onde &£ é um coeficiente positivo e L é o

comprimento médio dos elementos adjacentes, uma técnica chamada sub-
elementacdo é aplicada. Esta técnica consiste na discretizacdo dos proximos
elementos a ser considerados. Sendo que o primeiro elemento devera ter o

comprimento de €L e sua extremidade estara a uma distdncia R do ponto fonte x.
O segundo elemento devera ter um comprimento R e sua extremidade devera estar

a uma distdncia R, de x e assim sucessivamente. Silva (1996) afirmou que com

esta técnica é possivel obter bons resultados. No caso de Lai et al. (2011) ao aplicar
0s conhecimentos de Sun et al (1991), ndo chegaram a uma conclusao definitiva
sobre a localizacdo do contorno virtual

A combinacéo de alguns métodos com o MECYV foi discutido em problemas de
elasticidade com dominio multiplos por Haitao et al (2007) e Xu et al (2012). O novo
método tem caracteristica de um método sem malha, sem integral singular, possui a
matriz dos coeficientes simétrica e pode ser utilizado para analisar dominios
multiplos bidimensional de estruturas compostas por subdominios contendo
diferentes materiais geométricos, um deles pode ser visualizado na Figura 1.4. Xu et
al (2013) ainda compararam as propriedade do MECV combinada com outros
métodos com o MEC convencional. A juncdo do MECV e o método de interpolagéao
com uma fungdo de base com estruturas radiais demonstraram maior precisdo e

eficiéncia computacional que o MEC convencional.
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Onde,
" é o contorno virtual do

dominio ;.

Figura 1.4 — Problema de dominios multiplos e MECV.

Diversos métodos numéricos tém sido propostos para a solucdo do problema
de Motz. Segundo Wang (2005) e Li et al (2006) o problema de Motz é referencial,
sendo frequentemente conhecido por ser utilizado em pesquisas que apresentam
problemas com contornos singulares. Para Georgio et al (1996) o contorno singular

do problema ocorre onde as condi¢des de contorno mudam da temperatura (u=0)

para o fluxo (g=0).

Com a presente revisdo bibliografica € possivel verificar que o presente tema

ainda é atual e merece atengéo.

1.2 OBJETIVOS DO TRABALHO

A finalidade deste trabalho é apresentar um estudo que possibilite evitar a
integracdo analitica quando houver singularidade, isto é, quando o ponto fonte for
coincidente com o ponto campo no momento da integracdo. Através da introducao
do MECV, o calculo analitico da integral singular no contorno ndo serd mais
necessario e este sera substituido por uma integracdo numérica. O segundo objetivo
deste estudo consiste em determinar a melhor distdncia do contorno virtual e do
contorno real na qualidade da solucdo do problema. Outro interesse refere-se na
verificacdo da melhor posicdo do ponto de colocacdo dentro do elemento linear
descontinuo. Ao contrario do elemento linear continuo, o qual possui seus nés
fisicos nos extremos do elemento; no elemento linear descontinuo os nos fisicos séo

deslocados a um valor a para o interior do elemento. A influéncia do valor de «
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associado a melhor distancia de offset na qualidade da solucao de um problema,

também sao objetos de interesse deste estudo.

1.3 ORGANIZAGAO DO TEXTO

Para facilitar a compreensao do tema abordado, este texto sera organizado
em 5 capitulos. O capitulo 1 é a presente introducdo, onde estdo apresentados: a
relevancia do tema relacionado a aplicacdo da técnica do contorno virtual, uma
revisdo bibliografica sobre os principais trabalhos e seus resultados obtidos e ainda
os objetivos deste trabalho. O capitulo 2 faz uma breve apresentacdo do Método dos
Elementos de Contorno para problemas potenciais, que sera utilizado na aplicagao
do Contorno virtual. O capitulo 3 apresenta as principais técnicas de integracdo das
Kernels e a teoria da técnica do MECV, bem como as suas classificacdes. O capitulo
4 refere-se aos resultados numéricos obtidos empregando o MECV e MEC
tradicional. Finalmente no capitulo 5 sdo apresentadas conclusdes finais e propostas

de continuidade.



26

2 O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO (MEC)

O MEC é um método computacional para a solucdo de equagdes diferenciais
parciais que sao transformadas em equacdes integrais sobre o contorno em estudo.
A equacao integral de contorno pode ser deduzida com base em considera¢des dos
residuos ponderados, Teorema reciproco de Betti, 2° identidade de Green e
principios fundamentais como trabalho virtual. As fundamentag¢des deste capitulo
vém de estudos realizados nos textos de Brebbia & Dominguez (1992) e Kane
(1994).

2.1 EQUAGCAO INTEGRAL DE CONTORNO
Considerando a equacao de Poisson em um dominio bidimensional:
Viu=b (2.1)

2 2
Onde, V#( ):m+—(z) é o operador Laplaciano, x, e x, sdo as duas
x> X
coordenadas e b é a fonte térmica. O vetor normal (n) do contorno (I") aponta para
fora do dominio (). A equagao (2.1) é multiplicada por uma funcéo peso w e pode
ser escrita como,
j(vzu—b)wdg =0 (2.2)

Q

Integrando a equagéo (2.2) por partes em relagcdo a x, e X,, resulta em:

j(—a—“a—w—ﬂa—w—wadmja—“wdr:o (2.3)

o\ 0x, 0x, 09X, 0X, J.on

O termo a_u:a_u+a_u € o fluxo g. Realizando novamente uma integracao
on  dx, 09X,

por partes, agora na equacao (2.3) tem-se:

2 2
[ G dmj%wdr— ja—""udrzo (2.4)
2\ 0X; ox; 7.on Jon
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A equacao (2.4) ainda pode ser escrita como:

j(vzu)wdsz:j(vzw)udg+ja—“wdr— ja—Wudr:o (2.5)
Jon on

Q Q

A equacéo (2.5) é reescrita como a forma conhecida por Teorema de Green.

j(v2u)w—(v2w)udg=j(%w— %—V,:ujdl“ (2.6)

O contorno (I') do dominio () é dividido em duas partes e denotado por

I'=T,+T,. As condigbes de contorno para a equagao de potencial podem ser

classificadas da seguinte forma:

e (Condicao de Dirichlet define o valor da fungdo no contorno, ou seja, u=u

sobre o contorno T7,.

e (Condicado de Neumann é a derivada da temperatura em relacdo a

. ou —
componente normal, ou seja, € o fluxo g= Y =q sobre o contorno T,.
n

Onde u e g indicam os valores conhecidos conforme ilustrado na Figura 2.1.

Aplicando as condicdes de contorno na equacéo (2.4) tem-se:

J'((Vzw)u—bw)d9+jqwdf+ .[c_deF—J‘uaa—:dF— .[Uaa—:/dl“z 0 (2.7)
T, I, I,

Q I,

Figura 2.1 — Definicdo da Equacgéo de Laplace.
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A equacao (2.7) é integrada por partes para obter a equacao original de
Laplace, o que resulta em:

J' _8_W£_8_W8_u_bw do
s\ 0Xx, 90X, 0X, 0X,
(2.8)
ow — ow _Jdw
—udl dar dfl—|u—dl'- |u—adl'=0
+~£8nu +E[1qw +f[qw iuan F[uan

Dividindo a primeira integral no contorno I', em dois termos I, e I',, a

equacao (2.8) é reescrita como:

J' _a_Wﬂ_a_Wﬂ_bW do
o\ 0x, 90X, 0X, 9X,
(2.9)
ow — _Jdw
+£¥udr+£qwdf+r[qwdr—iu¥dl“: 0
Integrando por partes novamente,
[((V2uyw-bw)do
Q
ow B ow (2.10)
—Jr'wqdl“+ !EUdF-F !qwdl“+rj;qwd1“— iumdl“z 0
A organizagao da equacao (2.10) resulta em:
—_\ ow _
J'((Vzu—b)w)dQ+J'(u—u)%dl“—.[(q—q)wdl“=0 (2.11)
Q Ty I

Considerando a nao existéncia de fontes de calor no dominio, isto é, b=0. A
equacao integral de contorno que descreve o potencial u e o fluxo g sobre um

contorno I'"é reescrita como:

c’u’(x)+ju(x) q (x,x")dl'= J'q(x)u*(x,x') ar (2.12)

r r

Onde u" e g s&o respectivamente a solucdo fundamental de potencial e fluxo em x

devido a uma carga unitaria aplicada em x'.
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(2.13)

Onde n é a dire¢do do fluxo, k a condutividade térmica e r=|x—x| a

distancia do ponto onde a fonte de calor € concentrada (ponto fonte), até um ponto
onde se deseja calcular o valor da temperatura (ponto campo), como mostrado na

Figura 2.2.

Ponto campo

Ponto fonte

X

Figura 2.2 — Distancia r entre o ponto fonte e o ponto campo

O parametro ¢’ depende da posi¢édo do ponto fonte i que é dado por:

1,5e ie (Q)
c'= %,se ie (T) (2.14)

0,se i¢ (QI)

, . -, R 1
Quando o contorno é suave, ou seja, quando ndo é canto, o pardmetro ¢ = 5

2.2 DISCRETIZAGAO DO CONTORNO

E necessario discretizar o contorno I', para encontrar um sistema de
equacgdes lineares, que possibilite encontrar os valores desconhecidos e assim
resolver a equagéao integral de contorno. O contorno é dividido em N segmentos ou
elementos como visto na Figura 2.4. Geralmente a discretizagdo do contorno T" €
realizada usando elementos de contorno lineares, onde os nos fisicos sao o0s
extremos do segmento e as equagdes integrais de contorno serdo escritas como a

soma de integrais de parte deste contorno.
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Os valores de u e g em qualquer ponto do elemento sao escritos em termos

de valores nodais e duas funcdes de interpolagdo ®, e ®,.

U(&) = b +@,u2 =[c1>1c1>2]{“12} (2.14)
u

q(&)=2,9'+@,q° :[d>1d>2]{22} (2.15)

Onde ¢ é um ponto de integragéo definido no intervalo [-11]. A equagéo

(2.16) apresenta as fungdes de forma lineares.

D, = (1_9‘3)

(1+¢)

(2.16)

N|—= N =

P, =

A Figura 2.3 ilustra as fung¢des de forma lineares continuas enquanto a Figura

2.4 apresenta a discretizagdo com elementos lineares continuos.

o 1
Figura 2.3: Fungao de forma para elemento linear continuo

Outro tipo de elemento utilizando MEC € o elemento linear descontinuo, que

consiste em deslocar os nos de dois elementos lineares que se encontram na

extremidade do elemento, para evitar que se tenham duas normais em um mesmo

ponto. O elemento linear descontinuo é composto por noés fisicos e geométricos

diferentes como visto na Figura 2.5. Se os dois n6s de um elemento sdo deslocados

a partir da extremidade numa distancia a e b respectivamente, a equagédo (2.14)
pode ser particularizada da seguinte forma:

{Ua}:|:q31(§a) q)z(é:a)}{w} (2.17)
u® (&) @,(8) v .
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e Nos fisicos

-+ Nés geométricos
Figura 2.4 — Discretizacao com elementos lineares continuos.

Onde as coordenadas locais para os pontos nodais sao:
2a
=|— -1
é:a ( / j
2b
o =1- (Tj

O valor de u pode se encontrado em qualquer ponto do elemento em termo

(2.18)

dos valores nodais, entdo substituindo a equagéo (2.18) na equagéao (2.17) tem-se:
ua
u(é)=[, q:z]o{ub} (2.19)

Onde,

1 I-b -a
= 2.20
@ /—a—b{—b /—a} (2.20)

As fungbes de interpolacao modificadas para os nés deslocados sdo dadas,
multiplicando a matriz @ por Q, obtendo,

d=0Q=[D, ] (2.21)

E as funcdées modificadas sdo dadas por,

3 _—1+b+¢ 3 _—1+a+¢é

= = (2.22)
-2+a+b -2+a+b
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—+ Nos fisicos

® Nos geométricos
Figura 2.5 — Discretizagdo com elementos lineares descontinuos.

A mesma relagdo é escrita para o fluxo,
_ q
q(¢)=[, cpz]o{qb} (2.21)

As figuras de interpolagcdo, modificadas para o elemento linear descontinuo,

estéo ilustradas na Figura 2.6.

* No¢ fisico descontinuo

X N& geométrico

Figura 2.6: Elemento j linear descontinuo e fun¢des de forma para elementos descontinuos.

2.3 FORMULAGCAO MATRICIAL

Apés a discretizacdao sobre um elemento j qualquer do contorno, conforme a

Figura 2.5, o lado esquerdo da equacao (2.12) pode ser reescrita:

}:W hg']{Z‘} (2.22)

2

fuq*dl“ - J.[cp1 CI’z]ddF{Z1
Iy Tj

2

Onde para cada elemento ‘j’, tém-se dois termos,
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h =[®,qdr
R (2.23)
H =[®,qdr

Ij

A integral sobre o lado direito da equacao (2.12) é realizada de forma

analoga,

If.q“*drz J [, <I>2]u*dF{Z‘}=[g:’ gz]{j} (2.24)

2 2

Onde,

9/ = jd)1 u'dr
U (2.25)
gl = j(bz u'dr
i

As equagdes (2.23) e (2.25) sao substituidas em todos os elementos ‘| da

discretizacdo da equacéao (2.12) que é reescrita,
cu'+> H'W => G'q’ (2.26)
j=1 j=1

1 ,
Se o contorno for suave tem-se C=§ como é o caso do MEC. Desta forma a
equacao (2.12) é reescrita como,

%u"(x)+ju(x)q*(x,x') ar = jq(x)u*(x,x')dr (2.27)
r r

Apés a aplicacdo de todas as condi¢coes de contorno, o sistema da equacgao

(2.22) é reordenado. Um exemplo simples como o da Figura 2.7 € apresentado para

o entendimento da formulagdo matricial,
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Elemento 3

—+ Nos fisicos

Elemento 4 Elemento 2 @ Nos geométricos

Elemento 1

Figura 2.7 — Discretizacao com 4 elementos descontinuos e 8 nés.

u, a

H11 H18 — Gﬁ G18

S L O N (2.28)
u q

Hgy -+ Hgg :1 GS1 - Ggg -1
Uy a,

As equacoes integrais sao resolvidas empregando a quadratura de Gauss no
MEC. Quando a singularidade estiver presente nas solucbes fundamentais a
quadratura de Gauss deve ser substituida pela integracdo analitica. Colocando os
valores de potencial e fluxo desconhecidos da equacao (2.28), do lado esquerdo e
os valores conhecidos do lado direito, resulta no seguinte sistema de equacoes:

[AN{ X} =[F] (2.29)
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3 CONTORNO VIRTUAL NO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

No MEC tradicional, os pontos fontes encontram-se sobre o contorno do

dominio e a forma de integracdo do método esta ilustrada na Figura 3.1.

3
4 r 2 @ Ponto fonte Integragdo numérica
p r ® Ponto Campo r0 ponto fonte1
pontos campos no elemento2
I ponto fonte1
1 B pontos campos no elemento1

Figura 3.1 — MEC Tradicional.

Na formulacdo dos elementos de contorno, a determinacdo das grandezas
das variaveis basicas depende da quantidade de pontos fontes. A influéncia de cada
ponto fonte sobre o ponto campo é apenas uma funcao de uma distancia r entre
dois pontos. As solucbes fundamentais, equacdo (2.13), estdo presentes nas
matrizes G e H da equacao integral de contorno, equacao (2.26). Essas solucdes
contém os termos Inr e 1/r pertencentes respectivamente a u e ¢ . Esses termos
se tornam singulares na integracdo, quando o ponto fonte e o ponto campo se
tornam muito proximo. A singularidade ocorre porque r se aproxima de zero e 0s
termos Inr e 1/r tendem ao infinito. Desta forma os elementos da matriz de
incidéncia ndo podem ser resolvidos pelo MEC tradicional aplicando quadratura

Gaussiana. Convencionalmente a integracao singular € determinada analiticamente.

A apresentacdo do MECV acontecera logo apds um estudo realizado sobre a
classificacao das integrais existentes no MEC.

3.1 CLASSIFICAGAO DAS INTEGRAIS NO MEC

O MEC é um campo extremamente atrativo para o desenvolvimento e testes
de técnicas de integracdes. Quando se tratando de um problema a ser resolvido via
MEC, dependendo do tipo de solucédo fundamental e da distancia do ponto fonte ao

ponto campo havera cinco tipos de integrais a serem resolvidas: regular, quase-



36

singular, fracamente singular, fortemente singular e integrais hipersingulares. Nesta
secao serao descritos sucintamente alguns dos principais tratamentos empregados
para os trés primeiros tipos de integral (regular, quase-singular, fracamente singular)
conforme apresentado em Wrobel (2002) e na sequéncia a técnica de contorno

virtual.

3.1.1 Integracao das Integrais Regulares

O método mais comum para a integracao de integrais regulares é o método
dos elementos de contorno. As integrais regulares sao aquelas em que o ponto fonte
e campo nao pertencem ao mesmo elemento, independentemente do tipo de Kernel.
Para problemas de MEC 1D as integrais regulares podem ser avaliadas
numericamente por Gauss Legendre apresentado conforme a equacéo (3.1).

S

J'\fman =3 Afn,) (3.1)

Onde As e ns sdo os pesos e as abcissas, respectivamente. O numero de
pontos de Gauss é representado pela variavel S. Para problemas 2D, apresenta-se
um simples conjunto de regras baseado na distancia entre o ponto de colocacédo e o
centro do elemento (d) e o comprimento do elemento ( /), conforme a Tabela 1. A

Figura 3.2 apresenta o esquema para aplicar as regras da Tabela 1.

Tabela 1 — Regras para integracao unidimensional de integrais regulares.

Condicao Quadratura de Gauss
d>55]/ 2
55/2d>151/ 4
1.5/2d 6

H

X

Figura 3.2 — Menor distancia recomendada do ponto de colocagéo ao elemento integrado.
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3.1.2 Integracao quase-singular

Integrais quase singulares sdo aquelas integrais que possuem o ponto de
colocacdo muito préximo ao elemento a ser integrado. Neste caso alguns
tratamentos sdo necessarios para evitar que a proximidade do ponto fonte ao ponto
campo nao perturbe o integrando. Algumas técnicas tém sido empregadas para
avaliar este tipo de integral, como por exemplo, Subdivisao do elemento, Integracao
Gaussiana Adaptativa, Técnicas de integracdo de variaveis e Integracdes Semi-
analiticas baseadas em expansdes de séries.

3.1.2.1 Técnica da subdivisdo do elemento

A técnica da subdivisdo consiste em dividir o elemento sob integragdo em n
subintervalos geralmente de mesmo comprimento. A ordem da quadratura,

dependendo do Kernel também podera ser aumentada.
3.1.2.2 Regularizagéo e técnica de transformagéao

Esta técnica foi proposta por Telles (1987) para lidar com integrais near-
singular e weakly-singular. A técnica envolve uma troca de varidveis, onde o
Jacobiano é forcado a ser zero no caso de integrais fracamente singulares ou tomar
um valor 6timo dependendo da distancia do ponto de colocacdo ao elemento sobre
consideracao (integral quase singular). Esta transformagdo resulta em uma
concentracao de pontos de Gauss préximo ao ponto de colocacao x’ ou sua posicao

X (projecdo de x’com distancia minima).

3.1.3 Integracao Fracamente Singular

O tipo de integral a ser tratada dependera da posicdo do né de colocacao
dentro do elemento a ser integrado. A singularidade da Kernel sera da ordem de
O(In(1/R)) e O(1/R) para problemas 2D e 3D, respectivamente. Existem trés

possibilidades basicas de tratamento destes tipos de integrais:
o Integracdo Gaussiana Ponderada
o Transformacao de variaveis (quadratura de Telles)

o Subtragao da singularidade
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3.1.3.1 Integracdo Gaussiana Ponderada

A férmula Gaussiana com a funcédo peso In(1/n) tem sido usada para o
tratamento de In(1/R) no MEC.

j; f(n )In(ﬂjdn zw f(n.) (3.2)

s=1

Onde ws e ns sdo 0s pesos e a as abscissas para a quadratura Gaussiana
logaritmica, respectivamente. Para elementos quadraticos ou de alta ordem com
contornos curvos, a distancia r entre os pontos de colocagéo ou integracao podem

ser escritos como:
r(x',x(m)=m-n')r, (3.3)

Para elementos retos ry = //2 onde I representa o comprimento do elemento. A

integral envolvendo o termo In(1/r) pode ser escrito como:

j |nGJNa(ﬂ)J(n)df7 = j In(n _1 n'jNa(n)J(n)dn _ j In(r, N, (7)J(n)dn (3.4)

-1

Como a quadratura para a férmula logaritmica ponderada e gerada no
intervalo n é [0,1] a primeira integral do lado direito da equacao (3.4) precisa ser
transformada. Para a singularidade em n’=+1 e n= -1, a transformacao é dada por:

n'=1-2n e n'=2n-1 (3.5)

Para elementos quadraticos ou de alta ordem, a singularidade deve ser
ajustada dentro do intervalo de integracdo. Neste caso, a distancia r pode ser

redefinida como:

(3.6)

A primeira integral do lado direito da equacéao (3.4) pode ser escrita como a
soma de duas integrais:

i 1
_{ln(ﬂ

N, () Jn)eln = | ln;.Na(n)J )iy + I—Na(ﬂ)J(n)dﬂ 3.7)
A CEYNIA (m-n")r,
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A integral (3.7) necessita ser ajustada ao intervalo [0,1] para que a equacao
(2) possa ser utilizada. A transformacéo € dada por:

(3.8)

77'
77'

3
!
Q—
Q—
IA

!

(1-7'

A grande dificuldade de empregar a integracdo Gaussiana ponderada
consiste no fato de que a integral tem que ser separada em uma parte singular e
outra nao-singular. Este procedimento pode ser até simples para problemas
potenciais bi-dimensionais, mas relativamente complicados para formulagdes do

MEC axissimétricos onde a singularidade nao é explicita.
3.1.3.2 Técnica da transformacéao de variavel (Telles)

Esta técnica tem por objetivo realizar uma transformacado de uma variavel de
maneira que o Jacobiano da transformacdo resultante cancele exatamente a
singularidade ou ainda enfraqueca o efeito da singularidade de maneira que uma
relativa quadratura de baixa ordem possa ser utilizada para resolver a integragéo.
Telles (1987) propds uma técnica de transformacéao de variavel para a integracao de
integrais fracamente singulares para problemas bidimensionais. A transformacéao é
dada por,

n=n+o[1-(r) ] (3.9)

Para a singularidade em n=1. O Jacobiano da transformacéao é dado por,

o _

— 1-n' 3.10
o n (3.10)

1 M) N
I1In(1—n)dn_j1ln£T (1-7")dn (3.11)

Na quadratura proposta por Telles foi utilizada uma transformacéo baseada
em um polindmio de terceiro grau para poder ajustar a integral com singularidade
dentro do intervalo de integracdo [-1,1]. Considerando entdo um polinbmio de

terceiro grau,
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n(&)=ac®+bE% +cé+d (3.12)
E impondo as seguintes condi¢des

d’n

an| _ an
dé?

=0 g =0 M=t = (3.13)

7

Onde as constantes da equacao (3.12) podem ser avaliadas como:

1 , b=- 3(5 ;€= 3 ; d=-b (3.14)

a=—-> 2
1+¢& 1+¢& 1+¢&

Onde & é o valor de & que satisfaz 7(&) =5 dado por,

E=3lnm +[n' | +3nn || +n (3.15)
Neste caso o Jacobiano da transformacao resulta em,

joon 84 @18
dé  1+3¢

A grande carateristica desta transformacéo recai no fato de que os pontos de

integracdo sao automaticamente concentrados préximos a singularidade do ponto E

3.2 CLASSIFICACAO DO MECV

Uma das formas alternativas a integracao analitica é utilizando o MECV. Esse
método consiste no deslocamento do ponto fonte para fora do dominio finito, quando
este coincide com o ponto campo. Dessa forma a distancia r entre o ponto campo e
ponto fonte se torna um valor finito diferente de zero e a singularidade na integracéo
desaparece. Para os demais campos a integracao pode ser realizada utilizando o
MEC tradicional ou adotar técnicas diferentes de integracdo via MECV. No
tratamento da singularidade utilizando MECV observa-se que o coeficiente ¢’ da
equacao (2.12) tera valor zero, ja que o ponto fonte € posicionado fora do dominio,
conforme mostrado na Figura 3.3. Neste caso, para o calculo desses pontos

singulares a equacao (2.26) sera reescrita como,
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N o 2N o
S Hiu =5 Glg (3.1)
j=1 j=1

A distancia entre o contorno real e o contorno virtual conhecida como offset,
pode ser determinada por uma relacdo entre os dois contornos. No entanto, é
observado que o ajuste da distancia étima, denotada neste trabalho por £, ainda é
um problema para o MECV. Caso esta distancia seja muito pequena, as integrais se

tornam quase singulares, o que exige mais pontos de integracao para um calculo
adequado. Caso esta distancia seja muito grande, as linhas das matrizes [H] e [G]

se tornam muito parecidas e o problema tende a ficar mal condicionado,

especialmente se houver muitos elementos.

O MECV é classificado em contorno regular e contorno irregular. No caso
especifico do contorno regular, este ainda apresenta duas variagbes, sendo uma
delas conhecida por contorno virtual suave e a outra por contorno virtual variavel.

Ambos os métodos serdo discutidos na sequéncia deste texto.

? Ponto fonte
@ @ Ponto fonte virtual
® Pontos Campos
® 4 2 @ . 1 Contorno virtual
D Contorno real
@ r  Distancia evita a singularidade
1 gr

Figura 3.3 - MECV
3.2.1 Métodos dos Elementos de Contorno Regular

Neste método todas as integracdes sao realizadas com o ponto de colocacao
no contorno virtual, desta forma, as integrais de contorno nao seréo singulares e os
coeficientes ¢’ sempre terdo valor zero. A precisdo do método depende da
localizacdo dos contornos virtuais e para ajustar o offset, pode ser usado um
contorno virtual suave ou um contorno virtual varidvel. No método virtual suave, o
offset sera o comprimento da metade dos elementos como mostra a Figura 3.4.

Maiores detalhes podem ser encontrados em Guzelbey (2000) e Kanber (2003).
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@ Ponto fonte

o
O O Ponto Campo

_ Contorno virtual

D Contorno real

O r Distancia evita a singularidade

& Elemento de contorno

Figura 3.4 — Ponto fonte no elemento de contorno regular suave.

No método de contorno variavel, o offset € a média do comprimento dos
elementos adjacentes e deslocados a partir dos nds centrais do elemento de

contorno, conforme a Figura 3.5.

O @ Ponto fonte

O Ponto Campo
" Contorno virtual variavel
O Contorno real

r Distancia evita a singularidade

&0 Elemento de contorno

Figura 3.5 — Ponto fonte no elemento de contorno regular variavel

3.2.2 Métodos dos Elementos de Contorno Irregular

O método dos elementos de contorno irregular € uma alternativa hibrida para
evitar a singularidade. Nesta técnica os pontos fontes permanecem no contorno real
antes de coincidirem com o ponto campo (ponto fonte # ponto campo). Quando o
ponto fonte e o ponto campo coincidirem, o ponto fonte é posicionado em um
contorno virtual fora do dominio finito, afastado a uma distancia do contorno real.
Quando o ponto fonte estiver posicionado sobre o contorno virtual, o raio sera
diferente de zero e a integracao numérica podera ser empregada, conforme ilustrado

na Figura 3.6 (a).
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o Ponto fonte real

O Ponto Campo

D Contorno real

r Distancia evita a singularidade

Q0 Elemento de contorno

Figura 3.6 — Métodos dos elementos de contorno virtual irregular

Na auséncia de singularidade r=0, o MEC tradicional sera aplicado
normalmente. O offset pode ser uma constante ou uma variavel conforme visto
anteriormente. Devido a problemas de singularidade, no momento em que o ponto
fonte coincide com o ponto do campo r =0, o ponto fonte virtual integrara os nés do
elemento de contorno relacionado em vez apenas do ponto fonte real. Quando um
novo ponto ndo pertencente a esse elemento for considerado, o ndé do contorno
virtual sera substituido pelo ponto fonte real como visto na Figura 3.6 (b). Quando a
geometria for complexa, segundo Guzelbey et al (2000), ndo é recomendado o
método do contorno regular. Neste caso o método de contorno irregular € o mais
recomendado devido a sua caracteristica hibrida e por oferecer um desempenho
satisfatorio para uma maior variacao de offsets. Isto também se deve ao fato, de que
o MEC tradicional é usado sempre que os pontos fontes e campos nao forem

coincidentes.
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4 RESULTADOS NUMERICOS PARA O MECV EXTERNO

Neste capitulo sera realizado um estudo para determinar a distancia 6tima do

offset () empregando o MECV regular em problemas classicos da teoria de

potencial. A técnica de colocacdo utilizada sera no contorno virtual externo ao
problema analisado, denotada por MECV externo. Nesta técnica o ponto fonte estara
sempre posicionado sobre o contorno virtual externo ao problema conforme ilustrado
na Figura 4.1. A quantidade de pontos de Gauss empregados na integragcao
numérica também sera considerado. Uma vez observada a técnica, a quantidade
minima de pontos de Gauss e a melhor distancia de offset, sera avaliada a melhor

configuragédo da variavel a no interior do elemento descontinuo.

) Ponto fonte

° ¢ 9 ° Ponto Campo

Ll Contorno virtual

CI Contorno real

/ r Distancia evita a singularidade

A

=Y

r ¢ Elemento de contorno

Figura 4.1 — MECV regular externo.
4.1 PROBLEMA DE MOTZ

O primeiro caso estudado é o conhecido problema de Motz, onde sua
principal caracteristica estd em apresentar suas condicbes de contorno mistas
variando R conforme o angulo theta (@) como ilustrado na Figura 4.2. O dominio é
discretizado com 42 elementos lineares descontinuos iguais onde a solucdo da

temperatura é conhecida (u

naiico )- A\ Verificacdo da qualidade da solugcdo também
sera realizada nos pontos internos do dominio. Para a avaliagdo do comportamento
da solucdo numérica de forma mais objetiva foram escolhidos alguns nés fisicos
como pontos de controle e no interior do dominio foi criada uma linha de pontos

internos pré-definida.
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VA Condigbes decontorno

D, ., . ., ., C q=—L(cosﬁ cos¢9+sing sinej em CD
L LI e e i 2\/7 2 2
T T qzi(cosg sinH—sing cosaj em BC
-+ Dominio =+ 2Jr 2 2
4 Q 4 _

® q= L(cosg cosé + sing sin Hj em AD
T T 2Jr 2 2
j SRS 74 [ - g=0em OB
A (0] B X

u=0em AO

6
Uanaittico = COSE\/ﬁ
Figura 4.2 — Problema de Motz e suas condi¢ges de contorno

A Figura 4.3 apresenta a solugdo analitica e numérica da distribuicdo da

temperatura para o problema utilizando 12 pontos de Gauss. A medida de S é

calculada como o percentual do comprimento do elemento do contorno original. A
curva solida representa a solugcao analitica e as demais curvas correspondem a
offsets variando de 1 a 9% do tamanho do elemento. Observa-se que as solucoes

numeéricas com g igual a 1 e 3% se afastam da solugdo analitica mostrando o

problema de singularidade quando o ponto de colocacdao estd muito proximo do
contorno. As demais curvas estdo sobrepostas o que a principio sugere uma
convergéncia das solugbes numéricas para a solucado analitica do problema. No
entanto, uma analise mais detalhada da distribuicdo da temperatura é realizada
utiizando 3 pontos de controle, escolhidos arbitrariamente em cada segmento do
problema onde € conhecido o fluxo conforme ilustrado na Figura 4.4. Os pontos de

controle escolhidos do segmento OB sdo os nds fisicos 7 e 8 pertencentes ao

elemento 4 e o no fisico 9 pertencente ao elemento 5. No segmento BC os pontos

de controle sdo os nés fisicos 19 e 20 pertencentes ao elemento 10 e o no fisico 21

pertencente ao elemento 11. Para o segmento CD foram escolhidos 6 pontos de
controle representados pelos seguintes nos fisicos 34, 35 e 36 e 48, 49 e 50; sendo
0 nb 34 pertencente ao elemento 17, os ndés 35 e 36 pertencentes ao elemento 18, o
né 48 pertencente ao elemento 24 e os nos 49 e 50 pertencentes ao elemento 25.
No ultimo segmento onde o fluxo é prescrito foram escolhidos os nés fisicos 62
pertencente ao elemento 31 e os nds fisicos 63 e 64 pertencentes ao elemento 32.
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| —o -Beta=1%
L_ |-+ Beta=3% H
| | —~—Beta=5%

—=—Beta=7%
——Beta = 9%
3 S —Solugéo Analitica

Temperatura [°C]

0 10 20 30 40 50 60 0 80 90
Nos fisicos

Figura 4.3 — Distribuicdo de temperatura analitica e numérica com o MECV externo.

YA
48,49 e 50 34 356 36

62, 63 e 64 T T
\{__ Dominio T }/ 19, 20 e 21

o 4
r 4

0 4
L T AN NP E B B R p -
X

N

Figura 4.4 — Pontos de controle.

Primeiramente sera analisada a distribuicado da temperatura utilizando como

pontos de controle os nés fisicos 7, 8 e 9 pertencentes ao segmento OB e
integradas com o0s seguintes pontos de Gauss 6, 8, 10, 12. Os resultados

demonstram que a medida que ha um incremento em g ha uma tendéncia do valor

numeérico se aproximar ou se afastar do valor analitico de temperatura, conforme
ilustrado na Figura 4.5.

Na integracdo com 8, 10 e 12 pontos de Gauss a curva numeérica com S de

9% se aproxima da solucao analitica em todos os nés fisicos. A integragéo utilizando

6 pontos de Gauss nota-se a curva com £ de 1% se afastando das demais solugdes
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sobrepostas com a solugdo analitica. Esta integracdo € ampliada na Figura 4.6 e

também sugere que um £ de 9% é a melhor distancia encontrada nesta analise.

Gauss = 6 - Temperatura dos nds fisicosn®7,8 e 9 Gauss = 8 - Temperatura dos nds fisicosn®7,8 e 9
T T
0@::::::::::::?ﬁé::::::::::;,,éé i
— i — y
O I (®)
. [ .
© | ©
220 e PToTTTTT E
o | ©
(] ! ()
o : o
E -4Qp - - moobeomoooo oo £
- - l —
- — I
— 0o — _ -
-60 ‘ o
7 8 9 9
nds fisicos nds fisicos
Gauss = 10 - Temperatura dos nés fisicos n®7, 8 e 9 Gauss = 12 - Temperatura dos nos fisicosn®7,8 e 9
| - 3
_36f b T —
1% / 9
o
— 34 —
o © 28
> 2
2 3.2 =
5 )
g 3 226
28 o
— =
2.6 24
i
7 7 ’ .
nos fisicos nos fisicos
— Beta=1%
—¢ -Beta=3%
—v—Beta = 5%
—=—Beta=7%
—=—Beta = 9%
— Solugéo Analitica

Figura 4.5 — Detalhe do /3 para os pontos de controle 7, 8 e 9 e variando os pontos de Gauss.

Gauss = 6 - Temperatura dos nés fisicosn?7,8e 9

° 2; R —o -Beta=1%
O B N -%- Beta=3%
] Rt S e
g | —=— Beta = 7%
§ A ] ——Beta = 9%
g 3.5 i — Solugéo Analitica
g - — =¥
£ 5
|2 3?7/’{’;*;*:(‘%— ——f——ffz—ff,,—ii

E————
2.5/ |

nos fisicos

Figura 4.6 — Detalhe do /3 para os pontos de controle 7, 8 e 9 e 6 pontos de Gauss.
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Em todos os resultados as curvas com valores de g igual a 1% e 3% foram

as mais afastadas da solucao analitica o que indica a influéncia da singularidade do
integrando. No entanto, acima de 3% as curvas tendem a se aproximar mais da
curva analitica, embora sempre exista uma que melhor se aproxima. Observa-se que

as curvas numéricas com valores de S entre 7% e 9% recaem sobre a curva

analitica para integracao realizada com 8, 10 e 12 pontos de Gauss. A principio
entende-se que a distancia 6tima para o offset € de 9% do valor do elemento do

contorno original.

As andlises realizadas anteriormente se confirmam ao calcular o erro relativo

percentual E, de cada incremento de £ no problema de Motz é dado pela equagéo:

E :MWO% (4.1)
R A - .

Onde N é a solugdo numérica da temperatura e A é a solucdo analitica do

problema.

O calculo do erro utilizado para encontrar a distancia 6tima das curvas
numeéricas nos nds fisicos 7, 8 e 9 esta apresentado na Figura 4.7. Com o intuito de
verificar a veracidade do valor de £, a Figura 4.8 apresenta uma analise, realizada

com valores de f variando entre 5% e 9% com passo de 1 e Gauss igual a 6, 8, 10
e 12. A analise em questdo mostra as mesmas conclusdes anteriores que a
distancia 6tima encontrada estd com um f=9%. No sentido de continuar a
sondagem do f3, a Figura 4.9 mostra os pontos de controle da aresta OB avaliados
com g iguaisa9, 10, 11, 12 e 13%, utilizando 12 pontos de Gauss. A escolha de 12
pontos de Gauss vem da observacdo das anadlises anteriores, onde 0s erros

menores sao apresentados com estes pontos. A principio para a aresta OB é

constatado que a distancia 6tima estd mesmo com um g de 9% e nota-se que a

medida que é implementado maior pontos de Gauss o erro tende a diminuir.
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nos fisicos
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[T Beta=9%
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nés fisicos 7,8 e 9 e betas iguaisa 1, 3,5, 7 e 9%.
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Figura 4.8 — Erros relativos percentuais nos nés fisicos 7, 8 € 9 e betas iguais a 5, 6, 7, 8 € 9%.
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Figura 4.9 — Erros relativos percentuais nos nés fisicos 7, 8 e 9 e betas iguais 9, 10, 11, 12 e 13%.

Para efeito de verificagdo do comportamento do campo de temperatura nos

demais segmentos do problema em estudo, optou-se por verificar os erros relativos

percentuais utilizando todos os pontos de controle conforme ilustrados na Figura 4.4.

Os pontos de controle sdo avaliados com pontos de Gauss 6, 8, 10 e 12 e valores de

betas iguais a 1, 3, 5, 7 e 9%. Em seguida a avaliacdo para o melhor g é

apresentada observando 4 betas antes e 4 depois, com passo de 1 e utilizando 12

pontos de Gauss. No segmento BC os nés fisicos n° 19, 20 e 21 tomados como

pontos de controle desta aresta, apresentam o melhor g com 9%, conforme

ilustrado na Figura 4.10.
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Figura 4.10 — Erros relativos percentuais nos nés fisicos 19, 20 e 21 e betas iguais 1, 3, 5, 7 e 9%.
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A Figura 4.11 e a Figura 4.12 também sugerem 9% como a distancia 6tima

encontrada para a aresta BC.
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Figura 4.11 — Erros relativos percentuais nos nés fisicos 19, 20 e 21 e betas iguais a 5, 6, 7, 8 € 9%.
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Figura 4.12 — Erros relativos percentuais nos nés 19, 20 e 21 e betas iguais 9, 10, 11, 12 € 13%.

No segmento CD foram analisados 6 pontos de controle. Na primeira metade
deste segmento foram avaliados os nés 34, 35 e 36 conforme mostra a Figura 4.13.
Com o auxilio da Figura 4.14 e Figura 4.15 pode-se concluir que para o 0s primeiros
nés do segmento o melhor B é representado com 9%. Igualmente, para os ultimos
nés do segmento, conforme representado na Figura 4.16, o melhor S esta
representado com 9%. Para a avaliacao realizada com 10 e 12 pontos de Gauss 0s
detalhes podem ser mais bem visualizados na Figura 4.17. Os resultados para a
segunda metade do segmento sdo confirmados na Figura 4.18 quando avaliados
betas entre 5 e 9% e na Figura 4.19 quando avaliados betas entre 9 e 13%.

Portanto, a aresta CD também permanece a distancia étima encontrada com um g

de 9% do tamanho do elemento.
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Figura 4.13 — Erros relativos percentuais nos nés fisicos 34, 35 e 36 e betas iguais 1, 3, 5, 7 € 9%.
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Figura 4.16 — Erros relativos percentuais nos nés fisicos 48, 49 e 50 e betas iguais 1, 3, 5, 7 € 9%.
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Figura 4.19 — Erros relativos percentuais nos nés 48, 49 e 50 e betas iguais 9, 10, 11, 12 € 13%.

Os erros referentes aos noés fisicos 62, 63 e 64 do segmento estdo
apresentados conforme a Figura 4.20. A Figura 4.21 apresenta 0os mesmos
resultados apresentados na Figura 4.20, porém com o fundo de escala alterado para
permitir uma melhor visualizagdo dos resultados. Foi observada uma oscilagdo do
erro para os valores de beta entre 7 e 9% em relacao aos pontos de Gauss. Neste
caso, a analise deste segmento sera diferente dos segmentos anteriores. Para esta
aresta as integragdes serdo realizadas com maior quantidade de pontos de Gauss a
fim de verificar se esta oscilagcdo tende a estabilizar. Na Figura 4.22 os erros sé&o
apresentados para este caso utilizando 10, 12, 16 e 20 pontos de Gauss com betas
variando de 6 a 10%. Foi possivel verificar que com o0 aumento de pontos de Gauss

a distancia 6tima converge para um £ igual a 7%.
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Figura 4.20 — Erros relativos percentuais nos nés fisicos 62, 63 e 64, betas iguais 1, 3, 5, 7 € 9%.
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4.1.1 Avaliacao dos Pontos Internos para o MECV Regular Externo

Alguns dos pontos internos ao problema de Motz também foram avaliados
com o objetivo de verificar o comportamento dos resultados da temperatura e
garantir uma investigacao mais precisa. Os pontos internos escolhidos no dominio,
possuem abscissas de [-13:1:13] e ordenada 1, conforme ilustrados na Figura 4.23.
A quantidade de pontos de Gauss pode influenciar na qualidade da solucéo
numérica, e geralmente, para problemas potenciais utiliza-se 6 pontos de Gauss
como padrao. Neste sentido as analises para os pontos internos utilizando MECV
serao realizadas com 6, 8 10 e 12 pontos de Gauss para a determinacado da

qualidade e comportamento da solucao referente aos pontos internos.

X X X X X %X X x X X X %X X x X x

A O B

Figura 4.23 — Detalhe da localizagdo dos pontos internos.

A Tabela 2 apresenta as coordenadas dos pontos internos e seus respectivos
resultados de potenciais para cada tipo de offset enquanto que a Tabela 3 apresenta

o0 erro entre a solucdo analitica e os resultados obtidos via MECV externo e regular.

A Figura 4.24 mostra a solucdo analitica e as solu¢gdes numéricas da
temperatura. Observa-se na abscissa, para valores menores que 0 as curvas
numeéricas convergem para a solucao analitica, entretanto em pontos internos bem
préximo de 0, todas as solucdes numéricas se distanciam e para valores maiores
que 0 as curvas com betas iguais a 1 e 3% se afastam mais. Os intervalos
ampliados podem ser visualizados na Figura 4.25 onde é possivel verificar que um
S de 9% possui uma melhor convergéncia.

Observando a curva com £ de 1%, nota-se que ela se afasta muito da
solucdo analitica, isso pode ser visualizado na integracdo com 6, 8 e 10 pontos de
Gauss. Este problema acontece porque existe a singularidade, devido ao ponto de
colocacao estar muito préximo ao contorno real. Por essa razao a curva de 1%, nos

préximos graficos, serd substituida por 2,5%.
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Tabela 2 — Temperatura analitica e numérica para os pontos internos avaliados com MECV externo.

Coordenadas Solucao Potencial MECV [°C]
Analitica
X y B=1% B =3% B =5% B=7% B =9%
-13 1 0,1388 0,1272 0,1484 0,1416 0,1394 0,1389
-12 1 0,1445 0,1361 0,1509 0,1462 0,1448 0,1445
-11 1 0,1509 0,1443 0,1555 0,1520 0,1510 0,1508
-10 1 0,1583 0,1529 0,1616 0,1589 0,1582 0,1581
-9 1 0,1669 0,1624 0,1691 0,1670 0,1665 0,1666
-8 1 0,1771 0,1733 0,1782 0,1767 0,1764 0,1766
-7 1 0,1895 0,1860 0,1894 0,1884 0,1884 0,1886
-6 1 0,2048 0,2016 0,2034 0,2029 0,2031 0,2035
-5 1 0,2247 0,2212 0,2212 0,2214 0,2219 0,2224
-4 1 0,2519 0,2470 0,2451 0,2460 0,2469 0,2477
-3 1 0,2923 0,2831 0,2788 0,2807 0,2823 0,2835
-2 1 0,3627 0,3382 0,3308 0,3347 0,3377 0,3401
-1 1 0,5318 0,4452 0,4320 0,4389 0,4443 0,4485
0 1 0,7071 0,7128 0,6889 0,7003 0,7086 0,7149
1 1 1,0637 1,1118 1,0714 1,0879 1,0986 1,1060
2 1 1,4507 1,4796 1,4219 1,4429 1,4549 1,4622
3 1 1,7541 1,7884 1,7153 1,7404 1,7535 1,7609
4 1 2,0149 2,0568 1,9693 1,9984 2,0128 2,0204
5 1 2,2469 2,2958 2,1947 2,2277 2,2435 2,2513
6 1 2,4578 2,5139 2,3997 2,4365 2,4536 2,4617
7 1 2,6524 2,7151 2,5884 2,6288 2,6472 2,6557
8 1 2,8339 2,9033 2,7644 2,8083 2,8281 2,8368
9 1 3,0046 3,0803 2,9296 2,9770 2,9980 3,0071
10 1 3,1662 3,2483 3,0861 3,1367 3,1590 3,1685
11 1 3,3200 3,4083 3,2347 3,2886 3,3122 3,3220
12 1 3,4671 3,5617 3,3768 3,4339 3,4587 3,4689
13 1 3,6082 3,7092 3,5130 3,5732 3,5992 3,6098

Tabela 3 — Erro de potencial para pontos internos avaliados com MECV externo.

Coordenadas MECYV Erro do Potencial
X y 1% 3% 5% 7% 9%
-13 1 8,3378 6,9258 2,0589 0,4671 0,1055
-12 1 5,7725 4,4358 1,2185 0,2091 0,0182
-11 1 4,3748 3,0668 0,7362 0,0435 0,0531
-10 1 3,4098 2,0937 0,3782 0,0922 0,1208
-9 1 2,7074 1,3142 0,0673 0,2301 0,2029
-8 1 2,1787 0,6373 0,2274 0,3790 0,3016
-7 1 1,8014 0,0182 0,5519 0,5725 0,4461
-6 1 1,5706 0,7033 0,9368 0,8325 0,6544
-5 1 1,5628 1,5311 1,4801 1,2500 1,0137
-4 1 1,9277 2,6718 2,3381 1,9695 1,6571
-3 1 3,1705 4,6278 3,9861 3,4467 3,0272
-2 1 6,7451 8,7842 7,7161 6,8757 6,2234
-1 1 16,2944 18,7663 17,4651 16,4564 15,6652
0 1 0,8077 2,5731 0,9647 0,2077 1,0989
1 1 4,5238 0,7250 2,2770 3,2826 3,9835
2 1 1,9896 1,9831 0,5367 0,2877 0,7960
3 1 1,9540 2,2127 0,7800 0,0314 0,3861
4 1 2,0799 2,2631 0,8171 0,1004 0,2724
5 1 2,1754 2,3233 0,8541 0,1520 0,1942
6 1 2,2813 2,3632 0,8676 0,1714 0,1580
7 1 2,3638 2,4130 0,8901 0,1950 0,1230
8 1 2,4489 2,4518 0,9020 0,2055 0,1046
9 1 2,5196 2,4950 0,9194 0,2199 0,0846
10 1 2,5921 2,5308 0,9306 0,2270 0,0735
11 1 2,6573 2,5696 0,9457 0,2372 0,0605
12 1 2,7280 2,6043 0,9573 0,2429 0,0530
13 1 2,7994 2,6397 0,9712 0,2504 0,0446
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Figura 4.25 — Distribuigdo da temperatura analitica e numérica com MECV externo.
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Figura 4.27 — Erro de temperatura com MECV externo nos pontos internos da aresta OB.
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Apés a analise do campo de temperatura nos pontos internos, apresenta-se o
comportamento do fluxo na direcéo x, direcdo y e sua resultante. A solucéo analitica

para o fluxo na direcdo x (g, ) é dada pela equacéo (4.2):

o

q, = ol (4.2)

A solugéo analitica para o fluxo na diregao y (q, ) € dada pela equagao (4.3):

i)

q,= T (4.3)

A resultante analitica do fluxo nos pontos internos (R,) € dada pela equacéo
(4.4)

R,= (q,) +(q, )2 (4.4)

A Figura 4.28 mostra a distribuicdo do fluxo na direcdo x e a Figura 4.29
mostra os resultados de erros destes fluxos, em relagdo a utilizagdo de pontos de
Gauss. Analisando a aresta AO que pode ser observada, a esquerda de zero nas
abscissas dos graficos, o erro ocorre com f£=9%. Um comportamento semelhante
pode ser verificado com a vantagem de que a oscilagdo préxima ao ponto A da
aresta é reduzida significativamente, conforme aumenta os pontos de Gauss.
Avaliando a aresta OB que pode ser observada, a direita de zero também nas
abscissas dos gréficos, percebe-se que o erro esta com um S de 9%. Ao se

aproximar da abscissa zero as curvas oscilam muito.

A distribuicao do fluxo também é avaliada na dire¢do y variando os pontos de
Gauss, como mostra a Figura 4.30. Observando a Figura 4.31 e Figura 4.32, é
possivel verificar que os resultados de betas foram semelhantes aos apresentados
na direcao x, indicando que um £ de 9% é a distancia 6tima de offset.



Fluxo g [W/m®]

Fluxo q, [W/m®]

(IN-Al/A)*100

Distribuicdo do fluxo na diregao x
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Distribuicao do fluxo na diregdo x
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Figura 4.28 — Distribui¢cdo do fluxo na dire¢do x avaliado com MECV externo.
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Distribui¢do do fluxo na diregao y
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Figura 4.31 - Célculo do erro do fluxo na direcdo y avaliado com o MECV externo.
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Figura 4.32 — Erro resultante do fluxo nos pontos internos avaliado com o MECV externo.

A Figura 4.33 apresenta o erro resultante do fluxo e sua solucdo analitica. Os
resultados concordam bem com a solucdo analitica devido a sobreposicao das

curvas.

A Tabela 4 apresenta o resultado da solucdo analitica e os resultados via
MECV nos pontos internos, mostrando a oscilagdo dos resultados de erros

encontrados na aresta OB. Na Tabela 5 pode ser observado o erro do fluxo

resultante nos pontos internos.

Segundo Cruz (2001), a medida que se aumenta os pontos de integracao
local, a precisdo do resultado também aumenta, isto significa que o numero de
pontos de integracdo pode influenciar o resultado. Desta forma, entende-se que
aumentando os pontos de Gauss, obtém-se melhores resultados para resolver o

problema de descontinuidade de fluxo.
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Figura 4.33 — Resultante analitica e numérica do fluxo avaliadas com o MECV externo.

Tabela 4 — Solucao analitica e numérica do Fluxo resultante avaliados com o MECV externo.

Coordenadas Solucao MECYV Fluxo resultante pontos internos [W/m*]
Analitica
X y L=1% £=3% £ =5% L=7% £=9%
-13 1 0,1385 0,1273 0,1484 0,1417 0,1394 0,1389
-12 1 0,1441 0,1357 0,1509 0,1463 0,1447 0,1444
-11 1 0,1504 0,1439 0,1555 0,1520 0,1509 0,1507
-10 1 0,1577 0,1524 0,1615 0,1589 0,1580 0,1579
-9 1 0,1662 0,1617 0,1690 0,1669 0,1664 0,1664
-8 1 0,1761 0,1725 0,1780 0,1765 0,1762 0,1763
-7 1 0,1880 0,1851 0,1891 0,1881 0,1880 0,1882
-6 1 0,2027 0,2004 0,2029 0,2024 0,2025 0,2028
-5 1 0,2214 0,2197 0,2205 0,2206 0,2210 0,2215
-4 1 0,2462 0,2448 0,2438 0,2446 0,2454 0,2461
-3 1 0,2812 0,2802 0,2770 0,2789 0,2803 0,2814
-2 1 0,3344 0,3362 0,3296 0,3320 0,3336 0,3348
-1 1 0,4204 0,4404 0,4296 0,4328 0,4343 0,4351
0 1 0,5000 0,5091 0,4929 0,4976 0,4994 0,5000
1 1 0,4204 0,4295 0,4119 0,4160 0,4170 0,4166
2 1 0,3344 0,3444 0,3289 0,3329 0,3339 0,3336
3 1 0,2812 0,2895 0,2750 0,2788 0,2799 0,2800
4 1 0,2462 0,2535 0,2401 0,2440 0,2453 0,2455
5 1 0,2214 0,2287 0,2156 0,2192 0,2205 0,2208
6 1 0,2027 0,2093 0,1970 0,2006 0,2019 0,2023
7 1 0,1880 0,1948 0,1826 0,1860 0,1873 0,1876
8 1 0,1761 0,1822 0,1707 0,1741 0,1754 0,1758
9 1 0,1662 0,1725 0,1611 0,1643 0,1655 0,1658
10 1 0,1577 0,1636 0,1527 0,1559 0,1571 0,1575
11 1 0,1504 0,1567 0,1457 0,1487 0,1499 0,1502
12 1 0,1441 0,1502 0,1393 0,1423 0,1435 0,1439
13 1 0,1385 0,1450 0,1344 0,1370 0,1380 0,1384
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Tabela 5 — Erro resultante do fluxo nos pontos internos avaliado com o MECV externo.

Coordenadas MECYV Erro do fluxo resultante
X y 1% 3% 5% 7% 9%
-13 1 8,0811 7,1374 2,3393 0,6889 0,2854
-12 1 5,8405 4,7296 1,5137 0,4391 0,2099
-11 1 4,3742 3,3466 1,0481 0,3051 0,1755
-10 1 3,4049 2,4139 0,7197 0,2009 0,1414
-9 1 2,6579 1,7120 0,4754 0,1294 0,1264
-8 1 2,0655 1,1073 0,2486 0,0487 0,0961
-7 1 1,5545 0,5889 0,0575 0,0113 0,0851
-6 1 1,1490 0,0713 0,1626 0,1075 0,0389
-5 1 0,7907 0,4151 0,3665 0,1845 0,0220
-4 1 0,5689 0,9818 0,6542 0,3420 0,0724
-3 1 0,3408 1,4710 0,8220 0,3231 0,0696
-2 1 0,5363 1,4413 0,7007 0,2158 0,1280
-1 1 4,7424 2,1759 2,9350 3,2992 3,4795
0 1 1,8231 1,4149 0,4814 0,1127 0,0085
1 1 2,1427 2,0268 1,0513 0,8303 0,9188
2 1 2,9890 1,6491 0,4268 0,1440 0,2451
3 1 2,9495 2,1966 0,8494 0,4413 0,4184
4 1 2,9313 2,4808 0,9054 0,3775 0,2897
5 1 3,2804 2,6116 0,9890 0,4215 0,2982
6 1 3,2227 2,8387 1,0412 0,3922 0,2337
7 1 3,5900 2,8661 1,0634 0,4016 0,2271
8 1 3,4836 3,0571 1,1154 0,3895 0,1899
9 1 3,8465 3,0319 1,1156 0,3914 0,1844
10 1 3,7446 3,2052 1,1710 0,3895 0,1610
11 1 4,1743 3,1638 1,1698 0,3911 0,1569
12 1 4,2257 3,3439 1,2443 0,3994 0,1390
13 1 4,7420 2,9546 1,0962 0,3178 0,0713

No MECV externo foi possivel avaliar que com 12 pontos de Gauss um S de

9% é a distancia 6tima encontrada.

4.1.2 Avaliacao da Variavel o no Interior do Elemento Descontinuo

Neste trabalho foi apresentada uma técnica de contorno virtual, denominada
de MECV externo. As andlises foram realizadas utilizando um fator « igual a 10%
do tamanho do elemento discretizado. A proxima etapa consiste na verificacdo da
melhor localizagdo dos nos fisicos, no interior do elemento descontinuo, conforme

ilustrado na Figura 4.34. Neste sentido, a sensibilidade da distancia « também sera
avaliada em relagdo a distancia A, utilizando o MECV externo na aresta OB. Os

resultados sao obtidos observando betas iguais a 1, 3, 5, 7 e 9% e alfas iguais a 10,
20, 30 e 40% do tamanho do elemento com 12 pontos de Gauss. Uma vez avaliados
os pontos de controle 7, 8 e 9 é realizado uma verificacdo dos alfas nos pontos
internos escolhidos no dominio com abscissas variando de [-13:1:13] e ordenada 1,
conforme apresentados na Figura 4.35.

A Figura 4.36 apresenta os erros avaliados nos pontos de controle 7, 8 e 9. O

grafico com alfa igual a 10% apresenta os melhores erros. Para uma melhor
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avaliacao os intervalos sdo ampliados na Figura 4.37 e obtém-se a confirmagao que
um alfa igual a 10% € o melhor fator para o elemento descontinuo.

A Tabela 6 e Tabela 7 a apresentam respectivamente os valores de

temperatura nos pontos internos variando os alfas e os valores dos erros destas

temperaturas.
a a
* - N
% elemento % elemento
I |
l 1
elemento
* No fisico descontinuo
X N& geométrico
Figura 4.34 — Fator & no elemento descontinuo.
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Figura 4.36 — Erros percentuais nos pontos de controle 7, 8 e 9 e alfas iguais a 10, 20, 30 e 40%.



Erro = ((N-A) JA)*100)

((N-A).JA)*100)

Erro

—_
o

[+ 4]

[+2]

=

%]

o

—_
N o o O

[==]

nos fisicos
a=10%

nos fisicos

o =30%

Figura 4.37 — Erros percentuais ampliados nos pontos de controle 7, 8 e 9.

Erro = ((N-A).JA)*100)

Erro = (N-A) /A)*100)

nos fisicos

o =20%

nds fisicos

o =40%

67

N Beta=1%
Beta=3%
Beta=5%
Beta=7%
[ Beta=9%

Coordenadas Solucao Potencial MECV [°C]
Analitica
X y a=10% | a=20% | a=30% | a=40%
-13 1 0,1388 0,1389 0,1409 0,1416 0,1403
-12 1 0,1445 0,1445 0,1462 0,1462 0,1462
-11 1 0,1509 0,1508 0,1524 0,1520 0,1529
-10 1 0,1583 0,1581 0,1597 0,1589 0,1605
-9 1 0,1669 0,1666 0,1682 0,1670 0,1693
-8 1 0,1771 0,1766 0,1783 0,1767 0,1798
-7 1 0,1895 0,1886 0,1905 0,1884 0,1925
-6 1 0,2048 0,2035 0,2057 0,2029 0,2083
-5 1 0,2247 0,2224 0,2252 0,2214 0,2287
-4 1 0,2519 0,2477 0,2515 0,2460 0,2566
-3 1 0,2923 0,2835 0,2893 0,2807 0,2973
-2 1 0,3627 0,3401 0,3508 0,3347 0,3645
-1 1 0,5318 0,4485 0,4682 0,4389 0,4922
0 1 0,7071 0,7149 0,7447 0,7003 0,7807
1 1 1,0637 1,1060 1,1385 1,0879 1,1807
2 1 1,4507 1,4622 1,4905 1,4429 1,5311
3 1 1,7541 1,7609 1,7852 1,7404 1,8238
4 1 2,0149 2,0204 2,0422 1,9984 2,0799
5 1 2,2469 2,2513 2,2712 2,2277 2,3088
6 1 2,4578 2,4617 2,4803 2,4365 2,56181
7 1 2,6524 2,6557 2,6731 2,6288 2,7114
8 1 2,8339 2,8368 2,8534 2,8083 2,8923
9 1 3,0046 3,0071 3,0229 2,9770 3,0626
10 1 3,1662 3,1685 3,1836 3,1367 3,2241
11 1 3,3200 3,3220 3,3365 3,2886 3,3779
12 1 3,4671 3,4689 3,4828 3,4339 3,5252
13 1 3,6082 3,6098 3,6232 3,5732 3,6666

Tabela 6 — Temperatura analitica e numérica para os pontos internos variando « .
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Tabela 7 — Erro de potencial para pontos internos variando « .

Coordenadas MECYV Erro do Potencial
X y a=10% | a=20% | a=30% | a=40%
-13 1 0,1055 1,5415 2,6279 1,0723
-12 1 0,0182 1,2022 2,0756 1,2213
-11 1 0,0531 1,0061 1,7756 1,3119
-10 1 0,1208 0,8758 1,5965 1,3857
-9 1 0,2029 0,7681 1,4705 1,4538
-8 1 0,3016 0,6751 1,3845 1,5344
-7 1 0,4461 0,5676 1,3087 1,6161
-6 1 0,6544 0,4392 1,2474 1,7193
-5 1 1,0137 0,2219 1,1476 1,8049
-4 1 1,6571 0,1517 0,9937 1,8910
-3 1 3,0272 1,0384 0,4757 1,6877
-2 1 6,2234 3,2878 1,1327 0,5150
-1 1 15,6652 11,9667 9,3584 7,4480
0 1 1,0989 5,3116 8,2256 10,4146
1 1 3,9835 7,0407 9,1770 11,0049
2 1 0,7960 2,7445 4,1315 5,5424
3 1 0,3861 1,7758 2,7761 3,9733
4 1 0,2724 1,3558 2,1414 3,2299
5 1 0,1942 1,0839 1,7320 2,7547
6 1 0,1580 0,9146 1,4689 2,4528
7 1 0,1230 0,7818 1,2669 2,2248
8 1 0,1046 0,6885 1,1207 2,0625
9 1 0,0846 0,6089 0,9991 1,9295
10 1 0,0735 0,5491 0,9053 1,8290
11 1 0,0605 0,4955 0,8234 1,7429
12 1 0,0530 0,4534 0,7576 1,6761
13 1 0,0446 0,4150 0,6989 1,6188

Os pontos internos serdo avaliados variando os alfas e mantendo o melhor
beta encontrado de 9%. A distribuicdo de temperatura pode ser visualizada na
Figura 4.38 e aparentemente indica o melhor fator como sendo 10%.

Por outro lado, a Figura 4.39 apresenta o calculo do erro na aresta AO e
indica que um alfa de 10% nao € o mais adequado para valores muito proximos de
zero na abscissa. Devido a descontinuidade impostas pelas condicées de contorno

nesses valores, ocorre uma variagdo nos resultados de alfa proximos a zero. Em

relacédo a aresta OB, a Figura 4.40 indica que alfa igual a 10% pode ser considerado

como o melhor fator em todos os pontos internos.
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Figura 4.40 — Calculo do erro de temperatura na aresta OB variando « .

A Figura 4.41 apresenta o fluxo na direcdo x enquanto a Figura 4.42
apresenta os seus respectivos erros. Pode ser observado que a esquerda de zero
na abscissa, um alfa com 20% é o mais indicado na maioria dos pontos e a direita
de zero um alfa igual a 10% pode ser considerado.

A distribuicdo do fluxo na direcéo y é apresentada na Figura 4.43 e seus erros
podem ser visualizados na Figura 4.44. Um alfa igual a 10% ¢€ indicado nesta analise

como sendo o melhor fator.

Avaliando a resultante do fluxo na Figura 4.45 e Figura 4.46, percebe-se que
um alfa de 10% obteve resultados satisfatorios em todos os pontos internos
avaliados.

A Tabela 8 apresenta o resultado da solugédo analitica e numérica para o fluxo
nos pontos internos enquanto a Tabela 9 apresenta o erro do fluxo resultante nos

pontos internos.



71

—e— Solugéo Analitica
—e—Solugao Analitica

40%

20%
istribuicao do fluxo na diregdo x

Pontos Internos
Pontos Internos

o=
o=
do o .

Distribuigao do fluxo na diregao x
D

Calculo do erro do fluxo na diregao x

irecao x varian

15

9%

10

—e—Solugao Analitica
Beta

10%
Distribuigdo do fluxo na diregdo x
30%

Pontos Internos

Pontos Internos

a
Figura 4.41 — Distribuicdo do fluxo na d

a

Distribuicao do fluxo na diregao x

Célculo do erro do fluxo na diregéo x

—o—o—F

|
[
|
o—o—0—G—0-
-10
-10

5

005F - — - -
9

0.4

025 — — - —

015 — — - — -

= T T T T T
EN | | | | |
i | | | | |
ol | | | | |
2 | | | | |
N U E
i i | i |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
e I B S
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | I
Fomd—— b —— ==+ —— = — — —
| | 1 | |
| | | T I
| | | | |
| | | | |
| | | | |
F- A~~~ r -~~~ T-~-~"r< -7
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
I
| | | | T
| | I f |
T i | | |
| | | | |
L 1 L 1 |
m <ﬂlv © © < o o
001.(w/lv-NI) ="b oz
= 1 T T T T
EN I I I I
I | | | | |
ot | | | | |
2 | | | | |
[ E N E N B |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
R T A A
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | i
F-— A - —— ===t — — 1 — —
i i | | |
| | | | |
| T 1 | |
| | | 1 |
| | | | |
CF- "~ " r T TT T T T T TR T T
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
N N
i i | i |
| | | | |
| | | | |
| | | | i
| | | | |
L L L 1 |
w_ w 3 © < [Y] o

001(w/lv-NI) = b ouz

15

10

20%
Célculo do erro do fluxo na diregdo x

Pontos Internos

a

-10

15

10

10%
Calculo do erro do fluxo na diregdo x

Pontos Internos

a

-10

I I I I I I I
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
I
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
R e i e e S e |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | ¥ |
| | | | | | |
| | | | 1 1 |
e N " el e e R B |
| | | | | I |
| 1 1 | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
s Bl et Bl il vl B Bl
| | | | | | |
| | # | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
S IO S S N O I
| | | | | | |
| | | i | | |
| | t | | | |
T | | | | | |
| | | | | | |
| L L | | | |
~N © 1 ¥ ™ o @~ o
004.(w/lv-NI) = b ouz
I I I I I I I
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
IR R R N R R
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
e e e Ny S
| | | | | | |
| | | | | | ,
| | | | | | |
| | | | | | [
| | | | | | 1
B B Al e i i M |
| | | | | T |
| | | | | ¥ |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
i s Bl Bl Bt il vl S Bl
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | )
| | | | | | |
S N N S B R T R
| | | | | | |
| | | | | ¥ |
| | | 1 | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
¥ 8 o © © ¥ aq o7

001(v/lv-ND) ="b oz

15

10

40%
do .

Pontos Internos

a

-10

Iregao x varian

15

10

30%

Pontos Internos

(24
Figura 4.42 — Calculo do erro do fluxo na d

-10



72

Distribui¢do do fluxo na diregao y

Distribui¢do do fluxo na direg¢do y

15

Analitica

—e— Solugéo Analitica

15

10

0.45

035 — — - — -

o
Luyml b oxniy

Pontos Internos

Pontos Internos

20%
Distribuicéo do fluxo na diregdo y

o=

10%
Distribuicdo do fluxo na direcédo y

o=

w0
. — . . . . 2
3 I o I I I I
E I [ I I I [
] I I I I I I o9
<R [ I I I roy
o
85 ! [ I I I I o
R e e A S (=
S B | [ I I I [
» o
I [ I I I I
+ I [ I I I I
I [ I I I I
I | o | | | |
== T7°7 ITTr T Iy e bl
I [ I
I [ I
I [ |
I [ I
oL g —_ L_ 1o
| |
i I
I I
I I
I I
- - —+— === + - -0
I I
I I
I I
I I
| | .
e e e e A
I I [ I I I
I I [ I i I I
I I [ I I I I
I I [ I I I I
| | L | | | | 0
¥ o @ o o c - o ©9
o o o o o
Lyl b oxnig
w0
= T 1 T T T T -
S I [ I I I I
S I [ I I I [
Sl ! [ I I I I
o & 1 [ I I I [
w o I I I o
o O ﬁ
am| [ I I v
I [ I I I
I [ I I I
I [ I I I
1= = = +
[ I
[
[
[

o
Lwml b oxnigy

Pontos Internos

Pontos Internos

40%

2%

30%

a

do .

irecdo y varian

Figura 4.43 — Distribuicdo do fluxo na d

Calculo do erro do fluxo na diregéo y

Célculo do erro do fluxo na diregdo y

wn
q T T T T -~
N | | | |
i | 1 | |
1] | | T |
K | | | |
| | | T o
I e R A A
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
\\\\\ Il __L___1__v o
| | | I
| | | |
| | I |
| | | |
f I I |
\\\\\ |- ———-l-——=—F==%+----0
| | | |
| | | i
| | | |
| | | |
| | | |
\\\\\ il e e s O
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | | o
\\\\\ [ R N A
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
L L L L wn
0 [=) [} o 0 o
Y [3Y -~ —
%] 00k (w/v-NI) ="boug
T T T T T T T 2
<
ENI I I I I I I
| | | | | 1 |
S| | | | | | T
21 | | | | | I
L _ 1 ____J__1__>_]o
| | | | | | | -
| | | | | | |
| | | | | | f
| | | | | | |
| | | | | | i
Lo L1 __iz=dw
| | | | | I i
| | | | | 1 |
| | | | I T |
| I 1 i | | |
T I I | | | |
F-—F————+— - ——F==+4& —|- - 4O
| | | | T | |
| | | | | T |
| | | | | | |
| | | | | | |
I | | I | | |
[~ r~ -~ T~ r- - "T1-" %
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
Lo v a1 _lo
I | 1 I | 1 | -
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
1 | L 1 L 1 | w0
mw M Q .0: £ © < [ o

[%] 001.(w/lv-ND ="boug

Pontos Internos

Pontos Internos

a=20%
Célculo do erro do fluxo na direcéo y

a=10%
Célculo do erro do fluxo na diregéo y

15

o I I l I I
& | | | | |
nﬁ | | | | |
g | | | I |
@ | | | | ]
e
| | | | I
| | | | 1
| | | | 1
| | | | I
| | | | |
P ol — — = — — - = — 4 — — e — — )
| | | ! |
| | | ! |
| | t | |
| T | | |
T ! | | |
i Attty Sl Al S Sl et A
| | | | |
| | | | i
| | | | |
| | | | |
| | | | |
e e e e E A B
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
R S F Y A AN I O o
| | | | | A
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | | )
[=) [re] o 1) o ) o
© Y o - -
[%] 00k (w/iv-ND ="bouz
, , , , 2
m/“ | | | |
I ! | | |
] | T | |
8 | | i |
4 ______L__=+___ o
| | | | -
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
Lo L ___1_%_do
| | | T
| | | |
| | T |
1 | | |
! | | |
i e e e i A=
| | | |
| | | i
| | | |
| | | |
| | | |
F—~— 7~~~ —~~—~—r~-~——17-7—°7%®
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
Lot t___1__ Jo
| | i 1 -
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | | )
0 o 1) o 1) o
Y o - -

(%] 00L.(w/lv-NI) ="b ouzg

Pontos Internos

Pontos Internos

a=40%

o =30%

Figura 4.44 — Calculo do erro do fluxo na direcdo y variando « .



73

Caélculo da resultante analitica e numérica do fluxo

Caélculo da resultante analitica e numérica do fluxo

15

Solugéo Analitica

15

10

Solugao Analitica

[%] 00k (w/Iv-NI) = (Jb+3b)ubs ouz

Pontos Internos

Pontos Internos

20%
Célculo da resultante analitica e numérica do fluxo

a

a=10%
Célculo da resultante analitica e numérica do fluxo

15

10

T
|
|

05
045 - —— - - --—--—1---~-

(%] 00L.(w/lv-ND = ((b+3bwibs oz

0
Pontos Internos

Pontos Internos

o =40%

o =30%

do «r .

1an

do fluxo var

Itica e numerica

Figura 4.45 — Resultante anal

Célculo do erro resultante do fluxo

Célculo do erro resultante do fluxo

T T T T T T T T 2
@ | | | | | | |
ol ! | | | | | | |
ol | | | | | | | |
aly | | | | | | I
L N (A Pt
T | T | | T | T -
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
I A T BN B R AN T PN
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
-t -+ —-d == -4 - —l- —+=40
| [ t T | | | |
| | 1 | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
i B el el B i M e il i )
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | | o
A I A
| | | | | | | |
| | | | | } | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| L | L | | | Il 0
v < 1 ® 1© o 1 - 1 o
< (3] o - o
[%] 00 4.(v/Iv-NI) = ((b+3bjubs o3
T T T T T T °
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | | °
I e e e e
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
I R A TN T BT B G R
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
Lo L Lt _1__a__T--do
| t T I | |
| I T t | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
it s iy i el Bl St L)
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | | o
[~~~ """ 7" "7 "7 "7 7%
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| L | L 1 Il wn
6w B« 1 - & o
(3] o - o
[%] 004.(v/lv-N]) = (Jo+2b)ubs ouz

Pontos Internos

Pontos Internos

20%
Célculo do erro resultante do fluxo

o=

10%
Célculo do erro resultante do fluxo

o=

15

) I I I I I

I | | | | |

8 | | | | |

& | | | |

| | | | |
By o =

| | | | |

| | | | |

| | | | |

| | | | |

| | | | |
e T R R 0

| | | | |

| | | ! |

| | | I |

| | I | |

| | f I |
(- r-——- - -"r--a-==f—*°-°9°

I i | | |

| I | | |

| | | | |

| | | | |

| | i | |
-~ r-—"3- -~ "r=s"a--""r--°73%9

| | | | |

| | | | |

| | | | |

| | | | |
oL __ v __ 1 _t__ o
i | i | i \

| | | | |

| | | | |

| | | | |

| | | | |
L 1 | | L wn
) 1) < ) Y — o

15

10

-10

(%] 00L.(w/Iv-ND = (o+3b)ubs ouz

Pontos Internos

Pontos Internos

a=40%

o =30%

Figura 4.46 — Erro resultante do fluxo variando « .



Tabela 8 — Solugao analitica e numérica do Fluxo resultante em pontos internos variando « .

Coordenadas Solucao MECYV Fluxo resultante pontos internos [W/m®]
Analitica

X y a=10% | a=20% | a=30% | a=40%
-13 1 0,1385 0,1389 0,1408 0,1422 0,1403
-12 1 0,1441 0,1444 0,1461 0,1474 0,1461
-11 1 0,1504 0,1507 0,1524 0,1536 0,1527
-10 1 0,1577 0,1579 0,1596 0,1608 0,1602
-9 1 0,1662 0,1664 0,1681 0,1693 0,1690
-8 1 0,1761 0,1763 0,1781 0,1793 0,1794
-7 1 0,1880 0,1882 0,1902 0,1916 0,1919
-6 1 0,2027 0,2028 0,2051 0,2067 0,2074
-5 1 0,2214 0,2215 0,2243 0,2263 0,2274
-4 1 0,2462 0,2461 0,2496 0,2521 0,2537
-3 1 0,2812 0,2814 0,2863 0,2895 0,2919
-2 1 0,3344 0,3348 0,3403 0,3440 0,3470
-1 1 0,4204 0,4351 0,4381 0,4402 0,4430
0 1 0,5000 0,5000 0,4997 0,4998 0,5027
1 1 0,4204 0,4166 0,4107 0,4072 0,4081
2 1 0,3344 0,3336 0,3281 0,3244 0,3242
3 1 0,2812 0,2800 0,2768 0,2747 0,2756
4 1 0,2462 0,2455 0,2433 0,2417 0,2424
5 1 0,2214 0,2208 0,2192 0,2182 0,2194
6 1 0,2027 0,2023 0,2010 0,2001 0,2011
7 1 0,1880 0,1876 0,1866 0,1860 0,1874
8 1 0,1761 0,1758 0,1749 0,1743 0,1754
9 1 0,1662 0,1658 0,1651 0,1647 0,1661
10 1 0,1577 0,1575 0,1568 0,1564 0,1575
11 1 0,1504 0,1502 0,1496 0,1493 0,1507
12 1 0,1441 0,1439 0,1434 0,1430 0,1442
13 1 0,1385 0,1384 0,1379 0,1377 0,1391

Tabela 9 — Erro resultante do fluxo nos pontos internos variando « .

Coordenadas MECYV Erro do fluxo resultante
1 y a=10% | a=20% | a=30% | a=40%
-13 1 0,2854 1,6919 2,6778 1,3525
-12 1 0,2099 1,4278 2,2870 1,3734
-1 1 0,1755 1,2867 2,0753 1,4713
-10 1 0,1414 1,1873 1,9302 1,5761
-9 1 0,1264 1,1454 1,8706 1,7116
-8 1 0,0961 1,1163 1,8440 1,8550
-7 1 0,0851 1,1409 1,8965 2,0672
-6 1 0,0389 1,1638 1,9692 2,2951
-5 1 0,0220 1,2821 2,1826 2,6778
-4 1 0,0724 1,3617 2,3675 3,0241
-3 1 0,0696 1,8068 2,9787 3,8169
-2 1 0,1280 1,7792 2,8770 3,7720
-1 1 3,4795 4,1990 4,7003 5,3673
0 1 0,0085 0,0612 0,0304 0,5307
1 1 0,9188 2,3259 3,1559 2,9424
2 1 0,2451 1,8758 2,9730 3,0550
3 1 0,4184 1,5488 2,2883 1,9815
4 1 0,2897 1,1849 1,8313 1,5581
5 1 0,2982 1,0083 1,4662 0,8931
6 1 0,2337 0,8498 1,2974 0,8145
7 1 0,2271 0,7597 1,0891 0,3605
8 1 0,1899 0,6737 1,0240 0,4164
9 1 0,1844 0,6210 0,8789 0,0501
10 1 0,1610 0,5677 0,8587 0,1619
11 1 0,1569 0,5349 0,7442 0,1709
12 1 0,1390 0,5014 0,7468 0,0490
13 1 0,0713 0,4124 0,5689 0,4301
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Nesta analise, a implementacdao do MECV externo com um S de 9% foram

considerados para uma avaliagcdo do fator & no interior do elemento descontinuo e

os resultados foram satisfatoérios quando avaliados com um a de 10%.

4.1.3 Avaliacao com Discretizacao Irregular

Nesta secdo, a discretizacdo do problema sera realizada com elementos
descontinuos de tamanhos diferentes conforme apresentados na Tabela 10 e na
Figura 4.47. O método aplicado sera o MECV externo com um fator alfa de 10%. A
distancia 6tima de offset sera analisada nos pontos de controle apresentados na
Figura 4.4, repetida por conveniéncia.

A distribuicdo de temperatura com betas iguais a 1, 3, 5, 7 e 9% € mostrada
na Figura 4.49, onde se percebe o afastamento das curvas numéricas em relacéao a
solugcdo analitica. Neste sentido, tornou-se necessario uma avaliagdo com betas
maiores, como apresentada pela Figura 4.50. Observa-se que 0s novos betas com
20, 30, 40 e 50% concordam bem com a solugédo analitica e que a curva com 10%
ainda se afasta das demais. Ao se calcular o erro da temperatura na Figura 4.51,
verifica-se que os erros menores para 0s nds 7 e 8 estdo com beta de 30% e para o
nd 9 com beta de 40%. Nota-se ainda que os resultados séo estabilizados a partir de
16 pontos de Gauss. Desta forma as analises da Figura 4.52 serdo realizadas com
16 pontos de Gauss em todos os pontos de controle com betas de 10, 20, 30 e 50%.
Nesta figura, pode ser observado que para os nos 19, 20, 21 34 e 36 o erro menor
estd com um beta de 40% e para os nds 35 e 62 com beta de 10%. Por outro lado,
para os nés 48, 49, 50, 63 e 64 o0 menor erro estda com beta de 50%, o que indica
que a procura pela distancia 6tima pode ainda n&o estar finalizada nas arestas que
contém estes pontos de controle e que de uma forma geral, os resultados nos nos
fisicos apresentam imprecisdes. Neste sentido, para minimizar o problema, pode ser
adequado a utilizagdo de uma técnica de sub-elementagao adotado por Silva (1996).
A proposta é fazer uma sub-elementagdo em cada elemento do problema

considerado.



Tabela 10 — Geometria da discretizagéao.

Elemento X y Elemento X y Elemento X y
1 0 0 15 14 14 29 -14 14
2 0,8 0 16 11 14 30 -14 11,6
3 3 0 17 9,5 14 31 -14 12
4 3,2 0 18 7,9 14 32 -14 9,1
5 8 0 19 6,3 14 33 -14 6,5
6 11 0 20 5 14 34 -14 5
7 13 0 21 1,4 14 35 -14 3
8 14 0 22 0 14 36 -14 0
9 14 2,1 23 -1 14 37 -13,5 0
10 14 4 24 -2,2 14 38 -11 0
11 14 5 25 -4,1 14 39 -9 0
12 14 7,9 26 -7,4 14 40 -9,8 0
13 14 8,6 27 -8,2 14 41 -7 0
14 14 10 28 -10 14 42 -4 0

14
# N& geométrico
14 0 14

Figura 4.47 — Detalhe da discretizagdo irregular.
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Figura 4.48 — Pontos de controle.
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Figura 4.49 — Distribuigdo da temperatura com elementos irregulares e betas iguais a 1, 3, 5, 7 € 9%.
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Figura 4.50 — Distribuicdo da temperatura com elementos irregulares e betas iguais a 10, 20,3040 e
50%.

A técnica de sub-elementacdo consiste basicamente em dividir o elemento
considerado, em elementos menores chamados de sub-elementos. Estes sub-
elementos segundo Leonel (2006) podem ter o0 mesmo comprimento ou tomar a

forma progressiva conforme visto na Figura 4.53.

No entanto, mesmo que o tamanho dos sub-elementos aumentem de forma
progressiva, ndo € vantajoso aplicar esta técnica, visto que ela recai em um

problema com discretizagao irregular.
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Figura 4.51 — Erro de temperatura nos pontos de controle 7, 8 e 9 com elementos irregulares e betas
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Figura 4.53 — Técnica de sub-elementagado com a forma progressiva.

Caso a técnica de sub-elementacdo seja escolhida com elementos
discretizados com tamanhos iguais, o problema recai no MECV externo. Neste caso
adota-se o menor elemento do problema e todos os demais elementos sao
subdivididos por esse primeiro. Desta forma, o critério estabelecido para encontrar
uma unica distancia de offset e posicionar o ponto de colocagdo no exterior do

dominio € o mesmo utilizado no MECV externo.

Neste estudo, o MECV externo foi aplicado no problema discretizado com
elementos irregulares. Os resultados demonstraram valores elevados para os
offsets, ainda que utilizasse 16 pontos de Gauss na integracdo. Com o objetivo de
minimizar esse problema, a técnica de sub-elementacdo foi proposta, no entanto,

devido ao acréscimo de nos fisicos o0 método n&o foi implementado.

4.2 PLOBLEMA DE FLUXO DE AGUA SUBTERRANEA

Este problema conhecido também como percolacdo da agua estuda a
influéncia de uma escavacdao no deslocamento da agua através do solo. A
escavacao € grande o suficiente para permitir um estudo plano do problema
conforme estd apresentado na Figura 4.54, onde se observa a existéncia de uma
camada impermeavel na parte inferior da escavagdo. Considera-se que nao ha
nenhuma influéncia da escavacgao, a uma distancia de 100 metros do seu centro. O
fluxo de agua deve ser calculado na parte inferior da escavacao para estimar a

capacidade de uma bomba de eliminar esta agua.

O fluxo de agua através do solo é definido pela lei de Darcy. Para o caso
isotropico esta lei assume a forma da equagéao (4.5).
y=—KVh (4.5)

Onde v é o campo de velocidade, K € o coeficiente de permeabilidade do

solo e h é o potencial hidraulico.
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Figura 4.54 — Problema de fluxo de dgua subterranea.

Considerando a agua e o solo ambos incompressiveis tem-se que o problema
€ governado pela equacao de Laplace, onde se observa uma descontinuidade de
fluxo no ponto B. As condicbes de contorno, apresentadas por Paris et al (1997),

foram aplicadas utilizando a simetria do problema e ilustradas na Figura 4.55.

Condigbes de contorno
qg=0 em BC
qg=0 em DE
q=0 em EF

B A - g=0emFA

8 u=-16 em AB

E F u=—4em CD
\ 100 |

12

20

Figura 4.55 — Geometria e condigdes de contorno do problema.

O MECV externo sera implementado no problema discretizado com 240
elementos descontinuos de mesmo tamanho. Os resultados serdo apresentados
utilizando 12 pontos de Gauss, um offset de 9% do tamanho do elemento e uma

distancia @ no interior do elemento descontinuo de 10% do tamanho do elemento.

A Figura 4.56 e a Figura 4.57 apresentam o fluxo e a temperatura
respectivamente, sobre todo o contorno do problema e uma descontinuidade de
fluxo pode ser observada em alguns pontos. Neste sentido, uma analise mais
precisa é realizada em trés arestas e os resultados podem ser visualizados

juntamente com as solugdes apresentados por Cruz (2001). A Figura 4.58, Figura



81

4.59 e Figura 4.60 apresentam a distribuicdo da temperatura respectivamente nas
arestas EF, FA e BC.

Os resultados da distribuicdo de temperatura apresentadas por Cruz (2001)

lizada com

, porém rea

possui a mesma geometria que o apresentado neste trabalho

uma malha pouco refinada. As arestas EF e BC foram discretizadas por Cruz

(2001) com 4 elementos quarticos e a aresta FA com 2 elementos quarticos. Isto

justifica as abscissas apresentarem valores distintos uma vez que as mesmas

representam os nds fisicos.

250 300

Nos fisicos

200

50

Figura 4.56 — Distribuigao do fluxo sobre todo o contorno do problema com MECV externo.
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Figura 4.57 — Distribuigdo da temperatura sobre todo o contorno do problema com MECV externo.
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Figura 4.60 — Distribuicdo da temperatura na aresta BC.
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Aresta BC - Cruz (2001)

As solug
externo concordaram bem com os resultados apresentados por e por Cruz (2001).
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentado um método de colocagcdo em um contorno
virtual regular para problemas de transferéncia de calor. O método implementado
ndo-singular se baseia na formulagdo direta dos elementos de contorno e foi
aplicado no problema de Motz e no problema de fluxo de &gua subterranea,
utilizando elementos lineares descontinuos em sua discretizacdo. As avaliagcbes
consistiram em uma busca pela melhor distancia entre o contorno real € o contorno
virtual observando-se os pontos de Gauss na integracdo. Avaliou-se também a
distancia do né fisico dentro do elemento descontinuo e por ultimo a influéncia dos
tamanhos iguais e diferentes da discretizacdo do problema. Ao empregar-se 0
contorno virtual foi demonstrada a possibilidade em se trabalhar com MEC utilizando
apenas integracdo numérica, evitando assim a solugcdo de integrais analiticas,

devido a coincidéncia entre o ponto fonte e o ponto campo.

O MECV externo foi implementado no problema de Motz, na avaliagdo dos
offsets. Primeiramente analisou-se o problema discretizado com tamanhos iguais
utilizando um fator alfa de 10%. Os resultados obtidos apresentaram uma boa
concordancia com a solugdo analitica. Através destes resultados foi possivel
verificar que ao empregar o MECV externo, um beta de 9% apresentou valores
muito proximos ao da solucéo analitica do problema estudado utilizando 12 ou mais
pontos de Gauss. Acredita-se que a precisao do resultado aumenta a medida que se
aumenta o numero de pontos de integracdo apenas no local onde ha uma
descontinuidade de fluxo. Mesmo assim, a confiabilidade dos resultados se
mostraram tao eficazes que o MECV externo aplicado ao problema de Motz foi
adotado como o método referencial neste trabalho, na avaliacdo do alfa e na

discretizacdo do problema com tamanhos de elementos diferentes.

Apbs a determinacdo do beta no problema de Motz, foi proposta uma
avaliagdo do fator alfa no elemento descontinuo. As analises da primeira etapa
foram realizadas com um fator alfa igual a 10% do tamanho do elemento. Na
verificagcdo da melhor localizacao deste fator, empregando um contorno virtual
externo, foi demonstrado que 10% apresentou melhor concordancia nos resultados
obtidos.
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Nesta mesma linha de investigacéo, realizou-se a discretizagdo do problema
com tamanhos de elementos diferentes e foi observado que a formulacdo com esta
discretizacdo ndo é vantajosa. Ao aplicar o método, os resultados nos néds fisicos
para os valores dos betas apresentaram imprecisbes nos resultados. Na
determinacdo da distancia 6tima de offset, € interessante notar que esta técnica
exige mais pontos de integracdo e um aprofundamento maior da pesquisa. A
proposta de se utilizar sub-elementagdo com tamanhos de elementos iguais ou
diferentes também ndo se mostrou adequada. Com a aplicacdo desta técnica,
entende-se que ao aumentar progressivamente o tamanho dos elementos obtém-se
o problema inicial de discretizagao irregular e a aplicagdo com elementos iguais faz
com que o problema recaia na utilizagdo direta do MECV externo. Desta forma, a
implementacéo torna-se inviavel em problemas de otimizagdo gerando aumento do

custo computacional.

Os resultados obtidos com o MECV externo no problema de Motz foram
implementados para avaliar o problema de fluxo de agua subterranea. As solucdes
numéricas para o fluxo e para a temperatura concordaram bem com solucdes

apresentadas nas literaturas.

Através dos estudos realizados neste trabalho, pode-se concluir que para
problemas potenciais recomenda-se o emprego do MECV externo regular com 12
pontos de Gauss, um offset de 9% e um fator &« de 10% do tamanho do elemento

discretizado.

5.1 PROPOSTA DE CONTINUIDADE

Através do estudo desenvolvido neste trabalho pode-se constatar que um
contorno virtual pode ser aplicado numericamente apresentando resultados precisos.
Acredita-se que tal procedimento possa ser expandido para outros tipos de
problemas uma vez que este método apenas propde o posicionamento do ponto
fonte no exterior do dominio, mantendo toda a caracteristica de integracao do MEC.
O que nédo se pode afirmar nesta investigacdo é se o valor de beta de 9%
encontrado para o MECV regular com ponto de colocagao externo ao dominio € o
mesmo para todos os tipos de problemas. Desta forma, sugere-se como

continuidade aplicar o método em problemas de sub-regides, problemas de
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elasticidade; problemas de fratura, problemas de contato e outros problemas. Ainda
neste sentido seria interessante que as técnicas de contorno virtual regular e

irregular fossem confrontadas.
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