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Resumo

Modelos Weibull tém sido amplamente discutidos na literatura. Esse grande inte-
resse tem refletido no surgimento de modificacoes e generalizacoes de modelos Weibull.
Primeiramente neste trabalho, apresentamos trés modelos (risco competitivo, multipli-
cativo e mistura) que envolvem duas distribui¢oes Weibull inversa, baseados no artigo
de Jiang et al. [10]. As formas das fun¢oes densidade e taxa de falha sao apresenta-
das e métodos graficos para determinar se um dado conjunto de observacoes pode ser
ajustado por um desses modelos sao discutidos. Num segundo momento, n6s apresen-
tamos a distribuicao Weibull inversa generalizada de Gusmao et al. [8] e discutimos
a estimacao de maxima verossimilhanca com dados censurados. O modelo de mistura
de duas distribuicoes Weibull inversa generalizada é investigado e a propriedade de

identificabilidade do modelo de mistura é demonstrada.

Palavras-chave: Weibull Inversa, Modelo de Risco, Modelo Multiplicativo, Modelo
de Mistura, Identificabilidade, Grafico-IWPP.
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Abstract

Weibull models have been extensively discussed in the literature. This great in-
terest is reflected in the emergence of modifications and generalizations of Weibull
models. Firstly in this work, we present three models (competing risk, multiplicative
and mixture) involving two inverse Weibull distributions, based on Jiang et al. [10]
paper. The shapes of the density and failure rate functions are shown and graphical
methods to determine if a given data set can be adjusted by one of these models are
discussed. Secondly, we present a generalized inverse Weibull distribution by Gusmao
et al. [8] and discuss the estimation of maximum likelihood with censored data. The
mixture model of two generalized inverse Weibull distributions is investigated. The

identifiability property of the mixed model is demonstrated.

Keywords: Inverse Weibull, Competing Risk Model, Multiplicative Model, Mixture
Model, Identifiability, IWPP-plot.
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Introducao

A distribuicdio Weibull tem sido amplamente estudada nas tltimas décadas. A
popularidade desta distribuicao é evidenciada principalmente em estudos de confiabi-
lidade e na andlise de dados de sobrevivéncia no contexto da modelagem de funcoes de
risco. Sua habilidade de modelar taxas de falhas reside na dependéncia do parametro
de forma.

Neste trabalho consideramos uma distribuicao Weibull de dois parametros que tem

funcao de distribuicao dada por

)/3

Fit)y=1-¢&)" t>0, (1)

Qe

onde «, o parametro de escala, e 3, o pardmetro de forma, sao positivos. Uma variedade
de modelos tem sido obtida a partir de (1) na tentativa de modelar outras formas da
fungao taxa de falha. Um desses modelos foi proposto por Jiang et al. [10]| a partir da

seguinte transformacao: considere Y uma variavel aleatoéria definida por

onde X é uma varidvel aleatoria com distribuicao de Weibull. A funcao de distribuicao
de Y é dada por
Ft)=PY <t)=e D", >0, (2)

onde o, > 0. Neste caso, se Y é uma variavel aleatoria com funcao de distribui-
¢ao dada por (2), entdo é dita ter distribuicio Weibull inversa. Uma caracteristica
importante desta distribuicao é que a sua funcao taxa de falha ¢ unimodal.

Na literatura alguns modelos envolvendo n distribuicoes unidimensionais sao ob-
servados, como por exemplo, o modelo de risco, o multiplicativo e o de mistura. Para

entendé-los, apresentamos:

e Sejam T, ..., T, variaveis aleatorias independentes, sendo Fi(t),. .., F,(t) as res-

pectivas fungoes de distribuicao associadas. Se Z = min{Ty,...,T,}, entdo a sua
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funcao de distribuicao é dada por

Pty =1- ][t - F@)

i=1
Este modelo é conhecido como modelo de risco. Outras terminologias também
sao utilizadas na literatura, como, por exemplo, modelo composto, modelo de
sistema em série e modelo multirrisco. Ele tem recebido consideravel atencao
na literatura e tem sido estudado ha bastante tempo. No contexto da anélise de
confiabilidade, o modelo pode ser considerado como um sistema de n componentes
em série, sendo T; o tempo de vida da componente 7 e Z o do sistema. O sistema

falha no primeiro instante que uma componente falha. Para mais detalhes, veja
Nelson [15].

e Sejam Ty, ..., T, variaveis aleatorias independentes, sendo Fi(t),. .., F,(t) as res-
pectivas fungoes de distribui¢ao associadas. Se W = max{Ty,...,T,}, entao a

sua funcao de distribuicao é dada por

n

ﬂw:MW§w=P<ﬂmsw>:ﬁmm.

i=1
Este modelo é conhecido como modelo multiplicativo e, apesar dele nao ter se
destacado tanto quanto o modelo de risco, como observado por Murthy et al.
[14], tem sido aplicado na literatura de confiabilidade no contexto da modelagem
de um sistema em paralelo com componentes independentes. Um sistema pode
ser, por exemplo, um organismo ou um dispositivo mecanico, e o termo paralelo
significa que a sua falha esta condicionada a falha de todas as suas partes. Para

mais detalhes, veja Elandt-Johnson e Johnson [7].

e Modelos de misturas finitas tém sido amplamente discutidos nas tltimas décadas.
Esse interesse é decorrente de sua aplicabilidade em areas diversas como Biolo-
gia, Fisica, Economia, Medicina e Engenharia. Em muitas aplicacoes, os dados
disponiveis podem ser considerados como sendo de uma populacao de mistura de
duas ou mais distribui¢oes. Titterington et al. [18] e McLachlan e Peel [16] sdo

algumas das principais referéncias na literatura de misturas finitas.

Uma propriedade importante no estudo de misturas finitas é a identificabilidade,
isto ¢, a representacao unica dos elementos de uma classe de misturas finitas.
Se o modelo nao é identificavel, podemos ter dificuldades para fazer inferéncias.
Alguns trabalhos como Chandra [4], Yakowitz e Spragins [19] e Atienza et al. [1]
estabelecem condicoes suficientes para a identificabilidade de misturas finitas de

distribuicoes.
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Varios casos especiais dos modelos mencionados acima podem ser obtidos, depen-
dendo do ntimero de subpopulagoes e da distribuicao associada a cada uma dessas
subpopulagoes. Um dos objetivos deste estudo é analisar esses modelos para o caso em
que n = 2 e ambas as subpopulagoes seguem uma distribuicao Weibull inversa. Murthy
et al. [14] rednem alguns dos principais estudos relacionados as distribui¢des Weibull e
Weibull inversa publicados até o inicio dos anos 2000 envolvendo esses modelos. Como
exemplo podemos citar Jiang e Murthy [9] e Jiang et al. [10], duas principais refe-
réncias do nosso estudo. O primeiro apresenta um método gréafico para estimacao dos
parametros do modelo de mistura de duas distribuicoes Weibull; o segundo apresenta
a forma da funcao densidade e da funcao taxa de falha para os modelos de mistura, de
risco e o multiplicativo, considerando duas distribuicoes Weibull inversa, além de uma
técnica grafica para estimacao dos parametros desses modelos.

Também apresentamos um estudo mais recente, onde Gusmao et al. 8] propoem
uma nova distribuicao obtida a partir da Weibull inversa. A sua func¢ao de distribuicao,

G(t), proposta pelos autores em [8], é dada por
Gt)=[Ft)] =D t>0. (3)

A distribuicao associada a (3) é chamada distribuicao Weibull inversa generalizada.
Esta distribuicao tem uma flexibilidade ainda maior, devido a inclusao do parametro +,
que permite obter como casos particulares as distribuicoes Weibull inversa, exponencial
inversa e Rayleigh inversa. Outra caracteristica desta distribuicao é que a sua funcao
taxa de falha tem forma unimodal.

Apresentamos a seguir os principais topicos abordados em cada capitulo.

O Capitulo 1 é dedicado a apresentacao de defini¢oes e resultados importantes
para o restante do trabalho. Mostramos, por exemplo, que a funcao taxa de falha da
distribuicao Weibull inversa ¢ unimodal, apresentamos um método grafico, chamado
grafico-IWPP, para estimacao de parametros e duas condigoes suficientes, de Chandra
[4] e Atienza et al. [1], para garantir a identificabilidade de uma classe de misturas
finitas de distribuicoes.

No Capitulo 2 apresentamos os modelos de risco, o multiplicativo e o de mistura.
Esses modelos sao analisados nas Secoes 2.1, 2.2 e 2.3, respectivamente, onde conside-
ramos duas subpopulacdes que seguem uma distribuicao Weibull inversa. O objetivo
dessas secoes é analisar as fun¢oes densidade e taxa de falha dos modelos mencionados,
alétm de apresentar algumas propriedades envolvendo o grafico-IWPP e um procedi-
mento de estimagao baseado nesse método grafico. Na Secao 2.3 também provamos a

identificabilidade de uma classe de misturas finitas de distribuicoes Weibull inversa.



Introducao 4

Finalizamos o trabalho no Capitulo 3, apresentando a distribuicao Weibull inversa
generalizada. As suas funcoes densidade e taxa de falha tém forma unimodal, como
exposto nas Secoes 3.1 e 3.2, respectivamente. Na Secao 3.3 é obtida uma expressao
geral para os momentos. A estimacao dos parametros da distribuigdo é feita na Secdo
3.4, utilizando o método de maxima verossimilhanca para dados censurados. Por fim,
na Secao 3.5, apresentamos as funcoes densidade, taxa de falha e os momentos do
modelo de mistura de duas distribuicoes Weibull inversa generalizada. A propriedade

de identificabilidade também é provada.



Capitulo

Preliminares

Este capitulo é dedicado & apresentacao de resultados, conceitos e definicoes im-
portantes para o desenvolvimento do trabalho. Iniciamos na Se¢ao 1.1 com o método
de minimos quadrados para ajuste de retas. Na Secao 1.2, definimos a funcao de so-
brevivéncia e funcao taxa de falha, importantes em estudos de confiabilidade e anélise
de sobrevivéncia, e exemplificamo-as por meio das distribuicoes exponencial e Weibull.
As referéncias bésicas para essa se¢ao sdo: Bolfarine et al. [2], Colosimo e Giolo [5]
e Lawless [12]. Na Secao 1.3, apresentamos a distribuicdo Weibull inversa como uma
modificacdo de uma distribuicao Weibull, seguindo o trabalho de Jiang et al. [10].
Além disso, estudamos as formas das funcoes densidade e taxa de falha, calculamos
uma expressao para o k-ésimo momento de uma variavel aleatoria com distribuicao
Weibull inversa e discutimos duas técnicas graficas, apresentando um procedimento
para estimacao de parametros baseados nesses métodos. Na Secao 1.4 finalizamos o
capitulo com um estudo sobre misturas finitas de distribuicoes e identificabilidade,
onde demonstramos dois resultados, de Chandra [4] e Atienza et al. [1], que garantem
a identificabilidade de uma classe de misturas finitas de distribui¢coes de uma mesma
familia paramétrica. A identificabilidade para uma classe de misturas de distribuicoes

Weibull é também demonstrada.

1.1 - Ajuste de Reta por Minimos Quadrados

Nosso objetivo nesta secao é estabelecer a melhor maneira de se ajustar uma reta.
Para isso, precisamos de um método de ajuste que minimize o erro total. Um erro
pode ser considerado como sendo a diferenca entre o valor observado em uma amostra
e o valor da ordenada da reta ajustada. Assim, se considerarmos como critério o

ajuste da reta que minimiza a soma de todos esses erros, nao teriamos garantias de
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um bom ajuste. Isto ocorre porque o erro pode ser tanto positivo (quando o valor
observado estiver acima da reta) quanto negativo (quando o valor observado estiver
abaixo da reta), o que pode levar a uma soma nula dos erros mesmo com os valores
muito distantes da reta.

Uma alternativa para superar este problema é minimizar a soma dos valores abso-
lutos dos erros, uma vez que isto evita que grandes erros positivos e negativos sejam
compensados. No entanto, tal método ainda apresenta uma desvantagem. Pela Figura
1.1, note que o ajuste em (b) satisfaz este critério melhor que o ajuste em (a). Mas
esta nao é uma boa solugao para o problema, pois nenhuma atencao é dada ao ponto
do meio. O ajuste em (a) é preferivel porque leva em considera¢ao todos os pontos.

Uma outra opg¢ao para tentarmos superar o nosso problema inicial é minimizar
a soma dos quadrados dos erros. Este critério é chamado de método de minimos
quadrados. Ele é bem 1util e pratico, uma vez que os célculos envolvidos sao bem
simples. Ao considerarmos o quadrado dos erros, estes se tornam positivos, o que

resolve o problema de sinal, e, além disso, os grandes erros sao evitados.

Y Y

=

(@) (b)

Figura 1.1: Ajustes que consideram o minimo da soma dos valores absolutos dos erros.

Para definirmos o método de minimos quadrados para ajuste de retas, consideremos

primeiramente que X e Y sejam variaveis aleatorias relacionadas da seguinte forma:
YV:(IQ—F[))(7 (].].)

onde ag e b sao constantes desconhecidas. Com o intuito de estimar ag e b sem os

problemas mencionados anteriormente, comecemos tomando uma amostra observada
(xla y1)7 (I27 92), R (Inayn)
do vetor aleatorio (X,Y") e considerando a seguinte transformagao:
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. IR
parai=1,2,....neonde T = Ez;mz
1=
A transformacao proposta conduz a dois fatos importantes. Sao eles:

1. Geometricamente, o eixo y é transladado de 0 para T e a equacao (1.1) pode ser

reescrita na forma:
Y =a+0bZ,

onde Z = X — X com X = ZX e X1,...,X, uma sequéncia de varidveis

aleatorias independentes e 1dent1(;amente distribuidas e com a mesma distribuicao
de X.

2. Alguns calculos sao simplificados. Note que:

Zzl—z —f):ixi—nfzixi—n-%ixizo. (1.3)
i=1 i=1 i=1

=1

Para facilitar a notacao, daqui até o final desta secao, omitimos os indices do
n

somatorio, utilizando o simbolo > ao invés de E :
i=1
O objetivo do método de minimos quadrados é encontrar a e b, estimadores de

minimos quadrados de a e b, pelos valores de a e b que minimizam a funcao S(a,b),
dada por

S(a,b) = Z(yl —a—bz)%, (1.4)

Esses estimadores sao apresentados no teorema a seguir.

Teorema 1.1. Se S(a,b) € a funcdo dada em (1.4), entdo os estimadores de minimos

quadrados para a e b sao dados por

Demonstracdo. Primeiramente, vamos calcular o(s) ponto(s) critico(s) de S. A derivada

de (1.4) em relacdo a a é

Si(a,b) = gs (a,b) = =2 (y; —a—bz). (1.5)

Igualando a zero e utilizando (1.3), segue que

o= % ~ 7. (1.6)

A derivada de (1.4) em relagao a b é dada por

Sa(a,b) = %Sa b) ——222z yi —a — bz). (1.7)
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Igualando a zero e usando novamente (1.3), obtemos

ho Y (1.8)
> %
Logo, o ponto (a,b), determinado por (1.6) e (1.8), é o unico ponto critico de S. Resta

mostrar que ele ¢ um ponto de minimo de S. Para isso, precisamos de suas derivadas

parciais de segunda ordem. De (1.5) e (1.7), usando (1.3), segue que
Su(a,b) =2n, Sip(a,b) =0=Su(ab) e Sp(ab) =2 2z
Consequentemente, o determinante da matriz hessiana é dado por
2 0
" =4n Z 22 >0,
0 2> 27

e como ainda Sy;(a,b) = 2n > 0, segue o resultado.

H(a,b) =

1.2 - Funcao Taxa de Falha

Nas defini¢coes seguintes desta secao, T denota uma variavel aleatoria nao negativa
e continua que representa o tempo de falha de um elemento, ou seja, o tempo até a
ocorréncia de um evento de interesse. O tempo de falha pode ser, por exemplo, o tempo
de vida de um paciente do momento que foi diagnosticada a doenca até a sua morte
ou até a cura, pode ainda ser o tempo util de um certo equipamento até a sua queima.
Sejam f(t) a fun¢do densidade de probabilidade de T e F'(t) a funcdo de distribuicdo

correspondente.

Definicao 1.2. A funcao de sobrevivéncia de T é definida por

S(t) = P(T > 1) = /too f(x)dz.

Note que a funcao S(t) representa a probabilidade de uma observacao nao falhar
até um certo tempo t, ou, equivalentemente, a probabilidade de uma observacao so-
breviver ao tempo t. Quando tratada em contextos que envolvem sistemas ou tempos
de sobrevivéncia de itens manufaturados, é também denominada funcao de confiabi-
lidade. Da Definicao 1.2, utilizando as propriedades de funcao densidade, segue que
S(t) é uma fungdo mondtona decrescente, continua, com S(0) =1 e tlgono S(t) = 0.

Alternativamente, podemos expressar a funcao de sobrevivéncia de T por

S(t)=1— F(t).
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Derivando ambos os membros desta igualdade, obtemos:

ft) ==5'(t), (1.9)
onde ’ denota a derivada em relagao a t.

Defini¢ao 1.3. A func¢ao taza de falha (ou fungao risco) é definida por

< >
) = i Pt<T <tA;r AT > t)
-

Note que a funcao taxa de falha especifica a taxa instantanea de falha ou morte no
tempo t, dado que o elemento sobreviveu até o tempo ¢ (Lawless [12]). Por outro lado,

da definicao de probabilidade condicional, temos:

) = 1 P<T<t+AT>1t) . PU<T<t+ALT>1)
= At At = Ao At P(T > t)
Pt <T<t+At)

A TR PTs

pois [t,t + At) C [t,+00). Assim,

P+ AY-F() Pt f®)
MO = i ——Nsm S0 s@)

Nos exemplos seguintes, calculamos as funcoes de sobrevivéncia e taxa de falha para
as distribuicoes exponencial e Weibull de dois parametros. No contexto da analise de
sobrevivéncia ou da teoria de confiabilidade, ambas ocupam posicao de destaque por

se adequarem a muitas situacoes praticas.

Exemplo 1.4. A funcao densidade de probabilidade para uma variavel aleatoria T

com distribuicao exponencial é dada por
ft)y=Xe™, A t>0.
A funcdo de sobrevivéncia de T é obtida do seguinte modo:
S(t) = /00 e Mdr = e M,
t

Consequentemente, a funcao taxa de falha é dada por

=L =
S(t)
Assim, a distribuicao exponencial é caracterizada pelo fato de ter uma taxa de falha
constante. Isto significa que tanto uma unidade velha quanto uma nova, que ainda nao
falharam, tém o mesmo risco de falhar em um intervalo futuro. Esta propriedade é

chamada de falta de memoria da distribuicao exponencial.
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Exemplo 1.5. A funcao densidade de probabilidade para uma variavel aleatoria T’

com distribuicao Weibull é dada por
f(£) = A8 1O >0,

onde 3, o parametro de forma, e A\, o de escala, sdo ambos positivos. A funcao de

sobrevivéncia de 1" é expressa por

S(t) = / Aﬂ()x:c)ﬁfle*(”)ﬁdx _ / e~ Udu = o~ O0°
(

t At)B

e a funcao taxa de falha é dada por

h(t) = % = A8\ > 0.

A distribuicao Weibull é muito utilizada em estudos de confiabilidade e na anéalise
de dados de sobrevivéncia, devido a sua flexibilidade em ajustar diferentes formas da
funcao taxa de falha. Para § = 1, temos a distribuicao exponencial como caso particular
da Weilbull e, como vimos no Exemplo 1.4, a funcao taxa de falha é constante. Se § > 1,
a funcgao taxa de falha é crescente e, no caso em que § < 1, ela é decrescente. De fato,

como

W) = NB(8 — 1) ()"

e B,\,t > 0, segue que h'(t) > 0 para § > 1 e, assim, h é crescente e quando § < 1,

temos h/(t) < 0, o que implica que h é decrescente. Veja Figura 1.2.

2.5 .
B=0.5

>
T
1

h{t)

p=1

0.5 3

-

Figura 1.2: Funcao taxa de falha da distribuicao Weibull para alguns valores de 3 e
para A = 1.
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1.3 - A Distribuicao Weibull Inversa

A distribuicdo Weibull ganhou destaque a partir dos estudos de Waloddi Weibull
que evidenciaram a sua ampla aplicabilidade em diversas areas. Seu primeiro trabalho
foi publicado no ano de 1939 em um jornal escandinavo e tratou da resisténcia de
materiais. Em um estudo subsequente em inglés, de 1951, ele mostrou a aplicabilidade
do modelo Weibull em diferentes areas. Desde entao, o modelo tem sido extensivamente
utilizado em estudos de confiabilidade, na analise de sobrevivéncia e em outras areas
devido a sua versatilidade, a medida que pode modelar taxas de falhas com formas
constantes, crescentes e decrescentes (veja Exemplo 1.5).

Muitas modificacoes e generalizacoes foram propostas em diversos trabalhos nos
altimos anos, como por exemplo em Murthy et al. [14] e Lai et al. [11], que permitem
modelar outras formas da funcao taxa de falha. Uma dessas é a funcao taxa de falha
unimodal, que pode ser modelada por uma distribuicao chamada de Weibull inversa,
proposta por Jiang et al. [10] como uma variagao da distribuigao Weibull.

Considere uma distribuicaio Weibull de dois parametros que tem funcao de distri-
buicao dada por

Fit)y=1-¢%)", a,8>0; t>0, (1.10)

onde a é o parametro de escala e 5 é o parametro de forma. Vamos nos referir a
(1.10) como o modelo Weibull bdsico. Podemos utilizar parametrizagdes alternativas
para representa-lo, como as listadas a seguir:
—(At)8 1
F(t)y=1—e , com A= —;
Q@
,ﬁ / 6
Ft)=1—e o, com o =a”
” 1\’
Ft)=1—e*", com N = (—) :
«
Embora sejam todas equivalentes, dependendo do contexto uma parametrizagao par-
ticular pode ser mais apropriada. No decorrer do trabalho, a representacao para o
modelo Weibull basico é a equagao (1.10), a menos que seja indicado o contrario. Uma
variedade de modelos tem sido obtida a partir deste modelo basico. Um deles é o estu-
dado em [10], em que é proposta a seguinte transformacao: considere Y uma variavel

aleatoria definida por

onde X é uma variavel aleatoria com distribuicao de Weibull, a funcao de distribuicao
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de Y é obtida da seguinte forma:

Fit)=P(Y<t)= P(ZX<t)=P(X>%)=1-P(X <2)

1-P(X <) =1-F(%)
e’(%)ﬁ,
onde a, 3 > 0 et > 0. Neste caso, dizemos que Y tem uma distribuicao Weibull
wnversa, cuja funcao de distribuicao é dada por

Fit)y=e 9" a,>0et>0. (1.11)

A seguir, iniciamos uma analise da distribui¢do dada por (1.11), obtendo a fungao
densidade, a funcao taxa de falha e uma expressao para o k-ésimo momento de uma
varidvel aleatoria com esta distribuicao. Finalizamos a secao apresentando duas téc-
nicas graficas, chamadas grafico-WPP e grafico-IWPP, descrevendo um procedimento

para estimacao de parametros baseados nesses métodos.

1.3.1 Funcao Densidade
Diferenciando F'(t) obtemos a func¢do densidade da distribuicdo Weibull inversa:
ft) =Bt e a, B>0et>0. (1.12)

Vamos analisar o comportamento da funcao densidade a partir do estudo da mono-
tonicidade de uma funcao. Para isso, precisamos de sua derivada de primeira ordem,

que é obtida do seguinte modo:

F6) = o’ e W (g - i + 177 o]
= Bt P e D P (B 4+ Dt + P4
= fOtP=(8+ 1)t° + 4], (1.13)

Como f(t)t#~1 > 0, segue que

om0 o v () ()
fft)=0 <t RS = t=a 3 = t=u« 1+ﬁ :

Denotando ¢, = a(1 + %)7%, temos que f'(t) > 0 para t < t,, e, assim, f(t) é uma
fungao crescente e quando t > t,,, temos f'(t) < 0, o que implica que f(t) é decrescente.
Logo, a funcao densidade é unimodal.

Isto difere do modelo Weibull basico, em que a funcao densidade é decrescente (para

£ < 1) ou unimodal (para § > 1), como observado abaixo.
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Derivando F'(t) em (1.10), obtemos a fun¢do densidade para o modelo Weibull

bésico,
t

Ft) =Ba PP e @ >0

A derivada de f(t) é dada por

f') = fOB - P = a).

Como «, f,t, f(t) > 0, segue que f'(t) < 0se f <1 e, assim, f(t) é decrescente. No
caso em que > 1, temos que f'(t) > 0 para t < t,, e f'(t) <0 para t > t,,, onde

tm:a(l—%)ﬂ,

o que implica que a funcao densidade é unimodal.

1.3.2 Funcao Taxa de Falha

A fungao de sobrevivéncia para a varidvel aleatoria T com densidade Weibull
inversa(cq, 5) é dada por
S(t)y=1- e_(%)ﬂ,

ondet >0 e «a,B8 > 0. A funcao taxa de falha correspondente é descrita da seguinte

forma:
P Bt—B-1g=(5)"

(37

h(t) =

?

ondet >0 e a,8>0.

Lema 1.6. A funcao taza de falha da distribuicao Weibull inversa satisfaz os seguintes
limates:

(i) imh(t) =0 e (i) lim h(t) = 0.

t—0 t—o00

Demonstracio.
(1) Na expressao para h(t), temos que o denominador tende a 1, quando ¢ tende
a 0. Entao basta mostrar que o numerador tende a 0, quando ¢ tende a 0. Usando

L’Hospital, temos que:

1 —p-2
. By—B—1_,—(2)8 _ B 1 AR B1: _(64' 1)t
lim So™t™ e pas lim ~rays = fo lim —Babt 157

. 1
= Gy e =0

pois
lim (tﬁ”) = +o0. (1.14)

t—0
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Para provar o limite em (1.14), note (fazendo h = ) que

Sendo assim, dois casos podem ser analisados separadamente. Sao eles:

o 3>1
Temos que % < 1 e assim
. 1 . hyl—1
limte# = lim pBe"h % = 4o0.
t—0 h—o00
o f<1

Neste caso, aplicando L’Hospital varias vezes e sendo % > 1, obtemos:

) h eh
Pr%tefﬁz hlim ; N :hlim e =
H 1_ 1_

—>ooBhﬁ eooB(B_l)hﬁ
h
e
= lim

onde

Q
I
o

[z] == min{n € Z;n > x}.

(17) Usando L’Hospital novamente e as expressoes (1.13) e (1.9), temos que:

lim h(t) = lim & = lim f(t) t_ﬁ_l[—(ﬁ + 1)t5 + Oéﬁﬁ]

t—o0 t—o00 S(t) t—o0 —f(t)

_ B—i—l_aﬂﬁ _0
- A t B+ )

Para analisar o comportamento da funcao taxa de falha, precisamos de sua derivada

de primeira ordem, que ¢é obtida do seguinte modo:
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() = (pois §'(t) = — £(1))

fFOPH=(8+ D7 + o?BIS(E) + [f ()]
(SO

_ f@) (t‘ﬁ‘l[—(ﬁ + DtP +a’B]S(t) + f(t)>
S{)

| &

_ef(t

_(a)ﬁ
= h(t) =51 (—(ﬁ + DtP +aPB + 01‘%6—)6>

a5ﬁ<1 — 6_(%)[3) +afBe (D)

= h@)t 7| =(B+ 1)t + STy
1—e (%)

— e (t

B
= h(t)tF! (—(5 + 1)tP + 104—5(!)5> :
Temos que a funcao taxa de falha tem forma unimodal e tem maximo em ¢t = ¢,

dado pela solucao da seguinte equagao:

()7 1
(a8 1+ —.
1—e(tM) ﬁ

Isto difere do modelo Weibull béasico, em que a funcao taxa de falha é estritamente
crescente (para [ > 1), estritamente decrescente (para 5 < 1) ou constante (para

B = 1), conforme Exemplo 1.5 (considere A = <).

1.3.3 Momentos

Seja Y uma variavel aleatoria com distribuigao Weibull inversa de parametros a e
B, dada por (1.11). O k-ésimo momento de Y é descrito da seguinte forma:
E(Y*) = / thf(t)dt = / o’ B0~ (3) gy,
—0o0 0
Fazendo u = o’t=?, temos as seguintes relacoes: du = —aBt#~1dt; u — oo quando

u

_k
t—0 e u— 0quando t — oo; th = (t‘ﬁ)_% = (%) 7. Desse modo, obtemos que

E(Y") = /OOO (i)Ze—uczu:(orﬁ)E/Ooou[(lﬁ)l]e—mu

ab

= oF F<1 — g) : (1.15)

Essa integral nao tem valor definido para k > 3.
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1.3.4 Graficos Modificados

Graficos modificados tém sido utilizados como um método alternativo na represen-
tagao geométrica de dados, segundo Murthy et al. [14]. A ideia é transformar os dados
no intuito de linearizar a fungdo de sobrevivéncia (ou a func¢do de distribui¢do) do
modelo proposto. Para isso, consideramos duas modificacoes de Nelson [15] e Drapella
[6], chamadas Weibull Probability Paper (WPP) e Inverse Weibull Probability Paper
(IWPP), as quais, neste estudo, nos referimos como grafico-WPP e grafico-IWPP,
respectivamente. O objetivo aqui é discutir tais técnicas graficas e apresentar um pro-
cedimento para estimacao dos parametros de forma e escala da distribuicao Weibull

inversa (ou Weibull) baseado nesses métodos graficos.

1.3.4.1 O Grafico-WPP

Graficos-WPP podem ser construidos de varias maneiras. Uma delas é a apresen-

tada por Nelson [15], que baseia-se na modificagao dada por
y=In[-In(l - F(t))] e z=Int. (1.16)
Considerando o modelo Weibull basico (1.10), obtemos:
£\8 A
y =1In[—In(1 — F(t))] =In[-lne &) =1n (—) =fInt — flna.
«
Assim, sendo x = Int, o modelo Weibull basico é representado pela relacao linear

y=pPxr—Flna.

O gréfico de y por x é chamado de grdfico-WPP. Note que a representacao geomé-
trica do grafico-WPP é uma reta, com inclinacao dada pelo parametro de forma 3 e
que intercepta o eixo y em —fIna.

Agora se aplicarmos a modificacdo (1.16) a distribuigdo Weibull inversa dada por

(1.11), obtemos a seguinte relagao:
y =In[—In(1 —e )], (1.17)

onde

B
= <%> _ e[ﬁlna—ﬂx}’

Note que y é uma funcao nao-linear de z. Os teoremas a seguir dao dois resultados

do grafico-WPP para a distribuicaio Weibull Inversa.

Teorema 1.7. O grdfico-WPP para a distribuicao Weibull Inversa € concavo para

baizo.



1.3. A Distribui¢do Weibull Inversa 17

Demonstracdo.  Basta mostrar que y”(x) < 0, para todo x € R. Derivando y(z),

obtemos 8
, ze *
= — R.
V@) =G ma e * ¢

Derivando novamente, obtemos

B2 ze #[(z+ e —1)In(l — e7%) + ze 7]
[(1—e%)In(1 —e#)]?

y'(v) = — <0,

pois
z4+e*—1>0. (1.18)

Para provar a desigualdade (1.18), vamos considerar g como sendo a fungao definida
por g(z) =z +e*—1, onde z = 2(x) = e > 0, x € R. Como ¢'(2) =1—e7%,
temos que ¢'(z) = 0 se, e somente se, z = 0. Assim, g ndo possui ponto critico. Além
disso, z > 0 implica que ¢'(z) = 1 — e * > 0, logo g é crescente para todo z > 0
e, como ¢"(z) = e* >0, Vz >0, o grafico de g é concavo para cima. Portanto,
g(z) >0, Vz>0.

Teorema 1.8. O grdfico-WPP para a distribuicao Weibull inversa satisfaz as sequintes

condicoes:
In[—In(1 —e™*
(i) Pr% = lim n—In( ) =1, ou seja, para t suficientemente pequeno (ou
— Z—00

z suﬁczentemente gmnde) temos

y=In[—In(l — e ?)| ~ —z = —¢ Ple-ne),

Y . In[—1In(1 —e7?)]
lim — 1
(ii) oo In(—1In 2) 250 In(—1In z)
(ou z suficientemente pequeno), temos

=1, ou seja, parat suficientemente grande

y=1In[—In(l —e?)] = In(—Inz) = In[f(x — Ina)].

Demonstracdo.

(i) Aplicando a Regra de L’Hospital duas vezes, temos que:

lim BERA =y c — i c

200 —z 200 (1 —e2#)In(l —e2) v e ?[1 4+ In(1 — e=2)]

1
= lim =1
z—o00 | 4+ ln(l — 672)
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(ii) Usando L’Hospital, obtemos:

In(l —e* -
i M=) o 2 - =1
2—0 ln(z) z—01 — e~ # 2—0

Consequentemente, para z suficientemente pequeno (z — 0), temos que
—In(l —e?) =~ —1In(z),
e pela continuidade da funcao logaritmica,

y =In[—1In(1 — e *)] = In[— In(2)].

]

Os Teoremas 1.7 e 1.8 determinam a forma do grafico-WPP para a distribuicao
Weibull inversa. O primeiro mostra que sua concavidade é voltada para baixo e o
segundo da o comportamento da curva para valores assintoticos. Exemplos dos gréficos-

WPP para os dois modelos sao exibidos na Figura 1.3.

4

- Weibull

Figura 1.3: Graficos WPP para Weibull e Weibull inversa para a =5 e = 3,5.

1.3.4.2 O Grafico-IWPP
Drapella [6] propos a seguinte modificagao:
y=—In[-InF(t)] e z=Int. (1.19)

Considerando a distribui¢ao Weibull inversa (1.11), obtemos:

o B
y = —In[— lne*(?)ﬁ] =—1In (%) =—flna+ flnt=p(nt —lna).
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Assim, sendo x = Int, a distribuigdo Weibull inversa (1.11) é representado pela reta de
equacao

y = f(x —Ina). (1.20)

O grafico de y por z é chamado de grdfico-IWPP. Observe que a representacao
geométrica do grafico-IWPP é uma reta com inclinacao dada pelo parametro 8 e que
intercepta o eixo y em —fIn«.

Por outro lado, se aplicarmos a modificagao (1.19) ao modelo Weibull bésico (1.10),

obtemos uma funcao nao-linear dada por
y = —In[~In(1 — /%)),

onde z = (%)'B . Isto difere do grafico-WPP, que resulta em uma relacao linear para o
modelo Weibull bésico.
Os teoremas a seguir dao dois resultados do grafico-IWPP para o modelo Weibull

basico. Para ambos os resultados, denotamos u = %, onde z = (%)5 et =e"
Teorema 1.9. O grdfico-IWPP para o modelo Weibull bdsico é concavo para cima.

Demonstracdo. Derivando y(z), obtemos

Bze
(1—e*)In(l —ev)

y'(z) =—

Derivando novamente, segue que

SPue ™ [(u+e ™ —1)In(1 —e™) + ue™]

[(1—e)In(l — e )2 > 0.

y'(x) =

pois u +e " — 1> 0 (ver (1.18)).

Teorema 1.10. O grdfico-IWPP para a distribuicao Weibull satisfaz as sequintes con-
digoes:

In[—In(l —e™™
(i) g%m = ili% ull 1n1(1£ lnue) ) = 1, ou seja, para t (ou u) suficiente-

mente pequeno (t — 0 ou u — 0), temos

y=—In[—-In(1—e™)] = —In(—Inu) = —In[-F(z — Ina)].

—In[—In(1 —e™™
(i) tim ¥ = fip —Rz 0 =]
t—o0 U U—+00 Uu
grande, temos

= 1, ou seja, para t (ou u) suficientemente

z—Ina)

y=—In[—In(1—e™)] ~u=e
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Demonstracdo.
(i) Basta trocar z por u na demonstragao do item (ii) do Teorema 1.8.
(ii) Basta trocar z por u na demonstracao do item (i) do Teorema 1.8.

u

Os Teoremas 1.9 e 1.10 determinam a forma do grafico-IWPP para a distribuicao
Weibull. O primeiro mostra que sua concavidade é voltada para cima e o segundo
exibe o comportamento assintotico da curva. FExemplos dos graficos-IWPP para os

dois modelos podem ser vistos na Figura 1.4.

4

Lad

]
I

) 0 T !
14 0.5 1.5 2 2.5 ¥

Dl g’{ eibull inversa
-3 A "-j["'

Figura 1.4: Graficos IWPP para Weibull e Weibull inversa para a =5 e = 3,5.

1.3.4.3 Comparacao Entre os Graficos WPP e IWPP e Estimacao de Pa-

rametros

O grafico-WPP para a Weibull inversa e o grafico-IWPP para a Weibull sao pare-
cidos nas suas formas, embora um seja concavo para baixo e o outro seja concavo para
cima (veja Teoremas 1.7 e 1.9). Comparando as Figuras 1.3 e 1.4, note que um é o
“espelho” do outro.

A principal importancia dos graficos IWPP e WPP é que por meio deles é possivel
estimar os parametros a e [ do modelo Weibull inversa ou Weibull. Ao representarmos
geometricamente os pontos (x,y) dados pela relagao (1.19), grafico-IWPP (ou (1.16),
grafico-WPP) para um conjunto de dados observados de uma distribui¢ao Weibull
inversa (ou Weibull), os parametros « e § do modelo podem ser estimados ajustando

uma reta via minimos quadrados. O procedimento segue o seguinte roteiro:
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1. Determine a reta que melhor se ajusta aos dados usando o método de minimos

quadrados (veja a Sec¢do 1.1).
2. A inclinacao desta reta da o valor de B, o estimador de minimos quadrados de .

3. O estimador de minimos quadrados de « é dado por & = e*yO/B, onde gy, denota

a ordenada do ponto de intersecao da reta ajustada com o eixo y.

1.4 - Mistura de Distribuicoes e Identificabilidade

Definicao 1.11. Sejam f1,..., f,, funcoes de densidades e X uma variavel aleatéria

com funcao densidade dada por

fla) =3 _mifi(x), (1.21)

onde

0<m<1,Vi=1..me Y m=L
=1

Desta forma, dizemos que a distribuicao de X ¢é uma mustura finita de distribuicoes, e

que f é uma mistura finita de densidades. Os valores my,..., T, sao chamados pesos
ou componentes de proporcao e, as funcoes, fi,..., fm, densidades componentes da
mistura.

As densidades componentes de uma mistura nao, necessariamente, pertencem todas
a uma mesma familia de distribuicoes. Se considerarmos uma mistura cujas densidades
componentes pertencem a uma mesma familia paramétrica .% = {f(x;0) : € ©,x €
RP}, onde © é o espaco paramétrico correspondente, neste caso, a densidade (1.21)

pode ser descrita da forma

f(z;¥) = Zﬂifz'(l"; 0;), (1.22)
i=1
com VU = (my,...,Tm_1,01,...,0,) denotando a cole¢io de todos os parametros da

mistura.

Definicao 1.12. Seja .% = {f(z;0) : 6 € O, © € RP} uma familia de densidades

paramétricas. Dizemos que .# é identificivel quando:

f(-50) = f(-;0%) se, e somente se, § = 0.
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Identificabilidade é uma propriedade do modelo e nao de um estimador ou de al-
guma técnica de estimacao. No entanto, se o modelo nao é identificavel, podemos ter
dificuldades para fazer inferéncias. Este é um problema que ocorre, principalmente,
quando se pretende estimar o parametro 6 baseado em observacoes independentes de
uma variavel aleatoria com densidade f(- ;6), por meio de técnicas de estimagao via

méaxima verossimilhanga. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 1.13. A familia de distribuicoes binomiais dada por

F = {p(x;@): ( 2 >¢9x(1—9)2_$:[£:0,1,269€ (0,1)}

2
nao é identificavel, visto que p(1;6) = ( ) ) 0(1—0)=p(1;1—6),e 0 #1—0 para

0+

NI

A identificabilidade para misturas de distribuicoes é definida um pouco diferente.
Para perceber a razao desta diferenca, considere a seguinte mistura de densidades de

uma mesma familia paramétrica,

flz; V) = mfi(2;01) + (1 — ) fa(z; 62),

onde U = (m,0,60;). Tomando U* = (1 — m,05,60,), note que f(x;V) = f(z;V*)
para ¥ £ U* De modo geral, se todas as m componentes da mistura pertencem a
mesma familia paramétrica, entao f(x; V) é invariante sob as m! permuta¢des dos
indices das componentes de V. FEste problema associado a identificabilidade de W é
conhecido na literatura como label switching e motiva a definicao a seguir para misturas

de densidades. Para mais detalhes, veja McLachlan [16].
Definicao 1.14. Seja .#% = {f(z;0) : § € ©, x € RP} uma familia de densidades
paramétricas. Definimos uma classe de misturas finitas de % por

H = {f(:r,\I/) : fa0) :Zm:mfi(x;&),m >0,Zm:7ri: 1,z eRPe

F(-0) e F i=1,2,...,m, vmez+},
com U = (71'1,...,7Tm,1,61,...,0m).

Se considerarmos uma familia de fun¢oes de distribuicdo dada por .# = {F(z;0) :

0 € ©, x € R}, uma mistura de Fy, ..., F,, € % pode ser descrita como:

F(z, V) = ZmFi(a:; 0;).
i=1
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Neste caso, a classe de misturas finitas de .# é dada por

I = {F(:B,\IJ) cF(x;0) = Zmﬂ(n@i),m > O,Zm =lxeRle
i=1 i=1

Fi(-:0) e Z, i=1,2,...,m, vmeZ+}.

Definicao 1.15. Sejam

*

fa;0) =Y mifi(ebs) e fla; W) =3 filw: )

dois membros quaisquer de uma classe J# de misturas finitas de .%. Dizemos que 7

é identificavel em relacao a ¥ se
fCsv) = f(;97)

se, e somente se, m = m* e podemos permutar os indices das componentes da mistura
tais que

1

em que = implica a igualdade das densidades para quase todo x relativo a uma medida

em RP. De modo equivalente, dizemos que .77 é identificavel em relacao a U se

se, e somente se, m = m* e podemos permutar os indices das componentes da mistura
tais que
* . J— . * > J— .
m=mn e Fjx;0;)=F(x;0;), i=1,...,m;

sendo F'(z;¥) uma funcdo de distribuigao relativa a densidade f(z; V).

Do Exemplo 1.13, temos que a classe de misturas de distribuicao binomial de vetor
de parametros (2,6) nao é identificavel.

Uma condicao necessaria e suficiente para que uma classe de misturas finitas de
distribuicoes de .F = {F(z,0) : 0 € O, © € RP} seja identificavel é que este conjunto
seja linearmente independente sobre o corpo dos ntmeros reais. Para mais detalhes,
veja Yakowitz e Spragins [19]. Vamos utilizar este resultado para provar a caracteriza-
¢ao a seguir, de Chandra [4], que fornece condigoes suficientes para a identificabilidade
de uma classe de misturas finitas de distribuicoes. Tal caracterizacao serda usada na
Secao 2.3.4 para mostrar a identificabilidade de uma classe de misturas de distribuicoes
Weibull inversa de parametros « e (.

Para facilitar a notagao, daqui até o final desta secao, utilizamos o simbolo F; ao
invés de Fi(z;0;).
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Teorema 1.16. Seja .F uma familia de distribuicoes. Suponha que para cada F; € F
existe uma transformacao ¢; com dominio Dy, tal que a aplzcagao M : F; — ¢; € linear.
Suponha também que exista uma relacao de ordem total em %, denotada por <, que

satisfaz as sequintes condicoes:
(Z) Fi < F} (FI,FQ € g) Z'mplica D¢1 - D¢2;

(ii) para cada Fy € F, existe algum t, no fecho de Ty = {t : ¢1(t) # 0} tal que

t
lim 02(t) =0 para Fy < F5 (Fy,Fy € F).
2n ()

or

Entao, a classe de misturas finitas de distribuicoes de F € identificdvel.

Demonstracdo.  Vamos mostrar que .%# é linearmente independente sobre R. Isto

equivale a provar que todo subconjunto finito de .# é linearmente independente sobre

R.

Para cada i =1,...,m, sejam ¢; € R e F; € .Z tais que

i = (1.23)

Sem perda de generalidade, podemos assumir que F; < Fj para ¢ < j. Aplicando a

transformacao linear M a ambos os membros de (1.23), segue que

Assim, para cada t € {t € Dy, : ¢1(t) # 0} (um conjunto nao-vazio por definigao),

podemos dividir a igualdade anterior por ¢;(t), e fazendo ¢ — ¢; obtemos

t
¢+ Z i tlgg o1 (1) = 0.

(T
Como Fy < F;, ¥Yi=2,...,m, entdo, pelo item (ii), temos que ln? z (( % =0,Vi=
t—1t1 1

2,...,m. Logo ¢; =0 e, desse modo, podemos reescrever a soma em (1.23):

m

San=

=2
Repetindo o raciocinio acima, obtemos ¢; = 0, ¢ = 1,...,m. Logo % é linearmente

independente sobre R e portanto a classe de misturas de dlstrlbulgoes de .Z ¢é identifi-

cével.
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O resultado a seguir, de Atienza et al. [1], da condigdes suficientes para a identi-
ficabilidade de uma classe de misturas finitas de distribui¢oes de uma mesma familia
paramétrica. Neste contexto, vamos denotar A’ como sendo o conjunto dos pontos de

acumulacao de A C RP.

a7

Teorema 1.17. Seja F uma familia de distribuicoes. Seja M uma aplicacao linear
que transforma qualquer F € F numa fung¢do real ¢p com dominio S(F) C RP. Seja
So(F) =A{t € S(F) : ¢r(t) # 0}. Suponha que exista uma ordem total < em F tal

que, para qualquer F' € F, existe t(F) € So(F)" satisfazendo

(i) Se [\, Fs,...,F, € F com Fy < F; para 2 <1 <n, entio
t(F1) € [So(F1) N[N, S(E))

(i) Se Fy < F», entdo lim Or (1)

= 0.
t—=t(F1) O, (1)

Entao, a classe de todas as misturas finitas de distribuicoes de F € identificdvel.

Demonstracdo. Vamos supor que

i=1 Jj=1

m m

onde m,7; > 0, Vi = 1,....m; j = 1,...,m" tal que Zm =1 = Zﬂ';
: e

e Fi,...,F,, Fy,....,FY € #. Sem perda de generalidade, podemos assumir que

m < m*, F;, < Fj, Ff < FJ* para ¢ < j e Iy =X Ff. Temos que F; <X F[ e F{ <

Fro,Vj=2...,m"eassim Fy < F}, Vj=2,...,m" por transitividade da ordem

total < sobre .#. Temos também que F; < F;, Vi=2,...,m. Se denotarmos

A= So(Fy) (NS ()] (INES(F)]

entao, pelo item (7), existe t(F;) € A’. Aplicando M a ambos os membros da equagao

(1.24), pela linearidade obtemos, para qualquer t € A, que

Z mior,(t Z L

Como t € Sy(F}), podemos dividir a igualdade anterior por ¢, (t). Fazendo t — t(F}),

obtemos
“ Rt & . Or: ()

il i
ZW t—)tnflﬁ gzﬁFl (t) Zﬂj o1 F1 o (1)

i=1 j=1
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Equivalentemente,
= . oR(t) . Or(2) o 2
m + m; lim =77 lim
! Zz; t—t(F1) O, () L) ngl (t) Z —>t F1 or (1)
Como Fy < F;, Vi=2,....m e Fy X F/, Vj=2,...,m" pelo item (ii) segue que
(t Prr(t
50 o wizo. m e lm FJ():O,Vj:Z...,m*.
t—t(F1) ¢F1 (t) t—t(Fy) ¢F1 (t)
Assim,
. . Orr(t)
m=m |

! t—;fl((%l) Or (t) .
Temos, por hipotese, que Fy <X FY}, no entanto, se Fy < F} entao m; = 0, o que
¢ um absurdo. Logo Fy = F} e assim m = 7. Os termos correspondentes em
(1.24) s@o cancelados. Seguindo este raciocinio, obtemos m; = w7 e F; = F para
i=1,2,...,min(m,m").

Resta provar que m = m*. Se m* > m entdo min(m, m*) = m implica que m; = 7}

e I; = F' parai=1,2,...,m. Cancelando os termos correspondentes nas somas em

*

(1.24), obtemos Z T F; =0 e desse modo 7} = 0 para j =m+1,...,m", o que é
j=m+1
uma contradicao. Logo m = m*, e a classe de misturas finitas de .% ¢é identificavel.

]
Nos casos em que t(F') = ty ndo depende de F' € Z, é possivel simplificar as

hipoteses do Teorema 1.17. Veja o corolario a seguir.

a

Corolario 1.18. Seja . uma familia de distribuicoes. Seja M uma aplicacao linear
que transforma qualquer F' € . numa fun¢ao real ¢p com dominio S(F) C RP. Seja

So(F)=A{t € S(F): ¢p(t) # 0} e suponha que exista um ponto ty satisfazendo

/
€ [ () So(F (1.25)
1<i<k
para qualquer colegcao finita de distribuicoes F, ..., F, € %. Se a ordem
Fy < F, se, e somente se, lim ——= or (1) = (1.26)
t—to O, ( )
¢ uma ordem total sobre F, entdo a classe de todas as misturas finitas de F € identi-

ficavel.

Para finalizar esta secao, utilizamos a caracterizacao de identificabilidade provada
acima para mostrar que a classe de misturas de distribuicoes Weibull com dois para-

metros é identificavel.
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Proposicao 1.19. Seja . uma familia de distribuicoes Weibull dada por
F = {F:F(x;a,ﬁ) :/ %uo‘_leugdu: a,f>0ex >O}.
0

Entao a classe de misturas de % € identificdvel.

Demonstracdo. Seja M uma aplicacao que transforma uma fun¢ao de distribuicao
F € % em uma funcao geradora de momentos de log X, onde X é uma varidvel
aleatoria com distribuicdo Weibull(a, 8). Temos que M ¢é linear, pela linearidade da

esperanca, e para qualquer F' € #:
M{P(zia §) = éx(t) = B(e™¥) = BX) = [ ot oot Fda
0
= / (Bu)ie‘“du = 6% / uée—udu
0 0

= Bal(t+1), te€(~a,+o0),

o0

onde I'(r) = / y" e Vdy é a funcio gama. Como ¢p(t) # 0 para todo t € S(F) =
0
(—a, +00), temos que Sy(F') = (—a, +00). Neste caso, dados Fy,..., F € Z, obtemos

[ ) So(F)| = [ ) (—ai, +o0)

1<i<k 1<i<k

!/

= [(=@,+00)]" = [~@, +00),

onde & = min{ay, ..., ax}.
Pela formula de Stirling, a qual estabelece que I'(z+1) ~ /272 z*e~? para z — +00,

segue que, para t suficientemente grande,

br(t) ~ By 27~ (é) et

Assim, dados F} = Fi(-;0aq,01) € F e Fy = F5(-; a9, f2) € F, temos, para t suficien-

temente grande,

t A
ontt) B ()" e
t F e ay
ngl() ﬁlatl 27_‘_0% (O%) 16 atl
Y et tlan —as)
. a2 Q1 Q1 e Qg )y Q10
— a_2 — e

1 t
Brer Qi 2
Aplicando o limite para t — 400, segue que
¢F2 (t)

=0

1m
t—+oo ¢F1 (t)
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se, e somente se,

[a1 < 062] ou [Oél = 042,62 < 51] (127)

Mas, F; < F se, e somente se, (1.27), logo pelo Corolario 1.18, a classe de misturas de
distribui¢oes Weibull(c, 3) é identificavel.



Capitulo 2

Analise de Duas Distribuicoes Weibull

Inversa

Diversos modelos de distribuigoes Weibull tém sido estudados nas tltimas décadas.
Muitos desses sao analisados em Murthy et al. [14], que é um livro inteiramente
dedicado aos modelos Weibull. Ele retne resultados discutidos em varios trabalhos
publicados até o inicio dos anos 2000 como, por exemplo, Jiang et al. [10] e Jiang e
Murthy [9].

Dentre os inimeros modelos envolvendo a distribuicao Weibull, temos os modelos
de risco, o multiplicativo e o de mistura. Esses modelos sao analisados neste capitulo
nas Secoes 2.1, 2.2 e 2.3, respectivamente, onde consideramos duas subpopulacoes que
seguem uma distribuicao Weibull inversa. O foco principal dessas secoes é estudar
as funcoes densidade e taxa de falha dos modelos mencionados, além de apresentar
algumas propriedades envolvendo o grafico-IWPP e um procedimento de estimacao
baseado nesse método grafico. Na Secao 2.3, provamos ainda a identificabilidade de

uma classe de misturas finitas de distribuicoes Weibull inversa.

2.1 - Modelo de Risco

Sejam T, ..., T, variaveis aleatoérias independentes, sendo Fi(t),..., F,(t) as res-
pectivas fungbes de distribuicdo. Se Z = min{7y,...,T,}, entdo a sua fungao de

distribuicao ¢ dada por
Fit)= P(Z<t)=P(Z>t)=1—-Pmin{Ty,..., T} > t)

= 1—P<ﬁ(ﬂ>t>> :1—ﬁp(ﬂ>t)

i=1 =1
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Este modelo é conhecido como modelo de risco. Outras terminologias também sao
utilizadas na literatura, como, por exemplo, modelo composto, modelo de sistema em
série e modelo multirrisco. Este modelo tem recebido consideravel atencao na literatura
e tem sido estudado ha bastante tempo. No contexto da anélise de confiabilidade, o
modelo pode ser considerado como um sistema de n componentes em série, sendo 7; o
tempo de vida da componente i e Z o do sistema. O sistema falha no primeiro instante
que uma componente falha. Para mais detalhes, veja Nelson [15].

O modelo de risco é caracterizado por n, o nimero de subpopulacdes, e a forma da
funcao de distribuicao para cada uma das subpopulagoes. Alguns casos especiais do
modelo sao detalhados por Murthy et al. [14]. Um desses, pode ser visto considerando
duas subpopulagoes que seguem uma distribuicao Weibull inversa. Neste caso, o modelo

assume a seguinte forma:
F(t) = Fi(t) + Fa(t) — Fu(t) Fa(t), (2.1)

onde F;(t) = e*(%)ﬁi, i = 1,2. Note que podemos ter Fi(t) = Fy(t). Consequente-
mente, podemos assumir sem perda de generalidade que f; < 3 e a3 < ay quando
B1 = Pa.

Seguindo os estudos de Jiang et al. [10], fazemos uma andlise do modelo apre-
sentando as funcgoes densidade e taxa de falha, além de um estudo grafico para obter

estimativas de seus parametros.

2.1.1 Funcao Densidade e Funcao Taxa de Falha

Derivando a equacao (2.1), obtemos a fun¢ao densidade para o modelo de risco:

f@) = LN = RO+ 00 - Fi()].

Como a funcao densidade para cada subpopulagao é unimodal (veja a Segao 1.3.1),
a fun¢ao densidade para o modelo de risco pode ser unimodal ou bimodal, conforme é
ilustrado na Figura 2.1.
A funcao taxa de falha h(t) é dada por
[ _BOL- RO AOI- RO A0 A0
1— F(t) [1— Fi(t)][1 — Fy(t)] 1—Fi(t) 1—Fx(t)
= h(t) + hg(t).

h(t) =

Como hy(t) e ho(t) tém forma unimodal (veja a Se¢ao 1.3.2), a funcao taxa de falha
para o modelo de risco pode ser unimodal ou bimodal, conforme ¢ ilustrado na Figura
2.2.
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Figura 2.1: Funcgao densidade para o modelo de risco.
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Figura 2.2: Fungao taxa de falha para o
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modelo de risco.
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2.1.2 Grafico Modificado - IWPP

Considerando a modificacao (1.19), temos:
y(t) = —In[=In F(t)] = — In[—In(Fy(t) + Fa(t) — Fu(t) F2(1))];

que representa uma curva C' no plano x-y, chamada grdfico-IWPP para o modelo de
risco. Nos resultados a seguir fazemos um estudo assintotico de F(t) para determinar
as assintotas da curva C' do grafico-TWPP.

O lema a seguir é utilizado na analise assintotica da curva C.

Lema 2.1. Se (i) 81 < (2 ou (i) By = B2 (= B) e a1 < o, temos que as fungoes
Ei(t) = 7%, onde z; = z(t) = (%)%, i = 1,2, definidas para t > 0, satisfazem

F(t)

= 0.
t—0 Fl(t

~—

Demonstracio.

(i) Como B < [, logo

2 5 5
lim 210 = lim € = lim exp [<%) - (%) 21

t—0 F) (t) t—0 ¢ *1 t—0

1 B1 0/82
: - Br 2 _
}tgroleXp [(t) (al t5261>] =0

(ii) Sendo (1 = By = 3, segue que:

5

5.8
t . _ . i i3
®) =lime** 2 =lime # =0,
t—0 t—0

e

~—

pois a; < Q.

[
Teorema 2.2. A funcdo de distribui¢ao para o modelo de risco, F(t), satisfaz:
N\ Ft)
(1) 11_{% ) 1. (2.2)
F(t In(1 —
i) im — D g A= E) (2.3)
t—oo 1 — 2129 t—o00 —2129

onde z; = z(t) = (%)%, i =1,2.

Demonstracio.
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,(%)ﬁz

(i) Do Lema 2.1 e usando o fato que Fy(t) =e — 0, quando t — 0, obtemos:

. F@) . Fy(t)
e m (1 0N FQ(“) =L

(i) e lim P i Fi(t) + Fa(t) — () Fa(t)
t—=oo 1 — 2129 t—o0 1 (ﬂ)ﬁl (a2)52
In{ = z122)

e lim
t—00 — 2129 2—0 —z =01 — 2z

]
O Teorema 2.2 nos permite obter as assintotas da curva C' do grafico-IWPP para o

modelo de risco. Vejamos como obté-las.
e Para ¢ suficientemente pequeno (¢t — 0), de (2.2), temos que
y(t) = —In[—In F(t)] =& —In[—In F1 ()] = 1(Int — Inay).
Com x = Int, segue que, para z suficientemente grande:

y(x) = fi(x —Inay).

e Para ¢ suficientemente grande, de (2.3), temos que

y(t) = —In[-InF(t)] =~ —In(z12) = fi(lnt —naw) + fy(Int — Inag)
= (Bi+Bo)Int — (Bilna; + Balnas)
= (Bi+ ) (nt - Alngiiainos ).

Com x = Int, segue que, para z suficientemente grande:

_ Brlnoy +ﬂ21n042)
B+ Bo '

(o) = (50 + 30 (o

Sendo assim, as assintotas esquerda e direita da curva C sao dadas, respectivamente,
por

Lp: y=/p(x—1lna),

o grafico-IWPP para a subpopulacao Fi, e

(2.4)

Lp: y=(B1+B2) (x— frlna +ﬂ21n0‘2)

B+ Bo

Neste caso, como o coeficiente angular da reta L é menor que o da reta Lp, logo elas

se interseptam em um ponto I, e este ¢ dado por

I = <lna2,ﬁ1 ln<3—j>) :
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5 B, =15 o, =3 p,=35 a,=5

Figura 2.3: Grafico-IWPP para o modelo de risco.

A Figura 2.3 mostra a curva C' do grafico-IWPP e suas assintotas para determinados
valores dos parametros do modelo.
O que acabamos de ver é usado na estimacgao dos parametros do modelo de risco,

e isto é feito por meio das seguintes etapas:

1. A partir do ajuste da assintota esquerda, obtenha os estimadores de minimos

quadrados de (1 e aj.

2. Ajuste a assintota direita e utilize sua inclinacao e intersepto em (2.4) para obter

os estimadores de minimos quadrados de 35 e axo.

3. Determine as coordenadas do ponto de intersecao das duas assintotas. Verifique

(ln Qa, 1 ln<2—j)> ,

que sao calculadas utilizando os valores estimados.

se elas estao proximas a

2.2 - Modelo Multiplicativo

Sejam T, ..., T, variaveis aleatorias independentes, sendo Fi(t),..., F,(t) as res-
pectivas fungoes de distribui¢ao associadas. Se W = max{T},...,T,}, entdo a sua

funcao de distribuicao é dada por

P(t)= P(W <t)= P (ﬂ@ < t)) IR

i=1
Este modelo é conhecido como modelo multiplicativo e, apesar dele nao ter se des-

tacado tanto quanto o modelo de risco, como observado por Murthy et al. [14], tem
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sido aplicado na literatura de confiabilidade, tendo surgido no contexto da modelagem
de um sistema em paralelo com componentes independentes. Um sistema pode ser,
por exemplo, um organismo ou um dispositivo mecanico, e é dito paralelo quando a
sua falha estd condicionada a falha de todas as suas partes. Para mais detalhes, veja
Elandt-Johnson e Johnson |7].

O modelo multiplicativo é caracterizado por n, o nimero de subpopulacoes, e a
forma da funcdo de distribuicdo para cada uma das subpopulacdes. Alguns casos
especiais do modelo é detalhado por Murthy et al. [14]. Um destes, pode ser visto
considerando duas subpopulacoes que seguem uma distribuicao Weibull inversa. Neste

caso, o modelo assume a seguinte forma:

F(t) = Fi(t)Fy(t), (2.5)

B;

onde Fi(t) = e*(%) , 1 =1,2. Se 1 = By = B, entao as subpopulagoes Fi(t) e Fy(t)
podem ser incorporadas em uma tunica subpopulagdo F'(t) com parametro de forma g

e parametro de escala (o) + ag)%. A distribui¢ao F(t) é dada entao por:

F(t) = Fl(t)Fg(t) = 6_(%)ﬁ6_(%2)ﬁ = ei( B

Neste caso, o modelo se reduz a uma simples distribuicao Weibull inversa. Consequen-
temente, sem perda de generalidade, podemos considerar 3; < fs.

Seguindo os estudos de Jiang et al. [10], fazemos uma anéalise do modelo, apresen-
tando as suas funcoes densidade e taxa de falha, além de um grafico que permite obter

estimativas de seus parametros.

2.2.1 Funcao Densidade e Funcao Taxa de Falha

Derivando a equagao (2.5), temos a fun¢ao densidade para o modelo multiplicativo:

f() = L) F() + L0 Fi(1).

Neste caso, a funcao densidade ¢ unimodal, como ¢é ilustrado na Figura 2.4, sendo
B1=1,5; a1 =3; B = 3,5 ag = 5,
A funcao taxa de falha é dada por

_ [ () + fo(t)Fi(t)  filt)  Fa(t)(1 — Fz(t))+ fa(t)  Fi(t)(1 — Fy(1))

ht) —ROBG)  1-RO 1-ROBY) 1-R0 1-HBO6()
para t > 0. Denotando
_ B0 - k(@) _ R0 = F(1)) fi(t)
O=3"Frono WS i-rony © YT itRm TV2
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—B1=1,5; a1=3; BZ=3,5; a2=5
0.18} 1

Figura 2.4: Funcao densidade para o modelo multiplicativo.

a fungao h(t) resulta em:
h(t) = ma(t)p(t) + ha(t)q(t), > 0.

A funcao taxa de falha do modelo multiplicativo também tem forma unimodal. A
Figura 2.5 exibe o grafico de h(t), considerando os mesmos valores dos parametros da
Figura 2.4.

Para maiores detalhes, ver Jiang et al. [10] ou Murthy et al. [14].

0.35 T

‘_ﬁ1:1,5; =3 p,=35 a,=5

0.3 4

0.25-

0.2

h(t)

0.15}

0.1F

Figura 2.5: Funcao taxa de falha para o modelo multiplicativo.
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2.2.2 Grafico Modificado - IWPP
Considerando a modificacao (1.19), onde
y=—In[—InF(t)] e z=Int,
reescrevemos y em fungdo de x, da seguinte forma:
y(x) = —In[—InF(e%)] = —In[— In(Fy(e®)Fy(e®))] = — In[— In(e" @ e=2®))]
= —lInfz(z) + 22(2)], (2.6)

onde z;(z) = afie_ﬁiw, 1 = 1,2. A relacao obtida define uma curva C' no plano x-
y, chamada grdfico-IWPP para o modelo multiplicativo. A seguir, mostramos alguns

resultados acerca dessa curva.
Teorema 2.3. C' ¢ concava para baixo.

Demonstracdo. Vamos provar que y”(x) < 0, z € R. Derivando y(x), obtemos

_ Biz1 + Baza
2tz

y'(x) (2.7)

A derivada da igualdade (2.7) é apresentada abaixo.

(B321 — Baz9) (21 + 22) + (Br21 + P222)?
(21 + 22)?

y'(z) =

—(Br21)? = B3z122 — Biz1za — (Baze)? + (B121)* + 281 Poz122 + (Baz2)?
(21 + 29)?

—(BF+ 85 —2B1P2)n1za  —(Br— B2)*2120

= < 0.
(21 + 29)? (21 4 22)?

O lema a seguir ¢ utilizado na analise assintotica da curva C.

Lema 2.4. Se B, < [y, temos que as fungoes z; = z;(t) = (%)51', 1 = 1,2, definidas

para t > 0, satisfazem
limﬁzoo e lim — = 0.
t—0 21 t—o0 21

. 29 . 0452 1 oo, a=20
lim — = lim = o | = )
t=az toa \ @b t—(B1—52) 0, a=o0

Demonstracdo.
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Teorema 2.5. O func¢do de distribui¢ao para o modelo multiplicativo, F(t), satisfaz:

o F()

(1) %1_{% 0] =1 (2.8)
o F)
(17) tlg?o R L. (2.9)

Demonstracdo. Escrevendo

Ft)y=e > =¢ " (H%> = e*”(”%)

Y

e usando o Lema 2.4, temos:

F(t) 6_22(1—"_%) 6*22
(i) lim =lim — = lim =1.
t—0 Fo(t) t50 e # 150 e—22
F(t) o (142) -
(i) lim = lim ————— = lim -1
t—00 1<t) t—00 e~ t—o0 @41

[
O Teorema 2.5 nos permite obter as assintotas da curva C' do grafico-IWPP para o

modelo multiplicativo. Observe que:

e de (2.8), para t suficientemente pequeno (t — 0), temos que
y(t) = —In[—In F(t)] = —In[—In F5(¢)] = G2(Int — In ).
Com = = Int, segue que, para z suficientemente pequeno (x — —o0):
y(x) = Ba(x — Inay).
e de (2.9), para t suficientemente grande, temos que
y(t) = —In[—In F(t)] =& —In[—In F1 ()] = B1(Int — Inay).
Com x = Int, segue que, para z suficientemente grande:
y(@) = i(z — Ina).
Portanto, as assintotas esquerda e direita de C' sao dadas, respectivamente, por
Lg: y= Pz —Inay),

e por

Lp: y=pi(r—Ina),
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onde Lg e Lp sao os graficos-IWPP para as subpopulagoes Fy(t) e Fi(t), respectiva-
mente.
Uma vez que estamos supondo (57 < (3, as retas Lp e Lg se interseptam em um

ponto I de coordenadas (x,y;) dadas por

~ Bilnog — frlnas _ BiBa[lna; —Inay]

1T TR — B ¢ YT TR A

(2.10)

Lema 2.6. A coordenada x; do ponto I de intersecio das retas Lp e Lg satisfaz a

igualdade 2 (x;) = z(z;), onde z(z) = ae %% parai=1,2.

Demonstracdo. Usando propriedades do logaritmo, a coordenada x; em (2.10) pode

ser reescrita na seguinte forma:

Consequentemente,

8182

B1\ B1—B2 -
Q « B1—B2
z1(zp) = e Prmn = o ( ;2) = <—2) : (2.11)

Também,

—By 8182

B1\ B1—52 -
_ o Qg \ P1=582
Z2(x1) B ang e %82 (Oé}h) - <041) '
2

n
Teorema 2.7. A curva C, no ponto I, satisfaz as sequintes relagoes:
() yar) =y —m2 e (id) () = 2 ;52. (2.12)
Demonstracio.
(i) Usando o Lema 2.6 em (2.6) e a igualdade (2.11), segue que
y(xr) = —In[2 2z (z7)] = —In2—In(z(x7)) = —In 2—61&2[1;1012 ;2111041] = yr—In2.
(ii) Aplicando o Lema 2.6 a igualdade (2.7), segue o resultado.
n

A Figura 2.6 mostra a curva C do grafico-IWPP e suas assintotas para determinados

valores dos parametros do modelo.
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h

B,=15 o,=3 B,=35 a,=5

Ls

=
—
[
Lad
-

¥
N S CHR I N
1 1 1 X X

|
Lh

Figura 2.6: Grafico-IWPP para o modelo multiplicativo.

Do que foi visto, os parametros das subpopulacoes F; e F5 do modelo multiplicativo
podem ser estimados.

O ajuste da assintota esquerda dé as estimativas de 5, an € 0 ajuste da assintota
direita da as estimativas de 31 e «aq, similar ao que foi feito na Secao 2.1.2. Utilizando

os valores estimados, verifique se as igualdades (i) e (ii) dadas em (2.12) sao satisfeitas.

2.3 - Modelo de Mistura

Este modelo foi apresentado na Secao 1.4. Ele é caracterizado pelo niimero de com-
ponentes ou, alternativamente, pelo nimero de subpopulacoes e a forma da funcao de
distribuicao para cada uma das subpopulagoes. Alguns casos especiais do modelo é
detalhado por Murthy et al. [14]. Um caso particular é quando temos duas subpopu-
lagoes que seguem uma distribuicao Weibull inversa. Neste caso, o modelo assume a
seguinte forma:

F(t) = pFi(t) + qF2(t), (2.13)

onde Fy(t) = e (% i =12, 0<pg<1lep+q=1 Nos referimos & (2.13)
como modelo de mistura de duas distribuicoes Weibull inversa. Por simplicidade, neste
capitulo usaremos para (2.13) o termo modelo de mistura.

Seguindo os estudos de Jiang et al. [10| e Sultan et al. [17], apresentamos as suas
funcoes densidade e taxa de falha, e um método grafico que permite obter estimativas
de seus parametros. A identificabilidade do modelo de mistura também ¢é provada no

final desta secao.
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2.3. Modelo de Mistura

2.3.1 Funcao Densidade e Momentos

A densidade para o modelo de mistura é dada por
f(t) =pfi(t) + afa(t), (2.14)

onde 0 <p,q <1, p+q=1ce afuncao densidade de cada subpopulacao ¢ dada por
(2.15)

fit) = Bt~ DGR s,

onde a; > 0 e B; >0 para ¢ = 1,2. Como a funcao densidade para cada subpopulacao

é unimodal (veja a Sec¢do 1.3.1), a fungdo densidade para o modelo de mistura (2.13)

pode ser unimodal ou bimodal, conforme é ilustrado na Figura 2.7.

025 T T T T T
——p=04; =15 o =3 B,=35 0,=5
.............. p =0,25; [51:1,5; (X1=6; B2=3’5; (x2=5
0.2+
0.15F
0.1-
0.05F

Figura 2.7: Funcao densidade para o modelo de mistura.

Se T' ¢ uma variavel aleatoria com func¢ao densidade dada por (2.14), segue de (2.15)

e (1.15), que o k-ésimo momento de T é dado por

k k
E(T") :po/ff(l — E) +qo/;r(1 — E) .

2.3.2 Funcgao Taxa de Falha

A funcao de confiabilidade para o modelo de mistura é exibida abaixo.
=1,2.

S(t) =1- F(t) =1 —pFl(t) _ ng(t)7 onde -Fz(t) _ e—(%)ﬁi7 ;
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Assim,
S(t)= p+q—pFi(t) —qF(t) =p(1 — Fi(t)) + q(1 — Fy(t))
= pSi(t) +qS(1)
= p(1—e ") 4 q(1— e (7).

A funcao de taxa de falha correspondente é dada por

_ pBia it e (DM 4 gt (Bt e ()%
p(1—e D) +q(1— e (D7)

h(t)

A fungdo h(t) também pode ser expressa em funcdo das confiabilidades e taxas de

falha das distribuicoes Weibull inversa F; e F;. Note que:

_ pfi(t) + qfa(t)
p51<t) -+ q52<t> ’

onde fi, fo € 51,5 sdo as fungoes densidade e as funcoes de confiabilidade, respectiva-

h(t)

mente, das distribuicoes Weibull inversa.

Sendo assim, temos que:

pfi(t) qfa(t)

S AR CAGRSEADRRAD
_ 1 fi(?) _ pSi(t) f(t)
= P50 + 45D Si(t) (1 pSi(t) +q52(t)) Sa(t)’
pSi(t)
onde S;(t) =1 — e ()" i =1,2. Fazendo hy(t) = %, i = 1,2, obtemos:
W)= | ——— e+ [ 1o —2 |
B 1+ a52(1) 1 1+ a5 (1) o
pSi(t) pSi(t)
1 <
Denotando agora, r(t) = 1_‘_‘1—52(75)7 a fungao taxa de falha h(t) resulta em:
pSi(t)
h(t) = r(t)hi(t) + (1 —r(t))ha(t). (2.16)

A seguir, mostramos resultados limites da funcao taxa de falha.

Lema 2.8.
(7) imh(t) =0 e (#7) lim h(t) = 0.

t—0 t—o0

Demonstracdo.
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Pelo Lema 1.6, vimos que

limh(t) =0 e  limhs(t) =0.

t—0 t—0

Além disso, para i = 1,2, temos que

lim S;(t) = lim (1 . e*<%>ﬁi) _ 1

t—0 t—0
Assim,
. . 1 1 1
= emm | T
pSi(t) p p

Portanto, de (2.16), segue que 111% h(t) = 0.
—
Do Lema 1.6, temos que

lim h;(t) =0, parai=1,2.
t—o00

Observe ainda que, sendo «; > 0 e §; > 0 para i = 1,2, entao para todo t > 0,

temos

3 57, ay .
(%) >0 <= <l = Gt)=1—¢"

qS2(t)

Também, tlg?o Si(t) =0, i=1,2, logo N0

2

">0,1=1,2.

para +o0o, quando ¢ — co. Em qualquer um desses casos teremos

lim r(t) =7, com 0 <r <1.

t—o00

Assim, segue que tlim h(t) = 0.
—00

tende a um ntmero nao-negativo ou

A funcao taxa de falha para o modelo de mistura pode ter forma unimodal ou

bimodal, dependendo dos valores dos parametros.

formas e os valores dos parametros sao os mesmos dos da Figura 2.7.

2.3.3 Grafico Modificado - IWPP

A Figura 2.8 ilustra estas duas

O grafico-IWPP é uma curva no plano x-y, cujas coordenadas sao dadas em (1.19).

A forma do grafico é significativamente influenciada pelos dois parametros de forma,

B1 e [s das subpopulacoes. A seguir, analisamos dois casos separadamente. Sao eles:

(a) Se 1 # o, entdo, sem perda de generalidade, podemos assumir que f; < [s.
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0.4
0.35-
0.3-
0.25-
Z 02
oas- b T
0_1_ . - . - - - - - 4
|_p—o.4. B =15 u, =3 B =35 u,=5
005l | ----------- p=0,25; B, = 1.5; @, =6; ]52:3.5; 0:2:5_
0 .
0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 2.8: Func¢ao taxa de falha para o modelo de mistura.

(b) Se B1 = B2 (= B), entdo devemos ter oy # g, pois caso contrario, o modelo
se reduz a uma unica distribuigdo Weibull inversa como em (1.11). Assim, sem

perda de generalidade, podemos considerar a; < as.

A modificagao (1.19) para o modelo de mistura é expressa por
y = —In[—In(pFi(t) + ¢F>(t))] e =z =Int. (2.17)

O grafico de y por = é uma curva, denotada por C, chamada grdfico-IWPP para o
modelo de mistura. No caso em que p = 1 e p = 0, conforme (1.20), a curva C é dada

pelas respectivas retas:

Li: yi(z) = fi(z —Inay), para p = 1;

(2.18)
Ly : yo(x) = Pa(x — Inay), para p=0.
No caso geral, a curva C' é expressa por
C: y(z) = Bz — In[a? — P17 In(p + ge¥12@)], (2.19)

onde Wy 5(z) = 2z (2) — 29(x), com z(z) = ale P* i =1,2. Vejamos como obter
(2.19).
De (2.17), temos que x = Int ou, equivalentemente, ¢ = e®. Assim, podemos

reescrever o modelo de mistura (2.13) em termos de z, do seguinte modo:

afl e‘ﬁlg”fozg2 e P2z

Bl ,— By B2 —Box p+qe
l‘(el') pe—al e 6—012 e

q Bl _—Biz

6061 e
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Das propriedades do logaritmo, segue que
—1In F(ex) = 0/1816*/5196 _ ln(p + qen(x)fzz(x))’

onde z(z) = ae %% i =1,2. Fazendo Uy o(x) = 2 (z) — z(x), obtemos:

afl — ehe In(p + qe‘l’m(z))
eﬁlm ’

—InF(e*) =
Logo, a coordenada y da modificagao (2.17) é dada por
y(x) = —In[—In F(e®)] = prz — ln[ozlﬂ1 — 2% In(p + qe¥12@))],

onde Wy ,(z) = 2 (z) — 2(x), com z(z) = alie Fir, i =1,2.

Caso (a): [1 < fq

Neste caso, as retas L; e Ly se interseptam em um ponto I de coordenadas (x, yr)
dadas por (2.10), onde

_ Bilnag — Balnay _ B1Ba[lnay — In ay]

TR B i By — B

Os resultados a seguir sao importantes na descricao da curva C' e também servem

de base para a estimagao dos parametros do modelo, que é apresentada no final desta
secao. Mostramos, por exemplo, que a curva C é delimitada pelas retas L; e Lo,
passando pelo ponto I e com inclinacdao em I dada por pS; + ¢f2. Uma anélise do

comportamento de C' para valores assintoticos também é apresentada.

Teorema 2.9. As funcoes yi(z) e yo(x) dadas em (2.18) satisfazem a sequinte relagao:

min{y: (), y2(2)} < y(z) < max{y:(z),y2(2)}, z € R. (2.20)

Demonstracdo. Para todo t > 0, temos que:
min{ Fy(t), F2(t)} < F(t) < max{Fi(t), F5(t)}.

A desigualdade (2.20) é obtida em decorréncia da monotonicidade da fun¢ao logaritmica

e por x = Int.

Teorema 2.10. A curva C passa pelo ponto I e sua inclinacdo neste ponto € pBr+q0s.
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Demonstracdo. Como z;(z1) = z2(xr) (ver Lema 2.6), logo, de (2.19), temos que:

2 - J—
y(zr) = By —In(a]!) = piln Oégl _ﬁ;fz oz _ Bilna, = 6152[1;1&_1 521n as]

pry 3/1-

Por outro lado, derivando em x a igualdade (2.19), obtemos:

M7 (qBa2 — qBr21)e¥ 12"
p+ge?2)
ot — ePrr In(p + ge¥i2(@)

B1
R

ﬁleﬂw ln(p + qe‘Pm(w)) 4

y(x) = B+

—~
\1/1,2($)6ﬁ196 _ qﬁl 216'811 6\111,2(96)

p+ge?2)
ot — ePrr In(p + ge¥i2(@)

29€
5106531 i qPa2z2

(2.21)

ph1o] + qfazae 2@ e
p+ qe¥2(®) B (pBra e P1e 4 qByzpe¥12(@))efre

af' — M In(p + ge"12@)  (p+ ge"r2@)[aft — P In(p + ge¥r2@)]’

onde Wy ,(x) = 2(x) — z(z), com 2z = z(x) = oePi* i = 1,2. Sendo z(z;) =

zo(x1), segue que

[pB121 (1) + qB2za(ay)]e” s _ pBra(wr) + qBaza(wr)

= pb + 2.
0/131 z1(wr) ' ?

y'(xr) =

[

A localizacao do ponto de intersecao I no plano x-y depende dos parametros de
Fy e F5. Note, a partir da expressao para x; na equacao (2.10), que o sinal de z;
depende dos parametros de escala e de forma das subpopulacgoes, no entanto o sinal de
yr depende apenas dos parametros de escala das subpopulacoes, como pode ser visto

no teorema a seguir.

Teorema 2.11. Seja [ = (z,y;) o ponto de intersecio das retas Ly e Ly. Sendo

assim, temos que:
(i) Se &t >1, entdo yr < 0;

(1)) Se &+ =1, entao yr = 0;

a2

(11i) Se <+ < 1, entdo yr > 0.

a2

Demonstracdo.
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(1) Neste caso, como a; > g, pela monotonicidade da fungao logaritmica, temos

que Ina; > Inas. Como ainda f; < fs, segue que:

yr = B162[In g — Inay]
! By — B

Mostra-se que (ii) e (ii7) sdo verdadeiros, seguindo demonstracao analoga a de (7).

< 0.

No teorema a seguir fazemos um estudo do comportamento assintotico da curva C'.

Teorema 2.12. A funcdo y(t), dada em (2.17), satisfaz:

y(t)

0 I CheRo] ~ & (222)
(i4) lim y() =1, (2.23)

t=o0 —In(pz1 + ¢22)
onde z; = z(t) = (8)%, i =1,2.

Demonstracio.

(i) Do Lema 2.1 (i), temos que

limpFl(t) + qFy(t) —lim (142 —1,

o que implica que, para t suficientemente pequeno (¢t — 0),

pFi(t) + qFy(t) ~ pFi(t).

Pela continuidade da funcao logaritmica, temos também, para t suficientemente

pequeno (t — 0):
y(t) = —In[=In(pFi(t) + ¢F>(1))] & —In[=In(pFi(2))].
Dai, segue o resultado.

(ii) Sabemos que tlim z; = lim <%> = 0, 1 =1,2, assim:

—00 t—oo \ ¢
_ F(t) _ pe 4 qe”
lim = lim =1,
tooo p(1 —21) + (1 — 2z)  t=o0 p(l —21) +¢(1 — 2)
e pela continuidade da funcao logaritmica,
In F(t
lim n F(t) ~ 1. (2.24)

t—oo In[p(1 — 21) + q(1 — 22)]
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Por outro lado, usando L'Hospital e o fato que z; = 2/(t) = —%zi, 1 =1,2, temos
que:
. pz1+ qz . —pBa — 2z
lim = lim 3 3
t=oo —In[p(1 — 21) + q(1 — 22)] t=00 P+ gz

p(l—21) 4+ q(1 — 2)
= lim[p(1 — 21) + ¢(1 — 25)]

t—o00

= ptqg=1 (2.25)

De (2.24) e (2.25), segue que:

—In F(t
iy, I E ()
t—o0 P21 + 29

=1.

Pela continuidade da funcao logaritmica, segue o resultado:

—In[-InF
lim y(t) T ekl T
too —In(pz; + qz2)  tooo —In(pzy + qzo)

]
Os resultados apresentados no Teorema 2.12 nos permite obter as assintotas da

curva C'. Observe que:

e de (2.22), temos que, para t suficientemente pequeno (¢t — 0):

y(t)~ o[~ n(pF; (1)) = ~ [~ In(pe D)) = —In [~ Inp + (3"
~ —In(2)P = Bi(Int —Inay).

Com z = Int, segue que, para z suficientemente pequeno (r — —o0):
y(x) = fi(x —Inay).

e de (2.23) e do Lema 2.4, temos que, para t suficientemente grande:

Q

y(t) —In(pz1 +¢z2) = —In (le>

21
= —Inz —In (p—i—qz—f)

~ fi(Int —Inay) —Inp.

Com = = Int, segue que, para x suficientemente grande:
y(x) = fi(x — Inay) — Inp.
Assim, as assintotas de C' sao as retas, denotadas por Lg e Lp, expressas por

Lg: y=/pFi(z—Inay),
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o grafico-IWPP para a subpopulagao F}, podendo assim ser também denotada por Ly,

e
Lp: y=pi(zr —Inag) —Inp.

Note que a reta Lp ¢ paralela a reta Lg, pois a inclinacao de ambas é determinada
pelo parametro ;. No entanto, Lp esta deslocada verticalmente de Lg por In(1/p).

A Figura 2.9 mostra o grafico-IWPP para determinados valores dos parametros do
modelo. Note que 3‘—; < 1. Neste caso, o ponto de inflexao esquerdo pode ser usado
para estimar o parametro p.

A Figura 2.10 mostra o grafico-lWPP para determinados valores dos parametros
do modelo. Note que 3—; > 1. Neste caso, o ponto de inflexao direito pode ser usado

para estimar o parametro q.

2] Lp

p=04 p, =15 &, =3 B,=35 a,=1

_ /p=0.4; B, =15 @, =3 B,=3,5 o,=5

Figura 2.9: Grafico-IWPP para o mo- Figura 2.10: Gréafico-IWPP para o mo-
delo de mistura - caso (a) e oy < as. delo de mistura - caso (a) e oy > .

Os pontos de inflexdao devem ser obtidos resolvendo y” = 0, entretanto é impossivel
obté-los analiticamente. Tracando graficos para varios valores dos parametros podemos

perceber que em todos os casos y(x) tem 3 pontos de inflexdo:

A= (ra,y4), B=(zp,ys) e C=(zc,yc)
Resumindo as informacoes a respeito da curva C', podemos citar:
e A assintota para r — —oo é a reta Lq;
e A assintota para r — 400 é a reta Lg;
e (' passa por [ e a inclinacao de C' neste ponto é pfy + ¢fBs;
e (' tem 3 pontos de inflexao: A, B e C.

Seguindo uma anélise similar & apresentada em Jiang e Murthy [9], exibimos a

seguir um estudo assintotico para os casos (i) a; < ag e (ii) oy > 9. Essa anélise
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possibilita obter aproximagoes para as ordenadas dos pontos de inflexao A e C. Isto
serd utilizado no final desta segdo para a estimagao dos parametros. A notacio < (>>)

indica “muito menor que” (“muito maior que”).

(a.l) g € g

Como [y > (1, Fy(t) — 0 mais rapido que Fi(t) — 0 quando ¢t — 0, onde F;(t) =
e~ (7% para i = 1,2. Dai, para 0 < t < ay segue que Fy(t) ~ 0 e assim

F(t) = pFi(t) + qFx(t) = pFi(t).
O grafico-IWPP para esta aproximacao ¢ uma curva C; dada por
y(x) = —In[— In(pFi(e”))] = —ln[—ln(pe_aflefﬂlw)] = —In(a}'e™* —Inp). (2.26)

As inclinagoes assintoticas para Cy podem ser obtidas a partir da derivada de (2.26):

., . Brafte=te . Bray! p1, a=—00
lim y'(z) = lim — = lim —5———— =
r—a T—a @11676133 _ lnp T—a Oéll _ 65133 lnp

Por outro lado, de (2.26), note que

e Para z suficientemente pequeno (r — —00):

y(xr) = —In(—Inp + ozfle_ﬁ””) ~ —ln(afle_ﬁlz) = fi(z — Inay).

e Para x suficientemente grande:

y(x) = ~In(~lnp + o} e %) ~ ~In(~ Inp).

Assim, as assintotas de ' sdo as retas L, isto é, o grafico-IWPP da curva C' para
p=1dadaem (2.18), e y = — In(—Inp).

Em A, temos que y” = 0, pois A é ponto de inflexdo da curva C. A intersecao da
reta horizontal y = —In(—Inp) com a curva C' define um ponto que pode ser tomado
como uma aproximacao de A. Isto pode ser percebido tracando graficos para varios

valores dos parametros. Isto resulta em:

ya ~ —In(—Inp). (2.27)
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(a.2) a1 > g
Fazendo um procedimento analogo ao feito em (a.1) resulta em
yo ~ —In(—Inq), (2.28)

onde C' denota o ponto de inflexao direito da curva do grafico-IWPP.

As aproximagoes dadas em (2.27) e (2.28) serao utilizadas no final desta se¢ao para

a estimacgao dos parametros.

Caso (b): 81 =2 (= f)

Neste caso, as retas L; e Ly, dadas em (2.18), sdo paralelas e, como observamos no
inicio da secao, podemos supor oy < as.
Pelo Lema 2.1 (ii), temos que o Teorema 2.12 é valido também para 31 = 35 (= ).

Assim, para t suficientemente pequeno (ou x — —o0), temos

y(t) ~ —In[-m(pE (1)) (0w y(a) ~ f(x —nay)

e, para t suficientemente grande (ou x — 00),

<2
y(t) = —In(pz1 + qz2) (ou y(x) = Bz —Inay) — ln(p + qz—)> .
1
Neste caso, as assintotas esquerda e direita de C sao dadas, respectivamente, por

Leg: y=p8(r—Ina) (2.29)

Lp: y=8(z —Ina) —In <p+ q (%)3 . (2.30)

1

Note que a reta Lp é paralela a reta Lg, uma vez que o coeficiente angular de
B
ambas é 3. No entanto, Lp esta deslocada verticalmente de Ly por In (p +q (g—f) )

A Figura 2.11 mostra o grafico-IWPP da curva C' e suas assintotas para determi-
nados valores dos parametros do modelo.

Neste momento, apresentamos um procedimento para estimagao dos parametros
do modelo de mistura que baseia-se no grafico-IWPP. A ideia bésica é linearizar, para
valores assintoticos, a funcao de distribuicao do modelo de mistura ajustando retas, via
minimos quadrados, para as assintotas esquerda e direita obtidas acima. As inclinacoes
e interceptos destas retas, além das coordenadas de intersecao, nos permite estimar os
parametros de forma e escala das subpopulacoes F; e F;. Um estudo mais detalhado
pode ser encontrado em Jiang et al. [10] e Jiang e Murthy [9]. A seguir, analisamos

separadamente os casos onde 31 < By e 1 = [ = [.
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F'S

Figura 2.11: Grafico-IWPP para o modelo de mistura - caso (b).

Caso (a): f1 < (s

A estimacgao dos parametros do modelo esta relacionada a dispersao dos pontos da
curva C' do grafico-IWPP relativa ao ponto I de intersecao de L; e Ly. Se o conjunto
de dados ¢ muito grande, entao a curva C tem pontos suficientes de ambos os lados
de I, de modo que podemos ajustar as assintotas para r — —oo e x — oo. Por outro
lado, quando os parametros de escala diferem significativamente, o que é simbolizado
por Z—; <1 (3—; > 1), ou quando o tamanho do conjunto de dados nao é grande, o
ajuste das assintotas esquerda e direita pode ser dificultado e assim a estimacao pode
ser afetada. Para maiores detalhes, ver Murthy et al. [14].

Se of <1 (g—; > 1), a maioria dos dados estd a esquerda (direita) de I e assim
podemos ajustar apenas a assintota para r — —oo (z — 00). Quando o ~ 1, os dados
estao igualmente dispersos de ambos os lados de I, de modo que podemos ajustar ambas
as assintotas. Sendo assim, o procedimento de estimacao leva em consideracao os trés
casos a seguir:

(i) : 2~ 1.

2

Q

A partir do ajuste das assintotas esquerda, Lg, e direita, Lp, obtenha os esti-
madores de minimos quadrados de (1, a; e p. Determine o ponto onde Lg e a
curva C' se interseptam. Usando isto em (2.10), onde temos as coordenadas da

intersecao de Ly e Lo, obtenha as estimativas de (5 e as.
(i) - 3—; < 1.

A partir do ajuste da assintota esquerda, obtenha os estimadores de minimos

quadrados de (5 e ay. Determine as coordenadas do ponto de intersecao de Lg
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com a curva C. Usando isto em (2.10), obtenha as estimativas de (3 e ap. Localize
a inflexdo esquerda da curva e obtenha a ordenada deste ponto. De (2.27), uma

estimativa de p é dada por exp|— exp(—ya)].

(i) = 2 > 1.
Seguindo procedimento anélogo ao feito em (ii), de (2.28) uma estimativa de ¢
(ou 1 — p) é dada por exp[— exp(—yc)], onde yo denota a ordenada do ponto de
inflexao direita da curva. A partir do ajuste da assintota direita, obtenha os esti-
madores de minimos quadrados de [3; e a; usando a estimativa de p. Determine

as coordenadas da intersecdo de Lg (= Lp 4+ Inp) com a curva C. Usando isto

em (2.10) obtenha as estimativas de 52 e as.

Observacao 2.13. A escolha entre os casos a; < as ou a; > ay é determinada
visualmente observando a dispersao dos dados ao longo da curva C, isto é, se os pontos

estdo mais concentrados na parte inferior (ou superior) da curva.

Caso (b): 81 =2 (= f)

Neste caso, os parametros do modelo podem ser estimados utilizando o procedi-
mento descrito abaixo.

A partir do ajuste das assintotas esquerda e direita, dadas em (2.29) e (2.30),
respectivamente, obtenha os estimadores de minimos quadrados de 3, a1 e p+ gk, onde
k= (g—f)ﬁ Denote p+ gk por ¢;. Localize a intersecao de C' com o eixo z, e isto da xg,
a abscissa deste ponto. Considerando a curva C, dada por y(z) = —In[—In(pFi(z) +

qF(z))], onde Fi(z) = exp[—(a;/e?)?], segue que
y(xo) = —In {— In (pexp[—(oq/emo)ﬂ] + qexp[—(az/e™)"] )} =0. (2.31)
Note que, sendo k = (22)", temos que:
exp|—(an/e™)] = expl—h(an /e™)"] = (exp[—(an /e™)])".
Denotando ¢, = exp[— (o /e™)f], a equacdo (2.31) resulta em:

—In[~In(pe; + gc5)] = 0,

1

ou equivalentemente, pcy + gck = e!. Assim, podemos obter p e k resolvendo as

equacoes

pragk=c e pcey+qch=el.

A estimativa de ap é entdao obtida a partir da estimativa de k.
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Observacao 2.14. Se g—; < 1, a maioria dos pontos do curva C estao dispersos a
sua esquerda, o que pode dificultar o ajuste da assintota direita, como observado no
inicio da secao. Neste caso, localize o ponto de inflexao, 7', e obtenha a sua ordenada,
yr. Seguindo procedimento andlogo ao feito em (a.1), pode ser obtida a seguinte
aproximacao:

yr ~ —In(—Inp).

Assim, uma estimativa de p é dada por exp[— exp(—y7)].

Observacao 2.15. Métodos graficos para estimacao de parametros envolvem um grau
de subjetividade e da estimativas nao muito precisas. No entanto, as estimativas basea-
das no método grafico podem servir como valores iniciais para estimacao de parametros
utilizando métodos mais refinados como, por exemplo, o método de maxima verossi-

milhanca.

2.3.4 Identificabilidade

Nesta se¢ao, utilizamos o resultado de Chandra [4], apresentado no Teorema 1.16
da Secao 1.4, para mostrar que a classe de misturas de distribuicoes Weibull inversa
com dois parametros é identificavel. Para isso, consideramos primeiramente uma re-
parametrizacao para a distribuicdo Weibull inversa, onde a funcao de densidade e a
funcao de distribuicao da i-ésima componente da mistura sao dadas, respectivamente,
por

filt; i, Bi) = ﬂia;&t—(ﬁiﬂ)e_(o‘it)fﬁi e Fi(t;aq 0;) = e_(ait)iﬁi, (2.32)

emquet>0,a;,06 >0 i=1,2.

Proposigao 2.16. Seja .# uma familia de distribui¢oes Weibull inversa dada por
t
F = {F Pt o, B) = / Ba’ﬁu’(ﬁﬂ)e’(a“)_ﬁdu ca,f>0et> O} )
0

Entao a classe de misturas de F ¢é identificivel.

Demonstracdo. Seja M uma aplicacao que transforma uma fungao de distribuicao
F € % em uma funcao geradora de momentos de log 7', onde T' é uma variavel aleatoria
com distribuicdo Weibull inversa(«, 5) dada por (2.32). Temos que M é linear, pela
linearidade da esperanca, e para qualquer F; € .%,i=1,2:

MIF(- 500, B = du(s) = E(e"*T) = E(T") = o} F(l - g) , (2.33)
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com dominio Dy, = (—o00, 3;). A tltima igualdade em (2.33) é obtida de modo analogo
ao calculo feito na Segao 1.3.3, considerando u = (a;t) =%

Da funcao de distribuicao de T, segue que

Fi <F, quando fBi =0 e a1 < ap (2.34)

1
Fiy < Fy, quando a3 =as > n e [ < Po. (2.35)

Temos que Dy, (s) = (—00,01), Dg,(s) = (—o0, ) e podemos considerar s; =
B € S1 = (—00, 1], onde S; = {s: ¢1(s) # 0} e a barra denota o fecho de S;. Assim,
das equagdes (2.34) e (2.35), temos que Dy, (s) C Dy,(s). Como I'(z) é continua em

(0,+00) e lim I'(z) = oo, segue que
x—07F

s
Iim I'[1 - — ) =00
s—F1 ( Bl)
e desse modo obtemos:
s
lim s)=lima7°I(1— — | = 0. 2.36
tim 01(s) = tim a° (1~ ) (2.36)
Por outro lado, quando a; = ay > % e B1 < (s, obtemos

Jim ¢a(s) = oy F(l - %) > 0. (2.37)

Das equacoes (2.36) e (2.37), segue que

lim 92(s)

=0,
e 00)

onde S; = (—o0, f1). Portanto, pelo Teorema 1.16 da Sec¢ao 1.4, a classe de misturas

de distribuigdes Weibull inversa(«, /3) é identificavel.



Capitulo

A Distribuicao Weibull Inversa Generalizada

Neste capitulo apresentamos uma modificagao da distribuicao Weibull inversa tendo
como referéncia basica Gusmao et al. |8]|. Esta nova distribui¢ao, denotada por G(t),
é definida por

Gt)=[Ft)] =D >0, (3.1)

onde v > 0.

A distribui¢ao (3.1) é chamada distribuicao Weibull inversa generalizada e inclui
outras distribui¢bes como por exemplo: Weibull inversa (v = 1), exponencial inversa
(y=1e g =1) e Rayleigh inversa (y =1 e = 2).

Ao longo do capitulo, analisamos algumas propriedades da distribuicao dada por
(3.1). Iniciamos a Sec@o 3.1 apresentando a funcdo densidade de probabilidade as-
sociada & (3.1). A funcao taxa de falha é apresentada na Sec¢do 3.2 e na Secao 3.3
obtemos uma expressao para o k-ésimo momento de uma variavel aleatéria com distri-
buicao Weibull inversa generalizada. A estimagdo de parametros ¢é feita pelo método
de maxima verossimilhanca para dados censurados na Secao 3.4. Na Secao 3.5 fazemos
uma anéalise do modelo de mistura de duas distribuicoes Weibull inversa generalizada,
obtendo as funcoes densidade e taxa de falha e os momentos. Finalizamos provando
a identificabilidade de uma classe de misturas finitas de distribuicoes Weibull inversa

generalizada.

3.1 - Funcao Densidade

Derivando G(t), dada em (3.1), com respeito a ¢, e denotando esta derivada por
g(t), obtemos
g(t) = yBalt= D)7 ¢ 5 0, (3.2)

onde «, 8,7 > 0.
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Proposicao 3.1. A funcao definida em (3.2) € uma funcao densidade de probabilidade.

Demonstracdo. Escrevendo
(28
g(t) —vﬁaﬁt (B+1) o=(%) [(o,oo)(t),

onde

1 set>0
looo) (1) = 0 set<0

temos que g(t) =0, se t € (—00,0] e que para t > 0, g(t)>0.

Por outro lado,

o0 0
/ g(t)dt = / vBalt= Bt =19 gt = / etdu =1,
PN 0 —00

onde u = —y(%)”.
Logo, g, dada em (3.2), é funcao densidade de probabilidade.
]
A fungao definida em (3.2) é chamada densidade Weibull inversa generalizada. Essa

densidade é unimodal e para ver isso, note que sua derivada é dada por

g(t) = g(t) " PI[=(8 + 1)’ +vBa7],

1 1\
= ”(”ﬁ)

e é positiva para t < t,, e negativa para t > t,. Veja uma ilustracao grafica desta

que se anula em

™|

densidade na Figura 3.1.

3.2 - Funcao Taxa de Falha

A funcao de sobrevivéncia para uma variavel aleatoria T que segue uma distribuicao

Weibull inversa generalizada é dada por:
St)=1—e3)", (3.3)

A funcao taxa de falha, como vimos na Secao 1.2, pode ser expressa como 0 quo-
ciente da funcao densidade pela fun¢do de sobrevivéncia. Assim, de (3.2) e (3.3), a

funcao taxa de falha correspondente é descrita da seguinte forma:

~Balt-(E+D) g=($)?
1 — ()P ’

h(t) = (3.4)
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12 14

Figura 3.1: Fungao densidade da distribuicao Weibull inversa generalizada para alguns

valores de o com S =5e v =0,5.

O Lema 1.6, que afirma que

limh(t) =0 e lim h(t) =0,

t—0 t—o00

continua valido para a distribuicao Weibull inversa generalizada, pois v > 0. A de-
monstracao é andloga a que foi feita na Secao 1.3.2.
Para estudar o comportamento da funcao taxa de falha, calculamos a sua derivada

VB’
1 — ()P

W (t) = h(t)t~ P+ {—(5 + 1)’ +

Temos que a funcao taxa de falha tem forma unimodal com um valor maximo em

t =ty que satisfaz a igualdade

Y
(%)

1— e_w(m)ﬁ

A Figura 3.2 exibe a func¢ao taxa de falha para alguns valores dos parametros de
h(t).

3.3 - Momentos

Algumas das principais caracteristicas de uma distribuicao, tais como média, vari-

ancia, assimetria e curtose, podem ser estudadas por meio dos momentos. Se a variavel
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Figura 3.2: Funcao taxa de falha da distribuicao Weibull inversa generalizada para

alguns valores de &« com f =5e v=0,5.

aleatoria T tem densidade Weibull inversa generalizada (3.2), o k-ésimo momento de
T ¢é descrito da seguinte maneira:
E(T*) = / tFg(t)dt = / VBl tEB D) gy,
—00 0
Fazendo u = va®t™?, temos as seguintes relacdes: du = —yBa’tP1dt; v — oo
_k
quando t — 0 e u — 0 quando t — oo; tF = (t_ﬂ)_% = (Lﬂ) ?. Desse modo,
you

obtemos que

= ﬁak r(1 — %) , com k < f. (3.5)

3.4 - Estimacao de Maxima Verossimilhanca com Da-

dos Censurados

O objetivo principal dessa secao é obter estimadores para os parametros do modelo
dado por (3.1), via méaxima verossimilhanca. Sendo assim, iniciamos com as definigoes
de funcao de verossimilhancga e estimador de maxima verossimilhanca. Em seguida,
apresentamos alguns tipos de censura, exibindo a expressao da fun¢ao de verossimi-

lhanca para cada caso. Terminamos com a estimacao de maxima verossimilhanca,
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considerando uma amostra de observacgoes censuradas da distribuicao Weibull inversa
generalizada.
Nas definicoes seguintes, consideramos 6 como sendo um vetor de parametros em

© C R¥, onde k é um inteiro positivo.

Definicao 3.2. Seja f(t;0) a densidade conjunta da amostra aleatoria T = (11, ...,T),).
Dado que t = (t1,...,t,) ¢ uma observagao de f(t;0), a funcao de verossimilhang¢a cor-
respondente a essa observacao é uma funcao de 6 definida por

n

L(0) = L(6; 11, .., ta) = [ | f(1:;0). (3.6)
i=1
Definicao 3.3. Para cada ponto amostral ¢t = (tq,...,t,), se @\(t) é o valor que ma-

ximiza L(0;t), Um estimador de mdzima verossimilhanca do pardmetro 0 baseado em

uma amostra aleatoria Ty, ..., T, é 0(Ty,...,T,).

Observando que a fungao logaritmica é estritamente crescente em (0, 00), é mais con-
veniente utilizar o logaritmo da funcao de verossimilhancga, conhecida como funcao log-
verossimilhanga, quando pretende-se estimar 6 via maxima verossimilhanca. Denote-

mos esta fungao por log L(0) simplesmente por [(#). Sendo assim, a log-verossimilhanga

é dada por:
1(0) =log L(0;t, . ta) = Y log f(t;;0).
i=1

Se a funcao log-verossimilhanga é diferenciavel em 6;, + = 1,..., k, os candidatos a
estimadores de méxima verossimilhanca sao os valores de 6y, ..., 0, € © que satisfazem
as equacoes:

OL(6)
=0, i=1,...,k.
agz ) Z ) Y

A funcao de verossimilhanca pode ser modificada quando temos uma amostra ale-
atoéria com observacoes incompletas ou parcias. Essas observagoes, denominadas cen-
suras, podem ocorrer por varias razoes e surgem com frequéncia na andlise de confia-
bilidade (ou sobrevivéncia), onde a variavel de interesse é tempo de vida (ou tempo de
falha). A informacao relativa aos tempos de vida censurados ¢ de grande importancia
e nao ¢ descartada na anélise estatistica.

Vamos considerar apenas censura a direita, ou seja, aquela em que o tempo de
ocorréncia do evento de interesse (tempo de vida) esta a direita do tempo observado.
A seguir, apresentamos alguns mecanismos de censura & direita e suas respectivas

funcoes de verossimilhanca.
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Censura do Tipo 1

Num mecanismo de censuras do tipo I, temos experimentos com um tempo fixo
de observacao. Uma possibilidade é considerar n unidades no inicio do experimento e
terminar o estudo apdés um periodo de tempo fixo C. Assim, todas as unidades tém
um tempo fixo de censura C' > 0. Note que o tempo de realizagao do experimento é
fixo e, por outro lado, o nimero de unidades cujos tempos de vida sdao observados é
uma variavel aleatoria.

Vamos considerar os tempos de vida T},...,7, como sendo variaveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas com fun¢do de densidade f(t) e fungao de

sobrevivéncia S(t). O tempo exato de sobrevivéncia é observado apenas se T; < C, i =

1,...,n; caso contrario, sabemos apenas que P(7; > C') > 0. Sendo assim, uma
amostra sob esquema de censura do tipo I é uma amostra Xi,..., X, dada por
T, seT; <C :
X; =min(7;,C) = -, di=1,...,n. (3.7)
C seT;>C

Na presenca de censura, a funcao de verossimilhanca é modificada. Em amostragens
com dados completos, ou seja, sem censura, a funcao de verossimilhanca é o produto
das densidades completas, veja (3.6). Quando uma censura do tipo I ocorre, o que
se sabe é que o intervalo do tempo de vida, T, é (C,00). Essa é uma informacgao
importante que deve ser levada em consideracao na funcao de verossimilhanca e é
resumida por P(T" > (). Sendo assim, se tq,...,t, é uma amostra observada de
x Z X;, 1t =1,...,n, temos que a funcao de verossimilhanca de 6, para o caso de
censura tipo I, é dada por

n

L) = [ [lr¢ts 00 [ = F(C; 0], (3-8)

i=1

17 t S C . ~ 9. . . . .~
onde 9; = 0 o’ 1 =1,...,n. A notacdo = indica “mesma distribuicao que”.
>

Para maiores detalhes veja Lawless [12].

Censura do Tipo II

Neste tipo de censura, apenas as r menores observacoes ordenadas em uma amostra
aleatoria de tamanho n sao observadas, onde r é um inteiro fixo entre 1 e n. Esse
tipo de censura ocorre quando n unidades sao colocadas em teste e o experimento é
finalizado apods a ocorréncia da r-ésima falha. O niimero de falhas, r, é fixado antes da

realizacao do experimento. Sendo assim, podemos observar que o tempo de realizacao
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do experimento é aleatoério e, em contrapartida, o nimero de unidades observadas é
fixo, o que difere da censura do tipo I.

Para obter a funcao de verossimilhanca para uma amostra de observagoes sob cen-
sura do tipo II, precisamos de um resultado de estatisticas de ordem, o qual enunciamos

a seguir.

Proposicao 3.4. Se T; tem densidade f(t;0) e funcao de sobrevivéncia S(t;0), entdo

a densidade conjunta das r estatisticas de ordem T(yy,..., Ty (r < n) € dada por

n! -
ty e ty) = ———— ti:0) | [S(tem: 0)]",
fltay, - tw) =] (Hf( (i) )) [S(tr); )]
onde t,y € o tempo de vida que corresponde a ocorréncia da r-ésima falha.

Assim, a funcao de verossimilhanca para censura tipo IT é dada por

n! !
L) = —“ ti:0) | [S(to: O],
Q (n_mlglfh>)>[(m )
onde tqy < --- < t(y. Para maiores detalhes, ver Lawless [12].

Censura Aleatoéria

Neste caso os tempos de censura sao aleatorios. Nesta situacao, considere os tem-
pos de vida T7,...,T, como sendo varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas com func¢do de sobrevivéncia comum, S(t,6); e sejam os tempos de cen-
sura C,...,C,, varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com

fungao de sobrevivéncia comum G(t). Isto é, C; tempo de censura correspondente a

T;, © = 1,...,n. Considere ainda independéncia entre o tempo de vida e tempo de
censura. Uma amostra sob esquema de censura aleatoria ¢ uma amostra Xi,..., X,
dada por

X; =min(7;,Cy), i=1,...,n (3.9)

Observa-se (t;,0;), i = 1,...,n, do vetor aleatorio (X, A;), onde X; é dado por
(3.9) e A; = Iiy<cyy, ©=1,...,n. A funcdo de verossimilhanca de 6, sob esquema de
censura aleatoéria, é dada por:

n

L(6) = Tt )15 (8 0)) 7, (3.10)
i=1
onde f(-;0) é a funcao densidade comum das variaveis 71, ..., T,, ou por

L) =[] fta:0) [ St::0). (3.11)

iEF e’
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onde F' denota o conjunto das observacoes nao-censuradas e C' denota o conjunto das

observacoes censuradas. Maiores detalhes podem ser encontrados em Colosimo e Giolo

[5].
Considerando, agora, 11, ..., T, uma amostra aleatoria da distribuicao Weibull in-

versa generalizada, temos, sob censura aleatoria, que a funcao log-verossimilhanca de

0 = (o, 8,7) é dada por:

la,B,7) = rllogy +log B+ Blogal = (B+1)) logti —ya’ Y ;77 +

i€F i€l
a\?
+ Zlog 1l —exp|—7 (t_> ,
icC ‘

onde r é o ntiimero de falhas.

As derivadas de I(«, 8, 7) em relagao aos respectivos parametros da distribuigao sao

B
descritas abaixo, onde u; = 1 — exp [—7 <%> }

Manby) - _ % R o S R R e e N (1 — u) . (312)

o Eer ieC i
é)l(oza,—?,v) = % +rloga — ;logti —~va? ;tiﬁ log (%) (3.13)
+ VQBZti_ﬂ log(%) (1;Z-Ui) e
ieC

Igualando a zero as expressoes (3.12), (3.13) e (3.14) obtém-se um sistema nao-
linear cuja solucao da os estimadores de maxima verossimilhanca de «, 5 e v. Ele pode
ser resolvido por meio de um método numérico como, por exemplo, Newton-Raphson.

Além disso, determinamos a matriz de informacgao observada

lin Lo lig
J(a,ﬁ,y) = - lor log log

l31 l32 l33

B
Os elementos dessa matriz sao exibidos abaixo. Denotando u; = 1 — exp [—7 (tﬂ) ],

temos:

_ PlleBa) 15 VB(B—1)a" 23 +

1
Oa? o? A
i€l

6 sl _ _ﬁ@)ﬁ.
+ vBa ZZtl ( " )[ﬁ 1 o\ :

iceC
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0?1

el

o g () oo () ll—l ()]}
e’ ¢ ! i

U,
= S = s () ¢

_ « 1 —wy v [« :
()| 201
Py ti U; u; \ti

113: é/yai? ﬁOZ’B 1Zt ﬁ‘i‘ﬁ()éﬁ 1Zt ’8(

i€F 1eC

82l<&767&> Jo] 28
o - s (125),

e’

+7aﬂ;10g< ) ( — ) [log(a) P 1og(t) — ti;jV (%)ﬁlog (%)] .

A matriz de informacao observada calculada em é’\, J (é\), pode ser usada para ve-
rificar a normalidade assintotica de 6. Sendo assim, sob certas condigoes de regula-
ridade (ver, por exemplo, Lehmann [13]), a distribuicdo assintotica de \/ﬁ(é— 0) é
N3(0, J(6)71), onde o indice é o niimero de parametros da distribuicio Weibull inversa
generalizada. Esta propriedade é importante para a construcao de intervalos de con-

fianca para os parametros da distribuicao. Para mais detalhes, ver Colosimo e Giolo

I5].

3.5 - Mistura de Duas Distribuicoes Weibull Inversa

(Generalizada

Nesta segao analisamos o modelo descrito por

G(t) =pGi(t) + ¢ Ga(t), (3.15)
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onde G;(t) = e (% i =12, 0<pg<1 e p+q= 1 Nos referimos a
(3.15) como modelo de mistura de duas distribuigbes Weibull inversa generalizada.
Por simplicidade, neste capitulo usaremos para (3.15) o termo modelo de mistura. Em
particular, quando v = 1, temos uma mistura de duas distribuicoes Weibull inversa
como caso especial de (3.15). As propriedades e resultados de interesse deste modelo
foram apresentados na Secao 2.3.

A seguir destacamos algumas propriedades do modelo de mistura (fungao densidade,
fungao taxa de falha e momentos) por extensao dos resultados correspondentes para a
distribuicao Weibull inversa, além de provar a identificabilidade de uma mistura finita

de distribui¢oes Weibull inversa generalizada.

3.5.1 Funcao Densidade e Momentos
A funcao densidade para o modelo de mistura (3.15) ¢ dada por:
9(t) =pgi(t) + ¢ 92(t), (3.16)
onde 0 <p,q <1, p+q=1c¢e adensidade componente da mistura ¢ dada por
gi(t) = yiBiaitFribe GOy >,

com «;, 3;,v; > 0 para =1, 2.
A func¢ao densidade (3.16) pode ser unimodal ou bimodal, conforme ¢ ilustrado na

Figura 3.3.

035 T I I T
p=06; B1=2; a1=1; y1=4; [52=3; q2=2; 72:11
e = 0,67 B =27 0, =2, 7, =4 P,=3; 0,=2; 7,=5

Figura 3.3: Func¢ao densidade para o modelo de mistura.
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Se T é uma variavel aleatoria com fungao densidade dada por (3.16), segue de (3.5)

que o k-ésimo momento de 7' é dado por:

k. k_
E(T") =mf10/fF(1—ﬁ£) +q7§2a§I‘<1—§>, k<Bek<po.
1 2

3.5.2 Funcgao Taxa de Falha

A funcao de sobrevivéncia do modelo de mistura pode ser descrita da seguinte

forma:
S(t) = p(l — 6_71(%)[31) + q(l — 6—72(%2)52).

A funcao taxa de falha correspondente é dada por

= pVlﬁlaflt_(ﬁl"rl)e_'ﬂ(%)ﬂl —+ q7262a§2t_(52+1)€_72(a%)62

h’(t) p(l B @_'71(71)[31) + q(l _ 6—72(%)52)

(3.17)

O Lema 2.8, que afirma que

limh(t) =0 e lim h(t) =0,

t—0 t—o00

continua valido quando h(t) é como em (3.17) e a demonstracdo ¢ anéloga a que foi
feita na Secao 2.3.2, uma vez que o parametro «y é positivo.

Uma outra caracteristica da funcdo taxa de falha do modelo de mistura (3.1) é que
ela pode ser unimodal ou bimodal, dependendo dos valores dos parametros. A Figura

3.4 ilustra estas duas formas e os valores dos parametros sao os mesmos da Figura 3.3.

0.45 T T T T

0.4}

0.35f

0.3F

0.25}

hit)

0.2}

0.15}¢

I
/
i
i

—_—p=08, B1=2; al:1; ‘f[:4i B
wwne P = 0.8, By =2, 00 =2y, =40 B

0.1 — — 1
2—3. a2—2. y2—11

0.05} 2 =3 0,520 7,=5 |

Figura 3.4: Funcao taxa de falha para o modelo de mistura.
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3.5.3 Identificabilidade

Nesta secao, utilizamos o Teorema 1.16 da Secao 1.4 para mostrar que a classe de
misturas de distribuigoes Weibull inversa generalizada ¢é identificavel. Para isso, con-
sideramos primeiramente uma reparametrizacao para a distribuicao Weibull inversa
generalizada, onde a fun¢ao de densidade e a fun¢ao de distribuicao da i-ésima compo-

nente da mistura sao dadas, respectivamente, por

gi(t; o, Bi, %) = viBsa Pt Bt Demmle) ™o Gt oy, B) = e @D (3.18)

ondet >0 e «ay,05;,7 >0parai=1,2.

Proposicao 3.5. Seja 4 uma familia de distribuicoes Weibull inversa generalizada

dada por

t
9 = {G Gt a,B,7y) = / vﬂa’ﬁu’(ﬁﬂ)e’”(a“rﬁdu o, B,y>0et > O} .

0

Entao a classe de misturas de &G ¢ identificdvel.

Demonstracdo. Seja M uma aplicacao que transforma uma funcao de distribuicao
G € ¢ em uma fungdo geradora de momentos de log(7"), onde T é uma variavel
aleatoria com distribui¢do dada por (3.18). Temos que M é linear, pela linearidade da
esperanga, e para qualquer G; € ¢, i = 1,2, temos que:

M[Gy(-; a1, B, 90)] = ils) = E(e'5T) = B(T®) = v/ a; r(1 _ %) L (3.19)

]

com dominio Dy, = (—o00, 3;). A tltima igualdade em (3.19) é obtida de modo analogo
ao calculo feito na Segao 3.3, considerando u = ;(ca;t) 7.

Da funcao de distribuicao de T, segue que

Gy <Gy quando (1=, M= e a3 < (3.20)

1
G1 =< G2 quando a1 = Qg > Z, Y1 =72 € ﬁl < ﬁg. (321)

Temos que Dy, (s) = (—00, 1), Dg,(s) = (=00, ) e podemos considerar s; =
B €Sy = (—00,B1], onde S; = {s: ¢1(s) # 0} e a barra denota o fecho de S;. Assim,
das equagoes (3.20) e (3.21), segue que Dy, (s) € Dy,(s). Como I'(x) é continua em

(0,+00) e lim I'(z) = oo, segue que
x—0t+

S
lim Il ——=— ) =00
S—)Bl ( ﬁl)
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e desse modo obtemos:

lim ¢;(s) = lim 7" a;® F(l - i) = 00. (3.22)
S—)ﬂl Sﬁﬂl /81

Por outro lado, quando a; = ay > %, Y1 =" e [1 < Ps, obtemos

B1
lim ¢o(s) = 752 oy ™ F(l - &) > 0. (3.23)
S—}ﬁl /82

Das equagoes (3.22) e (3.23), segue que

. Pa(s)
Shgg} ¢1(s)

=0,

onde 57 = (—o0, ;). Portanto, pelo Teorema 1.16 da Segao 1.4, a classe de misturas

de distribuicoes Weibull inversa generalizada é identificavel.
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