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Resumo

Numa cadeia de spins XY fechada com um ntimero N finito de sitios,
condigdes de contorno desempenham um papel importante. Na litera-
tura, os termos de fronteira sdo descartados. Além disto, existe uma cor-
respondéncia entre teorias de gauge ndo-abeliana e cadeias de spin. O
objetivo deste trabalho é prover um embasamento teérico sobre férmions
e sistemas de spin para estudar esta correspondéncia no futuro e mos-
trar como teorias de gauge emergem de sistemas com ndmero finito
de graus de liberdade. Na cadeia de spin XY, focamos em discutir os
termos de fronteira, pois eles tem uma importancia fundamental para
o entendimento do modelo XY, explicando o aparecimento de degene-
rescéncias, além de mostrar que o limite termodindmico pode esconder
sutilezas.



Abstract

In a closed XY spin chain with finite number N of sites, boundary con-
ditions play a crucial role. In the literature, these boundary term are
discarded. Furthermore, there is a correspondence between nonabelian
gauge theories and spin chains. Therefore, there is a correspondence
between non-abelian gauge theory and spin chains. Our goal in this
work is to provide a theoretical basis on fermions and spin systems in
onder to study this correspondence in the future. In addition, to show
how gauge theory can emerge from systems with a finite number of
degrees of freedom. In spin chain XY, we focus on discussing the boun-
dary termos, since they are fundamental to the understanding of the XY
model, because they explain the degeneracies of the model. In addition,
the thermodynamic limit can hide subtleties.
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Capitulo 1

Introducao

Teorias de calibre (ou gauge) baseadas em grupos nao-abelianos fo-
ram primeiro desenvolvidas no ramo das particulas elementares para
explicar as intera¢des fundamentais, tendo um papel fundamental na
constru¢do do modelo padrdo. Este modelo vem sendo testado ja ha
algumas décadas e se tornou o mais aceito para explicar os constituin-
tes da matéria. A teoria moderna de intera¢fes é uma teoria de gauge.
Exemplos dessas teorias incluem

1. Teoria da gravitagdo de Einstein (1916) ,
2. Eletromagnetismo, formulado por Weyl (1919),
3. Campos de Yang-Mills (1954),

e Eletrodindmica quéntica (interacdo eletrofraca) (1967)

e Cromodindmica qudntica (interacdo forte)(1972)

Essas teorias estdo baseadas na idéia de invaridncia de gauge local,
em outras palavras, uma degenerescéncia local. Ela é implementada na
teoria de campo através de um potencial de gauge, como por exemplo
o potencial vetor A do eletromagnetismo.

O campo de gauge é o mediador das interagdes. As particulas elemen-
tares mediadoras sdo
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Interacao Boéson
Gravidade Graviton (tedrico)
Eletromagnetismo Foton
Forca fraca Bésons W e Z
Forca forte Gldons

A cadeia de spin unidimensional XY com um campo magnético trans-
versal é um dos modelos integraveis mais simples. Por causa disso, du-
rante anos ele foi extensivamente estudado e usado para capturar com-
portamento universais de sistemas de baixa dimensdo. Recentemente,
reacendeu-se um interesse neste modelo.

De fato, o modelo XY sempre foi uma boa fonte de estudos. Ape-
sar de sua aparente simplicidade, ele tem um rico diagrama de fase
2-dimensional caracterizado, a temperatura zero, por duas transi¢des de
fase: uma delas pertencente a classe de universalidade da cadeia de Hei-
senberg critica (Modelo XX) e a outra a transi¢do de fase do modelo de
Ising unidimensional.

A cadeia de spin XY é um rico laboratério para testar conceitos e
ferramentas relacionados a transi¢des de fase. Um exemplo disso é o
trabalho pioneiro de [12], onde eles descrevem o diagrama de fase da
cadeia XY no limite termodindmico.

Por outro lado, existe uma rela¢do entre teorias de gauge e sistema de
spins, dois temas aparentemente distintos, na tentativa de entender me-
lhor teorias de gauge em regime de acoplamento forte, como QCD. Na
literatura, foi observado que existem intimeras similaridades em matéria
condensada entre sistemas férmionicos na rede (particularmente certos
sistemas de spin anti-ferromagnéticos) e sistema de teoria de gauge na
rede, geralmente no regime de acoplamento forte. Por exemplo, é sabido
que a cadeia de spin de Heisenberg anti-ferromagnético é equivalente ao
regime de acoplamento forte de uma teoria de gauge U(1) na rede [11].

Esta dissertacdo foi pensada para ser um material diddtico para &l-
gebra de Clifford e espinores em diversas dimensdes de espago-tempo,
além de ter um tratamento pedagégico sobre teoria de gauge e cadeias
de spin, para um aluno interessado em estudar a correspondéncia te-
oria de gauge/cadeia de spin. Além de ser um embasamento tedrico
para trabalhos futuros com o professor Amilcar sobre cadeia de spin
XY e emaranhamento. H4 nesta dissertacdo a semente de um trabalho
original[17].
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A emergéncia de um campo de gauge ndo-abeliano a partir da cadeia
XY e a relagdo com o modelo de Kitaev[g] pode abrir uma nova maneira
de se estudar modelos. Assim, esperamos desvendar novos aspectos
tisicos desses modelos a partir das condi¢des de contorno.

O texto estd divido em 3 principais capitulos:

O capitulo 2 é uma introdugdo pedagoégica a algebra de Clifford e
espinores, defini¢do de algebra e representagdes, rico em exemplos cui-
dadosamente escritos para serem auto-suficientes.

O capitulo 3 tem o objetivo de explicar o que é uma teoria de gauge
e o conceito de loop de Wilson através de um exemplo onde a teoria de
gauge emerge da mecanica quantica, i.e, um sistema com finitos graus
de liberdade.

O capitulo 4 explora vérios aspectos da cadeia de spin XY, especial-
mente a relevancia das condi¢des de contorno, como foi apresentado em
[7], a natureza das degenerescéncias, além das fun¢des de correlagdo e a
termodindmica do modelo XY.






Capitulo 2
Algebra de Clifford

2.1 Introducgao

Comecemos com um exemplo simples: fun¢ées complexas de varidveis
reais, i.e,

f: R?> — C,
f(xy) = ux,y) +io(x, y).
Uma funcao é holomorfica se e somente se ela satisfaz

9zf(z,z) =0, com 9z = % (2.1)

Analogamente, uma funcédo é antiholomérfica quando

0:9(z,z) =0, com 9; = % (2.2)

Podemos unificar essas duas equagdes em apenas uma usando o opera-
dor diferencial

P:C®(R%*C?) — C*(R%C?)
()23

13
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Como
/(- G52~ 65)+ (29
g dxf +idyf Oxf idy f
(2.4)
(0 9\ [f n 0 —idy\ (f
-\ 0/ \g idy 0 g/’
entao
01 0 —i
P= (1 o)at (] 3) o= mdet (23
com 5 3
0y = 3y © dy = @, (2.6)
e
=r1=1 (27)
{730 'Yy} =0. (2.8)
Entdo o quadrado do operador P coincide com o laplaciano A em R?,
pP? = a§ + 85 = A. (2.9)

Observe que acima vy = ol e Ty = o2, onde ¢, i = 1,2 sdo as matrizes
de Pauli.

Assim, encontramos o operador raiz quadrada do operador laplaci-
ano dentro da classe de operadores diferenciais de primeira ordem. O
nucleo deste operador consiste das fung¢des (anti-)holomorficas,

o= (=1} (15).

Em mecéanica quantica, a equagdo de Schrodinger

2

idsp(x,t) = Hp(x,t), H= ZP_m +V, (2.10)

ndo descreve particulas relativisticas, pois ela ndo é invariante sob transformacdes
de Lorentz. Observe que a equacdo de Schrédinger pode ser vista como
a realizagdo do fato que E = H(p, q) se fizermos

E — ioy, (2.11)

pi — —i0;. (2.12)



2.1. INTRODUCAO 15

No caso relativistico E, § formam um 4-vetor
pr=(EF) talque plp,= B2+ =-nd,  (213)

usando assinatura Lorentziana da métrica como (—,+, +,—|—). Daqui

temos
E=/p>+m?, (escolnendo E >0). (2.14)

Entdo o anédlogo da equacdo de Schrodinger para o caso relativistico é

0 =/ —A +m? . (2.15)

Como a equacdo é de primeira ordem em 9, p = '¢p é ndo-negativo
definido, podendo assim ser interpretado como densidade de probabili-
dade, mas temos o problema em definir o que seria a raiz quadrada de
operadores no lado direito.

Vamos voltar a relagdo de dispersdo relativistica (2.13). Considere-
mos E e p operadores usando as regras (2.11) e (2.12). Temos

(O+m?)yp =0, (2.16)

onde [J = —9? + A. Esta é conhecida como a equagio de Klein-Gordon.
Podemos imediatamente ver que essa equagdo tem um problema: ela
possui duas solugdes, uma com +E e outra com —E. Outro problema
é que ¥ ndo tem interpretacdo de amplitude de probabilidade. De fato,
basta calcular a corrente conservada

p = m? W0, M — M) =
9y0 y=my 00" — (90" )y =0, (2.17)
0, = my, I (pot'y — ("9)y) =0,
ie, j# = 5 (Poty — (3"P)y). A parte espacial ji é igual ao caso ndo-
relativistico, logo espera-se que j tenha interpretacdo de densidade de
probabilidade. Mas ;¥ ndo é positiva definida, devido a assinatura Lo-
rentziana da métrica.

Resumindo, temos uma teoria com energias negativas e probabili-
dade mal definida. A pergunta de Dirac foi

Podemos encontrar uma equagdo relativistica que seja simples e de primeira
ordem?
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Sua proposta foi encontrar uma equacgado do tipo

i9¢p = Hpy, (2.18)

onde Hp, a hamiltoniana de Dirac, é obtida a partir da raiz quadrada
da equacdo (2.16), ou seja, achar o operador raiz quadrada de A, como
foi feito no inicio desta introducao.

Vamos generalizar o problema da raiz quadrada de A para o caso
d-dimensional. Procuramos o operador P = /A do laplaciano A =
v, 92. Considerando o ansatz

P=3 79 (2.19)
segue que
d . .
P2 = Z ’)’l’)/]ala]
ij=1

Todo produto de operadores tem uma parte simétrica e uma parte an-
tissimétrica, assim

1 1
vy =0T+ Y (2:20)
onde o primeiro termo é o comutador, antissimétrico [A, B] = —[B, 4],
e o segundo termo é o anticomutador, simétrico {A, B} = {B, A}. Como
as derivadas parciais comutam entre si, elas sdo simétricas por permutacdo

de indices. A tnica parte da soma que é ndo nula envolve a parte
simétrica do produto y'7/, isto é,

d
1. . .
2
P = 2 E{’yl,'y]}aia]-. (2.21)
i,j=1
Comparando com o laplaciano A = 2?21 9?7,
somente se os coeficientes ' satisfizerem

temos que P? = A se e

{7i i} = 264, (2.22)

ou seja,
(Y =1, (2.23)
Yy +99' =0, i#]. (2.24)
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Uma algebra que satisfaz a relagdo (2.22) é chamada de dlgebra de Clif-
ford de uma forma quadrética positiva definida, CI(V, B). A pergunta se
existe P = /A, uma raiz quadrada para o laplaciano, nos leva a estudar
algebra de Clifford CI(V, B) e suas representacdes.

Representacdo linear de um objeto algébrico é estudar em quais espa-
¢os vetoriais ele age como operador linear, concretizando assim objetos
abstratos (elementos de algebras, grupos, etc.) em matrizes quadradas,
promovendo suas operagdes a soma e multiplicagdo usuais de matrizes.
Essencialmente, reduzimos nosso problema inicial a um problema de
algebra linear.

Neste capitulo vamos definir o que é uma algebra de Clifford e clas-
sificid-la de acordo com a dimensdo do espaco vetorial e a forma bilinear
escolhida. Depois definiremos o que é um grupo Spin(V) de um espaco
vetorial. Em seguida, falaremos da representagdo da algebra de Clifford
e explicitaremos os casos em 2 e 4 dimensdes. Por fim, estudaremos
as simetrias da algebra de Clifford e classificaremos suas representagdes
irredutiveis.

2.2 Algebra de Clifford: Defini¢io

Comecamos com um espacgo vetorial V real de dimensdo d, munido de
uma forma bilinear simétrica B. Toda forma bilinear sobre os reais tem
uma forma canonica

Orxr
B = Tsxs , (2.25)
—Lixt
onded =r+s+t.

Uma 4lgebra ¢é, antes de tudo, um espago vetorial sobre R ou C, ou
seja, satisfaz todos os oito axiomas de um espago vetorial. Porém, uma
algebra A é um pouco mais especial, porque além da soma entre a1,a; €
A, existe o produto entre estes elementos e essa operagdo é fechada. Em
poucas palavras, se

ay,00 € A=ay;-a, = a3 € A. (2.26)

Dado um certo espacgo vetorial V de dimensdo d e uma certa base V =
span{ay, ...,a;}, podemos formar a élgebra .4y dos polindomios livre-
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mente gerados por esses elementos da base. Um elemento geral dessa
algebra de polindmios sobre V se escreve como

P(ay, .., a4) = ao+aqa1 + ... +agag + - - . (2.27)

Podemos considerar relagdes de equivaléncia entre polindmios distintos.
Em um exemplo simples, considere um espago vetorial unidimensional,
V = {6}, dotado de um produto entre vetores, com a propriedade

0-0=06>=0. (2.28)
Construindo um polindmio livremente gerado por 6, temos
P(0) = ag + a10 + a20” + ... + 2,0" + ... € Aj, (2.29)

mas por causa da propriedade 6? = 0, a soma acima nao é infinita e sim
finita, pois todo mondémio 0" = 0,n > 2. Assim, o termo mais geral
possivel desta algebra é

P(0) = ag+ 10, wp,a1 € RouC. (2.30)

A algebra exemplo foi a dlgebra de Grassmann.
Para construir o exemplo acima, utilizamos alguns elementos bésicos:

1. Um espaco vetorial V = span{aj, ...,a;}. Os geradores da dlgebra
sao associados aos elementos da base de V;

2. Existéncia de um produto entre os elementos desse espaco, para
poder construir um polinémio livremente gerado pelos elementos
da base de V. Note que essa dlgebra Ay desses polindmios livre-
mente gerados é infinito dimensional;

3. Uma relagio de equivaléncia entre diferentes mondmios do polinémio.
Entdo mondémios do polindmio geral, aparentemente diferentes,
podem ser equivalentes, aglutinando-se num mesmo termo. O
resultado dessa aglutinacdo é matematicamente representada por
A = Ay/ ~, onde ~ representa a relagdo de equivaléncia defini-
dora da 4lgebra.
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Os elementos da algebra sdo os polindmios reduzidos. Os monodmios
de grau 1 de A sdo chamados de geradores da dlgebra. Sinteticamente,
podemos escrever

A= {(ay,..,an; a; ~ aj < alguma relagdo ¢é satisfeita) . (2.31)
No caso de Grassmann
A= <9 ; 02 = O> : (2.32)

Uma élgebra de Clifford CI(V, B) pode ser obtida a partir de um
espaco vetorial V. Escolhendo uma base nesse espaco, V = span {e', ..., e}
temos um mapa de cada ¢ em um tnico o' € CI(V,B), i = 1,...,d, tal
que os 7'’s devem satisfazer

{+, 7/} =2B(,¢), (2.33)

onde B ¢é a forma bilinear em (2.25). Note que por isso falamos dlgebra
de Clifford associada a uma forma bilinear, mudando a forma bilinear B,
construirfamos outra dlgebra de Clifford sobre o mesmo espago vetorial
V. Na forma de apresentagdo da algebra (2.31), temos

ClI(V,B) = <’yi, i=1,..4d; {’yi, q/j} = ZB(ei, ej)> ) (2.34)
Podemos ter os seguintes casos particulares para a forma bilinear

Caso Euclideano | d=s | B(ei,ej) = 0j
Caso Lorentziano | t =1,s =d —1 | B(ej,ej) =1

Na tabela acima dizemos que o ntiimero s de 1’s na forma bilinear
representa o niimero de dire¢oes espaciais e o nimero de —1’s, niimero de
diregOes temporais. Por isso, a partir de agora, quando conveniente, es-
creveremos Cl (s, t) no lugar de CI(V, B) para explicitar quais e quantos
tipos de dire¢Oes temos.

Observacdo: Se B for degenerada, (1/)> = 0 parai = 1,...r, entdo a
dlgebra de Clifford se reduz a algebra exterior de V, A(V), equivalente
a dlgebra de Grassmann. Dizemos que CI(V, B) é uma 'quantizag¢do’
de A(V), porque a relagdo de anticomutacdo deixa de ser trivial.

Seguem alguns exemplos de algebras de Clifford
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d| (st) | {29} | Clls,t)
0] (0,0) — R
1](1,0)] 92=1 R?
1](0,1)9*=-1 C
21(2,0) ] 26 | Myxo(R)
21 (L) | 275 | Mayo(R)
21(0,2) | —20; H

Poderiamos continuar a classificar na forca bruta os diferentes casos,
mas existe uma maneira mais elegante. Ao diagonalizar a forma bilinear
B na forma candnica, estamos quebrando nosso espago V em subespacgos
irredutiveis,

V=R0)®..9R0)&R(+)&..oR(+) ®R(—) ® ... 8 R(—).

[\
-~ -~ -~

r s t

Agora, seja a seguinte pergunta:

Como podemos escrever a dlgebra de Clifford CI(V & W, By @ By ), uma vez
conhecidas as dlgebras CI(V, By ) e CI(W, Byy)?

A resposta é a mais simples possivel:
Cl(Ve W,By @ By) = CI(V,By) ® CI(W, By). (2.35)

Entdo, a algebra de Clifford de V é nada mais que o produto tensorial
de 4lgebras de Clifford dos subespagos

CI(V,B) = A(R") ® CI(1,0) ®...® CI(1,0) ® CI(0,1) ® ... ® CI(0,1) .
\Sf NV

t

2.2.1 Caso complexo

Em geral falaremos da algebra de Clifford complexa. A forma de com-
plexificar V mais usual é

VE=voC=VaiV. (2.36)

Portanto, usando o resultado (2.35), a 4lgebra de Clifford induzida por
esse espaco €

Cl(v¢,B¢) = Cl(V,B) ® C. (2.37)
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A forma candnica de B fica mais simples nos complexos, pois s6 contém
oe 1. O espaco V¢ é quebrado da seguinte forma,

VE=C(0)®..0C(0)®C(+) @ .. dC(+),

r n

e a algebra de Clifford induzida fica
CI(V,B) =A(C") ®Cl(+) ® ... ® CI(+) .

~~
n

2.3 O operador de quiralidade

Seja dimV =d, d = 2m ou d = 2m + 1. Existe em CI(V) um elemento
7+ dado por

e = (i), (2.38)
ou seja, o produto de todos os geradores da algebra. Observe que em
d = 3+ 1, é usual escrever vy, = 5. Esse elemento satisfaz

{7, 7} =0, parad = 2m, V o' € CI(V), (2.40)
[v, 7] =0, parad =2m +1, V o € CI(V). (2.41)

Observe

{7} =2+
= 77+ ()" )y
= 77+ (=) ()l
= 77+ (=1 Dyl
= [1+ (=) Dy
Usando as relagdes (2.40) e (2.41), um elemento I'y = y*..94*N, N
qualquer, da &lgebra satisfaz
Y+« I'nv« =TI'n, N par, (2.42)
Y«I'nv+ = —I'n, N impar. (2.43)
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O 7. é comumente chamado de elemento de quiralidade da Algebra de Clif-
ford.
Agora, existe um operador ) que atua na élgebra de Clifford como

x(Y1y™) = (=1)f "% ou x(Tg) = (—1)"T. (2.44)

Vemos que essa operagdo quebra a dlgebra de Clifford em uma subélgebra
CI*(V,B) e um subespaco CI~(V,B),

CI(V,B) =CI"(V,B)®Cl(V,B) (2.45)

onde CI*(V,B) denota os autoespacos com autovalor &1 de x. Pela
definigdo de x, vemos que CI™(V,B) é gerado pelos mondmios de grau
par, e CI~(V,B) pelos de grau impar. Podemos inferir que

I'n,Tp € CIT(V,B) = I'nI'y € CIT(V, B),

I'n,Tpm € CI7(V,B) = I'nI'y € CIT(V, B),

I'y € CIT(V,B),TM € CI=(V,B) = I'yI'm € CL™(V, B).
Portanto, CI*(V,B) é uma subélgebra e CI~(V,B) é um CI(V,B)-

modulo® sobre essa dlgebra. Olhando para as equagdes (2.42) e (2.43),
podemos concluir finalmente que

XTa) = 7T ars =T, Apar,
X(FA) = 7l a7« = —T4, A impar,

ou seja,
X()=7()rs

2.4 Grupos e dlgebra de Clifford: Spin“(V),
Spin(V), SO(V)
O conjunto de elementos invertiveis da algebra de Clifford, i.e, se v, v1le

CI(V) tal que v-v~! = 1, forma um grupo. Este grupo contém uma série
de subgrupos interessantes.

"Um A-médulo B sobre uma algebra A significa dizer: se b € B, entdioa-b € B
para qualquer a € A.
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Seja v € CI(V) um elemento invertivel. Podemos definir a conjugagao
de um elemento b € V por v € CI(V) como

p(v):V—V
b ¢(v)b = x(v)bv L. (2.46)

Quando v é par, x(v) = v, vemos que ¢(v) é uma rotagdo de b € V,
e quando x(v) = —v, v é impar, ¢(v) inverte b € V. Rotacdes e in-
versdes denotados por R sdo elementos do espago de operadores de V
(End(V)) que preservam a forma bilinear, i.e, B(Ru, Rv) = B(u,v). Eles
formam um grupo O(V) chamado grupo das transformagcoes ortogonais de
V. Se ademais detR = 1, entdo R é uma rotacdo propria, preservando
a orientagdo de V. O conjunto das rota¢des proprias forma o grupo
SO(V).

Um vetor unitdrio é definido por w'w = 1 em V¢ C CI(V), i.e,
w~! = w'. Quaisquer desses vetores unitarios sio da forma w = Av
onde B(v,v) = 1, logo [A|] = 1, e p(w) = ¢p(v). Sejam wy,wr €
CI(V) vetores unitdrios pares, entdo wiw, é um elemento unitario em
CI(V)*, definido em (2.45). O grupo gerado por todos os elementos
pares unitarios é chamado de Spin®(V).

Veja que para um x € V e v = el...e” € CI(V) qualquer

Po(v)x = ¢(er..e)x = (1) (4L.)x (9" )
= (=D V() (p(e)x) (71"
= cp(el)...gb(er)x.

Entdo um elemento geral de O(V) é a composi¢do de r-reflexdes. As
rotagOes sdo composicdes pares dessas reflexdes (teorema de Cartan -
Dieudonné). Ainda, ¢(e'e/) geram o SO(V).

Para todo u € Spin°(V), o mapa ¢(u)x = uxu~ " é uma rotagdo,
entdo ¢(u) € SO(V). Portanto ¢ é um homomorfismo de Spin(V) em
SO(V). O nucleo da aplicacdo ¢ é definido por

1

ker¢ = (u € Spin“(V); ¢(u) =e,e € SO(V)),

¢(u)x = ex = uxu~',Vx € V = xu = ux.
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Entdo o nucleo de ¢ é o centro da algebra de Clifford, i.e, os elementos
de CI(V) que comutam com todos os outros. Como estamos falando
do subgrupo par, eles sdo todos os multiplos da unidade de médulo 1,
u=al,a € Ce |a|*> = 1. Resumidamente

ker¢ = <u € Spin(V)| u=al, |a* = 1>, (2.47)

ou seja, um circulo unitdrio S1. Com isso, construimos a sequeéncia exata,
onde : é 0 mapa de inclusao de S! em Spin®(V):
1 8t spin(V) 5 s0(V) — e (2.48)

Considere agora a operacao de transposigio, definida por u” = (wy....wy )T =
Wok---W1. Seja u = wi...wy um elemento de Spin®(V), onde w; = Ajv;
sdo vetores unitérios. O grupo Spin(V) é definido como

Spin(V) = <u € Spin° (V)| uTu = 1>. (2.49)
Logo u™ = u, u é real. Portanto

T 2 2 2 2 42
U U = Wok...WT ... Wog = AJWpg...W5.. Wo = AJ..A, =1, (2.50)

e (A)* = Ay, logo A; = £1. Como conjugagdo complexa é igual a
conjugacdo de carga em CI*(V), concluimos que Spin(V) é um sub-

Qrupo invariante por conjugacio de carga de Spin©(V). Como Spin(V) —
Spin®(V), temos também a seguinte sequéncia exata

1— {£1} < Spin(V) A SO(V) —e. (2.51)
Observe que Spin(V) e SO(V) sdo grupos de Lie. Um grupo de Lie é
uma variedade diferencidvel munida de uma estrutura de grupo, onde

as operagoes

1. - :GxG—G, (1,%) — 1%

2. 1:G—G, g— g},
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sdo diferencidveis. O elemento neutro do grupo de Lie é denotado por
e. Seus elementos conectados a identidade podem ser obtidos através
de uma transformagdo continua. Se todo o grupo néo for gerado assim,
existird transformacoes discretas que cobrirdo o restante do grupo. Por
exemplo, o grupo de Lorentz.

Uma dlgebra de Lie é um espago vetorial g sobre R, C munida de uma
operagdo bilinear |-, -] : g X g — g chamado colchete de Lie, que satisfaz
0s seguintes axiomas

1. Bilinearidade: [ax + by, z] = a[x,z] + b[y,z];a,b € R,C;x,y,z € g,
2. Antissimetria: [x,x] =0,Vx € g,

3. Identidade de Jacobi: [x, [y, z]] + [v, [z, x]] + [z, [x,y]] = 0,Vx,y,z €
g.

Note que antissimetria e bilinearidade implicam em anticomutati-
vidade [x,y] = —[y,x],Vx,y € g. O espago tangente a identidade do
grupo de Lie sempre tem a estrutura da algebra de Lie. Exponenciando
os geradores dessa algebra, encontraremos a parte conectada a identi-
dade do grupo. Para toda dlgebra associativa .A dotada de um produto
- (como a 4lgebra de Clifford), podemos construir uma 4lgebra de Lie
L(A). Como espago vetorial, L(.A) e A sdo iguais. O colchete de Lie de
L(.A) é definido como sendo o anticomutador em .A:

la,b]=a-b—"b-a. (2.52)

A associatividade do produto implica na identidade de Jacobi.

Os grupos Spin(V) e SO(V) ndo sdo isomorfos entre si, mas as res-
pectivas dlgebras de Lie sdo. O fato das édlgebras serem isomorfas signi-
fica dizer que localmente esses grupos sdo isomorfos, mas globalmente
ndo. Basta lembrar do exemplo da &lgebra de Lie de momento angular
em Mecanica Quantica. Temos os geradores de momento angular orbital
L; que satisfazem

[Li/ L]] = isijkLk/ i,j,k = 1, 2, 3, (253)
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e os momentos de Spin S; que satisfazem

(S, Sj] = iEiijk, Si=-oi, 1,j,k=1,23, (2.54)

N[ —

com 0; sendo as matrizes de Pauli. As equagdes (2.53) e (2.54) tém a
mesma forma. Porém, quando exponenciamos estes geradores a partir
da equagdo (2.53), obtemos

eig'z, mod 271, (2.55)

e a partir da equagao (2.54), obtemos

ig=

e2”?, mod 4rr. (2.56)

Concluséo: o periodo da equagédo (2.55) é duas vezes maior que o periodo
da equacgdo (2.56). Logo, um espinor, um objeto rodado pela equagdo
(2.56), ¢ um objeto que precisa de "duas rota¢des por 271" para voltar ao
estado inicial, ao contrario de um objeto ‘ordinério’.

2.4.1 Exemplos

242 dimV =2

O espago vetorial V é gerado pelos vetores {el, ez}, no caso Euclideano,
e {eo, el }, no caso Lorentziano. Considerando as algebras de Clifford,
associamos cada vetor da base a um gerador da élgebra

e — o, {7y} =207, ij=12, (2557)
Ou . . . . ..
e — 9, {¥.¥Y}=24", i,j=0,1. (2.58)
O Spin®(2) é formado por polindmios u de grau par da algebra de
Clifford e unitérios, i.e., utu = 1,. Logo
u=e"(al+py'y?), e laf>+ B> = 1. (2.59)

O caso Spin®(1,1)é feito por analogia. Como esses grupos sdo grupos
de Lie, cada elemento desse grupo é obtido pela exponenciacdo a um
parametro 6 dos geradores da dlgebra de Lie. Podemos assim encontrar
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os coeficientes a, f em (2.59) em fungdo de 6. No geral, calculamos
primeiro uma exponencial geral dos geradores de Clifford </, fazendo

it = (ny,..,ng), il =1e5 = (9',..,7%). Entao
u = exp (01 - ),
onde
(7t - 7)* = n'nlo',
= %ninj {7},
= |fi|* = 1.
Usando a relagédo (2.57),

0 (07 k
oy _ o (107 7)
ezn _k_zo k'
=" » o (D" i
— 62" —9 e
n;o (2m)! i mzo 2m+1)!
= cosf +i(# - 7)sinf.

A élgebra de Lie spin‘(2) é gerada por apenas um elemento:

——[v ) = 277

Entdo u € Spin©(2) é obtido a partir de (2.61)

~ 6 6
u(f) = e (COSE — 7l sm2>
Agora, usando a relagdo (2.58), devemos ter cuidado porque

(7)) = -1.

Entdo, calculando explicitamente,

(Y°71)? = 7291909t = 7071717 -0 =1
~—~—
+1 —1
(Y = [("H" =1,
(7071)2”“ (V)2 (%91 = 1991,

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)
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e—%'yo’yl _ i Q 2n (,YO,)/l)Zn N i Q 2n+1 (,),0,.)/1)211—&—1
=0 \2 (2n)! 2 2n+1)!

n=0
“2(3) mp™L() @
= (2n)! = (2n+1)!
= coshg — Y9! sinh g (2.64)

Entdo um elemento em Spin‘(1,1) é da forma
it 0 o1t
u@) =e coshi — 4"y sinh ) (2.65)

Quando fixamos t = 0 ou t = 71, obtemos o Spin(2) (Spin(1,1)).

Vamos mostrar agora que ¢ realmente é um homomorfismo de Spin(2)(Spin©(2))
para SO(2) ou Spin(1,1)(Spin°(1,1)) para SO(1,1). Um elemento qual-
quer de V pode ser incluido na a algebra de Clifford pelo seguinte mapa

v— v = (T/) = xy! +yq?, (2.66)

Yt =1, Y =1,
()P =1= ()=, "V =-1=0""=-" (6
6
2

6 0 6
t_ v 1,200 Y t_ v oY
u —c052+'y'y sinz, u —(:osh2 Yy smh2.
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Entdo para o caso (2.63) ou u € Spin©(2):

; 6 6 - 6 6
it v 120 1 2\ | ,—it v 1200 Y
p(u)v=e {(cos2 7Y s1n2)] (x’y +y'y> {e (cosz—l—'y 0% smz)]

_ 4 1 2 .0 2 1 4 1,20

= {cos§<x’y +yy > —s1n§<—x'y +y'y> cos§—|—7 Y smi
0 6 0 0

_ 2V 20 1 2 Y v 2 .1

= (cos 5 —sin 2) <x’y +]/’)’>+ZSIH2C052 <x'y y’y)

= cos 0 <X’yl + y’yz) + sin 6 (x'yz — yfyl>
— (xcos® —ysinB)y! + (ycos + xsinh)?

_ (xcosf —ysin®
~ \ycosf0+ xsinb

cosf —sinf) (x
N (sin() cos 0 ) (y) ' (268)
Para o caso (2.64) ou u € Spin©(1,1):
P(u)v = e coshg — %91 sinhg (x'yo + y'yl) e 't coshg — %91 sinhg
2 2 2 2

0 6 0 0
2 1.2 0 1 - 1 0
= (cosh + sinh ) (x'y + vy > 2sinh = cosh <xfy +yy )

— cosh 6 <x70 + y'yl> —sinh6 (xfyl + y70>
= (xcosh® — ysinh 0)7° + (ycosh — xsinh §)+!

_ (xcoshf —ysinh6
~ \ycoshf — xsinh@

[ coshf —sinh@) (x (2.60)

~ \—sinh6 cosh6 v 09

A matriz R(0) = C959 —sind é ortogonal e seu determinante

sinff cosf

igual a 1. Portanto, para cada 6 temos um elemento do grupo SO(2),

representando uma rotagdo num plano x —y, onde 0 é o angulo de
rotagdo.

. coshf —sinh6

A matriz R(0) = <— sinh® cosh#@

terminante igual a 1. Portanto, para cada 6 temos uma matriz do grupo

) também é ortogonal com de-
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SO(1,1). Fisicamente, representa um 'boost’ de Lorentz na dire¢do x,
ou uma mudanga de referencial, onde 6 tem interpretacdo de parametro
de rapidez %, com v a velocidade do novo referencial e ¢ a velocidade

da luz.

2.4.3 dim V =4 ou 2n
Seja dim V = 4 ou 2n qualquer. A élgebra de Lie spin®(2n) é gerada por

i Lo i L
pY 4[7 7] = 27%1#]- (2.70)

Entdo o grupo Spin®(2n) é obtido pela exponenciagdo desses geradores
a um parametro

2n
Spin©(2n) > u = exp 12 (£ + 0; ) = T exp(i(t' +6; ZZ])), (2.71)
i i=1,i#j
e usando (2.61), temos que
o _ iy b j b
eVt =e 2 = cos — iy sin 2 5 € Su(2), (2.72)

reduzindo o problema a vérias cépias do caso 2-dimensional. Podemos
concluir que

2, 0;
u€ Spin“(2n) = u= [] €' (cos — 7'y sin 2 ) (2.73)
i=1,i% 2 2

entdo o grupo Spin©(2n) = Spin°(2) x ... x Spin‘(2). Para obter o Spin(2n),

~~
n

basta fixar cada t; = 0 ou t; = 7t.
Para Spin‘(4), podemos escolher u € Spin©(4) como

61 61 03 5.4 .. 03
u(6q,03) = (cos 5 v19?%sin 2> (cos > T rYsing ), (2.74)
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ou seja, u(61,03) = ujus, produto de duas rotagdes. Entdo

uou~! = u1u3vu§u1r

= uyuz(x17" + x29* + x39° + xgh)udud

= ulxl(’)’l + xz’YZ)MJ{ + us(xs’73 + 36474)“;r

X1 0

X 0
=¢0u) | g | +otw) | |

0 X4

e u;j(xi7' + yjy))ul = cosb;(xiv' + yj7/) + sin6;(—y;7' + x;77), de forma
que

cosf; —sinby 0 0 X1

+ | sin6; cos6 0 0 X
wons = 0 0 cosfz3 —sinbs x3 |- (2.75)

0 0 sinf; cosf3 X4

2.5 Espaco de Fock e Representacao da
Algebra de Clifford

Encontrar uma representacdo linear de um objeto algébrico é determi-
nar em qual espago ela atua como um operador linear, ou simples-
mente, como podemos escrever esses objetos na forma de matrizes. A
representagdo linear da algebra de Clifford serd dado por um espago de
Hilbert. Um espago de Hilbert é um espago vetorial complexo munido de
um produto interno sesquilinear positivo definido, ou seja,

1. (av|bw) = ab (v|w), Va,b € C, |v),|w) € H,

2. (v|v) >0, sev # 0.

Para comecar a construir o espago de Hilbert onde representaremos a
algebra de Clifford, partiremos de um espaco vetorial real de dim V' =
2m. Podemos tornd-lo complexo através de uma estrutura complexa orto-
gonal, ou seja, um operador | € O(V), B(Ju, Jv) = B(u,v), que satisfaz

P=-le]J=1=]"=—]. (2.76)
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Entdo o espago vetorial inicial V' se torna um espago complexo V) pela
regra Jv = iv. Munindo-o com um produto interno induzido da forma
bilinear B

(ulv) = B(u,v) +iB(Ju,v), (2.77)

o espago Vj serd m-dimensional complexo. Se {|u1), ..., |un)} for uma
base de V}, entdo {|u1), [ |u1), ..., |[um), ] |um)} € uma base de V.

Equivalentemente, podemos construir um espaco de Hilbert a partir
de um espaco vetorial complexo V¢, definido pela equacdo (2.36), e
quebré-lo em dois subespagos ortogonais definidos por

W = {|o) —i] |v) € VE; |v) € V}, (2.78)
Wy = {[o) +i][0) € VE;[o) € V}, (279)

com produto interno nesse espaco definido por
((w|z)) = 2B(w, z). (2.80)

Os espagos Wj e W, sdo ortogonais entre si, pois se z € Wy e w € Wy,
entdo
{({w|z)) = 2B(w,z) = 2B(w — iJw,v — iJv),
= 2(B(w,v) — iB(Jw,v) —iB(w, Jv) — B(Jw, Jv)),
= Z(B(ZU,TJ) + ZB(w/]U) - ZB(ZU,]U) - B(ZU,U)), POiS ]T = _]/
=0.

Como J? = —1, a estrutura complexa | define um projetor em V¢

N =

P]:—(l—i]), ﬁ]:%(l—l-l]) (2.81)

Os subespagos W; e W sdo autoespagos de | porque

w) € Wy = J|w) =ilw), (2.82)
@) € Wy =] [@) = —i|w). (2.83)

Entdo, V¢ é decomposto em

Ve =w, oWy, (2.84)
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chamada de polarizacdo de VC.
Essas duas abordagens sdo equivalentes e tem correspondéncia entre
si, pois se |w) € W

jw) = [u) —ilv), |u),[0) €V, (2.85)
ou, definindo |v) = ] |u), podemos construir o espago W; fazendo
Wi = {|u) —iJ |u);|u) € V}, (2.86)

mostrando assim que sdo equivalentes.

O espago de Fock também é um espago de Hilbert. Ele é o espago que
contém todos os possiveis produtos tensoriais de um mesmo espago de
Hilbert H, que representa o estado de uma particula |¢). Quando faze-
mos o produto tensorial H ® H, construimos o estado de duas particulas,

[91) @ |P2) = |¢P192). Assim,
F/(H) = éSVH@’” =COHB(SyHOH)) R (Sy(HRIHRH))® ...
n=0

Como estamos falando do mesmo espago de Hilbert sendo copiado, pre-
cisamos falar de estatistica de particulas idénticas. O S, é o operador que
simetriza ou antissimetriza o produto tensorial, dependendo se estamos
descrevendo particulas que obedecem a estatistica bosonica (v = +) ou
fermidnica (v = —). O C representa o estado com nenhuma particula, o
vacuo, representado por |0).

Um estado em F,(H) é dado, por exemplo

‘T>U = |T0>v SZ |1F1>v D “Y2>1/ D...=4ap ‘0> D Z |7,L’z> ) Z ‘¢1¢]> X ...,
i ij

onde
1. |0) é o estado de vacuo e ag € C um coeficiente,

2. |¢;) € H sdo estados de um particula,

3. i) = () @ [9)) + (=1)Y |[¢) @ [¢) € Sy(H @ H) é um

estado simétrico ou antissimétrico, dependendo da estatistica.
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O caso de interesse no préximo capitulo serd o fermidnico. O espago de
Fock entdo se reduz a algebra exterior de H, A(#). Podemos denotar
um vetor nesse espago como

|ug..ug) = up Ao Ay,  u; €H, (2.87)

lembrando que |...ujuj...) = — |..uju;...) devido a antissimetria do pro-
duto exterior A.
Podemos fazer duas abordagens,

1. Comecamos com H = V}, entdo o espago de Fock serd F(Vj) =
A(V}). O produto interno de F(Vj) sera

<M1...uk’01...7)l>] = 5](1 det[<u,'|v]->]], (288)

2. Comegamos com H = Wj ou W, entdo F(W;) = A(W;) ou A(W)),
ou espago de Fock polarizado, com produto interno

((z1..z|wy..0)) = 6y det[((zi|wj))]. (2.89)

O espago de Fock F(Wj) é polarizado a direita e o F(W;) é polari-
zado a esquerda. Os elementos de ambos espacos sdo chamados de
espinores puros.

Como estamos tratando de dlgebra exterior, existem duas operagdes na-
turais em A(V),

1. Produto exterior
k+1

k
e(ug) : /\(V) — /\(V

\ul...uk> — \uoul...uk>
le(u0)]? [u-..ux) = |uououty...ttr) =0 (2.90)

Ele serd o equivalente ao operador de criacdo da teoria quéntica
de campos, entdo e(v) = b(v)".

2. Contracdo

i(D) /\(V — /\(V

i(0) |uq...ux) Z 1)~ (olu;) Jug...dij.ui ), (2.91)

i

=
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onde o simbolo 7j significa omissdo desse vetor e [i(7)]* = 0. Esse
operador é o equivalente ao operador de destruicdo, ou seja, i(V) =
b(v). O T serve para indicar que i(v) é antilinear com respeito a
entrada v.

A relacdo
e(v)i(v) +i(v)e(v) = bT(v)b(v) + b(v)b' (v), (2.92)

é equivalente a multiplicacdo por B(v,v), pois
(e(uo)i(uo) + i(uo)e(uo)) [u41...14k)
= e(up) .kzl(—l)fl_1 (uoluj) |uy..aj...u)
j=
+i(uo) |uotey...1ug)

uo\u ) |uous ... )

u m» Hm»

<u0|u]>|u0u1 Ahj.tge)

= <u0|u0) |uq..ug) -

A acdo da algebra de Clifford no espago de Fock F(V7) é obtida a partir
da soma desses operadores y(v) = e(v) + i(v), pois ¥(v)?> = B(v,0) e
e(v)i(u) +i(u)e(v) = B(u,v), de forma que

r(@)y(w) + (u)y(v) = 2B(u,0),Vu,0 € V, (2.93)

ou seja, y(v) obedece a relagdo da dlgebra de Clifford. O (v) representa
a acao da élgebra de Clifford no espago de Fock F(V}). Como no espago
de Fock polarizado |v) = Pj [v) + P; |v), vemos que y(v) se reduz a

(0) = e(Pp) + i(Pyo). 294)

Como os subespacos Wj e W] sdo ortogonais entre si, entdo y(w) =
e(w), se |w) € Wy e v(z) =i(z), se |z) € W;. Na linguagem de opera-
dores da teoria quantica de campos, sendo v = ¢',i = 1, ..., d, vetores da
base

v(e) =9 = b +b; (2.95)
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e eles satisfazem

{bl, b} = (eilejj) = ((Preil Prej)) = 3 (2.96)
1) o (t

" b} =o. (2.97)
A acdo de (2.95) no espaco de Fock é irredutivel, ou seja, ndo hd uma
mudanca de base em que o espaco se quebre em subespagos menores.
Isso segue do lema de Schur?: para dimensdes pares, o tinico elemento T
da 4lgebra que comuta com todos os outros é um escalar. Suponha que
T, promovido a operador, comute com cada e(w) e i(z), para w,z € Wj.
Atuando no vacuo, temos i(z)T |0) = T(i(z) |0)) = 0, entdo T |0) = ¢ |0)

com t € C. Portanto, fazendo T atuar num vetor qualquer

T |wy..w,) = T(e(wy)....e(wy)) |0),
= e(wq)....e(w,)(t10)),

= t|wy...wy),

provando assim a afirmagao.

2.6 Dimensodes impares

Seja dimV = 2m +1, V = span{ey,...,eami1} € B(ej, ;) = ;. Seja U
subespago de V tal que U = span {ey, ..., &2;; }. Podemos entdo construir
um espacgo de Fock onde CI(U) age irredutivelmente. Mas CI(U) =
CI(V)*, portanto F(U;) também é uma representacdo irredutivel de
CI(V)*. A algebra CI(V) é gerada por CI(V)" e agindo com o elemento
v« em CI(V)T, terfamos CI(V)~. Assim, podemos tornar F(U;) uma
representagdo da algebra completa fazendo 7. agir em F(Uj). Temos
entdo duas representagdes 2"-dimensionais irredutiveis para a mesma
algebra de Clifford CI(V) cujas restri¢des a parte par CI(U) da algebra
coincidem.

2Seja M(g) a representacdo matricial de um elemento ¢ de um grupo G. Qualquer
matrix S que satisfaca

M(g)S =SM(g), Vg € G,

deve ser proporcional & identidade: se |i) é um autovetor de S, entdo M(g) |i) também é
autovetor de S com o mesmo autovalor, reduzindo assim S a um miultiplo da identidade.
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2.7 Exemplos

2.7.1 dim V = 2, euclideano

O espaco vetorial V é gerado por

= (o) e = (7). .99

a
Um vetor geral nesse espaco tem a forma v = a; |e1) + az |e2) = (al)'
2

Uma estrutura complexa ortogonal possivel é

J= ((1) _01) : (2:99)

Note que JT = —]. Aplicando J nos vetores da base de V,
q p

Hen = (3 2) (5) = () =lex). (2.100)

Jle2) = J(Jle1)) = —le1), (2.101)

entdo V; = {|e1) }. Note que V = {|e1),|e2)} = {le1), ] |e1)}-
Diagonalizando ], encontramos que seus autovalores sdo i e os
autovetores sdo |e+) = |e1) Filex) = |e1) Fi] |eg), portanto

’el> — |€_|_> + |€_> |€2> — i(|€+> — |€_>)-

5 , > (2.102)

Vemos que V = W; & W, onde
Wy = span{le;) = |e1) —i] [e1)} (2.103)
Wy = span{le-) = |e1) +i] |e1) }. (2.104)

O espago de Fock podera ser gerado a partir de V; ou de Wj.
Se comegarmos com Vj, temos

e um elemento desse espaco de Fock é

[¥)) = a0|0) +ayler). (2.105)
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Se comegarmos com Wj, vemos que o espago de Fock obtido é
E(W;) =Ca W, (2.106)

Um elemento desse espaco de Fock pode ser entendido como um
espinor em duas dimensdes. Podemos dar também a interpretacdo de
segunda quantizac¢do, onde |0) é o estado de vacuo, |e4) = |1) é o estado
de uma particula. Esses estados de vacuo e de uma particula formam
uma base para o espago de Fock. Podemos identificar os operadores

eley) — b, ile ) =i(es) b, (2.107)
que agem nos vetores da base, usando (2.90) e (2.91), como

b[0) =0,  b[1) =10), (2.108)
bt |0) = 1), bT[1) =0. '

As matrizes que representam esses operadores sdo

b= ((1) 8), bt = (8 (1)> (2.109)

De acordo com a equagdo (2.95) e usando (2.102), as matrizes de Clifford
sao

v= e(P]ei) + i(P_]ei),

v =eles) +iles) — ' =b"+b,

v =ile(es) —i(e-)) — ¥ =i(b" —b),
matricialmente

’)’1 = <(1) (1)) ; ’YZ = ((z) Bl) . (2.110)

2.7.2 dim V =4, euclideano

O espago vetorial V é gerado por

1 0 0 0
0 1 0 0
|€1> = ol ’62> = 0l" |€3> = 1| ’€4> = 0
0 0 0 1
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Uma estrutura complexa ortogonal possivel é

]:( 0 —12><2)
loxae 0 )7

Aplicando | nos vetores da base, temos

0 —1
]|el> = (12><2 5X2)

0 -1
]|62> = (12><2 SXZ)

Jles) =J(Jer) = — ler),
Jles) = J(Je2) = — le2) .

Entao Vi = {|€1> , ’€2>}. Note que V = {‘61> , |€2> i |€1> i ’€2>}

Como J? = —1, seus autovalores sdo =i, mas desta vez os autoespagos
sdo degenerados. Diagonalizando ], encontramos que os autovetores
sdo

SO RO OO O
—_ O OO Ok OO

lex)y = ler) Files) = ler) FiJle),
lex)y = le2) Filea) = le2) F i lea),
(2.111)
onde indice k, k = 1,2 em |e+ ), serve para indicar qual dos vetores do

subespaco V} estamos falando e =+ serve para identificar qual o sinal do
autovalor dele. Finalmente

|€1> _ |e+>1 —; |€,>1, |€3> _ |€+>2—; |€,>2, ( |
. . 2.112
ley) = 1(|€+>12_ |37>1), leg) = 1(|3+>22_ |€f>2)’
e
Wi = es)r = ler) =] len)  le)r = le2) —i] |e2)}, (2.113)

Wi ={le—), = ler) +iJ ler),le—), = lea) +iJ |e2)}. (2.114)
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O espago de Fock pode ser gerado tanto a partir de V; quanto a partir
de Wj. Fazendo o procedimento a partir do subespago Wj, temos

2
F(W)) =CaW;a A(W)), (2.115)

onde um elemento de F(Wj),
¥) =a1+az|er); +azleq), +as ‘eiei> (2.116)

pode ser entendido como um espinor em quatro dimensdes. Podemos
dar novamente a interpretagdo de nimero de particulas, onde [0) =1 é
o estado de vacuo, |1,0) = |e; ), é o estado de uma particula do tipo 1,
0,1) = |e4), € o estado de uma particula do tipo 2, |1,1) = [e}e?) ¢
o estado antissimétrico composto de uma particula do tipo 1 e uma do
tipo 2. Esses quatro vetores formam uma base para o espaco de Fock.
Podemos identificar os operadores

k

ele)) =e(eh) = b, i(le)y) = i(lex)y) =i(@) = by, (2117)

onde b} cria uma particula do tipo k e by destr6i uma particula do tipo
k. Esses operadores agem nos vetores da base, usando (2.90) e (2.91), da
forma

bel0) =0, k=12, pt|1,1) =0, k=1,2,
LA =101 b jo) = 1,0),

RILU=1L00 o) = jo,1),
b1[1,0) = |0), }
by 1,0) =0, b}r 0,1) = |1,1), (2.118)
blo1) =),  2l01=0
b110,1) =0, b [1,0) =0,
bi|1,0) =|1,1).
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A representacdo matricial destes operadores é

0100 0000
b [0 000 1000
1o o0 o0 o0} 171000 0}
0000 0000
(2.119)
0000 0000
b |0 000 0000
2= lo o0 o0 1}/ 27100 0 0
0000 0010

De acordo com a equagdo (2.95) e usando (2.102), as matrizes de Clifford
sdo

7" = (") = e(Pe") +i(P_jeb), k=1,..,4, (2.120)
7= (') =e(el) +i(el) = b} + by (2.121)
v =(e?) = i(e(e}) —i(el)) = i(bj — bn), (2.122)
v} = (%) =e(e%) +i(e?) = b + by, (2.123)
vt =(e*) =i(e(d) —i(e*)) = i(bl —by). (2.124)
Matricialmente
0100 0 -1 00
1_ (1000 > |1 0 00
T=looool” 7T Tlo o0 0ol
0000 0 0 00
(2.125)
0 00O 0 00
5 (0000 4_[(000 0
T=looo0o1) T T|ooo0 —i
0010 00 i O

2.7.3 dim V =4, Lorentziano (1,3)

A tnica diferenca do caso anterior é que devemos escolher uma das
quatro matrizes e multiplica-la por i tal que (7°)?> = —1 e manter as
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outras (7')?> =1, com i = 1,2,3. Entdo

0i 00 0 —i 00
o i o000 . i 000
T"=1ooool” 7 (o o0 0ol
0000 00 00
(2.126)
0000 000
» oo o0 o0 5 o000 o
T=1looo1l” T " looo0 —i
0010 00 i 0

Note que 7 = i(bf + by).

2.8 Recapitulando

Quando comecgamos a falar de representacdo, precisamos tomar cuidado
com o que chamamos de dimensdo. Estamos lidando com trés diferentes
dimensdes ao longo do texto:

1. Dimensao do conjunto de geradores: niimero de geradores, igual
adim V = d sobre o qual construimos a algebra de Clifford CI(V, B).

2. Dimensao da algebra: quantos monomios diferentes e irredutiveis
existem no polindémio geral. (dim A = 24mV = 24)

3. Dimensdo da representac¢do: tamanho da matriz que usamos para
representar o elemento abstrato da dlgebra. A representacdo irre-

dutivel de CI(V) tem dimensao 2[%/2],

2.8.1 Exemplos
e dimV=2

1. Geradores={v',7?}
2. Elemento geral da élgebra de Clifford:

P(yY, %) = ag + a1y! + ayy? + appy'? € CI(V) = CI(2)
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3. Representacdo irredutivel

7= ((1) (1)) } dimrep =2/ =2,

o (0 —i
70 0):

1. Geradores = {7!,72,9°}.
2. Elemento geral da 4lgebra de Clifford:

e dim V =3

3 .3 -
P(’Yl/’YZ, 73) = Elo-l-Zai’yl—l- Z a[ij]’)/l’)/]‘l‘a123’)/1’}’2’)/3 € CI(3)
i=1 i,j=1

3. Representacéo irredutivel

v = <(1) (1)> } dimrep = 25/ =2,

e dimV=4

1. Geradores = {71, 9?,93,7*}.
2. Elemento geral da dlgebra de Clifford:

4 ) 4 o
Py, 2% ) = a0+ Y ar + Y alilyiy)
i=1 iji=1
2 i~k 1.2 4
+ Y a4 asr' Yy
ijk=1
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3. Representagdo irredutivel
l—®1= a0 dimrep = 22 =4
v 1 0 o p 4

2 _ _ (o2 O

0 o
,)/3 :(7'3@0'1 — <03 03)[

4 . 0 —i0'3
v —U3®02_<i03 0 )

Na verdade, basta se preocupar com as dimensdes pares e nas impares
incluir explicitamente nos geradores da dlgebra o 7., como no exemplo
de dim V = 3.

2.9 Transformacdes na dlgebra de Clifford

Uma das representagdes da &lgebra de Clifford para uma assinatura
euclideana (f,s) = (0,d) em termos das matrizes de Pauli o é

PV'=n2191x..

P=mn11x..

73 =R R1Q..

’y4=0'3®c72®1®...

Y =03300380 3 ..
onde 1 = 1px2. A propriedade 0;0; = J;j + i€;j0x € valida. Para di-
mensdes pares, a dimensdo da representacgdo é 24/2 @ para dimensdes
impares 2(d-1)/2,

Se quisermos inserir dire¢des do tipo tempo, sé precisamos fazer
uma multiplicagdo por i nas t primeiras matrizes 7y, exemplo,

P =iyl =i ®1... (2.127)

A éalgebra de Clifford possui a seguinte propriedade universal:
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Sejam ', i = 1,...,d geradores da dlgebra de Clifford satisfazendo a relacio
{v', 7'} = 2B(e',¢).

Agora, escolha outra dlgebra gerada por 4, com i = 1,...,d que satisfaz a
mesma relagio

{7, 9} = 2B(e, ).
Entdo existe uma transformacio S invertivel (ou seja detS # 0) tinica a menos
de um isomorfismo tal que

v = 54571, (2.128)

Se v', 4" forem unitdrias, entdo S também é unitdria.
Existem varios tipos de transformagdes S, basta que a algebra tenha
a mesma relacdo. As mais importantes

1. (7)?, hermitiano conjugado;
2. (y")7, transposicao;
3. (7')*, conjugagdo complexa;

serdo discutidas ao longo desta sessao.

2.9.1 Hermitiano conjugado
Os geradores da algebra de Clifford tipo tempo e tipo espaco obedecem

()'=-7" ("=, (2.129)
uma vez que as matrizes de Pauli sdo hermitianas, logo as matrizes '
definidas acima sdo hermitianas, e apenas as dire¢des temporais sdo an-
tihermitianas por estarem multiplicadas por i, como na equagao (2.127).
As matrizes (7')" = (9')~! satisfazem a mesma relagido de Clifford,
existe uma transformacdo A tal que

,.yi — A(’)/i)+A_1,

e a unica forma de satisfazer (2.129) é fazendo

A=l (2.130)

entao ‘ .
(V)" = (-1 Ay A (2.131)
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2.9.2 Transposicao

Uma vez que (7')" satisfaz a relacdo de Clifford, ¢ de se esperar que
(7)) também satisfaca. Logo existe uma transformacio unitéria C, tal
que

()T = —ycyict, ¢T=—-eC (2.132)

para 7 = £1 e € = =£1, caso contrdrio, a operacdo de transposicdo
induziria uma transformagdo de escala na matriz. H4 duas possiveis
representagdes para C

Ct=m®n®.., n1=+1, (2.133)
C.=mRn®.., n=-1, (2.134)

satisfazendo a condi¢do de unitariedade. Para dimensdes impares, ve-
remos que apenas uma das duas pode ser usada. Vamos agora deduzir
os sinais permitidos para € e 17 de acordo com o valor de s e t. Seja

T = 4@ o (2.135)
um elemento geral da élgebra de Clifford Cl(s, t), entdo
CcrhT = ¢c(ynct.cymc10),
= (=m)"(™"..(r™)’C,
= (=" ((y™)" (v
= —e(=n)"(C1PVECT). 2z

Uma matriz pode ser simétrica ou antissimétrica. Portanto

—e(—y)"(=1)"=1/2 = 41, (2.137)

2.9.3 Conjugacao complexa

Uma vez que (') satisfaz a relagao de Clifford e sabendo que [(7/)*]" =

[v']T, temos
()T = ()T () = ()] =1, (2.138)
ou seja, (7')* também ¢é unitaria. Claramente

{(")", (¥))*} =2B(e,¢),
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entdo existe uma transformagdo unitdria B tal que (v
Juntando (2.129) e (2.132), pois (v/)* = [(7)T]* =

(DAY AT = —pC(y)C
—n(-1)'C_AvAC= (1)
B B-1
Assim,
(V)" = —n(=1)'By'B".
Para calcular B*B, sabemos que B* = (B")7, entao
B* = (—1)/(ABA™1)T,
= (-D'(AcTAATHT,
= (=1)}(AC)T,pois CT = C,
= ¢e(—1)'CAT,pois CT = —eC,
mas
AT = ().
= (-n)'Cy'.ylCT
— g (=1)D2¢ A,
_ y(=1){ /201,
Substituindo (2.141) em (2.140), temos que
B*B — —en!(—1)Ht+1/2,

2.10 Espinores irredutiveis

47

i)* — B,yiBfl.
' , entao

(2.139)

(2.140)

(2.141)

(2.142)

Existem dois tipos principais de representagdo no espago dos espinores.
A primeira se aplica apenas para dimensdo par, porque 7y, ndo é um
gerador da dlgebra. Ja foi visto que podemos classificar os espinores
pela sua quiralidade: esquerda ou direita. Essa representagdo é chamada
de representagio quiral ou representagio de Weyl. Se ¢ é um espinor, entdo

YL = %(1 + 74+)¥, espinor esquerdo

1
PR = E(1 — 7+) Y, espinor direito.

(2.143)

(2.144)
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A segunda representacdo leva em conta a condicdo de realidade, cha-
mada de real ou Majorana. O complexo conjugado de um espinor ¢ é
obtido por uma transformagdo

y* = By. (2.145)

Queremos que B tenha consistencia com as transformagdes de Lorentz,
ou seja, se fizermos

g =U(A)y, (2.146)
onde A é uma transformacdo de Lorentz finita, temos que obter
(§)" = B9, (2.147)
entao
(U(A))* = BU(A)),
(=n(=1)")*BU(A)B™' By = BU(A)y,
— BU(A)B™'B = BU(A),

A tltima igualdade s6 é satisfeita se B = aB. Por consisténcia

¢ = (By) =B'y" =B'Byp =y,

entao o
1=B*B = |oc| B*B,

logo |a| = 1 e usando (2.142), encontramos
—enf(—=1)HHD/2 =, (2.148)
A equagdo acima é satisfeita para
s—t=0,1,7 mod 8§, (2.149)
s—t=2 mod 8comn(—1)"2= 41, (2.150)

s—t=6 mod 8comn(—1)"2=—1. (2.151)

Esses sdo os casos onde hé existéncia de espinores do tipo Majorana.
Outro jeito de expressar a condigdo de realidade é dizer que o "Majorana
conjugado’ é igual ao 'Dirac conjugado ’. Eles sdo respectivamente
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pM=p=y'c; PP =9 =¢pTAn"". (2.152)

Espinores de Majorana podem ser vistos como 1 4 iy, onde 1 e ¢,
tém componentes reais e estdo relacionados pela condicdes pM = P,

Considere agora que B*B = —1. Podemos entdo definir a condigio de
Majorana simplética,

¥ = ()" = BO;y, (2.153)

onde () é uma matriz antissimétrica com QQO* = —1.

Temos agora duas possiveis representagdes irredutiveis, ou Weyl ou
Majorana. A pergunta que fica é:

Um espinor pode ser quiral (Weyl) e real (Majorana) ao mesmo tempo?

Como (7+)* = (=1)¥2*By,B!, a condicdo é que d/2 +t = 0
mod 2, ou seja

Espinor MW :s —t =0 mod 4.

H4 um jeito simples de saber quando o espinor é Majorana simplético.
Ele ocorre quando s —t = 0 mod 4, mas a condi¢do de Majorana ndo
pode ser satisfeita. Por exemplo, d =4et=0,s =4es—t=4 =0 (
mod 4), em principio poderia ser Majorana-Weyl. Mas s — t = 4 ndo se
encaixa nas condi¢des de Majorana descritas em (2.151), portanto, em 4
dimensdes com assinatura euclidiana temos espinores do tipo Majorana
Weyl simplético (SMW).

A tabela a seguir resume todas as possibilidades de espinores, e ha
um resumo na legenda.
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d/t 0 1 2 3

1 | M 1M 1

2 | M~ 2| MW 1| M+ 2

3 4 M 2| M 2 4
4 |SMW 4| M* 4 | MW 2| M~ 4
5 8 8| M 4 M 4
6 | MT 8| SMW 8| M~ 8| MW 4
7 | M 8 16 16 | M 8
8 | MW 8| M~ 16 | SMW 16 | M* 16
9 | M 16 | M 16 32 32
10 | M~ 32| MW 16 | MT 32| SMW 32
11 64| M 32| M 32 64
12 | SMW 64| MT 64| MW 32| M~ 64

Fonte: [2]

Possibilidades de espinores para vdarias dimensdes, e para diversos ntiimeros
de dire¢oes temporais ( mod 4). M significa espinores de Majorana.
Para dimensdes pares, M* indica qual sinal de 7 deve ser usado. MW
indica possibilidade de espinores Majorana-Weyl. Para dimensdes pa-
res, sempre existem espinores de Weyl. Espinores simplético de Majo-
rana sempre existem quando a condi¢do Majorana ndo puder ser satis-
feita. Esta condicdo estd indicada por SMW. Os ntimeros indicam a
dimens&o real do espinor minimo.

2.10.1 Exemplo dim V =4

Como exemplo, tomemos o espago de Minkowski em quatro dimensdes.
Para ter espinores de Majorana, escolheremos 7 = 1 e € = 1. Existe
entdo uma representagdo de Majorana onde as matrizes y# sdo reais

0 __ 0 0'3 1 _ 0 —112><2 2 0 —iO’Z
“\=® 0)7" Tl 0 )V T2 0 )
1 0 0 —iot
3 2x2 5 __
v _< 0 —nm)"y - (ial 0 )

A matriz de conjugacio de carga é proporcional a 9, digamos C = z9°,
com |z| = 1. Como A = 1Y, a condigdo de Majorana é ¢* = za1p. Entdo
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com uma escolha apropiada de sinais, za = 1, os espinores de Majorana
sdo puramente reais nesta base.

Em outra representagdo, 5 é diagonal. Esta base é ttil para mani-
festar espinores quiral. Eles sdo espinores que possuem apenas duas
componentes denotadas x*, enquanto o antiquiral tem duas compo-
nentes denotada por x, (onde A e A podem ser 1 ou 2). A realizagdo
explicita é

o_( 0 ilaxa) i_ (0 —ic"\ 5_ (laxa O
7 —(ﬂlm 0 )'7 _<ic71 0 )’7 L0~

e com essa escolha

e 0 01
C—<O _e),coms—<1 0).

Essa base facilmente pode ser relacionada com o formalismo de duas
componentes. Nesta formulagdo, os indices sdo levantados e abaixados

com e48 (¢12 =1 = —¢?!) na convengao NW-SE (Noroeste - Sudeste)
x* =e"xs, xa=x"esa,
que implica em eBepc = —6%(, e a condicdo de Majorana para um

espinor (x4, x4) é
xa=(xa)"

Uma terceira representagdo comumente usada tem ’yo diagonal.

0o (il 0 i (0 —ich\ 5 0 —Ihx
v _( 0 —ﬂlzX2>'ly o (iU’l 0 = —Toxo 0 '

A matriz de conjugacdo de carga é C = 7092






Capitulo 3

Teoria de Calibre emergente

3.1 Introducao

Campos de calibre, tanto abeliano como nédo-abeliano, sdo figuras pro-
eminentes nas teorias modernas que tentam explicar as forcas da natu-
reza. Elas também emergem naturalmente em vérios contextos geomé-
tricos e em sistemas de matéria condensada. A proposta deste capitulo
é mostrar um contexto em que campos de calibre aparecem fora do con-
texto de teoria de campos e seus infinitos de graus de liberdade: um
sistema em mecanica quantica de dimensao finita.

3.2 Teoria de calibre e geometria

Vamos comegar com a teoria de calibre U(1) como ilustragdo dessa es-
trutura geométrica. O objetivo é formular uma mecénica quéntica tal
que possamos ajustar a fase global da funcdo de onda independente-
mente do ponto no espago-tempo, ou seja,

P(x, t) — EiX(X’t)l/J(X, £). (3.1)

Essa construgao, junto algumas condi¢oes de consisténcia, nos levardo a
uma teoria eletromagnética.

A simetria dada por (3.1) é razoavel porque a densidade de probabi-
lidade, a informacéao fisica, é simétrica sob essa transformacao, i.e.

p(xt) = p(x, ) p(x ). (3-2)

53
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Entretanto, a equagdo de Schrodinger ndo é invariante sob (3.1). Para
torné-la invariante, devemos encontrar uma defini¢do para as derivadas
que incorpore esta simetria.

Uma vez que a simetria ndo muda o médulo da funcdo de onda,
se fizermos uma transformacdo infitesimal de um ponto (x,t) até um
ponto (x + Ix,t + 6t), é esperado que

[P+ 0xt+0t)| = [p(x t)]. (33)

Queremos manter a nogdo que a fase é apenas uma escolha, podendo
ser redefinida.

Para isso, temos que introduzir um novo grau de liberdade, o campo
vetorial Ay (x,t), tal que 1 tenha médulo constante se

arg P(x + 0x,t + 6t) = argp(x, t) + A(x, t) - ox + Ag(x, £)ot.  (3.4)

Quando a fase é redefinida de acordo com a equagdo (3.1), a relagao (3.4)
deve ficar invariante. Entretanto,

arg P(x + ox, t + ot)
=argP(x, t) + A(x,t) - ox + Ag(x, )0t + x(x + 0x,t + 6t) — x(x, t)

=argP(x, t) + A(x,t) - ox + Ap(x, t)ot + ox - Vx(x,t)

Z

Esta equagdo é invariante, i.e., argy(x + 0x,f + ot) = argp(x,t) se o
potencial vetor A, se transformar da seguinte forma

A(x,t) — A(x, t) = Vx(x,t), Ao(xt) — Ag(x,t) —ox(x,t). (3.5)

A combinagdo da transformagdo (3.1) e a regra de transformacéo (3.5) é
chamada de transformagio de calibre e A, um campo de calibre.

Uma vez definido o campo de gauge A,(x,t) e um modo de com-
parar fungdes em pontos do espago-tempo proximos, podemos definir
derivadas. Tomando a diferenca de uma funcdo de onda definida em
dois pontos vizinhos, levando em conta a diferenca de fase, a derivada
é definida por

+(5t8t7((x, t).

dx"0,p(x) — dx!'Dyp(x)dx'Dyp(x) = lLim ¢p(xF +dxt) — el Aut) p (x, 1)

0x,0t—0
(3-6)

= dxt' (9, — iAu(x)) $(x). (37)
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Esta derivada se transforma covariantemente sob uma transformacao
de gauge (3.1) e (3.5)

Dyp(x) — eX I Dyp(x). (3.8)

Ela pode ser usada para formular uma equacdo de Schrédinger invari-
ante localmente por U(1).

Para completar a teoria, ndo basta definir uma derivada covariante,
temos que dar dindmica ao campo A,(x). Esta dindmica pode ser a
eletrodindmica de Maxwell onde, por exemplo, a corrente é a corrente
de probabilidade de uma particula.

Uma pergunta: o que seria uma fungdo constante com respeito a
derivada D;? Uma funcdo de onda constante deve satisfazer algo como

Dyup(x) = 0. (3.9)

A condigdo para a existéncia desse tipo de funcdo é que o comutador
dessas derivadas aplicado na funcéo seja zero, i.¢,

[DV/DV]’P(X) = _PW(X)’P(X) =0, (3.10)
onde o tensor F,, é
F}u/ — a‘uA]/ — a]/Ay, (3.11)

que coincide com o tensor de Faraday.

3.3 Um outro problema de mecanica quantica

Quase todo problema em mecanica quantica comeca com uma equagao
de Schrodinger para se resolver, i.e.,

i [¥ (1)) = HAM) [¥(1), (3.12)

onde uma familia de hamiltonianas H(A(t)) depende continuamente de
certos parametros A, que variam em geral com o tempo . Por exem-
plo, um sistema de spin sob influéncia de um campo magnético externo
B. No caso do modelo XY, tépico do préximo capitulo, teriamos os
parametros 7y e h. Agora, suponha que todas as hamiltonianas dessa
familia tem um conjunto de n niveis degenerados com energia E(t). Em
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outras palavras, existem n solugdes distintas, i.e., autovetores distintos
|Ya(t)), a =1,...,n, para a equacido

H(A(H)) [9(1)) = E() [ (1)) (3.13)

Note que a energia E(t) pode variar com o tempo: estamos assumindo
que a degenerescéncia ndo acontece acidentalmente durante a evolugao
temporal. Por uma simples renormaliza¢do das energias, podemos su-
por que esses niveis estio em E = 0. Tais degenerescéncias ocorrem
quando para um valor fixo de A, existe uma simetria ndo quebrada, ou
seja, uma simetria da Hamiltoniana que é também simetria desse estado
de E = 0. Por exemplo, um problema de simetria de rotagdo em torno
de um eixo na direcdo A.

Considere uma mudanga adiabatica dos parametros de um valor ini-
cial A; para algum valor final Ay durante um intervalo de tempo T. Desta
forma, essa variagdo ndo provoca mudanca brusca de nivel de energia.
Dado um espaco de niveis degenerados que ndo se cruzam entre si,
entdo as solugdes da equagdo

H(A:) [y(t)) =0 (3-14)
sdo levadas nas solu¢des da equagdo
H(Ag) [¢(#)) =0 (3.15)

pela solucao da equagdo (3.12) com as condigdes de contorno A(0) = As
e MT) = Ay

Se A; = Ay, tal que a hamiltoniana inicial e final sejam idénticas,
entdo serd possivel formular a seguinte pergunta:

Existe uma evolugdo adiabitica ndo-trivial que mapeia n niveis degenerados
entre si?

Veremos que a resposta é sim e para podermos descrever tal transformacao,
é necessario introduzir um campo de calibre.

3.4 Resolvendo o problema

Considere um conjunto {|,(t)),a =1, ..., n}, onde

H(A(1)) |ya(t)) =0, (3.16)
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ou seja, esses autovetores |¢,;(t)) degenerados estdo no nivel de energia
E(t) = 0. Este conjunto é ortonormal entre si e permanecera ortonormal
durante a evolugdo temporal, i.e.,

(Wp(t)|a(t)) =6pa, 0<t<T. (3.17)

Se H(A(t)) [¥(t)) = 0, entdo [¥(t)) pertence ao subespaco gerado
pelos vetores acima. Numa evolug¢ao adiabdtica, |¥(t)) continuara neste
subespago, pois ndo haverd mudanca brusca de nivel de energia. Pode-
mos assim expandi-lo da seguinte forma,

= Laalt) 19alt) (318)
A probabilidade definida por | (¥ (£)[¥(#))|? é invariante sob uma transformaco
U e U(n), pois
(FFW)| = |(Foluturem)| = (FOFEF. Gag)

Substituindo (3.18) na equacéo (3.12), obtemos

HIY(t)) = io; [¥(t))
S iV [l a(0) + ) [a)] =0, (20
onde 9 [,(t)) = [Wa(t)) e 9;f(t) = f(t). Tomando o produto escalar

da equacdo (3.20) com | (t)) e usando a condicdo de ortonormalidade
(3.17), temos

ZCa (D) [9a(D) + (Pola) calt) = 0, (3.21)
Op
= &= (Y| Ya) calt) = Anp(t)ca(t), (3.22)

onde a matriz n x n A(7) é antihermitiana com elementos de matriz
definidos por

(A(T))ab = (Yo | $a) - (3-23)
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Formalmente, a solugdo para a equagdo diferencial (3.22) é
ci(t) = [WL(t,O)]bucb(O), onde
t
Wi (t,0) = Pexp </ A(T)dT) (3-24)
0

e P representa o operador de ordenamento temporal ou do caminho
de integracdo, pois a diferenca entre eles é apenas uma mudanga de
varidvel na integral em (3.24). Uma vez que a hamiltoniana depende
do pardmetro A (ou uma porgdo deles A¥, u =1, ...,d), podemos fazer a
mudanga de varidveis

0
— M =

dt = d,t dAF, A = dy. (3.25)

Entao A A
(Yp|tpa) = <¢b|aylpa> - (Aﬂ)abﬁ- (3-26)

Logo (3.24) pode ser escrita como
Af

Wy 201k = Pexp ( [ (40 (327

O (Ay)ap tem interpretagdo de potencial vetor. Uma vez que matrizes
em instantes de tempo diferentes ndo comutam entre si, nés precisa-
mos desse operador ordenador P. Quebramos o caminho em segmen-
tos infinitesimais e multiplicamos todas as contribuigoes e+ de cada
segmento, ordenando-os ao longo do caminho. Em particular, se o ca-
minho for fechado, i.e., A; = Ay, a fun¢do de onda adquirird uma fase
ndo-abeliana vinda da equagdo (3.27), i.e.,

[WC]ba = Pexp (]{C(Ay)bud/w) (3-28)

O trago da equacdo acima é conhecida como loop de Wilson, a versdao
ndo-abeliana da fase de Berry. Para obter esta fase, tudo que fizemos
foi montar um sistema quantico com degenerescéncia ndo quebrada, des-
crita na equacgdo (3.19), e variar lentamente algum parametro externo. O
exemplo do efeito Aharonov-Bohm é ndo degenerado, por isso sua fase
é abeliana.
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3.5 A natureza do (A,)aw

A equagéo (3.19) descreve nada mais que uma mudanga de base |y, (t)) =
Ugc(t) |c(t)), onde U, é uma transformagdo unitdria em U(n). Agora
vamos obter a lei de transformacao do potencial vetor A(t) descrito em
(3.26) sob uma mudanga de base. Entao

w = (1) - (3-29)

Diferenciando |, (t)) em relagdo a d; para obter

Ot |$a(t)) = Uac(t) [ipe) + Uac [¢e(t)), (3-30)

e tomando o produto interno com (; (t)| = (4 (t)| Ul,(t) temos

= (Ph(B)]9a(t))
= (a(B) UL (O Uac (1) (1) ) + ($a (DU (1) Uclpe (1))
= B, (8) ($a (D)D) Uac() + U, (8) ($a ()] e(1)) U
= U:irbAcduaC( ) + :b(t)uac- (3-31)

Na forma matricial, temos
Al =uAut +uut, (3-32)

ou espago de parametros,
Al = UAU" + (9,U) U™ (3-33)

A lei de transformacdo em (3.33) mostra que A se transforma como
uma conexdo, pois a transformagdo é inomogénea, devido ao termo
(0,U) U'. Apenas olhando a equagdo (3.26), vemos que A depende
da escolha de uma base. Uma vez que U € U(n), um grupo ndo abe-
liano, esta conexdo é ndo-abeliana com valores na édlgebra de Lie u(n) e
carrega um indice de grupo, A = A", com a = 1, ..., n, onde t* € u(n)
formada pelos os geradores de U(n).
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3.6 O que é fisico?

Como A depende da escolha de uma base, espera-se que ele ndo seja
uma quantidade fisica mensurédvel em laboratério. Precisamos entado en-
contrar quantidades que sejam invariantes de gauge, ou simplesmente,
invariantes sob mudanca de base.

Uma quantidade invariante de gauge é o loop de Wilson. Para mostrar
isso, pegue uma linha de Wilson, ou operador de transporte paralelo,
definida por

W(A+e ) = et (3.34)

onde €/ = AA¥, uma diferencga infinitesimal entre o ponto A¥* e A¥ + ¥
no espago de parametros.
Uma vez que €/ é infinitesimal, temos

W(A+eA) =1+ Aue! +0(e?). (3.35)

Vamos agora determinar como a linha de Wilson se transforma sob uma
mudanga de base, no caso, nossa transformagdo de gauge. Usando
(3.33), temos

W(A+e ) — 14+ e"UA U + € (9, U)U". (3.36)

Lembrando que UU" = 1, entdo

W(A+eA) — UU + "UALU + e (9, U)U", (3.37)
— (1 +eMo)ulu’ +e'ua,u’.  — [(1+ el‘ay)l(l] u;)+ e"UA,U".
33

Usando que
U(A+€) = UML) + €9, U + O(e?), (3.39)

entdo podemos escrever (1 + €9, )U(A) = U(A +¢€). Substuindo em
(3.38), temos

W(A+eA) — UA+e)(1+e"A)UA), (3-40)

pois e#UA,, é de ordem ¢, entdo podemos fazer U(A) — U(A +€) com
um erro de ordem O(€?). A equacdo (3.40) é a versdo infinitesimal de

W(A+eA) — UA+e)W(A+e MU (3.41)
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A

\

1

Figura 3.1: quadrado de Wilson

Agora considere uma linha de Wilson finita, onde tomamos a soma
de N linhas em sequéncia como na equacgao (3.34), a partir do ponto A;
até o ponto Ay = €1 + ... + €n. A linha de Wilson total para este caminho
é

W()Lf, Aj) = W()Lf, )\f —en)- WA +e1+e,Ai+e)W(A; + e, A)).

Entdo, compondo vérias transformacdes de gauge para os segmentos
infinitesimais, temos que a linha de Wilson finita se transforma homo-
geneamente como

W(Ag, Aj) — UA)W(Ag, AU (A" (3.42)

Se fecharmos o caminho, ou seja Ay = A;, vemos que o loop de Wilson
We = Tr W(x,y) é invariante de gauge

We — We, (3-43)

devido a propriedade ciclica do traco.

Outra quantidade invariante de gauge que podemos definir é a cur-
vatura F,, do espago de parametro. Considere um loop de Wilson infi-
nitesimal, percorrido no caminho da figura abaixo

Sejam €7 e € os vetores infinitesimais nas dire¢des 1 e 2. Seja x o
ponto central deste quadrado que serd usado como argumento para o
campo de calibre. Comecando a multiplicar os caminhos de Wilson em
(3.34) no sentido antihordrio a partir do canto esquerdo do quadrado
como ponto de partida

Wo = Tr (e*iﬂAz(x*q /Z)BfiaAl(x+62/2)e+iaA2(x+€1/2)e+iaA1(xfe2/2)) .
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Tratando o campo de calibre como continuo ao longo do caminho e
expandindo em termos de a, obtemos

Wg = Tr |eiaAztia®d1Az(x)/2+0(€?) (3.44)
« p—iaA1—ia?dy A1(x)/2+0(e?) (3-45)
5 pHiaAx+ia%d1 Ay(x)/2+0(€?) (3.46)
o pHiaA1—ia¥ A1 (x)/2+0(€?) (3-47)

Usando a férmula de BCH e4ef = eA+B+ABl/24 para combinar as
exponenciais de (3.44) com (3.45) e (3.46) com (3.47). Usando a férmula
de BCH novamente para combinar os resultados, obtemos

Wo = Treti®(0142=02A1=i[Ay Ao]) 4+ _ y pia®Fio+- (3.48)

onde todos os campos sdo calculados em x. Em resumo, obtivemos que
a curvatura é dada pelo campo de forca

Fip = 014y — 02 A1 —i[A1, Az), (3-49)

ou em geral
Ey = 0,Ay — Ay —i[Ay, Ayl (3.50)

Note que o campo é ndo-abeliano por causa do comutador entre os
(3.26).

3.7 Interpretacdao do Loop de Wilson

O loop Wilson é um pardmetro de ordem para confinamento, relevante para
cromodindmica quéntica (QCD), uma teoria de calibre ndo-abeliana que
descreve a forga forte. O argumento é simples.

Seja um quadrado com dois lados paralelos a direcdo espacial x de
tamanho a e dois lados paralelos a diregdo temporal 7, 0 mesmo qua-
drado acima infinitesimal usado para achar F,,. Defina W, um loop de
Wilson neste caminho. Para T — oo, o valor esperado do loop de Wilson
escreve-se COMo

lim (Wo) = exp(~V/(a)7), (351

T—00
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onde V(a) é um potencial efetivo entre possiveis férmions de massas
infinitas localizados nos vértices do quadrado. Se o comportamento
asintético do potencial V' (a), i.e., quando a — oo, for proporcional a g,
ie., V(a) « a, entdo o valor esperado do loop de Wilson é proporcional
a exponencial da drea at do quadrado neste limite. O potencial V(a) ser
proporcional a a é indicativo de confinamento. Conclusédo: se o loop de
Wilson escala com a exponencial da drea, entdo a teoria é confinante.






Capitulo 4
Cadeia de spin XY

4.1 Introduzindo o Modelo XY

A cadeia de spin XY, doravante chamada de modelo ou cadeia XY,
descreve uma cadeia de N sitios ocupados por spins, com a sendo a
distancia entre os sitios e L = Na o comprimento da cadeia. Discutire-
mos neste capitulo possiveis condi¢des de contorno para o caso de uma
cadeia fechada, i.e., N+ j =j,onde j =1,..., N sdo os rétulos dos sitios.

A hamiltoniana de uma cadeia XY fechada sob um campo externo h
é dada por

J & [(1+y 11—

HAY =51 | ) g+ |~ ) ofofa+he|, @)
onde (7]91, a = x,Y,z, sdo as matrizes de Pauli no j-ésimo sitio. Para sitios
distintos, i.e., j # k, essas matrizes satisfazem

[‘7;1/‘71?] =0, (4.2)
enquanto para um mesmo sitio, j = k, elas satisfazem
{of,07} = 25", (4.3)

Unindo as equagdes (4.2) e (4.3) em apenas uma equagdo, temos

abc

[0f, 0] = 2i6e™ 0. (4-4)

65
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h IsInG

“Disordered’

* “Ordered’

Figura 4.1: Diagrama de fase da cadeia XY [7]

Fixaremos a condi¢do de contorno periddica® para os operadores de
spin, i.e., UI‘{] 1= 0. O parametro | é uma constante de acoplamento

global que divide a teoria em ferromagnética, ] = —1, ou antiferro-
magnética, | = 1. Quando | = —1, o vécuo, configuracdo de menor
energia, possui todos os spins alinhados,

GS,] = ~1) = [11...11), (4.5)

portanto, a magnetizagdo média (M) # 0. Jd no caso antiferromagnético,
no estado de vacuo os spins se antialinham em relacdo ao seus primeiros
vizinhos,

GS,J=+1) = [t} ... 11), (4.6)

resultando em uma magnetizagdo média (M) = 0.

O 7 é o parametro de anisotropia nas dire¢des x, Y, como um campo
elétrico interno nessas direc¢oes e & é a intensidade de um campo magné-
tico externo. O modelo XY é relevante porque engloba outros modelos
famosos como o modelo XX, quando y = 0, e o modelo de Ising, quando
v = 1. O diagrama de fase do modelo esta ilustrado em (4.1)

Efeitos de borda em geral sdo descartados no modelo XY, baseado
no argumento que eles sdo irrelevantes no limite termodindmico, onde

"Note que porderfamos ter escolhido uma condigdo de contorno quasiperiédica.
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N — oo, L — oo com N/L fixo. Existe também o limite do continuo,
onde N — 00, 2 — 0 e L = Na fixo. Neste limite, os efeitos de borda
sdo cruciais. Um dos objetivos deste capitulo é estudar as diferentes
condigdes de contorno que aparecem para um ndamero finito de sitios,
ou seja N < oo, para em futuros trabalhos podermos tratar do limite
continuo.

4.2 Hamiltoniana XY e Operadores Escadas

Os estados |+, ), ou seja, |T) ou ||) no j-ésimo sitio, sdo autoestados do
operador (7]:2,

o; |£,7) = £1£,j). (4.7)
Podemos definir os operadores escadas (T].jE como
oF +io!
£ _ ] j
0}' - 2 * (4‘8)

Esses operadores escadas agem nos vetores |+, j) como

=) =), o g =),

. . (4.9)
o' |+.j) =0, o |=j)=0.

Entao
(c5)? =0, V|+)). (4.10)

Vamos escrever a hamiltoniana (4.1) em termo dos operadores esca-
das. Invertendo a relacao (4.8), temos

(7] = (7 +(7 , (4.11)
o) = —i(cm — o), (4.12)
] ] )
entao
oiot,, = oo +(7 0yt 00 o (4.13)
] 71+ j Ui+l j+1 +1 ]+1' :
y.y + ++ +
0l == (0] 0y — 0 o — oy o o o). (4.14)
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A hamiltoniana resultante terd uma parte com termos de fronteira
Hr e termos de 'bulk’” Hp, tal que

H = HB + HF/ com (415)
CIN e - — tot ey o

Hp = 2 ; [(U] Oi1+ 05 ) T (0 07 + 0 Uﬁl)] +7]§0~,

Hf = % ooy +oyoy +v(ogoy +oyer)], (410)

onde foi usado que os sitios sdo independentes, de forma que
o7, 0] =0. (4.17)

Para um mesmo sitio, temos as relagdes

{or,0) =1, (4:18)
(0-1':':)2 = 0 (419)

4.3 Transformacao de Jordan-Wigner

Os operadores (4.8) agem no espectro de energia de um sitio. Queremos
analisar o problema do modelo XY do ponto de vista do preenchimento
dos sitios, portanto, em termos do espectro de ntiimero de particulas.
A base serd descrita pelo nimero de ocupacdo dos sitios, autoestados
do operador ntiimero N;. O estado |0, ]) representa o j-ésimo sitio de-
socupado, e |1,]) representa o j-ésimo sitio ocupado por um férmion.
Precisamos entdo de uma hamiltoniana escrita em termos de operado-
res fermidnicos que satisfacam

{gi i} =0, {9l vl ={p; 9} =0 (4.20)

O problema continua o mesmo, sendo portanto uma questdo de abor-
dagem. Atacar o problema com técnicas de segunda quantizagdo é mais
eficiente, principalmente na hora de diagonalizar a hamiltoniana (4.1).

Para reescrever a hamiltoniana (4.15) em termos de operadores que
satisfacam (4.20), precisaremos da transformagio de Jordan-Wigner. Esta
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transformacao relaciona os operadores de spin (Tj.i com operadores fer-

midnicos sem spin ¥;, l[);r via
B R R
(7], — T ¥ 1’[]], a]."" = ¢;elnzl:1 iy (4.21)

O operador niimero no j-ésimo sitio pode ser escrito como

N; = ¢/ y; (4.22)
N;[0,j) =0, (4.23)
N;[1,j) =11,j). (4.24)

A acdo dos operadores 1/}}r e 1; na base de autoestados do operador
ndmero é dada por

$H0. ) =1L7),  wiLj) =10),

¢ [1j) =0, ¥;10,j) =0. (4-25)

O |0,j) é aniquilado pelo operador y;, portanto é o estado de vicuo do j-
ésimo sitio. O operador v,lJ]J.r cria uma excita¢do (ou particula) no j-ésimo
sitio a partir do vacuo. Como dois férmions ndo podem ocupar um
mesmo estado, ndo podemos tentar criar novamente um férmion num
sitio ja ocupado, logo 1/); aniquila |1, ).

Como [N;, Nj] = 0, podemos fazer

. ej1 =1
AT YT — Hezmﬁ ¥ (4.26)
=1

Expandindo em série a exponencial,

AT — 1 4 i (i70)" (9] )"

o , (4-27)

n=1

e usando as relagdes de anticomutacao em (4.20), temos

viply =9l A—yfvpi=viyr = ()" =9y, neN.
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Portanto, a exponencial (4.27) fica

(in)"

AT — q + l/);-LPl Z -,
n=1 ’

=149 (€™ - 1),
=1-2¢/y.

Os elementos de matriz do operador (4.28) nesta base sdao
1 0
(1 — ZIP;-QIJ[)M, = (0 _1> = O'IZ.

A transformacdo de Jordan-Wigner fica entdo mais clara,

_imypty; to
U]-Z—e =129,

R j—1
U'],_ :ean;zllp;.lpllljj,: (HUIZ> ll]],
=1

I=1

. oj-1 1 =
(7]4_ _ 61712511 1/’;‘1/1190]'.]',: 170; (H(le> = (H(TZZ> w;
I=1

(4.28)

(4.29)

(430)

(4.31)

(4-32)

Substituimos agora as expressdes acima na hamiltoniana (4.15). Por
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exemplo, um dos termos fica

o )
e

=y} of 9l para  (07)=1,i<]j
=i (1 =29 )9l
=yl

Repetindo o procedimento acima para os outros termos da hamiltoniana
Hpg, encontramos

Fot = v (4-33)
Ot = Yy (4-34)
APE LI (4-35)
07 0 =Pl (4-36)

A parte de bulk da hamiltoniana (4.15) fica

]N—l

LY [(stpsa+ wfiaws) +7 (95900 + vy000y)]

j=1

Hp =

hN
+ ]— — Jh Z Yi ;. (437)
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Para os termos de fronteira, lembrando que as condi¢des de contorno
sdo periddicas on+1 = 01, e definindo

N , , N
Ty = [Jof = Bt = 7Qv, gy =Y ply, (4.38)
=1 I=1

temos

+ 4+t o+
OUNINt1 = ONTq

N-1
=<ﬂ#>%ﬂ
=1

> oot
= H‘le on UNYT
=1
= Tn o5 PNYT

= Ty (1—29§¢n) PNY1
= Tn PR 1. (4-39)

ONON41 = ONOp

N-1

B I AE N
=1
N

=117 | o ¥n1
1=1

= Tn 0% PNP1

= Tn (1 —2¢%9n) ¥nthr

= —Tn P19¥N- (4-40)
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+ - _ z .t
ONON+1 = IN 0N Pnin

= Ty pN¢1. (4-41)

- "
ONONt1 = IN ONYNY

= —Tn P{9Pn. (4-42)
A parte de fronteira da hamiltoniana (4.15) fica

Hr = L Ty [(whon + o) +o (vl +oaon)] Gad)

Estamos interessados em estudar a expressdo (4.43). Usualmente na
literatura, este termo é descartado.

4.4 Conservacao de 'Paridade’
Quando 7 # 0, a hamiltoniana total
H = Hp + HF (4-44)

nao comuta com 0%, i.e.,

[H,0%] # 0, (4-45)
ou seja, o namero total de férmions ndo é conservado, porque (7]:2 eo
operador N; estdo relacionados pela equagao (4.30), logo

[H,Nj] #0 ou [H,Qn]#0. (4-46)

Porém, como os férmions sdo criados em pares de particula e an-
tiparticula, o que é conservado é a "paridade’ do nimero de excitagdes
(ntimero par ou nimero impar). Quem conta esta paridade é o operador
Tx definido em (4.38). Logo, ele comuta com a hamiltoniana total

[H, Ty] = 0. (4.47)



74 CAPITULO 4. CADEIA DE SPIN XY

4.5 O Operador Ty e a 'Paridade’

Lembrando que Ty = H}il T;, onde T; = (1 — 21p;-r1/)j), a agdo deste
operador na base é
(1=29]y;) [0,) = 10,j), (4-48)
(1=2pfy) |1,)) = — |1, ). (4-49)
Entdo, quando
1. o0 autovalor de T; for 1, o sitio estd desocupado;
2. o autovalor de T; for —1, o sitio estd ocupado.

O operador Qy pode ser chamado de niimero de férmions. Podemos entdo
escrever o operador Ty como

Ty = (—1)9v. (4.50)
Quando
Onvpar = TIn=+1

Qn impar = Ty=-1

Queremos escrever a hamiltoniana (4.44) de uma maneira mais sim-
ples, mas Ty contribui com um sinal + na hamiltoniana (4.43) a de-
pender da ‘paridade” de Q. Assim, impomos condi¢es de contorno
apropriadas para os operadores fermidnicos y; e gb;.r ,

Tn=+1 = ¢Nn=—V, (4.51)
Ty =-1 = YirN = ¥j, - (4-52)

Para tratar dos termos de fronteira em (4.43), basta usar as condi¢des
de contorno em (4.51) ou (4.52). A hamiltoniana (4.44) pode ser escrita
numa forma mais simples,

H= % i [(Wherer +95aty) +7 (790 + wrawy) — 209]y;]
£

JhN

+ (4.53)
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com as condi¢des de contorno (4.51) ou (4.52).
Uma vez que le\] = 1, podemos construir projetores e separar a teoria

em dois setores,

1-Tn,,_

1+ Ty
———Ht+ —H (4-54)

H =

onde H = Hg + Hr. O H' é a hamiltoniana do setor pare o H™ é a
hamiltoniana do setor impar. Note que a existéncia de Ty independe da
condigdo periddica inicial para os operadores de spin.

4.6 Diagonalizacao da Hamiltoniana

Agora vamos diagonalizar a hamiltoniana (4.53). A cadeia de spin tem
tamanho fixo L, N sitios e o espagamento entre eles tem tamanho a4,
logo L = Na. A teoria quantica de campos é construida no limite do
continuo, N — o0,a — 0,L = Na = constante®>. Podemos expandir os
campos em ondas planas

Ldp .
P(x) = A % '’ by, (4.55)

onde b, sdo modos ferminonicos, ou seja, destroem uma excitagdo fer-

midnica com momento p. A funcdo delta de Dirac é escrita como

Ldp .
dx—y) = | %ew("’”. (4-56)

Uma pergunta:

Como escrever os operadores ;, I,D;r em expansio de modos, num espago
discreto como uma cadeia?

Simples: basta falar em somatoérios ao invés de integrais. Assim,

Caso continuo Caso discreto
tp(x),yig 0, L] | p(x;)=v;, i=1,..,N
1 N
fO Fr')( vaN 2](:1

2Nao confundir com o limite termodindmico, N — oo, L — o0, L/ N = constante.
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Expandindo os operadores em modos normais usando a regra da
tabela acima, temos3

1 kia N-1 N-1
==Y kit << .
Pj ’_aN; K 5 5 (4.57)

1 .
T _ —1kn]ab+ 8
e . .
1/]] EIN; kn (45)

A transformacédo inversa é

N
a o .
bu = be, = \/ ;L Hnjt 1y, (4-59)
j=1

N
a . .
by =0, =/ N ) et pl. (4.60)
=1

onde k; é obtido utilizando as condi¢des de contorno corretas para cada
setor.

Usando as relagdes de anticomutacdo dos ¢’s, inferimos que os b’s
também sdo operadores fermidnicos, i.e.,

{by, by} = {b},b}} =0, (4.61)
{by, b1} = a 6, m. (4.62)
4.6.1 Setor Par
No caso par temos Ty = —1, a condi¢do de contorno é antiperiddica,
Pnj =~ =Y. (4.63)

Entao

1 o 1 o ,
PN = W; oikn(j+N)a b, = — ; oiknja giknNa b, = e”Tl/)]-. (4.64)

Para que a relagdo acima seja satisfeita, e’*"N* deve ser igual a €™, entao

ksNa=m+2nn = k,= 2% (n + %) . (4.65)

3Supomos sem perda de generalidade que N é um ntimero impar.
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4.6.2 Setor Impar

No caso impar temos Ty = 1, a condic¢do de contorno é periddica,

PN+ = Y (4.66)

iky(j+N)a Z eiknjaeiana bkn _ 4]] (4.67)

¥ e -
P = 7 L = Nk

Para que a relagdo acima seja satisfeita, eknNa Jeve ser igual a 1, entdo

2
koNa =2nmw = ky = % (4.68)

Resumindo os dois setores numa tinica equagdo

27 p
b= (n+3), (469)

onde

P =1, se a condigdo de contorno é antiperiédica,
P =0, se a condi¢do de contorno é periddica.

A partir da relacdo de completeza dos estados, podemos escrever a
delta de Kronecker como

21 P
Ze (kn =k ) = Né, k,, com k, = ~ (n + E) . (4.70)

Usando as expansdes acima, podemos reescrever a hamiltoniana (4.53)
em termos dos operadores by, b};. Assim, o termo de Hoping e do campo
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magnético externo ficam
1

Z(% Yio1+ Pl — 2yl ;) = o~ Z y [e—iknja eon(i+1)a ptp,
j

] m

3

4 o~ ikn(j+1)aikja b;;bm _ 2he—iknja pikmja b,ﬁbm]

1 [ i(ky—k
- = Z —i(kn—kn)ja zkma b'l'b
aN o

+ e~ inkn)in p=tkut php,  ope=itki—kn)ja plp,,

le—\

(O €57 Db+ Oy, €0 By — 200y, b

n,m

QI)—\

= % (e® + e —2n) b,
n

]
_2 Y (cos(kna) — h)biby
e -1

2

n=-—

1
— E(cos(koa) — ) (b b, + b7 b_i,)

(N-1)

Y (cos(kna) — 1) (B + b by).

n=1

_|_

QN
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Z(IP] lp]—|—1 + lp]-i-llpj

z\“

n,m

Z [—1kn]a —ikm (j+1)a b+b;l1'1
]
b

_|_ezk,,(]+1)u ik ja b, ]

1

aN o

Z [ —i(kn+km)ja ,—ikpa b;b;
]

+ ei(kn+km)]a ezkna bnbm}

:ul»—\

Ok € LB, + 0,k € by |

n,m

&IH

Z ( zknab;l/;b'l;n + eiknabnb_n>
n

N-1)
1 &
== Y e pibt, +buboy)
a =
1 ikoa +
= "o (bf BTy + bib )
(Ngl)
1 . |
o Y O+ babow) + e (bF 0]+ boby)
n=0

(-

i . 20 &
= - sin(koa) (bf b' ;. + beyb—i,) + — Y sin(kqa)(bibT, + bub_y).
n=0

Quando kg = 0, b;go, b‘:ko criam o mesmo estado e by, b_y, destroem o
mesmo estado, logo

sin(koa) (bf by, + b_k,b—k,) = 0.
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Quando kg # 0, temos que b+0, bt ko 110 criam o mesmo estado e by, b_g,
ndo destroem o mesmo estado, logo

sin(koa) (by bT . + be,b_g,) # 0.

Definindo b_,, = d;, b‘:n = d,, nas equagdes acima*, obtemos

WN ] -
H=10 12 [(cos(koa) — ) (b}, by, + df, diy) + iy sin(koa) (b dy, + bkod,to)]
(N-1)
+ é Y~ [(cos(kna) = ) (blbu + dudh) + iy sin(kua) (bl + buel}) |
n=1

Resumindo, a hamiltoniana é a soma de 3 termos
H = uN + Hy, + H. (4.71)

O termo uN = JhN/2 funciona como um potencial quimico, ja sendo
diagonal. A Hj, é um termo especial que serd tratado mais adiante,
chamado de hamiltoniana do modo zero. A expansdao em modos diagona-
lizou parcialmente a hamiltoniana H. Note que o fato de v # 0, faz
aparecer um termo que mistura operadores b’s e d’s. Para diagonali-
zar este termo, temos que introduzir novos operadores de férmion que
sdo combinagdes lineares dos operadores b’s e d’s. Sdo chamados de
operadores de quasiparticula.

4.7 Operadores de Quasiparticulas

Colocando H na ordem normal,

2
H= g Y [(cos(kna) — h)(bYb, — did, + a) + iy sin(k,a)(bld, — dib,)

40 operador b' , cria uma particula com momento negativo, equivalente a destruir
uma antiparticula com momento positivo. Analogamente, b_, destr6i uma particula
com momento negativo, equivalente a criar uma antiparticula com momento positivo.
Por isso, d, e d}, significam operadores de destruicido e criacdo de antiparticula, res-
pectivamente.
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Podemos definir ¥} = (b}, d}), tal que

QI\

2
Z (4.72)
com a matrix H, do n-ésimo modo definida por

H, = (cos(kna) —h iy sin(kya) h)) '

—iysin(kya) —(cos(kqa) — (4.73)

Nosso trabalho agora é diagonalizar uma matrix 2 x 2! Os autovalores
da hamiltoniana H,, sdao

e(ky) = ]\/(h — cos(kua))? + 42 sin?(k,a). (4.74)
A transformacéo que leva ¥,, vetor original, em @} = (x} 1),
autovetores de H,, é a famosa transformagio de Bogoliubov
b\ [ cosv, isinvy\ (Xn
(dn> B (—isin Vy COSVjy M)’ (4.75)
com o angulo de rotagdo v, dado por
v sin(kya)
tan2v, = —————. .
L = - cos(kya) (4.76)
A hamiltoniana fica entdo escrita como
1 1 Z
H = o (E* (ko)ack i + E™ (ko) ity ) + Z {E* (kn)xhn + = (ko) }

4.8 O Modo Zero
4.8.1 Setor Par (kg # 0)

A hamiltoniana do setor par diagonalizada tem a forma

N-1

e(k 12
Ht — (2110) (ko Xky — iy k) + - Y e(kn) {)dxn — 17,‘;17,1} . (47)
n=1

5No mesmo espirito, x—n = 7} e x*,, = 1n
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com P = 1 em (4.69). O operador X/, cria um estado de quasiparticula
e o operador ) cria um estado de quasiantiparticula. No caso par, nao
existe modo zero, um estado que possui momento kg = 0. Isso acontece
por causa do P = 1, tal que

kg = an (0 + %) # 0. (4.78)

O estado de vacuo é vazio de quasiparticulas. Ele é aniquilado por
todos x, e 1}, i.e.,

xn|GS), =0, 51|GS), =0, n=0,.,(N-1)/2, (4.79)

ou seja, € um estado em que ndo se pode destruir quasiparticulas e ndo
se pode criar mais quasi-antiparticulas.

4.8.2 Setor Impar (kg = 0)

Comparado com o caso anterior, podemos notar aqui uma diferenga
crucial. Ndo existe componente n = 0 no termo multiplicado por 7y da
hamiltoniana. Entdo vamos separar esta componente

2

H = ( bobO a Z {Xan - 77;7711} ’ (4-80)

Q |~

com P = 0 em (4.69). Quando n = 0, H~ possui um modo zero! Basta

ver a partir de (4.69),

ko = ? =0. (4.81)

Portanto, existe um estado com momento kg = 0.
O angulo de rotacdo da transformacdo de Bogoliubov é dado por
(4.76)
sink;,a

tan2v,;, = ————.
" h—coskya

(4.82)

Quando n = 0, v; = 0, ou seja, o modo zero é invariante sob a transfor-
magao de Bogoliubov,

Xo = bo. (4.83)

Temos agora que dividir em dois casos:
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1. Quando h < 1, campo externo fraco

J(1—h) = €(0), (4.84)
1 + 1 (N2 t t
H = 56(0)7(0%0 +- Y. e(kn) {xnxn - Wyn}, (4.85)
n=1

2. Quando h > 1, campo externo forte

J(1—h) = —€(0), (4-86)
1 (N-1)/2
H = —EG(O)XEJFXO +- ), elka) {Xlxn - nfmn}- (4-87)
n=1

O estado de vacuo de quasiparticulas deveria ser aquele estado ani-
quilado por todos x, e 7}, i.e.,

xn|GSY_ =0 uh|GSY_ =0, n=1,.,(N-1)/2. (4.88)

Porém, esse estado ndo é permitido porque o setor impde namero impar
de excitacdes. Entdo o verdadeiro vacuo desse setor é

IGS)_ = x{|GS")_ =b{|GS")_. (4.89)

Note entdo que o modo zero é necessario para que haja consisténcia.

4.9 Estado de Vacuo Dissecado

4.9.1 Energia do Estado de Vacuo

A energia do vacuo é dada por
H*|GS), = E5 |GS), . (4.90)
No caso par, temos que a energia do vécuo é

(N-1)/2
Ef = ), e{% (n—l— %)} (4.91)

n=0



84 CAPITULO 4. CADEIA DE SPIN XY

No caso impar, temos que a energia do vacuo quando h < 1

(N-1)/2 (N-D/2 /5
Ey =JA—-h)+ Y eks)= ), €<T> (4-92)
n=0 n=0

No limite termodindmico, Ear = E, para h < 1, i.e,, o estado de
véacuo é degenerado. Vamos investigar como a diferenca entre estes
dois vacuos se comporta quando N — co. Expandimos a diferenca das
energias em poténcias de 1/N,

(N=1)/2
£ £ - {[2—”( )| -}
N N
2d {27‘[ ]
= e—n—l—x
nO dx
712(N D22 rog
— —e—(n+x)} + -
N2 = dx? {N £=0

= (%) , (4.93)

NR € 27 (n+x)
dx | N

Isso significa dizer que a diferenca entre as duas energias decai mais
rapido que a excitagdo de 1-particula e constitui uma degenerescéncia de
origem termodindmica. Claramente, quando & > 1 esta degenerescéncia

desaparece. Entdo a transigdo de fase 1 = 1 é a transi¢do de Ising entre
um vécuo Z; quebrado espontaneamente e um simétrico.

x=0

_|_

uma vez que

=0. (4.94)

x=0

n=0

4.9.2 Niveis de Energia

Vimos que o vicuo é degenerado no limite termodinadmico. Vamos agora
mostrar que cada nivel de energia permitido pelo sistema é degenerado
parah < 1.

Para isso, vamos escrever as possiveis energias do sistema, o espectro
da teoria, comegando pelos possiveis estados do espaco de Fock.
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|0) = |GS) ko) = x& |GS)
k) = x}|GS) Ikok) = xdxt|GS) os)
kik2) = Xt xi, IGS)  |kokik2) = x{xi At |GS) 495

Essas sdo todas as combinagoes possiveis. Temos que verificar quais
delas sdo fisicas. Para isso, devemos lembrar que a hamiltoniana do
problema inicial tinha uma simetria,

[H/ TN] =0, (4'96)

ou seja, conservagdo da "paridade’ do ntimero de excita¢des. O espectro
entdo fica dividido em autovetores com autovalor +1 em relacdo a Ty,

1. |ky - - -ky41) tem autovalor + porque 2/ 4 1 é impar,
2. |ky - - - ky;) tem autovalor — porque 2! é par.

Alguns estados ndo sdo fisicos. Lembrando que o modo zero é con-
siderada uma excitagdo de particula , temos

Estado Tn | Setor | Tipo de estado
|GS) +1 | Par Permitido

x5 |GS) —1 | Impar Permitido

X1 |GS) —1 | Impar Permitido

xX5xT|GS) +1| Par | N&o Permitido
X}ng XZZ |GS) | +1 | Par Permitido
xS le )(Iz |GS) | —1 | Impar Permitido

O estados criados a partir do modo zero com autovalor de Ty igual
a +1 ndo sdo permitidos, pois x{ ndo faz parte do espectro de H*. Os
estados fisicos dos setores e suas respectivas energias sdo

Setor par
Estados Energia
GS), By
Xt 1GS). | Ef e[ (g+3)] +e[% (7 +1)]
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Setor impar (h < 1)

Estados Energia
IGS)_ = x§1GS)_ Eqy
XH1GS') Eq +¢€(0) + ¢ [%4]
X GS), | Eg +el0) e (3] +e (7]

Setor impar (h > 1)

Estados Energia
GS)_ = 131G Ey +<(0)
Xq’GS >f ) E0 +€£qu] 5
XaXgXy1GS') | Eq +e[Frq] +e[Fa] +e K9]

Concluindo, vemos que para i < 1 os niveis do espectro de energia
sempre aparecem em pares. No limite termodindmico, todo nivel de
energia permitido é degenederado com uma contribui¢do de cada setor.

4.9.3 Funcao de Particao do Modelo XY

Vamos escrever agora a fungdo de partigdo do modelo. O Qx é o namero
de estados de quasiparticulas (logo, de férmions) da cadeia. A fungdo
de parti¢do canonica é

Zgy = Tr e FHox, (4.97)
onde
N—1
Hg, = Z e(ky) n(ky), (4.98)
n=0
N—-1
Qn =Tr n(k) = Y n(kn), (4-99)
n=0

sendo n(k) o namero de particulas com momento k. O trago é tomado

na base de quasiparticulas, de tal forma que as hamiltonianas H SN
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N-1
HY, = nZ_O € [% (n + %)} n(ky) (4.100)
N-1
Hy, = ng) € (%n) n(ky), h>1 (4.101)
_ N=t /on
Hg, = —€(0)n(0) + k; € <Wn> n(ky), h<1 (4.102)

O conjunto {n(k,)} g, é o conjunto de todas as possiveis configuragdes
do estado [n(ks|QN)) = |n(ky), ..., n(kn)) sujeito a YN P n(k;) = Qn.
Equivalentemente, dado um Qy fixo, {n(k;)}o, é o conjunto de todas
as possiveis particoes de Qn, ou seja, uma sequéncia finita de inteiros
n(k;) tal que Zfiﬁl n(k;) = Qn.

A funcdo de parti¢do agora pode ser calculada

Zoy =Tr e PHN — Z e PE(kL- k) (4.103)
kpokn
com
N
E(k1,...kn) =Y _ e(ki)n(k;), (4.104)
i=1

onde mudamos o indice para facilitar a contagem, explicitando os sitios
€ nao 0os momentos.

A funcdo de particdo do ensemble grande candnico consiste em reti-
rar o vinculo de ntimero fixo de particula. Iremos somar sobre todos os
numeros possiveis de Qn. Como estamos lidando com férmions, entdo
o nimero maximo Qn = N, a cadeia toda ocupada. Entdo considerare-
mos a soma ponderada

N
Z = Z ZQNZQN, (4.105)
Qn=0
onde z = ¢P¥ é a fugacidade e u é o potencial quimico (a superficie de
Fermi ou energia do vécuo), logo z9N sdo os pesos apropriados para
cada Qy fixo. Abrindo a soma, substituindo Zg,,, obtemos

N
7 = Z 2 ePrEin(ki) ,—BXin(ki)e(ki) _ Z Z H (e—ﬁ(e(ki)fy)>

Qn {n(k)}oy Qn {n(k)}oy i=1

n(k;)
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Note que
N

Y Y =3, (4.106)

Qn=0{n(k)}qy  {n(k)}

onde no lado direito da equagdo, consideramos todas as configuragdes
sem restri¢des (lembrando que o nimero méaximo possivel de excitagdes
é N). Portanto

N
7 = He_ﬁ(e(kl)_?’l)n(kz)
{n(k)}i=1
— o Blelky)—p)n(ky) ,—PB(e(ka)—p)n(kz) o Blelkn)—p)n(kn)
n(ky) n(ka)
— o—Ble(kr)—pu)n (k) Z e Ble(kr)—p)n(ka) . Z o~ Ble(kn)—p)n(ky)
n(ky) n(kz) n(kn)
N
— H e_ﬁ(e(ki)_‘u)n(kl) (4107)
i=1n(k;)
Resumindo
N
7 — H e Ble(ki)—m)n (ki) (4.108)
i=1n(k;)

O numero n(k;) para férmions s6 pode assumir dois valores: ou 0,
i.e., sitio desocupado; ou 1, i.e., ou sitio ocupado. Portanto

Z e~ Bletk)—mn(ki) — 1 4 p=Ble(ki)—p) (4.109)
n(k;)

A funcdo de particdo fica
N
7 = H(l + efﬁ(e(ki)f,”)). (4.110)
i=1

Em nenhum momento da construcdo acima fizemos mencgéo ao fato
que o modelo XY tem dois setores. A fungdo de particdo Z nao discri-
mina namero par e impar de férmions. Assim, definimos a funcdo de
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particdo do setor par como

7zt = Ze—ﬁET (4.111)
g BED | BB el (k) BB +ell ety +elhg+elkny)) 4 ..

2 4
— e PEC |14 [ e Petbn) 4 TTePelkn) ...
i=1 i=1

ou seja, sdo produtérios com ntmero par de termos. No setor impar,
temos

7 = Ze_IBEi_ (4.112)
_ o PEy | o B(Eg telkny)) 4 o B(Eg telkny)telhny)te(kuy)) 4 . (4.113)

3
— o BEy | p—Pelkny) +He*l3€(kni) 4+, (4.114)

i=1

ou seja, sdo produtérios com niimero impar de termos.

Para levar esse fato em conta, basta notar que

(1+a)(1+b)+(1—a)(1—0b) =2(1+ab), (4.115)
(14a)(14+b)—(1—a)(1—0b) =2(a+D), (4.116)

ou mais geral,

N N
[T +a;)+]]Q—a;) = 2(mondmios de grau par)
i=1 i=1

N N
[T +a;) -] ] — a;) = 2(mondmios de grau impar).
i=1 i=1
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Entdo a fungdo de parti¢do total, parah <1, é

Z=7Zt+7"
1 + | N 2 1 N 2 1
— E(3—/3150 1}1(1 + e—/ﬁe[w(nwtf)}) + E(l _ e—ﬁe[w(nﬁ)])

o2 e (8 [52]) - T (e [2]) ).

O caso h > 1 é direto.

4.9.4 Funcgoes de Correlagao
O estado de vacuo |GS), = |0) dos estados de quasiparticulas é defi-
nido por

Xn10) =0 1;]0) =0, (4-118)

i.e., 0 vacuo convencional. As correlagdes dessa teoria sdo facilmente
encontradas,

(0] X4 10) = Grm, (4.119)
(0] xhxm 10) =0, (4.120)
(O] xnxm [0) =0, (4.121)
(0] X3 10) =0 (4.122)

Equivalentemente para os 7’s.
Quando fazemos a transformacao inversa, podemos achar as fungdes
de correlagdo em termo dos operadores de férmions, tendo

by = cos vy Xn + sinvyi,. (4.123)
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As fungdes de correlagdo ficam

(0] Yl Py [0) = sin?(vy;) 8 m, (4.124)
(O] utps [0) = cos?(va), (4.125)
(O] P |0) = — cos(vy) sin(vy)d—nm, (4.126)
(O] lpnlpm |0) = cos(vy) sin(vu)6—nm (4.127)

Préximo passo é calcular estas fungdes de correlagdo para a cadeia de
spin original

Ol = (0lof oy, |0)  a=x,y,z. (4.128)
Expressando essas correlagdes em termo dos operadores escada
i = (Ol(]" + 07 ) (0 + 03 |0> (4.129)
P‘;/m == <O|(‘71Jr -0 ) (0 — 07)10), (4.130)
Olm = <O’(1 - 2‘71+‘717)(1 - Z‘Tntaiﬁ)|0> . (4.131)

Nao sabemos como os operadores de spin 0]?1 agem no estado |0), mas sa-

bemos como os operadores fermidnicos 1; agem. Usando a transformagao
de Jordan-Wigner para escrever as fungdes de correlagdo em fung¢do dos
operadores fermidnicos, temos

Pim = 0l(o7" + 07 ) (e +0,,)[0), (4.132)
m—1

= 0] (9] + ) [T (o) (¢}, + ¢m) 0), (4-133)
1=l

= (0] (¢ + ) ﬁ (1= 2411 (9h, + ) [0) . (4134)
=]

Porém

L=2gfyi= (9 + o) (9T - i) == (9 =) (W +91), @139

entao

m—1

ok = O (f =) TT (w5 +w:) (¢F =) @h+ ) [0)  (4136)

i=[+1
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Agora defina os operadores

A =9+, (4.137)
Bi = ¢ — . (4.138)

Podemos escrever as fungoes de correlagdo como

o1 = (0 |B; ( H A; B) Am| 0), (4.139)

i=I+1
O = (= 1m10|A1<HAB>Bm|0 (4.140)
i=l+1
Oim = (0 |A1BiAwByu| 0) . (4.141)

Podemos usar o teorema de Wick para expandir esses valores esperados
em termo de fung¢des de correlagdo de 2-pontos. Notando que

(0[A;A|0) = (0|B;Bw|0) =0, (4.142)
podemos escrever pj, como

Pim = (0[A;By]0) (O[AyBy|0) — (O] A;Bn|0) (0| AnB,|0) (4-143)
= H*(0) — H(I —m)H(m —1) (4.144)

onde

1 /27 dg .. ..
H(m—1) = (0 |BjAn| 0) = 5/0 % elvs ¢lm=1), (4.145)

A integral é a transsformada de Fourier das fungdes de correlagdo (4.127).
A licdo aqui é que podemos escrever as correlagdes entre os spins como
determinantes de matrizes m — [ x m — |

. l
o, = det|H(i — j)[}= " (4.146)
o1, = det |[H(i — )|] o (4.147)

Estas matrizes sdo especiais. Suas entradas dependem apenas da dife-
renca entre os indices da linha e da coluna, tal que tenham o mesmo
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elemento na diagonal. Portanto,

H(-1) H(-2) - H(—n)
H(O)  H(-1) --- H(1—n)
Oy =p ()= | HO  HO) - HZ-n) (4-148)
H(n—2) H(r.z—3) H(-1)
H(1)  H(0) H(-1) H(2 —n)
H(2) H(1) H(0) . H(3-n)
ol =p¥(n) = H(3) H(2) H(1) - H(4—n)| (4.149)
H(n) H(n—1) H(n—2) --- H(1)

onde n = m — [. Matrizes como (4.148) e (4.149) sdo conhecidas como
matrizes de Toeplitz. Existe uma vasta literatura dedicada ao estudo do
comportamento assintético dos determinantes de Toeplitz. Para o Modelo
XY, é relevante entender que o comportamento assintético para fungdes
de 2-pontos H(m — ) a temperatura zero depende do pardmetro

N h+\/vy*+h%—-1
= :

1+

(4.150)

Destes resultados, podemos extrair uma melhor interpretagdo das dife-
rentes fases do modelo.

1. Para h > 1, temos uma fase desordenada, uma vez que ndo existe
magnetizacdo ao longo da diregdo x. Nesta regido, os A’s sdo reais.

2. Para || < 1, o modelo estd numa fase ordenada, com uma magneti-
zagdo my. Os A’s continuam reais.

3. Para h? + 9% < 1, ambos A+ adquirem uma parte imaginaria e se
tornam complexos conjugados um do outro. A funcdo de correlagao
entdo adquire um carater peridédico. Esta fase é chamada de osci-
latéria.
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4.10 Apéndice 1 - Matrizes de Toeplitz

As matrizes de Toeplitz sdo matrizes n x n

T, = <tk,]-; kj=01,.,n—1t;= tk_j> , (4.151)
i.e., da forma
to  fo1 fo t_(n-1)
th to ft-1
T,=| t2 t to : (4.152)
th—1 to

O resultado mais famoso das matrizes de Toeplitz, e relevante para o
problema do modelo XY, é o teorema de Szegd para sequéncias de ma-
trizes de Toeplitz {T,,}. O teorema é sobre o comportamento assintético
dos autovalores {7; ; i,=0,1,2,--- ,n — 1}, com n — co. Este teorema
requer uma série de condicdes a serem satisfeitas, incluindo a existéncia
da série de Fourier de uma funcdo f com coeficientes t;, relacionados

por

Z Tkeik/\, A€ [0/277—']/ (4.153)
k=—c0
e L [T F(A)e g (4.154)
=57 ), : 4-154

Portanto, a sequéncia {f,} determina a funcdo f e vice-versa, logo a
sequéncia de matrizes é usualmente denotada por T,(f). Sobre certas
condigdes, o teorema de Szegd afirma que

lim — Z F(7) 1 /ZnF(f()L))d)L (4.155)

n—o0 1

para qualquer fun¢do continua F na imagem de f. Exemplo, escolha
F(x) = x, entdo

2
lim — Z T = 27r f(A)dA, (4.156)

n—oo 1
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Assim, a média aritmética dos autovalores de T, (f) converge para uma
integral de f. Porém, o trago de uma matriz A qualquer é a soma dos
seus autovalores, entdo a equagao (4.156) implica que

) 1 1 27
nlgrc}OETr Tu(f) = 27 Jo f(A)dA. (4.157)
Analogamente, para F(x) = x°, temos
- _ S
11_I>I;lo . Z 27_[ f(A) dA. (4-158)

Se f for real, tal que os autovalores tp > m > 0, Vn, k, entdo F(x) = Inx é
uma fungdo continua em [m, c0) e o teorema de Szegd pode ser aplicado
para mostrar que

27
nh—r&n Z Int = —/ In f(A (4.159)

O determinante de uma matriz é o produto de seus autovalores

det(T,(f H T, (4.160)
tal que
Jgrgolndet(Tn(f))l/” = nlgrolo - Z In (4.161)
1 2711 p
= /0 n F(A)dA. (4.162)






Capitulo 5

Conclusao

No capitulo 3, vimos que a teoria de calibre pode emergir de um sistema
bem simples. Tentamos entender o que é fisicamente uma teoria de
gauge e concluimos que se um sistem possui uma degenerescéncia foi
preservada, temos uma descrigdo redundante do sistema, no caso uma
tfase que depende da escolha de base. A existéncia dessa redundancia
define a simetria de gauge. Uma medida ndo pode estar em funcdo da
base, por isso devemos procurar quantidades fisicas. Elas sdo definidas
como invariante sob uma trnasformacao de calibre, e.g, o trago do loop
de Wilson e a curvatura Fy,.

Destrinchamos tudo sobre cadeia de spin XY. A transformacdo de
Jordan-Wigner se mostrou uma ferramenta poderosa em um sistema 1-
dimensional, pois a partir dela pudemos diagonalizar a hamiltoniana
XY usando uma teoria de férmions e as funcdes de correlagdo ficam
mais faceis de serem derivadas.

Além de tudo, mostramos que as condi¢des de contorno sdo esséncias.
Alguns fendmenos fisicos dependem diretamente das condi¢des de con-
torno, inclusive no limite termodinamico.

O modelo XY é equivalente a duas coépias de uma teoria de férmions:
uma com namero de férmions par com condi¢do de contorno anti-
peridédica, outra com ntimero de férmions impar com condi¢do de con-
torno periédica. Quando N — co e h < 1, ndo hd como distinguir
esses dois setores, porque nédo faz sentido falar em infinito par e infinito
impar, dando a impressdo que temos uma degenerescéncia no modelo.
Porém, ela é de origem termodindmica. Quando & > 1, ela desaparece.
Entdo, h = 1 é um ponto de quebra espontdnea de simetria: comegamos

97
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com uma teoria simétrica por Z, que se quebra espontaneamente. Po-
deriamos entender melhor esta degenerescéncia usando teoria de calibre
ndo-abeliana? Emaranhamento seria um meio de ‘'medir’ esta degene-
rescéncia?

Outro ponto importante é o aparecimento do modo zero no setor
impar. Seria interessante explord-lo como foi feito no exemplo em [16],
propondo vacuo do estado impar tem um grau de liberdade interno e
estudar fracionalizagdo da ‘carga’, neste caso, nimero de férmions Qy.

A partir da funcdo de correlagdo podemos entender melhor as dife-
rentes fases do modelo XY. Préximo passo seria estudar o que acontece
quando 92 + h? = 1, o semicirculo do diagram de fase. Poderia ser um
level crossing ou um avoid-crossing entre niveis de energia?

Sao perguntas em aberto deixadas por este trabalho.
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