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Resumo

A ‘proximidade’ entre dois estados quanticos tornou-se especialmente importante
durante as duas ultimas décadas para todas as aplicagoes da mecanica quantica. Hoje a
grandeza mais utilizada para estabelecer essa ‘proximidade’ é dada pelo valor absoluto do
produto escalar entre dois estados quanticos chamada fidelidade. Neste trabalho questiona-
se o uso apenas da fidelidade para garantir que dois estados sejam considerados ‘proximos’
propondo que além da fidelidade outra grandeza também seja levada em consideracao, no
caso a energia. Estabeleceu-se e estudou-se os limites superiores do desvio relativo de energia
entre dois estados quanticos com uma fidelidade fixa entre eles ou os limites superiores da
fidelidade com um desvio relativo de energia fixo, para estados coerentes, comprimidos e
superposicoes de dois estados coerentes (estados de ‘gato’). Os resultados mostraram que,
por exemplo, para garantir um desvio relativo de energia inferior a 10% entre dois estados
coerentes arbitrarios (desconhecidos), a fidelidade deve exceder o nivel 0,995. Para outros

tipos de estados, as restricoes podem ser muito mais intensas.



ii
Abstract

The ‘closeness’ between two quantum states became especially important during
the last two decades for all applications of quantum mechanics. Today quantity more used
to establish this ‘closeness’ is given by the absolute value of the inner product between two
quantum states called fidelity. This work wants to question whether the use of fidelity alone
is sufficient to conclude that the two states are truly ‘close’, or some additional quantities
should be taken into account as well. We propose to use the relative energy difference as
one of reasonable additional parameters. In this connection, we study the upper bounds
of the relative energy difference between two quantum states with a fixed fidelity between
them or the upper bounds of fidelity with a fixed relative energy difference. This is done
for coherent states, squeezed states and superpositions of two coherent states (‘cat’ states).
The results showed that, for example, to guarantee a relative energy difference of less than
10% for quite arbitrary (unknown) coherent states, the fidelity must exceed the level 0.995.

For other kinds of states, the restrictions can be much stronger.
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Capitulo 1

Introducao

A quantificacao da proximidade entre diferentes estados quanticos é importante para todas as apli-
cagoes da mecénica quantica desde a teoria da informacdo quantica, como na tomografia quantica,
teletransporte quantico, engenharia de estados quanticos, e assim por diante. Uma grandeza muito
popular, que pode ser encontrada em quase todos os artigos contemporaneos sobre informacao quan-
tica, é a chamada fidelidade introduzida em [1]. Essa grandeza foi definida como o valor absoluto

do produto escalar entre dois estados |11) e [¢2):

F = (1 |v2) | (1.1)

Claro que essa grandeza é bem conhecida e foi usada muito antes de receber o nome fidelidade
[2-4]. A fidelidade entre varias superposicoes de estados coerentes e comprimidos foram calculadas
recentemente, por exemplo em [5-7]. No entanto, a fidelidade sozinha nao descreve todos os aspectos
do problema, porque os estados com a mesma fidelidade podem possuir diferentes valores de outras
quantidades importantes, tais como a energia, por exemplo [8].

A pergunta a ser respondida é: quao diferentes podem ser dois estados quénticos com uma
determinada fidelidade entre eles? Por exemplo, pode-se encontrar na literatura varios valores cri-
ticos para a fidelidade, correspondentes a diferentes protocolos de teletransporte de algumas classes
especificas de estados quanticos. Em particular, o valor F = 1/2 foi estabelecido como limite entre
os dominios cléssico e quantico no teletransporte de estados coerentes do campo eletromagnético [9].
Outro valor critico F = 2/3 foi encontrado em [10,11]. O significado desses valores foram elucidados
em [12,13]. Os primeiros valores relatados experimentalmente foram bastante baixos: entre 0.56 e
0.66 [14-16]. SO recentemente os niveis superiores a 90% foram alcancados [17,18].

Mas é suficiente ter uma fidelidade de, digamos, 95% ou até 99% para ter certeza que dois
estados estdo realmente proximos um ao outro? Claro que a resposta depende de uma situacao
concreta e de informagoes adicionais ou suposi¢oes sobre os estados, em particular, o significado

exato da palavra ‘préoximo’. Se é sabido que os pardmetros de dois estados podem variar apenas em



alguns intervalos restritos, entdo mesmo um valor ndo muito alto da fidelidade pode ser suficiente
em alguns casos. Mas, no caso geral, isso definitivamente ndo é assim.

A esséncia do problema e a motivagdo do estudo podem ser elucidados no seguinte exem-
plo simples. Considere dois estados coerentes |a) e |8). Sua fidelidade fica F = [(a|8)]* =
exp (— lae — B|2>, que depende apenas da diferenca | — 3]. A questdo é: os dois pares, {|a),|5)}
e {la+ A),|f+ A)}, sao igualmente ‘proximos’ (ou igualmente ‘distantes’)? Do ponto de vista
puramente geométrico, a resposta definitivamente é positiva, uma vez que o segundo par pode ser
obtido a partir do primeiro, por meio de uma transformacao unitaria ou por um simples deslo-
camento no plano complexo dos pardmetros . Desse ponto de vista, o espaco dos parametros é
homogéneo. Mas certamente é ndo-homogéneo do ponto de vista fisico, uma vez que o estado de
vacuo |0) ¢, obviamente, distinto (nessa conexdo, a ‘energia-sensivel’ a distancia entre os estados
quanticos foi proposta em [8]). Considerando | — | = 1. Entao F = 0.37, que certamente pode
ser considerado um valor baixo. Assim, os estados com o = 0 e 8 = 1 parecem ser muito diferentes.
Mas o que se pode dizer sobre os estados com o = 1000 e 5 = 10017 A sua fidelidade é baixa, mas,
em muitos (claro, nao todos) casos, a substituigdo de um desses dois estados pelo outro dificilmente
provocaria uma alteracao significativa nos resultados experimentais ou na sua interpretacao. Por
outro lado, o valor F = 0.9 corresponde a diferenca |a — | = 0.325, e ndo ¢é tao 6bvio agora, se
o estado coerente |a) = 0.325 pode ser considerado uma boa aproximacao do estado de vacuo?
Esses exemplos mostram que a fidelidade sozinha nem sempre pode ser usada como uma grandeza
adequada na caracterizagdo do grau de ‘similaridade’ (‘proximidade’) entre estados quanticos. Em
muitos casos alguma outra grandeza deve ser levada em consideracao junto com a fidelidade.

Um dos parametros mais importantes na fisica é a energia. Portanto, parece interessante
responder a seguinte questao: quio grande é a diferenca de energia entre dois estados quénticos
com uma determinada fidelidade? Se ela é pequena e a fidelidade é alta, podemos ter mais razoes
para dizer que os dois estados sdo ‘préoximos’. Ou do contrério, se a diferenca de energia torna-se
grande, entdo dificilmente dois estados podem ser considerados ‘préximos’, mesmo que tenham uma
fidelidade bastante elevada.

O principal objetivo deste trabalho é estabelecer relacoes entre a fidelidade e a diferenca
de energia para dois estados quanticos de algumas familias de estados ndo classicos e analisar os

limites superiores dessas relagoes.



Capitulo 2

Estados Coerentes

Estados coerentes foram primeiramente estudados por Schrédinger em 1926 [19] e foram redesco-
bertos por Klauder [20-22|, Glauber |23-25] e Sudarshan |26 no inicio dos anos 1960. O termo
‘coerente’ em si tem origem na terminologia usada em oOptica classica (por exemplo, a radiacao
coerente, fontes emissoras de forma coerente). Desde entdo, os estados coerentes e suas varias
generalizagoes foram disseminadas por toda a fisica quantica.

Eles sao autoestados do operador de aniquilacao, isto é:
ala) = alay, (2.1)

onde a € um namero complexo arbitrario. Os estados (a| sdo autoestados "pela direita"do operador
de criacdo af com autovalor a*:

(alal = (o] o*. (2.2)

Uma vez que o estado de niimero |n) forma uma base completa se pode expandir |«) de acordo com
[e.e]
o) =) " Crln). (2.3)
n=0
Atuando @ em cada termo da expangao, a Eq. (2.1) se torna
o o
ala) =) Cuvnln—1)=a) Cyln). (24)
n=1 n=0
[gualando os coeficientes de |n) dos dois lados leva a

Cn\/’ﬁ = OéCnfl (25)

ou

a
Cp=—7Chg = —F——=Cp_2 = ... = —=C, 2.6
N n(n—1) 2 VoI (2:6)



e assim
aTL
= C — 2.7
o) = o3 i) (2.7

Da exigéncia de normalizacao obtem-se Cy:

<O"O‘ _1_‘CO| %%W< ’ > (28)
o) al?™
=|Cm2§%|TL=ﬂCbFe“F, (2.9)

o que implica que Cy = exp (—% |04]2>. Entéo os estados coerentes normalizados tem a forma

_ o tlaf? Zi\n (2.10)

2.1 Fidelidade (F)

Considerando estados coerentes sengundo a Eq. (2.10)
jag) = e~ Hos 3° %y 1)
aj) =e 2% —=|n). :
’ n=0 m

onde j = 1,2, a fidelidade Eq. (1.1) se torna

F = feafea)? = [ebimfembiost 3 37 A By (212)
= |{aq|ao)|” = |e” 2 e 2 —=A\nn .
oo V't nl
oo * n 2
_ ool sl |5 M _ o~ (lon[*+lazl*~ataz-a1a3) (2.13)
oy n:
ou
F — ¢ laa—anf® (2.14)

2.2 Desvio relativo de energia (&)

A energia de um estado quantico é dada por

Ej = (4| H |45), (2.15)
onde H = hw (de + %), considerando estados com frequéncia unitéria e i = 1, temos H = afa +%
Aplicando (2.15) para os estados «;

. , 1
Ej = (aj H |ay) = (o] ala+ 5 !%> " + 5 (2.16)

2

Entao a diferenca de energia entre dois estados |a1) e |ag) assume a forma

AE = By — Ey = |aso|* — |y |*. (2.17)



Uma vez que as energias dependem apenas dos valores absolutos de «;, a fidelidade méaxima para
um valor fixo de AFE é alcancada se as fases dos numeros complexos a7 e o coincidirem. Portanto
a seguir deve-se assumir que cada a; é real e a; > 0. E facil notar que fixando a fidelidade F a
variagdo de energia AFE pode assumir valores arbitrariamente grandes. Portanto, parece razoével
estudar os limites de variagoes possiveis do desvio relativo de energia

2 2
AE_ a5 — o

E= = ,
Ei  1/2+a2

(2.18)

que certamente ¢ uma grandeza limitada (a contribui¢do da energia do estado fundamental 1/2
é essencial, pois dividindo AFE pelo nimero de f6tons <dT&> nao podemos eliminar valores muito

grandes para estados proximos ao estado de vacuo).

2.3 Maximizando a fidelidade

Resolvendo a Eq. (2.18) com respeito a as e colocando a raiz positiva em (2.14) leva a

2
—‘ oa%(l—ﬁ—é')—i—%—al

F=e (2.19)

Para se encontrar o valor extremo de (2.19), chega-se ao problema de encontrar o valor extremo da
funcao

f(aq) =1/a2 (1+€)+§—a1, (2.20)

para um valor fixo de £, ou seja, o problema se resume a resolver a seguinte equacao:

2001 (1—{—5) B
VidaZ (1+€)+2¢E

f'(a1) =0 =0, (2.21)

isolando a7 em (2.21) obtem-se que os valores extremos da funcao f(aq) para

1

7328 (222)

2 _
o] =
que implica em

fete = f(f-VPR)<e<s(FrVPTR). 229

2(1+¢)
A assimetria da desigualdade na Eq. (2.23) pode ser resolvida introduzindo o desvio relativo simé-

trico de energia
€]

Y= VI+E’

(2.24)

é facil notar que a desigualdade (2.23) se torna

Y < V2§, (2.25)



substituindo esse resultado na Eq. (2.19), a fidelidade maxima entre dois estados coerentes com um
valor fixo de Y é

Fleoh) = e=*/2, (2.26)

max

Note que Y é uma func¢do monotona crecente de £. A desigualdade 1+ & > 0 é sempre satisfeita
devido a definigao (2.18). Para pequenas diferencas de energia, ou seja, £ < 1 a formula (2.26) se
torna

(coh) ~ y2 £

Nl a1l - —. 2.2

O resultado obtido na Eq. (2.26) mostra que, para garantir um desvio relativo de energia,
&, menor que 10% ¢é nescessario que a fidelidade entre os estados seja superior a 0.9955. Claro que
podem existir situacoes em que o desvio relativo de energia de 10% ocorra para fidelidades menores,
porém se ndo houver nem uma informacao adicional sobre os estados, a fidelidade de 99.55% ¢é a
minima necessaria para se ter certeza que o desvio relativo de energia ndo serd maior. Pensando
em dois estados coerentes com uma fidelidade de, digamos, 90%, a Eq. (2.26) mostra que, nesse
caso, o desvio relativo de energia pode atingir o valor 57.63%, e estados com energias tao diferentes
difilcilmente podem ser considerados ‘préoximos’. Logo para os estados coerentes uma fidelidade
de 90% nao é sulficiente, no caso geral, para garantir que os estados coerentes sejam realmente

‘proximos’. O interesse agora e ver o que acontece para outras familias de estados quéinticos.



Capitulo 3

Estados Gaussianos Puros

3.1 Estados comprimidos

Estados comprimidos sdo estados de minima incerteza, onde a variacdo de uma das quadraturas
é menor que aquela observada no estado de vacuo. Os estados comprimidos foram primeiramente
estudados pelos tedricos interessados em suas propriedades de minima incerteza [27-32]. Essas
propriedades foram descobertas independentemente em varios trabalhos sob diferentes terminolo-
gias: ‘pacotes de onda pulsante’ [27] , ‘novos estados coerente’ [28,29], ‘estados coerentes de dois
fotons’ [30] e ‘estado comprimido ideal’ [31]. A primeira realizacao experimental de luz comprimida
foi obtida por Slusher e colaboradores com quatro ondas misturadas em &tomos de sodio [33].

Eles sao autoestados do operador b = pa + val [34], ou seja,

b|8) = B18), (3.1)

sendo que o operador b ¢ canonico: [b,b1] = 1, o que implica em |u|* — [v|* = 1. O estado |B) ¢

obtido aplicando o operador de compressio S (z) sobre o estado coerente |a), ou seja,
18) = S(2) |a), (3.2)

onde
. ®x~2  At2
S(z) = exp (M> , (3.3)

e z = €' ¢ um parametro complexo, cujo moédulo € é o parametro de compressio e o angulo
¢ fornece a direcao de compressao. O primeiro exemplo de estados nao-classicos comprimidos foi
apresentado em 1927 por Kennard [35] que considerou a evolugao no tempo de pacotes de ondas

gaussianas genéricas do oscilador harménico
Y(z) = exp (—az® + bz +c) . (3.4)
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Nesse caso, as variacoes de quadratura podem ser arbitrarias (determinadas pelas partes reais e

imaginérias do parametro a), mas satisfazem a desigualdade de Heisenberg 0,0, > 1/4.

3.2 Fidelidade (F)

Considere dois estados comprimidos descritos pela funcao de onda

— (a; +1ib;)

() zNjeXp< 5

(o= +ipye). (35)

onde N; é o fator de normalizacdo e j = 1,2, lembrando da condicao de normalizacao

/|¢j(x)|2dx =1= /¢;(x)¢j(x)dx =1, (3.6)
obtem-se N; = (%)1/4 que fornece a fungao de onda (3.5) na forma:
o [\ —(aj+ibj) o .
i) = (2) e (T 0 - i) 57)

onde a; > 0, enquanto b; sdo pardmetros reais e x; e p; podem assumir valores arbitrarios. A

fidelidade entre esses dois estados é definida como

00 2
F =@l = 7 =| [~ v (33
Substituindo (3.7) em (3.8) para j=(1, 2) vem
arag\ V2| [ —lar=ib) p o y2 g, —laptiby) (oo ovai ?
F = ( = ) /_Ooe 7 (@) —ipiw g =g (v mwe) P2z g, (3.9)
a integral da Eq. (3.9) é do tipo
© L mY2 (dmk 42
/Ooexp( ka® +lz +m) dx = <k) exp <4k , (3.10)
com
1 . . . .
k= 5 [a1 + as + l(bg — bl)} ) l= (a1 - zbl)xl + (ag — Zbg):l:g + QZ(pg —pl)
e

1 ) .
m=—3 (a1 — ib1)z? + (az + ibs)a3] .

Resolvendo a integral de acordo com a formula (3.10) e calculando o quadrado de seu modulo a

F= 2\/;? exp (—2) . (3.11)

fidelidade toma a forma

onde o fator ® é dado por

® = (a1 + ag)(ép)2 + [(11@2(@1 +az) + albg + agbﬂ (5x)2 + 2(a1ba + agb1)(6p)(dz), (3.12)



adotando a notacgao:

0x=x9—x1 e Op=py—Dp1, (3.13)

e considerando

G = (a1 + a2)2 + (bl — 62)2. (3.14)

A fidelidade obtida da Eq. (3.11) deve ser realacionada com a diferenca de energia entre os estados.

3.3 Desvio relativo de energia (£)

A energia de um estado quantico pode ser obtida pela relacao
2 2
(=) + (#)
Ej = -—rF7—+-, (3.15)
2
onde <x2> e <p2> sao os operadores quadraticos da posicao e do momento, respectivamente, e sdo
obtidos pelas relacoes
oo
@) = [ v, (5,10
— 00
2 > * 2 d2
<pj> = 2 (x)(=h )ﬁl/)j(x)dx. (3.17)
o x

Resolvendo <mj2> para os estados ;(x), vem

\1/2 [0 —(a;—ib; (a4, 4
<x§> — (C;J) / 22 ( . ])(x—z].)z’,zpjxe ( i J>(x7xj)2ﬂpjx, (3.18)

simplificando a Eq. (3.18) obtem-se

N 1/2 [ 2 ageay? (% 2, T 1/2 1 (7 1/2
<$j> o (71') / e o (71') wj (lj + 2(lj aj ’ (319)

ou
1
2\ _ 2
Resolvendo <p]2> para os estados 1j(x), vemn
. O —(a;—ib; 2 —|a;+ib;
<p?> _ (&) 1/2/ ¢ (12 b])(l’_ﬂcj)2—ipj$(_h2)dci.2€<J2-_b])($_mj)2+ipj$dx' (321)
™ — 0o

Supondo que os estados 1;(x) descrevem um oscilador quantico com massa e frequéncia unitéria

(assumindo h = 1), a Eq. (3.21) se torna

\1/2 [
03 = (%) / —(aj+ib;)e @) 4 [—(a; + ib;) (& — 35) + ipja)? e~ 9@ 4, (3.22)

T —0o0

e resolvendo essa integral, obtemos

(p}) =~ <%)1/2 [—(aj +ib;) <;>1/2 —p3 (;)m + (%;%b])? (;)1/2] : (3.23)
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simplificando a Eq. (3.23) obtem-se

. b2
2 a; J 2
Py =2+ L +p (3.24)
<]> 2 2aj J

Entao a energia média de cada estado assume a forma

2, 2
1+aj+bj'

E. =
J 4aj

(P +27) + (3.25)

N

Suprimindo o subscrito ‘1’ nos coeficientes relacionados ao estado 11 e introduzindo nota-

cao
as —ay =aa, «a>-—1, by =ac, by—0b =ap, (3.26)
(A diferenca b — by é normalizada pelo parametro a, porque by pode ser igual a zero, enquanto que

a > 0 para todos os estados considerados nesse trabalho). Entao a equagao (3.11) pode ser reescrita

na forma
4(1+ ) u
_ _u 2
d \/4(1+a)+a2+52exp< g)’ (3:27)
onde
g=a|@+a)+5, (3.28)
e
u=(2+ a)(6p)® + 2a (2¢ + B + ca) (§z)(5p) (3.20)
+a? [(1+ @) 2+ a+ ) + (c+ B)?] (6z)2.
A diferenca de energia entre os estados ¥1 e 9o AFE = Fy — Eq, esta dada na forma
1
AE = p(0p) + 2(dx) + 5 [(02)* + (6p)°] + B, (3.30)
com B dado por
2 1 2 2 .
Bla.c.o,p) = “lelta—c) +5Qc+p)] —a (3.31)

4a(1+ o)
E facil notar que fixando a fidelidade F, os parametros «, 3, dz e dp sdo limitados, mas

a variacao de energia §F pode assumir valores arbitrariamente grandes, se os valores iniciais de x

e p forem muito grandes. O mesmo pode acontecer se o parametro a for muito grande ou muito

pequeno. Entdo novamente o problema deve ser analisado através do desvio relativo de energia

Eq.(2.18)

_AE  Ep

Fixando os valores de dp, 0x e F1, a soma p(dp) + z(dx) é maxima, se os vetores (0x,0p) e (z,p)
forem paralelos e é minima se esses vetores forem antiparalelos. Portanto, se deve encontrar os

valores méaximo (positivo) e minimo (negativo) das fungoes

_0/2+R§+ B

+ = TR21A (3.33)
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onde
1+a%(1+c?)
4a ’

R = /22 + p? e d =+/(6x)% + (0p)2. (3.35)

A(a,c) = (3.34)

Calculando os valores extremos de £+ com respeito ao pardmetro R, chega-se ao problema de

encontrar os valores extremos das fungoes

£y — ii (VBT 2R 88 + (A +2K)] (3.36)

sendo

A=6/A, e K=DBJA (3.37)

Por outro lado considerando um novo parametro ¢ como sendo o angulo entre o vetor (dz,dp) e o

eixo horizontal, a fidelidade F pode ser reescrita na forma
4(1+Oé> UI(‘P, a, 07057/8) 2)
F = exp | ———————————=6“ ], 3.38
\/4<1+a>+a2+/32 (s (359

u' (@, a,c,a,B) = (2+ a)sin?(p) + 2a (2¢ + B + ca) sin(p) cos ¢
+a® [(1+a) (24 a+ ) + (c+ B)?] cos®(p).

onde

(3.39)

3.4 Maximizacoes exatas da fidelidade

O problema pode ser resolvido exatamente em dois casos especiais. O primeiro é para a = 3 =0
(dois estados comprimidos com parametros de deslocamento diferentes, mas varia¢oes idénticas de

quadraturas). Entdo B=K =0e
1
£ =+, (\/N T 8A+ A) , (3.40)
nesse caso a fidelidade F se torna
52
F = exp <_2a [sin2(gp) + a?(1 4 ) cos®(p) + 2acsin(yp) cos(@)]) , (3.41)

sendo f = In(1/F) entao

52

f= % [sinQ(cp) + a?(1 + %) cos®(p) + 2acsin(p) cos(¢)] (3.42)
que fornece
¥ = sin?(¢) + a2(1 + ¢2) cjsC;JEgo) + 2acsin(p) cos(p)’ (3.43)
substituindo 62 e A na Eq. (3.37), A toma a forma
A 8a?f/ [1+a?(1+ %] (3.44)

sin?(¢) + a2(1 + ¢2) cos2(ip) + 2acsin(ip) cos(p)
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Fixando os parametros a e ¢, o valor maximo positivo de €4 e seu valor minimo negativo (no caso
do sinal "menos"), sdo obtidos quando o coeficiente A é maximo. Procurando pelos extremos de A

em func¢do do parametro ¢ obtem-se a equacgao

2ac
tan(2¢) = 55— A4

an(2¢p) T — (3.45)

que leva aos seguintes valores méximos de A:
Amaz—e =4f (1+V1 —¢), (3.46)
onde
4 2
= a . (3.47)
[a? (14 ¢?) + 1]

Considerando

k=1+VI—¢, (3.48)
a Eq. (3.46) se torna
Amaz—sp = 41k (3.49)

Substituindo esse resultado em &1 chega-se as seguintes limitagOes no desvio relativo de energia
entre dois estados com valores fixos dos parametros a e ¢ mas com parametros de deslocamento

arbitrarios para uma dada fidelidade

B 2V Tk cg< 2V Tk
VIEF2+VIk =~ Vik+2-VFE

a assimetria entre os lados esquerdo e direito da desigualdade (3.50) se da devido a restricao & > —1

(3.50)

. No entanto, essa assimetria desaparece para o desvio relativo simétrico de energia, definido na

Eq.(2.24)

_|Ea—Er] €]
Y= = (3.51)

Pode-se verificar que as desigualdades em (3.50) levam a desigualdade tnica

Y < \/2fk. (3.52)

3.4.1 Estados Coerentes

No caso especial em que a = 1 e ¢ = 0 o fator da Eq. (3.48) se torna k = 1, nesse caso os estados
1; tomam a forma de estados coerentes, entdo obtem-se a relagao ezata entre o desvio relativo

simétrico de energia mdrimo e a fidelidade fixa entre dois estados coerentes

Yieoh) — \ /21n (1/F). (3.53)

A relagao inversa fornece a fidelidade mdzima possivel entre dois estados coerentes que pode ser

alcancada para um dado valor de Y, que ja foi encontranda no capitulo 2, a Eq. (2.26)

Fleoh) — ¢=¥2/2, (3.54)

max
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3.4.2 Estados fortemente comprimidos

O valor maximo k = 2, quando € — 0, é obtido para estados fortemente comprimidos: quando a > 1
(coodernadas fortemente comprimidas) ou a < 1 (momento fortemente comprimido) ou |¢| — oo
fixando a (estado fortemente corelacionado). Consequentemente, para dois estados comprimidos
arbitrarios com mesmos coeficientes de compressao, mas com diferentes parametros de deslocamento

(designados pelo sobre escrito (4)), a Eq. (3.52) leva a

V) =2/ (1/F), (3.55)

o inverso da Eq. (3.55) fornece a fidelidade mdzima possivel entre dois estados sdo fortemente

comprimidos para um dado valor de Y

FO) = e~ (/4), (3.56)

max

3.4.3 Estados comprimidos nao deslocados

Outra solucao exata pode ser encontrada para o caso onde § = 0, nesse caso a Eq. (3.38) toma a

B 41+ «)
F= \/4(1+a)+a2+62' (3.57)

forma

O problema agora se resume a uma relacdo com apenas duas varidveis, a e 8, que obedecem a

restricao
o + 82 1_ F2
——— =4D D=—n— 3.58
l+a ’ F?2 (3:58)
reescrevendo a funcao &€ = B/A obtem-se
go——9 4o (op4 OTPY (3.59)
1+« 14+«
onde
a2
(3.60)

7= —.
14+a?(1+¢?)
Fixando o parametro ¢, o coeficiente z pode variar de 0 até (1 + ¢?)~!, consequentemente, £ pode

variar entre

_ B « 2 a+cf
Ea=—0a/(1+a) e E = 1+a+1+02 <2D—|— 1—|—a>' (3.61)

Os pontos extremos de &, em funcao da variavel ¢ sdo encontrados através da equacao 88% =0, ou

seja, basta resolver a equacao

4¢D + 4eDa + 2ca+ 26 — B =0, (3.62)
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as raizes da Eq. (3.62) sao

Bew = —a—2D(1+a) +/[a+2D(1 + ) + B2, (3.63)

substituindo essas raizes em &, obtemos as seguintes expressoes para os valores extremos da fungao

Ee(c)

Eer =2D+ /D1 + D). (3.64)

Surpreendentemente, esses valores nao dependem nem de o nem de 5. Eles devem ser comparados

com os valores maximos e minimos possiveis de &,, onde « ¢ dado pela solucdo da Eq. (3.58)

ax(B) = 2D ++/4D(1 + D) — j32. (3.65)

E claro que o valor minimo (negativo) de a_ () (alcangado para 3 = 0) d4 o valor maximo (positivo)
de &, enquanto o valor maximo (positivo) de a4 () (também alcancado para 5 = 0) produz o valor
minimo (negativo) de &,. Pode-se verificar que esses dois valores extremos coincidem exatamente
com E.4 dado pela Eq. (3.64). Utilizando a relacao entre D e F dada na Eq. (3.58), chega-se as

desigualdades
2v/1 — F? ce< 2v/1 — F?
VI-F2+1 1—v1-F%
que sao equivalentes as seguinte relagao entre o desvio relativo simétrico de energia maximo Y, e

uma dada fidelidade F

(3.66)

_ 2
), = Llff (3.67)

Claro que o inverso da Eq. (3.67) fornece a fidelidade maxima possivel Fj,4, para um dado valor

de Y quando § =0

1
Fnap =~ (3.68)
V1+Y?2/4
No limite YV, < 1 ou 1 — F < 1 as Egs. (3.67) e (3.68) se tornam
Yy
Ym ~/8(1—F) e Fonaz =~ 1 — R (3.69)

3.4.4 Discussao sobre as limitacoes

As limitagoes impostas pela equacao (3.68) sao significativamente mais restritivas que aquelas dadas
pelas equagoes (3.54) ou (3.56). Isso pode ser claramente visto na tabela 3.1, onde a fidelidade
méxima entre dois estados coerentes (terceira coluna), dois estados fortemente comprimidos (quarta
coluna) e dois estados comprimidos nao deslocados (quinta coluna) sdo dadas para alguns valores

da razao entre as energias Fy/F.
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Tabela 3.1: Tabela da fidelidade maxima dos estados gaussianos para diferentes valores de £.

EJE | ¥y | FR | Fw | Foas
2 [0.707 | 0.778 | 0.883 | 0.943
15 | 0.408 | 0.020 | 0.959 | 0.980
1.1 | 0.095| 0.995 | 0.998 | 0.999

2

3.5 Relagoes entre £ e a fidelidade quando a diferenca 1 — F é

pequena

Nao foi possivel obter as desigualdades exatas para valores arbitrarios da fidelidade quando as trés
variaveis, «, 8 e §, assumem valores diferentes de zero. Mas o tratamento analitico do caso geral
é possivel se a diferenca 1 — F = F for considerada muito pequena. (Na verdade, a saber, esta
situacao parece ser a mais importante do ponto de vista prético, uma vez que os dados da tabela
acima mostraram que mesmo para F=01la diferenca de energia entre os estados pode ultrapassar
100%). Supondo que todas as variaveis, «, 3, dx e dp, sdo pequenas, e levando em conta apenas
os termos de lideranca com relagdo a essas varidveis (ou seja, negligenciando seus quadrados e

produtos), a formula exata do desvio relativo de energia se torna

1 1
E=— {p(5p) +z(0z) + — (afa® (1 - — 1] + 2ca2[3)} , (3.70)
E1 4a
expandindo a fidelidade Eq. (3.27) em série de Taylor para «, 3, 0x e dp chega-se a
= o+ 57 1 2, 2 2 2
Fla, B,0x,0p) = 3 + % [(5]9) +a”(1+c*)(dz)” + 2@0(5p)(5:v)] ) (3.71)

Agora o problema a ser resolvido é a maximizacao da Eq. (3.70) sob a restri¢ao

Gg= o _g s + % [(6p)* + a*(1 + ¢*)(0z)* + 2ac(ép) (dz)] — F=0. (3.72)

Introduzindo o multiplicador de Lagrange A encontra-se imediatamente as coordenadas do ponto

extremo da diferenca & — A\G

a’(1—-c%) -1 2ca
Qy = TEl’ B = rEl, (3.73)
T — pea pa(l —c?) —cx
0x)y = , 0p)x = : 3.74
o= EE e ) Ny (3.74)

Substituindo os valores (3.73) e (3.74) em (3.72), chega-se a equagao que determina os valores do

fator A\
Q 4

_'_ I
CLQE% aE12

8FA? = [22 + a*(1 + ¢*)p? — 2acpa] (3.75)

onde

Q= [a*(1+¢%) - 1]2 + 4(ac)? e Ey = A+ (2*+p%)/2, (3.76)
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claro que E; é a energia do estado |¢1). O parametro A ¢ definido na Eq. (3.34). Apods alguma
algebra verifica-se que a inser¢dao dos coeficientes dados pelas Eqs. (3.73) e (3.74) na Eq. (3.70)

quando comparada a Eq. (3.75) resulta na simples relacio
E=2\F. (3.77)

Consequentemente o lado direito da Eq. (3.75) deve ser maximizado com respeito aos parametros
do estado inicial a, ¢, x e p. O primeiro passo é escrever x = Rcos(y), p = Rsin(y), e olhar para
o maximo da Eq. (3.72) em funcio de ¢, onde os angulos extremos sao dados pela Eq. (3.45), eles

fornecem a seguinte expressao

~ w+2R? (44 + Vw) 0
2F Nnaz = (RZ+24)7 w=—g (3.78)

Maximizando essa equagdo com respeito ao parametro R resulta em

o (xeve) (¥ - V@) (3 +5v0)
2FN2,,. = . <X+ \/ﬁ) i 4- YRy , (3.79)

onde

X = 4aA, X? — Q= 4d®. (3.80)

Sendo X > 1, 2 > 0e X > Q para qualquer valor de ¢ e qualquer valor positivo de a, o valor
maximo possivel para A ndo pode ser superior a \/2/5’-: (e ele pode ser 0 mais proximo a esse valor

quanto necesséario). Entdo através da Eq.(3.77) chegamos imediatamente a Eq. (3.69)

2
-Fma:p ~1-— y7> (381)
8
identificando £ com Y, o que deve ser feito para £ ~ \/f <1
52
Foawn1- 5 (3:82)

Assim fica comprovado que as formulas (3.69) sao validas para estados gaussianos puros arbitrdrios,
nas condig¢oes YV, < 1 ou 1 — F < 1. Pode-se supor que a formula (3.68) também seja valida para
estados gaussianos puros arbitrarios. Fizemos muitos testes numéricos para varios conjuntos dos
parametros variaveis, e todos eles confirmam nossa conjectura. Alguns dos resultados sdo mostrados
nas figuras 3.1, 3.2 e 3.3, que mostram a fidelidade entre estados gaussianos com as fidelidades F(a),
f,gfgg)(a), fﬁff&x(a) e Fmaz(a) definidas pelas Eqgs. (3.27), (3.54), (3.56) e (3.68) respectivamente.
Onde os parametros «, 3, dx, dp, ¢, x e p sao fixados. As linhas F(a), 1553;};) (a) e f,gft)m(a) estao

sempre limitadas pela linha F,q42(a) calculada de acordo com a Eq. (3.68).
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Figura 3.1: Esquerda: @« = 0.1, § =0.1, 0z =
a=01,6=01,6c=0.1,0p=0.1,¢c=0,x =

0 0.5 1 1,5 2 0 01 02 03 0.4 0,5
[/ ] [/3
o R

1, ¢=0, 2 =0.15 e p = 0.25. Direita:

Figura 3.3: Esquerda: a =8, 8 =0.1, dx = 0.1, p = 0.3, ¢ = 0, z = 0.01 e p = 0.01. Direita:
a=0.1,6=6,6z=0.1,0p=01,c=0,z=15¢e p=0.25.
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Capitulo 4

Superposicoes entre dois Estados Coerentes

Entre um ntumero infinito de possiveis superposicoes quinticas, superposicoes entre dois estados
coerentes desempenham um papel de destaque. Elas pertencem as primeiras familias de estados
‘nao-classicos’ introduzidos no final dos anos 60 - comego dos anos 70 [36-40]. Eventualmente
tais estados se tornaram muito populares, uma vez que sdo considerados frequentemente como os
modelos mais simples dos chamados estados de ‘gato de Schrédinger’ [41]. Além disso, eles foram
criados experimentalmente em diferentes sistemas quanticos [42-48|.

Nesse capitulo, sdo comparados dois estados de superposi¢ao na forma (j = 1, 2)

|95 = Nj (laj) + 2 155)) (4.1)

onde |a;) e |B;) s@o estados coerentes normalizados rotulados por parametros complexos, z; =
r; exp(i¢;) sdo nimeros complexos que descrevem a amplitude relativa entre dois componentes da
SUperposicao e

N; = [1 +|2|* + 2Re (zjeajﬁj) e_%(‘aﬂzﬂﬁjm} ) (4.2)

é o fator de normalizagdo. Os seguintes casos especiais da formula geral (4.1) foram introduzidas
explicitamente na ordem cronologica. Pela primeira vez, superposicoes explicitas (4.1) com z =1 e
npumeros complexos arbitrarios « e 8 foram consideradas brevemente, talvez, por Cahill e Glauber
[37]. As primeiras superposi¢oes com a amplitude z independente de « e [ foram introduzidas sob
os nomes ‘estados coerentes pares e impares’ em |40]. Para esses estados z = £1 mas f = —a. Mais
tarde as propriedades nao-classicas desses estados foram estudadas em [49]. Possiveis métodos de
sua geracao em meios nao-lineares foram propostas em [50]. Mostrou-se em [51| que em tais meios
iniciais os estados coerentes podem evoluir sob certas condigdes em estados (4.1) com 8 = —a e
z = 1. Superposi¢oes de estados coerentes com amplitudes iguais mas fases opostas, ]aei9> e |ae*i9)

(v real), foram consideradas em [52,53] para z = 1 e em [54] para um complexo arbitréario z. Em [55]

tais estados com z = +1 foram chamados de ‘estados de gato reais/imaginarios’ Os estados com

19
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B = —a* e z = £1 foram introduzidos e estudados em [56] sob os nomes estados de gato ‘neutros’
e ‘carregados’.

Varias familias de estados com |a| = || (mas fases arbitrarias) e um parametro arbitrario z
foram discutidas em contextos de diferentes problemas em [41,57-61]. As superposicoes de estados
com fases iguais mas amplitudes diferentes |a 4+ dov) and | — da) (a razao da/a é real) foram
introduzidas em [62] com o nome ‘estados de gato de fase’.

Uma subfamilia interessante dos estados (4.1) com z = —(f|a), a e 8 sendo numeros
complexos arbitrarios foram introduzidos em [39] sob o nome estados ‘semi-coerentes’. Recente-
mente esses estados foram estudados apartir do ponto de vista de suas propriedades ‘nao-classicas’

em [63,64].

4.1 Foérmulas gerais e limites analiticos exatos

A fidelidade definida na Eq. (1.1)

F = (i), (4.3)
entre dois estados (4.1) considerando j =1e j =2 e ; = —a; pode ser escrita como
Fo W) (s (4.4)
My Moy
onde
U= [1 + |,21|2|22|2 + 2Re (ZTZQ)] e2Re(afoz) | [|271|2 + |22]2 + 2Re (2122)} e_ZRe(O‘T”),
W = Ze%Im(a’{aQ) + 2’7*6—21’III1(04’1‘042)7 z - 2+ Z>2k + ’21|222 + |22|22T’
e

2

Supondo que os estados 1;(z) descrevem um ocilador quantico com massa e frequéncia

1+ |z
M+ = <+ 1% > + Re(zj)e_Ql“j‘z.

unitarias. Entao a energia média de cada estado é igual (assumindo i = 1)
By = 5 +lasP (4.5)
Novamente, é facil ver que a diferenca de energia pode ser muito alta para um dado valor
da fidelidade F se o parametro a for muito grande. Portanto deve-se estudar novamente os limites
das possiveis variacoes do desvio relativo de energia definido pela Eq. (2.18) £ = Ey/E; — 1 para
um dado valor da fidelidade. Ele assume a seguinte forma

_ 2‘042’2M1+M2_ - 2|O¢1‘2M1_M2+
M2+ (MH. + 2|051‘2M1_)

£ (4.6)

O objetivo agora é encontrar os limites superiores do desvio relativo de energia Eq. (4.6) quando a

fidelidade Eq. (4.4) for fixa. Em alguns casos especiais isso pode ser feito analiticamente.
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4.1.1 Estados de Yurke-Stoler

O caso mais simples corresponde a uma subfamilia dos estados de Yurke-Stoler, estados com ¢ =
¢2 =7/2, r; =1 e diferentes valores de a1 e ap. Nesse caso M;+ = 1, de modo que a fidelidade e
o desvio relativo de energia tem exatamente as mesmas expressdes que foram encontradas para os
estados coerentes Eqgs. (2.14) e (2.18) (embora algumas outras propriedades estatisticas, tais como

as variagoes de quadratura, sdo diferentes)

_ 2(le2f? = |aa?)

F =exp (_|041—042’2), &= 1+2’O¢1|2 (4.7)

Consequentemente, o valor maximo do desvio relativo de energia para uma fidelidade F fixa também
tem a mesma forma que os resultados obtidos para os estados coerentes do Capitulo 2 que também
foram estudados em [65-67]. Claro que os resultados encontrados se tornam mais simples quando

se considera o desvio relativo simétrico de energia ) dado pela Eq. (2.24)

_ B2 - B €]
VE2E) VI+E

Y (4.8)

A saber, nesse caso
Y9 =\ /2In(1/F). (4.9)
A relagdo inversa fornece fidelidade mdzima estre dois estados de Yurke—Stoler para um dado valor

de V:
FY9) = exp (—)72/2) . (4.10)

4.1.2 Estados com a; = as; mas diferentes ¢

Interessantes limites analiticos podem ser obtidos se ar; = g mas ¢ # ¢1. Entdo pode-se simplificar

as fomulas (4.4) e (4.6) como segue:

F_ m (1 N €_4b) ’ (4.11)
[§]
o Sbesin(gy)sin(o-) (412)
Mo (Myy + 20M; )
onde
b=lul* e ¢ﬂ::¢2:§¢1'

Considerando o estado [11) como sendo um estado coerente par, que implica ¢; = 0,

nota-se que a Eq. (4.12) toma a forma

4be=2b (1 — cos(¢2))

€= Oy 7 200 ) (1 1 cos(dn)e )’
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e isolando cos(¢2) na Eq. (4.13), chega-se a

dbe=2 — & (Myy + 2bM;_)
- . .14
€0s(92) = e £ (Myy + 26My_)e (4.14)

Substituindo o resultado da Eq. (4.14) na Eq. (4.11), para ¢; = 0, obtem-se a func¢ao

~ _ o |sinh(2b)
F(b,E)=¢& I

+ sinh?(b) | , (4.15)

nesse caso £ > 0. Obviamente, para um valor fixo de £ a Eq. (4.15) tem seu minimo quando b = 0.

Consequentemente, nesse caso especial, os limites sdo dados pelas equagoes

=£/2 e &Y —9oF (4.16)

max

0

man

Os graficos da figura 4.1 mostram esse resultado para alguns valores de ¢s.

1.0 - 1,00 -
0,98 -
0.9 |
0,96 - o
B\ | AN
0.8 1 \ 0,94 - \‘\
A}
F . F gan. \
0.7 \ J \
\\ 0,90 - \
N
0.6 1 N 0,88 - %%
N ] X
i 0,86 i
0 0.5 1 1.5 2 0 0,5 1 1,5 2
[/4 i

Figura 4.1: Fidelidade entre estados de gato com mesmos valores de a, F(¢2) definida pela Eq.
(4.11) e sua fidelidade maxima Fjyaz(¢2) definida pela Eq. (4.16) com &£ dado pela Eq. (4.12).
Esquerda: para ¢o = 7/2. Direita: para ¢o = 7/4.

Considerando o estado [¢1) como sendo um estado coerente impar, que implica ¢; = 7 e
& < 0, nota-se que a Eq. (4.12) toma a forma

- 4be”*" (1 + cos(¢2))
£=- (M4 4+ 20M;-) (1 + COS(ng)e*Qb)’ (4.17)

isolando cos(¢2) na Eq. (4.17) chega-se a
4be=2 + & (My4 + 2bM; )

= — . 4.1
cos(92) = ~ oo T g My, + 200, ) e P (4.18)
Substituindo o resultado da Eq. (4.18) na Eq. (4.11), para ¢1 = 7, obtem-se a fungao
~ inh(2b
F(b,E) = |€] Sm4§)) + cosh?(b) | . (4.19)

Claro, para um valor fixo de £ a Eq. (4.19) também tem seu minimo quando b = 0. Consequente-

mente, nesse caso especial, os limites sdo dados pelas equagdes

Fm)

—3iEl2 e lgm —2F (4.20)

max 3
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Figura 4.2: Fidelidade entre estados de gato com mesmos valores de a, F(¢2) definida pela Eq.
(4.11) e sua fidelidade maxima Fiua.(¢2) definida pela Eq. (4.20) com &£ dado pela Eq. (4.12).
Esquerda: para ¢o = w/2. Direita: para ¢o = 7/4.

Os gréficos da figura 4.2 mostram esse resultado para alguns valores de ¢o. Claro que o lado
direito das Egs. (4.16) e (4.20) ndo podem ser negativos, pois |£| é limitado se o Gnico parametro
variavel for ¢o. Esses dois casos sdo excepcionais, em algum sentido, porque a expansdo em série
de Taylor da fungao F,,,(|€]) comeca a partir de termos lineares e ndo de termos quadraticas, como

era esperado € como ocorre nos outros casos.

4.1.3 Estados com o) = ay mas |21] # |2

Considere um estado inicial par/impar com z; = ¢ = £1 e um estado com o mesmo valor de
a1 = ag mas um coeficiente real diferente zo = o(1 + y), onde y é um namero real. Nesse caso as

Eqgs. (4.4) e (4.6) fornecem a exata dependéncia de F e £ em relacdo ao parametro y:

= &y ¢y’
F = ’ E = , 4.21
1+y+ ry? 14y + ky? (4.21)
_ -1 4bk(1 — 2kK)
_ 2b o _
“_[Q(H(’e ﬂ i e Pyt
Consequentemente, Fé proporcional a £ na forma
= _ &)
F=>=&=f (b€, 4.22
onde
1+2b—o(1—2b)e 2] (1—0ge 2
jo(py < L2 =0l =20)e T (1 - 0e™™) (4.23)

Sboe—2b

Para o0 = 41, a figura 4.3 (esquerda) mostra que nesse caso & > 0.
O grafico da funcao R(b) = 1/f7(b), figura 4.3 (direita), mostra que R(b) é maximo para

b — 0, resultado que fornece f.-. = lim, o f(b) = %, ou seja,

Fira=E/2 e & =2F (4.24)

max
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1,59

0,5 1

0 0,5 1 1,5 2
b

Figura 4.3: Esquerda: Desvio relativo de energia £ [dado pela Eq. (4.21)] para ¢ = +1. Direita:

funcao R(b) = 1/f9(b) [com f?(b) dado pela Eq. (4.23)] para o = +1.

Os gréficos da figura 4.4 mostram esse resultado para alguns valores de y.

0,00
0,98 ~
o 0971 N\

A 0,96 - A
F 0,93 i \\ F 0,95 7 \\
S 0,94 - “

~ 0,03 - ~

0,97 ~ 0,92 - ~
= 0,91 i

Figura 4.4: Fidelidade entre estados de gato com mesmos valores de «, F(y) definida pela Eq.
(4.21) e sua fidelidade maxima Fqq(y) definida pela Eq. (4.24) com £ dado pela Eq. (4.21).
Esquerda: para y = 0.5. Direita: para y = 1.

Para 0 = —1, a figura 4.5 (esquerda) mostra que nesse caso £ < 0.

O grafico da funcao |R(b)| = 1/|f?(b)|, figura 4.5 (direita), mostra que |R(b)| é maximo

para b — 0, resultado que fornece ’fn;m’ = [limp_o f~(b)| = %, ou seja,

2 ~
Foin =3Il ¢ |l = 57 (4.25)

Os graficos da figura 4.6 mostram esse resultado para alguns valores de y.
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0.6

0,041 4 0.4 1

E 0241 0
0,2
1y
0,44 5
3 . . . ;
% 1 0 0 0.5 1 1.5 2
b b

Figura 4.5: Esquerda: Desvio relativo de energia £ [dado pela Eq. (4.21)] para ¢ = —1. Direita:
fungao |R(b)| =1/|f(b)| [com f?(b) dado pela Eq. (4.23)] para o = —1.

—7——-7] =]

Figura 4.6: TFidelidade entre estados de gato com mesmos valores de «, F(y) definida pela Eq.
(4.21) e sua fidelidade maxima Fpqq(y) definida pela Eq. (4.25) com £ dado pela Eq. (4.21).
Esquerda: para y = 0.5. Direita: para y = 1.

4.2 Caso em que a diferenca 1 — F é pequena

4.2.1 Fixando o e variando ¢;

Considerando ¢2 = ¢1 + d¢ as Egs. (4.11) e (4.12) tomam se tornam

_ sin2 (%d’) (1-— 6_4“2)
P = M T+ cos(en + 90)e 2’

(4.26)

8be b sin <%¢ + ¢1> sin (%’)
[1+ cos(¢1 + d¢)e=2b] [Myy + 20M; ]’

considerando a condi¢do d¢ < 1 pode-se expandir as Eqs (4.26) e (4.27) em série de Taylor em

£= (4.27)

relacdo & d¢, que fornece

F =K(5¢)%, (4.28)
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onde
1
k= AM 1y (1+ cos(py)e20)’ (429)
e

E=Wio, (4.30)

onde

—2b

W 4be™*" sin(¢1) (431)

(1 + cos(¢1)e2) (Mg + 2bM;_)

O problema agora é maximizar £ sob a condicao
G =K(6¢)? — F =0.

Introduzindo o multiplicador de Lagrange A o problema se resume a maximizar a diferenca L =

€ — A\G em relagdo a d¢ e em relagdo ao multiplicador de Lagrange A. Maximizando em relagdo a

o¢:
oL
356 = W — 20Ké¢ = 0, (4.32)

resolvendo a Eq. (4.32) obtem-se a coordenada d¢ referente ao valor extremo de L, que toma
seguinte forma

5" = —. (4.33)

Maximizando em relagao a A:

o = KEP+F=0 = - 5o +F=0, (4.34)
que fornece
2
o (4.35)
2FK
Substituindo as coordenadas (4.33) e (4.35) na Eq. (4.30), chega-se a relacao
W2 ~ ~ K
2 2
_w _ X 4
£ = = —  F=5e (4.36)

ou utilizando as Eqgs. (4.29) e (4.31) e simplificando os termos, obtem-se a Eq. (4.36) em termos
de b e ¢1 na forma

~  (e"—1) [1+cospre ? +2b (1 — cos ¢1€_2b)]2€2

F= 64b2 sin? (¢1) (4.37)

Para um valor fixo do parametro b o lado direito da Eq. (4.37) tem seu minimo em relagao a fase

¢1 quando

COS ¢1 = m e s (438)

de modo que

~ sinh?(2b)  sinh(4b)

. _ 2 2
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O lado direto de (4.39) tem seu minimo para b — 0. Consequentemente

~ 3 2 =
]:min - 782 € gmam == 7\/; 44:0

Estes limites sdo mais restritivos do que (4.16) ou (4.20) para pequenos valores de Fek,
porque nessa segao os valores extremos de F com € fixo foram obtidos levando em conta todos os

valores possiveis para o argumento ¢1, enquanto que na subsegdo anterior esse argumento era fixo.

4.2.2 Estados coerentes pares

Consirerando o caso em que os estados [11) e |1)g) sdo estados coerentes pares, ou seja, ¢; = 0
e ¢o = 0, a comparagdo das formulas (4.4) e (4.5) mostra que as variagoes maximas da energia
para uma fidelidade fixa sdo obtidas quando as fases dos niimeros complexos aq e g coincidem.
Consequentemente, deve-se assumir que o e g sao reais. Entdo sob essas condicOes
cosh? [a(a + w)]

7= cosh (a?) cosh [(a + w)ﬂ ,

(4.41)

£ {cosh [(a + w)?] + 2(a + w)?sinh [(a + w)?]} cosh (a?)
{cosh(a?) + 2(a?) sinh(a?)} cosh [(a + w)?]

—1, (4.42)

onde a1 = a, w = ag — aj.
E interessante ver como essas grandezas se relacionam quando a variacao entre os parame-
tros dos estados é pequena, ou seja, quando w K 1 e a diferenca 1 — F = F < 1, nessas condigoes

pode-se expandir as Eqs. (4.41) e (4.42) em série de Taylor em torno de w

Foq_ sinh(2a22) + 2a? S s Fo sinh(2a22) + 2a? W2, (4.43)
2 cosh”(a?) 2 cosh”(a?)
e
_ 22a [sinh (2@2) + 2a2] (4.44)
cosh” (a?) [1 + 2a? tanh (a?)]
O problema aqui é maximizar £ sob a restri¢ao
inh(2a?) + 2a? ~
g= Sh@a) +2” » 2 _ (4.45)

2 cosh?(a?)
Introduzindo o multiplicador de Lagrange A, encontra-se imediatamente as coordenadas do ponto

extremo da diferenca & — A\G:
2a
* = . 44
“ T 1+ 2a2tanh (a2)] A (4.46)

Substituindo o valor da Eq. (4.46) na Eq. (4.44) obtem-se a relacao entre o fator A e o desvio

relativo de energia na forma

2 4a? [sinh (2a2) + 2a2]
| cosh? (a2) [1 + 242 tanh (a2)]* €

: (4.47)
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substituindo o valor da Eq. (4.46) na Eq. (4.45) a fidelidade toma a forma

~ 2a2 [sinh (2@2) + 2a2]

F = 5 5 (4.48)
cosh” (a?) [1 4+ 2a? tanh (a?)]* A2
utilizando agora o resultado da Eq. (4.47) na Eq. (4.48) obtem-se a relacio entre F e £
F_ cosh? (a2) [1 + 2a? tanh (aQ)] 252 (4.49)

8a? [sinh (2a?) + 2a?]
A fungdo da Eq. (4.49) tende ao infinito para a — 0 e a — oo. Consequentemente, ela tem um

minimo para algum valor finito do pardmentro a. Calculando numericamente esse valor obtem-se

Fleven) £ 0.29€2 e gleven) x 186V F. (4.50)

min max

Esses valores sao encontrados para a ~ 0.81. Os gréficos da figura 4.7 mostram esse resultado para

alguns valores de w.

0,92 -

0,90 -

[ P —— F] —r

Figura 4.7: Fidelidade entre estados coerentes pares, F(w) definida pela Eq. (4.41) e sua fidelidade
méxima Frae(w) definida pela Eq. (4.50) com £ dado pela Eq. (4.44). Esquerda: para w = 0.1.
Direita: para w = 0.3.

4.2.3 Estados coerentes impares

Consirerando o caso em que os estados [1)1) e |12) sdo estados coerentes impares, ou seja, ¢; = 7

e ¢o = 7, a comparacao das formulas (4.4) e (4.5) mostra que as variagoes maximas da energia

para uma fidelidade fixa sdo obtidas quando as fases dos nimeros complexos a; e g coincidem.

Consequentemente, deve-se assumir que «q € oo sao reais. Entéo sob essas condicGes
sinh? [a(a + w)]

sinh (a?) sinh [(a + w)Z} 7

F - (4.51)

_ {sinh [(a + w)?] + 2(a + w)? cosh [(a + w)?] } sinh (a?)

{sinh(a?) + 2(a?) cosh(a?)} sinh [(a + w)?] -1 (4.52)
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Expandindo as Egs. (4.51) e (4.52) em série de Taylor em torno de w, para w < 1

o 2 2
F_ sinh(2a 3 +2a o2 (453)
2 cosh®(a?)

2a [sinh (2@2) — 2a2]
= —— w. (4.54)
sinh® (a?) [1 4 2a2 coth (a?)]

O problema aqui é maximizar £ sob a restricao

sinh(2a?) +2a%2 , =~

== o) " F=0. (4.55)

Introduzindo o multiplicador de Lagrange A, encontra-se imediatamente as coordenadas do ponto

extremo da diferenca £ — A\G:
2a
* = 4.
“ Tl +2acoth ()] N (4.56)

substituindo o valor da Eq. (4.56) na Eq. (4.54) obtem-se a relagao entre o fator A e o desvio

relativo de energia na forma

2 _ ;LaQ [sinh (2a2) — 2a2] i (457)
sinh” (a?) [1 4 2a? coth (a?)]* &
Substituindo o valor da Eq. (4.56) na Eq. (4.55) a fidelidade toma a forma
~ 2a? [sinh (24%) — 2a?
F= 2a[sm(a) a]2 , (4.58)
sinh® (a?) [1 4+ 2a? coth (a?)]” A2
utilizando agora o resultado da Eq. (4.57) na Eq. (4.58) obtem-se a relacio entre F e £
F_ sinh? (a2) [1 + 2a? coth (aQ)]2 9 (4.59)

8a? [sinh (2a?) — 2a?]
A funcao da Eq. (4.59) tende ao infinito para a — 0 e a — oo. Consequentemente, ela tem um

minimo para algum valor finito do paramentro a. Calculando numericamente esse valor obtem-se

]_’Z(odd)

min

~ 093682 e £l ~ 103V F. (4.60)
Esses valores sao encontrados para a ~ 1.41. Os graficos da figura 4.8 mostram esse resultado para
alguns valores de w.

Os graficos da razdo R(b) = £2/F feita a partir das formulas (4.49) e (4.59) estdo indicadas
na figura 4.9.

O comportamento da funcdo F(a,&) com diferentes valores fixos (ndo muito pequenos)
do desvio relativo de energia £ é mostrado na figura 4.10. Para fazer esses graficos, resolvemos
numericamente a equacdo &(a,w) = F com respeito a variavel w para um valor fixo de a e E.
Depois disso a solugao w(a, F) foi inserida na funcio exata F(a,w), tal como (4.41) ou (4.51).
Desta forma, foram calculados os valores maximos possiveis da fidelidade F para alguns valores do

desvio relativo de energia £ > 0. Os resultados sdo mostrados na tabela 4.1.
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Figura 4.8: Fidelidade entre estados coerentes impares, F(w) definida pela Eq. (4.51) e sua
fidelidade maxima Fyqq(w) definida pela Eq. (4.60) com & dado pela Eq. (4.54). Esquerda: para
w = 0.1. Direita: para w = 0.3.
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Figura 4.9: Graficos da func¢ao R(b) = 52/]?. Esquerda: Para os estados coerentes pares. Direita:
Para os estados coerentes impares.
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Figura 4.10: Gréaficos da funcado F(a,&) com valores fixos do desvio relativo de energia £ para
estados pares, impares e estados de Yurke-Sstoler. Esquerda: para £ = 0.2 Direita: para & = 1.0.
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Tabela 4.1: Tabela da fidelidade méxima para diferentes valores de £.

JT_'(even) .F(Y_S) JT_'(odd)

E |l Foae | @ w Frae | @ w Fraz | @ w
0.2 099 |0.8]0.10| 098 | 0.6 |0.13| 097 | 1.3]0.19
0.4 097 |0.70.18 | 094 | 0.6 |0.24| 090 | 1.3]0.35
0.6 094 |0.7025| 089 |0.6|0.34| 0.81 | 1.2]0.49
0.8 090 |0.7032| 083 |05 042 0.71 | 1.2]0.61

1 0.86 | 0.7 1037 | 0.78 | 0.5]0.50 || 0.61 |1.1]0.74

4.3 Estados de gato real/imaginéario

Considerando estados com 3 = aj e z; = 0 = £1. Onde a; = a;exp (if;) com a; > 0. Sob tais

condigoes os estados (4.1) tomam a forma
|45 ZNj(‘ajew”'> +U‘%‘€_i6">>, (4.61)
com
in2(0.)\ ~1/2
N; = <2 + 20 cos (ajz sin(26;)) e 2% bl112(93)) .

As equacoes de fidelidade e desvio relativo de energia (4.4) e (4.6) nao sao validas para
esses estados, ja que 3; # a;. Entdo ¢é preciso encontrar essas equacoes para a situac¢ao em questao.

Usando a defini¢ao (4.3), obtem-se a fidelidade

o (COS [a1a2 sin (9_)] 0102 cos(6-) + o cos [a1a2 sin (9+)] ef1az COS(9+))2 ei(a%Jra%) , (462)

(1 + o cos [a? sin(261)] e—2ai Siﬂ2(91)) (1 + o cos [a3 sin(262)] e—243 Siﬂ2(92))

onde

0_=0y—01 e 0y =654 064.

E da definigao (2.15) obtem-se a energia de cada estado

1 X;
=ty (4.63)
T2 J H;
onde
X; =14 ocos (a? sin (26;) + 26;) e~ 205 5in®(05),
e

H; =1+ ocos (a? sin (26;)) e~ 205 sin? (05)

Claro que a diferenga de energia desses estados também pode ser ilimitada, entdo é necessario obter

o desvio relativo de energia (3.32), que se torna

. 2@%)(27’[1 - Qa%Xﬁ'—[z

E = 4.64
Ho (7‘[1 + QCL%?Q) ( )
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Aqui foi possivel obter resultados apenas quando F < 1, para os casos onde os estados
possuem, mesmas amplitudes a; = as = ¢ mas uma pequena variacao de fase df = 6, — ;1 < 1, ou

uma pequena variacao na amplitude da = a2 — a1 < 1 com fases iguais 61 = 02 = 6.

4.3.1 Pequena variacao de fase

Quando os estados possuem mesmas amplitudes a1 = a2 = a mas pequenas variacoes de fase
df = 0y — 0; < 1, as equagoes (4.62) e (4.64) podem ser expandidas em serie de Taylor em torno

de df, de tal maneira que

F=1-B%0,b)d*> = F =B%®,b)do> (4.65)

£ = A(0,b)dd, (4.66)

onde § = 6y e b = a®. As formas explicitas das funcdes B(6,b) e A(6,b) sdo
b+b*—ol (b b? 21252
_ b+ ol (bey + 04)7 b°I'*s5 . (4.67)
1+ 0lc (1+ olcp)

4boT [bSQ (1 + UFCQ) — (1 + O'FC()) (82 + 684)]
(1 + UFCO) [1 + ol'co + 2b (1 + UFCQ)]

onde I' = exp [—2bsin?(#)], ¢, = cos [bsin(20) + nb] e s, = sin [bsin(20) + nb]. Através das Egs.
(4.65) e (4.66) é facil notar que

A= (4.68)

~ B
F=5& =100, (4.69)

0 que resume o problema & minimizacdo da funcao fée) (0,b), que possui a seguinte forma explicita

10) _ [14 0Tco+2b (1 + oley))? {(1 4 0Tco) [1 +b— 0T (c2 + beg)] — bI'2s3}
7 16612 [bsy (1 + oTca) — (14 0Tcg) (s2 + bsy)]? ’

(4.70)

As figuras 4.11 mostram que a funcao R(6,b) = 1/fc(,9) ¢ méxima quando 6 = km (com k =

0,1,2,3...) para valores fixos da variavel b, entao fica claro que a funcao fée) tem seus minimos para

esses valores de #. Assim, é preciso encontrar os valores minimos da funcao gc(,a)(b) = lim fcg@) 0 —

0,b). Uma simples expressao é encontrada para o = +1:

L 64 4b+1/b).

gf)(b)zﬁ

Essa funcao tem o minimo g(e) =5/8 = 0.625 em byin = 1/2 (0U Gpmin = 1/v/2 =~ 0.707), figura

min+

4.11 (esquerda). Consequentemente, para esse tipo de variagoes dos parametros obtemos as relacoes

FOr 062562, Epan ~ 1.265V F. (4.71)

min
Para 0 = —1, obtem-se

O L (4b* + 306% 4 69b* + 60b + 18) (2b% + 7b + 3)°
9~ 16 b (203 + 962 + 12b + 6)* '
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Figura 4.11: Graficos da fungao R(6,b) = 1/f£9)(9,b) com valores fixos do parametro b = a.
Esquerda: para ¢ = +1. Direita: para o = —1.

Que tem o minimo g(e) (b) = 1.933 em bypin, =~ 0.884 (0U Gpin, =~ 0.94), figura 4.11 (direita), que

min—
resulta nas relacoes
FOo x1.93362,  Enun ~ 0.2V F. (4.72)

min

4.3.2 Pequena variagao na amplitude

Quando os estados possuem fases iguais #; = 6, = 6 mas uma pequena e arbitraria variacdo da
amplitude da = ay — a; < 1, as equagoes (4.62) e (4.64) podem ser expandidas em serie de Taylor

em torno de da de forma similar ao feito na secao 4.3.1, que resulta na relacdo
F = [59(0,0)€%, (4.73)

com o coeficiente

[So + 2b82)? [([oTea + 1] b+ S) So — bSZ]

£4(8,0) = 2L (4.74)
16b [0 ([Lcq + o] b+ 0 + Teg) Sy — bS3 |
onde
S, =1+oTl¢,.
Essa fungao atinge seus valores minimos (para valores fixos de b) em 6 = %r comi=1,3,5"7.. (veja

as figuras 4.12). Mas isso significa que seus estados extremos sdo nada mais que os estados pares
e impares (girados pelo angulo 7/2 no plano de fase). Consequentemente, nesse caso, chegamos
novamente as restrigoes (4.50) e (4.60), que neste caso sdo obtidas nos seguintes casos:

para ¢ = +1 a funcdo gf)(b) = lim fJ(ra) (0 — w/2,b) explicita é

[(1+2b) 2 +1—2b]°
16b (4be?t + e — 1) 7

g (b) =




Figura 4.12: Graficos da fungao f2(6,b) com diferentes valores do paramentro b. Esquerda: para
o = 1. Direita: para ¢ = —1.

que tem o minimo gT(ZgnJr(b) = 0.289 em by, ~ 0.66, figurad.12 (esquerda), que fornece relagoes
idénticas as (4.50)

For ~02892 e &% ~ 186V F. (4.75)

O grafico da figura 4.13 (para 6 = m/4) mostra esse resultado, para alguns valores da.

1 -

0,99998 - 0,900% -
0,99996 - 0,9996
0,59994 - ., 10,9904 -
F 1 F

0,99992 -

] 0.9992
0,99990 -

: 0.9990 -
0,99988 -

1 0,9988
0.99986 -

0 0,5 1 1.5 2 0 0,5 1 1,5 2

Figura 4.13: Fidelidade entre estados real/imaginario, F(da) definida pela Eq. (4.62) e sua
fidelidade méxima F,q2(da) definida pela Eq. (4.75) com & dado pela Eq. (4.64), para § = /4.
Esquerda: para da = 0.01. Direita: para da = 0.03.

Para 0 = —1 a funcéo g@(b) = lim fﬁa)(ﬁ — 7/2,b) explicita é

[(1+2b) 2 — 1+ 2b]°
16b (4be?b — et +1) 7

—

g (b) =~

que tem o minimo gisi)n_(b) = 0.936 em by, =~ 1.99, figura 4.12 (direita), que fornece relagoes
idénticas as (4.60)

Fo ~093682 e £ ~1.03VF (4.76)

min max

O grafico da figura 4.14 (para 6 = 7/4) mostra esse resultado, para alguns valores da.
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06,9999 |
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Figura 4.14: Fidelidade entre estados real/imaginério, F(da) definida pela Eq. (4.62) e sua
fidelidade maxima F,q:(da) definida pela Eq. (4.76) com & dado pela Eq. (4.64), para 6 = 7/4.
Esquerda: para da = 0.03. Direita: para da = 0.05.

4.4 Estados Semi-coerentes

A nocao de estados semi-coerentes foi introduzida por Mathews e Eswaran em [39]. Eles definiram
tais estados como estados de um oscilador harmoénico com variagoes das coordenadas e do momento
independentes do tempo. Mostraram que essa defini¢ao é equivalente & condigao (a?) = (a)?, onde
a é o operador aniquilagdo. Exemplos triviais desses estados sdo o estado coerente |a) e o estado

de Fock |n). Mas Mathews e Eswaran acharam um exemplo nao trivial com a forma [63]

oy LAy — o) = 18;) (Bjlas) (4.77)

(1= H8sla?) ™

onde |a) e [B) sdo dois estados coerentes. Pode-se ver que o estado [a.Lf3); & ortogonal ao estado
|3), e essa propriedade explica a notacao introduzida em [63]. A energia média do estado (4.77) é

igual a
Cc |2

Ej—|aj|2+1_c\5j—aj

: (4.78)

onde

_ 2 — ;i —B;]?
¢j = [(Bjlay)|? = el =l

4.4.1 Estados ortogonais ao vacuo

Considerando primeiramente o caso especial com § = 0, isto é, projeces ortogonais dos estados
coerentes sobre o estado de vacuo. A expansao dos estados |« 0) na base de Fock ndo contém
contribuicoes do vacuo, esses estados, as vezes, sdo considerados os ‘mais nao-classicos’ [68]. A
fidelidade entre dois estados |1 L0) e |apL0) é

€1€2

TSy T

lexp (afan) — 117, (4.79)



36

e as energias médias sdo dadas pela formula

1 a?
Ei=_+4 1 4.80
T2 1 (4.80)
onde
2
£j = exp (— | ) .
Os estados com os valores absolutos iguais |a;| = |az| tem a mesma energia, mas a fidelidade entre

eles pode ser baixa se as fases dos niimeros complexos aq e ao forem diferentes. Entdo a méaxima,
fidelidade para um valor fixo do desvio relativo de energia é obtida para estados com as mesmas
fases de @1 e as mas com valores absolutos diferentes. Entdo deve-se assumir que a1 e as sdo
ntmeros reais. Entdo para dois estados proximos com a = a = Vb e g = a + da a fidelidade e o

desvio relativo de energia sao explicitamente

[ef%daQ 6—l[a2+(a+da)2]}2
F= (1= e @) (1 — ¢ (atda)?)” (4.81)
[§]
e dada + 2da? + 2a2e~(a+da)* _ 2(a + da)ge_“2 ' (482)

(1 —e(a+da)?) (262 4+ 1 — e—9*)
Expandindo as Eqgs. (4.81) e (4.82) em série de Taylor em torno de da, obtém-se novamente relacoes

similares & Eq. (4.69) com

~ da [1—(1+0b)e?] 1—(1+4b)e?®
A e ¢ P a oy (4.83)
Nesse caso a funcio f5=9)(b) = B/ A? se torna
_ b 2
f(sc—O)(b) _ (1 e + 2b) (4.84)

C16b[1 —et(1 4+ b))

A funcio R0 () = 1/ f(5¢=0)(b) ¢ mostrada na figura 4.15 (esquerda). Ela tem seu maximo para
f(sc—O)

b~ 2.39 (ou a =~ 1.547), resultado que fornece f, . ~ 1.227, ou seja,

Fe0 129762 e Enas ~ 0.903V F. (4.85)

min

Os graficos da figura 4.16 mostram esse resultado, para alguns valores da.

4.4.2 Dois estados proximos com mesmo [

Agora comparando dois estados proximos com a; = a = Vb, as = a+da e f; = B2 = 3, assumindo
que todos esses pardmetros sao reais. Obtem-se para a fidelidade e para o desvio relativo de energia
as seguinte equacoes
2
{ef%(da)Q _ e—(%da2+52—6da)]

F = (1= e ) [1 — e [atd?] (4.86)
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Figura 4.15: Esquerda: fungdo R(b) = 1/f(b) [with f(b) defined by formula (4.84) para estados
semi-coerentes ortogonais ao estado de vacuo proximos. Direita: fungdes Ry(0) = 1/f1(0) [com
f+(6) definido pela formula (4.90).

0.99 -
0,98 H
0,97

0,95 -
0,94+
0,93 -
092

14

—r——-r 7]

Figura 4.16: Fidelidade entre estados semi-coerentes ortogonais ao vacuo, F(da) definida pela
Eq. (4.81) e sua fidelidade maxima F,qz(da) definida pela Eq. (4.85) com & = Ada, Eq. (4.83).
Esquerda: para da = 0.1. Direita: para da = 0.3.

[(1 - e*(d“+5)2) + 2 (da + 6)* g~ (da+d)? (1 - 6*52> -2 (1 - e*(d‘”‘s)z) 526*52]
£ = . 4.87
(4ada + 2da®)~" [2a2 (1 — e=9) + 262e=0° + (1 — e79*)] (1 — e~ (da+9)?) (487)

Nesse caso para da < 1, obtem-se

a+G 1—c¢— o2
=2— = — 4.
a2+ N’ B (1—¢)2 "’ (4.88)
onde 6 =a — f, c:exp(—52) e
0(5(1—0—52) 1 — ¢+ 2¢6?
= N = -

A fungdo B (que determina pequenas variacoes da fidelidade) depende apenas da variével 4, en-
quanto a funcdo A de pende de § e a. Consequentemente, olhando para o valor maximo do desvio
relativo de energia para um valor fixo de F e valores arbitrarios das varidveis independentes a e 3

(que podem variar de —oo até 4+00), pode-se assumir que os parametros independentes sao a e d.
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Entao o primeiro méaximo da funcao .A(a) para valores fixos das fungdes G(6) e N(J), € obtido para

as(8) = —G(5) £ \/G2(8) + N(9). (4.89)

Calculando a fun¢ao A(a,d) nesses dois pontos extremos, chega-se a duas possibilidade para a

funcdo f1(9)

—c— c?
f+(0) = A?iii),a) - g (V@ Ea) (4.90)

Os gréficos dessas fungdes sdo mostrados na figura 4.15 (direita). O minimo absoluto é encontrado

para 0 =~ 1.421 e a = —0.656, resultado que fornece fy;n, = 0.34, ou seja,

Fooa 003482 e Emew ~ LTIV F. (4.91)

min

4.4.3 Dois estados préximos com mesmo «

Mantendo os valores o = ag = «, e para pequenas variacoes df = P2 — 51. A diferenca de energia
FEy — Eq é proporcional ao produto de df por alguma fun¢do que depende de @ — B1. Mas o desvio
relativo de energia contém no denominador um termo adicional |a|?, veja Eq. (4.78). Considerando
«a e a — B como variaveis independentes, chega-se a conclusdo que o desvio relativo de energia
méaximo de dois estados proximos com uma fidelidade fixa pode ser obtido para o = 0 (projecoes
ortogonais do estado de vacuo sobre dois diferentes estados coerentes proximos). Novamente, a
méxima diferenca de energia é obtida para valores reais de 81 = [ e 2. Sob essas condigoes,
obtém-se a fidelidade e o desvio relativo de energia nas formas

[1 C B (1 o9 e%ﬁmﬁf]z

U (PP N (R G o R (4.92)

2 [(25616 +dE?) e P — (B + dg)ﬂ e~ (B+dB)? 4 93205
- (1 — e~ (B+dB)?) (1 + 282 F* — e~26%) : (4.93)

Nesse caso para df < 1, obtém-se

 4Be(1-b—¢) e[l —e+b(1 —2¢)]
A= (1—¢e)(1—e+2be)’ B (1—¢)? ’ (4.94)
£(0) B _ [1—5+b(1—2€)](1—€+2b€)2, (4.95)

T A2 16be(1 —b—¢)2
onde b = 32 e e = exp(—b). O gréifico da fungdo R(b) = 1/f(b) &é mostrado na figura 4.17 (esquerda).

O maximo de R(b) é obtido para b &~ 3.437, resultado que fornece f,;n, =~ 0.55, ou seja,

Feb 05582 e Emas ~ 135V F. (4.96)

min

Os graficos da figura 4.18 mostram esse resultado, para alguns valores dg.
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Figura 4.17: Esquerda: funcao R(b) = 1/f(b) [com f(b) definida pela formula (4.95) projecoes
ortogonais do estado de vacuo sobre dois diferentes estados coerentes proximos. Direita: fungao
R(a) =1/f(a) [com f(a) definida pela formula (4.101)].

; _\/_‘ = _\//’———‘
i =
0.998 y e
7 F
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Figura 4.18: Fidelidade entre estados semi-coerentes com mesmos valores de a, F(df) definida
pela Eq. (4.92) e sua fidelidade maxima Fj,4,(df) definida pela Eq. (4.96) com & dada pela Eq.
(4.93). Esquerda: para df = 0.1. Direita: para df = 0.5.

4.4.4 Estados ‘auto-ortogonais’

Considerando agora o limite § — a do estado (4.77) [63]:

9 . o0 am1
s a) = e(7lo?/2) | |o>+mzz1 N (laf? = m) [m)| . (4.97)

O estado (4.97) pode ser chamado de estado semi-coerente ’auto-ortogonal’ devido & sua ortogona-
lidade ao estado coerente |a). Foi mostrado em [63] que o estado (4.97) coincide com o primeiro
estado de Fock deslocado |o) a) = —D(a)|1), onde D(r) = exp (aa’ — a*a) é o operador desloca-
mento usual.

A fidelidade e o desvio relativo de energia entre dois estados (4.97) com os rotulos a; e oo
sao
oo — o ?

2 (12
]::(1—|042—a1|2) 6( laz—an] ), _7|041‘2+3/2 .

(4.98)
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Uma fidelidade fixa implica num valor fixo da diferenca |as — a1|. O desvio relativo de energia £
maximo é obtido para os dois niimeros complexos «q e ao pertencentes ao mesmo raio no plano

complexo. FEntao, deve-se assumir que aj e ao 820 nimeros reais. Dessa forma

d(2a + 6)

£= a?+3/2’

0=a9 — a1, a=aj. (4.99)

Para um valor fixo de 0 a funcdo (4.99) tem seu extremo para 2a = —0 = /62 + 6. os dois valores

extremos
£y = 46 (\/52 16+ 5) /3,

podem ser substituidos pela formula tnica para o desvio relativo simétrico de energia (4.8) entre

dois estados (4.97) para valores fixos de § (ou F)

Vinaz = \/2/3 0. (4.100)
Para pequenos valores de F < 1 e |€| = Y < 1 obtém-se das Eqs. (4.98)

4a B 3(2a%+3)°

O grafico da fungao R(a) = 1/f(a) é mostrada na figura 4.17 (direita). O méaximo de R(a) é obtido

para a &~ 1.225, resultado que fornece fy,;n, = 4.50, ou seja,

fsc—ort ~ 4.5082 e Emaz ~ 047\/; (4102)

man

O exemplo considerado nessa subsecao é interessante porque a fidelidade é uma fungéo nao-
mondtona do seu argumento u = |ag — a1|? = |6]?. F(u) diminui monotonamente do valor 1 até
zero no intervalo 0 < u < 1, mas cresce para u > 1, atingindo seu segundo maximo F3 = 4e™3 ~ 0.2
para u = 3 e, em seguida, cal novamente & zero para u > 3. Note, por exemplo, que esse valor Fj
¢ maior que o valor I} /5 ~ 0.15 correspondente a u = 1/2. O maximo desvio relativo simétrico de
energia para dois estados ortogonais com § = 1 pode atingir o valor \/2/7?% enquanto que Vmaz = V2

para estados ‘mais proximos’ (do ponto de vista da fidelidade) com |5] = v/3.



Capitulo 5

Conclusoes

Comparou-se fidelidades e desvios relativos de energia entre estados quanticos proximos pertencentes
a varias familias diferentes. Para pequenas variacGes ds de alguns parametros s caracterizados pelos
estados quanticos pertencentes a uma dada familia, obteve-se um pequeno desvio da fidelidade com
a quantia F proporcional a ds?. Por outro lado, pequenos desvios relativos de energia &£ sdo
proporcionais a ds (embora possa acontecer em alguns casos excepcionais que £ ~ ds?, casos vistos
nas secoes 4.1.3 e 4.1.2). Portanto, para valores pequenos de |E] — 0 ou F — 0 obteve-se para

muitas familias de estados quénticos as relacées
£=A({r))ds,  F=B({1})ds?, (5.1)

F=f00e% 1910 = BUh/A (), (5.2)

onde o simbolo {7} significa um conjunto de parametros que a familia de estados escolhida depende e
s representa o parametro que é variavel. Minimizando as fun¢oes f(®) ({~}) sobre os seus argumentos,
chegou-se as relagoes

Elmas = 1 VF,  Foin = E2/72, (5.3)

onde 7, foi um valor constante especifico para cada familia. Entéo, se (4 > 4(B) para duas familias
de estados rotuladas pelos superescritos A e B, pode-se dizer que a familia B é menos sensivel a
variagoes de parametros do que a familia A. Nesse sentido B pode ser considerada ‘mais robusta’
do que a familia A. A tabela 5.1 mostra todos os ‘coeficiente de robustez da energia’ obtidos neste
trabalho.

Os resultados mostraram que a fidelidade por si s6 ndo pode ser usada como uma medida
tnica (universal) de proximidade entre dois estados quanticos, na auséncia de qualquer informacao
adicional sobre os estados, a menos que seu valor seja muito proximo a 100%. Para os estados

gaussianos essa afirmacao pode ser ilustrada, por exemplo, considerando diferentes conjuntos de

41
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Tabela 5.1: Tabela do ‘coeficiente de robustez da energia’ v para todas familias e sub-familias de
estados considerados neste trabalho.

Estados Gaussianos Estados de ‘gato’ real/imaginario
Coerentes v~ 1.41 Variagao de fase Y =127 e v = 0.72
Fortemente comprimidos | v = 2.00 | Variacio na amplitude | 7P ~1.86 ¢ v(-) ~ 1.03
Gaussianos v~ 2.83 Estados semi-coerentes
Estados de ‘gato’ Ortogonais ao vacuo v =~ 0.903
Yurke-Stoler v~ 1.41 Mesmo f v~ 1.71
Fixando « v~ 1.15 Mesmo « v =~ 1.35
Coerentes pares v~ 1.86 ‘Auto-ortogonais’ v =~ 0.47

Coerentes impares v~ 1.03

estados com uma fidelidade fixa F =~ 0.94. Se o primeiro estado for coerente com z; = 100 e
p1 = 0, e o segundo estado também for coerente com ps = 0 (isto é, a = 1 e « = 5 = 0), entdo
F = 0.94 significa que x2 = 100.35 ou x2 = 99.65. Nesse caso )V = 0.007, que pode ser aceito como

uma pequena quantidade, o que significa que estes dois estados concretos sao de fato ‘préximos’.

Mas a situacao pode ser completamente diferente para estados de vacuo comprimidos com

bj = z; = p; = 0. Entdo a fidelidade 7 = /8/9 =~ 0.94 pode ser obtida para o = 1 (ou
seja, az = 2a1) ou o = —1/2 (quando as = a1/2). Considerando a; = 1 (o estado fundamental
do oscilador) obtém-se as energias médias F; = 1/2 e Ey = 5/8, que nao sao tao diferentes

(Y = 1/\/% ~ 0.22). Além disso, é facil de encontrar dois estados com Fy = Ey e F = \/%:
os valores correspondentes dos pardmetros sao a; = V2ear =1 / V2. No entanto, considerando
estados fortemente comprimidos com a; = 0.1 e ag = 0.05, as energias se tornam FE; = 2.525 e
E> = 5.0125, de modo a que estes dois estados com ) = 0.7 dificiumente podem ser considerados
proximos. Para pequenos valores de a; pode-se chegar o préoximo quanto se queira da relacao
méxima Ey = 2F; (ou Ey = 2E,) permitida pelas féormulas (3.51) e (3.67). Para Fy = 1.5E; a
maxima fidelidade possivel é igual a F,,, = \/m ~ 0.98. Mesmo no nivel de F = 0.99 pode-se
obter dois estados com um desvio relativo de energia entre eles de cerca de 28%. A figura (5.1)
mostra dois pares de func¢des de onda reais que descrevem estados de vacuo comprimidos com a
mesma fidelidade F = \/% ~ 0.94. Essa figura comprova que nao é facil dizer se dois estados
sao proximos ou nao olhando apenas para seus graficos ou calculando apenas a fidelidade entre eles.
Critérios adicionais sao necessarios se a fidelidade néo estiver muito proxima a 100%. O problema
é que o valor necessario da fidelidade, na auséncia de informacao adicional pode ser tao alta que
dificilmente pode ser alcancado ou mensurado de forma confidvel em experimentos. Por exemplo,
para garantir que a diferenca de energia entre dois estados comprimidos arbitrarios nao ultrapasse

os 10% (isto é, Ey < 1.1E,), sua fidelidade deve ser maior que /440/441 ~ 0.998866.

Para as diferentes familias de superposicoes de estados coerentes, comparando os resultados
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Figura 5.1: Func¢oes de onda reais e positivas de dois pares de estados de vacuo comprimidos com
bj = x; = p; = 0 mas diferentes parametros a;. As fidelidades entre os estados dos pares 1-2 e 3-4

sdo iguais: F = 1/8/9 =~ 0.94. Entretanto, enquanto que as energias médias F; e FEy coincidem,
Ey=2F;5.

obtidos nas segoes 4.1, 4.2 e 4.3 pode-se concluir que entre superposicdes de estados coerentes
‘opostos’ |a) e |—a) com parametros de amplitude e deslocamento (z; e «;) independentes, os
estados mais robustos com relacdo a variacoes relativas de energia sao os estados coerentes impares.
Para alguns tipos de variagoes dos parametros o desvio relativo de energia maximo entre estes
estados ¢ proporcional a ‘infidelidade’ F = 1 — F, entdo a razio |£| /\/? ~ V' F tende a zero
quando F — 0. Isso significa que o ‘coeficiente de robustez da energia’ 7 introduzido na Eq. (5.1)
é igual a zero para estados iniciais impares com respeito a pequenas variagbes dos valores do fator
complexo z. Para pequenas variagoes do pardmetro complexo de deslocamento « o coeficiente ~ é
finito para estados impares. No entanto, é menor para estados impares do que para estados pares.
O valor 7,44 ~ 1.03 dado pela Eq. (4.60) é quase duas vezes menor do que 0 valor Yeyen, =~ 1.86 da
formula (4.50). Os estados de ‘gato’ N (‘aei‘9> - ‘ae‘i9>) apresentam um coeficiente ainda menor
~vim ~ 0.72 para pequenas variagoes apenas da fase 0: veja a formula (4.72). No entanto, para
variagoes mais gerais (por exemplo, da amplitude) eles tem o mesmo coeficiente v que os estados
coerentes impares. Os estados coerentes pares e ‘estados de gato reais’ parecem ser os estados
‘menos robustos’ com relagao as variagdes de energia. Isto pode ser explicado pela contribuigao
significativa do estado de vacuo, diminuindo a energia inicial, em comparacdo com a energia dos

estados impares.

Lembrando que para estados coerentes Yo, = V2 ~ 1.41 Eq. (2.27). Percebe-se que
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para algumas superposicoes de estados coerentes especificas, pode-se obter valores menores de y
para variagOes restritas dos pardmetros, embora que no caso mais geral, obtiém-se v > yeop. O
mesmo ocorre para estados ‘semi-coerentes’ considerados na secao 4.4: embora tenha se encontrado
os valores v = 0.90 para as projecoes ortogonais sobre o estado de vacuo e um valor até duas vezes
menor v = 0.47 para estados ‘auto-ortogonais’, para os estado mais gerais o valor v = 1.71 > .,
foi obtido. Este dltimo valor, por sua vez, é menor do que o valor méximo v = 1.86 encontrado
para os estados coerentes pares. Esse resultado parece natural, porque superposicoes genéricas tem
parametros de amplitude e deslocamento z; e o independentes, considerando que esses parametros
estao ligados, no caso dos estados ‘semi-coerentes’.

Percebe-se entdo que Ymae = 2v2 ~ 2.83 para as pequenas variacoes mais gerais dos
parametros dos estados comprimidos puros, Eq. (3.82). Como quase todos os valores do ‘coeficiente
de robustez da energia’ v calculados neste trabalho sao da ordem de uma unidade, apenas valores
muito altos da fidelidade F > 0.99 pode garantir uma real proximidade entre dois estados (com & <
0.1) na auséncia de qualquer informagao adicional sobre os dois estados. No entanto, as restri¢oes
podem ser amenizadas (as vezes significativamente) se alguma informacao adicional existir. Por
exemplo, se é sabido que o estado inicial & um estado coerente impar, e que o dnico paradmetro
variavel é o coeficiente complexo de amplitude z ~ —1, entdo as variagdes de energia nio passarao
de 10% para uma fidelidade da ordem de 90%. Mas no caso geral pode-se obter dois estados com

uma fidelidade de 90%, cujas energias diferem em duas vezes (ou até mais).
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